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Glava 1

Uvod

Simbolicko izracunavanje (racunanje) predstavlja upotrebu ra¢unara za manipulisanje matema-
tickim izrazima u simbolickoj formi. Koristi se kad je god potrebno dobiti eksplicitan rezultat
izracunavanja koji ne sadrzi numericke greske. Zbog toga se simbolicko izracunavanje cesto
koristi kod lose uslovljenih problema gde nije moguc¢e numericki precizno izvesti potrebno
izracunavanje. Sa druge strane, u mnogim naukama se ¢esto sre¢e potreba za manipulisanjem
komplikovanim izrazima koji u sebi sadrze vise promenljivih. Najcesce ti izrazi predstavljaju
racionalne funkcije kao i polinome od jedne, dve ili vise promenljivih. Metodi simbolickog

racunanja i u ovim slucajevima imaju veliku primenu, a cesto su i nezamenljivi.

Danas postoji vise programskih paketa koji podrzavaju simbolicko ra¢unanje. Oni se nazi-
vaju softveri za kompjutersku algebru (CAS, Computer Algebra Software), npr. MATHEMATICA,
MATLAB, MAPLE, MUPAD, itd. Najpoznatiji i ujedno najmoc¢niji CAS softver kada je u pitanju
simbolicko rac¢unanje je MATHEMATICA.

Literatura vezana za programski jezik MATHEMATICA je zaista obimna (npr. oficijalne knjige
autora Stephena Wolframa [158, 157, 159], pregledni rad [2] kao i sledeée knjige objavljene na
srpskom jeziku [123, 75]).

Hankelove determinante imaju veliku primenu u teoriji ortogonalnih polinoma, numerickoj
matematici a takode i u drugim oblastima matematike i tehnickim naukama. Narocito je vazno
izracunavanje ovih determinanti u zatvorenom obliku. U skorije vreme publikovan je veci broj
naucnih radova u kojima se racunaju Hankelove determinante razlic¢itih nizova celih brojeva.
Objavljen je i veéi broj preglednih radova na ovu temu (npr. radovi Krattentnhalera [71, 72]).
U bogatoj literaturi vezanoj za Hankelove determinante, postoji ve¢i broj metoda za njihovo
izracunavanje. Pomenu¢emo metod Dodgsonove kondenzacije koji je otkrio C. L. Dodgson i
koji je primenljiv u slu¢aju proizvoljne determinante. Zatim, tu je metod LU faktorizacije [72],
i naravno metod baziran na ortogonalnim polinomima i veriznim razlomcima [71, 26]. Metodi
bazirani na rezultatima Radouxa i Junoda [110, 111, 112] su novijeg datuma i bazirani su na
funkcijama generatrisama polaznog niza momenata.

Generalisani (uopsteni) inverzi matrica predstavljaju uopstenja pojma obi¢nog matri¢nog

inverza. Ako je A regularna kvadratna matrica, tj. ako je det A # 0, tada postoji jedinstvena
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matrica X takva da je AX = XA =1, gde je I jedini¢na matrica. U tom slucaju X je inverzna
matrica matrice A i oznacava se sa A71. Ukoliko je A singularna matrica (ili pravougaona
matrica), tada matrica X sa pomenutim osobinama ne postoji. U tim sluc¢ajevima, korisno je
odrediti neku vrstu ”inverza” matrice A, tj matrice koja ¢e zadrzati Sto je moguce vise svojstava
inverzne matrice. To je dovelo do pojma uopstenog inverza matrice A. Pod uop$tenim inverzom
matrice A podrazumeva se matrica X koja je u izvesnom smislu pridruzena matrici A tako da

vazi

(1) Uopsteni inverz postoji za klasu matrica koja je Sira od klase regularnih matrica (u nekim

slucajevima za proizvoljnu matricu A);
(2) Ima neka svojstva obi¢nog inverza;
(3) Svodi se na obi¢ni inverz kada je A nesingularna kvadratna matrica.

Ideja o generalisanim inverzima je implicitno sadrzana jos u radovima C. F. Gaussa iz 1809,
i to u vezi sa uvodenjem principa metoda najmanjih kvadrata kod nekonzistentnih sistema.
Nakon toga je I. Fredholm, 1903. godine definisao pseudoinverz linearnog integralnog operatora
koji nije invertibilan u obi¢nom smislu, a kojim se resavaju integralne jednacine u slucajevima
kada inverzni operator ne postoji. Pokazalo se da tako definisan uopsteni inverzni operator nije
jedinstven. W. A. Hurwitz je 1912. godine, koriste¢i pojam pseudo-rezolvente, opisao Citavu
klasu takvih operatora. Generalisani inverzi diferencijalnih operatora implicitno su sadrzani u
Hilbertovom razmatranju generalisane Greenove funkcije 1904. godine a kasnije su ih proucavali
i drugi autori, npr. W. T. Reid 1931., itd.

E. H. Moore [90] je 1920. prvi definisao i proucio jedinstveni generalisani inverz proizvoljne
matrice, nazvavsi ga ”uopstena recipro¢nost matrice”. Moguce je da je do ovih rezultata Moore
dosao jos 1906. godine, mada su prvi rezultati objavljeni tek 1920. godine. Medutim njegov
rad malo je bio poznat Sirokoj javnosti, verovatno zbog specificnosti terminologije i oznaka. Na

primer, ovako je izgledala jedna teorema iz tog rada

Teorema. . - .
u %1 %2 /{/12 X ) .

3 | 221 type MMM, 5 G2, 12421 551)?1% L9212 = 53321‘ .

Vise o Mooreovom rezultatima moze se pronaéi npr. u [10]. Tek 1955. godine rad R. Penrosea
[97] pobudio je pravi interes za izucavanje ove problematike. Penrose je dokazao da je Mooreov
inverz zapravo reSenje sistema matricnih jednacina i zbog toga se ovaj inverz danas naziva
Moore-Penroseov inverz. Penrose je takode ukazao na ulogu ovog generalisanog inverza u
reSavanju sistema linearnih jednacina.

Teorija, primene i metodi za izracunavanje generalisanih inverza razvijali su se veoma brzo
u poslednjih 50 godina. Publikovan je veliki broj nau¢nih radova i nekoliko monografija, npr.
Wang, Wei i Qiao [148], Ben-Izrael i Grevile [10] kao i Rao i Mitra [108]. Poznat je veéi broj

klasa generalisanih inverza (Moore-Penroseov inverz, Drazinov inverz, grupni inverz, tezinski



Moore-Penroseov inverz, {i, j, k} inverzi, Bott-Duffinov inverz, itd...). Takode, predmet inten-
zivnog proucavanja su, kako generalisani inverzi matrica, tako i generalisani inverzi operatora,
elemenata C* algebri, itd..

Ovde ¢emo pomenuti samo neke od metoda za izrac¢unavanje generalisanih inverza matrica.
Reprezentacije generalisanih inverza pomoc¢u Jordanove kanonicke forme matrica proucavane
su npr. u radovima [16, 32, 38]. Takode, reprezentacije pomoc¢u faktorizacija potpunog ranga
(full rank faktorizacija) date su u radovima [125, 109, 108]. Najpoznatiji rezultat iz ove grupe
je rezultat Macduffea [84].

Reprezentacije Moore-Penroseovog i {i, j, k} inverza pomocu blok matrica prikazane su u
radovima [162, 93, 114]. Zukovski je u svom radu [163] predlozio jedan metod koji se zasniva
na rekurentnim formulama za reSavanje sistema linearnih jednacina.

Determinantske reprezentacije generalisanih inverza proucavane su u radovima [126, 128,
59]. Reprezentacije generalisanih inverza pomoc¢u grani¢nih vrednosti date su u radovima [58,
127, 133].

Metode za izracunavanje Drazinovog inverza uveli su Greville [43], Rose [115], Hartwig
[51, 52], Campbell, Meyer [16] kao i Wei i Djordjevié¢ [151, 153].

Modifikaciju poznatog Leverrierovog metoda (koji je u osnovi metod za rac¢unanje koeficije-
nata karakteristicnog polinoma matrice) za racunanje siroke klase generalisanih inverza (Moore-
Penroseovog, Drazinovog, itd...) razvili su Decel [27] (Moore-Penroseov inverz), Grevile [43] i
Ji [57] (Drazinov inverz) kao i Stanimirovi¢ [124] za siroku klasu drugih generalisanih inverza.

Metode pregradivanja za racunanje Moore-Penroseovog inverza, {1} inverza kao i tezinskog
Moore-Penroseovog inverza razvili su Greville [44] kao i Wang i Chen [149].

U skorije vreme proucavani su metodi za racunanje generalisanih inverza polinomijalnih i
racionalnih matrica. Generalisani inverzi polinomijalnih i racionalnih matrica imaju veliku pri-
menu u automatici i sistemima upravljanja [64, 73]. Modifikaciju Leverrier-Faddevog metoda
za polinomijalne i racionalne matrice razvili su Karampetakis [64, 65, 66, 67, 69] kao i Stan-
imirovi¢ [124], Stanimirovi¢ i Tasi¢ [134] i Stanimirovi¢ i Karampetakis [129]. Takode i metod
pregradivanja je razvijen za polinomijalne i racionalne matrice [132].

Generalisani inverzi se primenjuju u mnogim oblastima matematike a takode i u fizici i
tehnickim naukama. Simbolicko izracunavanje generalisanih inverzna konstantnih, racionalnih
i polinomijalnih matrica je znacajno zbog primena u tehnickim naukama, narocitu u automatici

i sistemima upravljanja.

Ova disertacija predstavlja doprinos simbolickom racunanju Hankelovih determinanti i gen-
eralisanih inverza matrica. U tu svrhu, predlozeni su novi metodi i modifikovani neki postojeci.
Vecina razmatranih metoda implementirana je u programskom paketu MATHEMATICA. Sve imple-

mentacije su besplatne i mogu se preuzeti sa internet adrese:

http://tesla.pmf.ni.ac.yu/people/dexter
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Disertacija sadrzi rezultate iz razlicitih matematickih i oblasti koje pripadaju racunarskim
naukama: simbolicko izracunavanje, teorija algoritama, linearna algebra, numericka matem-
atika, teorija ortogonalnih polinoma, itd...

Disertacija je bazirana na originalnim rezultatima autora koji su publikovani u vodeéim
medunarodnim ¢asopisima, prvenstveno iz oblasti ra¢unarskih nauka [100, 101, 102, 103, 104,
105, 130, 141, 113]. Takode, sadrzi i znacajan broj rezultata koji se ovom prilikom prvi put

pojavljuju.

Rad je podeljen u 5 glava, svaka glava je podeljena na nekoliko poglavlja a poglavlja na
odeljke.

Rezultati sadrzani u drugoj glavi odnosi¢e se na simbolicko izracunavanje Hankelovih de-
terminantni, odnosno Hankelovih transformacija nizova. U prvom poglavlju ove glave dac¢emo
prikaz osnovnih definicija i pojmova vezanih za nizove realnih brojeva, sa posebnim osvrtom
na nizove celih brojeva.

Drugo poglavlje sadrzi pregled poznatih transformacija nizova celih brojeva, uklju¢ujuci
binomnu, invert kao i Hankelovu transformaciju. Bice prikazana i osnovna svojstva ovih trans-
formacija kao i jedna primena Hankelove transformacije u fizici ¢vrstog stanja.

Osnovni metodi za izracunavanje Hankelove transformacije bi¢e predmet narednog, treceg
poglavlja. To su metod Dodgsonove kondenzacije i Radoux-Junodov metod.

Cetvrto poglavlje bi¢e posveéeno teoriji ortogonalnih polinoma. Prouéi¢e se osnovna svo-
jstva ortogonalnih polinoma sa posebnim osvrtom na troclanu rekurentnu relaciju. Ovo poglavlje
predstavlja teorijski uvod za naredno u kome ¢emo prezentovati metod za racunanje Hankelove
transformacije pomoc¢u veriznih razlomaka i ortogonalnih polinoma. Sve etape ovog metoda
bi¢e detaljno opisane. Takode bi¢e prikazan metod za nalazenje tezinske funkcije primenom
Stieltjesove inverzione formule, kao i metodi za transformaciju tezinske funkcije.

U sestom poglavlju druge glave odredi¢emo Hankelovu transformaciju niza ¢iji je opsti ¢lan
jednak sumi dva uzastopna generalisana Catalanova broja. Metod baziran na ortogonalnim
polinomima bi¢e primenjen. Ovo poglavlje sadrzi originalne rezultate i bazirano je na radu
[113].

Predmet proucavanja u sedmom poglavlju je odnos izmedu Hankelove i k-binomnih trans-
formacija. Ove transformacije predstavljaju uopstenje binomne transformacije. Glavni rezultat
ovog poglavlja je invarijantnost Hankelove u odnosu na opadaju¢u binomnu transformaciju. Svi
rezultati prikazani u ovom poglavlju su originalni i jo§ uvek neobjavljeni.

U osmom poglavlju druge glave izracuna¢emo Hankelovu transformaciju niza generalisanih
centralnih trinomnih koeficijenata. Bice koris¢en modifikovani metod baziran na ortogonalnim
polinomima kao i rezultati iz predhodnog poglavlja. Svi rezultati prikazani u ovom poglavlju
su originalni i jos uvek neobjavljeni.

Predmet proucavanja poslednjeg, devetog poglavlja ove glave je Hankelova transformacija

inverzije niza generalisanih Fibonaccijevih brojeva. Za racunanje Hankelove transformacije
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posmatranog niza koristi¢cemo Radoux-Junodov metod. I ovi rezultati su takode originalni i jos

uvek neobjavljeni.

Treca glava ovog rada posvecena je metodima za simbolicko ra¢unanje generalisanih inverza
konstantnih matrica.

U prvom poglavlju ove glave definisa¢emo nekoliko klasa uopstenih inverza i prouciti nji-
hova osnovna svojstva. Posebna paznja bice posveé¢ena Moore-Penroseovom, tezinskom Moore-
Penroseovom i Drazinovom inverzu.

Drugo poglavlje je posveéeno osnovnim metodima za izracunavanje generalisanih inverza.
Detaljno su prouceni metodi bazirani na faktorizacijama potpunog ranga, blokovske reprezenta-
cije 1 metod Zukovskog.

U trec¢em poglavlju bice prikazan i detaljno proucen Leverrier-Faddev metod, odnosno mod-
ifikacije ovog metoda za racunanje Moore-Penroseovog, Drazinovog i Siroke klase ostalih gen-
eralisanih inverza. Svaka varijanta ovog metoda bice predstavljena u obliku algoritma i bice
odredena odgovarajuc¢a vremenska slozenost.

Predmet proucavanja cetvrtog poglavlja je metod pregradivanja. Formulisa¢emo tri var-
ijjante ovog metoda za racunanje Moore-Penroseovog inverza, {1} inverza i tezinskog Moore-
Penroseovog inverza. Takode bi¢e prikazana vremenska slozenost ovog metoda.

Poslednje, peto poglavlje bi¢e posveéeno metodu za ra¢unanje {i, j, k} inverza u vremenu
mnozenja matrica. Ova slozenost je ujedno i teorijski najbolja slozenost koju moze imati
algoritam za racunanje generalisanih inverza. Metod je baziran na modifikaciji Courrierovog
metoda i generalisanoj Cholesky faktorizaciji. Rezultati prikazani u ovom poglavlju su originalni

i jos uvek neobjavljeni.

U cetvrtoj glavi ovog rada prezentovacemo metode za racunanje generalisanih inverza raci-
onalnih i polinomijalnih matrica. U prvom poglavlju bi¢e date osnovne definicije i svojstva
polinomijalnih i racionalnih matrica koja ¢emo u nastavku koristiti.

U drugom poglavlju ove glave prikazacemo interpolacioni metod za racunanje Moore-Pen-
roseovog inverza polinomijalnih matrica. Ovaj metod bi¢e baziran na Leverrier-Faddevom
metodu. Izracuna¢emo vremenske slozenosti Leverrier-Faddevog metoda primenjenog na poli-
nomijalne matrice i interpolacionog metoda. Takode prikaza¢emo jedan jednostavan metod za
procenu stepena odgovarajucih polinomijalnih matrica. Implementacije ovih algoritama u pro-
gramskom paketu MATHEMATICA bice testirane na slucajno generisanim test primerima i rezultati
testiranja bi¢e prokomentarisani. Svi rezultati ovog poglavlja su originalni i preuzeti iz na v
seg rada [130].

Trec¢e poglavlje ove glave bi¢e posveéeno interpolacionom metodu za racunanje Drazinovog
inverza polinomijalnih matrica bazirano na Leverrier-Faddevom metodu. Kao i u predhodnom,
i u ovom poglavlju ¢emo konstruisati interpolacioni metod za racunanje Drazinovog inverza i
izracunati njegovu vremensku slozenost. Implementaciju interpolacionog metoda u program-
skom paketu MATHEMATICA testiracemo na slucajno generisanim test primerima i rezultati testi-

ranja bice prokomentarisani. Svi rezultati ovog poglavlja su originalni i preuzeti iz naseg rada
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[103].

U ¢etvrtom poglavlju konstruisa¢emo interpolacioni metod za racunanje Siroke klase general-
isanih inverza. Ovaj metod predstavlja uopstenje metoda izlozenih u predhodna dva poglavlja.
Takode, konstruisa¢emo interpolacione metode za racunanje indeksa i ranga polinomijalne ma-
trice. Rezultati izlozeni u ovom poglavlju su originalni i preuzeti iz naseg rada [102].

Peto poglavlje je posve¢eno modifikaciji metoda pregradivanja za racunanje Moore-Penrose-
ovog inverza racionalnih i polinomijalnih matrica sa dve promenljive. Svi metodi, konstruisani
u ovom poglavlju, implementirani su u programskom paketu MATHEMATICA. Rezultati izlozeni u
ovom poglavlju su originalni i preuzeti iz nasih radova [100, 101].

U sestom poglavlju prikazana je modifikacija metoda pregradivanja za racunanje tezinskog
Moore-Penroseovog inverza racionalnih i polinomijalnih matrica. Definisane su i efektivne
strukture kojima se izlozeni metodi znacajno ubrzavaju. Rezultati izlozeni u ovom poglavlju
su originalni i preuzeti iz nasih radova [141, 104].

Sedmo poglavlje sadzi primene teorije generalisanih inverza konstantnih i polinomijalnih
matrica u matematickoj statistici i automatici. Deo vezan za primene u automatici sadrzi
nekoliko originalnih, jos uvek neobjavljenih rezultata.

U petoj, zakljucnoj, glavi bi¢e izvrSena sistematizacija svih rezultata i bi¢e dato nekoliko

predloga za dalja istrazivanja.



Glava 2

Simbolicko izracunavanje Hankelovih
determinanti

U ovoj glavi bavi¢emo se metodima za simbolicko izracunavanje jedne klase determinanti, Han-
kelovih determinanti. Ova klasa determinanti zapravo predstavlja jednu transformaciju (Han-
kelovu transformaciju) definisanu na skupu nizova (celih brojeva ili u opstem sluc¢aju realnih
ili kompleksnih brojeva). Najpre é¢emo opisati nekoliko metoda za rac¢unanje Hankelovih de-
terminanti. Ovi metodi ¢e biti iskoriséeni za izracunavanje Hankelove transformacije razlicitih
klasa nizova. Takodje prouci¢emo i druge transformacije nizova celih brojeva kao i vezu ovih

transformacija sa Hankelovom transformacijom.

2.1 Opsti pojmovi vezani za nizove celih i realnih brojeva

Niz realnih brojeva je svaka funkcija
a NO — R.

Sa a, = a(n) oznaci¢emo opsti clan niza a dok ¢emo sam niz Cesto obelezavati sa {an,},y,
(ili {a(n)},en,)- Napomenimo da ¢emo mnajvise proucavati nizove celih brojeva (tj. nizove
¢iji je kodomen skup celih brojeva Z). Napomenimo da mnogi poznati rezultati koje ¢emo
navoditi, iako su u originalu formulisani samo za nizove celih brojeva, u opstem slucaju vaze
za proizvoljne realne nizove, pa ¢emo ih tako i formulisati.

Nizovi se ¢esto zadaju pomocu funkcije generatrise (o.g.f, ordinary generating function).
Funkcija generatrisa niza {an}neN0 je funkcija g(z) za koju vazi

“+oo

g(x) = Z anx".

n=0
U nekim slucajevima, razmatrac¢emo jos jedan tip funkcije generatrise koju ¢emo nazvati ek-
sponencijalna funkcija generatrisa (e.g.f, exponential generating function). Za niz {an},cy,
eksponencijalna funkcija generatrisa e(x) definisana je sa.

—+00

e(x) = Z %x”.
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Primetimo da je eksponencijalna funkcija generatrisa niza {an}neNO zapravo jednaka funkciji

generatrisi niza {a, /n!} Kazemo da je niz {ay,}, ¢y, niz momenata mere p ako vazi

0 = /R 2 dp(z).

Ovakve nizove ¢emo cesto koristiti u nastavku ove glave.

neNg”

U daljim razmatranjima cesto ¢emo se pozivati na Online enciklopediju celih brojeva (EIS)
[121]. Ova enciklopedija je najveéa poznata arhiva nizova celih brojeva i sadrzi obilje informacija
i svojstava za svaki od nizova u njoj (opsti clan, funkciju generatrisu, e.g.f, itd...). Autor ove
enciklopedije je Neil J. A. Sloane. Na primer, niz Fibonaccijevih brojeva je u ovoj enciklopediji
oznacen sa A000045.

Primer 2.1.1. Niz {F(n)} (A000045) Fibonaccijevih brojeva ima funkciju generatrisu

n€eNg

g(x)_l—x—xQ ZF

Ovu ¢injenicu je lako dokazati koris¢enjem poznate linearne rekurentne jednacine koju zadovoljavaju
Fibonaccijevi brojevi
Fn)=F(n—-1)+ F(n—2)

sa startnim vrednostima F'(0) = 0, F(1) =

Niz F(2n + 1) ¢iji su prvi ¢lanovi 1,2,5,13,34,89, ... ima funkciju generatrisu dok niz

13-5—2

F(2n + 2) ¢iji su prvi ¢lanovi 1,3,8,21, 55,144, ... ima sledeé¢u funkciju generatrisu m

Primer 2.1.2. Niz Catalanovih brojeva (A000108) {C(n)}

funkciju generatrisu
1—-+v1—-4x
c(z) = -
x

Ovo je jedan od najproucavanijih i ujedno i najbitnijih nizova celih brojeva. Catalanovi brojevi C(n)
predstavljaju niz momenata tezinske funkcije

definisan sa C(n)

n€eNp?

w(z) = —

2T x

na intervalu [0, 4]. Prema tome vazi

1 /4 nV (4 — )
=— [ 2"+—Fdx.
2 Jo x

Niz isprekidanih Catalanovih brojeva {C(|n/2])(1 + (=1)")/2},,cn, (prvih nekoliko ¢lanova ovog niza
su1,0,1,0,2,0,5,0,...) moze biti predstavljen kao niz momenata na sledeéi nacin.

C(lnj2y D / /1~ 2de,

Da bi dokazali poslednji izraz, dovoljno je da uoc¢imo da je x"v/4 — z2 neparna funkcija za neparne
vrednosti broja n, pa je njen integral na segmentu [—2,2] jednak nuli. Za parne vrednosti broja n,

n = 2k vazi ) .
1 d
/ x%\/4—$2dx:2/ y"\/4—y—y =
T J o 0 VY
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Primer 2.1.3. Niz centralnih binomnih koeficijenata (A000984) ¢iji je opsti ¢lan (27:‘) mozemo na
slican nacin da predstavimo kao momente tezinske funkcije

(2n> 1 / 4 "

= — —dx.

n ™ Jo A /$(4 — x)

Niz isprekidanih centralnih binomnih koeficijenata, 1,0, 2,0,6,0,20,0,... ¢iji su ¢lanovi sa parnim
indeksom nula a neparni jednaki centralnim binomnim koeficijentima (2:) ima opsti oblik

o (fﬁ)”é‘”

Eksponencijalna funkcija generatrisa ovog niza je jednaka Jo(2x) gde je Jo(x) Besselova funkcija prve

vrste. Drugim re¢ima vazi
o0
n\ 1+ (D"
Jo(2x) = — "
N B

k=0

2.2 Transformacije nizova

U ovom poglavlju prouci¢emo tri najvaznije transformacije brojevnih nizova. Takodje, prouci-

¢emo i najvaznija svojstva ovih transformacija.

2.2.1 Binomna i invert transformacija

Definicija 2.2.1. Binomna transformacija datog niza a = {an}, oy, je niz b = {bn}, oy, defin-

£ (0

k=0

san sa

Binomnu transformaciju oznacavaéemo sa B i pisaéemo b = B(a).

Ova vazna transformacija nizova realnih brojeva je invertibilna. Sledec¢a lema opisuje in-

verznu transformaciju B! binomnoj transformaciji.

Lema 2.2.1. Binomna transformacija je invertibilna. Ako vazi b = B(a) onda je

ay = g(—n”—k (Z) by

Ukoliko koristimo funkciju generatrisu za opisivanje niza, tada je binomna transformacija
niza Cija je funkcija generatrisa g(z), niz ¢ija je funkcija generatrisa definisana sa —g(7%).
Sliéno, ukoliko niz opisujemo eksponencijalnom funkcijom generatrisom e(z), tada je binomna

transformacija ovog niza niz ¢ija je eksponencijalna funkcija generatrisa jednaka exp(x)e(z).

Primer 2.2.1. Ukoliko dvaput primenimo binomnu transformaciju na niz {e},y, isprekidanih
centralnih binomnih koeficijenata dobijamo niz centralnih binomnih koeficijenata (1,2,6, 20, 70,...)
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1
V1—4z2

2m .. . .. . . c e e s
{( )}n eNo' Polazni niz {en}neNO ima funkciju generatrisu . Primenjujuéi binomnu transfor-

n
maciju na ovu funkciju generatrisu dobijamo

1 1 B 1
1—37\/1_4(%)2 V1 -2z — 322

Ova funkcija predstavlja funkciju generatrisu niza centralnih trinomnih koeficijenata A002426 o kome
¢e biti re¢i na kraju ove glave. Primenjujuéi jo§S jednom binomnu transformaciju dobijamo slede¢u

funkciju generatrisu
1 1

1
1—30\/1_2137_3(50)2 V1—dx

1—x

Ovo je zapravo funkcija generatrisa niza centralnih binomnih koeficijenata. Ukoliko sada posmatramo
eksponencijalne funkcije generatrise mozemo da zaklju¢imo da niz (277:) ima eksponencijalnu funkciju
generatrisu jednaku exp(2x)Jo(2z).

Sada definiSemo invert transformaciju. Ova transformacija je definisana samo za nizove

{an}neNO za koje vazi ag =01 a; = 1.

Definicija 2.2.2. Neka je {an},cy,

f(x) funkcija generatrisa ovog niza. Invert transformacija niza {an}, oy, je 70z {bn},cy, Cija

niz koji zadovoljava uslove ag = 0 1 a; = 1 i neka je

je funkcija generatrisa g(z) definisana na sledeéi nacin

[
g(r) = 1——f(95)

Invert transformaciju éemo oznacavati sa INV i pisacemo b =INV (a).

2.2.2 Hankelova transformacija

Definisa¢emo Hankelovu transformaciju koju ¢emo proucavati u nastavku ove glave.

Definicija 2.2.3. Hankelova transformacija datog niza a = {an}, oy, je niz {hn}, ey, de-

terminanti Hankelovih matrica Hy, = [aiy; 2]} =, 1.

Qg ay e an,
ay a9 An+1

a={ap nen, =" h={hytnen,: hn=det : . " (2.1)
Qn, An+1 A2n,

Hankelovu transformaciju oznacavaéemo sa H 1 pisacemo h = H(a).

Hankelove determinante se jos nazivaju i persimetricne ili Turanove determinante. lako se
determinante Hankelovih matrica proucavaju ve¢ duze vreme, termin Hankelova transformacija
uveo je Layman 2001 godine u radu [77]. U istom radu, Layman je dokazao da je Hankelova

transformacija invarijantna u odnosu na binomnu i invert transformaciju.
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Teorema 2.2.2. [77] (Layman 2001) Hankelova transformacija H je invarijantna u odnosu
na binomnu transformaciju B kao i invert transformaciju INV, tj. vazi HB(a)) = H(a) 1
H(INV(a)) = H(a) za svaki niz a = {a,}

nENg *

Primetimo da je ¢injenica da Hankelova transformacija H nije invertibilna, sledi kao direktna
posledica predhodne teoreme.

Postoji vise razlicitih metoda za racunanje Hankelovih determinanti. Metod Dodgsonove
kondenzacije[29, 71] moze se direktno primeniti na racunanje Hankelovih determinanti (ovaj
metod je primenljiv na bilo koje determinante). Ista situacija je i sa metodom LU dekompozi-
cije. Metod koji su opisali Egecioglu, Redmond i Ryavec [31] povezuje racunanje Hankelovih
determinanti sa reSavanjem diferencijalnih konvolucionih jednacina i moze se primeniti u nekim
slucajevima gde drugi metodi ne mogu.

Najpopularniji metod za racunanje Hankelovih determinanti je metod baziran na veriznim
razlomcima odnosno ortogonalnim polinomima. Mi ¢emo detaljnije prouciti ovaj metod u
naredna dva poglavlja.

Takodje u radovima [31, 71, 72, 96, 110, 111, 112] izracunata je Hankelova transformacija ve-
likog broja razlicitih klasa nizova. U narednom primeru razmotri¢emo dva takva izracunavanja.

Primer 2.2.2. Hankelova transformacija niza Catalanovih brojeva {Cy}, cy, je niz {1}, cy, - Drugim
recima svaka determinanta

11 2
1, H; 12 05 |,
2 5 14

ima vrednost 1.
Hankelova transformacija niza centralnih binomnih koeficijenata je niz {2"}
vazi

neNg- Drugim recima

1 2 6
=1, ‘é 220‘=2, 2 6 20 | =4,
20 70 252

2.2.3 Primena Hankelove transformacije u fizici ¢vrstog stanja

Postoji mnogo primena Hankelove transformacije (Hankelovih determinanti) u kombinatorici.
Primene u prebrojavanju Asteckih dijamanata mogu da se nadju, na primer, u [12, 53]. Takodje,
primena koja se ti¢e square-ice modela data je u radu [20]. Veza izmedju Hankelovih determi-
nanti i sistema kompjuterske algebre je uspostavljena u [118]. Takodje je dat jedan algoritam
za racunanje najveceg zajednickog delioca polinoma zasnovan na Hankelovim matricama.

Ovde ¢emo razmotriti jednu primenu u fizici ¢vrstog stanja. Enrico Fermi, John Pasta i
Stanislaw Ulam su 1955. godine u Los Alamosu izveli naizgled bezazlen kompjuterski eksper-
iment. Oni su razmatrali prost model nelinearnog jednodimenzionog kristala opisujuéi lanac
cestica koje interaguju samo sa najblizim susedima.

Oznacimo sa ¢, = ¢,(t) pomeraj n-te Cestice iz svog ravnoteznog polozaja, sa p, = pn(t)

njen moment (masa Cestice je m = 1), a sa V(r) potencijal interakcije. Hamiltonian sistema
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moze da se napise kao
2
Pn
H(p,q) = ) (7 + V(gnt1 — qn))
nez

Jednacine kretanja su

OH
Py, = “o0 Vi(gn = 1) — V(qni1 — qn),
. OH B

Eliminacijom p,, dobijamo sledeé¢i beskonacni sistem diferencijalnih jednacina drugog reda
G =V"(Gn — Gn-1) = V' (Gns1 — Gn)- (2:2)

Fermi, Pasta i Ulam su razmatrali slucaj kona¢no mnogo ¢estica (ovaj slucaj se dobija odred-
jivanjem periodi¢nih grani¢nih uslova) i harmonijsku interakciju V(r) = r%/2. ReSenje je tada
dato superpozicijom pridruzenih normalnih modova. Bilo je oc¢ekivano da ¢e za neke pocetne
uslove, posle dovoljno dugog vremena, energija biti uniformno rasporedjena po svim normalnim
modovima. Medjutim, na opste iznenadjenje, eksperiment je pokazao kvazi-periodi¢no kretanje
sistema, umesto ocekivane ravnomerne raspodele energije (termodinamicke ravnoteze).

Posle toga, glavna paznja je bila usmerena na to da se nadje potencijal V(r) za koji gornji
sistem ima soliton resenja. Razmatrajuéi adicione formule za elipticke funkcije, Morikazu Toda
je dosao do potencijala V(r) = e 4+ r — 1. Zamenom ovog potencijala u (2.2) dobijamo

jednacinu koja je sada poznata kao Toda jednacina
qZ — €Qn71_‘In _ e‘Zn_(InJrl‘ (23)

Uvodeéi smenu promenljivih 7,, = 1og(gn+1/¢n), Toda jednacina (2.3) moze da se svede na

bilinearnu jednacinu

oo = (7)° = Tas1 Tt (2.4)

Za semi-beskonac¢nu resetku, sa grani¢nim uslovima 7_; = 01 79 = 1, reSenje je dato Hankelovom

determinantom
/ .
Tn = det[ai+j72]i,j:1,...,n7 apg =711, a; =a;, 1, i,ne€N

Takodje, postoje i neki drugi slucajevi kada resenje jednacine (2.3) moze da bude izrazeno
koriste¢i Hankelove determinante, ili drugi tip determinanti. Vise o Toda jednacini i njenim
resenjima moze da se nadje, na primer, u [62, 63, 89]. U zadnje vreme, Toda jednac¢inama se
obraca posebna paznja zbog njihove uloge u vezi izmedju teorija kvantne gravitacije i teorije
solitona.
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2.3 Osnovni metodi za racunanje Hankelove transforma-
cije

U ovom poglavlju izlozicemo dva osnovna metoda za racunanje Hankelove transformacije.
Metod baziran na veriznim razlomcima, odnosno ortogonalnim polinomima bi¢e predmet raz-

matranja u naredna dva poglavlja.

2.3.1 Metod Dodgsonove kondenzacije

Ovaj metod omogucéava efikasan i kratak induktivni dokaz pretpostavljenog resenja determi-
nante. Jedina poteskoca je Sto se odgovarajuce resenje mora intuitivno naslutiti. Ovaj metod
se Cesto vezuje za Charlesa Ludwiga Dodgsona, poznatijeg kao Lewis Carroll. Ipak, identitet

na koji se bazira ovaj metod najverovatnije potice od P. Desnanota.

Teorema 2.3.1. [71] (Dodgsonova kondenzacija) Neka je A data matrica formata n x n.
Oznacimo sa A:ﬁf}f podmatricu matrice A koja se dobija izbacivanjem vrsta iy, ... i ¢ kolona

Jis- -y Jk 12 matrice A. U tom sluc¢aju vazi
det A-det A} = det AT{ - det AZ7' — det AT} - det A)..

Poslednja teorema vazi za proizvoljnu kvadratnu matricu. Nekoliko razlicitih izra¢unavanja
determinanti kori¢enjem metoda Dodgsonove kondenzacije dato je u radu [71]. Sada ¢emo

formulisati ovaj metod za Hankelove determinante.

Posledica 2.3.2. Neka je a = {an}, oy, proizvoljan niz i neka je ' = {ani1},ey, @ @ =

{ant2}nen, - Sa h, W' i B oznacimo Hankelovu transformaciju nizova a,a’ i a”. Tada vazi

hnhZfQ = hxflhn—l - (}%71)2-

2.3.2 Radoux-Junodov metod baziran na funkcijama generatrisama

Ovaj metod je proistekao iz rezultata do kojih su dosli Radoux 2000. godine kao i Junod
2003. godine. Ovi rezultati povezuju funkcije generatrise (klasi¢nu i eksponencijalnu) sa
izracunavanjem Hankelove transformacije.

Rezultati do kojih je dosao C. Radoux u radovima [110, 111, 112] impliciraju sledeéu lemu.

Lema 2.3.3. [61, 110] (Radoux 2000) Oznacimo sa F(z) = Y, oy anp, €.g.f niza {an}, ey, -

Ako postoji niz funkcija {F,(2)}, ey, @ 7z brojeva {d,}, oy, takvi da vazi

(1) F™(0) = 0 za svako n < k,
(2) D diFi(y)Fi(2) = Fly +2),

tada je Hankelova transformacija niza {an},cy, jednaka hy, = [T, dk(Fék)(O))Q.
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Koriséenjem predhodne leme, slede¢e dve teoreme mogu da se dokazu. Do ovih rezultata
dosao je Junod u radu [61]. Prva teorema daje izraz za Hankelovu transformaciju nizova ¢ija

e.g.f. ima odredjena svojstva.

Teorema 2.3.4. [61] (Junod 2003) Neka je {in},cn, 12 Cija je e.g.f. jednaka F(z). Pret-
postavimo da vazi F(z) = e%?) gde je G(z) diferencijabilna funkcija takva da je G(0) = 0 i
g(z) = G'(z) — G'(0) zadovoljava ¢'(z) = a + Bg(z) + v9(2)? za neke vrednosti parametara

a,B,7v€R, a#0. Tada je

Fly+2) =y WD) LB iy g ().

k=0

Hankelova transformacija niza {p,} jednaka je

neNy

n
n+1

ho = oS TT (R +9) (L +29) - (L+ (k= 1)),

k=0
Druga teorema daje izraz za racunanje Hankelove transformacije nizova ¢ija o.g.f. ima
odredjena svojstva. Pre nego $to formuliSemo ovu teoremu, uvesé¢emo operator V na sledeci

nacin

Teorema 2.3.5. [61] (Junod 2003) Neka je dat niz {pn},cn, Cija je funkcija generatrisa
F(z). Pretpostavimo da vazi F(z) = ﬁ(z) gde je G(2) funkcija tako da je G(0) = 0. Pret-

postavimo dalje da funkcija

o) = v6(z) - vao = 29 e

zadovoljava g(z) = z(a + Bg(z) + v9(2)?) za neke vrednosti parametara o, 3,7 € R, a # 0.

Tada je Hankelova transformacija niza {jpu,} jednaka

neNy

Poslednje dve teoreme mogu biti upotrebljene za racunanje Hankelove transformacije ra-
zli¢itih nizova. U radu [61] ove dve teoreme su primenjene na racunanje Hankelove transforma-

cije niza Hermiteovih polinoma, Bellovih polinoma, Ojlerovih brojeva, itd...

2.4 Ortogonalni polinomi

U slede¢em poglavlju proucavamo metod za racunanje Hankelove transformacije baziran na
ortogonalnim polinomima. Ovaj metod je posledica ¢injenice da su ortogonalni polinomi i
Hankelove determinante veoma usko povezani. Zato ¢emo u ovom poglavlju da napravimo
jedan kratak pregled teorije ortogonalnih polinoma. Uveséemo definicije i formulisati tvrdjenja
koja ¢emo kasnije koristiti. Vise o teoriji ortogonalnih polinoma moze da se pronadje u veoma

bogatoj literaturi koja tretira ovu oblast. Primeri su poznate monografije [17, 40, 140, 145, 146].
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2.4.1 Definicija i osnovna svojstva

Neka je A : R — R neopadajuca funkcija i pretpostavimo da postoje kona¢ne grani¢ne vrednosti
lim; 400 A(t). Ova funkcija indukuje pozitivnu meru d\ na skupu R. Takodje je slede¢im

1zrazom

£(f) = / fAn  (f €C(R)) (2.5)

definisan pozitivni linearni funkcional £ na skupu svih neprekidnih realnih funkcija jedne
promenljive C(R). Stavise, na osnovu Rieszove reprezentacione teoreme, za svaki pozitivni
funkcional £ na C(R) postoji pozitivna mera d\ takva da jednacna (2.5) vazi.

Pretpostavimo da su svi momenti mere dA konacni, tj. da je
o = /x”d)\ e R, (n € Np).
R

Za svaki par polinoma (i uopste neprekidnih funkcija) p,q € R[z] mozemo definisati skalarni

proizvod na slede¢i nacin
v.0) = [ plalala)ax
R

Ovaj skalarni proizvod indukuje slede¢u normu

Ipll = (p,p)"/* = (/Rp(x)Qd)\> 1/2.

Sada ¢emo uspostaviti vezu izmedju Hankelove transformacije i predhodno definisanog skalarnog
proizvoda. Neka je h = H(u), i neka je {H,}, .y, niz Hankelovih matrica H,, = [1iy]o<ij<n—1-
Za svaki polinom p(r) = p,x™ +py_12" ' +.. .4+ pix+ po 0znacimo sa p = [po P pn,l]T
vektor njegovih koeficijenata. Tada vazi (p,q) = p’ H,q za svaka dva polinoma p,q € R[z]
stepena n. Relacija takodje vazi i ako su stepeni polinoma p i g razlic¢iti, ukoliko vektor p ili q

na odgovarajuéi nacin dopunimo nulama.

Propozicija 2.4.1. Skalarni proizvod (-,-) je pozitivno definitan na Rlz] ako i samo ako vazi
h,, > 0 za svako n € Ng.

Uslov Propozicije 2.4.1 je zadovoljen ako funkcija A ima beskona¢no mnogo tacaka rasta.
Reci¢emo da je tacka to tacka rasta funkcije A(t) ako vazi A\(tg — €) < A(to + €) za svako € > 0.

Skup svih tacaka rasta funkcije A se naziva nosac¢ mere dX i oznacava sa supp(d\).

Definicija 2.4.1. Moniéni polinomi mi(t) = t* + ... € Rlz], k = 0,1, ... se nazivaju monicni

ortogonalni polinomi u odnosu na meru d\ ako vazi
(7Tk,7Tl):0, k??él, (k‘,lENo)
||| > 0, (k € Np).

Moze se dokazati da je Propozicija 2.4.1 potreban i dovoljan uslov postojanja niza moni¢nih

ortogonalnih polinoma {m,} Prema tome, u ostatku ovog poglavlja pretpostavi¢cemo da je

n€eNg*
ovaj uslov ispunjen. Trivijalno vazi mo(x) = 1, posto su svi polinomi 7,, monié¢ni.
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Lema 2.4.2. Skup polinoma {my,m,...,m} je linearno nezavisan. Stavise, svaki polinom

p € Rlz| stepena najvise n moZe se na jedinstven nacin predstaviti u obliku

P= Z CkDk (2.6)
k=0

za neke konstante cy.

Drugim re¢ima, predhodna lema tvrdi da ortogonalni polinomi 7y, 7y, . . ., 7, formiraju bazu

podprostora svih polinoma koji su stepena najvise n. Primetimo da niz polinoma {m,},y,

mozemo dobiti primenom Gram-Schmidtovog metoda ortogonalizacije na niz {x"} Prema

neNg*
tome, usvajamo da je mg = 1 i rekurzivno racunamo ostale ¢lanove niza monicnih ortogonalnih

polinoma

e (a*, ;)
T =1 ;cmz, ¢ = o)
Kako je skalarni proizvod (-,-) pozitivno definitan, polinom 7, je jednoznacno definisan i or-
togonalan na sve ostale polinome 7;, j # k.

Deljenjem svakog polinoma 7, sa njegovom normom ||m,|| dobijamo niz ortonormiranih
polinoma {m,(x) /|7l },cn, koji su takodje ortogonalni na skalarni proizvod (-, -) i ¢ija je norma
jednaka 1.

Kazemo da je mera d\ apsolutno neprekidna ako je d\ = w(t)dt gde je w(x) nenegativna
integrabilna funkcija na R koju nazivamo teZinska funkcija (teZina). Formalnije, kazemo da je
mera d\ apsolutno neprekidna (u odnosu na Lebesgueovu meru) ako postoji Lebesgue merljiva
funkcija w(z), tako da vazi dA(S) = [, w(x)dx za svaki (Lebesgue) merljivi skup S. Moze se
dokazati da je supp(d\) = {z € R | w(x) # 0}. Zato ¢emo pojam nosaca prirodno prosiriti i
na tezinske funkcije i pisa¢emo supp(w) = supp(dA).

Za odgovarajue ortogonalne polinome {r,} kazemo da su ortogonalni u odnosu na

n€eNg

tezinu w(z) (odnosno da su pridruzeni tezini w(zx)).
Sada ¢emo dati prvu vezu izmedju Hankelovih determianti i ortogonalnih polinoma koja

omogucava eksplicitnu reprezentaciju opsteg ¢lana niza ortogonalnih polinoma u funkciji niza

momenata {fin },cy, -

Teorema 2.4.3. Polinomi 7,(x) mogu se predstaviti u sledecem obliku

Ko Hr oo Hn
1 251 2 Hn+1
T(T) = o det , -
Hn—1 Hn Tt M2n—1
1 $ PR ’Z'/n/

gde je h = H(u) Hankelova transformacija niza momenata p = {fin} ey, -
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2.4.2 'Troclana rekurentna relacija

Troclana rekurentna relacija koju zadovoljavaju ortogonalni polinomi predstavlja jedno od naj-
vaznijih svojstava niza ortogonalnih polinoma i predstavlja dragocenu informaciju pomoc¢u koje
mozemo lako rekonstruisati ceo niz polinoma. Navodimo samo nekoliko najvaznijih svojstava

troclane rekurentne relacije.

e Mogucnost rac¢unanja nula polinoma m, kao sopstvenih vrednosti prirduzene trodijago-
nalne matrice (poznate kao Jacobijeva matrica). Ove nule su veoma vazne u konstrukeiji

Gaussovih kvadratura.

e Direktno izra¢unavanje normi polinoma ||, || koje su potrebne da bi se preslo sa moni¢nih

na ortonormirane polinome.

e Uspostavljanje veze izmedju ortogonalnih polinoma i veriznih razlomaka.

Poslednja primena koju smo spomenuli predstavlja osnovu metoda za racunanje Hankelovih

determinanti baziranog na veriznim razlomcima odnosno ortogonalnim polinomima.

Teorema 2.4.4. Neka je {ﬂ-n}nGNo

Tada ovaj niz zadovoljava sledecu troclanu rekurentnu relaciju

niz monicnih ortogonalnih polinoma u odnosu na meru dX.

Tni1(2) = (2 — ap)m(x) — Bamn_1(2), (n € Nyp), (2.7)

sa startnim vrednostima w_1(x) = 0 i mo(x) = 1. Koeficijenti o, i B, mogu da se odrede iz

sledecih relacija

(27, Tp)

(7, )
(75, )

(7Tn—17 7Tn—1) ’

, (TL € N()),

oy =

571: (nEN)

Posto je m_1(x) = 0 sledi da za koeficijent 3y mozemo izabrati proizvoljnu vrednost i da ¢e
relacija (2.7) ostati da vazi. Najcesée se za ovaj koeficijent bira vrednost Gy = ||mo||>. Za ovako

izabranu vrednost koeficijenta (3, vazi sledeca posledica

Posledica 2.4.5. Neka su (o, (1, ..., B, koeficijenti troclane rekurentne relacije (2.7). Tada
vazi

||7T71||2 = ﬁOﬁl U ﬁn—lﬁn (TL € N())

Napomenimo da se troc¢lana rekurentna relacija moze iskoristiti za karakterizaciju niza
moni¢nih ortogonalnih polinoma. Drugim rec¢ima, ukoliko niz polinoma zadovoljava ovu relaciju
sa zadatim startnim vrednostima, onda je taj niz polinoma ortogonalan u odnosu na neku meru
dX. Ovaj, na prvi pogled neocekivani rezultat je poznat u literaturi kao Favardova teorema

(mada je poznat matematickoj javnosti jos od vremena kada je Ziveo i radio Stieltjes).
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Teorema 2.4.6. (Favard) Neka je {p,(7)},cy, niz monicnih ortogonalnih polinoma koji zado-
voljavaju degp,(x) = n. Ovaj niz polinoma predstavija niz ortogonalnih polinoma u odnosu na
neku meru d\ ako i samo ako postoje nizovi koeficijenata {an}, ey, @ {Bntpen, tokvi da je

zadovoljena troclana rekurentna relacija (2.7) (uz pretpostavku da je p_1(x) =0).

2.5 Metod za racunanje Hankelove transformacije bazi-
ran na ortogonalnim polinomima

U ovom poglavlju ¢emo detaljno opisati metod za izracunavanje Hankelove transformacije bazi-
ran na veriznim razlomcima, odnosno na ortogonalnim polinomima. Na kraju ¢emo formulisati
algoritam u kome ¢emo taksativno navesti sve neophodne korake koji se moraju izvrsiti da
bi se doslo do izraza u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju. U nastavku dajemo

detaljniju analizu pojedinih koraka.

2.5.1 Veza Hankelove transformacije sa veriznim razlomcima i or-
togonalnim polinomima

Slededi rezultat, koji se pripisuje Heilermannu, uspostavlja vezu izmedju Hankelovih determi-
nanti sa jedne i veriznih razlomaka sa druge strane. Slede¢a teorema se moze pronaci u [21, 146]

a takodje je spomenuta od strane Krattenthalera u radu [71].

Teorema 2.5.1. [21, 71, 146] (Heilermann 1845) Neka je {fin},cy, niz brojeva cija je

— +oo

funkcija generatrisa jednaka G(x) = ™ 1 moZe da se napise u obliku

n=0
Gla) = 3 " = = (28)
n=0 1 — apr — ! 5
Pox
l—oyr — ——m—
1—agr —---
Tada je Hankelova transformacija ovog niza h = H(u) odredjena sledeéim izrazom
ho = 15 B 0572 By B (2.9)

Teorema 2.5.1 omogucava eksplicitno izracunavanje Hankelove transformacije svakog niza
{tn}nen, Cija funkcija generatrisa G(x) moze da se predstavi u obliku (2.8).
Primer 2.5.1. Primer ovakvog izracunavanja Hankelove transformacije, dat u radu [71], je Hankelova

transformacija niza pomerenih Bernoullijevih brojeva B” = {B”H'Q}nENO‘ Bernoullijevi brojevi su
definisani eksponencijalnom funkcijom generatrise

+oo
> Tan =
n! e —1°

n=0
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Funkcija generatrisa pomerenih Bernoullijevih brojeva moze se izraziti pomocu veriznog razlomka na
slededi nacin

w n 1/6 i+ 1)%(i+2) ,
=D e T U= i n@ive VW
_1_ Bo®
1—

Iz poslednjeg razvoja, korisé¢enjem relacije (2.9) mozemo dobiti sledeéi izraz u zatvorenom obliku za
h=H(B")

1:[ i+ D)1+ 2)!
L @i+2)2i+3)

Jos jedan primer izracunavanja Hankelove transformacije razvijanjem funkcije generatrise u
verizni razlomak (2.8) dato je od strane Brualdija i Kirklanda u radu [12]. U tom radu, autori
su izracunali u zatvorenom obliku izraz za Hankelovu transformaciju niza velikih Schroderovih
brojeva. Takodje, jos neki primeri ovakvog izracunavanja dati su u [71, 72].

Najcescée je veoma tesko nadi eksplicitan razvoj funkcije generatrise u verizni razlomak.
Cak i da se pronadju (tj. naslute) izrazi za koeficijente u razvoju, veoma je tesko dokazati
ispravnost tog razvoja. Jedan od nacina kako resiti ovaj problem je uspostaviti vezu izmedju
veriznih razlomaka oblika (2.8) sa jedne i ortogonalnih polinoma sa druge strane. Ovu vezu

daje sledeca teorema.

Teorema 2.5.2. [71, 145, 146] Neka je {pn(v)}, oy, 19z monicnih ortogonalnih polinoma u

odnosu na neki linearni funkcional L. Posmatrajmo troc¢lanu rekurentnu relaciju

pn—l—l(x) = (l‘ - O‘n)pn(l‘) - ﬁnpn—1<m>‘

Tada funkcija generatrisa momenata G(z) = > %0 p,a™, gde su pi, = L(x™) momenti zadovo-

ljava (2.8) pri cemu su ay, © B, iz (2.8) upravo koeficijenti troclane rekurentne relacije.

Podsetimo se da smo koeficijent Gy u troclanoj rekurentnoj relaciji izabrali tako da je Sy =

L(1) = pp. Prema tome, relacija (2.9) moze biti zapisana u obliku

ho = B3 67"+ B aBu-1-

Sada ¢emo u najkrac¢im crtama opisati kompletan metod za ra¢unanje Hankelove transformacije

datog niza {u,} Na ovaj nac¢in je nastao Algoritam 2.5.1.

IS\

Algoritam 2.5.1 Metod za izracunavanje Hankelove transformacije baziran na ortogonalnim
polinomima
Input: Niz {,},cy, -

1: Nadéi meru dX (tezinsku funkciju w(z)) takvu da je u, njen n-ti moment.

2: Nadi koeficijente «, 1 3, troclane rekurentne relacije koji odgovaraju meri dA (tezini w(z)).

3: return h, == BB 32 LB, 1.

U naredna dva odeljka objasni¢emo korake 11 2 Algoritma 2.5.1 detaljnije.
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2.5.2 Izvodjenje izraza za tezinsku funkciju koriSéenjem Stieltjesove
inverzione formule

U ovom odeljku razmatramo sledeéi problem: Za dati niz {”n}neNo’ potrebno je utvrditi da
li postoji linearni funkcional £ takav da je L(z") = p, za svako n € Nj. Prema Rieszovo]
reprezentacionoj teoremi, postojanje funkcionala L je ekvivalentno postojanju mere d\ tako da
vazi fR 2"d\ = p,. Ovaj problem je u literaturi poznat kao Hamburgerov momentni problem

[18]. Resenje ovog problema dato je slede¢om teoremom.

Teorema 2.5.3. Za dati niz {:“n}neNo: postoji pozitivna mera dA takva da vazi fR x"dN =
za svako n € Ny, ako i samo ako je h, > 0 za svako n € Ny gde je h = {hn}, oy, = H(p)

Hankelova transformacija niza p1 = {fin}, ey, -

Prema tome, u ostatku ove glave pretpostavljamo da svi nizovi koje budemo razmatrali (i gde
budemo koristili metod baziran na ortogonalnim polinomima) imaju nenegativnu Hankelovu
transformaciju.

Postoje i drugi tipovi momentnih problema, zavisno od intervala integracije. Ako je interval
(0, +00), onda se radi o Stieltjesovom momentnom problemu a ako je interval (0,1) onda je
to Hausdorffov momentni problem. Vise o momentnim problemima moze se na¢i na primer u
1, 11].

Sada ¢emo razmotriti nacin za eksplicitno nalazenje resenja Hamburgerovog momentnog

problema. Za svaku meru d\, definiSimo njenu Stieltjesovu transformaciju na sledec¢i nacin

S(z;d)\) = /R(f\—_(tz

Neka je {fin},cy, Niz momenata mere d) i G(z) funkcija generatrisa ovog niza. Tada vazi

“+o0o “+o0o
S(z;d\) = / d\zt Zz’”t” =zt Zz’”/ﬁn =z'G(z7).
R n=0 n=0

Poslednja jednac¢ina opisuje vezu izmedju Stieltjesove transformacije i funkcije generatrise mo-
menata. Sada ¢emo formulisati teormu, poznatu kao Stieltjes-Perronova inverziona formula

(ili Stieltjesova inverziona formula) [17, 76] koja nam daje eksplicitno resenje za meru dA (tj.
funkciju A(t)).

Teorema 2.5.4. [17, 76] (Stieltjes-Perronova inverziona formula) Neka je {jin},cy, 12

takav da su svi elementi njegove Hankelove transformacije nenegativni. Oznacimo sa G(z) =
> oo a2 funkeiju generatrisu ovog niza i neka je F(z) = 2 *G(z71). Takodje, neka je funkcija
A(t) definisana sledeéim izrazom

t

M) = A(0) = ——— Tim [F(e +iy) — Fla — i) d. (2.10)

271 y—0t 0

Tada vazi p, = fR zdX, tj. A(t) definiSe resenje Hamburgerovog momentnog problema.
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Sledec¢a posledica ¢e biti od koristi u narednim razmatranjima.

Posledica 2.5.5. Neka su ispunjene pretpostavke predhodne teoreme i neka dodatno vazi F(zZ) =
F(z). Tada je
1 t
At) = A0)=—— lim [ Im F(z+ iy)dz. (2.11)

m yHO+ 0

2.5.3 Transformacije tezinske funkcije

Veé¢ smo videli da je za izracunavanje Hankelove transformacije potrebno znati koeficijente &,
i B, troclane rekurentne relacije koju zadovoljavaju monicni polinomi ortogonalni u odnosu na
neku tezinu w(z). Postoji vise metoda za numericko ra¢unanje ovih koeficijenata (videti npr.
(39, 40]). U nasem slucaju, potrebno je izracunati ove koeficijente u zatvorenom obliku. Jedan
od nacina za to je da se krene od neke druge tezine w(z) za koju znamo potrebne koeficijente
ay, 1 B, i da primenimo niz transformacija tezinske funkcije tako da dobijemo trazenu tezinu
w(x). Prilikom izvodjenja opisanih transformacija potrebno je da znamo relacije koje povezuju
originalne koeficijente oy, i (3, sa transformisanim &, i Bn.

Na pocetku ¢emo razmotriti dve veoma jednostavne transformacije.

Teorema 2.5.6. Oznacimo sa w(x) originalnu, sa w(z) transformisanu teZinsku funkciju a

80 {7 (%)} pen, @ {Tn(T) }en, Mizove monicnih ortogonalnih polinoma u odnosu na originalnu

i transformisanu teZinsku funkciju respektivno. Takodje, oznacimo sa {an}, e, »{Bntnen, *

{&n}nENo , { ﬁn} odgovarajuce koeficijente troclane rekurentne relacije za originalnu i trans-
n€eNg

formisanu tezinsku funkciju respektivno.

Vaze sledece transformacione formule:

(1) Ako je w(x) = Cw(z) gde je C > 0 onda vazi &, = o, zan € Ny i Bo = CPBo, Bn =B za

n € N. Dodatno vazi 7,(x) = m,(x) za svako n € Ny.

(2) Ako je w(z) = w(azx +b) gde je a,b € R ia# 0 onda vaZi &, = 2= zan € Ny iy =2

~ |al
i Bn = 5—3 za n € N. Pored toga vazi 7, (x) = Zmy(ax +b).

Dokaz.

(1) Sledeca relacija je zadovoljena

/Ri'rn(x)frk(x)ﬁ)(x)dx = C/ o (2) T (x)w(z)dr = 0

R

za svako n,k € Ny za koje je n # k. Ovim smo dokazali ortogonalnost polinoma {7}, cy,-

Prema tome vazi &,, = o, zan € Ny 1 Bn = 3, za n € N. Koeficijent Bo je jednak

Gy = /Ruv(x)dx = C/Rw(a:)d:r; = Ch.

Ovim je zavrsen dokaz dela (1) teoreme.
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(2) Neka je 7, (z) = m,(az + b). Onda je
/frn(a:)}( Y (z)dx = a”+k+1 /ﬂ'n ax + b)mp(ax + b)w(ax + b)dx
R R

- an+k+1 /Rﬂ-n )dy =0

za svako n, k € Ny i n # k. Pored toga vazi

~ 1
Tna1(x) = e —— 1 (ax +b) = e [((ax + b — ag)m,(ax + b) — Bpmp_1(ax + )]

_ (x S0 b) ul@) = 201 (2)

a

odakle mozemo zakljuciti da je &, = O‘"T_b zane€Nyif, = 5—3 za n € N. Ponovo, direktnim

izracunavanjem dobijamo

Bo = /Rw(x)dx :/R waz + b)d = if]

Ovim je zavrsen dokaz dela (2) teoreme. [J

Sada ¢emo razmotriti transformacije oblika

w(zr) = —w(x), u(z),v(z) € Rlz].

v(x)

Naredni rezultati su uglavnom preuzeti iz knjige [39]. Osnova tih rezultata je sledeca general-
izacija poznate Christoffelove teoreme.

Teorema 2.5.7. Neka su m,(x) i 7,(x), n € Ny moniéni ortogonalni polinomi u odnosu na
tezine w(x) i w(x) = r(z)w(z) respektivno, gde je r(x) = u(x)/v(x) i u(x) = H§:1(x — ),
v(z) =12, (v —v;). U slucajum <n, vaZi

Toem(T) - Tpoa(@)  ma(z) o map(@) ]
Ton-m(u1) <+ Tnoa(ur) ma(u) o mppa(ug)
u(z)m,(x) = Cdet | mpom(w) -+ mpo1(w) m(w) <o map(w) | . (2.12)
Prn-m(V1) o ppi(vi)  pa(vi) oo poga(vr)
_pn—m(vm) o ppe1(Um)  puUm) e pn—&-l(”fﬂ)_

U suprotnom, ako je m > n onda vazi

0o 0 - 0 mwo(t) o mu(t) ]
o 0 -- 0 mo(ur) -+ Tppi(ur)
u(z)m,(x)=Cdet | O 0 --- 0 mo(w) -+ ()| . (2.13)
Lo o o™ po(on) oo papi(on)
L 1 Um w0 U:’nl_n_l pO(Um) e pn-l—l(vm)_
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gde je C' normalizaciona konstanta (jednaka je reciproénoj vrednosti vodeceg koeficijenta poli-
noma sa desne strane). Sa p,(z) oznacili smo Cauchyjeve integrale polinoma m,(x) definisane
sa

z—1

on(z) = /R ™0 dt, (neN).

Originalna Cristoffelova teorema se dobija u slu¢aju v(z) = 1, odnosno m = 0. Transfor-

macione formule dobi¢emo primenom Teoreme 2.5.7 u specijalnim slucajevima.

Teorema 2.5.8. Posmatrajmo istu notaciju kao u Teoremi 2.5.6. Neka je niz {r"}neNo defin-

san sa

fn

T'n—1

rog = ¢ — Qyp, Tp=C— Qy —

(n € N). (2.14)
Razmotrimo dva slucaja:
(1) Ako je w(z) = (x — c)w(x) gde je ¢ < inf supp(w), tada vazi

Gy = /Rw(x)dx, Gu= Bl (meN),

Tn—1

ay, = Qpy1 + Thi1 — T, (n € NO)

(2) Ako je w(z) = (z — ¢)(x —2)w(x) gde je c € C\ R, tada vazi

2

T// 7,,// r

> 2 1'"n—1 n

60 :/Bo(ﬁl_l_ |T0|2)7 ﬁn :571 n—t/ nz (n EN)?

(rn—l) Tn—1

7,,/l 7,//

~ 2 1

Oy = Olp42 + T;L+2 + ZJF T;L+1 - <T;L+1 + nj T;L) (TL S NO)
rn—l—l rn

gde jer! =Rer, ir! =1Im r,.

Dokaz. Pretpostavimo da je w(z) = (z — c)w(x) gde je ¢ < infsupp(w). Primenom Teoreme
2.5.7 dobijamo

— )y ( b e () i (2) = Tpi1(x) —r,m
(z )T () ’/Tn(c)d t |:7Tn(c> 7Tn+1(c)] nt1(T) nn(t),

gde smo sa r, oznacili r,, = m,41(c)/mn(c). Napisaéemo polinom (x — ¢)z7,(x) na dva nacina.

Najpre ¢emo koristiti tro¢lanu rekurentnu relaciju za niz {m,(x)} Imamo da je

neNg”

(x — o)am,(x) = amp1(z) — rpaem,(2) (2.15)
= 7Tn+2(x) + (an+1 - rn)ﬂnJrl (IB) + (ﬁnJrl - Tnan)WnCU) - T’nﬁ,ﬂrn,l(fﬁ)-

Zatim ¢emo iskoristiti troclanu rekurentnu relaciju za niz {7, (z)} Na taj nacin dobijamo

neNp "

(2 — )ain(x) = (& — &) [Fus1 (&) + Gnfon (@) + BuFrn1 ()]

= 7Tn+2(x) + (dn - Tn—l—l)ﬂ-n—l—l(x) + (Bn - Tn&n)ﬂ-n<x> - Tn—anﬂ-n—l(x)-

(2.16)
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Poredjenjem koeficijenta u (2.15) kao i u (2.16) dobijamo sledece relacije
Qp — Tl = Qpy1 — T, 7ﬁnflén = Tn0n- (2.17)
Ovim smo dokazali deo (1) teoreme. Deo (2) se dokazuje analogno. [

U nekim sluc¢ajevima je veoma tesko nadi reSenje u zatvorenom obliku diferencne jednacine
(2.14). Sledeca posledica uproséava transformacione formule iz dela (1) poslednje teoreme

uvodeci nov pomoéni niz.

Posledica 2.5.9. Posmatrajmo istu notaciju kao v Teoremi 2.5.6. Neka je niz {)\”}neNo defin-
1san sa
)\_1 = 0, )\0 = 1, >\n+1 = (C - an)An — ﬁn/\n—l (TL c No) (218)
gde je ¢ < infsupp(w). Tada ako vazi w(x) = (x — c)w(x) imamo da je
~ 5 n+1/\n 1
b= [ )i, S L
R (2.19)
~ /\n—H >\
G = —— 6n+1 (n € Np).
n n+1

Dokaz.  Neka je A\, = m,(c). Kako vazi r, = \py1/An 1 niz { A}, oy, zadovoljava rekurentnu

relaciju
)\n—f—l - (C - Oén)An - ﬁnAn—la

dobijamo trazeni rezultat. [J

Pretpostavimo da je transformacija zadata pomocu w(z) = % gde je ¢ < inf supp(w). Na

osnovu Teoreme 2.5.7 vazi

_ L [wn_1<x> (1)

pr—1(c) pn-1(c)  palc)

} = T (2) = P11 (2)

gde je sad 7, = pni1(c)/pn(c). Moze se dokazati da Cauchyjevi integrali p,(z) zadovoljavaju
istu rekurentnu relaciju kao i polinomi 7, (z). Razlika je samo u pocetnim uslovima, posto vazi

p-1(z) =11 po(x) = [g %dt. Sada ¢emo dokazati ovu ¢injenicu. Imamo da je

pusste) = [ (2 = ) nll) = Bumoca (8], gy — / = 0)Tl) 1yt — Bupns(a)

r—1 z—t
- _ /an(t)w(t)dt + (. — an)pn(x) — Bupn_1(x)
= (I - Oén)pn(l’) - ﬁnpn—l(x), (n S N)

Za n = 0 takodje vazi

p1(r) = (x — ap)po(x) — Bop-1(x),
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posto je p_1(x) = 1. Prema tome niz {T”}nENo zadovoljava istu rekurentnu relaciju kao u prvom

slucaju, samo §to se razlikuju startne vrednosti

On

Tn—1

Tp = C— Oy —

(n € N), r_q = —/Ru?(t)dt.

Ponavljanjem iste procedure kao u predhodnom slucaju (sada predstavljamo na dva nacina

polinom (¢ — x)m,(t)) dokazujemo deo (1) sledece teoreme. Drugi deo se dokazuje analogno.

Teorema 2.5.10. Posmatragmo istu notaciju kao v Teoremsi 2.5.6. Neka je niz {rn}neNo defin-
18an sa
rog=— / w(x) de, Th=0C—Qp — a (n € Np). (2.20)
R T'n—1
Razlikovacemo dva slucaja.
(1) Ako je w(z) = % gde je ¢ < inf supp(w) tada vazi
d0:a0+r07 dn:an—{'rn_rn—la
~ ~ Tr— 2.21
fo=—r_1, ﬁn:ﬁn—lr - (n €N) (2.21)
n—2

(2) Ako je w(z) = 22 gde je ¢ > supsupp(w), tada vaze vaze relacije (2.20) i (2.21) pri

r_q :/ﬁ;(a:) dx.
R

cemu je sad Bo =11 gde je

2.6 Hankelova transformacija sume dva uzastopna gene-
ralisana Catalanova broja

U ovom odeljku razmotricemo Hankelovu transformaciju niza ¢iji su elementi sume dva uza-

stopna generalisana Catalanova broja. Glavni rezultat ovog poglavlja je izraz u zatvorenom ob-

liku koji predstavlja opsti ¢lan Hankelove transformacije posmatranog niza. Rezultati prikazani

u ovom poglavlju su originalni i preuzeti iz naseg rada [113].

2.6.1 Uvod

zavise od parametra L
ao(L) = L +1, an(L) =c(n; L)+ c¢(n+1; L) (n € N), (2.22)

gde je
c(n; L) =T(2n,n; L) — T(2n,n — 1; L), (2.23)
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Sa T'(n, k; L) ovde smo oznacili slede¢u generalizaciju binomnih koeficijenata

T(n,k: L) = nz_k (k> (n B k) L. (2.24)

= \J j

Napomenimo da se niz brojeva {T'(n, k; L)}, ken, naziva generalisani Pascalov trougao. Najpre
dajemo nekoliko osnovnih svojstava niza {a,(L)},,cy, @ zatim formulisemo glavni rezultat kojim
se odredjuje Hankelova transformacija ovog niza. U slede¢em primeru razmatramo specijalan

slucaj kada je L = 1.

Primer 2.6.1. Neka je L = 1. Tada se generalisani Catalanovi brojevi svode na obi¢ne Catalanove
brojeve. Ovo vazi na osnovu Vandermondeovog konvolucionog identiteta

k) —~=\Jj i)
J
Koriséenjem sledece jednakosti

T(2n,n:1) = (2”) Tomm—1:1) ( on )

n

om=(3)-(20) =7 (7)

(2n)!(5n + 4)
nl(n + 2)!

dobija se

kao 1

an(l)=C(n)+C(n+1) = (n=0,1,2,...).

Hankelova transformacija niza {an(1)},cy, je ve¢ izracunata u zatvorenom obliku u radu Cvetkovica,
Rajkovi¢a i Ivkovi¢a [26]. Autori ovog rada su dokazali da je Hankelova transformacija niza {a, (1)}
jednaka nizu Fibonaccijevih brojeva sa neparnim indeksima

{(\f5+ DB+ VE)"+ (V5 -1)(3 - \f5)"} .

n€eNy
hn(1) = Fopg = ——
VB 201
Motivacija za ovaj rad proistekla je iz hipoteze koju je postavio Paul Barry [7].
Primer 2.6.2. Za L = 2, prvih nekoliko ¢lanova niza {a,(2)},,cy, su sledeci brojevi
3,8,28,112,484, .. .,

dok su prvih nekoliko ¢lanova njihove Hankelove transformacije {h,} jednaki

neNp
3,20, 272, 7424, 405504, . . . .

P. Barry je postavio hipotezu [7] da vazi

S {4Vt 2 - vt

n2
ha(2) = 2"

Barryjeva hipoteza moze se jednostavno uopstiti u sledeci glavni rezultat koji dokazujemo

kroz celo ovo poglavlje.
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Teorema 2.6.1. Za generalisani Paskalov trougao {T'(n, k; L)}, ken,, Hankelova transforma-
cija niza ¢iji je opsti clan jednak sumi dva uzastopna generalisana Catalanova broja, a,(L) =
c(n; L) + c(n+ 1; L) dat je sledeé¢im izrazom

R
L) = on+ly/I% 14 (2.25)
X {(\/LQ YA+ D(WVIZ+ A+ L+2)" + (VI2 44— L) (L +2— VI? +4)”} .

Uvedimo sledece oznake koje ¢emo koristiti do kraja ovog poglavlja
E=VI2+4, t1=L+2+4E to=L+2-¢. (2.26)

Izraz (2.25) mozemo zapisati u slede¢em obliku

Ln(n—l)/?

hn(L) = o

((€+ L)ty + (€ — L)t3) .
Dalje, uvodjenjem sledec¢a dva pomocéna niza
on =17 +t5, Y, =t — 15 (n € Ny), (2.27)

relaciju (2.25) mozemo dalje uprostiti, tako da dobijamo

Ln(nfl)/Q

hn(L> = W . (len + 5%0”) . (2.28)

Sledeca lema daje neka osnovna svojstva nizova ¢, i 1, koja ¢e biti od koristi prilikom

uproséavanja izraza za h,(L) do kona¢nog oblika definisanog izrazom (2.25).

Lema 2.6.2. Vrednosti ¢, 1 1Y, zadovoljavaju sledece izraze

©j - or=@jrn + (ALY op_j,  Vj - = @in — (ALY o1 (0<j<k) (2.29)

0 Ve = Vjr + (ALY gy, U ok = Yy — (ALY g (0<7<k). (2.30)

Tako to nije oc¢igledno iz relacije (2.25), konacan izraz za h,(L) je polinom po promenljivo]

L. Sledec¢a posledica dokazuje ovu ¢injenicu i daje polinomnu reprezentaciju za h,(L).

Posledica 2.6.3. Ukoliko je glavna teorema tacna, izraz za h,(L) moZe da se napiSe u obliku

sledeceg polinoma

hn(L> _ 2—nLn(n—1)/2

[(n—1)/2) | L | |
(ot JI(L +2)" 27N L2 +4) + > () (L +2)" (L + 4)'
1=0 =0



34 Glava 2. Simbolicko izracunavanje Hankelovih determinanti

Dokaz. Koris¢enjem predhodno uvedene notacije mozemo pisati

(L+OEL+2+8" = (L-(L+2-8)"

= (L+& Y (NL+2"F e — (L= > (=D)L +2)"*e*
k=0 k=0
=D (1= (=DM () LL 42"+ (14 (1% () (L +2)"heh
k=0 k=0
[(n=1)/2] - /2] o
=9 Z (Qiil)L(L yo)n2iclglitl | o Z (;)(L  g)n-2igtitl
=0 =0
[(n-1)/2) L] o
— 25 (2211)[/([/ + 2)n72171€21 + Z (;) (L + 2)71721521 ’
i=0 i=0

odakle direktno sledi pretpostavljena polinomna reprezentacija za niz h,(L). O

2.6.2 Funkcija generatrisa

Izveséemo izraz za funkciju generatrisu niza {h, (L)} Pritom ¢e nam od koristi biti izraz za

neNp*
funkciju generatrisu Jacobijevih polinoma pLed) (x). Jacobijevi polinomi su definisani na slede¢i

P (1) = 2171 Xn: (n Z a) (ng) (x—1)"* @ +1)* (a,b>—1).

k=0

nacin
Takodje, mozemo ih zapisati u slede¢em obliku

rev = ()2 (1) () ()"

Iz ¢injenice da vazi

mozemo zakljuciti da je
T(2n,n; L) = (L —1)"- P750,0) (u))

. o n 20)( L
T(2n+2,n;L) = (L—1)" P )<L—ﬂ>

Funkcija generatrisa G(x,t) Jakobijevih polinoma moze se zapisati na slede¢i na¢in

2a+b
¢-(1—t+¢)-(1+t+¢)b

G(x,t) = P (a)t" = (2.31)
n=0

Pritom smo uveli sledeé¢u oznaku

¢ = p(x,t) = V1 —2at + 2.
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Sada vazi
ZT (2n,n; L) ZP(OO (L) L—l)t)n:G(QO)(%,(L—l)t),
Z T(2n +2,n; L) t" = i P29 (%) (L —1)t)" = GO (L—j} (L - 1)t).
n=0 n=0

Takodje vazi i
> T(@nn—1LL)t" =t {G(“) (L—j (L — 1)t> — 1} ,
n=0
> 1
> T@n+2n+ LL) = {G(O’O)(L—j}, (L - l)t) — 1} .
n=0

Konacno, funkcija generatrisa G(¢; L) niza {a,(L)} je data pomocéu

n€Ng
Gt L) = an(L)t"
n=0 (2.32)
t+1 1
= =G (% (L - 1)t> — (t+1)GEO (% (L — 1)t> -

Posle malo racunanja i sredjivanja predhodnog izraza dobijamo da vazi sledec¢a teorema

Teorema 2.6.4. Funkcija generatrisa G(t; L) niza {a,(L)} data je pomocu

n€Ng
t+1 (1 4 1
b = 1 _ - 2.33
o= \i - rEnE) (28]
gde je
p(t; L) = ¢(%, (L - 1)t> = V1—2(L+ D)t + (L—1)22 (2.34)
Funkecija p(t; L) ima domen
1-2VL+L 1+2VL+L
_(_ e N e et e L#1
D, ( 00’1—2L+L2>U(1—2L+L2’+OO> (L#1),

kao 1
D, = (—00,1/4) (L=1).

Primer 2.6.3. Za L =1, dobijamo

= an(1)t" =
n=0

(2.35)

~+ | =

(v e )

2t

dok za L = 2 vazi

= 1 t+1 1 A
2)=) a(2)t"=—-+ {— } 2.36
) Z:on() t VEZ—6t+1 t (1—t+ V2 —6t+1)2 (2.36)
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2.6.3 Odredjivanje tezinske funkcije

Korig¢enjem Stieltjesove inverzione forumule (2.11) mozemo odrediti izraz za tezinsku funkciju

w(x; L) ¢iji su momenti elementi niza {a,(L)}, oy, -

Teorema 2.6.5. TezZinska funkcija w(x; L) ¢iji je niz momenata jednak {a, (L)} data je

n€eNg
sledecéim izrazom

D)= 4 Z( 1= (55) v e (W1 (V1) (237

0, inace

Dokaz. Uvedimo funkciju F'(z; L) na osnovu

= Zak(L)z_k_l =2 'G(z7 1 L).

k=0

Korigéenjem veé izvedenog izraza (2.33) za funkciju generatrisu G(t; L) i posle sredjivanja do-

bijamo
F(z;L) =1+ 22+ 1)
L—1+z4+/L2+(z—-12-2L(z+1) (2.38)
2(z+1) '
=1+

L—1+z(1+4z2p(z"4 L))
Direktnom proverom mozemo da utvrdimo da vazi F'(Z; L) = F(z; L). Posmatrajmo funkciju
F(z; L) u gornjoj poluravni {z € C | Im z > 0} kompleksne ravni C. Funkcija

R(z; L) = zp(z~ =L24 (2 —1)2 = 2L(z + 1).

ima dve tacke grananja, (VL — 1)? kao i (v/L + 1)?. Izabraéemo regularnu granu korena u
predhodnom izrazu tako da on ima pozitivnu vrednost kada je izraz pod korenom pozitivan.
Potrebno je naéi integral funkcije F'(z; L). Eksplicitnim izra¢unavanjem (kori¢enjem mogu-

¢nosti programskog paketa MATHEMATICA) dobijamo da vazi

F(zL) = /F(z; L)dz = i[% 9Lz — (2 — L+ DR( L) — li(2) + lg(z)], (2.39)

gde je
L(z) = 2(3L+1)log [z —(L+1)+R(z L)] , (2.40)
b() = 2D 1)1Og[—(L - 1)R(z;§2)<E (_L1;31) +2(L+1) .41

Funkcije [1(z; L) i la(2; L) imaju jos jednu tacku grananja, z = L+ 1. Izabra¢emo regularnu
granu logaritma u izrazima (2.40) i (2.41) tako da je imaginarni deo jednak 0 ukoliko je vrednost

pod logaritmom pozitivna i realna.
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Ako funkciju R(z; L) napiSemo u obliku

R(z L) =+/(2 —L—1)2—4L

1 zamenimo 2z = z + iy, dobijamo

inAL — (x — L—1)%, z € (a,b),
V(@ —L—1)2—4L, inace

R(z; L) = lilr(r)l+ R(x +iy; L) = {

y—>

gde je

a=(KL-1?%  b=(L+1)> (2.42)

Pretpostavimo da vazi x ¢ (a,b). U ovom slucaju, vrednost R(z; L) je realna. Sada mozemo

izracunati imaginarni deo izraza F(z; L) = lim,_ o+ F(z + iy; L) kao
Im F(z; L) = Im [ly(x) — l1(x)] = 0.

Nasuprot tome, ako vazi z € (a,b), direktnim izracunavanjem (uzimajuéi u obzir regularne

grane korena i logaritma koje smo izabrali) dobijamo sledeée izraze

L(z) = 2(3L+1)log [x (L4 +iAL— (z—L— 1)2] (2.43)

AL—(z—L—1)2
2(3L + 1) arctan Y¥———>——, x> L+1;
Im li(z) = ( ) (L) (2.44)

—(r—L—1)2
2(3L+1)<7r+arctan%), r<L+1

h@) = 20— 1)log [—(L —1)2+ 22(L + 1;2—<£(f 1—)31)\/4L —(x-L-— 1)2] (2.45)

x(L+1)—(L—1)2 (L-1)2 .

Q(L— 1) <27r+arctan m), T > S

Im 12($) = z(L+1)—(L—1)2 (L—1)?
2(L — 1)( 7+ arctan —A=—=—==), = <

\/AL—(z—L—1)2 L+1

(2.46)

Zamenom dobijenih izraza u (2.39), kona¢no mozemo da izra¢unamo

Im F(x; L) = lim Im F(x +iy; L) = Im ly(z) —Im I () — (v — L+ 1)\/4L — (v — L — 1)?

y—0*
Sada izraz (2.37) za tezinsku funkciju w(t; L) mozemo odrediti primenom

w(z; L) =y (z; L) = —ldilm F(z; L) (2.47)

™ axr

i relacije (2.11). O

Napomenimo da formula (2.37) vazi samo za = € (a,b), dok je u suprotnom w(z; L) = 0.
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2.6.4 Troclana rekurentna relacija

Na osnovu Teoreme 2.6.5, tezinska funkcija ¢iji su momenti jednaki {a, (L)}, oy, data je pomocu

w(w; L) = %O * %> L= (gcz_—%ly € (VL= 1% (VI +1)?) (2.48)

0, inace

Kljuéna stvar u dokazu nase hipoteze je opisivanje niza polinoma {Q, ()}, cy, koji su ortogo-
nalni u odnosu na tezinu w(x; L) zadatu pomoc¢u (2.37) na intervalu (a,b), kao i odredjivanje

koeficijenata {a, }, oy, 1 {Bn}pen, troclane rekurentne relacije.

Primer 2.6.4. Za L = 4, mozemo odrediti prvih nekoliko vrednosti niza polinoma {Qn(z)},cn,- Ove
vrednosti su odredjene primenom Gram-Schmidtovog metoda ortogonalizacije i programskog paketa
MATHEMATICA.

Qo(z) =1, 1Qoll* =5,
24 104
Ql(iﬂ)zm—ga ||Q1H2:?a
127 256 1088
_ 2 Ltal <90 2 _ 1905
Q2(z) =2 TRAIETR Q2| 3
541 , 1096 1344 5696
_ .3 923l o _ 1osa 2 _ 0090
Qalw) = o = Gma” 4 e === @8l = =
Takodje vazi
24 323 104 1104 680
=5 A=5 a=m Ai=oe = b=
Prema tome dobijamo
1042680
hi(4) = ao(4) =5, ho(4) = ao(4)26 =104,  hy(4) = ap(4)?F26, = 5° (%) 1o = 8704

Da bi odredili koeficijente troclane rekurentne relacije, primeni¢emo niz transformacija

tezinske funkcije. Ove transformacije su definisane slede¢im relacijama

w*(x) = p 2D (2) = VI 22,
L+2\ .,
(‘” " ﬁ) w(@),

i(x) = (),
w(z; L) = @

Ostatak ovog odeljka bi¢e posvecéen izrac¢unavanju potrebnih koeficijenata troclane rekurentne
relacije primeni predhodno uvedenih transformacionih formula kao i Theoreme 2.5.6, Posledice
2.5.9 1 Teoreme 2.5.10.
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Transformacija w(z) = (3: + %) w*(x)

Na pocetku, razmotrimo niz moniénih ortogonalnih polinoma {S,(z)},cy, U odnosu na tezinu
w*(x) = pM/2Y2)(z) = /1 — 22 na intervalu (—1,1). Podsetimo se da su ti polinomi zapravo

monicni Cebigevljevi polinomi druge vrste definisani sa [17]

sin((n + 1) arccos x)
Ve

Oni zadovoljavaju slede¢u tro¢lanu rekurentnu relaciju

Sn(z) =

Snt1(z) = (x — o) Sp(x) — BiSn-1(x) (n=0,1,...), (2.49)

sa pocetnim vrednostima

gde je
=0 (mz0) i =3 Bi=7 Oz
Razmotrimo transformaciju tezinske funkcije w(z) = (r — ¢)w*(z). Na osnovu Posledice 2.5.9,

koeficijente &,, i (3, mozemo izracunati na slede¢i nacin

An An
Oy
n n+1 (25())
A *)\nfl)\nJrl
ﬁn = ﬁn)\—g (TL € N())

Niz {A\n},en, zadovoljava troclanu rekurentnu relaciju
4)\n+1 - 40/\n + /\n—l = O, ()\_1 = 0, /\0 = 1) (251)

Podsetimo se da vazi A\, = S,(c). Jednacina (2.51) je linearna diferencna jednaé¢ina sa kon-

stantnim koeficijentima. Prema tome, mozemo napisati njenu karakteristicnu jednacinu
42 —4cz+1=0.
Resenja karakteristicne jednacine su
= %(Cim),
i na osnovu toga imamo da je opste resenje jednac¢ine (2.51) dato sa
An = E127 + Eozy) (n € N).

Mozemo izrac¢unati vrednosti F; i Ey iz pocetnih uslova (A_; = 0; A\g = 1). Da bi resili nas

problem odabra¢emo ¢ = —%. Prema tome vazi

—ty

v

2k (k=1,2), gdeje t1o=L+2+VL%2+4.
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Konaé¢no dobijamo sledeéi izraz za A,

(="
An = _ (t"“—t"“) n=—1,0,1,...),
2. 4nLs/I2 44\ ? ( )
Korigéenjem oznaka koje smo uveli u izrazima (2.26) i (2.27) mozemo uprostiti predhodni izraz.
Tako dobijamo
e
2. 4nL3¢

Nakon zamene u (2.50), kona¢no odredjujemo potrebne koeficijente troc¢lane rekurentne relacije

’l/}n+1 (n:—1,0,17)

n

L+2 1 n n
+ w+2+\/z‘w+1

&y = — + . ’
2L AL n (I (252)
B _ ¢n¢n+2 )
toany,
Transformacija w(z) = o <2\Lﬁ — %)

Ukoliko je nova tezinska funkcija w(x) zadata pomoéu w(z) = w(az + b), na osnovu Teoreme
2.5.6 vazi

~ dn - b 2 ﬁn
Qy = s 571:_2 (TLGN()).
a a
Imamo da je u nasem slucaju linearna transformacija definisana pomocu x +— x;\’}; L Zamenom
_ 1 -3 _ L+l .. s e s .. .. ~
a= 571 b VIR dobijamo odgovarajudi izraz za novu tezinsku funkciju w(x)

5 (@) A(x—L—l) 1<x—L—1+L+2) . (x—L—1)2
wz) =w(————) = = -\ —) .
2V L 2 2L 2V L 2V L

Prema tome vazi

1 . 7w/}nJrQ ¢n+1

ap =—1+ = + 2L - (n € Nyp), (2.53)
2 wn-i-l wn-i-Q
kao i o
> ™ P n¥n
b=(L+2)3,  Fu=L15 2 (neN). (2.54)
wn—}—l
Primer 2.6.5. Za L = 4, dobijamo
]50(.’1,') =1, HP@H2 = 3m,
~ 17 327
Pl(x):fﬂ—gv ||P1||2:?a
~ 43 101
Py(x) :azz—z:lc—i—T, | P2||* = 42,
~ 331 1579 2189 35207
_ 3994 2 _ . 2
Pylw) =a” = Sra+ 5= 1Bl 21
kao i 17 61 32 421 63
040:?7 ﬁ0:37ﬂ 041:57 51257 02:877 52:T6-
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Transformacija w(z) = 2L ()

Uvodjenjem nove tezine w(z) = 224(z) neéemo promeniti moniéne ortogonalne polinome i nji-

hovu troclanu rekurentnu relaciju. Rezultat ove promene je samo promena normi ovih polinoma

za faktor % Drugim rec¢ima vazi

9

Py(z) = Py(z), | P,

) b 2L
5= [ Dua)i(r) dv=—|Fllz (k€ No),

a

Go=L(L+2), Br=p (keN), ay = Qy, (k € Np).

Takodje vazi

ﬁ%ﬁa"'énflzz %;' ¢Z:1-

w(x)

x

Transformacija w(z; L) =

Poslednja transformacija koju ¢emo da razmotrimo je oblika

9

w(z)

wg(x) =

Definisa¢emo pomo¢ni niz {r,},>_1 kao u Teoremi 2.5.10.

v

Bn

Tn—1

rog=— / wg(x) dz, rn=d— &, — (n=0,1,...), (2.55)
R

Na osnovu Teoreme 2.5.10, koeficijenti ag,, 1 B4, koji odgovaraju tezini wy(z) mogu biti odre-

djeni na osnovu sledeé¢ih relacija

Qg0 = Qg + 7o, Qg = Qg +T)— Th—1,
v Te_1 2.56
Bao = —r_1, Bax = ﬁk—1r— (k € N). (2:56)
k—2

U nasem slucaju je dovoljno da stavimo d = 0 da bi dobili konacan izraz za tezinsku funkciju
w(x; L) = @

Najpre je potrebno da nadjemo izraz u zatvorenom obliku za niz r,. Stavljaju¢i d = 0 i

racunajudéi integral, relacije (2.55) postaju

R VS A O ) (=01, (2.57)

T'n—1

Resenje predhodne rekurentne jednacine ¢emo intuitivno naslutiti a zatim dokazati matemati-

c¢kom indukcijom.

Lema 2.6.6. Niz r, je zadat sledecim izrazom

_;¢n+1' lﬂbn+2'+’£@n+2

vz Dmer b " ENO) (2.58)

Tn =
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Dokaz.  Koristicemo matematicku indukciju. Za n = 0, zamenom u (2.58) zaista dobijamo

korektnu vrednost za rg
L2 4+ 2L +2

(L+1)(L+2)
Pretpostavimo da je izraz (2.58) tac¢an za k = n i dokazimo ga za k = n + 1. Sada, na osnovu

o = —

svojstava funkcija ¢, i 1, (Lema 2.6.2), dobijamo

_ Yny1 Lbngs + Epnys
Ynys  Lhnyr + Eonta
Deljenjem sa 7, kona¢no dobijamo izraz (2.58) za k =n+ 1. O

Qi1 Ty + ﬂnJrl -

Zamenom (2.58) u (2.56) dobijamo izraz u zatvorenom obliku za a,, = ag,, 1 5, = Bon za

svako n > 0.

Primer 2.6.6. Za L = 4 dobijamo

r-1= _57 ro = _Ea = _Ev o = _@7
15 52 357
odnosno
24 323 104 1104 680
aozgv ﬁ0:57 Oélzg, 1:§a a2:ﬁa 2:@a

Primetimo da su ove vrednosti potpuno iste kao u Primeru 2.6.5.

2.6.5 Dokaz glavnog rezultata

Sada smo spremni da dokazemo glavni rezultat ovog poglavlja (Teorema 2.6.1). Neka je h =

H(a). Heilermannovu formulu (2.9) mozemo takodje napisati u slede¢em obliku

hi(L) = ao(L), hy(L) = BofriBa - Bn—2Bn-1* hn-1. (2.59)
Na osnovu Posledice 2.4.5 vazi
1Qn-1l* = BoBiB2- - BnzBn1 (R =2,3,...), (2.60)

odakle dobijamo da je
hi(L) = ao(L), Pn(L) = |Qn_1|l* - hn_1(L) (n=2,3,...). (2.61)

Sada, koris¢enjem relacija (2.56) imamo da vazi

n—2
T o Lt L, + Eo,,
1Qu 2 = G022 TT B = Vn &0 (2.62)
k=0

r_1 2 L1+ &pn’

Koristicemo matematicku indukciju da bi dokazali da je
[R(=1)/2
hi(L) = Tokrig (Lpp + &) - (2.63)

Poslednji izraz je trivijalno tacan za k = 1. Pretpostavimo da vazi za k =n — 1. Tada je
n—1 L " N L(nfl)(an)/Q

2 L¢n—1 + gspn—l 2”5
odakle sledi da izraz (2.63) vazi i za k = n. Time je dokaz glavnog rezultata ovog poglavlja,

: (Lwn—l + gspn—l) 9

Teoreme 2.6.1, kompletiran.
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2.7 Hankelova transformacija i k-binomne transforma-
cije

Ve¢ smo napomenuli da je Hankelova transformacija invarijantna u odnosu na binomnu transfor-
maciju (Teorema 2.2.2). Ovo tvrdjenje je prvi dokazao Layman u radu [77]. U ovom poglavlju

prezentova¢emo kraéi i i jednostavniji dokaz ovog tvrdjenja za klasu nizova {a,} gener-

n€Np
isanih kao momenti pozitivne tezinske funkcije w(z). Takodje razmotri¢emo dve generalizacije
binomne transformacije (rastu¢u i opadajucu k-binomnu transformaciju) i uopsti¢emo nas dokaz
na te dve transformacije. Na taj nacin ¢emo dokazati da je Hankelova transformacija invar-
ijantna u odnosu na opadajuc¢u k-binomnu transformaciju. Pored toga, uspostavi¢cemo vezu
izmedju Hankelove transformacije originalnog i niza transformisanog k-binomnom transforma-
cijom.

Rezultati prikazani u ovom poglavlju su originalni i bazirani na jos uvek neobjavljenom radu

[99).

2.7.1 k-Binomne transformacije

Rastucu i opadajuc¢u k-binomnu transformaciju su definisali Spivey i Stail u radu [122]. Pod-

setimo se da je binomna transformacija niza {an},cy,, 1% {bn},cn, = B(a) definisan sa

by = i (ZL) a;. (2.64)

Definicija 2.7.1. Rastuca i opadajuéa k-binomna transformacija niza {a,}

{T’ﬂ}neNo = Br(a; k) [ {fn}nENo = Bf(a, k) deﬁm’sam’ sa

n n ‘ n n ‘
n = | Krai; n = R a;. 2.65
e (e =X (e 259

=0

neNy SU redom nizovi

Jasno je iz (2.65) da vazi B(a) = Br(a;1) = Bf(a;1). Prema tome, rastuca i opadajuca

k-binomna transformacija predstavljaju uopstenja binomne transformacije.

Teorema 2.7.1. [122] (Spivey, Stail 2006) Za zadati niz {an },cy,, neka je {hn}, ey, = H(a).
Opadajuéa k-binomna transformacija je invarijantna v odnosu na Hankelovu transformaciju,

tj. vazi H(a) = H(Bf(a; k) = {hn},cn,- Takodje vazi H(Br(a; k)) = k""Dh,,.

2.7.2 Dokaz glavnog rezultata

Dokaz Teoreme 2.7.1 u radu [122] je kombinatorni. Takodje u tom radu je dato nekoliko
kombinatornih interpretacija ovih transformacija.

Mi ¢emo dati novi dokaz Theoreme 2.7.1 baziran na Heilermannovoj formuli i teoriji ortog-
onalnih polinoma. Ovaj dokaz je takodje validan za proizvoljni realni broj k $to nije slucaj sa
dokazom datim u [122].



44 Glava 2. Simbolicko izracunavanje Hankelovih determinanti

Podsetimo se da ukoliko su svi elementi Hankelove transformacije niza {a, }, .y, nenegativni,
tada postoji pozitivna mera dA tako da je a,, vrednost n-tog momenta mere d\, za svako n € Nj.
Ova ¢injenica vazi na osnovu Teoreme 2.5.3 (Hamburgerov momentni problem). Prema tome,
nas dokaz je limitiran na slucaj kada su svi elementi Hankelove transformacije polaznog niza
nenegativni.

Neka je w(z) odgovarajuca tezinska funkcija koja odgovara meri p. Tada vazi

an:/x"w(x)dm.
R

Dokaz Teoreme 2.7.1. Uveséemo sledece oznake {f.}, oy, = Bf(a;k) i {rn},cn, = Br(a;k).

Niz {fn},en, je niz n-tih momenata tezinske funkcije w(z — k).

fo = Xn: (?) ki /R viw(z)de = /]R (Xn: (?) k”‘x) dx = /R (¢ + k)"w(z)de  (2.66)

i=0 =0

Uvodjenjem smene promenljivih x — = — k u predhodnom integralu dobijamo trazeni rezultat.

Posmatrajmo sada moni¢ne polinome P,(z) i P/(x) ortogonalne u odnosu na tezine w(z) i
w(z — k) respektivno kao i odgovarajuce koeficijente troclane rekurentne relacije 3, i 3/. Na
osnovu Teoreme 2.5.6 vazi P/(x) = P,(x — k) kao i 3, = 8/. Sada iz Heilermannove formule
(2.9) mozemo zakljuciti da su Hankelove transformacije nizova {f.},cx, 1 {@n},en, jednake,

posto vazi ag = fo.

Slicno kao u relaciji (2.66), mozemo dokazati da je niz {r,}, .y, zapravo niz n-tih momenata

ry = Zn: (?) ki /R viw(z)de = /R <Zn: (7;) m) dr

tezine w (%)

=0 =0 (2.67)
r—1
= /(1 + kx)"w(z)dx = / z"w ( > dx
R R k
Primenom Teoreme 2.5.6 dobijamo 7 = k?B,. Zamenom u Heilermannovu formulu (2.9)

mozemo direktno zakljuciti da vazi H(r) = {l{:"(”“)hn}neNo. O

2.8 Hankelova transformacija niza generalisanih central-
nih trinomnih koeficijenata

U ovom poglavlju proucava¢emo generalizaciju niza centralnih trinomnih koeficijenata sa poseb-
nim osvrtom na odredjivanje tezinske funkcije ¢iji su momenti ¢lanovi tog niza. Ovi rezultati
bice iskoris¢eni za izracunavanje Hankelove transformacije posmatranog niza u zatvorenom ob-
liku.

Rezultati prikazani u ovom poglavlju su originalni i bazirani na nasem jos uvek neobjavlje-

nom radu [8].



2.8 Hankelova transformacija niza generalisanih centralnih trinomnih koeficijenata 45

2.8.1 Generalisani centralni trinomni koeficijenti

Niz generalisanih centralnih trinomnih koeficijenata definisao je Noe u radu [94]. Neka su a, b, ¢

celi brojevi. Koeficijent uz x™ u razvoju sledeceg polinoma
(a+ bx + cx®)" (2.68)

zvatemo generalisani centralni trinomni koeficijent i oznacavatemo sa T,(a,b,c). Ovaj niz
je prirodna generalizacija niza centralnih trinomnih koeficijenata 1,1,3,7,19,51,... A002426,
definisanih pomocu ¢, = [2"|(1 + z + 2?)". Ovaj zakljucak sledi iz ¢injenice da vazi t, =
T.(1,1,1).

Niz {T.(a,b,¢)}en,»
i pojavljuje se veoma ¢esto u Sloaneovoj on-line enciklopediji celih brojeva [121]. Razlicita
nen, data suu [94].

Ako iskoristimo binomnu teoremu dvaput kao i identitet (Z) (7?—_211) = (2:) (272), dobijamo

za razli¢ite vrednosti a, b, c ima razli¢ite kombinatorne interpretacije

svojstva niza {7, (a,b,c)}

T(a.b,c) = Lnf (2:) (27;) b2 ()P (2.69)

k=0

Ako pretpostavimo da je b fiksiran broj, primetimo da svi elementi niza {7,(a, b, ¢) }, o, zavise
iskljucivo od proizvoda brojeva a i c. Prema tome, mozemo pretpostaviti da je a = 1. Posto je
b = 0 degenerisan slucaj i apsolutna vrednost niza T, je ista za b i —b, mozemo pretpostaviti
da je b > 0.

Kao $to ¢emo videti u nastavku, vazna veli¢ina koja odreduje svojstva niza {T,,(a, b, ¢)},cy,
je diskriminanta d = b* — 4ac. Postoji beskonacno mnogo parova (b, ¢) za koje je diskriminanta

jednaka. Takode, diskriminanta je uvek broj oblika 4k ili 4k + 1 za neki celi broj k.

Moze se pokazati (videti npr. [94]) da je funkcija generatrisa niza {T),(a,b,c)}, oy, jednaka
! = iTk(a b, )z (2.70)
V1=2br +dz* Y

Jos je Ojler u svom radu [33] pronasao ovu funkciju generatrisu u slucaju a = b = ¢ = 1.
Takode sledeca rekurentna jednacina za niz T,, = T,(a, b, ¢) vazi
(27’L — ]-)an—l - (TL — ].)dTn_Q

To=1, Ti=b, T,= : (2.71)
n

U nastavku ¢emo izracunati Hankelovu transformaciju niza {75,(1,b,¢)}, oy, -

2.8.2 Trinomni koeficijenti i moment reprezentacije

[zveséemo izraz za tezinsku funkciju ¢iji su momenti ¢lanovi niza {7,,(1,b,¢)} Ovo mozemo

neENp*
da uradimo direktnom primenom Stieltjesove inverzne formule kao sto je to uradeno u jednom od

predhodnih poglavlja. Ovde ¢emo koristiti drugaciji pristup. Najpre ¢emo odrediti ovu moment
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reprezentaciju u dva specijalna slucaja a zatim ¢emo koris¢enjem tog rezultata intuitivno doéi
do kona¢nog izraza za moment reprezentaciju u opstem slucaju. Ovako dobijenu moment
reprezentaciju ¢emo zatim i formalno dokazati.

isprekidanih centralnih binomnih koeficijenata ¢iji je opsti

o (LHJ)#

Ovaj niz ima sledeéu moment reprezentaciju [121]

Pocinjemo sa nizom {en},cy,

¢lan definisan sa

! /2 LA (2.72)
en:— —Qax. .
T ) o4 — 22

Niz {t,},cy, centralnih trinomnih koeficijenata jednak je binomnoj transformaciji niza {e, },cy, ,

tj. vazi t = B(e). Ovu ¢injenicu mozemo dokazati na slede¢i nacin

B -0 S ()

Na osnovu dokaza Teoreme 2.7.1, binomna transformacija je ekvivalentna smeni promenljivih

u moment reprezentaciji. Drugim recima vazi

L1 (14 z)"

= % - \/ﬁdx, (273)

Sto je ekvivalentno sa

13 n
t, = —/ m—dm. (2.74)
T J_1 V3 4+ 20 — 22

Sa druge strane, na osnovu sledeceg identiteta (videti npr. [42] ili [144])

iz/j (272;) (2:) 2= (2: ) (2.75)

mozemo zakljuciti da vazi T'(1,2,1) = (2:) Prema tome, generalisani centralni trinomni koefi-

cijenti predstavljaju generalizaciju centralnih binomnih koeficijenata {(27?) }n ENy" Podsetimo se
da centralni binomni koeficijenti 1, 2, 6, 20, 70, ... A000984 imaju slede¢u moment reprezentaciju
[121]

2n 1 z"
=— ——dx. 2.76
( n ) @ /0 Va4 — ) (2.76)
Smenom promenljivih x — x — 1 u poslednjem izrazu dobijamo

2n 12 (1+az)m
= | ————du. 2.77
<n> T J_1 V34 2x — 22 ( )
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Odavde mozemo da zaklu¢imo da je binomna transformacija niza centralnih trinomnih koefi-
cijenata t, jednaka nizu centralnih binomnih koeficijenata, tj. B(t) = B ({(2") }neNo>‘ Jos

n

jedna smena promenljivih nam daje

(2:) :% _22 %dm_ (2.78)

Prema tome, dobili smo moment reprezentaciju za dva specijalna slu¢aja niza T, (a, b, c).
Jednacine (2.74) i (2.78) odgovaraju nizovima 7,,(1,1,1) i 7,,(1,2,1). Prema tome, intuitivno

mozemo da formulisemo sledeéu lemu.

Lema 2.8.1. Niz

ralbc) = %/_2%@ (2.79)

jednak je T,,(1,b,¢).

Dokaz. Sada mozemo skoro pravolinijski izvesti dokaz ove leme. Vaze jednakosti

1 [ (b+Jex)" = (n> . /2 z®
S B AV S R B S
7T/2 V4 — 22 kz:% k \/_ T ) o v4— 22

_ Xn: (Z) ﬁkbn—k(tgj)(l +(=1)M)/2

k
L

— o

[SE]|

L3

- S ()= () (3

Napomenimo jo$ jednom da Lemu 2.8.1 mozemo da dokazemo koris¢enjem funkcije genera-
trise niza T,(1,b, c), odredene izrazom (2.70) i Stieltjesove inverzione formule, kao sto je to

uradeno u jednom od predhodnih poglavlja.

Posledica 2.8.2. Vazi slede¢a moment reprezentacija

1 1 b+2 n 1 b+2/c n
T.(1,b,¢c) = —/ Mdm = —/ Y dy.
TJ_1 V1—2a? T Jo—2ye /4c— (y —b)?

Dokaz. Direktno iz (2.79), koriséenjem smena promenljivih & — 2z i x — 2(b+ 2+/cz). O

2.8.3 Hankelova transformacija niza T, (1, + 3, 3?)

Sada mozemo da izvedemo konacan izraz za Hankelovu transformaciju niza {7,,(1,0,¢)}, oy, -

Iz razloga jednostavnosti, uveséemo sledeéu smenu promenljivih o + 8 =b1i 3% = c.
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Propozicija 2.8.3. Vazi

1 (% (atpo)"

\/3+2x—x2d Tafl o+ 5, 57).

Dokaz. Primeni¢emo smenu promenljivih x = y — 1 na integral

1 [? (b+/cx)
;/2 V4 — x? e

Na taj nac¢in dobijamo

2"(1 + bx 4 cx®)".

/ b Ve Var,
o B e e

Sada zamenom a + 3 = b i 32 = ¢ dobijamo trazeni rezultat. [J

Slede¢a lema je veoma korisna zato Sto se pomocu nje svodi rac¢unanje Hankelove transfor-

macije niza {T,,(1,« + 3, 52)}n€NO na isti posao samo za mnogo prostiji niz {5"t,}, oy, -

Lema 2.8.4. Niz{T,(1,a + 3, %)}y, Je 0padajuca a-binomna transformacija niza { 3"t}
tj. vazi BE ({60} en, s @) = {Tn(La+ 53, 8%)}en, -

n€eNg~’

Dokaz. Koristi¢emo moment reprezentaciju niza {T},(1, o + 3, 3?)} (Propozicija 2.8.3) kao

n€Ng
i niza {8, },cy, (relacija (2.78)). Imamo da vazi

Oé + ﬁx % 1 /3 /Bkl'k n (n) o
e ——dr = a” t
/ V3 +2x — Z() ™) 1 V3+2x — 22 kz:% k Bt
Odavde direktno dobijamo da vazi uslov leme. [J

Za racunanje Hankelove transformacije niza {t¢,} koristicemo metod baziran na ortogo-

n€Nyp
nalnim polinomima. Celokupno izvodenje je znatno prostije nego izvodenje prikazano u jednom

od predhodnih poglavlja.

Lema 2.8.5. Hankelova transformacija niza {t,},,cy, je niz {2"}, ey, -

Dokaz. 1z jednacine (2.78) imamo da je niz {t,},.y, zapravo niz momenata sledece tezinske

funkcije
1 1

v/ _ 2 g
3+2x —x 2./1 (12 )2
1

Tezinskoj funkciji w*(z) = 7= odgovaraju monicni Cebigevljevi polinomi prve vrste za koje

w(z) =

vazi

* * * * 1
ay =0, By =, Bl ==, ﬁk:Z, (k € N).
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Neka je sada w(z) = w*(5%) = w*(a + bx) gde je

Tada vazi

a 3
'3
~ T
0
fo = —_j:—QW
a 2
* 1
5 0 P12
B = —Q—T—Q
a/ =
4
y © 1
2 1 '
a1

1

Konacéno primenom transformacije w(x) =

I
N
Y
S
~
|

dobija se
Oénzl7 /60:_7-[-7 51:27 ﬁk:17 k>1.
Odavde direktno primenom Heilermannove formule dobijamo da vazi h,, = 2". [J

Sada kona¢no mozemo da damo izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju
niza {Tn(17 o+ ﬁv ﬁQ)}nENO'

Teorema 2.8.6. Hankelova transformacija niza {T, (1, + (3, ﬁZ)}nENO je niz {2"6"(”“)}%%.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.7.1, Hankelova transformacija je invarijantna u odnosu na opada-
juéu a-binomnu transformaciju. Odavde mozemo zakljuciti da je Hankelova transformacija niza
{T.(1,a + 3, ﬁQ)}nGNO jednaka je Hankelovoj transformaciji niza 3"t,. Rezultat teoreme sada

sledi direktno iz predhodne leme i determinantske definicije Hankelove transformacije. [J

Posto je ¢ = % imamo sledeé¢u posledicu

Posledica 2.8.7. Hankelova transformacija niza {T,,(a, b, )}, oy, jednaka je {2”(@@) (ngl)} )
n€eNp

2.8.4 Generalizacije dobijenih rezultata

1. Glavni rezultat (Theorema 2.8.6) mozemo dokazati i malo drugacije. Uvedimo smenu

promenljivih = y — 1 u integral

I n
Tn(l,a—i-ﬁ,ﬁz):;/_l\/%dx
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Vazi de =dy, a +fr =a— [+ By i3+ 2x —2? = y(4 — y). Na taj nacin dobijamo
1 [*(a— "
_/ (a =B+ )"
™ Jo (4 —x)

- ;()ﬁk - /ﬁ
- ;(Z)ﬁk(a—ﬁ)”‘k(zkk)

Iz poslednje relacije mozemo da zaklju¢imo da vazi

(POl = s

Posto je Hankelova transformacija niza (2:) jednaka 2", direktno dobijamo rezultat Teoreme
2.8.6.

2. Posmatrajmo sada novi niz koji se dobija zamenom centralnog binomnog koeficijenta (2’“)

sa Catalanovim brojem C} = kil (%) A000108 u predhodnom izrazu. Novi niz {l,},y, ima
sledeci opsti clan
n n -

k=0
Uvodenjem smene promenljivih z = y + 1 dobijamo

1 [t o (4 —x)
> (1)@= oot Y=
:i RO PRV GO N
0 ’ (2.80)

3 3+2
\/+y ydy

1

2m
(Z) ﬂka”*kj\?[(k).

n

k=0

Niz {M (n)} je u literaturi poznat kao niz ‘Motzkinovih suma’ (A005043, prvih nekoliko
n€Np
¢lanova ovog niza su 1,0,1,1,3,6,15,...). Ovaj niz predstavlja niz momenta sledece tezinske

1 /3 V3 + 2r — 22
A /¥
2w

funkcije
M) =50 r+1

Uvodenjem smene promenljivih x = y — 1 u predhodnom integralu i na osnovu dokaza Teoreme
2.7.1, mozemo zakljuéiti da je {M (n)} inverzna binomna transformacija niza Catalanovih

n€Ng
brojeva {C),} tj. da vazi

neNg?

B ({1100}, ) = (G
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Na osnovu Teoreme 2.7.1 oba niza imaju istu Hankelovu transformaciju, tj.

({00} ) = W

Iz relacije (2.80) mozemo zakljuciti da vazi
(1, = BE ({010 e,
n€Ng

tj. niz {ln},en, je opadajuéa a-binomna transformacija niza {ﬁkM(k)} :
n€Np

Ponovo primenom Teoreme 2.7.1 zaklju¢ujemo da je Hankelova transformacija niza {l,, }
jednaka nizu {g""+D}

n€eNg

neNy”

2.9 Hankelova transformacija inverzije niza generalisanih
Fibonaccijevih brojeva

U ovom poglavlju razmotri¢emo generalisane Fibonaccijeve brojeve koji generalizuju nekoliko
vaznih nizova (Fibonaccijevi, Jacobsthalovi i Pellovi brojevi). Posmatra¢emo niz koji se dobija
inverzijom niza generalisanih Fibonaccijevih brojeva i izracunati njegovu Hankelovu transfor-
maciju.

Rezultati izlozeni u ovom poglavlju su originalni i bazirani na nasem jos uvek neobjavljenom

radu [9].

2.9.1 Generalisani Fibonaccijevi brojevi
Pod generalisanim Fibonaccijevim brojevima podrazumevamo resenje sledece linearne difer-
encne jednacine

10=0, x1 =1, Tpyo = ATpyq + by (n € No; a,b € R) . (2.81)

gde su a, b dati brojevi.

Primer 2.9.1. Niz generalisanih Fibonaccijevih brojeva predstavlja uopstenje sledeéih nizova:
(1) Fibonaccijevi brojevi A000045 odgovaraju sluéajua=b=1: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..;
(2) Jacobsthalovi brojevi A001045 odgovaraju slucajua=1ib=2: 0, 1, 1, 3, 5, 11, ..

(3) Pellovi brojevi A000129 odgovaraju slucajua=2ib=1: 0, 1, 2, 5, 12, 29,....

Resenje jednacine (2.81) ocigledno ima sledeéu funkciju generatrisu

f(2) - (a,b €R) . (2.82)

:1—ax—b:c2



52 Glava 2. Simbolicko izracunavanje Hankelovih determinanti

Inverzija niza ¢ija je funkcija generatrisa jednaka f(x) je niz ¢ija je funkcija generatrisa u = g(x)

resenje jednacine f(u) = x. Prema tome vazi

o(z) = V(1 + azx)? —|—2;lzx2 — (1+ ax) (@bER) . (2.83)

Oznaciéemo sa u, niz ¢ija je funkcija generatrisa g(z), tj. za koji vazi g(x) = >~ u,z"

Primetimo da z; = 1 povlaci u; = 1.

Primer 2.9.2. U slu¢aju Fibonaccijevih brojeva (a = b = 1), inverzija ovog niza zadata je pomoéu
{tn}neny : 0, 1, =1, 0, 2, =3, —1,11, —15,...,

Ovo je niz A007440 koji ima funkciju generatrisu

(14+2)?2+42%2 - (1+x)
2z '

g(x) =

2.9.2 Izracunavanje Hankelove transformacije

Neka je t,, = u,4+1. Primeni¢cemo Radoux-Junodov metod za racunanje Hankelove transforma-

cije niza {in },cy,- Tada vazi

2

d(z) = Upx” = ) 2.84
(@) nz% 1+ az + /(1 + az)? + 4ba? (2.84)
Definisimo funkciju ¥(x) pomocu
W(r) = 1 1 1—ax—+/(1+ax)?+ 4ba? (2.85)
x) = 5] 5 : .
Ocigledno je ¥(0) = 0 kao i ¥'(0) = —a . Definisimo funkciju ((x) na sledeéi na¢in
U(x 14+ ax — /(1 + ax)? + 4bx?
((z) = (z) —0'(0) = VA ) . (2.86)
x 2
[zvrsicemo sledeé¢u dekompoziciju
%z)ﬁ—ﬂ((:ﬁ)—l—u{?(:ﬁ) . (2.87)
Mozemo zakljuéiti da su koeficijenti u predhodnom razlaganju jednaki A = —b, y = —aiv = 1.
Prema tome imamo da je
? =—b—a ((x)+ ). (2.88)

Sada mozemo direktno da primenimo Teoremu 2.3.5. Ova primena nas konacno dovodi do

izraza za Hankelovu transformaciju niza {@,}, .y, 1 zatvorenom obliku

By, = APPED/2 e /2 (L pynlnt1)/2, (2.89)



Glava 3

(Generalisani inverzi konstantnih
matrica

U ovoj glavi ¢emo dati definicije i osnovna svojstva generalisanih inverza matrica kao i neke od
metoda za njihovo izracunavanje. Veéina metoda je formulisana u obliku algoritma. Za svaki
algoritam je odredena vremenska slozenost.

Vecina rezultata prikazanih u ovoj glavi je preuzeta iz literature, osim poslednjeg poglavlja
koje opisuje novi metod za brzo racunanje Moore-Penroseovog i nekih {i,j,...,k} inverza.

Poslednje poglavlje je bazirano na nasem, jos uvek neobjavljenom radu [105].

3.1 Definicije i osnovna svojstva

U ovom poglavlju definisa¢emo nekoliko klasa generalisanih inverza i prouciti njihova osnovna
svojstva. Zbog jednostavnijeg referenciranja, u ovom poglavlju su navedene ¢injenice, definicije

i oznake koje ¢emo koristiti u ovoj i sledecoj glavi.

3.1.1 Neke oznake i osnovni pojmovi

Oznac¢imo sa R odnosno C skup realnih odnosno kompleksnih brojeva. Sa F ¢emo oznacavati
proizvoljno polje (iako ¢emo u ovom radu koristiti iskljuc¢ivo polja R i C, sve definicije, tvrdenja,
itd... koja sadrze oznaku F vazi¢e za proizvoljno polje). Neka je F*" skup svih matrica for-
mata (dimenzija) m x n nad poljem F. Jedini¢nu matricu formata n x n oznaci¢emo sa I,
dok ¢emo dijagonalnu matricu ¢iji su elementi na glavnoj dijagonali dy,ds, ..., d, oznaciti sa
diag(dy, ds, .. .,d,). Nula matricu proizvoljnog formata oznaci¢emo sa . Matrica A* pred-
stavljaée konjugovano-transponovanu matricu matrici A.

U nastavku ¢emo formulisati nekoliko osnovnih definicija i teorema iz linearne algebre koje
¢emo koristiti u nastavku ovog rada. Ova teorija je preuzeta iz obimne i dobro poznate literature
iz oblasti linearne algebre i teorije matrica (na primer [137, 83, 160]).

Najpre ¢emo definisati nekoliko osnovnih klasa matrica.

Definicija 3.1.1. Kvadratna matrica A € C*™™ (A € R™™) je

23
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e Hermitska (simetricna) ako vazi A* = A (AT = A),

e normalna ako vazi A*A = AA* (ATA = AAT),

e unitarna (ortogonalna) ako vazi A* = A= (AT = A71)
e donje trougaona ako vazi a;; =0 za 1 > j,

e gornje trougaona ako vazi a;; =0 za i < j.

e pozitivno semi-definitna ako je Re (x*Az) > 0 za svako v € C". Ako jos vazi Re (z*Ax) >
0 za svako x € C™1\ {Q}, matrica A je pozitivno definitna.

Sledec¢a lema daje jedno vazno svojstvo Hermitskih, pozitivno definitnih matrica.

Lema 3.1.1. Neka je A € C™*™ Hermitska, pozitivno definitna matrica. Tada postoji matrica

B € C"", takva da je A = B*B. Matrica B se naziva kvadratni koren matrice A i oznacava
sa B = AY2,

Definicija 3.1.2. Neka je A € C™ " proizvoljna matrica. Definisacemo jezgro matrice A, u

oznaci N(A), kao inverznu sliku nula vektora, tj.
N(A) = {x € C" | Au= O}.
Takodje, definisac¢emo sliku matrice A, u oznaci R(A), kao skup svih slika svih vektora, tj.
R(A) = {y € C™ | y = Az for some x € C™*'}.

Dimenzija slike R(A) naziva se rang matrice A i obelezava sa rankA. Takodje, sa F™*™

Osim ranga, druga vazna karakteristika svake matrice je njen indeks.

Propozicija 3.1.2. Za svaku matricu A € C™™ postoji prirodan broj k takav da je rank AF*! =
rankA*.

Definicija 3.1.3. Neka je A € C™" proizvoljna matrica. Najmangi ceo broj k takav da vazi

rank(A**1) = rank(A*) naziva se indeks matrice A i oznacava sa indA = k.

Primetimo da ako je A regularna, tada je indA = 0 dok je u suprotnom indA > 1. Indeks
matrice ima veliku ulogu u proucavanju Drazinovog inverza.

Slede¢e poznate dekomporzicije (faktorizacije) matrica koristi¢emo u daljem izlaganju.

Lema 3.1.3. [137] Za svaku matricu A € C™™ postoje unitarne matrice Q € C™ ™ § P €
C™ ™ takve da vazi A = Q*RP gde matrica R ima sledeci oblik

R = [%1 8:| S men) Ry € CﬁXk (31)
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Specijalan slu¢aj dekompozicije date u Lemi 3.1.3 je poznata singularno-vrednosna dekom-

pozicija (SVD, singular value decomposition) data u sledecoj teoremi.

Teorema 3.1.4. (Singularno-vrednosna dekompozicija) Neka je A € C™ ™ proizvoljna

matrica. Postoje unitarne matrice U € C™*™ ¢V € C™" kao © matrica

diag(oy1,09,...,01) O

X = 0 ©)

E men’
tako da vazi A = U*3V. Owa dekompozicija se naziva singularno-vrednosna dekompozicija
matrice A.

Druge dve vazne dekompozicije su LU dekompozicija i Cholesky faktorizacija. One su date

u sledecoj teoremi.

Teorema 3.1.5. (LU i Cholesky faktorizacija) Za svaku reqularnu kvadratnu matricu A €
C™ ™ postoji donje trougaona matrica L i gornje trougaona matrica U tako da vazi A = LU
kao il; =1 za svako i = 1,2,...,n. Ova dekompozicija se naziva LU dekompozicija. Stavise,
ako je A Hermitska i pozitivno definitna matrica, tada vazi U = L* a dekompozicija A = LL*

se naziva Cholesky dekompozicija (faktorizacija).
Pomenué¢emo takode i faktorizacije potpunog ranga.

Definicija 3.1.4. (Faktorizacija potpunog ranga) Neka je A € C™*™ proizvoljna matrica.
Faktorizacija A = FG, gde je F' matrica potpunog ranga kolona (rang ove matrice jednak je
broju kolona) a G matrica potpunog ranga vrsta (rang ove matrice jednak je broju vrsta), naziva

se faktorizacija potpunog ranga matrice A.

Teorema 3.1.6. Neka je A € C™*" takva da je A niti potpunog ranga kolona, niti potpunog

ranga vrsta. Tada postoji bar jedna faktorizacija potpunog ranga A = FG matrice A.
Na kraju ovog odeljka naves¢emo ¢uvenu Jordanovu normalnu formu matrice.

Teorema 3.1.7. (Jordanova normalna forma) Neka je A € C™™™ proizvoljna matrica.
Tada postogi reqularna matrica P takva da vazi A = PJP™! gde je J = diag(Jy, ..., Jy) a svaki
blok J; ima oblik

A1 o -~ 0 0
o x 1 --- 0 O
o o o0 -+ X 1
0O 0 0 0 A

Pritom je A sopstvena vrednost matrice A.
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3.1.2 Moore-Penroseov i {i,j,...,k} inverzi

Sledeéu teoremu je dokazao Penrose 1955. godine i ona se najcesé¢e uzima kao definicija Moore-

Penroseovog (MP) inverza.

Teorema 3.1.8. [97] (Penrose 1955) Za svaku matricu A € R™ ", sistem matricnih jedna-
cina
(1) AXA=A, (3)(AX)T = AX,

(2) XAX = X, (4) (XA)T = XA, (3.2)

ima jedinstveno resenje X € R"™ ™. Ouvo resenje je poznato kao Moore-Penroseov inverz (gen-

eralisani inverz, uopsteni inverz, pseudoinverz) matrice A i oznacéava se sa A'.

Ako je A kvadratna regularna matrica, tada njena inverzna matrica A~! trivijalno zado-
voljava sistem (3.2). Iz predhodne teoreme sledi da je MP inverz regularne kvadratne matrice
jednak njenoj inverznoj matrici, tj. AT = A~!. Jednacine (3.2) se nazivaju Penroseove jednacine

i koriste se za definiciju drugih klasa generalisanih inverza.

Definicija 3.1.5. Neka je A{i,j, ..., k} skup matrica koje zadovoljavaju jednacine (i), (j), ..., (k)
medu jednacinama (1),...,(4) iz (3.2). Ovakve matrice nazivaju se {i,j,...,k} inverzi i

oznacavaju sa AWk,

Jedno od glavnih svojstava MP inverza je karakterizacija minimalnog srednjekvadratnog
reSenja sistema linearnih jednacina Ax = b. Ovu karakterizaciju je dokazao Penrose 1955.

godine u svom radu [97].

Definicija 3.1.6. Srednjekvadratno resenje sistema linearnih jednacina Ax = b gde je A €
Cm™n i b e C™! je vektor u € C™! takav da za svako v € C™ vazi ||[Au — || < ||Av —
b||. Kazemo da je srednjekvadratno resenje u minimalno ako za svako drugo srednjekvadratno

reSenje u' vazi ||ul| < |||

Teorema 3.1.9. [97] (Penrose 1955) Neka je A € C™ " i neka je b € C™*'. Minimalno
srednjekvadratno resenje sistema Ax = b dato je pomocu x* = A'b. Sva ostala srednjekvadratna

resenja data su sledecim izrazom

z=Ab+ (I, — AtA)z, 2eC™

Primetimo da ukoliko je sistem Az = b konzistentan (tj ima resenje) tada je svako srednjek-
vadratno resenje ovog sistema ujedno i njegovo resenje. Vaziiobratno. Za konzistentne linearne

sisteme Az = b, minimalna (srednjekvadratna) resenja su karakterisana slede¢om teoremom.

Teorema 3.1.10. [10, 108, 148] Neka je A € C™*" proizvoljna matrica. Tada vazi: Za svako
be R(A), AXb="0 1 || Xb| < ||u|| za svako drugo resenje u # Xb sistema Ax = b, ako i samo
ako je X € A{1,4}.
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Nasuprot tome, sva srednjekvadratna resenja nekonzistentnog sistema Ax = b karakterisana

su sledeé¢om teoremom.

Teorema 3.1.11. [10, 148] Neka je A € C™ ™ proizvoljna matrica. Tada vazi: Xb je sred-
njekvadratno redenje sistema Ax = b za svako b ¢ R(A), ako i samo ako je X € A{l,3}.

Slede¢om lemom su pobrojana osnovna svojstva MP i {1} inverza
Lema 3.1.12. Neka je A € C™*™ proizvoljna matrica. Tada je
(1) (AN = A, (A1) = (A)1;

9

I
oo

(2) (MNA)T = XTAT, gde je A € C i AT = {

Ol
> >

(3) (AA")T = (A7)TAT, (A" A)t = AV(A")T;

(4) ATAA* = A* = A*AAT;

(5) Al = (A*A)TA* = A*(AA")T;

(6) N(AAT) = N(AT) = N(A*) = R(A)

(7) R(AA*) = R(AAW) = R(A), rank(AAW) = rank(AM A) = rankA;

(8) Ako je rankA = m tada je matrica A*A regularna i vazi AT = (A*A)~TA*.

Napomenimo da se jo§ neka svojstva AT i A® koja nisu spomenuta u Lemi 3.1.12 mogu
naéi na primer u [10, 148].
U sledeée tri leme i teoreme pokaza¢emo reprezentacije AT koriséenjem dekompozicija datih

u Lemi 3.1.3, SVD dekomporzicije (Teorema 3.1.4) kao i faktorizacija potpunog ranga.

Lema 3.1.13. Neka je A € C™*™ proizvoljna matrica. Posmatrajmo dekompoziciju A = Q*RP

datu w Lemi 3.1.3. Tada se MP inverzi matrica R i A, R i AT mogu napisati na sledeéi nacin

-1
RT:{R@; 8], Al = Q*R'P. (3.3)

Kao specijalan slu¢aj predhodne leme imamo reprezentaciju A" pomoéu SVD dekompozicije

matrice A.

Teorema 3.1.14. Neka je A € C™*™ proizvoljna matrica i neka je A = UXV* SVD dekom-

pozicija matrice A. Ako je

B diag(01,02,---70k) O mxn
X = [ 0 @] € Cm,

onda vazi diag(1/ / Joy) O
b wag(1/o1,1/09,...,1/0 nxm
by { 0 0 eC

i AT = VXTU~.
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Teorema 3.1.15. [84] (MacDuffe, 1956) Neka je A € C™*" proizvoljna matrica i A = FG

faktorizacija potpunog ranga matrice A. Tada je

Al = G*(FFAG")'F* = G*(GG*) " (F*F) ' F*.

Sledeca teorema predstavlja jedan pomoéni rezultat koji ¢emo koristiti u odeljku 4.7.2
naredne glave prilikom razmatranja problema projektovanja povratne sprege. Koliko nam je

poznato ovaj rezultat je originalan i zato ovde dajemo kompletan dokaz.

Teorema 3.1.16. Neka su A, B € C™" proizvoljne matrice. Tada vazi A = ABYVB i B =
AAWB ako i samo ako vazi R(A) = R(B) i R(A*) = R(B*).

Dokaz.

(<) Iz Leme 3.1.12 imamo da vazi rank A = rank(ABM B) < rank(B"Y B) = rankB. Naslican
nacin (koriséenjem B = AA®M B) dobijamo da vazi rankB < rankA. Ovim smo dokazali da je
rankA = rankB. Sa druge strane imamo da je R(B) = R(AAYB) C R(AAW) = R(A) (Lema
3.1.12) i posto je rankB = rankA vazi R(A) = R(B). Analogno koriséenjem A* = (B B)*A*
i R((BYB)*) = R(B*) (Lema 3.1.12) dokazujemo da je R(A*) = R(B*).

(= :) Neka je z € C"*! proizvoljan vektor. Posto je R(A) = R(B) mora da postoji vektor
y € C! takav da je Bx = Ay. Prema tome imamo da vazi AAD Bz = AAW Ay = Ay = Bz,
Ovim smo dokazali relaciju B = AAMB. Relacija A = AB"W B se dokazuje potpuno analogno.
O

Sada ¢emo pokazati kako se {1} inverzi mogu primeniti u resavanju (tj. karakterizaciji

resenja) nekih matri¢nih jednacina.

Teorema 3.1.17. [97] (Penrose 1955) Necka je A € C™*" B € C?*9 i neka je D € C™*1.
Tada je matricna jednacina
AXB =D (3.4)

konzistentna ako i samo ako za proizvoljne AV i BV yazi
AAYDBWRB = D. (3.5)
U tom slucaju, opste resenje je dato pomocu

X =AYDBW 1y - AWAYBBW. (3.6)

Sledec¢u posledicu dobijamo direktno iz Teoreme 3.1.17 kada stavimo B = I,,.

Posledica 3.1.18. Neka je A € C™*" D € C™*P. Matriéna jednacina AX = D ima resenja

ako i samo ako vazi AAND = D za svaki {1} inverz A matrice A.
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Slede¢om teoremom reSava se sistem matricnih jednacina.

Teorema 3.1.19. Neka je A € CP*™, B e CP*", D e C"1 ¢ E € C™*1. Matricne jednacine
AX =B, XD=E

imaju zajednicko resenje ako 1 samo ako svaka jednacina posebno ima resenja i vazi AE = BD.

U tom slucaju opste zajednicko resenje ovih jednacina dato je pomocu
X =Xy + (I, - AVA)Y (I, — DDW)
gde su AY) i DY) proizvoljni {1} inverzi, Y € C™™ proizvoljna matrica i

Xo=AYB+ EDW — AWAEDW,

3.1.3 Tezinski Moore-Penroseov inverz

U predhodnom odeljku diskutovali smo vezu izmedu A4, A3 i AT sa jedne, i minimalnog
reSenja, srednjekvadratnog resenja kao i minimalnog srednjekvadratnog resenja linearnog sis-
tema Az = b (Teorema 3.1.9, Teorema 3.1.10 i Teorema 3.1.11), sa druge strane.

U tim sluc¢ajevima razmatrali smo minimizaciju u odnosu na uobicajeni skalarni proizvod
(z,y) = y*x i normu ||z|| = (x,z)"/2.

U ovom odeljku ¢emo razmotriti tezinske norme, kako za resenje x, tako i za ostatak Ax —b
linearnog sistema Az = b.

Neka je A € C"™*"™ inekasu M € C™*™ i N € C™*"™ Hermitske, pozitivno definitne matrice.
Tezinski skalarni proizvod u prostorima C™ i C", respektivno, mozemo definisati na sledeci
nacin

(@,9)m =y Mz, (2,y)v =y Nz
Ovako definisani skalarni proizvodi indukuju norme ||x||ps 1 ||z]| ;¥ na uobic¢ajen nac¢in. Podsetimo
se da konjugovano transponovana matrica A* zadovoljava (Ax,y) = (z, A*y) za svako x € C™*!
i y € C!. Na isti na¢in mozemo definisati tezinsku konjugovano transponovanu matricu
A# koja zadovoljava (Az,y)y = (x, A%)y. Sledeéa lema dokazuje postojanje i daje izraz za

raéunanje matrice A%.

Lema 3.1.20. Za svake dve Hermitske, pozitivno definitne matrice M € C™*™ ¢ N € C™*"
i proizvolinu matricu A € C™™, postoji jedinstvena matrica A% koja zadovoljava (Az,y)y =
(z, A%y i vazi A* = N"1A*M.

Veze izmedu tezinskog MP inverza i resenja sistema linearnih jednacina date su u nastavku

ovog odeljka.

Teorema 3.1.21. Neka je A € C™" ¢ N Hermitska, pozitivno definitna matrica reda n.
Tada je x = Xb minimalno (u odnosu na normu || ||y ) reSenje konzistentnog sistema linearnih

jednacina Ax = b za svako b € R(A) ako i samo ako X zadovoljava sledece matricne jednacine

(1) AXA=A; (4N) (NXA)" = NXA. (3.7)



60 Glava 3. Generalisani inverzi konstantnih matrica

Svaka matrica X koja je resenje sistema matri¢nih jednaé¢ina (3.7) naziva se {1,4N} inverz

i oznacava sa ALAN) - Skup svih AN inverza oznaci¢emo sa A{(1,4N)}.

Teorema 3.1.22. Neka je A € C™"™ ¢ M Hermitska, pozitivno definitna matrica reda m.
Tada je v = Xb srednjekvadratno resenje (u odnosu na normu || ||ar) nekonzistentnog sistema
linearnih jednacéina Ax = b za svako b ¢ R(A) ako i samo ako X zadovoljava sledeéi sistem
matricnih jednacina

(1) AXA=A; (3M)(MAX)" = MAX. (3.8)

Svaka matrica X koja zadovoljava (3.8) naziva se {1,3M} inverz i oznacava sa A3 Skup

svih A13M) inverza oznaci¢emo sa A{(1,3M)}.

Teorema 3.1.23. Neka je A € C™*" i neka su M i@ N Hermitske, pozitivno definitne matrice
reda m i n, respektivno. Tada je x = Xb minimalno (u odnosu na normu || ||§ ) srednjekvadratno
resenge (u odnosu na normu || ||ar ) nekonzistentnog sistema linearnih jednacina Ax = b za svako

b ¢ R(A) ako i samo ako X zadovoljava sledeée matricne jednacine

(1) AXA=A, (BM) (MAX)* = MAX, (3.9)
(2) XAX = X, (AN) (NXA)* = NXA. '
Stavise, sistem matricnih jednacina (3.9) ima jedinstveno resenje.

Matrica X koja zadovoljava (3.9) naziva se tezinski Moore-Penroseov inverz i oznacava sa
X = Ajw ~- Tezinski Moore-Penroseov inverz A}rw ~ je uopstenje Moore-Penroseovog inverza AT,
Ako je M = I,,, N = I,,, onda je Al , = Af.

U slede¢oj lemi su data neka najosnovnija svojstva tezinskog MP inverza.

Lema 3.1.24. Neka je A € C™". Ako su M € C™™ ¢ N € C""™ Hermitske, pozitivno

definitne matrice, onda vazi
(1) (Ahyn)ivar = 4,
(2) (Ahn)” = (A5
(3) ATMN = (A*MA)} (A*M = N"'A<(AN“TA*),,
(4) Ako je A= FG faktorizacija potpunog ranga matrice A, tada je

Al y = NG (F*MAN~'G*) "' F* M,

(5) A}L\/[N — N71/2(M71/2AN71/2)TM71/2'
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3.1.4 Drazinov inverz

U predhodna dva odeljka posmatrali smo MP inverz i ostale {i,7,...,k} inverze koji imaju
odredjena svojstva inverzne matrice. Inverzi tipa {4, j,...,k} daju neka resenja, ili srednjek-
vadratna reSenja linearnih sistema jednacina bas kao Sto to ¢ini inverzna matrica, u slucaju da
postoji. Zato {i,74,...,k} inverze nazivamo inverzima koji resavaju jednacine.

Sa druge strane, neka druga svojstva inverzne matrice {i, 7, ..., k} inverzi ne poseduju. Na
primer A~A = AA~, (A7)? = (AP)7, itd. Drazinov inverz zadovoljava ova svojstva. Nazalost,
ovaj generalisani inverz definisan je samo za kvadratne matrice, ali postoje neka uopstenja i za
pravougaone (npr. [10]). Ovaj inverz je nazvan po M. Drazinu koji ga je uveo 1958. godine u
radu [28].

Teorema 3.1.25. [28] (Drazin 1958) Neka je A € C™™™ proizvoljna matrica i k = indA.

Tada sledeci sistem matricnih jednacina
(1F) A" XA =AF (2) XAX =X, (5) AX = XA, (3.10)
ima jedinstveno resenje. Ovo resenje se naziva Drazinov inverz matrice A i oznacava sa AP.
Sledec¢a lema sadrzi osnovna svojstva Drazinovog inverza.

Lema 3.1.26. Neka je A € C"*" ¢ k =indA. Tada vazi

(1) (A")P = (AP)*, (AT)P = (AP)T, (AP = (AP)* za svakon = 1,2, ...,

(2) ((APYPYP = AP (APYP = A ako i samo dako je k =1,

(3) R(AP) = R(A") i N(AP = N(A") za svako | > k,

(4) Ako je )\ sopstvena vrednost matrice A tada je \' sopstvena vrednost matrice AP.

Drazinov inverz moze da se izracuna koris¢enjem Jordanove normalne forme matrice A.

Ovaj metod je opisan u sledecoj teoremi.

Teorema 3.1.27. Posmatrajmo Jordanovu normalnu formu matrice A € C"*",

A=PJP =P {ZS i(,ﬂ P (3.11)

gde J1 1 Jy sadrze Jordanove blokove koji odgovaraju sopstvenim vrednostima razlicitim od nule

1 jednakim nula, respektivno. Tada vaZi

p_paldit O
AP — p [@ ol P (3.12)
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Napomenimo da vazi i opstiji rezultat. Ako A mozemo napisati u obliku

i p[C 0]
A=PJP _P{@ Nl P

gde je C regularna a N nilpotentna matrica (postoji broj n takav da je A" = Q) tada je

cCt O
D _ p-1
w6 9
Jordanova dekomporzicija (3.11) je specijalan slucaj dekompozicije (3.12).

Jos neka svojstva Drazinovog inverza kao i definicije i svojstva ostalih spektralnih inverza

mogu se naéi na primer u [10, 108, 148].

3.2 Osnovni metodi za izracunavanje generalisanih in-
verza

U ovom odeljku da¢emo neke poznate metode za racunanje razlicitih generalisanih inverza ma-
trica. Neki od ovih metoda (ili bar ideje na kojima su bazirani) su veé objasnjeni u predhodnom
poglavlju. Napomenimo da postoji jako veliki broj razlicitih metoda za izracunavanje razlicitih

klasa generalisanih inverza. Kratak prikaz ovih metoda moze se naéi na primer u [10, 148].

3.2.1 Metodi bazirani na faktorizacijama potpunog ranga

Pokazacemo nekoliko reprezentacija generalisanih inverza u kojima figurise faktorizacija pot-
punog ranga odredenih matrica [125].

Podsetimo se da je reprezentacija MP inverza preko faktorizacija potpunog ranga data u
Teoremi 3.1.15 iz predhodnog poglavlja. Slican rezultat za tezinske MP inverze dat je u Lemi
3.1.24.

Slede¢a lema uvodi dve opste reprezentacije {1, 2} inverza, date u radovima [109, 108, 125].

Teorema 3.2.1. Neka je A = P(Q) faktorizacija potpunog ranga matrice A € C"*". Neka su U
1 V' matrice koje prolaze skupovima matrica formata m X m i n X n, respektivno. Takode, neka

matrice Wi 1+ Wy prolaze skupovima matrica formata n X r i r X m, respektivno. Tada skupovi

S, ={VQ*(PUAVQ")'P*U | UeC™™ VeC"" rang(P*UAVQ*)=r}
Sy ={Wi (WL AW,) "Wy | W eC™" WoeC™", rang(WoAW,) =7}

zadovoljavaju Sy = Sy = A{1,2}.

Napomenimo da je u radu [109], Radi¢ dao opste resenje sistema matricnih jednacina (1),
(2) iz (3.2) u sledeéem obliku

X =W (QW) T (WoP) *Wy = Wi (W AW,) W,
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Ovde smo sa A = P(Q) oznacili proizvoljnu faktorizaciju potpunog ranga dok matrice Wy i Wy
prolaze skupovima matrica formata n x r i r x m, respektivno i pritom zadovoljavaju uslov
rang(QW,)=rang(W2P)=rang(A).

Takodje, naveséemo sledeée opste reprezentacije za {1,2,3} i {1,2,4} inverze.

Teorema 3.2.2. Neka je A = PQ faktorizacija potpunog ranga matrice A i matrice Wy i Wo

zadovoljavaju uslove Teoreme 3.2.1. Tada vazi:

(1) Opste resenje sistema matricnih jednacina (1), (2), (3) iz skupa jednacina (3.2) dato je
pomocu [109]
W QW) (P*P) ' P* =W, (P*AW,)"'P* | (3.13)

(2) Opste resenje sistema matricnih jednacina (1), (2), (4) iz skupa jednacina (3.2) dato je
pomocu [109]

Q*(QQ") (WoP) "Wy =Q"(WoAQ") "W, . (3.14)

Opsta reprezentacija klase {2} inverza uvedena je u radu Stanimiroviéa [125] i data u slede¢oj

teoremi.

Teorema 3.2.3. [125] (Stanimirovié, 1998) Skup svih {2} inverza date matrice A € C"*"

odredjen je sledecom relacijom

A{Q}:{Wl(WQAwl)_1W2, W1 ECnXt, WQ Ectxm, rang(WQAT/Vl) :t, t= 1, Ce ,?"}.

Na kraju ovog odeljka razmotri¢emo faktorizacije potpunog ranga za Drazinov inverz. Fak-
torizacija potpunog ranga se u ovom slu¢aju ra¢una za rang invarijantne matrice A!, gde je

[ > indA. Do ovog rezultata je, takodje, dosao Stanimirovi¢ u radu [125].

Teorema 3.2.4. [125] (Stanimirovié, 1998) Neka je A € C*", k = indA il > k proizvoljan
ceo broj. Ako je Al = PQ faktorizacija potpunog ranga matrice A', tada je Drazinov inverz

matrice A jednak
AP = P(QAP)'Q. (3.15)

Postoji mnogo metoda koji su bazirani na specijalnim faktorizacijama potpunog ranga, na
primer LU faktorizaciji. Rezultati izlozeni u ovom odeljku vaze za proizvoljne faktorizacije

potpunog ranga.
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3.2.2 Blokovske reprezentacije generalisanih inverza

Sada ¢emo razmotriti reprezentacije nekih klasa generalisanih inverza pomoc¢u odgovarajué¢ih

blok dekompozicija (reprezentacija) matrice A.

Lema 3.2.5. Za zadatu matricu A € C"*™ postoje regularne matrice R i G, permutacione

matrice E i F' i unitarne matrice U i V', odgovarajucih dimenzija, tako da vazi [162]

(TY) RAG::g g]:Ni (Th) RAG:{S 8]:N§
(Ty) RAF — é) g] _ N, (T) EAG-= L{( g} _ N,
(T5) UAG = é) 8} N, (Ty) RAV = lé) 8} - N
(T;) UAV = :g) g} — N, (Ty) UAF= {g) g} — N,
(Ty) EAV:_g g}:Ng

(Thoa) FEAF = {;ﬁl SﬁIZ} , gde su S 1 T multiplikatori dobijeni iz uslova [93]
11 11

T = Ajl' Ay, S =AnAy’:
All A12 All A12
Tiy) EAF — _ L 142
( 101)) |:A21 A22:| |:A21 A21A111A12:| [ ]

(T11)  Transformacija slicnosti kvadratnih matrica [114]

I, K T T

-1 _ *p—1 __ T *p—1 __ 1 2

RAR = RAEFE*R —[(@ ©1ER —[@ @].

Iz blokovskih dekompozicija matrica sledi ¢itav niz reprezentacija za razlicite klase general-

isanih inverza. Sledi prikaz poznatih blokovskih reprezentacija za razlicite klase generalisanih

inverza, koje su razvijene u [119, 161].

Teorema 3.2.6. [161] (Zielke 1979) Ako je A € C"*" i ako su R = {Rl] iG =[G, G,

Ry
I, O .
0 @} G, tada je

matrice kojima se A transformise u normalnu formu A = R™! [

I, X
1) — T
w-alt ¥n

I X I
2 — g | _ql|h
A —G[Y YX}R_G{Y} (I, X]R
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A0 = G K/ _Rleg] R
A28 = @ é __YR;}%T] R=G [ } [I,, —RR}]R
A0 o] 7=6 | dle] 1 x)
_ I
At =G [—C%Gl Gﬁﬁ%ﬂ R=G [—c{iGJ [I,, —RiRI|R=

= (G1 — G2GLGh)(Ry — Ry R Ry).

Teorema 3.2.7. [161] (Zielke 1979) Ako je A € C™™ i ako su R = {Rl} iG =[Gy, G,

: y . B .
matrice kojima se A transformise u normalnu formu A = R~} [ @} G~, tada je:

0 0
A =@ {B; )Z(] R
A02) — @ :BYI YJ)BEX} R=aG {Byl] [I,, BX]R
- 1p pt
408 — & _Byl -B ;RlRQ} R
r -1
A =@ _—G;BGlB—l )Z(} &

-1 _ p-1 T -1
029 _ [B B Rle} R—C {BY ] I, —R\RYR

Y  —YRR!
429 =6|_gip _cie] =6 |_la, (B Xn
AR :G{ GFGllB ! _BlleR;] B
T
G[ GTGlB L GT_G? U?R%zg] k=

I _
=¢ {—GEGJ B, _RlRE] R=

= (Gl — GQGgGl)Bil(Rl — RlR;RQ)

Napomenimo da se reprezentacije generalisanih inverza pomoc¢u ostalih blok dekompozicija

iz Leme 3.2.5 mogu naéi u radovima [119, 161].
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3.2.3 Metod Zukovskog

U [163] se polazi od poznatih rekurentnih jednacina za resavanje linearnog sistema Az = y, gde
je Ae Cnxn,

ES
Vi1
Teg1 = T + ————— (?/t+1 - Cbt+1$t) , 1o =0,
At+17tAs 1
*
_ V11 G417t _ 7
M1 =Y o o= In.
A1ty

U istom radu je uvedena generalizacija ovih rekurentnih jednacina, ¢ime je nadjeno resenje
saglasnog sistema linearnih algebarskih jednac¢ina Axr = y, u slucaju matrice A € C"*", r <

m < n. Pokazano je da se x;, v, t = 1,...,m mogu definisati na slede¢i nacin

% « A\t
Tyl = Tt + VelQypg (at+1%at+1) (Y141 — ae1me) , o = O,

* * T
Ye+1 = Yt — NQip (at+17tat+1) a1 Yo = In,

gde je
1 *
— L amal, >0
* T . aty1vta ’ + t+1 ’
(arp1maiy,) = ”(1) T
y G417ty = U,
Napomenimo da je a;y1via;,; = 0 ako i samo ako je vrsta a,4; linearno zavisna od vrsta
Aty ..., 0¢.

Odavde je razvijen metod za izrac¢unavanje MP inverza matrice A € C™*" m < n [164].

Neka je I';, t =1,...,n niz n X n matrica, definisan pomoc¢u
Trir = Lo = Diber (01 Tebean) 050 70 = Lo (3.16)
Ovde smo sa b, t = 1,...,n oznacili kolone matrice A, dok smo sa ¢;, t = 1,...,n oznacili

vrste matrice I, — I[',,. Posmatrajmo niz matrica X; i 74 dimenzija n x n, definisanih na sledeéi
nacin

Ye+1 = Ve — Velpyq (at+1%at+1) At+17%t;, Yo = 1Ins (3.17)

* * T ’

X1 = Xp + meagy (at+1%at+1) (ct41 — aaze),  Xo=0.

Slede¢a teorema povezuje predhodno definisani niz matrica X; sa MP inverzom A" matrice

A 1 pokazuje ispravnost konstruisanog metoda za racunanje MP inverza.

Teorema 3.2.8. [164] (Zukovski, Lipcer 1972) Neka je niz X;, t = 0,...,n definisan kao
u (3.16) i (3.17). Tada je X, = AT

3.3 Leverrier-Faddeev metod

U ovom poglavlju prouc¢i¢emo poznati Leverrier-Faddev metod. Ovaj metod je reotkrivan i
modifikovan vise puta. U originalu ovaj metod ra¢una koeficijente karakteristicnog polinoma

matrice A.
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Godine 1840., francuski nau¢nik U.J.J. Leverrier [78] uspostavio je vezu izmedu karakter-
isticnog polinoma i Newton-Girardovih relacija. J.M. Souriau i J.S. Frame [36], su nezavisno
jedan od drugog modifikovali Leverrierov metod u oblik koji on danas ima. Paul Horst 1935
zajedno sa Faddeevom i Sominskiim [34] 1949 su takode reotkrili ovaj metod. Zato se on
danas naziva Leverrier-Faddeev metod a takode i Souriau-Frame metod. Gower [47, 48] je
dalje razvijao ovaj algoritam i pokazao kako on moze biti od koristi ne samo za ra¢unanje veé
i za izvodenje teorijskih rezultata. Iako je algoritam lep i elegantan, prakti¢na primena mu je
delom limitirana zbog loSe uslovljenosti.

Napomenuli smo da se ovaj metod u originalu koristio za rac¢unanje koeficijenata karakter-
istitnog polinoma matrice A. Kasnije je pokazano da ovaj metod moze da se prosiri na racunanje
raznih klasa generalisanih inverza (Moore-Penroseov inverz [27], Drazinov inverz [43], [57], kao
i citava klasa drugih generalisanih inverza [134]). Iz razloga kompletnosti, sve poznate rezultate

¢emo pomenuti a pojedine i dokazati.

3.3.1 Karakteristi¢ni polinom

Podsetimo se da je za kvadratnu matricu A € C"*", njen karakteristiéni polinom Pa(x) jednak
Pui(x) = det[z], — A].

Formulisa¢emo dve poznate teoreme iz kojih ¢emo izvesti Leverrier-Faddeev metod.

Teorema 3.3.1. (Newton-Girardove relacije) Neka je P(x) polinom stepena n, i neka je

P(x) = apx" + a2 ' + ..+ ap 17 + ap. (3.18)
Ozna¢imo sa xy,%s,...,x, korene polinoma P(x) i neka je op = Y.i x¥ za svako k =
1,2,...,n. Tada je sledeca relacija
kap + orap_1 + ...+ op_1a1 + opag = 0, (3.19)
zadovoljena za svako k =1,2,... n.

Neka je A € C™ " proizvoljna kvadratna matrica. Posmatrajmo karakteristicni polinom
P4(z) u obliku (3.18). Na osnovu Teoreme 3.3.1 (relacije (3.19)) mozemo zapisati koeficijent

ax na sledeéi nacin

1
ap = —E(O'k—{—gk_lal—|-...+O'1ak_1). (320)
Imamo dajeo, = > " | A = tr(AF) zak =1,2,...,n, gdesu A\, Ay, ..., A, sopstvene vrednosti

matrice A. Zamenom u (3.20) dobijamo
1
ar=—7 tr(A* 4 a, AR 4 ap, A) (3.21)
Za svako k =1,2,...,n oznac¢imo

By = A + AR ap A+ oagd,.
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Ay, = ABy_4 (3.22)

Tada relaciju (3.21) mozemo zapisati u obliku

1
Sledeca relacija trivijalno vazi
B, = Bi_1 + al,. (324)
Svi koeficijenti ay, k = 1,2, ..., n karakteristicnog polinoma P4(z) mogu da se izracunaju uza-

stopnom primenom relacija (3.22), (3.23) i (3.24). Prema tome mozemo konstruisati Algoritam

3.3.1 i na osnovu predhodnog razmatranja imamo da vazi sledeca teorema.

Teorema 3.3.2. Za svaku matricu A € C™", izlaz Algoritma 3.3.1 je karakteristicni polinom

Pi(x) matrice A.

Algoritam 3.3.1 Leverrier-Faddeev metod za izracunavanje karakteristicnog polinoma

Input: Proizvoljna kvadratna matrica A € C*"*™.
1: ag:=1
A() =0
BO = In
for i :=1ton do
A, = AB;_,
a; = —tr(A;)/i
Bi = AZ + CLi]n
end for
return Py(z) := apx™ + a2t + ...+ ap_17 + ay,

3.3.2 Moore-Penroseov inverz

Sada ¢emo izvesti algoritam za rac¢unanje MP inverza date matrice A koji je baziran na Algo-

ritmu 3.3.1. Koristi¢emo slede¢u, dobro poznatu teoremu.

Teorema 3.3.3. (Cayley-Hamilton) Za svaku matricu A € C™™ wvazi Pa(A) = O, tj.

matrica A je koren svog karakteristicnog polinoma.

Decell je pokazao [27] da se MP inverz AT moze direktno dobiti iz karakteristicnog polinoma
Paa+(x) matrice AA*. Sledeéa teorema upravo opisuje tu vezu. Iz razloga kompletnosti dajemo

dokaz Decellovog rezultata koji je razli¢it od onog datog u [27].

Teorema 3.3.4. [27] (Decell 1965) Neka je A € C™*™ 4

Py (7) = det[z], — AA*) = apz" + arz™ * + ...+ ap1x +a,, ag=1,
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Neka je k maksimalni indeks takav da je ar, # 0 (tj. da je ax #0 i agyr = ... =a, =0). Ako
je k >0 onda je MP inverz matrice A jednak

AT = —a P A [(AAF 4 a (AAD2 4 4 ap o AAT +ay ] (3.25)
U suprotnom, ako je k = 0 onda vazi AT = Q.

Dokaz. Ako je k = 0 onda je A = O pa je zbog toga i AT = Q. Pretpostavimo da je k # 0.

Direktna primena Cayley-Hamiltonove teoreme na matricu AA* daje
(AA)" + ar(AA)" 4 a1 (AA)F 4 (AAT)F = 0. (3.26)

Posmatrajmo dekompoziciju matrice A (na osnovu Leme 3.1.3 takva dekompozicija postoji) u
obliku A = Q*R'P, gde su Q € C™*™ i P € C™™ unitarne matrice i R’ dato pomoc¢u

Ry, O y
R = {@1)1 @} , R}, € Ci*, (3.27)

Tada vazi AA* = Q*RQ, pri ¢emu R = R'R"™ mozemo predstaviti na isti nac¢in kao R’ u (3.27)

R, O )
R= { @1)1 @} , Ry = R||R}, € CH¥, (3.28)

Posto je (AA*)" = Q*R'Q za svako i = 1,2,3, ..., zamenom u (3.26) dobijamo
Q [R"+a R '+ .. +a R + R Q = 0.
Iz ¢injenice da je @ regularna matrica i da je R oblika (3.28), vazi
R 4+ a R+ 4 ap RYTMT 4+ ap RYTF = 0.

Mnozenjem sa Rfl(nfk) obe strane predhodne jednacine dobijamo

lel + alR’fl_l + ... 4 ap_1 Ry + apl, = O. (329)
Oznacimo o
— Ik mxXm
]ka = |:® @:| eC .

Jednacina (3.29) vazi i kada se Ry zameni sa R i I sa L, .
R+ a R+ +ap 1 R+ aply = O, (3.30)
Mnozenjem jednacine (3.30) sa Q* sa leve strane i sa () sa desne strane dobijamo
(AAF 4 ay (AAY + + a1 (AAY) 4+ Q7 1 1 Q = O. (3.31)
Poslednja relacija je ekvivalentna sa

—a "AAT [(AAYT 4 ay (AAD2 4 ag o(AAY) + ap ] = Q7 LQ. (3.32)
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Primenom Leme 3.1.13 sada dobijamo

AT = P*RTQv RT — |:R111 @:| )

o 0 (3.33)

MnoZenjem obe strane jednacine (3.32) sa AT i korigéenjem ATAA* = A* (Lema 3.1.12) dokazu-

jemo tvrdenje teoreme. [

Sada se iz Teoreme 3.3.4 i Algoritma 3.3.1, lako konstruiSe algoritam za izracunavanje MP

inverza (Algoritam 3.3.2).

Algoritam 3.3.2 Leverrier-Faddeev metod za racunanje MP inverza
Input: Matrica A € C™*™.
1: ap:=1
Ay =0
BO = In
: for 1 :=1ton do
A; = AA*B; 4
a; = —tr(A;)/i
Bi = Az + CLiIn
: end for
: k:=max{i|a; #0,i=0,...,n}
: if £ =0 then
return AT := QO
. else
return Af := a,;lA*Bk_l
: end if

© PN gwy

— s s
= w N = O

Sada ¢emo izvrsiti analizu slozenosti Algoritma 3.3.2. Telo petlje date u koracima 4-8 se
ponavlja n puta. Ono se sastoji od dva mnozenja matrica, jednog izracunavanja traga i jednog
izratunavanja zbira dve matrice. Prema tome, sloZenost tela ove petlje je O(n?) (ukoliko
pretpostavimo da se mnozenje matrica odvija u vremenu O(n?)). Prema tome, slozenost petlje
u koracima 4-8 je O(n?® - n) = O(n?).

Slozenost koraka 9 je O(n) dok je slozenost koraka 13 jednaka O(n?). Prema tome ukupna
slozenost Algoritma 3.3.2 je O(n?).

3.3.3 Drazinov inverz

Sliéno kao i u sluéaju MP inverza, Drazinov inverz A” moze se izracunati koriséenjem karak-
teristicnog polinoma P4(z) matrice A. U radovima [43, 57] je data sledeca reprezentacija

Drazinovog inverza.

Teorema 3.3.5. [43], [57] (Greville 1973). Neka je data kvadratna matrica A € C"*".

Pretpostavimo da je

Pa(z) = det [2], — A] = ap2™ + a12™ ' 4+ -+ ap_ 12+ an, ag =1,
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Razmotrimo sledeci niz matrica formata n X n definisanih koeficijentima a; © stepenima matrice

A
BJ = CloAj + &1Aj71 + -+ (lj,lA + aj]n, ag = 1, j = 0, oo (334)

Nek je r minimalni ceo broj takav da je B, = Q, neka je t najveci ceo broj takav da je ay # 0 4

neka je k =r —t. Tada Drazinov inverz AP matrice A moZemo predstaviti na sledeéi nacin
AP = (1)l Rt AR BRI (3.35)

Sada iz Teoreme 3.3.5 direktno dobijamo slede¢e uopstenje Leverrier-Faddevog metoda za

racunanje Drazinovog inverza (Algoritam 3.3.3).

Algoritam 3.3.3 Leverrier-Faddeev method za racunanje Drazinovog inverza
Input: Matrica A € C**".

1: ap:=1

2: AO =0

3: BO = ]n

4: for i :=1ton do

5: A, = AB;_4

6:  a; = —tr(4;)/i

7 BZ = AZ + CL,L'],L

8: end for

9: k:=max{i|a; #0,i=0,...,n}

10: t:=min{i | B; =0,i=0,...,n}
1:r=t—k
12: return AP := (—1)"*lq; "t A" B}

Sproveséemo analizu slozenosti Algoritma 3.3.3. Sli¢no kao i u slucaju Algoritma 3.3.2,
petlja u koracima 4-8 ima slozenost O(n*). Slozenost koraka 10 je O(n - n?). U koraku 12
potrebno je izracunati r-ti i r + 1-vi stepen matrica A i By_; respektivno. Racunanje ovih
stepena mogucée je u vremenu O(n?®logn) zato §to je r < n.

To znaéi da je ukupna sloZenost Algoritma 3.3.3 jednaka je O(n?). Prema tome, dobili smo

istu slozenost kao i u slucaju Algoritma 3.3.2 za racunanje MP inverza.

3.3.4 Ostali generalisani inverzi

U predhodna dva odeljka pokazali smo dva uopstenja Leverrier-Faddevog metoda za racunanje
MP i Drazinovog inverza date matrice. Ova ideja moze se dalje generalisati do metoda Leverrier-
Faddevog tipa za ra¢unanje Siroke klase generalisanih inverza.

Na taj nacin dobijamo Algoritam 3.3.4. Nasuprot Algoritmu 3.3.2 kao i Algoritmu 3.3.3
koji na ulazu uzimaju samo jednu matricu, Algoritam 3.3.4 uzima dve matrice R i T' i jedan
prirodni broj e € N. Ovaj metod je preuzet iz rada [134].

Sledeéa teorema (preuzeta iz rada [134]) pokazuje Sta je izlaz Algoritma 3.3.4 za razlic¢ite

vrednosti matrica R i7" kao i broja e na ulazu.
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Algoritam 3.3.4 Metod Leverrier-Faddeevog tipa za racunanje Siroke klase generalisanih in-
verza
Input: Matrice R, T € C™*™ i pozitivan ceo broj e € N.
1: ag := 1
Ay =0
By =1,
for : :=1ton do
Ai = TR*Bi_l
a; == —tr(4;)/i
B; .= A; + a;1,
end for
k:=max{i|a; #0,i=0,...,n}
if £k =0 then
return X, .= 0
. else
return X, := (—1)%, “R*B§_,
: end if

— = =
Ll vl =

Teorema 3.3.6. [134] (Stanimirovi¢ 2003) Neka je A matrica formata n x m i neka je

A = PQ faktorizacija potpunog ranga ove matrice. Tada vazi
(1) Ako je R=T = A onda je X; = AT.
(2) Akojem=n, R*=A', T= A il >indA onda vazi X, = AP.

(3) Ako je T'= A in > m = rankA za proizvoljnu matricu R takvu da je AR* regularna,
tada vazi X, = A}}l.

(4) Akojem =n, R* = A* i T = I, tada X, postoji ako i samo ako jeindA =k i X; = AAP.
(5) Usluéajum=mn,e=1+1, TR* = A, R* = Al il > indA vazi X, = AP,

(6) Zam=mn,e=1,T = R* = Al i1 > indA imamo da je X; = (AP)".

(7) X1 € A{2} ako i samo ako T = A,R=GH,G € C™ H € C™™ rankHAG = t.

(8) X1 € A{1,2} ako i samo akoT = A,R = GH,G € C"" H € C”" rankHAG =r =
rankA.

(9) X; € A{1,2,3} ako i samo ako T = A,R = GP*,G € C"™" rankP*AG = r = rankA.
(10) X, € A{1,2,4} ako i samo ako T = AR =Q*H,H € C"™", rankHAQ* = r = rankA.

(11) Ako je T = A i m > n = rankA za proizvoljnu matricu R takvu da je R*A regularna,

onda vazi X, = A;'.
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Ako uradimo analizu slozenosti Algoritma 3.3.4 na slican nacin kao u slucaju Algoritma 3.3.2
i Algoritma 3.3.3 dobijamo da je ukupna sloZenost Algoritma 3.3.4 jednaka O(n* + n3loge).
Ovaj rezultat vazi pod uslovom da je sloZenost mnoZenja matrica jednaka O(n?®). Napomenimo
samo da je sloZenost koraka 13 jednaka O(n3loge). Ukoliko je e < 10", onda je ukupna

slozenost Algoritma 3.3.4 za ulaznu matricu A € C"™*™ jednaka ponovo O(n?).

3.4 Metod pregradjivanja

Ovo poglavlje je posveceno jos jednoj klasi dobro poznatih metoda za rac¢unanje generalisanih
inverza, metodima pregradjivanja. Svi ovi metodi su konaéni iterativni metodi. Zajedni¢no za
ove metode je da se u k-toj iteraciji £ = 1,2,...,n racunaju generalisani inverzi A, , gde je Ay
podmatrica matrice A koja se sastoji od prvih k£ kolona ove matrice. Zato ¢emo matricu Ay
pregraditi na sledeé¢i nacin

Ak = [Ak,1 ak]. (336)

gde je sa a; oznacena k-ta kolona matrice A. Zato se ovi metodi nazvaju metodi pregradjivanja.

3.4.1 Moore-Penroseov inverz

Prvi metod u ovoj klasi metoda je Grevilleov metod pregradjivanja [44] za racunanje MP
inverza. Glavna ideja kod ovog metoda je da se AL prikaze u funkciji od ALI, Ap_11ag. Za
k =2,...,n, neka su vektori d i ¢, definisani na slede¢i nacin

dk = AL_lak

(3.37)
ek = ap — Ap_1dy = ag, — Ak—lAL_lak

Potrebna veza izmedju AL sa jedne, i AL_l, Ag_1 1 a sa druge strane, data je slede¢om teore-

morIn.

Teorema 3.4.1. [10, 44] (Greville 1960) Neka je A € C™". Koriiéenjem predhodno

definisane notacije, MP inverz matrice Ay (k = 2,3,...,n) moZemo izraziti na sledecéi nacin
AL =A@’ = [AIH " d’“ﬂ 7 (3.38)
gde je T
%:{%QQ@W@QA,zig (3:39)

Mozemo konstruisati Algoritam 3.4.1 za izracunavanje MP inverza, baziran na Teoremi

3.4.1. Startna vrednost za ovaj metod je

i 4t J (afar)"at, a1 #0
a; = A} = { 0. 4 =0 (3.40)
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Algoritam 3.4.1 Metod pregradjivanja za racunanje MP inverza

Input: Matrica A € C™*",
(afar)"ai, a1 # O

1 Al =al = 0. a4 =0
2: for k :=2 ton do
3 dy = Az_lak
4: cp = ap — Ap_1dg
5. if ¢, = O then
6: by = (ciep) ek
7. else
8: bp = (1 + didy) ' AL
9: end if
10: Al = [A’Tf—l " d’“bz} ,
b
11: end for

12: return A" := Al

Kao i za predhodno uvedene metode i ovde ¢emo uraditi analizu slozenosti Algoritma 3.4.1.
Posmatrajmo petlju u koracima 2-11. Vremenski najzahtevnija operacija u telu ove petlje je
mnozenje matrice i vektora u koracima 3, 4 i 8, kao i racunanje proizvoda dva vektora u koraku
10. Slozenost svih ovih operacija je O(m - k). Prema tome, ukupna slozenost Algoritma 3.4.1

je jednaka
O (Zm : k) = O(m - n?).
k=2

Napomenimo da postoje i druge varijante Algoritma 3.4.1. Na primer, Clineov metod [19,
148] ra¢una MP inverz pregradjene matrice A = [U V]. Takodje, Nobleov metod [86, 88, 148]

uopstava, kako Grevilleov, tako i Clineov metod i pod odredjenim uslovima daje MP ili Drazinov

A= [A” A”} : (3.41)

inverz blok matrice

A21 A22

3.4.2 {1} inverz

Algoritam 3.4.1 mozemo iskoristiti i za ra¢unanje {1} inverza, posto je AT € A{1}. Medjutim,
ukoliko nam je potrebno da izracunamo samo {1} inverz matrice A, Algoritam 3.4.1 se moze
znacajno uprostiti. Sledeca teorema daje metod pregradjivanja za rac¢unanje {1} inverza date

matrice A.

Teorema 3.4.2. [10] Neka je A € C™*™ proizvoljna matrica. Tada za svako k = 2,... n vazi

A0 _ [Afﬂl_)l - dkbz’é]
k‘ b* )
k
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gde su dj, 1 by, definisani na sledeci nacin

dk = A,(fl_)lak

ek = ap — Ap_1dy,

b* _ { @7 Cip = @
k Iy — Ap 1AL, e #0

Slozenost algoritma baziranog na Teoremi 3.4.2 moze biti na slican nacin izvedena kao u

slucaju Algoritma 3.4.1 i takode je jednaka O(n?).

3.4.3 Tezinski Moore-Penroseov inverz

Kao u sluc¢aju Grevilleovog metoda pregradjivanja, slican metod moze se konstruisati za racu-
nanje tezinskog MP inverza pregradjenih matrica. Ovaj metod su konstruisali Miao [87] i Wang
i Chen [149, 147].
Posmatra¢emo Hermitske, pozitivno definitne matrice M € C™*™ i N € C"". Glavna
podmatrica N; € C™% matrice N je pregradjena na sledeéi nacin
N; = |: ]Yi_l . :| )
gde je [; € CO=D*1 § n;; broj. Neka je Ny = [ny].

Da bi uprostili notaciju, ozna¢imo sa X; tezinski MP inverz X; = (Ai)LNi, za svako i =

i=2,....n, (3.42)

2,...,n. Sliéno je Xy = (al)an, -

Teorema 3.4.3. [149] (Wang, Chen 1989) Neka je A € C™*", i neka su M € C™™ 4
N € C™" pozitivno definitne Hermitske matrice. Tada za svako i = 2,3, ...,n, matrica X; se

moze izracunati na sledeéi nacin

GT, a; = 07 .
X, — { Xio1 — (di + (I — Xi—1 Aim1) NZYL)b; (3.44)

K3 b;k 9 .

gde su vektori d;, c; 1 b} definisani pomocu
di = Xl-,lai (345)
cC = Q; — Ai—ldi = (I — Ai—lXi—l) a; (346)
o _ [ (@Me) e, ¢ #0

b= { 6; ' (dyNimy — 1) Xi_q, ¢ =0, (3:47)

dok je o; dato izrazom
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Takodje su u radu [149] autori iskoristili blok reprezentaciju matrice N; za racunanje njenog

obi¢nog inverza. Ovaj metod je baziran na sledec¢oj lemi.

Lema 3.4.4. [149] (Wang, Chen 1989) Neka je N; pregradjena kao u (3.42). Pretpostavimo

da su N; i N;_1 reqularne matrice. Tada vazi

~1
Nio1 b ] [ Ei1 fi } -
X = N , 1=2,...,n,
Ni_l _ { 7 M5 Ji hi; (3.49)
nl_llv 1= 1,
gde je
hi = (ng— lfNiillli)_l ; (3.50)
Eioy = NZy\+hi'fiff. (3.52)

Na osnovu Teoreme 3.4.3 i Leme 3.4.4, respektivno, mozemo formulisati sledec¢e algoritme

za racunanje tezinskog MP inverza matrice A i obiénog inverza matrice N; ' € C™?.

Algoritam 3.4.2 Metod pregradjivanja za racunanje tezinskog MP inverza
Input: Matrica A € C™*" i Hermitske, pozitivno definitne matrice M € C"™*™ i N € C™"*".
1: Tzracunati X; = a! na osnovu (3.43)
2: for i =2 tondo
3:  Izracunati d; koris¢enjem (3.45)
4:  Izracunati ¢; koriséenjem (3.46)
5. lzracunati b} koris¢enjem (3.47) i (3.48)
6
7
8

Primenom (3.44) izracunati X;
: end for
: return X,

Algoritam 3.4.3 Metod pregradjivanja za racunanje inverza Hermitske, pozitivno definitne

matrice

Input: Hermitska, pozitivno definitna matrica N € C**"
1: Nl_l = 711_11
2: for 1 : =2 ton do

Izrac¢unati h;; koriséenjem (3.50)

Izracunati f; koris¢enjem (3.51)

5. Izracunati F;_; koris¢enjem (3.52)

6:  Izracunati N; ! koriséenjem (3.49)

7: end for

8: return N, !
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3.5 Izracunavanje generalisanih inverza u vremenu mno-
zZenja matrica

U ovom poglavlju éemo detaljno opisati nov metod za racunanje MP kao i nekih {i,j,..., k}
inverza, koji je baziran na generalisanoj Cholesky faktorizaciji [24]. Formulisaéemo rekurzivni
algoritam za racunanje generalisane Cholesky faktorizacije date simetri¢ne, pozitivno semi-
definitne matrice A € C"*". Ovaj algoritam radi u vremenu mnozenja dve matrice istih dimen-
zija. Koriséenjem Strassenovog metoda za mnozenje i inverziju matrica zajedno sa opisanim
metodom za racunanje generalisane Cholesky faktorizacije dobijamo algoritme za racunanje
MP, {1,2,3}, {1,2,4}, {2,3} i {2,4} inverza. Vremenska slozenost ovih algoritama je manja
od O(n?) i ujedno oni predstavljaju vremenski najefikasnije algoritme za racunanje
generalisanih inverza.

Rezultati izlozeni u ovom poglavlju su originalni i preuzeti iz naseg jos uvek neobjavljenog
rada [105].

3.5.1 Strassenov metod za mnozenje i inverziju matrica

Neka su A, B € C™*" proizvoljne matrice. Broj operacija potrebnih za izracunavanje proizvoda

matrica A1 B, C' = AB koris¢enjem dobro poznatih formula

n
Cij = E aikbkj7
k=1

jednak je 2n® —n? = O(n?) (n® mnozenja i n® —n? sabiranja). U radu [138], V. Strassen je uveo
metod za mnoZenje dve matrice formata n x n ¢ija je sloZzenost jednaka O(n'°&27) ~ O (n2897).

Strassenov metod je rekurzivan i baziran na slede¢oj propoziciji.

Propozicija 3.5.1. [23, 138] (Strassen 1969) Neka su date matrice A, B € C*"**" neka je

C = AB i neka su matrice A, B i C razbijene na blokove na sledeci nacin

A Ap Bi1 Bip Cii Cra
A p—t 5 B p—t 5 C p—t ;
{Am A22} {le 322} {021 C'22}

gde su svi blokovi dimenzija n X n. Uvedimo sledece oznake

1. Q1= (A + Axn)(Bi1 + Ba)
2. Q= (Ay + Axp)Bn
3. Q3= An1(Bia — By)
4. Q4= Axn(Ba — Bu)

Tada blokove matrice C' mozemo izraziti na sledeét nacin

Cii=Q1+Qs— Qs+ Qr Cia = Q3+ Qs
Cor = Q2+ Q4 Cor = Q1+ Q3 — Q2+ Qg

5. @5 = (Au + A12)322
6. QG = (AQI - All)(Bu + B12) (3.53)
7. Q7= (A2 — An)(Ba + Ba)

(3.54)
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Koris¢enjem formula datih u Propoziciji 3.5.1, potrebno je izvrsiti mnozenje 7 matrica for-
mata n X n da bi dobili proizvod dve 2n x 2n matrice. Ovih 7 mnoZenja mozemo izvrsiti
rekurzivno. Ostale operacije koje pritom moramo izvrsiti imaju slozenost O(n?). Algoritam
3.5.1 realizuje ovaj metod.

Oznac¢imo sa inv(n) slozenost Algoritma 3.5.2. Takodje, ozna¢imo sa add(n) slozenost
sabiranja dve m X n matrice, a sa mul(m,n, k) sloZzenost mnozenja matrice formata m x n sa
matricom formata n x k.

Slozenost Algoritma 3.5.1 mozemo odrediti koris¢enjem poznate Master Teoreme. Formu-
lacija i dokaz Master Teoreme dati su npr. u [23]. PoSto je potrebno primeniti isti metod 7

puta na matrice cija je dimenzija upola manja, imamo da vazi
mul(n,n,n) = 7-mul(n/2,n/2,n/2) + O(n?). (3.55)

Primenom Master Teoreme imamo da je reSenje rekurentne jednacine (3.55) dato sa mul(n,n,n) =

O(n'e27). U opstem slucaju vazi mul(m,n, k) = O((max{m,n, k})1°s27).

Algoritam 3.5.1 Strassenov algoritam za mnoZenje matrica
Input: Matrice A, B € C™*".

if n =1 then

2:  return C = [c11] := [a11 - b14]

3: end if

4: if n je neparano then

5:  Dopuniti matrice A i B dodavanjem jedne nula vrste i jedne nula kolone.
6

7

8

9

—

Nold == 1N
o ni=n+1
. end if
: Formirati blok dekompoziciju [AH Am} , B = {BH 3121 gde su blokovi dimenzija n/2 x
Ay Ag By By
n/2.
10: Izracunati vrednosti @y, ..., Q7 koris¢enjem relacija (3.53) gde se mnozenje matrica vrsi
rekurzivno.
11: Izracunati vrednosti Chy, Ca, Coy 1 Cao koriséenjem relacija (3.54).
Ci Chi
12: C:= {Cﬂ 022]

13: if n,y4 je neparno then

14:  Izbaciti poslednju nula vrstu i nula kolonu matrice C'
15: end if

16: return C'

Postoje i drugi algoritmi za ra¢unanje proizvoda matrica C' = AB u vremenu ispod O(n?).
Trenutno najbolji algoritam je formulisan od strane Coppersmitha i Winograda u radu [22] i

radi u vremenu O(n?37°).

Strassen je, takodje, uveo algoritam za inverziju date n x n matrice A koji ima istu slozenost
kao odgovarajuéi algoritam za mnozenje matrica. Ovaj algoritam je takode baziran na blok

dekompoziciji matrice A kao i slede¢oj lemi.
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Lema 3.5.2. [138] (Strassen 1969) Ako je A data n X n matrica razloZena na sledeéi nacin

Ann A fexck
A= . Ay € CH 3.56
[Am A22] I (3:56)

i vaZi da su A i Ay reqularne matrice, tada inverznu matricu X = A~' moZemo izracunati na
sledeéi nacin [4]

(3.57)

X — Xll X12 _ A1_11+A1_11A12871A21A1_11 —Al_llAlgsil
X21 XQQ —S_1A21A1_11 St

Matrice X11, X192, Xo1 @ Xog u predhodnom izrazu moZemo izracunati pomocu sledecih relacija

2. RQ - A21R1 2 870
. X21 = RﬁRQ
3. Rg = R1A12
9. R7 = R3X21 (358)
4. R4 = A21R3
10. X11 = R1 - R7
5. R5 = R4 - AQQ
1 11. Xop = _Rﬁa

primenjujuci pritom minimalan broj operacija mnoZenja matrica.

Primetimo da je matrica Rs u relacijama (3.58) jednaka negativnoj vrednosti Schurovog

komplementa matrice A;; u matrici A
Rs = —(Agp — A1 AT} Ap) = —S = —(A/An).

Formule (3.57) i (3.58) su primenljive ako i samo ako su A;; i Schurov komplement S = (A/A1;)
regularne matrice. Formule (3.58) mogu biti iskoris¢ene za rekurzivno izra¢unavanje inverza
A=l Relacije 1. i 6. u (3.58) sadrze inverziju matrica manjih dimenzija (tj. k x k, odnosno,
(n — k) x (n — k), respektivno). Primenjujudi iste formule na podmatrice dobijamo rekurzivni
metod za racunanje inverzne matrice date matrice A. U tom slucaju rekurzija se nastavlja sve

dok se ne dobije 1 x 1 matrica. Algoritam 3.5.2 realizuje ovaj metod.

Napomena 3.5.1. Ukoliko koristimo bilo koji algoritam za mnozenje dve matrice koji radi u
vremenu O(n?*¢), onda Algoritam 3.5.2, takodje radi, u vremenu O(n?*¢), 0 < € < 1 (ponovo na
osnovu Master Teoreme). Specijalno, ukoliko se koristi Strassenov metod za mnozenje matrica
(Algoritam 3.5.1), Algoritam 3.5.2 zahteva ukupno

g/n/lOgQ 7 —

5

S e 2807

aritmetickih operacija [3, 55, 138]. U suprotnom, ako koristimo uobi¢ajeni algoritam za mnozenje

matrica koji radi u vremenu O(n?), onda je slozenost Algoritma 3.5.2 jednaka O(n?).
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Algoritam 3.5.2 Strassenov metod za inverziju matrica

Input: Matrica A € C™*", takva da su svi njeni glavni dijagonalni minori Ag) regularni.
1: if n =1 then

2. return X := [a;}]
3: end if
4: k= |n/2]
) . . .. . Au A12 o kxk
5: Formirati blok dekompoziciju A = tako da vazi Ay € C¥*".
Ag1 Ap
6: Izracunati vrednosti Ry, ..., Rg 1 X171, X12, Xo21, X990 pomocu relacija (3.58) gde se inverzi
racunaju rekurzivno.

7: return X = [XH Xu}

X21 X22

3.5.2 Rekurzivna Cholesky faktorizacija

Za svaku Hermitsku, pozitivno definitnu matricu A postoji gornje trougaona matrica U takva
da vazi A = U*U. Ovo je dobro poznata Cholesky faktorizacija matrice A. Ova faktorizacija se

moze generalisati i na singularne matrice. U radu [25] Courrieu je posmatrao ovu generalizaciju.

Teorema 3.5.3. [25] (Courrieu 2002) Neka je A Hermitska (reqularna ili singularna) pozi-
tivno semi-definitna matrica reda n x n. Tada postoji gornje trougaona matrica U = [u;;] takva
da je UU = A tuy >0 za svako i = 1,...,n. Ako za neki indeks v vazi u;; = 0, onda vazi

u;; = 0 za svako j =1,...,n. Stavise, matrica U je jedinstvena.

Klasican metod pivotiranja za racunanje Cholesky faktorizacije moze se veoma lako prosiriti
do metoda za racunanje generalisane Cholesky faktorizacije. Takodje, i ova generalizacija je

data u radu [24]. Algoritam 3.5.3 predstavlja tu generalizaciju.

Algoritam 3.5.3 Metod pivotiranja za racunanje generalisane Cholesky faktorizacije [24]

Input: Pozitivno semi-definitna matrica A € C"*".
1: forv:=1tondo

2w = \/ Qs = ey U
33 forj:=i+4+1tondo

i—1
4 I { <aij - 22:0 uzk“jk) /Um ui; # 0,
: ij =

0, W43 = 0
5: Uji = 0
6: end for
7. end for

8: return U = [u;;]1<ij<n

Posto Algoritam 3.5.3 predstavlja generalizaciju poznatog metoda pivotiranja, njegova slozenost

je jednaka O(n?).
U ovom odeljku razmotri¢emo rekurzivni algoritam za racunanje, najpre Cholesky, a zatim

i generalisane Cholesky faktorizacije. Ovaj algoritam je u potpunosti blokovski i ima slozenost
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©(mul(n)).

Pretpostavimo da je matrica A Hermitska i pozitivno definitna (a ujedno i regularna).
Posmatrajmo ponovo blokovsku reprezentaciju (3.56) matrice A kao i odgovarajué¢u blokovsku
reprezentaciju matrice U.

AH A12 Ull U12 kxk
A= , U= . Up, A € CPFF, 3.59
{ATQ Agrj {0 Ugrj 1 AH (3.59)

Jednacina A = U*U je ekvivalentna slede¢em sistemu matri¢nih jednacina
1. Ay =U;{Un
2. A =U/Up (3.60)
3. Ay =UUis + UypUss.

Regularni slucaj

Gustavson i Jonsson su u radu [50] prezentovali jedan metod za racunanje Cholesky faktor-
izacije blok matrica. Drugi rezultati vezani za rekurzivne algoritme u linearnoj algebri mogu
se pronadi na primer u radovima [49, 50, 143]. U rekurzivnom algoritmu iz rada [50], Cholesky
faktorizacija pozitivno definitne Hermitske matrice izra¢unava se u tri koraka. Najpre se algori-
tam rekurzivno primeni na matricu A;; reda n; = [n/2]|. Nakon toga se matrica Ujs izrac¢unava
resavanjem ny = [n/2] trougaonih sistema jednacina (matrica svakog od sistema je dimenzija
ny = |n/2]). Na kraju se za matricu Aoy = Agy — U,Us rekurzivno izracuna generalisana
Cholesky faktorizacija [50].

Slozenost resavanja n x n trougaonog sistema primenom metoda Gausove eliminacije je
O(n?). Prema tome, ukupna slozenost resavanja n/2 trougoaonih sistema dimenzija n x n je
O(n?).

Mi ¢emo opisati alternativni metod za generisanje bloka U;,. Iz druge jednacine sistema
(3.60) imamo da vazi Uy = (Uf;) ' Aye. Cinjenica da je matrica Uy; (odnosno Us,) regularna
sledi iz pozitivne definitnosti matrice A. Jasno je da je resavanje ny = [n/2] trougaonih sistema
linearnih jednacina ekvivalentno racunanju izraza (Uf;) "' A12. Zbog toga ¢emo mi razviti metod
za simultano resavanje sistema (3.60) i racunanje inverzne matrice Y = U~! koji je potpuno
blokovski. Stavise ovaj pristup ¢emo primeniti i u slu¢aju generalisane Cholesky faktorizacije.

Posmatrajmo istu blok dekompoziciju matrice Y = U~! kao i za matricu U. Imamo da vazi
slede¢a blokovska jednacina

Un U] |Yu Yio _ UnYi UnYizs + UiYa _ I, 0 (3.61)
0 U 0 Yy 0 Uz Yoo 0 L]’ '

sto je ekvivalentno sa
Yi=Ug', Yo=Uy, Yi=-YUYe. (3.62)

Kombinovanjem jednacina (3.60) i (3.62), moZemo rekurzivno rac¢unati matrice U i Y = U~L.

Na ovom principu je baziran Algoritam 3.5.4.
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Algoritam 3.5.4 Potpuno rekurzivna Cholesky faktorizacija
Input: Regularna, Hermitska, pozitivno definitna matrica A formata n x n.
1: if n =1 then

2:  return U := [ /a1, Y := [\/ al_ll]
3: end if
4: Izvrsiti blok dekompoziciju A = ﬁi ﬁz tako da vazi Ay, € C*** gde je k = 5]

o

Izracunati rekurzivno Cholesky faktorizaciju matrice Uy; i njenog inverza Yj; koris¢enjem
istog algoritma za ulaznu matricu Aq;.

6: Ulg = YV1*1A12
8: TQ = AQQ — T1
9:

[zracunati rekurzivno Cholesky faktorizaciju matrice Usy 1 njenog inverza Yoo koriséenjem
istog algoritma za ulaznu matricu 75.

10: T35 := —Y711Uqo

11: Yip := T3Y5

12: return U = [

Un U LY Y Yo
0 Ui ' 0 Yol

Propozicija 3.5.4. Izlazne matrice U 1Y iz Algoritma 3.5.4 zadovoljavaju A = U*U 1Y =
U1

Izra¢unajmo slozenost Algoritma 3.5.4, koju ¢emo oznaciti sa Chol(n). Sledeca teorema
tvrdi da koris¢enjem Strassenovog metoda za mnozenje matrica (ili bilo kog metoda koji ima
slozenost O(n*¢) gde je 0 < € < 1), dobijamo da je slozenost Chol(n) manja od slozenosti

metoda pivotiranja (O(n?)).

Teorema 3.5.5. Pod pretpostavkom da je add(n) = O(n?), mul(n) = O(n?*c), gde je 0 < € <
1, slozenost Algoritma 3.5.2 jednaka je

Chol(n) = ©(mul(n)) = O(n**°). (3.63)

Dokaz.  Ako odaberemo k = |7 |, iz relacija (3.58) imamo da vazi slede¢i izraz za Chol(n), gde
jel=1T%]

1, n=1

Chol(k) + Chol(1)+

mul(l, k, k) + mul(k, k, 1) + mul(l, k,1) + mul(k, 1, 1)
+mul(, 1, k) + mul(k, 1, k) + add(k) + add(l), n > 1.

Chol(n) =

Pretpostavimo da je n stepen dvojke. Tada, posto je k =1 =n/2 i add(n) = O(n?) < mul(n),
za n > 1 imamo da vazi
Chol(n) = Chol(n/2) 4+ Chol(n/2) + 6 - mul(n/2)

(3.64)
= 2Chol(n/2) 4+ O(mul(n)).
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Posto je mul(n) = O(n?*¢), 0 < € < 1, nije tesko proveriti da vazi 2 - mul(n/2) < ¢-mul(n), za

)
(
[23]) dobijamo resenje rekurentne relacije (3.64) u obliku Chol(n) = ©(mul(n)) i dokazujemo
(3.63).

Pretpostavimo sada da n nije stepen dvojke. Ako U*U = A vazi, tada Ce za broj g takav

neku konstantu ¢ < 1/2. Prema tome, primenom sluc¢aja 3 Master teoreme (videti na primer

da je n + ¢ najmanji stepen dvojke vec¢i od n vaziti

A 0l [Uu o]'[u O

o | |0 1| |0 ]
Ovim mi proSirujemo matricu do velicine koja je tacan stepen dvojke. Tada dobijamo da
je trazena slozenost jednaka Chol(n) = ©(n*™) uzimajuéi u obzir slozenost ©(mul(n + q))
prosirenog problema. Nije tesko proveriti da vazi mul(n + ¢) = O(mul(n)) posto je mul(n) =

©(n*t¢). Ova relacija garantuje da prosirivanje ne¢e promeniti sloZenost za vise od konstantnog
faktora. [J

Singularni slucaj

Uopsti¢emo Algoritam 3.5.4 na slucaj kada je ulazna Hermitska matrica A singularna ili pozi-
tivno semi-definitna. Izlaz uopstenog algoritma bic¢e generalisana Cholesky faktorizacija matrice
A.

Primetimo da, ako je A singularna ili pozitivno semi-definitna matrica, kada se primeni
Algoritam 3.5.4, tokom rada doéi ¢e do situacije da algoritam treba da izvrsi korak 2 a da
pritom vazi a;; = 0. Nadalje, algoritam ne moze vise da nastavi sa radom.

Modifikova¢emo ovaj korak tako Sto ¢emo u ovom slucaju vratiti na izlaz, takodje, nula
matricu. Drugim recima, ako je n = 11 A = [0] tada ¢e algoritam vratiti U = V' = [0]. Ova

modifikacija je opisana u Algoritmu 3.5.5.

Algoritam 3.5.5 Potpuno rekurzivna generalisana Cholesky faktorizacija

Input: Hermitska, pozitivno semi-definitna matrica A € C™"*",
1: if n =1 then
2:  if a;; # 0 then

3. return U = [\/ay], Y = [\/E]
4:  else

5: return U := [0], Y := [0]

6: end if

7. end if

8: Nastaviti sa koracima 4-12 Algoritma 3.5.4

Algoritam 3.5.5 vrac¢a matricu U koja zadovoljava uslov A = U*U, odnosno ra¢una general-
isanu Cholesky dekompoziciju. Takodje, izlazna matrica Y predstavlja {1,2,3} inverz matrice

U. Ovo je dokazano u sledecoj teoremi koja predstavlja glavni rezultat ovog poglavlja.
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Teorema 3.5.6. Posmatrajmo Hermitsku, pozitivnu semi-definitnu matricu A € R"*". Izlazna
matrica U Algoritma 3.5.5 zadovoljava A = U*U. Stavise, izlazna matrica Y je {1,2,3} inverz

matrice U, matrica UY je dijagonalna pri cemu su elementi glavne dijagonale jednaki O iz 1.

Dokaz.
Prvo primetimo da je svaki glavno-dijagonalni minor Agy, S C {1,...,n} matrice A,
takodje, pozitivno semi-definitan. Ozna¢imo sa S¢ = {1,...,n} \ S komplement skupa in-

deksa S. Neka je 2/ € C/¥I*! proizvoljni vektor gde smo sa |S| oznacili kardinalnost skupa S.
Ako sada stavimo x(gy = 7' i 7(gc) = 0 dobijamo 0 < 2*Ar = 2 A(syz’. Ovim smo dokazali da
je matrica A(g) pozitivno semi-definitna.

Dalje ¢emo dokaz teoreme izvesti matematickom indukcijom.

Za matrice tipa 1 x 1 teorema trivijalno vazi na osnovu koraka 2 Algoritma 3.5.5. Pret-
postavimo sada da tvrdjenje vazi za sve matrice dimenzija manjih od n.

Da bi dokazali da vazi A = U*U dovoljno je da dokazemo da su zadovoljene jednacine (3.60).
Posto je A pozitivno semi-definitna matrica, onda postoji matrica U’ takva da je U*U’' = A
(na osnovu Teoreme 3.5.3). Razlozimo matricu U’ na isti nac¢in kao matricu U u relaciji (3.59):
- G U

0 U,

] . Tada matrica U’ zadovoljava jednacine (3.60), tj. vazi

1. All - Uf;U{l
2. Ap=UrUl, (3.65)

. I*x 717/ Ix 717/
3' A22_ 12 12+ 2222

U koraku 5 Algoritma 3.5.4, ovaj algoritam se rekurzivno primenjuje na matricu A;;. Posto
smo veC dokazali da je Aj; pozitivnho semi-definitna matrica, iz induktivne hipoteze sledi da
uslovi teoreme vaze za matricu A;q, odnosno da je Uj;U;; = Aj1. Zbog jedinstvenosti matrice
U{; (ponovo na osnovu Teoreme 3.5.3) zakljucujemo da vazi Uj; = Uy;. Ovim smo pokazali da
vazi prva jednacina u (3.60).

Iz druge jednacine u (3.65) imamo da je U{iU;, = UjU{, = Aja. Prema tome ma-
tricna jednacina U;; X = Ay ima reSenja. Primenom Posledice 3.1.18 dobijamo da vazi
Ufl(Ul(i))*Alz = Ajy za proizvoljni {1} inverz Uﬁ) matrice Uy;. Iz induktivne hipoteze imamo
da je Y11 € U1 {1}, pa je onda

Y7412 = A (3.66)

Na osnovu (3.66) i koraka 6 Algoritma 3.5.5, dobijamo da je
A12 = Ufl}/l*lAlz = U1*1U127

odnosno da vazi druga jednacina u (3.60).

Da bi dokazali poslednju jednacinu u (3.60), potrebno je dokazati da je matrica Ay — U,Uso

pozitivno semi-definitna. Neka je y € C"~**! proizvoljan vektor. Stavimo x; = —Y;, Y} Aoy,
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T

- } Iz uslova pozitivne semi-definitnosti matrice A i A;; = U;;Up; dobijamo
2

To=Yylx = [
0 < " Ax = CL’TAniCl + 2LUTA12Q?2 + x;AQQxQ
=y ALY Y UL UnYu Y Ay — 25" ALY Y Avsy + y™ Asay.
Na osnovu induktivne hipoteze imamo da vazi Yy € A11{1,2,3} i
UnYuYy) = (UnYn)'Y = YuUnYn) =Y. (3.67)

Prema tome
0 <a2"Ax =y Ay — ¥y ALY Y] Ay

=y (A2 — UlLUn2)y.
Posto y*(Ags — UpyUra)y > 0 vazi za proizvoljni vektor y € R**"=% matrica Agy — Uj,Uss je

(3.68)

pozitivno semi-definitna. Iz induktivne hipoteze imamo da je Uj,Uzy = Agy — UjyUre. Time

smo dokazali da matrica U zadovoljava sistem (3.60), tj. da vazi U*U = A.

Preostaje nam da dokazemo da matrica Y pripada skupu {1,2,3} inverza matrice U. Na
osnovu Teoreme 1 rada [14] direktno dobijamo da matrica Y pripada skupu {2} inverza matrice
U. Mozemo dokazati da je Y, takodje, i {1} inverz matrice U direktnom proverom jednakosti
UYU = U. Zaista, imamo da vazi
UnYiuuUn UnYiiUis + Ui Y12Uz + Ui2Y9o U

) UzaYaaUso
Iz induktivne hipoteze dobijamo Uy1Y11Uy; = Uyg 1 UyYosUsy = Usy. Iz koraka 6 Algoritma
3.5.51 (3.67) sledi

UYU = (3.69)

UnYnUi = Un YY) A
= Y1 4n (3.70)
= Uys.

Iz relacije (3.70) i definicije matrice Y} u koraku 12 Algoritma 3.5.5 dobijamo
UnYiUiz + UnYi2Uz + Ur2Y22Uso

= Uiz — UnY11Ur2Y22Usg + Ur2Y22Us:

= Uiz — Ur2Y22Usg + U12Y22Us

= Ujs.

(3.71)

Time smo dokazali da Y € U{1}.
Da bi dokazali da je Y € U{3}, potrebno je da dokazemo da je matrica UY Hermitska. Nije

tesko proveriti da vazi
UnYn UnYie + UpeYoe

UY = 3.72
O UsaYo ( )

Ponovo na osnovu definicije matrica Yis, Ujs i Yoo u Algoritmu 3.5.5 dobijamo
UnYig + UiaYoy = —Un Y11 Ui2Yos + Y1 A12Y0 (3.73)

= —UpnYn Y1 A1Ye + Y1 A12Ye = 0.
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Poslednja jednakost u (3.73), dokazuje se jo$ jednom primenom svojstva Uy Y11Y], = Y.
Prema tome dokazali smo da je Y € U{1,2,3}. Iz relacija (3.72), (3.73) i induktivne hipoteze
sada dobijamo da je matrica UY dijagonalna (samim tim i Hermitska) i da su joj elementi na

glavnoj dijagonali jednaki 0 ili 1. [J

3.5.3 Algoritam za brzo racunanje generalisanih inverza

U ovom odeljku pokazacemo kako se rezultati dobijeni u predhodnim odeljcima mogu primeniti
na rac¢unanje MP inverza kao i drugih klasa {7, j,...,k} inverza. Glavni rezultat ovog odeljka
su algoritmi za racunanje MP i {i,j,...,k} inverza ¢ija je slozenost jednaka ©(mul(n)).
Koristi¢emo rezultate prikazane u radovima Courrieua [24] kao i Stanimirovi¢a i Tasic¢a [136].
P. Courrieu je u radu [24] iskoristio generalisanu Cholesky faktorizaciju matrice za racunanje

MP inverza.

Lema 3.5.7. [24] (Courrieu 2005) Neka je A proizvoljna matrica formata m X n i neka je
S*S generalisana Choleskty faktorizacija matrice A*A. Takodje, neka je matrica L takva da
se L* sastoji od vrsta matrice S koje su razlicite od nula vrste. Tada MP inverz matrice A

zadovoljava sledecu relaciju

A" = L(L*L)"(L*L) ' L*A*. (3.74)

Dokaz. Imamo da je matrica L potpunog ranga kolona. Stoga je matrica L* potpunog ranga
vrsta. Prema tome imamo da je A*A = LL* faktorizacija potpunog ranga pa na osnovu Leme
3.1.12 i Teoreme 3.1.15 vazi
Al = (A*A)TA* = (LL*)TA*
= L(L*L) " Y(L*L)'L* A"
Ovim je lema dokazana. [J
Kombinujué¢i Algoritam 3.5.5 za racunanje generalisane Cholesky faktorizacije, Algoritam

3.5.2 za rekurzivno racunanje inverzne matrice i predhodnu lemu, dobijamo algoritam za

racunanje MP inverza u vremenu ©(mul(n)) koris¢enjem relacije (3.74).

Algoritam 3.5.6 Izracunavanje MP inverza u vremenu mnozenja matrica
Input: Matrica A € C™*",
1. A= A*A
Nacéi generalisanu Cholesky faktorizaciju A’ = U*U matrice A’ primenom Algoritma 3.5.5.
Formirati matricu L* izbacivanjem svih nula vrsta matrice U.
T:=L"L
Nadi inverznu matricu M := T~! primenom Algoritma 3.5.2.
return A' := LM?L*A*.

S gl Wy

Da bi dokazali korektnost Algoritma 3.5.6 potrebno nam je jos da dokazemo da su svi

glavnodijagonalni minori matrice 7', definisane u koraku 4 regularni.
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Teorema 3.5.8. Matrica T = L*L definisana u koraku 4 Algoritma 3.5.6 je Hermitska pozi-

tivno definitna matrica i svi glavni dijagonalni minori ove matrice su reqularni

Dokaz.  Neka je T(s) glavnodijagonalni minor matrice 7' definisan odgovaraju¢im skupom

indeksa S C {1,...,n}. Za proizvoljni nenula vektor z € C'°l vazi
JZ*T(S)ZL' = SL’*L?S)L(S)ZE = (L(S):L’)*L(S)I.

Posto je Ls) potpunog ranga kolona, imamo da je L(gyz # 0, $to dalje implicira =" T(gyz" > 0.

Prema tome matrica T{g) je pozitivno definitna, a samim tim i regularna. [J

Svi koraci Algoritma 3.5.6 rade u vremenu ©(mul(n)), pa je, prema tome, to ujedno i
slozenost Algoritma 3.5.6. Ukoliko se za mnozenje matrica koristi neki od algoritama koji radi
u vremenu O(n?*t¢) gde je 0 < € < 1, tada je to ujedno i sloZenost Algoritma 3.5.6.

U radu [136] (Teorema 2.1), Stanimirovi¢ i Tasi¢ su su dali uopstenje Courrieuovog metoda
za racunanje raznih klasa {7, j,..., k} inverza, ukljucujudi {1,2,3}, {1,2,4}, {2,3}s 1 {2,4}s

inverze.

Teorema 3.5.9. [136] (Stanimirovié, Tasi¢ 2007) Neka je A € C™*" proizvoljna matrica.
Neka je 0 < s < r proizvoljan prirodni broj © neka su mq,ny prirodni brojevi takvi da je

my,nq > s. Tada vazi:

(a) A{2,4}, = {L(L*L)2L*(R*A)*R*| R € C™™ R*A € C"*"} | gde je (R*A)*(R*A) =

LL* generalisana Cholesky faktorizacija pri cemu su iz matrice L izbacene nula kolone.

(b) A{2,3}, = {T*(AT*)*L(L*L)2L*| T € C™*" AT* € C"™™} | gde je (AT*)(AT*)* =

L*L generalisana Cholesky faktorizacija pri cemu su iz matrice L izbacene nula kolone.

(c) A{1,2,4} = {L(L*L)2L*(R*A)*R*| R € C™™ R*A € C"*"} | gde je (R*A)*(R*A) =

LL* generalisana Cholesky faktorizacija pri cemu su iz matrice L izbacene nula kolone.

(d) A{1,2,3} = {T*(AT*)*L(L*L)"2L*| T € C™*" AT* € C™™} | gde je (AT*)(AT*)* =

LL* generalisana Cholesky faktorizacija pri cemu su iz matrice L izbacene nula kolone.

Kombinovanjem rezultata iz predhodnih odeljaka zajedno sa teoremom 3.5.9, dobijamo
metod za racunanje svih pomenutih klasa {7, j,...,k} inverza u vremenu ©(mul(n)). Ovaj
metod je realizovan Algoritmom 3.5.7. Primetimo da Algoritam 3.5.7 opisuje dva analogna
metoda (drugi se dobija kada se odgovarajuéi izrazi zamene izrazima u zagradama).

Slede¢a teorema dokazuje korektnost Algoritma 3.5.7.

Teorema 3.5.10. Posmatrajmo proizvoljnu matricu A € C"*™. Neka je 0 < s < r proizvoljan
prirodni broj i neka su mq i ny prirodni brojevi takvi da je my,ny > s. Tada za izlaznu matricu
Algoritma 3.5.7 vaZi:
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Algoritam 3.5.7 Izracunavanje {i,j,...,k} inverza u vremenu mnozenja matrica
Input: Matrica A € C™*" kao i matrica R € C[V™ (T' € C"*"), gde je 0 < s <rimy > s
(ny > s).

1. P = (AT*)(AT*)* (Q := (R*A)"(R*A))

2: Nadéi generalisanu Cholesky faktorizaciju P := U*U (Q := U*U), primenom Algoritma
3.5.9.

Formirati matricu L* izbacivanjem nula vrsta iz matrice U.

T:=L"L

Naéi inverznu matricu M := T~! primenom Algoritma 3.5.2

return X, := LM?L*A*RR* (Xy := T*TA*LM?*L*).

(a) Ako je s <r, Xy € A{2,4}.
(b) Ako je s <r, Xy € A{2,3},.
(c) Ako jes=r, X € A{1,2,4}.
(d) Ako jes=r, Xy € A{1,2,3}.

(e) U slucaju R= A (T = A) inverz Xy dobijen u delu (c) (inverz Xy dobijen u delu (d))
jednak je AT.

Stavise, Algoritam 38.5.7 radi u vremenu ©(mul(n)), ako je mul(n) = O(n**¢) gde je 0 < € < 1.

Dokaz. Matrice P i () su Hermitske pozitivno definitne matrice. Prema tome, ulazna matrica
za Algoritam 3.5.5 u koraku 2 zadovoljava potrebne uslove. Primenjujuéi isti postupak kao u
dokazu Teoreme 3.5.8 i ovde mozemo dokazati da je matrica T' = L*L regularna i da isto vazi
za sve njene glavnodijagonalne minore. Ovo znad¢i da je ulazna matrica u Algoritam 3.5.2 u
koraku 5 korektna.

Uslovi (a)—(e) slede iz Teoreme 3.5.9.

Koristedi ¢injenicu da se inverzna matrica ra¢una u vremenu ©(mul(n)) kao i Teoremu 3.5.5,

dobijamo da je slozenost svih koraka Algoritma 3.5.7 jednaka ©(mul(n)). O

Na osnovu svih do sada izlozenih rezultata u ovom poglavlju mozemo da konstatujemo da je
moguce izracunati kako MP inverz tako i sve {1,2,3}, {1,2,4}, {2,3} i {2,4} inverze u vremenu

mnoZenja matrica, tj. u vremenu ispod O(n?).

3.5.4 Rezultati testiranja i primeri

Svi algoritmi su implementirani u simbolickom programskom paketu MATHEMATICA. Kodovi naj-
vaznijih funkcija dati su u sledeé¢em odeljku. Napomenimo da se mnozenje matrica u MATHEMATICA-
i izvrSava za vreme O(n?), pa je ovo ujedno i slozenost odgovarajué¢ih implementacija algori-

tama.
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Primer 3.5.1. Pokaza¢emo kako Algoritam 3.5.6 i Algoritam 3.5.7 rade na slede¢em primeru

8§ 8 11
10 10 2 2
A= 11 11 3 3
12 12 4 4

Primenom Algoritma 3.5.5 na matricu A* A dobijamo generalisanu Cholesky faktorizaciju matrice A* A

/429 /429 109 109

V429 /429

0 0 0 0
A*A = U*U where U = 959 959
0 0 9 9

0 0 0 0

Generalisani inverz Y matrice U koji vrac¢a Algoritam 3.5.5 jednak je

19 __109
/429 /424281
v 0 0 0 0
= 429
0 0 359 0
0 0 0 0

Proverom mozemo utvrditi da je to zaista {1, 2, 3} inverz matrice U. Ovo se slaze sa UY = diag(1,0,1,0).
Dobijeni rezultati su u skladu sa Teoremom 3.5.6. Iako matrica Y ne zadovoljava jednacinu (4) sis-
tema (3.2), imamo da je matrica YU gornje trougaona sa samo nekoliko nenula vrednosti iznad glavne
dijagonale

1 100
0000
YU = 0011
00 00
Sledeéi korak je formiranje matrice L* izbacivanjem nula vrsta iz matrice U i invertovanje matrice

L*L koriséenjem Algoritma 3.5.2. Imamo da vazi

V429 0
V429 0

L= 109 989

\/429 429

109 989

\/429 429

Dalje, racunamo matricu M na sledeéi na¢in
391844  218/989 1 __ 109
429 429 . 858 858v/989
L'L = — M= (L"L)"' =

2181/989 1978 __ 109 97961
429 429 8581/989 424281

Konaéno dobijamo trazeni MP inverz primenjujuéi poslednji korak Algoritma 3.5.6

- 131 41 3 38 1

1978 989 1978 989

131 A1 3 _ 38
1978 989 1978 989
At =
_ 443 116 44 204

1978 989 989 989

_ 443 116 44 204
L ~ 1978 989 989 989
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Primer 3.5.2. Za matrice

30 78 54 66 66 42 60
42 89 55 70 82 51 74
A=1-¢ 113 34 55 127 66 og | rneA) =3
96 115 80 113 137 108 166
52 9 23 40 35 5 37
92 54 72 64 56 30 68
RE=1, 18 16 0 0 10 4| rensf)=2
22 54 51 8 7 30 19

primenom Algoritma 3.5.7 dobijamo sledeéi {2,4} inverz matrice A ranga 2

2064786876 4755131732 1424383465 5928345641
231354215041 694062645123 694062645123 694062645123
4016182158 3180731937 1034331045 6217922757
231354215041 231354215041 162708430082 162708430082
2682758156 6419265925 848359916 5890267708
231354215041 694062645123 694062645123 694062645123
A24) _ | _ 2365817440 _ 1833498584 471776128 2133596416
2 = 231354215041 231354215041 231354215041 231354215041
2070090260 1604311261 412804112 1866896864
231354215041 231354215041 231354215041 231354215041
2231212310 5301219895 1723885075 10363204595
231354215041 694062645123 1388125200246 1388125200246
1177605336 2692445825 893635321 3528049673
|~ 231354215041 694062645123 694062645123 694062645123 |

Implementacije smo testirali na nekoliko slucajno generisanih test primera.

U prvim trima tabelama uporedjivali smo performanse implementacija Algoritma 3.5.5
(funkcija Ch) kao i Algoritma 3.5.3 (metod pivotiranja, funkcija Cholesky). Sva data vre-
mena su u sekundama i dobijena su usrednjavanjem vremena izvrSenja na ukupno 20 ra-
zlicitih sluéajno generisanih test matrica istog ranga i dimenzija. Dimenzije matrica su 2*

za k =4,5,6,7 kao i vrednosti |2%v/2], takodje, za k = 4, 5,6, 7.

n Ch | Cholesky|[136]
16 | 0.010 0.

23 1 0.011 0.005
32 10.018 0.016
45 | 0.021 0.047
64 | 0.052 0.120
90 | 0.078 0.328
128 | 0.151 0.905
180 | 1.295 3.562

rankA =n
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U naredne tri tabele poredili smo implementacije Algoritma 3.5.6 sa odgovaraju¢om imple-

n Ch Cholesky[136] n Ch | Cholesky[136]
16 | 0.0047 0.0031 16 0.0 0.0
23 | 0.016 0.023 23 | 0.003 0.0062
32 | 0.0256 0.0171 32 | 0.0094 0.0188
45 0.031 0.047 45 | 0.0094 0.0436
64 0.042 0.1232 64 | 0.0378 0.1308
90 0.078 0.328 90 | 0.0346 0.3306
128 | 0.1498 0.9207 128 | 0.078 0.9422
180 | 0.265 2.481 180 | 0.195 2.5895
256 | 3.24 10.5428 256 | 0.5616 7.9872
362 8.83 348.6 362 | 1.17 197.622
512 | 25.9895 1959.15 512 | 12.32 983.4
rankA = n/2 rankA = n/10

mentacijom Algoritma 2.1 iz rada [136]. Ovi algoritmi izra¢unavaju MP inverz.

n | Alg. 3.5.6 | Alg. 2.1 [136]

16 0.00775 0.

23 0.016 0.0155

32 0.031 0.01575

45 0.039 0.0505

64 0.05025 0.133

90 | 0.09725 0.3315

128 | 0.17125 0.94

180 | 0.31175 2.62075

rankA = n
n | Alg. 35.6 | Alg. 2.1[136] | [ n | Alg. 3.5.6 | Alg. 2.1 [136]
16 0. 0.00375 16 0.00775 0.
23 0.01575 0. 23 0. 0.004
32 0.01575 0.0115 32 0. 0.0155
45 | 0.02325 0.03525 45 | 0.00775 0.0115
64 0.043 0.08175 64 0.0235 0.01575
90 0.08975 0.2225 90 0.043 0.03125
128 | 0.15225 0.7645 128 0.1015 0.06625
180 0.2925 2.57 180 | 0.17175 0.164
rankA = n/2 rankA = n/10

Konacno u poslednjim trima tabelama poredili smo implementacije Algoritma 3.5.7 i Algo-

ritma 2.1 iz [136] kada oni racunaju {2,3} i {2,4} inverze.
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n | Alg. 3.5.7 | Alg. 3.5.5

16 0.0115 0.008

23 0.0195 0.00775

32 0.02375 0.02325

45 0.03125 0.04675

64 0.05075 0.1365

90 0.09375 0.35125

128 | 0.17175 0.98675

180 0.328 2.699

rankA = rankR =n

n | Alg. 3.5.7 | Alg. 3.5.5 n | Alg. 3.5.7 | Alg. 3.5.5
16 0.0115 0.004 16 0. 0.
23 0.0195 0.008 23 0.02725 0.01175
32 0.02725 0.01575 32 0.0195 0.02725
45 0.03125 0.05475 45 0.0315 0.0505
64 0.0545 0.1405 64 0.05475 0.14025
90 0.0935 0.35475 90 0.09775 0.38575
128 | 0.16425 0.97875 128 0.152 1.09975
180 | 0.30025 2.777 180 | 0.28075 2.96

rankA = rankR = n/2

rankA = rankR = n/10

Rezultati nesumnjivo potvrdjuju da su nase implementacije bolje u skoro svim primerima.
Performanse funkcije Ch kao i funkcija koje implementiraju Algoritam 3.5.6 i Algoritam 3.5.7
su dodatno degradirane zbog sporih rekurzivnih poziva u programskom paketu MATHEMATICA.
Prema tome, mozemo da zaklju¢imo da su algoritmi koje smo uveli u ovom poglavlju bolji od

odgovarajucih klasi¢nih algoritama ¢ak i u slucaju kada je slozenost i jednih i drugih O(n?).

3.5.5 Implementacioni detalji i kodovi

Algoritam 3.5.5 za ra¢unanje generalisane Cholesky faktorizacije implementiran u sledecoj

funkciji napisanoj u programskom paketu MATHEMATICA.

Ch[AA_] :=
Module[{A, U11, Ullinv, U22inv, U12, U22, A11l, Al12, A21, A22,
Uinv, U, m, n, mlp, nlp, nil},

A = AA;

{m, n} = Dimensions[A];

A = Chop[A, 10°(-6)];

If [Simplify[A] == 0*A, Return[{0*A, 0*A}]];

If [n==1,
If[AL[1, 1]1] < O, Return[{O*A, 0*A}]1];
Return[{{{Sqrt[A[[1, 11113}, {{1/Sqrt[A[[1, 11113}}3}]
1;

nl = n/2 // Floor;

mlp = nlp = nl;

/ Take[#, mlp] & // Transpose[Take[Transpose[#], nipl] &;
/ Take[#, mlp]l & // Transpose[Drop[Transposel[#], nipl] &;

A1l
A12

A/
A/
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A21
A22

/ Dropl[#, mlp] & // Transpose[Take[Transpose[#], nipl] &;

A/
A // Dropl#, mip] & // Transpose[Drop[Transpose[#], nlpl] &;

{U11, Ullinv} = Ch[A11];
If [Simplify[U11] == 0xU11,

U12 = 0%A12;,

U12 = Conjugate[Transpose[Ullinv]].A12;
1
{U22, U22inv} = Ch[A22 - Conjugate[Transpose[U12]].U12];
U =

Join[Transpose[Join[Transpose[U11], Transpose[U12]]],
Transpose [Join[Transpose [0¥A21], Transpose[U22]]1]];
Uinv =
Join[Transpose[
Join[Transpose[Ullinv], Transpose[-Ullinv.U12.U22inv]]],
Transpose [Join[Transpose [0¥A21], Transpose[U22inv]]]];
Return[{U, Uinv} // Simplify]
1;

Funkcija Adop je pomo¢na funkcija i implementira korak 3 Algoritma 3.5.6 i Algoritma 3.5.7.

Adop(a_List] := Module[{m, n, al, i},
{m, n} = Dimensions[a];
al = Transposel[a];
Do[
If [Chop[Norm[Abs[a1[[i]]]], 10°(-6)] == O,
al = Droplal, {i}];
1;
, {i, Length[al]l, 1, -1}
1;
Return[Transpose[all];

1;

Sledeée funkcije implementiraju redom Algoritam 3.5.6 (funkcija MoorePenroseCh) i Algo-

ritam 3.5.7 (funkcije InverselCh i Inverse2Ch).

MoorePenroseCh[A_] := Module[{U, Uinv, M},
{U, Uinv} = Ch[Transpose[A].A];
U = Adop[Conjugate[Transpose[U]]];
M = Inverse[Conjugate[Transpose[U]].U];
Return[U.M.M.Conjugate [Transpose[U]].Conjugate [Transpose[A]]];
1;

InverselCh[A_, R_] := Module[{Al, U, Uinv, M},
Al = Transpose[R].A;
{U, Uinv} = Ch[Transpose[A1].A1];
U = Adop[Conjugate[Transpose[U]]];
M = Inverse[Conjugate[Transpose[U]].U];
Return[U.M.M.Conjugate [Transpose[U]].Conjugate [Transpose[A1]]
.Conjugate[Transpose[R]] // Simplify];

1;

Inverse2Ch[A_, T_] := Module[{Al1, U, Uinv, M},
Al = A.Transposel[T];
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{U, Uinv} = Ch[Al.Transpose[Al]];
U = Adop[Conjugate[Transpose[U]]];
M = Inverse[Conjugate[Transpose[U]].U];
Return[Conjugate [Transpose[T]].Conjugate[Transpose[A1]].U.M.M
.Conjugate [Transpose[U]] // Simplify];
1;



Glava 4

(Generalisani inverzi racionalnih 1
polinomijalnih matrica i primene

U ovoj glavi prouci¢emo algoritme za ra¢unanje generalisanih inverza polinomijalnih i racional-
nih matrica. Na kraju glave ukazac¢emo na neke primene teorije generalisanih inverza kako
konstantnih tako i polinomijalnih i racionalnih matrica.

Ova glava sadrzi naSe originalne rezultate od kojih je velika vec¢ina publikovana u nasim
radovima [100, 101, 102, 103, 104, 130, 141].

4.1 Racionalne i polinomijalne matrice

U ovom poglavlju ¢emo se podsetiti nekih svojstava racionalnih i polinomijalnih matrica koja
¢emo u nastavku koristiti. Neka je F proizvoljno polje. U ovoj glavi ¢emo se islju¢ivo baviti
poljima realnih i kompleksnih brojeva, R i C. Nezavisno od toga, sve definicije i svojstva koja
¢emo u ovom poglavlju formulisati vaze (odnosno imaju smisla) i za proizvoljno polje F.

Matrica A = [a;;] formata m x n je polinomijalna (racionalna) ako su svi njeni elementi
a;; polinomi (racionalne funkcije) promenljive s. Racionalne, odnosno polinomijalne matrice
oznacava¢emo sa A(s). Na slican na¢in mozemo definisati racionalne i polinomijalne matrice
vise promenljivih, koje oznacavamo sa A(sy, ..., s,) (ako su promenljive oznacene sa sq, ..., sp).
U ovom slucaju, koristimo kraéu notaciju A(S) gde je S = (s1,..., ).

Skup svih polinomijalnih (racionalnih) matrica formata mxn oznaci¢emo sa F"™*"[s] (F™*"(s)).
Slicnu notaciju koristimo i za racionalne (F"™*"(sq,...,s,) = F"*"(S)) odnosno polinomijalne
(™" [sq, ..., sp] = F™*"[S]) matrice vise promenljivih.

Sledece definicije uvode pojam stepena polinomijalne matrice A(s).

Definicija 4.1.1. Za datu polinomijalnu matricu A(s) € F[s]|"*™ definisemo njen maksimalni

stepen (stepen) kao maksimalni stepen svih njenih elemenata
deg A(s) = max{dg(A(s));; |1 <i<n,1<j<m} (4.1)

95
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Na slican nacin definisemo maksimalni stepen po promenljivoj k, deg,, A(S) polinomijalne ma-

trice A(s1,...,Sp) vise promenljivih
deg;, A(S) = max{dg,(A(S5));; |1 <i<n,1<j<m}, (4.2)
gde je dg, P(S) stepen promenljive s, u polinomu P(S).

Definicija 4.1.2. Matrica stepena polinomijalne matrice A(s) € F[s|"*™ je matrica definisana
sa dgA(s) = [dgA(S)ij]mxn-

Sledeca lema daje neka osnovna svojstva matrica stepena.
Lema 4.1.1. Neka su A(s), B(s) € F*™*"[s]| i neka je a(s) € F[s]. Vaze sledeée cinjenice
(a) dg(A(s)B(s))i; = max{dgA(s)ir + dgB(s); |1 < k < n}.
(b) dg(A(s) + B(s))i; < max{dgA(s);, dgB(s)i;}-
(c) dg(a(s)A(s))i; = dgA(s)i; + dg(a(s)).

Dokaz.

(a) Iz definicije proizvoda dve matrice i koriste¢i jednostavne formule

dg(p(s) + q(s)) < max{dg(p(s)),dg(q(s))}, ds(p(s)q(s)) = dg(p(s)) + dg(q(s))
koje vaze za svako p(s), q(s) € F(s) mozemo da zakljutimo da je

dg(A(s)B(s))ij = dg((A(s)B(s))i;) < max{dgA(s)ir + dgB(s)e; [k =1,...,n}.
Ovim smo dokazali deo (a). Naredna dva dela se dokazuju analogno. [

Svaka polinomijalna matrica A(s) € F*"[s] moze da se napise u obliku
A(s) = Ag+ Ais + ...+ Ags?,

gde je d = deg A(s). Matrice A; € F™*" zva¢emo koeficijent matrice. Na slican na¢in mozemo

predstaviti polinomijalnu matricu vise promenljivih A(sy,...,s,) € F™*"[s,...,s,] u obliku

di  d2 dp

D
AS) =D Y Ay siisi s = ALS”
11=0129=0 1p=0 =0
Ovde smo omaéili D = (dy,...,d,), I = (iy,...,ip), ST = sisi2. .5 A; = Aijigeq, € T
. D d d d
kao i Z[:o = Zillzo i22:0 T Zi::()‘
Neformalno, re¢i¢emo da je matrica retka ukoliko ima malo elemenata koji su razlic¢iti od
nule. Na slican nacin, kazemo da je polinom redak ukoliko ima malo koeficijenata razlicitih
od nule. Slede¢im dvema definicijama formalno uvodimo veli¢ine kojima odredujemo retkost

(sparsity) matrice.
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Definicija 4.1.3. Za datu polinomijalnu matricu A(s) € R™*"[s], prvi spars broj sp;(A)

matrice A je odnos ukupnog broja nenula elemenata u A(s) i ukupnog broja elemenata, tj.

_ #{9)ay(s) £0}

m-n

sp1(A(s))

Na isti nacin se prvi spars broj uvodi 1 za konstantne matrice
Prvi spars broj predstavlja gustinu nenula elemenata i ima vrednosti izmedu 0 i 1

Definicija 4.1.4. Za datu nekonstantnu polinomijalnu matricu A(s) € F[s]™*", drugi spars
broj spy(A(s)) je odnos

#{(0,5.9) [ag(s) # 0}
sp(Als)) = (1+degA(s))-m-n

Drugi spars broj predstavlja gustinu nenula koeficijenata sadrzanih u elementima a;;(s)
matrice A(s), i takode ima vrednosti izmedu 0 i 1.

[lustrova¢emo racunanje spars brojeva spi(A(s)) i sp2(A(s)) na jednom primeru.

Primer 4.1.1. Razmotrimo slede¢u polinomijalnu matricu

5 82 145482
A(s)=10 0 1
1 2 0

Imamo da vazi
# {(17]) | aij(s) 7é O} :#{(17 1)7 (17 2)7 (173)7 (27 3)7 (37 1)7 (37 2)} =6,
#{ (i) | [S%)asg(s) # 0 =#{(1,1,1), (1,2,2), (1,3,0), (1,3, 1),
(1,3,2), (2,3,0), (3,1,0), (3,2,2)} = 8.
Prema tome, spars brojevi spi(A(s)) i sp2(A(s)) jednaki su

6 2 8 4

PAE) = 55 =5 m(AB)

T332 9
Spars brojevi mogu se analogno definisati i za polinomijalne matrice vise promenljivih.
Definicija 4.1.5. Za datu polinomijalnu matricu vise promenljivih A(S) = [a;;(S)] € C[S]™*"

i8S = (s1,...,5p), prvi spars broj sp;(A) je odnos ukupnog broja nenula elemenata i ukupnog

broja elemenata u A(S), tj.
#1(0,7) | ai5(S) # 0}

m-n

sp1(A(S)) =

Definicija 4.1.6. Za datu nekonstantnu polinomijalnu matricu vise promenljivih A(S) € C[S]™*"

i S=(s1,...,5p), drugi spars broj sps(A(S)) jednak je sledecem odnosu

#{(i G k- k) | 0 < Ky < deg, A(S), [st -+ sp']ai; (S) # 0}

Sp2(A(S)> = (degsl A(S) + 1) - (degsp A(S) + 1) “m-n
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Primer 4.1.2. Posmatrajmo slede¢u polinomijalnu matricu od dve promenljive A(sq, s2)

§1+ 82 s% s%
A(s1,82) = | s1s2 281 142
0 0 1

Imamo da je deg; A(s1, s2) = degy A(s1,52) = 2, a takode vazi

# {(27]) ’ aij(51782) 7é 0} :#{(17 1)’ (172)’ (173)7 (2’ 1)7 (2’2)7 (273)’ (373)} =1,
4 {(i,j, k) | [s]ag;(s) # o} —#1{(1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,2,2,0), (1,3,0,2), (2,1,1,1),
(2,2,1,0), (2,3,0,0),(2,3,1,0), (2,3,2,0), (3,3,0,0)} = 10.

Iz predhodne relacije sada lako ra¢unamo spars brojeve

7 7 10 )

sp(AGs) =gz =5, s(Al) =555 = 15

4.2 Izracunavanje Moore-Penroseovog inverza polinomi-
jalnih matrica interpolacijom

U ovom poglavlju konstruisa¢emo interpolacioni metod za izracunavanje MP inverza date poli-
nomijalne matrice, zasnovanog na Leverrier-Faddeevom metodu. Metod za procenu matrica
stepena, takodje nastao iz Leverrier-Faddeevog metoda je dat kao poboljsanje interpolacionog
metoda. Metodi su formulisani u obliku algoritma, implementirani u simbolickom programskom
jeziku MATHEMATICA i testirani na nekoliko razlicitih klasa test primera.
Ovo poglavlje predstavlja nase originalne rezultate i zasnovano je na nasem radu [130].
Dodajmo da u ovom i u slede¢a dva poglavlja pretpostavljamo da su elementi polazne

matrice A polinomi sa realnim koeficijentima.

4.2.1 Leverrier-Faddeev metod za izracunavanje Moore-Penroseovog
inverza polinomijalnih matrica

Leverrier-Faddeev metod (Algoritam 3.3.2), izlozen i opisan u odeljku 3.3 primenljiv je na
racionalne i polinomijalne matrice A(s). Meduitim, kona¢ni izraz za A'(s) bi¢e nedefinisan kada
je s nula polinoma (racionalne funkcije) ay(s). Generalisani inverz za ove vrednosti argumenta
s moze da se izrac¢una nezavisno Algoritmom 3.3.2 ili nekim drugim metodom.

Izloziéemo analizu slozenosti Algoritma 3.3.2 kada je ulazna matrica polinomijalna. Zbog
jednostavnosti oznacimo A'(s) = A(s)AT(s) i d = degA'(s). Posto je A(s) € R[s|™™™,
vazi A'(s) € R[s]™". Prema tome u koraku 5 treba da pomnozimo dve matrice reda n X
n. Ovo mnozenje moze da se izvrsi u vremenu O(n®) kada je A konstantna matrica, ali
u sluc¢aju polinomijalne matrice odgovarajuée vreme je O (n®-d’ - deg B;j_1(s)). Moze da se
dokaze matematickom indukcijom da vazi nejednakost deg B;(s) < j-d za j=0,...,n gde je
jednakost dostizna. Slozenost operacije mnoZenja matrica u koraku 5 jednaka je O(n? - j - d’?).

Slicno, moze da se pokaze da je slozenost koraka 6 1 7 jednaka O(n - j-d'). Prema tome, vreme
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izvrsenja tela petlje u koracima 4-8, u j-toj iteraciji je O(n® - j - d?) dok je ukupno vreme

izvrSenja svih iteracija petlje jednako

O <z": nd-j- d’2> = On°-d?). (4.3)

Sada moze da se vidi da je slozenost Algoritma 3.3.2 za polinomijalne matrice n puta veca
nego u slucaju konstantnih matrica (odeljak 3.3.2). U praksi, ova slozenost je manja od (4.3)
(nemaju svi elementi matrica B;(s), A;(s) i A'(s) maksimalni stepen), ali je i dalje velika.

Sledeca definicija umnogome pojednostavljuje notaciju.

Definicija 4.2.1. Definisimo k*, a? i B2, kao vrednosti k, a; i B; za i =0, ..., n, izra¢unate
) K3 1 ) ) ) 2

Algoritmom 3.3.2 kada je ulazna matrica A konstantna, racionalna ili polinomijalna matrica.

A

Takode oznacimo a® = a?A i BA = Bia -

Napomenimo da za retke ulazne matrice A(s) postoje modifikacije Algoritma 3.3.2. Veéinu
njih su dali Karampetakis [64, 65, 66, 69], Stanimirovi¢ [124] i takode Stanimirovi¢ i Karam-
petakis [129]. Za razliku od tih metoda, interpolacioni metod izlozen u ovom poglavlju namenjen

je kako gustim, tako i retkim matricama.

4.2.2 Glavna teorema i interpolacioni algoritam

Glavna ideja interpolacionog metoda je izra¢unavanje vrednosti polinoma ¢ i BA®) primen-
jujuéi Algoritam 3.3.2 na konstantne matrice a zatim rekonstrukcija vrednosti a(®) i BA®)
koristeci interpolaciju.

Dobro je poznato da postoji jedan i samo jedan polinom f(s) stepena ¢ < n koji uzima
date vrednosti vrednosti f(so), f(s1),-.., f(s,) u datim tackama sg, s1,...,S,. Ovaj polinom

se naziva interpolacioni polinom g-tog stepena. Tri znac¢ajna metoda interpolacije su [117]:

(i) direktni pristup koristeéi Vandermondeovu matricu
(ii) Newtonova interpolacija,
(iii) Lagrangeova interpolacija.

Za racunanje generalisanih inverza polinomijalnih matrica (a takode, i u mnogim drugim
primenama) pogodno je koristiti Newtonov interpolacioni polinom [107].
U sledecoj teoremi razmatramo koliki je broj interpolacionih tacaka dovoljan za izracunvanje

vrednosti k4, polinomijalne matrice BA®) kao i polinoma a*(®).

Teorema 4.2.1. Neka je A(s) € R[s]™™, A'(s) = A(s)A(s)T, d = deg A'(s) i k = kA,

Sledeca tvrdenja su ispunjena:

(a) k= max{k?)|s € R}.
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(b) Neka su s;, i =0,...,n-d medusobno razliciti brojevi. Tada vazi

r = max{ k4

i=0,...,n-d}.

(c) Polinomi BA®) i a*®) mogu da se izracunaju koristeéi skup vrednosti BA®) i qAb),

i=0,..., k%) . q.

Dokaz.

(a) Oznacimo x = k(). Iz Algoritma 3.3.2 imamo da je x = max{k | a," # 0}. Za svako
s’ € R, iz Algoritma 3.3.2 vazi k4" < n, tako da je skup K = {k4¢) | s’ € R} ogranicen i ima
maksimum kg = max K = k400 za neko sy € R. Pokazac¢emo da je xk = k.

Iz definicije broja x vazi ai? # 0, pa sledi da da postoji s € R takvo da je al) =
ai ¥ (s') # 0. Odavde sledi k < kAE) < gAG0) = k.

Sa druge strane, iz definicije x = k4 imamo a?ft)(s) =0zasvet=1,...,n— k. Prema
tome, vazi

0t =) =0

zasvako s € Rit =1,...,n — k. Odavde sledi k4¢) < k,Vs' € Ri ky = k4®0) < . Time
smo dokazali da je k = k.

7 =

(b) Neka su s;, i = 0,...,n - d medusobno razli¢iti realni brojevi i &' = max{k4()
0,...,n-deg A'(s)}. Pokaza¢emo da je k' = k.

Pretpostavimo da vazi af(s)(

si) =0zasvakoi=0,...,n-d. U saglasnosti sa Algoritmom
3.3.2, stepen polinoma a?(s)(s) je ogranicen sa k - d'. Posto je k-d < n-d, vazi aé(s)(s) =0,

sto je u kontadikciji sa definicijom broja x. Prema tome vazi

(Fip < n)(an"™ = a®(s;,) #0),

K

odakle sledi da je k < kA00) < I/,

Sa druge strane, iz definicije x vazi a’:ﬁ)(s) =0zasvakot =1,...n— k. PoSto je jednakost
as) = a9 (s;) = 0 zadovoljena za svako i = 0, ..., n - d’, moze da se zakljuci da je ay) = 0.
Prema tome k) < k vazi za svako i = 0,...,n - d pa dobijamo k' < k. Ovim je kompletiran

deo (b) dokaza.
(c) Lako moze da se dokaze da vrednosti BA®)(s;) i a*(*)(s;) mogu da se izra¢unaju koristeci
sledece relacije:

BA(5)<Si) _ BA(Si)

Kk—1

B A/(Si)ﬂ—kA(Si)—l (A/(si)BA(Si) + aA(Si)In) . K> K
| BAG), K= K

A(sq) A(si) —
aA(s)(Si) _Ja ok S‘ =K,
0, EAG) < g

Sada znamo vrednosti polinoma BA®) i ¢4®) u k- @ + 1 razli¢itih tacaka. Iz deg BA®) <
(k —1)-d" idga?® < k-d vazi da polinomi BA® i a4*) mogu da se rekonstruisu iz skupa
tacaka BAG)(s;) 1 at)(s;) (i =0,...,k-d') koristeéi interpolaciju. [J
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Na osnovu Teoreme 4.2.1 postavljamo sledeéi interpolacioni algoritam. Prvo biramo razlicite

realne brojeve s;, i = 0,...,n-d’, a zatim nalazimo x = k() koristeéi izraz u delu (b) Teoreme

4.2.1. Nakon toga racunamo vrednosti B:_(‘?) i aé(si) zai=0,...,k-d primenjujuc¢i Algoritam

3.3.2. Na kraju, na osnovu dobijenih vrednosti interpoliramo polinome B,i(sl) i af®,

Ova procedura je realizovana u Algoritmu 4.2.1.

Algoritam 4.2.1 Interpolacioni algoritam za izracunavanje Moore-Penroseovog inverza

nxm

Input: Polinomijalna matrica A(s) € R[s]
1. Al(s) == A(s)A(s)T
2: d' = deg A'(s)

3: Odrediti medusobno razlic¢ite brojeve sg, s1,...,S,a € R

4: for i :==0ton-d do

5. Primeni Algoritam 3.3.2 na ulaznu matricu A(s;), bez izvrsavanja koraka return (korak
10).

6: Ky = kN

7. Bj:=B},

8 a=ak

9: end for

10: £ :=max{k; |1 =0,...,d}

11: if Kk =0 then
12:  return Af(s) =0
13: else
14: fori:=0to k- -d do
15: Al = Al(s;)
A;”_’”_l (AIB! +all,), k> K

16: Bz =

B, K= K;

0, K>~k
17: a; = ,

ai, K=k
18: end for
19:  Interpolirati polinom ai® i polinomijalnu matricu B?_(Sl) koristec¢i parove (s;, a;) i (s, B;),

i =0,...,k-d kao interpolacione tacke.
20:  return A'(s) := —A<+,)()A(S)TB,?_(81)(S)
ar (s

21: end if

Napomenimo da u koracima 15-18 azuriramo samo prvih « - d’ matrica B; i brojeva a;, jer
je to dovoljno za korak 24. Ovo vazi zbog Cinjenice da je deg B,ffsl)(s) < (k — 1)d'. Sledeca
teorema pokazuje naéin na koji je mogudée preracunati vrednosti x = k4). Rezultat takvog
preracunavanja je manje vreme izvrSenja petlje u koracima 5-10. Broj tacaka potreban za
interpolaciju a4 i BA®) je (k — 1)d’ i zato ova petlja ima granice 0 i (x — 1)d.

Sledeéa teorema daje drugi nacin za izra¢unavanje vrednosti k4. Dokaz ove teoreme ne¢emo

izvoditi zato Sto se izvodi potpuno isto kao dokaz Teoreme 4.4.3, uz koriséenje Cinjenice da je
rankA = rankA’.

Teorema 4.2.2. Neka je A € R™™. Tada vaZi rankA = k4.
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Koristeé¢i Teoremu 4.2.2 1 deo (b) Teoreme 4.2.1, moZemo najpre da preracunamo vrednosti
k = max{rankA}|i = 0,...,n-d'} (A, = A'(s;)), 1 posle toga u koracima 5-10 da odredimo
a; = ap® i B; = BX% samo za i =0,...,(k — 1) - d'. Tako (kao §to sledi iz analize slozenosti
date u nastavku) ovo poboljsanje ne smanjuje ukupnu slozenost Algoritma 3.3.2, ono je veoma

korisno u praksi. Ova modifikacija je iskoriS¢ena u implementaciji Algoritma 4.2.1.

[zvrsimo sada analizu slozenosti Algoritma 4.2.1. U koracima 5-10 imamo petlju od n-d'+1
ciklusa. U svakom ciklusu ra¢unamo vrednosti a;, B; i k; koriste¢i Algoritam 3.3.2 za konstantnu
matricu A;. Slozenost Algoritma 3.3.2 za konstantne matrice je O(n?). Prema tome, sloZzenost
petlje u koracima 5-10 je O(n® - d'), (d' = deg A’(s)). Petlja u koracima 15-18 (izracunavanje
matrica B;) se izvrSava u vremenu O(n - n? - log(k — ;) = O(n* - log(n - d')), koje je manje
nego slozenost petlje u koracima 5-10. Pretpostavljamo da se stepen matrica racuna u vremenu
O(log(m)) koristec¢i rekurzivne formule A% = (A2 i A2 = (A')?A. Na kraju, sloZenost
poslednjeg koraka (interpolacija) je O(n* - d'*) kada se koristi Newtonov interpolacioni metod.

Prema tome slozenost celog algoritma je O(n* - d'* +n® - d').

Ovako odredena slozenost je bolja (ali ne mnogo) od slozenosti Algoritma 4.2.1 za polinomi-
jalne matrice. Ali, kao sto ¢e biti pokazano u poslednjem odeljku, u praksi je Algoritam 4.2.1
mnogo bolji od Algoritma 3.3.2 posebno za guste matrice. Takode, oba algoritma obi¢no ne

dostizu svoju maksimalnu slozenost, Sto ¢e isto tako biti pokazano u poslednjem odeljku.

), 4A46)

4.2.3 Procena stepena polinoma BZA ;

(

U prethodnom odeljku pomenuta je nejednakost deg Bf ) < j-d. Tui slicne relacije koristili

smo za analizu slozenosti. U praksi, ova granica je retko dostizna jer samo nekoliko elemenata
matrice A’(s) (i drugih matrica) ima maksimalan stepen (jednak d').

Koriste¢i Lemu 4.1.1, moZzemo konstruisati sledeé¢i algoritam za procenu gornje granice D
i DA matrica stepena ngZA () dgAf(S) respektivno, kao i gornje granice d; stepena polinoma
a;(s).

Prema tome, potreban broj interpolacionih tac¢aka za rekonstrukciju polinomijalne matrice
(B),; jednak je (DB) Als)

dok je za rekonstrukciju polinoma a, = potreban broj tacaka jednak
dy.

Rl

4.2.4 Implementacija

Algoritmi 3.3.2, 4.2.11 4.2.2 su implementirani u simbolickom programskom jeziku MATHEMATICA.

Funkcija GeneralInv[A, p] implementira blago modifikovanu verziju Algoritma 3.3.2.

GeneralInv[A_, p_] :=
Module[{e, n, m, t, 1, h, a, A1, B, k, at, Btml, Btm2, AA, ID},
R=A; T=A4A; e =1;
{n, m} = Dimensions[A];
ID = IdentityMatrix[n];
AA = Expand[A.Transpose[Al];
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Algoritam 4.2.2 Procena stepena matrica ng;q(S)(s) i stepena polinoma dg (atA(s)> za datu
matricu A(s), 0 <t <n-d.
Input: Matrica A(s) € R™*™[s]
1. A'(s) = A(s)A(s)T
Stavi (DF); == 0zasvakoi=1,...,n
Stav1 (DB);j:= —cczasvakoi=1,...,n,j=1,...,n,i#j
= dgA’(s)
do =0
fort=1ton do
(DM);j = max{Qu + (DB )ijlk=1,....,n},zai=1,....n,j=1,...,n
dy == max{(D"),|i =1,...,n}
(DB)ii == max{(D{);;,d;} za svako i =1,...,n
(DP)i; = (DM);j za svakoi=1,...n, j =1,...n, i # j.
: end for
. return {DP}ocicp i {diFo<i<n

© XN Wy

== e

B = IdentityMatrix[n]; t = -1; 1 = -1; a = 1;
Btml = B;
For [h = 1, h <= n, h++,
Al = Expand[AA.B];
= Expand[-1/h*Tr[A1]];
If [a =!'= 0, t = h; at = a; Btm2 = B;];
Btml = B;
B = Expand[Al + axID];
If [h == p, Return[{t, Expand[al, Expand([Btm1]}];];
1;

Return[{t, Expand[at], Expand[Btm2]}];
1;

Za ulaznu matricu A € R™ ™ i pozitivan ceo broj p, ova funkcija vraca listu sa elementima
P, a A i BA 1 respektivno, ako je 0 < p < n-d. U suprotnom, funkcija vraca listu sa elementima

k:A, A i B 1~ Funkcija radi za racionalne, polinomijalne i konstantne matrice.

Funkcua DegreeEstimator [A, i, var] implementira Algoritam 4.2.2 i daje gornju granicu

za stepen polinoma aiA(S) i matricu stepena ngZA_(‘f).

DegreeEstimator[A_, i_, var_] :=
Module[{h, j, k, 1, m, d1, d2, Bd, ad, AA, Ad, Btmld, Btm2d, atd, td,
IDd},
{d1, d2} = Dimensions[A];
Ad = MatrixDg[A, var];
Ad = MultiplyDG[Ad, Transpose[Ad]];
Bd = MatrixDg[IdentityMatrix[d1], var];

IDd = Bd; td = -1; 1 = -1; ad = -\[Infinity];
For [h = 1, h <= i, h++,

Ald = MultiplyDG[Ad, Bd];
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ad = Max[Table[A1d[[j, j11, {j, d1}1];

td = h; atd = ad; Btm2d = Bd;

Btmld = Bd;
Bd = Ald;
For [j = 1, j <= d1, j++,
Bdl[[j, jl1 = Max[Bd[[j, jl1, adl;
1;
1;
Return[{atd, Btm2d}];
1

Glavna petlja funkcije DegreeEstimator (u odnosu na promenljive h) implementira korake

6-11 Algoritma 4.2.2. Ova funkcija koristi dve pomoéne funkcije:
e Funkcija MatrixDg[A, var] izracunava matricu stepena ulazne matrice A,

e Funkcija MultiplyDG[Ad,Bd] izracunava gornju granicu matrice stepena za proizvod ma-

trica A i B ¢ije su matrice stepena jednake Ad i Bd.

Obe funkcije su zasnovane na Lemi 4.1.1. Funkcija GeneralInvPoly[A, var] implementira

blagu modifikaciju Algoritma 4.2.1.

GeneralInvPoly[A_, var_] :=
Module[{dg, tg, deg, n, m, x, tm, i, h, p, Ta, TB, Al, a, B, t, at, Btml,
rl, r, deghA, Deg},

{n, m} = Dimensions[A];
degA = MatrixPolyDegree[A, s];
p = n*2xdegh + 1;

x = Tablel[i, {i, 1, p}];
r = 0;

AA = Expand[A.Transpose[Al];

For [h = 1, h <= p, ht+,
rl = MatrixRank[ReplaceAll[AA, var -> x[[h]]]];
If [r1 >r, r = rl1];

1;

tm = -1; tg = 0; p = r*2xdegh + 1;

Ta = Table[0, {i, 1, p}]; TB = Table[0, {i, 1, p}];
For [h = 1, h <= p, ht++,

Al = ReplaceAll[A, var -> x[[h]]];

{t, a, B} = Generallnv[Al, r];

Tal[[h]] = {h, a}; TB[[h]] = {h, B};

1;

{deg, Deg} = DegreeEstimator[A, r, var];
at = SimpleInterpolation[Ta, deg, var];
Btml = AdvMatrixMinInterpolation[TB, Deg, var];
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Return[{Expand[at], Expand[Btm1]}];
1

Ulazni parametar ove funkcije je polinomijalna matrica A(s) (promenljiva je u kodu oznacena
sa var). Prva i druga dimenzija matrice A su jednake n i m, respektivno. Funkcija vraca listu
elemenata k = k4, al® i B,f_(sl). U ovoj implementaciji koristili smo s; = ¢ kao interpolacione
tacke. Sa ovim skupom interpolacionih tacaka, vreme izvrsenja funkcije je najmanje (takode
smo probali s; = —[2] +4, s; = £, itd.). Prva petlja (u odnosu na promenljivu h) izracunava
rang svake od matrica A; = A(s;) (oznacen sa r1) kao i maksimum x ovih rangova (oznacenih
sa r). Druga petlja izra¢unava a; = ait) i B, = B:_(Sf), koristeéi funkciju GeneralInv[A, p]
za konstantnu matricu A(s;) (oznac¢enu u kodu sa Al1). Izra¢unate vrednosti se ¢uvaju u listama

Ta i TB. Posle toga, procenjujemo stepen polinoma af(s)

kao i matricu stepena polinomijalne
matrice B,?fsl) koriste¢i funkciju DegreeEstimator[A, i, var].

Napomenimo na kraju da unutar funkcije GeneralInvPoly koristimo pomoc¢ne funkcije
e SimpleInterpolation[Ta, deg, var],

e AdvMatrixMinInterpolation[TB, Deg, var],

koje interpoliraju polinome ap®) i B:ﬁ) kroz izracunate tacke. Obe funkcije koriste funkciju

InterpolatingPolynomial [T, var] ugradenu u programski paket MATHEMATICA , zasnovanu na

Newtonovom interpolacionom metodu.

Napomena 4.2.1. Kada imamo fiksiran maksimalni stepen polinomijalne matrice koju Zelimo
rekonstruisati interpolacijom, mozZemo da koristimo Lagrangeov metod sa preracunatim koefici-

jentima
H?:O,j;éi(s —5)
H?:O,j;éi(si - 55)

Dalje mozemo da izracunamo interpolacioni polinom kao f(s) = Zg:o fi-Li(s), gde je f(s)

LZ(S> =

bilo a?*®) ili BA®). Vremenska sloZenost ove procedure je O(d?), kao i u slucaju Newtonovog
metoda, gde je d stepen interpolacionog polinoma. U nasem slucaju, ovaj metod je bio nekoliko
puta sporiji jer je ugradena funkcija InterpolatingPolynomial [T, var] mnogo brza od nase

funkcije implementirane u programskom paketu MATHEMATICA .

4.2.5 Rezultati testiranja

Testiratemo implementacije Algoritma 3.3.2 i Algoritma 4.2.1 poboljsanog Algoritmom 4.2.2
na test matricama iz [162] i nekim slucajno generisanim test matricama. U sledecoj tabeli
prikazano je vreme izvrsenja funkcija GeneralInv i GeneralInvPoly na test primerima iz [162].

Sva vremena su u sekundama.
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Matrica | Alg 3.3.2 | Alg 4.2.1
Ss 0.047 0.078
Se 0.391 0.547
S1o 2.015 5.469
Vi 0.078 1.219
Vs 0.593 17.11
H; 0.015 0.032
Hg 0.047 0.187
Hyg 0.5 2.109

Ove matrice su veoma retke, tako da je Algoritam 4.2.1 (funkcija GeneralInvPoly) sporiji od

Algoritma 3.3.2 (funkcija GeneralInv).

Primer 4.2.1. Razmotrimo test matricu V,,(a,b) definisanu slede¢om rekurentnom formulom [162]

[ a b ~{ Va=1(a,b)  Vi—i(a,b)
Vb(aab) - ( b —a ) ) Vn(av b) - < Vn—l(aa b) _ n—l(aa b) N
Oznacimo V,(s) = V,,(s, s). Vaze sledece relacije
V() =on 1 () = pon. 52n+1,
BYn(8) = _on"=2"-1. ), Vi(s) =V, <1> :
o "\ 2ns

Kao §to mozemo da vidimo, samo elementi glavne dijagonale matrice BY»(®) su razli¢iti od nule
.. . . . . . .. .. Vi (s)
i imaju tacno jedan sabirak (samo prvi koeficijent nije nula). s ,
0 <i<2"™—1. Ovo objasnjava los rezultat Algoritma 4.2.1 na test matrici V;(s). Slican zakljucak se

moze izvudi i za ostale test matrice iz prethodne tabele.

Sliécno vazi za sve matrice B

Kao $to ¢e biti pokazano, spars brojevi sp;(A) i spa(A) imaju uticaj na vreme izvrsenja Al-
goritma 3.3.2 i Algoritma 4.2.1. Nasa funkcija RandomMatrix[n, deg, probl, prob2, var]
slucajno generise polinomijalnu matricu A formata n X n u odnosu na promenljivu var ¢iji je
stepen (deg A) jednak deg a dva spars broja (sp;(A) i sp2(A)) su jednaka probil i prob2. U
slede¢im tabelama prikazano je srednje vreme izvrsenja (srednja vrednost vremena izvrsenja
za 10 razlicitih slucajno generisanih test matrica istog tipa) oba algoritma za n = 9,10,11 i

deg A = 3,4,5.

n | degA | Alg 3.3.2 | Alg 4.2.1 n | degA | Alg 3.3.2 | Alg 4.2.1
9 3 3.6376 1.4844 9 3 2.2064 1.1594
9 4 6.1846 2.3528 9 4 4.35 2.1096
9 5 8.6374 3.4846 9 5 6.3814 2.928
10 3 6.2002 2.275 10 3 4.7216 2.0752
10 4 10.0246 3.6346 10 4 6.6312 3.072
10 5} 14.8842 5.425 10 5) 11.6094 4.878
11 3 10.1686 3.3718 11 3 7.8282 3.05
11 4 16.5126 5.4312 11 4 12.797 4.8532
11 ) 24.603 8.116 11 ) 19.869 7.45

sp1(A) = spa(A) =1

sp1(A) = spa(A) = 0.5
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n | degA | Alg 3.3.2 | Alg 4.2.1
9 3 0.8748 0.8126
9 4 1.5968 1.444
9 5 1.4998 1.6374
10 3 1.6032 1.225
10 4 3.2438 2.2688
10 5 4.8218 3.497
11 3 3.4502 2.481
11 4 6.4814 4.1218
11 5 10.4158 6.862

sp1(A) = spa(A) = 0.35

Za guste matrice (sp1(A) = sp2(A) = 1), Algoritam 4.2.1 je mnogo brzi u odnosu na
Algoritam 3.3.2 na svim test primerima. Za sp;(A) = sp2(A) = 0.5 Algoritam 3.3.2 je malo brzi
ali jo§ uvek sporiji nego Algoritam 4.2.1. Napomenimo da matrice B;‘(S)(s) najcesée imaju vece
spars brojeve (osnovne matricne operacije obi¢no poveéavaju spars brojeve), tako da je situacija
slicna kao i u prvom slu¢aju. U treéem slucaju (sp;(A) = spa(A) = 0.35), algoritmi su skoro
jednako brzi (Algoritam 4.2.1 je samo malo brzi u veéini test primera). Za manje spars brojeve
Algoritam 3.3.2 je brzi nego Algoritam 4.2.1. Napomenimo da, kada spars brojevi opadaju
(uz uslov sp = sp1(A) = sp2(A)) vreme izvrsenja Algoritma 3.3.2 opada naglo, Sto nije slucaj
sa Algoritmom 4.2.1, ¢ije vreme izvrSenja opada sporo. Ovo objasnjava Cinjenica da vreme
izvrsenja polinomijalnih operacija u Algoritmu 3.3.2 zavisi od broja nenula koeficijenata, koji
opada linearno sa sp (dok je deg A konstantno). U Algoritmu 4.2.1, vreme izvrsenja interpolacije
zavisi od stepena polinoma koji se interpoliraju, a on opada sporije sa sp.

Razmotrimo sada dva ekstremna slucaja, prikazana u slede¢im tabelama.

n | degA | Alg 3.3.2 | Alg 4.2.1 n | degA | Alg 3.3.2 | Alg 4.2.1
9 3 1.8842 1.0532 9 3 0.1188 0.2968
9 4 3.1 1.7498 9 4 0.1032 0.2656
9 5 4.4876 2.5748 9 5 0.2154 0.4062
10 3 3.2688 1.6282 10 3 0.1908 0.4092
10 4 5.5688 2.7936 10 4 0.331 0.5876
10 5 7.5816 3.8094 10 5 0.4468 0.7814
11 3 5.7592 2.4592 11 3 0.5624 0.6752
11 4 8.8656 3.9622 11 4 0.5594 0.8874
11 5 15.2844 7.0502 11 5 0.7158 1.0718

sp1(A) =1, spa(A) = 0.1 sp1(A) = 0.1, spa(A) =1

U prvoj tabeli, Algoritam 3.3.2 je sporiji od Algoritma 4.2.1. Kad se n i deg A povecavaju,
razlika (odnos) izmedu tih vremena se poveéava. Napomenimo da je vreme izvrsenja Algoritma
4.2.1 u ovom slucaju i u slucaju sp;(A) = spa(A) = 1 skoro isto. Objasnjenje ove ¢injenice je
slicno kao i u prethodnom slucaju. U drugom slucaju, Algoritam 3.3.2 je brzi, i vreme izvrSenja
je znacajno manje nego u prethodnim slucajevima. Ovde imamo mali ukupan broj nenula

koeficijenata u svim elementima matrice A.
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4.3 Izracunavanje Drazinovog inverza polinomijalnih ma-
trica interpolacijom

U ovom poglavlju konstruisa¢emo interpolacioni metod za izracunavanje Drazinovog inverza
date polinomijalne matrice. Ovaj metod je zasnovan na Leverrier-Faddeevom metodu za
izracunavanje Drazinovog inverza, koji je uveden u odeljku 3.3.3. Interpolacioni metod je
poboljsan koris¢éenjem metoda za procenu matrica stepena. Algoritmi su implementirani i te-
stirani u simbolickom paketu MATHEMATICA.

Rezultati sadrzani u ovom poglavlju su originalni i preuzeti iz naseg rada [103]. Kao i u
prethodnom, i u ovom poglavlju bavi¢emo se polinomijalnim matricama sa realnim koeficijen-

tima.

4.3.1 Leverrier-Faddeev metod za izracunavanje Drazinovog inverza
polinomijalnih matrica

U ovom odeljku, bi¢e prikazana analiza slozenosti Algoritma 3.3.3 za polinomijalne matrice.

Radi jednostavnije notacije, redefinisa¢emo vrednosti k%, a! i B* date Definicijom 4.2.1.

A

Definicija 4.3.1. Oznacimo sa k?, t4, a?* i B#* vrednosti k, t, a; i B;, respektivno, u Algo-

ritmu 3.3.3 kada je njegov ulaz polinomijalna ili konstantna matrica A. Takode, koristicemo

A

jednostavnije oznake a® = afA i BA = Bia_y-

Do kraja ovog poglavlja pretpostaviéemo da su ove vrednosti odredene saglasno Definiciji
4.3.1. Sledec¢a lema moze lako da se dokaze matematickom indukcijom, i bi¢e veoma korisna u

daljim razmatranjima.

Lema 4.3.1. Neka je A € C"*™ konstantna, racionalna ili polinomijalna matrica. Tada vaZi

(a) BA., =0 zasvakoi=0,...,n—t4—1,

tA+i
(b) B/?A—H—l = At (ABA + aA]n) za svako i =1,... t4 — k4,
(c) aﬁ‘+i =0 za svako i = 0,...,n —t ili ekvivalentno k4 < t4.

(d) Ako je A = A(s) € R[s]"™*" tada vazi deg B;(s) < i-deg A(s) i dga;(s) < i-degA(s) za

svako 1 =0,...,n.

Sada ¢emo pristupiti analizi sluzenosti Algoritma 3.3.3 kada je ulazna matrica polinomijalna
A(s) € R[s]™ ™.

U koraku 5 treba da pomnozimo dve matrice reda n x n. Ovo mnozZenje se vrsi u vre-
menu O(n?) kada je A konstantna matrica, ali kada je A polinomijalna matrica, odgovarajuc¢a
slozenost je O (n® - deg A(s) - deg Bj_1(s)). Ako oznac¢imo d = deg A(s), tada u saglasnosti sa
delom (d) Leme 4.3.1, vreme potrebno za izvrsenje koraka 5 je O(n? - j - d?). Sli¢no, moze da

se pokaze da je vreme potrebno za korak 6 kao i za korak 7 jednako O(n - j - d). Ovo je znatno
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manje od vremena izvrSenja koraka 5, tako da je ukupno vreme izvrsenja koraka 5-7, u j-tom

ciklusu petlje jednako O(n? - j - d*). Ukupna sloZenost for petlje u koracima 4-8 je

O (i n.j- d2> =0O(n° - d?%) (4.4)

Razmotrimo sada slozenost ostatka Algoritma 3.3.3. Vreme izvrsenja koraka 9 je O(n?-d), dok

je za korak 10 to vreme jednako

O(nQ-zn:j-d> = O(n*-d).

U koraku 12 treba nadi k-ti i k+ 1-vi stepen matrica A(s) i B;_1(s) respektivno. Slozenost ovog
koraka je manja od (4.4). Prema tome, ukupno vreme izvrsenja (slozenost) Algoritma 3.3.3
kada je primenjen na polinomijalnu matricu je O(n® - d?). U praksi, slozenost Algoritma 3.3.3
je manja od (4.4) (nemaju svi elementi matrica B;(s), A;(s) i A(s) maksimalan stepen).

Za retke ulazne matrice A(s), modifikacija Algoritma 3.3.3 data je u radu Stanimirovica i
Tasic¢a [134]. Umesto ovih metoda, interpolacioni metod, izlozen u ovom poglavlju je pogodan

kako za guste tako i za retke matrice.

4.3.2 Glavna teorema i interpolacioni algoritam

Slicno kao u predhodnom poglavlju i ovde dajemo teoremu koja odreduje dovoljan broj inter-

polacionih tacaka za izracunavanje vrednosti k4), t4() i rekonstrukciju polinoma BA®) ¢4,

Teorema 4.3.2. Neka je A(s) € R[s]™", d = deg A(s), 7 = t®) i k = KA. Neka su s;,

1=0,...,n-d medusobno razliciti realni brojevi. Tada vaZe sledeca tvrdenja:

(a) Ako oznacimo f(j) = max{tA)

broj koji zadovoljava T = f(7), i takode vazi T = f(n).

i=0,...,7-d} zaj=1,...,n, tada je T je jedinstven

(b) x =max{k)|i=0,...,7-d}.

(c) Polinomijalna matrica BA® i polinom a*®) mogu da se izracunaju koristeéi skup kon-
stantnih matrica BA®) i vrednosti a**?) respektivno, za i =0,...,k-d.
Dokaz.

(a) Iz Leme 4.3.1 imamo BZA(S) =0 < i> 0,

Najpre ¢emo dokazati da je f(j) < 7 za svako j = 1,...,n. Pretpostavimo da je f(jo) > 7
zaneko jo € {1,...,n}. Posto postoji 0 < iy < d takvo da je t4(50) = f(jy) i posto je t4G0) > 7,
vazi Bf(s)(sio) = A(S’O # 0. Odavde sledi B # 0, sto je kontradikcija. Posto je 0 < 7 < n,
imamo f(7) < 7.

Dokazimo sada suprotnu nejednakost. Pretpostavimo da je t' = f(7) < 7. Tada iz t' > t4(s)
imamo B " (s;) = B! =0zai=0,...,td. Iz Leme 4.3.1 imamo deg B ®) < t'-d < t'-d+1,



110 Glava 4. Generalisani inverzi racionalnih i polinomijalnih matrica i primene

(&) = 0, Sto je kontradikcija sa definicijom broja 7.

tako da mozemo da zakljuc¢imo da je Bf,‘
Prema tome, f(7) = 7.

Dalje u ovom delu dokaza, pokaza¢emo da f ima jedinstvenu fiksnu tacku. Drugim recima
potrebno je dokazati da ako ako za bilo koje 1 < tg < n vazi ty = f(ty), onda je tg = 7. Iz
definicije t, imamo da je t; > t4¢) za svako i = 0,...,ty - d. Takode iz definicije t4(?) i iz
Leme 4.3.1 imamo BtAO(S)(si) = B;g(si) =0,7=0,...ty-d. Ponovo, iz Leme 4.3.1 dobijamo da

s) *) — 0. Ovim dokazujemo da je

vazi deg B;g( < to-d, tako da mozemo da zakljuc¢imo da je Bfé
T < to. Tvrdenje to = f(ty) < 7 smo ve¢ dokazali. Ovim smo kompletirali dokaz da je ty = 7.
Posto je f(j) < 7, za svako j = 1,...,n, odmah zakljuéujemo da vazi 7 > f(n). Iz definicije
f,imamo f(i) > f(j) zai¢ > j. Tadaiz 7 > f(n) > f(7) > 7 sledi 7 = f(n) = f(7).

(b) Neka je k' = max{k4()

Pretpostavi¢emo da je af(s)(

i=0,...,7-d}. Pokazatemo da je k' = k.

si) = 0 za svako i = 0,...,7 - d. Saglasno Lemi 4.3.1, stepen
polinoma as”(s) je ogranicen sa - d. Poito je & -d < 7 - d, imamo a’:(s)(s) = 0, §to je u

kontradikciji sa definicijom broja x. Prema tome vazi

(Fip < 7 - d)(an " = ) (s;,) #0),

odakle sledi k < kAGio) < k7.

Sa druge strane, iz definicije x imamo a,fi?(s) = 0 zasvako t = 1,...n — k. Posto je
jednakost affj") = afi‘?(si) = 0 zadovoljena za svako i = 0,...,7 - d, moze da se zakljuci da je
affji) = 0. Ovo znaéi da je k4¢) < k za svako i = 0,...,7 -d, odnosno k' < k. Na taj nacin je

kompletiran ovaj deo dokaza.

(c) Iz Leme 4.3.1, za svako i = 0,. ..,k - d imamo

A(Si)ﬁ—kz‘l(si)—l (A(Sz)BA(SZ) 4 aA(si)[n) . K> K
BAG), K= K;

k—1

BA(S)(Si> _ BA(si) _ {

A(sq) A(si) —
0, EAGD < k.

Sada znamo vrednosti polinoma BA®) i a4() u k- d + 1 razlicitih tacaka. Posle jos jedne

primene Leme 4.3.1, dokazujemo i deo pod (c). O

Prethodna teorema daje glavnu ideju za sledeci interpolacioni algoritam. Prvo se biraju

razli¢iti realni brojevi s;, i = 0,...,n - d, i nalaze 7 = t1®) i k = k) iz tvrdenja (a) i (b)

Teoreme 4.3.2. Dalje se racunaju vrednosti B?g") i af) ga i = 0,...,k - d koristeéi deo (c)

Leme 4.3.1, i racuna polinomijalna matrica B:_(sl) i polinom al®

metodom interpolacije. Na
kraju se racuna Drazinov inverz koriste¢i korak 12 Algoritma 3.3.3.

Izvrsavanjem prethodno navedenih koraka dolazimo do Algoritma 4.3.1.



4.3 Izracunavanje Drazinovog inverza polinomijalnih matrica interpolacijom 111

Algoritam 4.3.1 Interpolacioni algoritam za izracunavanje Drazinovog inverza date polinomi-
jalne matrice A(s).
Input: Matrica A(s) € R[s]™*"

1 d:=deg A(s)

2:d :=n-d
Odrediti razlicite realne brojeve sg, s1,--- ,S¢ € R
1:=—1
T:=—1
repeat

1i=1+1

A; = A(sy)

Primeniti Algoritam 3.3.3 na ulaznu matricu A;, bez izvrsavanja koraka return (korak

100 Ky o= kA
11 1=t
12. Bl := B
13: a;:=al

14: 7 :=max{r, 7}

15: until (i = 7d) ili (i = d')

16: k:=max{k; |i=0,...,7-d}
17: if kK =0 then

18:  return AP(s):=0

19: else
20 fori=0tok-ddo
A?f’”fl (A;B!+all,), K>k
21: Bz = p
B; K = K;
0, K>~k
22: a; = ,
a,, K=k

23:  end for

24:  Interpolirati polinom a(s) i polinomijalnu matricu B,_1(s) koristeéi parove (s;,a;) i
(si, Bi), i1 =0,...,k-d kao interpolacione tacke.

25:  return AP(s) := (—=1)""la,.(s) " A(s) Be_1(s) !

26: end if
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Izvrsi¢emo analizu slozenosti Algoritma 4.3.1. Prvo, imamo petlju koja se ponavlja x-d+ 1
puta (koraci 6-15). U svakom ciklusu izra¢unavamo vrednosti a;, B;, ; 1 7; koriste¢i Algoritam
3.3.3 za konstantne matrice A;. Slozenost Algoritma 3.3.3 za konstantne matrice je O(n?).
Prema tome, slozenost petlje u koracima 6-15 je O(n*-d') = O(n®-d) (d = deg A(s)). Slozenost
petlje u koracima 20-23 je O(nd-n3-log(k — k;)) = O(n* -log(n - d)), $to je manje od sloZenosti
petlje u koracima 6-15. Pretpostavljamo da se stepen matrice ra¢una u vremenu O(log(m))
koriste¢i rekurzivne formule A% = (A% i A2 = (AH2A. Ove formule se takode koriste u
koraku 25. Na kraju, slozenost koraka 24 (interpolacija) je O(n?-d’?) = O(n*-d?), kada se koristi
Newtonov interpolacioni metod. Prema tome, slozenost celog algoritma je O(n* - d* + n’® - d).

Dobijena slozenost je bolja (ali ne mnogo) nego slozenost Algoritma 3.3.3 za polinomijalne
matrice. Ali kako $to ¢emo pokazati u zadnjem odeljku, u praksi je Algoritam 4.3.1 mnogo bolji
nego Algoritam 3.3.3, posebno za guste matrice. Takode treba napomenuti da oba algoritma
obi¢no ne dostizu svoju maksimalnu slozenost.

Slicnim razmatranjem kao u odeljku 4.2.3, ovde takode mozemo da konstruisemo algoritam

)

. . .. . A(s) - . A(s) .
procene matrica stepena za polinomijalne matrice B, (=) polinome a; (S), 1=20,...,nd.

Algoritam 4.3.2 Procena stepena matrica ngf(s)(s) i stepena polinoma dg (a?(s)> za datu
matricu A(s), 0 <t <n-d.
Input: Matrica A(s) € R™"[s]

1: Stavi (DF);; :=0zasvako alli=1,...,n

2: Stavi (DF);; .= —cc zasvakoi=1,...,n,j=1,...,n, i #j

30 Q= dgA(s)

4: dy:=0

5: for t =1 ton do

6: (DM)ij = max{Qu + (DE i lk=1,...,n},zai=1,....,n,5=1,....n
7. dyi=max{(D{),;|i=1,...,n}

8:  (DP)y := max{(Dj");;,d;} za svakoi=1,...,n

9:  (DP)i; == (D{");; zasvakoalli=1,...n,j=1,...n, i # j.

end for
. return {DP}oci<p i {diFo<i<n

==
—= O

Napomenimo jo$ jednom, §to je to uradjeno u odeljku 4.2.3, da je potreban broj interpo-

lacionih tacaka za rekonstrukciju polinomijalne matrice (BZA(S) )i; jednak (DP);; a za polinom

a je d;.

4.3.3 Implementacija

Algoritmi 3.3.3, 4.3.1 1 4.3.2 su implementirani u simbolickom programskom jeziku MATHEMATICA.

Funkcija GeneralInvDrazin[A] implementira Algoritam 3.3.3.

GenerallInvDrazin[A_] :=
Module[{e, n, m, t, 1, h, a, A1, B, k, at, Btml, Btm2, AA, ID, av, Bv,
vkk},
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{n, m} = Dimensions[A];
ID = IdentityMatrix[n];
B = IdentityMatrix[n]; k
at = 0; Btm2 = 0%*B;
Btml = B;
For [h = 1, h <= n, h++,
Al = Expand[A.B];
a = Expand[-1/h*Tr[A1]];
If [a =!= 0, k = h; at = a; Btm2
Btml = B;
B = Expand[Al + axID];
If [B === OxIdentityMatrix[n], t = h; Break[];];
1
Return[{k, t, Expand[at], Expand[Btm2]}];
1;

1]
o
'_l

1

|
-
)

1]
-
ot

1
=

B;1;

Kada je na ulazu konstantna, polinomijalna ili racionalna matrica A formata n x n, funkcija
vraca listu sa elementima k4, t4, a? i B4 respektivno. Funkcija radi kako za polinomne tako i

za konstantne matrice.

Funkcija DegreeEstimatorDrazin[A, i, var] implementira Algoritam 4.3.2 i procenjuje

(daje gornju granicu za) stepen polinoma a?(s) 1 matricu stepena matrice BiA_(f).

DegreeEstimatorDrazin[A_, i_, var_] :=
Module[{h, j, k, 1, m, d1, d2, Bd, ad, AA, Ad, Btmld, Btm2d, atd, td,
IDd},
{d1, d2} = Dimensions[A];
Ad = MatrixDgl[A, var];
Ad = MultiplyDG[Ad, Transposel[Ad]];
Bd = MatrixDg[IdentityMatrix[d1], var];

IDd = Bd; td = -1; 1 = -1; ad = -\[Infinity];
For [h = 1, h <= i, h++,

Ald = MultiplyDG[Ad, Bd];
ad = Max[Table[A1d[[j, j11, {j, d1}1];

td = h; atd = ad; Btm2d = Bd;

Btmld = Bd;
Bd = Ald;
For [j =1, j <= 41, j++,
Bdl[[j, jl1 = Max[Bd[[j, jl1, adl;
1
1;
Return[{atd, Btm2d}];
1

Glavna petlja u ovoj funkeciji (u odnosu na promenljivu h) implementira korake 5-10 Al-
goritma 4.3.1. Pomoc¢ne funkcije MatrixDg[A, var] i MultiplyDG[Ad,Bd] za izracunavanje

matrice stepena matrice dgA(s) i njegove gornje granice, respektivno, takode su ovde korigéene.

Funkcija GeneralInvDrazinPoly[A, var] implementira Algoritam 4.3.1.



114 Glava 4. Generalisani inverzi racionalnih i polinomijalnih matrica i primene

GeneralInvDrazinPoly[A_, var_] :=
Module[{AA, dg, tg, deg, n, m, x, tm, i, h, p, Ta, TB, Al, a, B, t, at,
Btml1, k1, k, degA, Deg, k2, t1, nl, Tk},
{n, m} = Dimensions[A];
degh = MatrixPolyDegree[A, s];
p = n*xdeghA + 1;

x = Table[i, {i, 1, p}];

t =-1; k = -1; nl = n*degh + 1;
Ta = Table[0, {i, 1, n1}]; TB = Ta; Tk = Ta;
For [h = 1, h <= nl, h++,
Al = ReplaceAll[A, var -> x[[h]l]];
{k1, t1, a, B} = GenerallnvDrazin[A1];
Tk[[h]] = ki1;
If [t1 > t, t = t1]; If [k1 > k, k = k1]; p = kxdegh + 1;
If [h > tixdegh + 1, Break[]];
Tal[hl]l = {x[[h]l], a}; TBL[h]] = {x[[hl]l, B};
1

If [k == 0, Return[{0, t, O, 0*B}]];
For [h = 1, h <= p, h++,
If[Tk[[h]] < k,
Al = ReplaceAll[A, var -> x[[h]]];
B = A1.TB[[h, 2]] + Tal[[h, 2]]*IdentityMatrix[n];
TB[[h, 2]] = MatrixPower[Al, k - 1 - Tk([[h]]].B;
Tal[[h, 2]] = 0;
1;
1

{deg, Deg} = DegreeEstimatorDrazin[A, k, var];
at = DeXSimpleInterpolation[Ta, deg, var];
Btml = AdvMatrixMinInterpolation[TB, Deg, var];

Return[{k, t, Expand[at], Expand[Btm1]}];
1;

Ulazni parametar ove funkcije je polinomijalna matrica A(s) formata n X n (promenljiva s
je u kodu oznacena sa var) dok je izlaz lista sa elementima x = EAG) 7 = A, a?(s) i B:‘ESI)
(k1, t1, a i B u kodu).

Najbolji izbor (saglasno vremenu izvrsenja) interpolacionih tacaka je s; = i, §to je isto kao
u odeljku 4.3.3. Ovde je takode probano i s; = —[5] 41, s; = %, itd. Vrednosti x;, 75, a; 1 B; se
racunaju primenom Algoritma 4.3.1 (funkcija GeneralInvDrazin[A]) za konstantnu matricu
A(s;) (oznacenu sa Al). Ove vrednosti se ¢uvaju u listama Ta i TB. Posle toga, gornje granice

( A(s) .

. A . . . . . ,e ..
stepena polinoma ay *) kao i matrice stepena matrice B, se procenjuju koriste¢i funkciju

DegreeEstimatorDrazin[A, n, var].

Pomoé¢ne funkcije

e SimpleInterpolation[Ta, deg, var],
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e AdvMatrixMinInterpolation[TB, Deg, var],

opisane u odeljku 4.2.4 su takode koriS¢ene u funkciji GeneralInvDrazinPoly. Napomenimo
() 5 pAs)
iB

jos jedanput da ove funkcije vrSe interpolaciju polinoma ai 1)

respektivno, i da su

zasnovane na Newtonovom interpolacionom metodu.

4.3.4 Rezultati testiranja

Testiratemo implementacije Algoritma 3.3.3 1 Algoritma 4.3.1, poboljsane Algoritmom 4.3.2 na
test primerima iz [162] i nekim slu¢ajno generisanim test matricama.

U slede¢oj tabeli prikazano je vreme izvrsenja funkcija GeneralInvDrazin (zasnovane na
Algoritmu 3.3.3) i GeneralInvDrazinPoly (zasnovane na Algoritmu 4.3.1) primenjenih na test

primerima iz [162].

Matrica | Alg 3.3.3 | Alg 4.3.1
Vs 0.015 0.015
Vs 0.032 0.078
Vi 0.218 1.047
Ss 0.093 0.188
S1o 0.875 1.594
S5 3.687 6.688
Sa0 10.86 22.37

Ove matrice su veoma retke, tako da je Algoritam 4.3.1 (GeneralInvDrazinPoly) sporiji od
Algoritma 3.3.3 (GeneralInvDrazin).

Primer 4.3.1. Razmotrimo test matricu S, (t) formata (2n + 1) x (2n + 1) iz [162]:

[ 1+t ¢ t et R
t =14t ot -t t t
t t =14t -t
Sat)=| + A
e =14t
t t £ et =14t ot
1+t ot et t 14t

Vaze sledece relacije

kS ® = op 5 —9p 41 50 = (—1)". 2

2nt —t t - t —t —1—(2n—1)t ]
-t 24+2t —2t e —2t 2t —t
t -2t =242t ... 2t —2t t
BSn(t) — . . . - . . .
t —2t 2t e =242t =2t t
t 2t —2t ce —2t 242t -t
| —1-(@n-1)t —t —t et —t Int ]

Kao §to se vidi, samo 2n + 3 elemenata matrice B°»() ima sve nenula koeficijente dok drugi
elementi imaju samo jedan. To je razlog zbog koga je na$ algoritam sporiji nego Algoritam 3.3.3 kada
se primene na test matrice Sy, ().
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Srednje vreme izvrSenja (srednje potrebno vreme u sekundama za 10 razlicitih sluc¢ajno

generisanih test matrica istog tipa) za oba algoritma je prikazano u sledeé¢im tabelama.

deg A | Alg 3.3.3 | Alg 4.3.1 deg A | Alg 3.3.3 | Alg 4.3.1
) 4.475 1.7188 ) 2.615 1.625
6 6.0092 2.3158 6 3.604 2.182
7 7.6874 2.9034 7 4.407 2.765
8 9.5314 3.6876 8 5.447 3.479
9 11.85 4.5624 9 7.020 4.318
10 14.1814 5.4844 10 7.995 5.208
11 16.5938 6.5156 11 9.370 6.182
12 19.516 7.6904 12 10.510 7.234
13 22.5784 8.9282 13 12.844 8.489
14 26.0284 10.3498 14 14.161 9.791
15 29.6314 11.9126 15 15.937 11.197

sp1(A) = spa(A) =1
n =10, rankA = 10

sp1(A) = spa(A) = 0.7
n = 10, rankA = 10

Za guste matrice (sp1(A) = sp2(A) = 1), Algoritam 4.3.1 je mnogo brzi u odnosu na
Algoritam 3.3.3, na svim test primerima. Za sp;(A) = spa(A) = 0.7, Algoritam 3.3.3 je malo
brzi, ali jos uvek sporiji nego Algoritam 4.3.1.

U sledece dve tabele prikazana su vremena izvrSenja algoritama za retke matrice (sp;(A) =

sp2(A) = 0.5) kao i za guste matrice sa malim rangom.

deg A | Alg 3.3.3 | Alg 4.3.1 deg A | Alg 3.3.3 | Alg 4.3.1
5 1.526 1.505 5 1.1686 0.5436
6 1.890 1.974 6 1.531 0.6998
7 2.234 2.448 7 1.9562 0.8938
8 3.005 3.192 8 2.4656 1.0626
9 3.640 3.937 9 2.9282 1.2314
10 4.099 4.604 10 3.428 1.4158
11 4.849 5.520 11 4.0438 1.6282
12 5.276 6.255 12 4.6596 1.8656
13 6.437 8.463 13 5.3094 2.1094
14 7.953 8.958 14 6.0496 2.375
15 9.448 10.505 15 6.772 2.6468

sp1(A) = spa(A) = 0.5
n = 10, rankA = 10

sp1(A) = spa(A) =1
n = 10, rankA =3

Iz prve tabele moze da se zakljuci da je Algorithm 3.3.3 brzi za retke matrice. Slucaj
sp1(A) = spa(A) = 0.5 je skoro komplementaran slucaju sp;(A) = spa(A) = 0.7. Prema tome
za matrice sa jednakim spars brojevima (sp = sp1(A) = sp2(A)), grani¢na vrednost spars broja
kada su algoritmi jednako brzi je aproksimativno 0.6. Napomenimo da kada spars brojevi
opadaju (uz uslov sp = spi(A) = spa(A)) vreme izvrsenja Algoritma 3.3.3 opada naglo, §to

nije slucaj sa Algoritmom 4.3.1 (¢ije vreme izvrsenja opada sporo). Ovo moze da se objasni
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¢injenicom da vreme izvrsenja osnovnih operacija sa polinomima u Algoritmu 3.3.3 zavisi od
broja nenula koeficijenata, koji opada linearno sa sp (kada je deg A konstantno). U Algoritmu
4.3.1, vreme izvrsenja interpolacije zavisi od stepena polinoma koji ¢e biti interpolirani, i ono
opada sporije sa sp.

Druga tabela pokazuje da rang matrice A ima veliki uticaj na vreme izvrsenja oba algoritma.
Algoritam 4.3.1 je takode brzi nego Algoritam 3.3.3 za matrice sa malim rangom.

Razmotrimo sada dva slucaja kada spars brojevi nisu jednaki.

deg A | Alg 3.3.3 | Alg 4.3.1

5 0.404 1.277 n | Alg 3.3.3 | Alg 4.3.1

10 0.658 2.501 5 0.398 0.347

15 0.794 3.375 6 1.027 0.699

sp1(A) = 0.1, spa(A) =1 7 2.257 1.312

n =10, rankA < 10 8 4.582 2.210

9 8.437 3.601

deg A | Alg 3.3.3 | Alg 4.3.1 10 | 14.656 5.593

5} 1.166 1.276 11 23.750 8.425

7 1.781 2.229 12| 37.499 12.030
10 3.150 1182 spr(A) = 1, spa(A) = 1

sp1(A) =1, spa(A) = 0.1
n =10, rankA < 10

deg A =10, rankA =n

Kada je jedan od spars brojeva mali, Algoritam 3.3.3 je takode brzi nego Algoritam 4.3.1.
Napomenimo da se vreme izvrSenja Algoritma 3.3.3 naglo smanjuje kada je neki od brojeva
sp1(A) ili sp2(A) mali. U slucaju interpolacije (Algoritam 4.3.1) spa(A) skoro da ne utice na
vreme izvrSenja, Sto nije slucaj sa sp;(A). Kada je broj spi(A) mali, stepen matrice dgA(s)
ima veliki broj elemenata jednakih —oco. Takode, isto vazi za izlaznu matricu Algoritma 4.3.2
(funkcija DegreeEstimatorDrazin[A, i, var]). Ovo ubrzava proces interpolacije matrice
(funkcija AdvMatrixMinInterpolation[TB, Deg, var]).

U poslednjoj tabeli prikazano je vreme izvrSenja za oba algoritma zan = 5, ..., 12. Koristeci
linearnu interpolaciju u log-log skali odredujemo aproksimativne slozenosti: O(n®1?) i O(n*%)
za Algoritam 3.3.3 1 Algoritam 4.3.1, respektivno. Ovo potvrduje ispravnost teorijski odredenih
slozenosti. Takode, koristi¢emo slican postupak za procenu slozenosti kao funkcije od d = deg A.
Sve tabele daju priblizno jednake slozenosti O(d'") za oba algoritma. Ovim se takode potvrduju
teorijski odredene slozenosti. Na kraju ovog odeljka ponovo navodimo krajnje izraze za slozenost
Algoritma 3.3.3 i Algoritma 4.3.1: O(n® - d*) i O(n* - d?) respektivno.

4.4 Interpolacioni metod za racunanje razlicitih gener-

alisanih inverza polinomijalnih matrica

U ovom poglavlju nastavi¢emo izlaganje iz prethodna dva poglavlja konstruisanjem algoritma

za izracunavanje razlic¢itih generalisanih inverza date polinomijalne matrice, na osnovu metoda
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Leverrier-Faddeeva. Ovaj algoritam je zasnovan na konac¢nom algoritmu za izracunavanje gen-
eralisanih inverza date polinomijalne matrice, koji je uveden u [134]. Na osnovu sli¢ne ideje,
bi¢e uvedeni metodi za izracunavanje ranga i indeksa polinomijalne matrice. Svi algoritmi su
implementirani u simbolickom programskom jeziku MATHEMATICA, i testirani na vise razlic¢itih
klasa test primera.

Ovo poglavlje predstavlja nase originalne rezultate i zasnovano je na nasem radu [102]. Kao
i u prethodna dva poglavlja, pretpostavi¢cemo da su elementi matrice A polinomi sa realnim

koeficijentima.

4.4.1 Generalisani metod Leverrier-Faddeevog tipa za polinomijalne
matrice

Kao i prethodna dva poglavlja i ovo poglavlje pocinje analizom slozenosti Algoritma 3.3.4 kada
su ulazne matrice R i T polinomijalne matrice, tj. kada je R(s),T(s) € R"*™[s]. Da bi uprostili

notaciju uvesé¢emo sledece oznake.

Definicija 4.4.1. Neka su k™7, a" i B®" | wrednosti k, a; i B; respektivno, za i =0,...,n
kada su ulazni parametri Algom'tma 3.3.4 matrice R i T (bilo polinomijalne, bilo konstantne).

< RT
Takode, oznacimo a™' = akRT i BRT = B ir -

Predhodna deﬁnicija je slicna sa Definicijom 4.2.1 i Definicijom 4.3.1. Slede¢a lema pokazuje

RT
osnovna svojstva a iB,"

Lema 4.4.1. Neka su R i T konstantne ili polinomijalne n x m matrice. Oznacimo A’ = TRT.

Tada vazi:

(a) B,fRi[;H L= (AT (A'BET +a®T],) za svei=1,...,n— k"7,

(b) ako su R = R(s) i T = T(s) polinomijalne matrice, tada takode vazi deg BR(S) T(S)(s) <
'-d’zdga (S)(s)§2’-d’zasvakoz:0,1,...,

Sada ¢emo izloziti analizu slozenosti Algoritma 3.3.4. Postupak je slican kao i u slucaju
Algoritma 3.3.2 i Algoritma 3.3.3. Zbog toga ne¢emo i¢i dublje u detalje.

Neka je A'(s) = T(s)R(s)T i d = deg A'(s). Telo petlje u koracima 4-8 ima slozenost
O(n? - id - d') u i-tom prolasku kroz petlju, ako pretpostavimo da je slozenost mnozenja dve

matrice O(n?). Prema tome, ukupna sloZenost petlje u koracima 4-8 je

@ <n3d'2 Zz) =0(n®-d?). (4.5)
i=1
Slozenost ostalih koraka je znatno niza tako da izraz (4.5) daje ukupnu slozenost Algoritma
3.3.4 kada su ulazne matrice R i T" polinomijalne. U praksi je vreme izvrSenja Algoritma 3.3.2
nesto manje (nemaju svi elementi matrica B;(s), A;(s) 1 A’(s) maksimalan stepen), ali je ipak

dosta veliko.
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4.4.2 Glavna teorema i interpolacioni algoritam

U slede¢oj teoremi odredi¢emo dovoljan broj interpolacionih tac¢aka za ra¢unanje vrednosti

$).T( R(s)T(s)_

ET():RG)  polinomijalne matrice BEE):T() § polinoma a

Teorema 4.4.2. Neka je T(s), R(s) € R[s]™™, A'(s) = T(s)R(s)", k = kA i d' = deg A'(s).

Vaze sledeca turdjenja:
(a) Neka su s;, i =0,...,n-d medusobno razli¢iti realni brojevi. Tada je

ke = max{kf T

i=0,...,n-d}.

(b) Polinomijalna matrica BF)T) 4 polinom a®*)T) mogu da se rekonstruisu koristeci
skup vrednosti BRSO T(s:) ¢ qRfs). () = ERETE) g
Dokaz.
(a) Neka su s;, i = 0,...,n-d medusobno razliciti realni brojevi i &' = max{k®=)-T(s) | § =
0,...,n-deg A'(s)}. Pokaza¢emo da je k' = k.
Pretpostavimo da je af(s)’T(s)(si) =0zasvei=0,...,n-d. Prema Algoritmu 3.3.4, stepen
polinoma af(s)’T(s)(s) ogranicen je sa k- d'. Posto je k-d < n-d, imamo af(s)’T(S)(s) =0, Sto

je u kontradikciji sa definicijom x. Tada vazi
(3’&0 S TL) (af(sio)vT(sio) _ af(sio)vT(siO)(Sio) 7& 0)7

odakle sledi k < k(i) T(si0) < |/

S druge strane, iz definicije x imamo aff)’T(S)(s) =0zasvet=1,...,n— k. Posto je
jednakost a7 T — (FETE) (o) — 0 zadovoljena za sve i = 0,. .., n - d’, moze da se zakljuéi
da je afft")’T(si) = 0. Prema tome, k)T < o vazizasve i = 0,...,n-d', i dobijamo k' < k.

Ovim je zavrsen deo dokaza pod (a).
(b) Oznac¢imo B, = BEE)TE) § of = ¢fis:):T(s) " Lako moze da se pokaze da se vrednosti

BEETE) (5,) 1 af)T() (5;) mogu izracunati koristeéi sledeée relacije

Al(s;)imi1 (A(s;) Bl + all,), k> Ky

Kk—1
B, K= K;

BR(S)7T(S)(SZ‘) — BR(Si)vT(si) — {

/ —
aR(s),T(s) (51) _ a;, K;i =K,
0, K; <.

Sada znamo vrednosti polinoma BE)T() § gf()T() y k. d' + 1 razlicitih tacaka. Iz
deg BRI < (k—1)-d' i dga®*) 7)) < k-d sledi da polinomi BEE)T() § gfi#)T() mogu da se
rekonstruisu iz skupa tacaka B)T() (5;) i af)TG)(s)) (i = 0,. .., k-d') koristedi interpolaciju.
0

Teorema 4.4.2 daje glavnu ideju za konstrukciju interpolacionog metoda koji je realizovan

Algoritmom 4.4.1.
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Algoritam 4.4.1 Interpolacioni algoritam Leverrier-Faddeevog tipa za izracunavanje razlicitih
generalisanih inverza
Input: Matrice R(s),T(s) € R[s]"*™ i pozitivni celi brojevi e € N.

1. A(s) :=T(s)R(s)"

2: d' = deg A'(s)
Odredi razlicite realne brojeve sq, S1, ..., S € R
fori:=0ton-d do

Primeni Algoritam 3.3.4 na ulazne matrice R(s;) 1 T'(s;), bez izvrSavanja koraka return

(korak 10).
Ri ‘= k}Ri’Ti

© 00 N O
~ &
I
o
=
5

: end for
10: k:=max{kr;|1=0,...,n-d}
11: if kK =0 then
122 return X.(s) =0
13: else
14: fori:=0tok-d do
15: Al = Al(sy)

AR AIBE v allL), k> R

= , 3
B, K= K;

16: B; -

, 0, K>~k
a;, R = R;
18:  end for
19:  Interpoliraj polinom a i polinomijalnu matricu B#)7() koristeéi parove (s;, a;) i
(si,B;),1=0,...,k-d kao interpolacione tacke.
20:  return X,.(s) := (—1)%a(s) °R(s)T By_1(s)®
21: end if

R(s),T(s)
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Treba napomenuti da se interpolacija matrice u koraku 24 izvrsava interpolirajuc¢i svaki
element <Bf_(81)’T(S)> sa vrednostima (B;),, zai=0,...,k-d.

U koracima 15—2?]:? azuriramo samo prvih - d’ matrica B; i brojeva a;, jer je to dovoljno za
korak 24.

Sada ¢emo izvrsiti analizu slozenosti Algoritma 4.4.1. Prvo, imamo petlju od d + 1 ciklusa
u koracima 5-10. U svakom ciklusu, vrednosti a;, B; i k; se racunaju koristeéi Algoritam 3.3.4
za konstantne matrtice A;. Podsetimo se da je slozenost Algoritma 3.3.4 za konstantne matrice
O(n'). Prema tome, slozenost petlje u koracima 5-10 je O(n*-d) = O(n®-d’). U koracima 15-23,
matrice B; se racunaju u vremenu O(n - n?-log(k — K;)) = O(n* -log(n - d')). Pretpostavljamo
da se stepenovanje matrica obavlja u logaritamskom vremenu O(log(m)) koristeéi rekurzivne
formule A% = (A2 i A?+1 = (A)2A. Na kraju, slozenost koraka 24 (interpolacija) je O(n? -
d?) = O(n* - d'*), kada koristimo Newtonov interpolacioni metod. Prema tome, slozenost celog
algoritma je O(n* - d* +n® - d').

Dobijena slozenost je bolja (ali ne mnogo) od slozenosti Algoritam 3.3.4 za polinomijalne
matrice. Medutim, kako ¢emo pokazati u zadnjem odeljku, u praksi je Algoritam 4.4.1 mnogo
bolji nego Algoritam 3.3.4, posebno za guste matrice. Takode, oba algoritma obi¢no ne dostizu
svoju maksimalnu slozenost.

R(s),T(s) (8)

Algoritam procene stepena za BZB(S)’T(S)(S) 1a, 1 =0,1,...,n - d moze da se

konstruise sliéno kao u prethodna dva poglavlja.

4.4.3 Izracunavanje ranga i indeksa polinomijalnih matrica

Za izracunavanje nekih generalisanih inverza koriste¢i Teoremu 4.4.2; potrebno je da se izracuna
rang i indeks nekih matrica. Ove matrice su polinomijalne, pa se primenom poznatih metoda za
izracunavanje ranga i indeksa, kao medurezultati dobijaju racionalne matrice. Zato su vremena
izvrSenja ovih metoda veoma velika. Nasi algoritmi rade samo sa konstantnim matricama i
vreme izvrSenja je drasticno smanjeno.

Za izracunavanje ranga polinomijalnih matrica, koristicemo slican metod koji je koriséen u
odeljku 4.2.2. Sledeca teorema i njena posledica pokazuju primenu Leverrier-Faddeevog metoda

i prethodno razmotrenog interpolacionog metoda na ovaj problem.
Teorema 4.4.3. Neka je A € R™". Tada vaZi rankA = k4.

Dokaz. Neka vazi A’ = AIT = A. Oznacimo k = kM = rankA’ i a; = a;"™. Razmotrimo
karakteristican polinom P4(\) matrice A. Prema definiciji broja k i zbog ¢injenice da je A’ = A
vazi

Py(\) =det(A — ML) = ap A" F +ap AR 4 a4 (4.6)

Izraz (4.6) ekvivalentan je izrazu

k
Pa(A) = A"FY “a (4.7)
=0
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Podsetimo se da je aj # 0 i da polinom P;(\) = Zf:o a;\*~ nema nule \ = 0.
Predstaviéemo matricu A u obliku A = P~!DP gde je D Jordanova normalna forma matrice
A a P je regularna matrica. Preuredimo sopstvene vrednosti Aq,...,\, tako da je prvih r

sopstvenih vrednosti razli¢ito od nule. Tada vazi

T

pa(\) =pp(N) = X" [ (A =N, (4.8)

i=1

Uporedujuéi (4.7) i (4.8) zakljuéujemo da je k = r, odnosno da je rankA = k = k7. O

Posledica 4.4.4. Neka je A(s) € R[s]™*" i neka su s;, i =0,1,...,n-deg A(s) razliciti realni

brojevi. Tada rankA(s) moze da se izracuna na sledeéi nacin:
rankA(s) = max{rankA(s;) |i = 0,...,n-deg A(s)} (4.9)

Dokaz. Koristeéi Teoremu 4.4.3 imamo da u slucéaju R(s) = A(s)i7T(s) = I,, vazi k = rankA(s)
i k; = rankA] = rankA(s;). Prema tome, zakljucak je ispravan na osnovu dela (a) Teoreme
4.42. 0

Napomenimo da u formuli (4.9) mozemo da koristimo bilo koji metod za izrac¢unavanje
ranga konstantnih matrica. Na primer, ako se koristi Gaussov metod eliminacije, slozenost je
O(n-deg A(s)-n3) = O(n*-deg A(s)). Ako se vrednosti rankA(s;) racunaju koristec¢i Leverrier-
Faddeev metod (Algoritam 4.4.1) tada je slozenost O(n® - d).

Koristec¢i Teoremu 4.4.3 i Posledicu 4.4.4, sli¢no kao u slu¢aju MP inverza, blago poboljsanje
Algoritma 4.4.1 moze da se postigne preracunavanjem vrednosti x = max{rankA}|i=0,...,d}
(A; = A'(s;)). Ova modifikacija je iskoris¢ena u implementaciji Algoritma 4.4.1.

Algoritam 4.4.2 za izracunavanje ranga date polinomijalne matrice A(s) je zasnovan na
Posledici 4.4.4.

Algoritam 4.4.2 Izracunavanje ranga kvadratne polinomijalne matrice
Input: Polinomijalna matrica A(s) € R[s|"*"

1: d:=mn-degA(s)

2: Odredi razlicite realne tacke sg, ..., sq.

3: for i :=0to d do

4:  k; := rankA(s;) (izracunati rankA(s;) koristeéi bilo koji metod za izracunavanje ranga

konstantne matrice)
end for
: return rankA(s) := max{rankA(s;)[i =0,...,d}

>

Sada ¢emo opisati algoritam za izracunavanje indeksa date polinomijalne matrice A(s).
Definigimo vrednosti t*7 kao t®7 = min{r | BT = Q}. Evidentno je da vazi tAf = t4 (t4 je
odredeno Definicijom 4.3.1) odakle sledi da je t4» = n —indA.
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Teorema 4.4.5. Za proizvoljne matrice R(s), T(s) € R[s]"*™, i razlicite realne brojeve o, . . . , S,

gde je d =nd =n-deg (T(s)R(s)"), vaz:
tR(s),T(S) — max{tR(si)’T(si) ’ 1= O, R d} (41())
Dokaz. Dokaz je slican dokazu dela (b) Teoreme 4.3.2. [J

Sledec¢a posledica konaéno uspostavlja algoritam za izrac¢unavanje ind A(s), za datu kvadra-

tnu polinomijalnu matricu A(s) € R[s|™*".

Posledica 4.4.6. neka je A(s) € R[s]"*" data polinomijalna matrica. Tada indA(s) moze da

se izracuna koristeéi sledecu formulu
indA(s) = min{indA(s;) | i =0,...,n-deg A(s)} (4.11)

Dokaz. Posto je indA(s) = n—t* i indA(s;) = n— 460 zakljucak sledi iz Teoreme 4.4.5.
0J

Kao i u prethodnom slucaju, mozemo da koristimo bilo koji metod za izracunavanje indeksa
konstantnih matrica A(s;). Jedan od metoda moze da se izvede direktno iz Teoreme 4.4.5.
Slozenost takvog metoda je O(n* - nd’) = O(n® - deg A(s)).

Algoritam 4.4.3 za izracunavanje indeksa date polinomijalne matrice A(s) je zasnovan na
Posledici 4.4.6.

Algoritam 4.4.3 Izracunavanje indeksa kvadratne polinomijalne matrice

Input: Polinomijalna matrica A(s) € R[s]™*™.
1 d:=mn-degA(s)

2: Odredi razlicite realne tacke sg, ..., sq4.

3: for 1 :=0to d do

4: ;= indA(s;) (izracunaj indA(s;) koristeé¢i neki metod za izracunavanje indeksa kon-
stantnih matrica)

5: end for

6: return indA(s) := min{indA(s;) | i =0,...,d}

4.4.4 Implementacija

Svi algoritmi su implementirani u simbolickom programskom jeziku MATHEMATICA. Funkcija

RTGeneralInv[A, p] implementira blago modifikovanu verziju Algoritma 3.3.4.

RTGeneralInv[R_, T_, kk_] :=
Module[{AA, n, m, t, 1, h, a, A1, B, k, at, Btml, Btm2, ID},
AA = T.Transpose[R];
{n, m} = Dimensions[AA];
ID = IdentityMatrix[n];
B = IdentityMatrix[n]; t = -1; 1 = -1; a = 1;
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Btml = B;
For [h = 1, h <= n, h++,
A1l = Expand[AA.B];
a = Expand[-1/h*Tr[A1]];
If [a =!= 0, t = h; at = a; Btm2 = B;];
Btml = B;
B = Expand[Al + axID];
If [h == kk, Return[{t, Expand[al], Expand[Btm1]3}];];
1
Return[{t, Expand[at], Expand[Btm2]}];
1;

Za ulazne matrice R,T" € R™™ i pozitivan ceo broj p (kk u kodu) funkcija vraca listu sa

. . R.T . . , .
elementima p, af’T 1 B, respektivno, ako je 0 < p < n. U suprotnom, vraca se lista sa

elementima k%7, a7 i BT, Funkcija radi za konstantne, racionalne i polinomijalne matrice.

Funkcije PolyMatrixRank[A, var] i PolyMatrixIndex[A, var] implementiraju Algori-
tam 4.4.2 i Algoritam 4.4.3, respektivno. U funkciji PolyMatrixRank[A, var] za izracunavanje
ranga konstantnih matrica koristi se funkcija MatrixRank[A] ugradena u programski paket
MATHEMATICA. Sli¢no, u funkciji PolyMatrixIndex [A, var] koristi se funkcija MatrixIndex [A]

zasnovana na modifikovanoj verziji Algoritma 3.3.4.

PolyMatrixRank[A_, var_] := Module[{r, rl, n, m, x},

Print [Dimensions[A]];

{n, m} = Dimensions[A];

p = 1 + nxMatrixDg[A, var];

x = Tableli, {i, 1, p}];

r = 0;

For [h = 1, h <= p, h++,
rl = MatrixRank[ReplaceAll[A, var -> x[[h]]]];
If [r1 >r, r = rl];

1;
Return[r];

1;

Funkcija RTGeneralInvPoly[A, var] implementira malu modifikaciju Algoritma 4.4.1 (ko-

risteéi preracunavanje ranga matrice definisano Teoremom 4.4.3, tj. Algoritmom 4.4.2).

RTGeneralInvPoly[R_, T_, var_] :=
Module[{R1, T1, dg, tg, deg, n, m, x, tm, i, h, p, Ta, TB, Al, a, B, t, at, Btmi,
rl, r, degh, Deg},

AA = Expand[T.Transpose[R]];
{n, m} = Dimensions[AA];
degA = MatrixPolyDegree[AA, var];

p = n*degh + 1;
x = Tableli, {i, 1, p}];
r = PolyMatrixRank[AA, var];

tm = -1; tg = 0;
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p = r*degh + 1;

Ta = Table[0, {i, 1, p}]; TB = Table[0, {i, 1, p}];
For [h = 1, h <= p, ht+,

R1 = ReplaceAll[R, var -> x[[h]]];

T1 = ReplaceAll[T, var -> x[[h]]];

{t, a, B} = RTGenerallnv[R1, T1, r];

Tal[h]l] = {h, a}; TB[[h]] = {h, B};

1

{deg, Deg} = DegreeEstimator[A, r, var];
at = SimplelInterpolation[Ta, deg, var];
Btml = AdvMatrixMinInterpolation[TB, Deg, var];

Return[{Expand[at], Expand[Btm1]}];

Ulaz za ovu funkciju su polinomijalne matrice R(s) i T'(s) u odnosu na promenljivu s (u
kodu, simbolicka promenljiva s oznacena je sa var). Dimenzije matrica R(s) i T'(s) su jednake
n i m respektivno. Funkcija vraca listu elemenata x = kf)NT6)  ¢BE6).T6) § BRE).TE) U ovoj
implementaciji koristili smo s; = i kao interpolacione tacke (takode, kao i u prethodna dva
poglavlja ovo je bio najbolji izbor izmedu svih drugih koje smo isprobali).

Kao i u prethodna dva poglavlja, unutar funkcije RTGeneralInvPoly koriS¢ene su nase

pomoc¢ne funkcije
e SimpleInterpolation[Ta, deg, varl],

e AdvMatrixMinInterpolation[TB, Deg, var],

. .. . . R(s),T(s) - R(s),T(s
koje vrSe interpolaciju polinoma al© T B,-;—(1) (=)

, respektivno, kroz izracunate tacke. Obe
funkcije koriste funkciju InterpolatingPolynomial [T, var], koja je ugradena u programski

paket MATHEMATICA , a zasniva se na Newtonovom interpolacionom metodu.

4.4.5 Rezultati testiranja

Implementacije Algoritma 3.3.4 i Algoritma 4.4.1 (poboljsan algoritmom procene stepena) su
testirane sa test primerima iz [162] i sa nekim slu¢ajno generisanim test matricama. Takode su

testirani Algoritam 4.4.2 i Algoritam 4.4.3 na sluc¢ajno generisanim test matricama.

U sledec¢oj tabeli je prikazano vreme izvrsenja funkcija RTGeneralInv i RTGeneralInvPoly
za test primere iz [162]. U tim primerima, ulaz funkcije je bio R(s) = T'(s) = A(s), e = 1
a izlaz, saglasno delu (1) Teoreme 3.3.6, Moore-Penroseov inverz Af(s). Sva vremena su u

sekundama.
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Matrica | Alg 3.3.4 | Alg 4.4.1
Ss 0.049 0.070
Se 0.42 0.67
Sto 2.04 5.59
Vi 0.08 1.3
Vs 0.63 16.2
H; 0.01 0.03
Hg 0.04 0.2
Hyg 0.5 2.01

Ove matrice su veoma retke, tako da je Algoritam 4.4.1 (RTGeneralInvPoly) sporiji nego
Algoritam 3.3.4 (RTGenerallInv).

Kao sto ¢e biti pokazano, spars brojevi sp; i sps uticu na vremena izvrsenja Algoritma 3.3.4
i Algoritma 4.4.1. Slucajne test matrice su generisane koriste¢i nasu funkciju RandomMatrix[n,
deg, probl, prob2, var]. Podsetimo se da ova funkcija generise slucajnu n x n polinomi-
jalnu matricu A u odnosu na promenljivu var, ¢iji je stepen (deg A) jednak deg a dva spars
broja (sp1(A) i spa(A)) su jednaka probl i prob2. U slede¢im tabelama predstavljena su srednja
vremena izvrsenja (srednja vrednost vremena izvrsenja za 10 razlicitih slu¢ajno generisanih test
matrica istog tipa) oba algoritma za n = 5,6,7 i deg A = 3,4,5. U svim sluc¢ajevima racunat
je Drazinov inverz koristeéi deo (2) Teoreme 3.3.6. Sve matrice imaju konstantan indeks, tj.

indA(s) = 1.

n | degA | Alg 3.3.4 | Alg 4.4.1 n |degA | Alg 3.3.4 | Alg 4.4.1
5 3 1.8 1.01 5 3 0.69 0.61
5 4 2.05 1.6 5 4 1.27 1.03
5 5 2.75 2.18 5 5 2.01 1.5
6 3 3.5 1.9 6 3 0.79 0.70
6 4 5.2 3.29 6 4 2.2 1.8
6 5 7.6 4.75 6 5 2.6 2.0
7 3 7.92 3.7 7 3 1.24 1.09
7 4 11.9 6.8 7 4 5.4 3.2
7 5 15.7 8.7 7 5 6.9 4.8

sp1(A) = spa(A) =1

sp1(A) = spa(A) = 0.5

Moze se napomenuti da kada je matrica A gusta, Algoritam 4.4.1 je uvek brzi nego Algoritam
3.3.4. Ovarazlika je veta kada su spars brojevi veé¢i. Vredi napomenuti da matrice medurezultati
obi¢no imaju vecée spars brojeve (osnovne matriéne operacije obicno poveéavaju spars brojeve).
Prema tome, situacija u slucéaju spi(A) = spa(A) = 0.5 je slicna slucaju sp;(A) = spa(A) = 1.

Za manje spars brojeve Algoritam 3.3.4 je brzi nego Algoritam 4.4.1. Napomenimo da kada
se spars brojevi smanjuju (uz uslov sp = sp;(A) = spa(A)) vreme izvrsavanja Algoritma 3.3.4
naglo opada, $to nije slucaj kod Algoritma 4.4.1, gde vreme izvrSavanja opada sporije.

Razmotrimo sada slucaj kada spars brojevi sp;(A) i spa(A) nisu jednaki.
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n | degA | Alg 3.3.4 | Alg 4.4.1 n | degA | Alg 3.3.4 | Alg 4.4.1
9 3 1.9 1.0 9 3 0.1 0.25
9 4 3.1 1.9 9 4 0.11 0.21
9 5 4.6 2.6 9 5 0.2 0.44
10 3 3.6 1.6 10 3 0.19 0.48
10 4 5.5 2.9 10 4 0.3 0.59
10 5 7.7 4.0 10 5 0.42 0.81
11 3 5.9 2.7 11 3 0.54 0.72
11 4 8.5 4.1 11 4 0.59 0.78
11 5 14.2 7.05 11 5 0.71 1.77
spi(A) =1, sp2(A4) = 0.1 spi(A) = 0.1, spa(A) =1

Primetimo da se vreme izvrsavanja Algoritma 3.3.4 naglo smanjuje kada je bilo sp;(A) bilo
spe(A) malo. U slucaju interpolacionog metoda (Algoritam 4.4.1) spy(A) skoro da i ne utice
na vreme izvrsavanja, Sto nije slucaj sa sp;(A). Kada je sp;(A) malo, matrica stepena dgA(s)
ima veliki broj elemenata jednak —oo.

U sledecoj tabeli prikazano je poredenje rezultata testiranja Algoritma 4.4.2 i Algoritma
4.4.3 sa rezultatima koji su dobijeni direktnom primenom funkcija MatrixRank i MatrixIndex
na polinomijalne matrice. U ovom slucaju, vreme izvrSavanja za sve funkcije direktno zavisi od

vrednosti ranga i indeksa matrica. Zbog toga su u tabeli dati odnosi odgovaraju¢ih vremena

izvrSavanja.
n [ deg A | gitoey | i
9 3 1.3 1.0
9 4 2.1 1.6
9 5 4.6 2.3
10 3 3.6 1.1
10 4 5.8 2.3
10 5 8.7 4.2
11 3 9.3 2.3
11 4 10.5 4.6
11 5 16.7 8.95

4.5 Metod pregradivanja za MP inverze polinomijalnih
matrica sa dve promenljive

U ovom poglavlju predlozi¢emo modifikaciju Grevilleovog metoda pregradivanja (Algoritam
3.4.1) za izracunavanje MP inverza racionalnih i polinomijalnih kompleksnih matrica sa dve
promenljive. Ovi rezultati su uopstenje rezultata Stanimirovi¢a i Tasi¢a uvedenih u [135]. Na
kraju ovog poglavlja bi¢e dato nekoliko primera.

U ovom poglavlju su izlozeni nasi originalni rezultati i njegovu osnovu ¢ine nasi radovi
[100, 101].
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4.5.1 Racionalne matrice

Neka je A(sy,s2) € C™*™[sq, 8] racionalna matrica sa dve promenljive. Posto Teorema 3.4.1
vazi i za racionalne matrice, Grevilleov metod pregradivanja, uveden u poglavlju 3.4 (Algoritam
3.4.1), moze direktno da se primeni na racionalnu matricu A(si, sy). Medjurezultati koji se
izracunavaju u Algoritmu 3.4.1, kao sto ¢e biti pokazano, u opstem slucaju su racionalne funkcije
4 promenljive s1, 9,57 1 53. Zbog toga ¢emo uvesti nove promenljive s3 = 55 1 s4 = 57.

Oznake definisane u poglavlju 3.4 koristimo i u ovom poglavlju. Uvedimo oznaku S =
(s1, 89, S3,84). Nadalje ¢e sve racionalne i polinomijalne matrice ¢e biti razmatrane kao funkcije
od S. Podsetimo se da je A;(S) submatrica matrice A(S) koja sadrzi prvih i kolona ove matrice
i da je a;(S) i-ta kolona matrice A(S),

U implementaciji metoda pregadjivanja, koristéemo funkciju Together programskog paketa
MATHEMATICA da bi omogudili uproséavanje racionalnih izraza (ova funkcija grupise racionalne

sabirke i skracuje zajednicke ¢inioce u imeniocu i brojiocu).

4.5.2 Polinomijalne matrice

U ovom odeljku dokazujemo osnovnu teoremu koja se zasniva na Teoremi 3.4.1 i Grevilleovom
metodu pregradivanja (Algorithm 3.4.1).

Svaku matricu A(sq, s9) € C™*"[sq, s3] posmatramo u polinomijalnom obliku:

q1 q2 q3 q4
_ _ Ji o J2 J3 JJ4
A<517 52) - A(S) - Z Z Z Z Aj17j2,]'3,j451 Sy 8375y, (4'1?))
71=0 j2=0 53=0 j54=0

gde su A; konstantne m x n matrice.

17j27j37.j4
Da bi pojednostavili dalje izraze uvodimo sledeée oznake. Neka je S7 = s7'sPsPPs)t, Q =
Q
(q1,G2,q3,q1) = deg A i J = (j1,Jo,73,74). Tada sa > A;S7 jednostavno oznacavamo zbir
J=0
(4.13). Takode, ako sa Q oznacimo Q = (q4,qs, g2, q1), moze lako da se proveri da vazi A* =

Q
> A%S7 za svako A € C™*"[S)].
J=0
Na slican nacin, i-tu kolonu matrice A(s;, s2) oznacavamo sa

q1 q2 g3 q4 Q
; = 1 J2 03 JJa ' J .
a;(5) = Z Z Z Z Qi j1,42,43,ja51 52 53 54 = g a; 757, 1 <1 <mn,
J1=072=07j3=0 j1=0 T—0

gde su a; j, j,.js.js konstantni m x 1 vektori. Takode, prvih i kolona matrice A(S) oznacavamo

sa
q1 q2 q3 q4

Q
AS) =D 3 D  Aijpgsastsyshisi =) AyST, 1<i<n,

71=0 j52=0 j3=0 j4=0 J=0
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gde su A, j, j,.js.j, Konstantne m x ¢ matrice.

Ocigledno, Algoritam 3.4.1 je primenljiv na polinomijalne matrice A(sy,ss). Ta primena

Algoritma 3.4.1 dovodi do glavnog rezultata ovog poglavlja.

Teorema 4.5.1. Neka je A(S) € C™*"[S]. MP inverz Al € C*™[S] prvih i kolona matrice A
je oblika

Qi
S X587
Al(S) = Al(s) = T4 = 1 (4.14)
v > YiaS?
J=0

gde je P, = Q; + Q i X; € C*™[S], y; € C[S] moZe da se izracuna iz X;_ 1, yi_1, Ai_1 1 A

koristeci egzaktne rekurentne relacije.

Dokaz.

Dokaz ¢emo izvesti matematickom indukcijom. Bazu indukcije (slucaj n = 1) direktno

dokazujemo iz koraka 1 Algoritma 3.4.2. Ako je uslov a1(S) # 0 ispunjen, imamo

Q1
xS/ X, 5587
Al — ai(S) = B KZ:O b
= - _ —
ai(S)a(S) @+Q@ J Py ;
KZ:O KZ:O 4. -K ar, k57 KZ—O 1.5

Q1 Py
Ako sada stavimo X;(S) = > X587 i y1(S) = 3. 41,457, dobijamo Al u obliku (4.14). Ako

K=0 K=0

je a1(S) = 0, otigledno je da Al ima oblik (4.14).
U dokazu induktivnog koraka, koristicemo korake 3-10 Algoritma 3.4.1. Iz koraka 3, direk-

tnim izracunavanjem dobijamo

Qi—1+Q g Qi—1+@
Xi—1(5) Jgo KzoXi_l’J_K aix 57 Jzo di,s 57
di(S) = 355 wi(S) = == = 5 : (4.15)
yi—1,757 > yi—1,057
J=0 J=0
Qi—1+Q
Koriste¢i smenu d;(S) = Y. d;;S”, iz koraka 4 racunamo koeficijente polinoma ¢;(S) =
J=0
Qi—1+2Q
> ¢io1.557 na slededi nacin:
J=0
i—1(5)ai(S) — Ai_1(S)d, (S
ci(S):yl()M) 1(9)di(S)
Yi-1(S)
Qiat2Q  J Qi1+2Q
S (Y vicig-raix — Aic1-kdik)S? Sy S?
J=0 K=0 J=0
- Py ~ P <416)
> Y1057 > Yi-1,057

J=0 J=0
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Ako je ¢;(S) # 0 tada saglasno koraku 8, obzirom na P,_; = Q;_1 + ), imamo

Qi—1+Qi—1+2Q+Q J
S (X aryl,p)S

J=0

dgw;

Ww; SJ
L w9

Qi—1+Qi—1+2Q+2Q J

2.

J=0

S druge strane, u slucaju ¢;(S) = 0 imamo

X7 (8)di(S)
yi_1(S)yi-1(S)
T (5)4:(5)

L T T )

Qi—1+Qi—1+Q+Q T

J=0

( Z Xi*fl,Jdei,?)SJ
K=0

(4.17)

dgv;

" 0i(S)

(2 G kxCiaw)S’ > V1,087
K=0 ' J=0

Qi-1+Qi—1+Q+Q

J=0

dgw; J
_ J;O 7 _ i(S)
d-‘i’i V1,557 Ui_l(S)

J=0

(4.18)

J
(Kzzo(yf—l,J—Kyi,? + d;‘k,Jdei,?))SJ

U oba slucaja koristili smo pomoc¢ne polinome w;(S) € C[S]™*! i v;(S) € C[S] za cije

stepene vazi degw; = degv; + Q. 1z koraka 10, primenjujuéi prethodni rezultat, izra¢unavamo

Al(9):
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T *
T _ Aifl(S) - di(s)bi(s)
L 7
[ @iy dgw;+Q+Q;—1 J T
JEO Xi_1,787 2 (KEO Di,J—?w:—l,J—KSJ)
Qi—1tQ 7 dgv; +Q+Q;—_1 J
JEO 1,75 JZ:O (KZ;OU;’K%_I’J_?SJ)
dgw;
> wr JS‘]
J=0_ "~
dgv
> vp 87
L J=0 "~ _
r dg©; g 7 r dg©; ; 7
JEO(KEO(’UZKXZ'—LJ—? *di,J—?“’z‘*,K)) JEO 0,45
dgg; J dgé;

JEO (Kzov;’Kyi_l’J_?)SJ 20 ¢i,757
dgw; dgw;
w7 S w7
J=0 J=0
dgv; dgv;
> vi 87 > i gS7

L J _ L J=o _

Ovde smo, takode, koristili pomo¢ne polinome O(S) € C(S)™*™ i ¢(S) € C(S) sa koefici-

jentima odredenim u koraku 8. Konacno je:

[ dg©;+dgv;

5 -
(> U:,Kei,(p?)SJ
J=0 K=0 Qz
dg¢;+dgv; g ) J
f > (X U;K(bi,.]—?)s] JEO XZ’JS
ANS) = | ot B0 _
i ng+dg¢z( ZJ: s )57 Q:i+Q
S0 K=o BITETRKE Z yi,JSJ
dgv;+dge; J J=0
(2 U;K(bi,J—f)SJ
L J=0 K=o i
gde je
J
Vik©; %
Xig KJ:0 , deg X; =Q; = Qi—1 + Q + deg W, + degv;
Z ¢i,J7FVViTK
K=0
J
Yi,g Z Vi kP g degy; = P =degu; +degd; = Qi+ Q
K=0

Ovim je dokaz zavrsen. [

Posledica 4.5.2. Pod pretpostavkama Teoreme 4.5.1, u slucaju @ = n imamo

Q’VL
S X, 587
AT(Sh 52) = AL(51782) ==

Pr

Z yn,JSJ
J=0

(4.19)

(4.20)
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Algoritam 4.5.1 Metod pregradivanja za polinomijalne matrice sa dve promenljive

Input: Polinomijalna matrica sa dve promenljive A(S) € C™*"[S].
1 Xy y:=aj ;zasvako 0 < J<Qr=@Q
J _
2 Y1y = 2. 4, ik, zasvako 0<J <P =Q+Q
K=0 "
3: fori:QtJondo
4: d,‘ﬁ] = Z Xi—l,J—KAz',K, za svako 0 S J S deg d, = Qi—l -+ Q

K=0
J

5: Cig = Z (yi,lJ,Kai,K — Ai,17J,Kdi7K), za svako 0 < J < deg C; = Qifl + 2Q

K=0
6:  if postoji ¢; ; # 0 then
J

7 wig =y, Ci’J_Ky;.k_l?, za svako 0 < J < degw; = Qi1 + Qi_1 +20Q + Q
K=0 ’
J —
8: Vi = Y, Gy kG zasvako 0 < J < degu; = degw; + Q
K=0
9: else B
7 _
10: wi = Y, Xi ) ; gd;z, zasvako 0 < J <degw; = Qi1 + Qi1 +Q +Q
K=0
J - _
11: vig= >, Wiy kYix + i kdix), zasvako 0 < J <degv; = Qi1 + Qi1 +Q +Q
K=0
12: end if
3. 0,y := Vi X 1y ' — di g 7WiK, zasvako 0 < J < deg©; = degw; + Q + Qi1
K=0

J —
4 Gig = D Vi 1y % zasvako 0 < J <degg; = degu; + Q + Qi1
K=0

J
*
> Ui,K@i,J—?
K=0

5. X, 5= F;
> ¢i,J7Fw2:K
K=0

)

,zasvako 0 < J < Q; = Qi1 + Q + degw; + degv;

J _
160 yig = ) Vigdi; i zasvako 0 <J < P=0Q; +Q
K=0

17: end for o
bl X, 787
18: return A(sy, so)1 := A, (s1, 80)0 1= 20—

Z yn,JSJ
J=0
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Rekurentne relacije iz Teoreme 4.5.1 su koris¢ene da bi se doslo do uopstenja Grevilleovog
metoda pregradivanja opisanog u Algoritmu 4.5.1.

U praksi, obi¢no radimo sa polinomijalnim matricama A(sq, s2) koje imaju samo nekoliko
nenultih koeficijenata. U tom slucaju, Algoritam 4.5.1 nije efikasan zato sto mnoge operacije
nisu potrebne. Ovaj problem moze da se prevazide konstruisanjem efikasnih struktura za pred-
stavljanje polinomijalnih matrica.

Ove strukture su definisane u odeljku 4.6.3 i koris¢ene su za izracunavanje tezinskih MP

inverza. Takode, one mogu biti primenjene na Algoritam 4.5.1.

4.5.3 Numericki primeri

Algoritam 4.5.1 smo implementirali u simbolickom programskom paketu MATHEMATICA. Imple-

mentacija je testiranana nekoliko test matrica iz [162].

Primer 4.5.1. Posmatrajmo poznatu test matricu Sg reda 9 iz [162]

[ 1+t t t t t t t t 141t
t —1+4t t t t t t t t
t t 1+t t t t t t t
t t t —1+4t t t t t t
Sg = t t t t 1+t t t t t
t t t t t —14t t t t
t t t t t t 1+t t t
t t t t t t t —14t t
[ 1+¢ t t t t t t t 1+t
Primenom naseg programa dobijamo slede¢e MP inverze
ro1-t t _t t _t t _t t 1=t 7
4 2 2 2 2 2 2 2 4
51—t t —t t —t t -t i
t t
. t 1—t t t t i
u —t t —1—t t —t ¢ -t i
T t t
Sy=1| -1 t t 1—t t —t t -1
t t
2 —t t —t t —1—t t —t 2
- t t t 1—t t -1
L —t t —t t —t t —1—-t %
1-1 t ot t o _t t o _t t 1t
L 4 2 2 2 2 2 2 2 4 -

T t x t x t T t
t —x t —x t —x t —x
T t —x —t T t —x —t
t —x —t T t —x —t T
Ve = x t =z t —x —t —x —t
t —x t —x —t r —t T
T t —z —t —x —1 T t
t —x —t r —t T t —x
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dobijamo

r X X X X X X X X
t2+932 t2+1'2 t2+x2 t2+x2 t2+(£2 t2+x2 t2+12 t2+:132
t - t =z t =z t __x
t2+x2 t2+x2 t2+$2 t2+$2 t2+.’£2 t2+$2 t2+.’1?2 t2+$2
x t .z _ x t .z _
t2+x2 t2+I2 t2+$2 t2+$2 t2+x2 t2+332 t2+12 t2+.’,132
t _ =z ot T t oz _ T
V8T — t2+22 t2—|£a:2 t2+x22 tQJg:ﬂ t2+a22 tng? 2422 t24gx2
T T T T
t2+x2 t2+$2 t2+x2 t2+.732 - t2+£1?2 - t2+.7}2 - t2+CC2 - t2+.1’2
t =z t =z ot T __t T
t2+$2 t2+$2 t2+$2 t2+1‘2 t2+$2 t2+1‘2 t2+$2 t2+1‘2
x t __x .t __x __t x t
t2+12 t2+12 t2+:t2 t2+1'2 t2+12 t2+1‘2 t2+272 t2+x2
t =z ot T . T t .z
L t2+$2 t2+1'2 t2+$2 t2+:1:2 t2+(£2 t2+:1:2 t2+22 t2+$2
Primer 4.5.3. Za jednoparametarsku matricu Fy; iz [162]

[ 1142 1042 94z 8+z 7+z 642 S5+ 4+ 3+z 24z 142z ]
10042 104z 942 84+x 7+2x 6+2x S5+ 44z 3+ 2+4+=x 1+x
9+ 9+ 942z 84z T7T4+zxz 6+x S+x 4+x 3+zx 24z 1+x
8+zxr 8+x 84z 84z T7T4+x 6+x S+x 4+x 3+zx 24z 1+x
T+ T7+x 7+x 7+x 74z 642 54+ 44+2x 3+x 2+« 1+x

Fii1= 6+ 642 6+2 642 64+ 6+ H+2x 442 3+ 2+« 1+z
5+ b5+x 54z b4z 5S54+x S5+x S5+x 4+x 3+ 24z 1+zx
44z 44z 44z 4+x 4+x 4+x 4+2x 44z 3+ 2+«x 1+zx
342 34+x 34+x 34+x 34+x 3+x 3+x 3+x 3+ 2+ 1+
24x 242 24x 24x 24x 242x 242 24x 24z 1l+=zx x

| 1+ 1+z 14z 14z 14z 1+z 1+z 1+ 14z r —l+z |
dobijamo njen MP inverz
1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |
-1 2 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 —1 2 -1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 2 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 2 -1 0 0 0 0 0
Fi=| 0o 0 0 0-1 2 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 2 -1 0 0 0
0o 0 0 0 0 0 -1 2 -2 —% i
0O 0 0 0 0 0 0 —% T -z g s+
0 0 0 0 0 0 0 — 3 g —=
1 5
. 000 0 0 0 0 § §+7 -§5 —§5-7
Primer 4.5.4. Posmatrajmo sada dvoparametarsku matricu B reda 4 x 3 iz [162]
r+2t 2z —t —2x+2t
B—2 —x — 2t 2x +t 20 — 2t
N —x+2t 22—t 242t
—x + 2t 20—t 2x + 2t
MP inverz je jednak
t42x _ t4+2x i(g_;) L(z_l)
T2tx T2tz 72\t T 72\t T
T _ 2t 2t+ 1 1,2y 1 /.1_,42
B' = 72t;: 72t:§ 72 ( t + x) 72 ( t + J:)
—ttx t—x it itz
36tz 36tx 36tz 36tz
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Primer 4.5.5. Na kraju, formirajmo dvoparametarsku kompleksnu matricu C formatareda 4 x 3,
slicnu test matrici B (i oznacava v/—1)

T+ 2t —2xr—t —2ix+ 2t
—x — 2t 2r+t 20 — 2t

Cc=2 . )
—x + 2t 2¢ —t 29x + 2t
—x+ 2t 20—t 2z + 2t
MP inverz je jednak
(144144)t> +(9—34) tx+(248i)2? (144144) ¢+ (744) ta+ 62>
—224t3—-104tx2 —224t3—104tz2

(8—4)t3+(1041643)t%x+(114+50) ta +(1+4i)z> 12634+ (6—8i)t2x+(3—Ti)tx> —32>

—224t35—104tz3 224{3x+104tz3
(—8+i)t2+(18+12i)ta+(134+134) x> (12t% —(22—204)tx+(13+134)x?
148t2 2420873 448t2z+208z3
(14+144)t% — (9—3i) ta+(248i) x> (1441442 — (74i) tx+6a>
—224t3—104tx2 224t3 1 104tx?

(8—44)t3 —(104+164)t2x+(114+5i)ta? — (14+44)x® 12t —(6—8i)t2x+(3—74)tx2+3x>

22437+ 104tx> 224324104123
(8—4i)t2 4 (18+124)tx—(13+13i)z> 1224 (22—204)tz+(13+134) x>
44842242083 44842242083

Kao §to mozemo da vidimo iz ovih primera, MP inverzi su racionalne funkcije samo od s; i
Xi(5)

S9. Zaista, razlomak S moze da se redukuje tako da sz i s4 iS¢eznu. Takode, napomenimo
da isto vazi za Ti(g) i 2((5)) Prema tome mozemo da damo sledec¢u hipotezu.

Hipoteza 4.5.3. Izrazi );?((g)), I;E((;)} il((g)) su racionalne funkcije samo od s1 i Ss.

4.6 Metod pregradivanja za tezinske MP inverze poli-
nomijalnih matrica sa vise promenljivih

U ovom poglavlju opisa¢emo algoritam za izraCinavanje tezinskih MP inverza polinomijalnih
matrica sa vise promenljivih. Ovaj algoritam je generalizacija metoda za izracunavanje tezinskih
MP inverza za konstantne matrice, koji je dat Algoritmom 3.4.2 a prvi put je opisan u [149].
Svi algoritmi o kojima ¢e biti re¢i su implementirani u simbolickom programskom paketu MATH-
EMATICA.

U ovom poglavlju su izlozeni nasi originalni rezultati preuzeti iz radova [104, 141].

4.6.1 Racionalne matrice

Neka je A(s1,...,s,) kompleksna racionalna matrica. Da bi pojednostavili notaciju, uveséemo
nove oznake, slicno kao u prethodnom poglavlju. Oznacimo nove promenljive sa s9,11-; = 5;
i vektor svih promenljivih sq,...,89, sa S = (s1,...,59,). Pored toga, definiSimo operator
konjugovanja I na indeksnoj 2p-torci I = (i1, ..., d9,) kao I = (izp, 49y 1,---,41) i na isti nacin
na 2p-torci promenljivih S = (s1,...,89,) kao S = (89, 89p_1,-..,51). Ova definicija je u

saglasnosti sa novim promenljivama.
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Teorema 3.4.3 i Lema 3.4.4 takode vaze za racionalne matrice sa vise promenljivih. Na taj
nacin, Algoritam 3.4.2 i Algoritam 3.4.3 mogu da se direktno primene na racionalne matrice sa
vise promenljivih.

Podsetimo se da je A;(S) submatrica matrice A(S) koja sadrzi njenih prvih ¢ kolona a da
je a;(S) i-ta kolona matrice A(S),

Kao i u prethodnom poglavlju, u implementaciji koristimo funkciju Together program-
skog paketa MATHEMATICA da bi omoguéili uproséavanje racionalnih izraza (ova funkcija grupise

racionalne sabirke i skrac¢uje zajednicke ¢inioce u imeniocu i brojiocu).

4.6.2 Polinomijalne matrice

Pretpostavimo sada da je A(S) € C[S]™*" polinomijalna matrica sa vise promenljivih. Nju

mozemo da predstavimo u slede¢em polinomijalnom obliku

di d2p Q
AS) =33 Ay st s =D ALY, (4.22)
11=0 125 =0 I=0

gde su I = (iy,..., 1), A; = A, . 4, konstantne m x n matrice, = s?s?---s%’, Q =
(di,...,dgp) = deg A(S). Ovde je d; = deg,, A(S).

Ako sa J oznaéimo J = (jap, ..., j1), gde je J = (j1,...,j9p) tada moze lako da se proveri
Q
da vazi A*(S) = 3 A%S7.
J=0

Modifikaciju Algoritma 3.4.2 za polinomijalne matrice A(S) daje Teorema 4.6.1. U cilju
pojednostavljenja relacija, u dokazu Teoreme 4.6.1 ne¢emo koristiti eksplicitan polinomijalan
oblik pomoc¢nih matrica i skalara kao $to smo to ¢inili u prethodnom poglavlju. Napomenimo da

su ovakvi izrazi izvedeni u nasem radu [141] za sluc¢aj polinomijalne matrice jedne promenljive.

Teorema 4.6.1. Posmatrajmo matricu A(S) € C[S|™™ wu obliku (4.22) i pozitivno definitne
Hermitske matrice M(S) € C(S)™™ i N(S) € C(S)"*™. Pretpostavimo da je glavnodijago-
nalna podmatrica N;(S) € C(S)™* matrice N(S) pregradena kao u (3.42). Tada je tezinski MP
inverz AEMNi(S) € C>™[S] koji odgovara prvim i kolonama matrice A(S) oblika

X;(8) = Al . (S) = % i=1,...,n, (4.23)
gde Z;(S) € C™*[S] i Yi(S) € C[S] moze da se izracuna iz Z;_1(S), Yi_1(S), Ai_1(S) i a;(S)

koristeci egzaktne rekurentne relacije.

Dokaz. Teoremu ¢emo dokazati matematickom indukcijom. U slucaju ¢ = 1 egzaktna relacija
za Z1(S5) 1 Y1(S) moze da se izvede iz (3.43):

a(S) = A1(S) = 0= Z,(S) =0, Yi(S)=1
a1(S) = Ai(S) # 0= Z1(5) = a1 (S)M(S), Yi(S) = aj(S)M(S)a:(S)
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Razmotrimo sada induktivni korak. Na osnovu induktivne hipoteze mozemo da napiSemo

X;1(9) = % Tada X;(S) moze da se izracuna koristeéi korake 3-6 Algoritma 3.4.2. Iz

koraka 3 i 4 Algoritma 3.4.2 imamo

d2(5> = XZ,1<S)CLZ(S) = Y;_I(S) == Y;_l(S)
_ _ ai(8)Yii(S) = Aina(S)Di(S) _ Ci(S)
CZ(S) —CL,J(S) —Az_l(S)dz(S) = }/Z_I(S) = Y;_l(S)
Ako je C;(S) # 0, saglasno koraku 5 Algoritma 3.4.2 imamo
(s) M) v SMES) | ViS)
) (6B T GEMEIGE) | W)

U suprotnom, prvo treba da odredimo izraz §;(.S). 1z (3.48) dobijamo

5i(S) = nii(5)+gl(2)Ni_l(S)3?fg)
D:(S) . D;(5) ¢i(S)
(g +Eeg ) —He 5 -

Sada koristimo induktivnu hipotezu zajedno sa pomoénom polinomijalnom matricom ¢;(S) €

C[S]=Y>1 i polinomom 1;(S) koji su definisani sa

(I = Xi-1(S)Aia (S)) N2 (S)1(S)

_ Yia(9)I = Zia(S)Aia(S) N;_1(S) 1(S)
Y;-1(9) Ni1(S) (4.25)
_ Yio(S)Nica (S)(S) = Zia (S) Aia (S)Nima (S)Li(S) _ #i(9)
Yi_1(S)Ni_1(S) ¥i(S)

Takode, koristimo N, (S) = %lg;, gde su N;(S) € C[S]-D*(=D i N,(S) € C[S] definisani
narednom teoremom. Grupisuéi sabirke sa istim imeniocem u (4.24) mozemo ¢;(.S) da zapisemo

u obliku

gde je

Ai(S) = nu(S)Ni—1(9)Yy 1 (S)Yio1(S) + Niz1(S) D (S)Ni1(S) Dy(S)
— (Yt (S)D; (S)L(S) + Y11 (S)Di(S) (S)) Niea (S) = 1(S)9i(5) Y74 (S)
Ai(S) = YIi(S)Yima(S)Nima(S).
Sada primenjujemo korak 5 Algoritma 3.4.2 za slucaj C;(S) = 0 i izrac¢unavamo b} (S) kao
A(S) ( Di(S 2\ Ziea(S
5= S5 (@9~ ) s
Ni—1(8) (D; (S)Ni—1(S) — Y7, (S)I5(S)) Zia(S)  Vi(S)

Ai(S) Wi(S)
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Zapisimo sada izraz (3.44) na sledeéi nacin

Zi_1(S) ( Di(S) ¢Z<S)> Vi(S)

Yi-1(5) Yi—1(S)  %i(S) ) Wi(S)
Xi(S) = ~
&
1 [WS)Na($)Zia(S) = (DiS)N-(S) + 64(S) ) VilS)
Wi(S)¢i(5) Ni—l(S)Yi—l(S)V;(S)

Iz poslednjeg izraza je ocigledno da vazi

Wi(S)Ni1(8)Zi-1(S) = (DiS)Ni-1(8) + 6(S) ) Vi(S)
N 1(S)Yi 1 (S)Vi(S)

Yi(5) = WilS)u(S).

Ovim je dokaz teoreme zavrsen. [J

Teorema 4.6.2. Neka je glavnodijagonalna podmatrica N;(S) Hermitske, pozitivno definitne
matrice N(S) € C[s]™*™ pregradena kao u (3.42). Tada je inverz N; '(S) oblika

TS [Ee) R

N;(S)  Ni(S) L Fi(S)  Hi(S)
gde E;_1(S) € Ci-DxG=  [x(S) € CO=V* § polinom Hy(S) € Cls| mogu da se izracunaju iz
N;—1(9), I(S), niu(9), Ni_l(S) i Ni_1(S) koristeci egzaktne rekurentne relacije.

Dokaz. Kao u dokazu prethodne teoreme koristicemo matematicku indukciju i Lemu 3.4.4

(Algoritam 3.4.3). Slucaj i = 1 je i ovde trivijalan, tako da imamo

v

]\71(3) = 1, Nl(S) = TLH(S).

Ni_1(S)

Dokazimo sada induktivni korak. Pretpostavimo da je N, ' (S) = SR Iz relacije (3.50)
1mamo
1 N;_1(S)
7(9) (5) = £7(5) ) (5) (4.26)
_ Nia(S)na(S) = L (S)Niea(S)l(S) _ Hi(S)
N;_1(95) N;—1(9)
Prema tome, mozemo da napisemo H;(S) = % Koristedi relaciju (3.51) mozemo da
fi(S) predstavimo na slededi nacin
H;(S) Ni1(5) H( ) H;(S)
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Sta vise, koristeéi ¢injenicu da je ]\71 1(S) Hermitska i pozitivno definitna matrica, za-
kljuéujemo da je ]:;Z*(S) = N;_1(S);(S) odakle dalje sledi
EX(S)  Ni_1(S)l;(S)

TS =Fee) =~ )

Takode, koristimo da je H;(S) = H?(S), o moze lako da se dokaze iz (4.26). Iz (3.52)

zakljucujemo

g Neals) | H(S) RS)ES)
Ni_ 1(5) Ni- (S)H'<S)Hi<5)
_ N, 1(5) Fy(S)F; (S ) Eia(S)
~1(S)H,(95) Ni-1(S)H;i(S)
Konacno, Ni_l(S ) mozemo da predstavimo u sledeé¢em matri¢nom obliku
Bia(S)  FuS)
Ni—1(S)H;(S) H;(95)
Ni_l(S) -
F(S) Vi1 (S)
(9) H;(S)
_ 1 y Eifl(év) Ni—ul(S)Fi(S> — Ni(S)
Hi(S)N;_1(S) | Niea(S)FF(S)  Nima(9)? i(5)

Ovim je dokaz teoreme zavrsen. []

Sada je lako da se konstruisu odgovarajué¢i algoritmi bazirani na Teoremi 4.6.1 i Teoremi
4.6.2.

4.6.3 Retke strukture i modifikacija za retke matrice

U praksi se cesto radi sa matricama A(S) koje imaju relativno mali broj nenultih koeficije-
nata. U tom slucaju, zbog velikog broja suvisnih operacija, algoritmi bazirani na Teoremi
4.6.1 i Teoremi 4.6.2 kao i Algoritam 4.5.1 nisu efikasni. Da bi izbegli taj problem konstru-
isa¢emo dve pogodne retke strukture koje reprezentuju polinomijalnu matricu A(S) i odgo-
varajuci efikasan algoritam za izracunavanje A}LV[ ~ (). Prva retka struktura je oznacena sa Eff
a njeno poboljsanje sa Eff’, dok je druga struktura oznacena sa Ef.

Vredi napomenuti da svi rezultati u ovom odeljku mogu da se primene na Algoritam 4.5.1

iz, prethodnog poglavlja. Ovo je uradeno u nasem radu [101] i koriséeno je u implementaciji
Algoritma 4.5.1.

Osnovna ideja pri razmatranju prve retke strukture je da se koriste samo nenulti matrica
koeficijenti A; = A; # 0 polinomijalne matrice A(S) dati u obliku (4.22).

1yeei2p

Definicija 4.6.1. Definisacemo sledeéu retku (efikasnu) strukturu polinomijalne matrice A(S)

sa
Eff s = {(J,A)|A; £0, 0 < J < deg A(S)} . (4.27)
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Takode definisimo skup indeksa ove retke strukture kao
Indg ={J|A;#0, 0< J <degA(S5)}. (4.28)

Definisimo operacije +, —, - i * na retkim strukturama kao

Eff, + Effy = Eff 4. 5, Eff4 — Eff3 = Eff4 3,

(4.29)
Eff, - Eff; = Eff 45, Eff', = Eff ..

Oznacimo sa ey = |Eff 4| = |Ind 4| velicinu strukture EfF 4.

Ocigledno vazi
AS)-B(S)= > ABS™,

I €lndy
J € Indp

gde je

SI—i—J _ Jutin t2pt+j2p
=5 .

5 Sop

Ako je C(S) = A(S)B(S) tada su elementi matrice Eff o parovi (K, Ck) gde je Ck definisano

kao slede¢a suma proizvoda matrica

Cx = > A;Bk_; (4.30)

I €lndy
K —1cTndg

pri cemu je Cx # 0. Prema tome, vazi ec < ey +ep i Eff o = Eff 4 - Eff g moze da se izracuna
u vremenu O(e4 - ep).

Slicno vazi za izracunavanje zbira C(S) = A(S) + B(S). Elementi matrice Eff o su parovi

(K, Ck) gde su vrednosti C definisane sa

Ak, A #0,Brg =0
CK - BK, BK 7£ O,AK — O (431)
Ag + Bg, Ak #0,Bg #0

i zadovoljavaju Cx # 0. Kao i u prethodnom slucaju, mozemo da zaklju¢imo da ex <
max{e,ep} i Eff ¢ moze da se izracuna vremenu O(max{ea,ep}).

Skupovi indeksa koji odgovaraju sabiranju i mnozenju matrica su
IndA+B :IndAUIndB, IndAB :IndA—l—IndB

S obzirom na (4.29), Eff’y = {(I, 4}) | (1, A;) € Eff 4} izrac¢unavamo u vremenu O(e4).

Obicno su koeficijent matrice A; u polinomijalnoj reprezentaciji (4.22), tj. u retkoj repreze-
ntaciji (4.27) retke. Koristeéi ovu ¢injenicu mozemo zna¢ajno poboljsati nasu retku strukturu

Eff koriste¢i pogodnu strukturu za ove konstantne koeficijent matrice.
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Definicija 4.6.2. Za konstantnu matricu A = [a;;] € C™*™, definisimo sledeéu retku strukturu

Spa = {(i, 4, aiy) | ai; # 0} (4.32)
Oznacimo sa sp = |Sp 4| velic¢inu strukture Sp 4.

Sli¢no kao u slucaju Eff 4, definisa¢emo elementarne operacije na ovim retkim strukturama

Spa +Spp = {(4,7,ai; + bij) | (i,7,ai5) € Spa V (4,7, bi5) € Spp, ai; + by # 0}
Spa-Sps = {(i,j.ciy) | cij = > awbrj # 0, (i, k,a) € Spa A (K, j.bij) € Spy}
Spj:l = {(jviva’:j) | (Z.ij aij) S SpA}

Na taj nac¢in, imamo sledeé¢e poboljsanje strukture Eff:

Effy, = {(J,Spy,)|As;#0, 0<J <degA(S)} (4.33)

Moze se videti da je slozenost izracunavanja Sp 4, + Spp jednaka O(sa+ sp) a za Sp’ je O(s4).
U slucaju mnozenja slozenost izracunavanja zavisi od konkretne implementacije. Pretpostavimo
daje A € C™*™ i B € C"*P. Ako se trojke urede leksikografski u Sp, i u Spy tada za svako
(i,k, Aix) € Sp, treba da nademo sve (k, j, By;) € Spg, tj. sve trojke u Spy koje pocinju sa

k. Ako taj broj obelezimo sa sg), tj. ako je

s = |{(k,j,bx;) €Spp | i =1,...,p}]

tada je sloZzenost mnozenja Sp, - Spp data sa

o Yooosmep]. (4.34)

(l7kaazk)€SpA

Zadnji sabirak u (4.34) se javlja zbog ¢injenice da je potrebno da se konstruise retka struktura
Sp¢ za matricu C = AB € C™*P.

Retka struktura Sp je ve¢ implementirana u programskom paketu MATHEMATICA kao struktura
SparseArray, [157, 158]. Oba izraza

SparseArray({i1, j1 }— > v, {i2, jo}— > va,...,]

SparseArray[{{i1, j1}, {i2, jo}, ... }— > {v1,v2,...}]
reprezentuju retku strukturu sa elementima u pozicijama {i, jx} koji imaju vrednosti vy.
Operacije sa retkim matricama su potpuno ekvivalentne operacijama sa gustim matricama
[157, 158]: Plus(+) za sabiranje matrica, Dot (.) za mnozenje matrica, Times (*) za mnoZenje

skalarom, itd.

Prema tome, u nasoj implementaciji imamo da je

Eff’, = {(J, SparseArray[A,])|A; #0, 0 < J < deg A(S)}.
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Cinjenica da su osnovne operacije iste i za guste i za retke matrice omogucéuje da se koriste iste
procedure za osnovne operacije na Eff u slucaju kada je Sp ugradeno u Eff i kada to nije. U
proceduralnim programskim jezicima na pocetku algoritma moramo da odlucimo da li koristimo
Sp ili ne, zavisno od strukture ulaznih matrica A(S), M(S) 1 N(S). Na slican nacin, moguce

je promeniti izbor jedne od ove dve varijante strukture Eff tokom implementacije algoritma.

U drugoj retkoj strukturi matricu A(S) predstavljamo u obliku A(S) = [a;;(5)], gde su

a;;(.S) skalarni polinomi i konstruisemo retku strukturu Eff,,; za svako a;;(S). Retka struktura
deg a(
=1

Eff, za skalarni polinom a(S) = % ;57 se definige sliéno kao i u sluéaju matrice (4.27):

Eff, = {(J,a;) |a; #0, 1 < J <dega(5)}.

Oznacimo ovakvu retku reprezentaciju sa Ef. Drugim recima vazi Ef 4 = [Eff,,]. Ako koris-
timo oznake ef 4 = > ", Z?:1 €a;;» Slozenost operacije sabiranja Ef struktura je
0(S5en, e, ) ot ot
i=1 j=1
Oznacimo sada row(B, k) = >7_, ey, i col(A, k) = 37", ey, Slozenost mnozenja matrica A

i B predstavljenih preko efektivnih struktura ef jednaka je

@] (Z Z Z eaikebkj> =0 (Z Z €q,, TOW (A, k:))

i=1 k=1 j=1 k=1 i=1

=0 (i col(A, k)row(B, k;))
k=1

Polinomi u programskom paketu MATHEMATICA se predstavljaju u internom obliku koristeci
neznatno modifikovanu Ef retku strukturu. Na primer, polinom sa dve promenljive p(s, s2) =
4595304 53+ 5952+ 35359+ 894257+ 351 + 10 je u programskom paketu MATHEMATICA predstavljen

slede¢om internom reprezentacijom:

Plus[

10,

Times[3, s1],

Times[2, Powerl[s1l, 2]],

s2,

Times[3, Power[s1l, 3], s2],
Times[Power[s1, 2], Power([s2, 2]],
Power[s2, 3],

Times[4, Powerl[sl, 9], Power[s2, 10]]
1.
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Poslednji izraz je dobijen koristeé¢i funkciju FullForm [E] programskog paketa MATHEMATICA koja
vraa internu reprezentaciju izraza E [157, 158]. Ova interna reprezentacija polinoma p(.S), na
najvisem nivou je lista duzine ef,, sa zaglavljem Plus. Svaki element ove liste sadrzi eksponent
i J = (j1,J2) 1 vrednost p; (vrednosti j; = 0,11 j, = 0, 1 nisu pokazane). Veli¢ina cele struk-
ture u memoriji je O(ef,)). Prema tome mozemo da koristimo ovu prirodnu polinomijalnu
reprezentaciju u programskom paketu MATHEMATICA i da ugradimo elementarne operatore da bi
implementirali efikasan metod pregradivanja koriste¢i Ef strukturu. Slozenost ovih ugradenih

operatora je ista kao i slozenost odgovaraju¢ih operatora definisanih za Ef strukturu.

Algoritam 4.6.1 i Algoritam 4.6.2 implementiraju efikasni metod pregradivanja za izra¢una-
vanje tezinskih MP inverza polinomijalnih matrica i metod za izracunavanje inverza Hermitskih,
pozitivno definitnih polinomijalnih matrica. Oba algoritma su pogodna za retke matrice. Gen-
eralno, metodi mogu da se koriste sa obe, predhodno opisane retke strukture. Prema tome,
obelezi¢emo opstu retku strukturu sa £. Ona moze da se zameni bilo sa Eff| bilo sa Ef. Takode,
sa O oznaci¢emo opstu efikasnu strukturu odgovarajucée nula matrice. Istisimbol ¢e biti koris¢en

za efikasnu strukturu broja 0.

Algoritam 4.6.1 Efikasno izra¢unavanje inverza Hermitske, pozitivno definitne polinomijalne
matrice sa vise promenljivih

1: £N1 =&

2: £ N, = 5n11

3: for i :=2 ton do

4: gﬁi = 5n” 5N71 — 5;; “CN, 511.
5: gﬁl = _Eﬁiq 'Eli
6: EE = 5&,71 —&p, - }?1
T N, = gNi—l -5&
8:  Formiraj &y koristeci
fo= [ Pl R
Nia(S)- F7(S)  NZ,(S)
9: end for -
10: return N, '(S) = x’;gi zasvaki k=1,...,n.

4.6.4 Primeri

Algoritam 3.4.2, Algoritam 3.4.3, Algoritam 4.6.1 i Algoritam 4.6.2 su implementirani u pro-
gramskom jeziku MATHEMATICA. Takode je implementiran i algoritam za odredivanje retke struk-
ture Eff. Funkcije WPolyEf i WPolyEff implementiraju Algoritam 4.6.2 koristeéi respektivno
retke strukture Ef i Eff. Sve osnovne operacije za retku strukturu Eff (funkcije Add, Sub, Muls,
Mul i TE koje odgovaraju sabiranju, oduzimanju, mnozenju skalarom, mnozenju i operaciji kon-

jugovanja i transponovanja respektivno) su implementirane.
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Algoritam 4.6.2 Efikasan metod za izracunavanje tezinskog MP inverza retke matrice
Input: Efikasne strukture €4,y i Ex matrica A(S) € C™*", M(S5) € C™™, N(S) € C™

1: Izraéunaj inverze matrica N, '(S) = %:—g za svako k =1,...,n koriste¢i Algoritam 4.6.1.
2: if £,, = O then

3: 521 =0

4. &y, =& (& je retka struktura broja 1)
5: else

6: 8Z1 = 5;1 gM
7 gyl = 5:1 'EM'gal

8: end if

9: for i :=2 ton do

10: (C/‘di = 821‘71 . Sai

11: gci = gai . gyi_l — 5141._1 'gdi

12: if &, # O then

13: g\/i = gyFI . 5:1 -Eu

14: Ew, =& - En - &,

15:  else

16: 5 = (gy . 5 SZifl . 5142.71) 'gﬁi—l
17: 8 =8, &y,

18: gv. = g (5* gN 5* gyi_l) 'EZi—l
19: Ew. == g 5)*/ L gy "

- &

7

;(1) ?fpg l:fEff then
) otz = { (i (0')]) 16:00,) € Bifa. G (1)) € Bits,}
o{ (5[ D]) 1600 € Bt (), =0
{5 w),] ) 1@ = 0.6 € Bt |
23:  else
Efo,
t el

26: g@ —SZ 'SN 1'8w.—
27: 5\1; = ng EV
O;

28: L= { \DJ
29: gyi = (91/,1. . EWZ
30:  Nadi polinome Z;(S) 1 Y;(S) iz njihovih efikasnih struktura

: . Zi(S)
31 Xi(9) = 79
32:  Skrati zajednicke ¢inioce u brojiocu Z;(.S) i imeniocu Y;(.S) i prera¢unaj (ako je potrebno)

efikasne strukture.

33: end for
34: return AJZF\/[(S),N(S)(S) = X, (9)
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Primer 4.6.1. Odredimo tezinski MP inverz sledeée polinomijalne matrice sa dve promenljive
A(z, y):

1-3z 54+9x — 10y 1648z + 2y
A(z,y)= |-7T+9% -8y 8+5br—y 4+ 2x + 3y
7T—x—8y 16—2x—6y —-3—2x—4y

U odnosu na sledeée matrice M(z,y) i N(x,y):

-20—-z—-7  —8—-Tx—4z —2(8+ 3x+ 47)
M(z,y) = —8—4dx—T7% —-204+T7r+T7x 2(bx — )
| —2(8+4x+37) —2(z —57) 7(-2+x+7)
(16 + 7z +72 7—6x—2T 6 — 10z — 3T
N(z,y) = |7T-220-6T —2(3+52+5z) —2(6+4z+37)

|6 -3z — 10z —2(6+ 3z +47) —3(-6+x+7)

Obe funkcije WPolyEf i WPolyEff vracaju istu vrednost za tezinski MP inverz

-1
X(@,y) = AL 0 Niw @ ¥) = (602% = 5ya® — 5402 + 5lyx + 779 — 42y — 435)
—5z% 4 5l — 42 —3z% 4+ 8z — 13 —3x% 4 33z — 4
x | —30z% + Tlz + 15 422° — byr — 33z +y + 15 —1822 — 63z + 10y + 105

—2 (1022 — 192 +12) 2 (1822 — 2yx — 29z + 2y 4+ 17) —242” + yx + 422 — 2y — 23

Napomenimo da su stepeni medurezultata u Algoritmu 4.6.1 i Algoritmu 4.6.2 mnogo veéi od
stepena matrica A, M, N i X (maksimalni stepeni u ovom primeru su 874 i 122 za promenljive z
i y respektivno). Ovo je razlog zbog koga su prikazani algoritmi za izra¢unavanje tezinskih MP
inverza za polinomijalne matrice veoma spori (vreme izvrienja funkcije WPolyEff za poslednji
primer je 172.922 sekunde). Kao $to ¢e se videti u nastavku, kada su matrice A, M i N retke,
odgovaraju¢i medurezultati su takode retke matrice. Prema tome, retke strukture uvedene u

prethodnom odeljku poboljsavaju vreme izvrsenja implementacije.

Algoritam 4.6.2 je testiran na nekoliko slucajno generisanih test primera. Testirane su
varijante Algoritma 4.6.2 u kojima se koriste retke strukture Ef i Eff. Pritom su matrice A(.S),

M(S) i N(S) su kompleksne polinomijalne matrice jedne promenljive s (tj. vazi S = (s,3)).

Testiranje je sprovedeno za dve razlicite klase matrica: retke i guste. Rezultati su dati u
sledecoj tabeli (kolona d se odnosi na stepen odgovarajuéih matrica polinoma A(S), M(S) i

N(S)):
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m|n|d|Alg4.6.2| Alg. 4.6.2 m|n|d|Alg4.6.2| Alg. 4.6.2
sa Ef sa Eff sa Ef sa Eff
21211 0.14 0.188 2121 0.06 0.89
21212 0.65 1.24 21212 0.25 0.46
2123 1.92 3.93 21213 0.60 1.23
3131 1.34 1.32 3131 0.47 0.68
31312 9.01 11.81 3132 4.60 7.18
3133 34.39 48.13 3133 14.89 24.65
4 1411 7.87 6.74 41411 6.10 6.18
4 1412 6931 64.48 4 1412 3495 39.68
4 | 413 461.07 594.98 4 1413 256.31 299.61
5151 49.13 58.48 51511 30.85 39.43
515(2| 309.38 330.32 515 |2] 246.32 283.12
sp1(A(S)) = 0.9, spa(A(S)) =0.9 sp1(A(S)) = 0.7, spa(A(S)) = 0.5

m|n|d|Alg4.6.2| Alg. 4.6.2 m|n|d|Alg4.6.2| Alg. 4.6.2
sa Ef sa Eff sa Ef sa Eff
21211 0.04 0.112 2121 0.032 0.105
21212 0.11 0.263 21212 0.069 0.190
21213 0.422 1.303 21213 0.187 0.713
3131 0.281 0.972 3131 0.185 0.675
3132 1.367 3.505 31312 0628 2.944
313|3| 5808 18.449 3133 1.031 3.275
4 1411 1.613 5.549 4 1411 0.987 4.344
4 142 12.134 27.113 4 1412 6.087 25.263
4 | 413 55.139 107.27 4 |43 27.466 176.581
5151 7.475 13.582 5151 3.294 15.853
515(2| 84.712 139.681 5152 42159 171.416
sp1(A(S)) =1, sp2(A(S)) = 0.2 sp1(A(S)) = 0.2, spa(A(S)) = 0.2

Sva vremena izvrSenja koja su prikazana su u sekundama a spars brojevi za matrice M (.S)
i N(S) su isti kao odgovarajuéi spars brojevi za A(S). Svako vreme izvrsenja je dobijeno
usrednjavanjem vremena izvrsenja za 10 razlicitih slucajno generisanih test primera. Testiranje
je izvrseno na Intel Pentium 4 procesoru na 2.6 GHz i sa programskim paketom MATHEMATICA
5.2. Mozemo napomenuti da Algoritam 4.6.2 sa strukturom Ef pokazuje bolja vremena na
svim test primerima. Veé¢ smo spomenuli da je algoritam za formiranje retke strukture Ef veé
implementiran u programskom paketu MATHEMATICA. U implementaciji su koriséeni standardni

ugradeni operatori za manipulaciju sa matricama u strukturi Ef.

Prva tabela (kada je spi(A(S)) = sp2(A(S)) = 0.9) odgovara gustim matricama. U tom
slucaju, retke strukture nisu dovoljno efikasne jer postoji mnogo nenultih elemenata u svim
matricama i nenula koeficijenata u polinomima. Ali moze da se primeti znacajno poboljsanje

vremena izvrSenja kada je primenjena struktura Ef u odnosu na slucaj kada je primenjena
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struktura Eff. Ova razlika uglavnom dolazi zbog ¢injenice da je struktura Ef implementirana
koristec¢i ugradene operacije u programski paket MATHEMATICA.

Drugi slucaj (kada je spi(A(S)) = 0.7 i spa(A(S)) = 0.5) se odnosi na retke matrice.
Mozemo da napomenemo da je vreme izvrsenja znac¢ajno manje nego u prvom slucaju. Takode,
ovde struktura Ef daje manje vreme izvrSenja nego struktura Eff.

U tretem i cetvrtom slucaju (kada je spi(A(S)) = 11 spa(A(S)) = 0.2, 1 sp1(A(S)) =
spe(A(S)) = 0.2, respektivno) radi se o matricama ¢iji su elementi veoma retki polinomi.
Stavise, u etvrtom slucaju se radi o matricama sa samo nekoliko nenultih elemenata. U
cetvrtom slucaju, najmanje srednje vreme izvrSenja je dobijeno za sve razmatrane dimenzije
i stepene matrica. Napomenimo da kada spars broj opada, srednje vreme izvrSenja takode
opada (za konstantne dimenzije i stepen matrice). Ovo vazi za obe retke strukture i potvrduje

teorijske rezultate o retkim strukturama Ef i Eff u praksi.

Takode je razmotren prostiji slucaj: kada se podrazumeva da su sve ulazne matrice (A(S),
M(S) i N(S)) i promenljive sy, ..

operacija konjugovanja-transponovanja se svodi samo na transponovanje.

.,8p realne. U tom slucaju imamo samo p promenljivih i

Algoritam 4.6.1 i Algoritam 4.6.2 ostaju isti, osim $to mozemo da izmenimo definiciju oper-
atora konjugovanja-transponovanja (isto vazi i za implementacije u programskom paketu MATH-
EMATICA). Ovaj slucaj je razmatran u nasem radu [141]. Algoritam 4.6.1 i Algoritam 4.6.2 su
efikasne verzije odgovarajuéih Algoritama 3.1 1 3.2 u [141]. Ovde je vreme izvrsenja algoritama
znacajno manje i inverzi imaju mnogo manje stepene. Rezultati dobijeni u ovom specijalnom

slucaju prikazani su u sledec¢oj tabeli:

m|n|d|Alg342| Alg4.6.2 | Alg. 4.6.2 | Alg 3.1
sa Eff sa Ef | sa [141]
3131 0.32 0.23 0.10 0.94
31312 0.69 0.57 0.20 1.32
31313 0.82 1.17 0.43 1.84
31314 1.19 2.15 0.73 2.38
4 131 0.76 1.26 0.14 1.29
4 13|2 1.29 0.65 0.31 2.12
41313 2.14 1.32 0.59 2.42
4134 2.84 2.26 1.01 2.93
51511 3.48 1.45 1.01 3.56
51512 5.90 4.54 2.92 4.92
51513 9.18 8.79 6.82 8.27
519 |4 12.15 15.87 10.85 10.34
6 |61 7.98 2.65 2.17 8.16
6|62 1293 8.20 7.31 11.32
6 6|3 21.76 18.29 13.53 19.42

Iz tabele moze da se vidi da ovde u svim slucajevima struktura Ef daje bolje rezultate

nego struktura Eff (obe uz koriséenje Algoritma 4.6.2). Oba efikasna algoritma su znacajno

sp1(A(S)) = 0.7, sp2(A(S)) = 0.7
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bolja od Algoritma 3.4.2 (za racionalne matrice) i Algoritma 3.1 iz [141]. Za manje vrednosti

d, Algoritam 3.4.2 je bolji od Algoritma 3.1 iz [141] zbog implementacionih detalja.

Svi izlozeni rezultati dovode do istog zakljucka: najbolji metod za izracunavanje tezinskih

MP inverza polinomijalnih matrica je Algoritam 4.6.2 sa retkom strukturom Ef.

4.7 Primene

Generalisani inverzi su veoma mocan alat i primenjuju se u mnogim granama matematike
(takode 1 u drugim naukama i u tehnici). Veé smo videli neke primene generalisanih inverza
za reSavanje matri¢nih jednacina (odeljak 3.1). U mnogim drugim disciplinama generalisani
inverzi igraju znacajnu ulogu, na primer: matematicka statistika (regresija), izracunavanje po-
larne dekompozicije, teorija elektri¢nih kola, teorija automatskog upravljanja, filtriranje signala,
diferencne jednacine, prepoznavanje slike, itd. Vredno je spomenuti da je glavna primena gen-
eralisanih inverza model linearne regresije, koji ¢emo izloziti u slede¢em odeljku. Napomenimo
da je mnogo detaljnije razmatranje klasi¢nih primena generalisanih inverza dato u monografiji
[10]. U ovom poglavlju ukratko ¢emo izloziti dve primene generalisanih inverza: u matematickoj
statistici (linearna regresija) i teoriji automatskog upravljanja (projektovanje sistema sa povrat-
nom vezom). Nadamo se da ova dva primera ilustruju snagu i moguénosti primene generalisanih

inverza.

4.7.1 Linearna regresija

U mnogim naukama veoma ¢esto postoji potreba odredivanja direktne funkcionalne zavisnosti
izmedu dve ili vise velicina. Oblast matematicke statistike koja se bavi utvrdivanjem i opisi-

vanjem ovih zavisnosti naziva se regresija. Postoje dva moguca pristupa ovom problemu.

Kod prvog pristupa posmatra se uticaj obelezja (sluc¢ajnih velicina) X7, ..., X, na takode
slucajnu veli¢inu Y. Pri tom, treba odrediti funkciju f(zy,...,z,) takvu da slucéajna veli¢ina
f(Xy,...,X,) najbolje aproksimira Y. Kao mera odstupanja ovih dveju veli¢ina, najcesée se
koristi srednjekvadratno odstupanje, tj. uslov da je E(Y — f(X))? minimalno. Ovim tipom
regresije ne¢emo se baviti.

U drugom pristupu, posmatra se uticaj odredenog broja nesluc¢ajnih velicina, kontrolnih fak-
tora na vrednost odgovarajuée slucajne velicine Y. Ova veza je deterministicka (neslucajna).
Na velicinu Y takode uticu i slucajni faktori, kao i drugi neslucajni faktori ¢iji se uticaj ne
moze efektivno sagledati. Pretpostavicemo da su ova dva uticaja medusobno nezavisna, adi-
tivna (vrednost promenljive Y je zbir vrednosti deterministicke i slu¢ajne komponente) i da je
ocekivanje slucajne komponente jednako nuli.

Neka su ay,...,a, vrednosti kontrolnih faktora. Pretpostavicemo da ovi faktori uticu na

Y posredstvom funkcija f;(ai,...,a,) gde je i = 1,...,n, pri ¢emu je zavisnost veli¢ine ¥ od
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vrednosti funkcija f; linearna. Drugim re¢ima pretpostavicemo da vazi
Y =uxi1filar,...,a,) + ... +xfolar,...,ap) + e (4.35)

Sa z1,...,x, oznacili smo vrednosti koeficijenata linearne veze, a sa e slucajnu komponentu.
Ovakav model se naziva model linearne regresije druge vrste. Potrebno je izvrsiti odgovarajuéu
procenu koeficijenata z1, . . ., z, tako da se relacija (4.35) "najbolje” slaze sa dobijenim eksperi-
mentalnim rezultatima. Pri tome se vrsi niz eksperimenata sa razlicitim vrednostima kontrolnih

k

faktora a® = (ap,...,am) k = 1,...,m gde je m ukupan broj eksperimenata. Oznacimo sa

Y;ie€¢,1=1,...,m dobijene vrednosti velicine Y i slucajne veli¢ine € u i-tom eksperimentu

(ponavljanju). Dobija se
Yi:xlfl(aﬂ,...,a,-p)—i—...,xnfn(aﬂ,...,aip)—|—ei, 1=1,...,m. (436)

Oznacimo sada Y = [Y; --- Y, ]7, A = [fi(an, ... ap)], x=[z1 -+ 2]  kaoie=[e -+ €,].

Sistem jednacina (4.36) mozemo zapisati u matricnom obliku na sledeci nacin
Y =Ax+e¢ (4.37)

Potrebno je, za zadate vrednosti matrice A i vektora Y naci vrednost vektora x = x* takvu

da je norma vektora ¢ minimalna, odnosno

min ||Y — Ax| = [|[Y — Ax"||. (4.38)
XER"Xl
U zavisnosti od izbora norme || - || razlikujemo razlicite tipove linearne regresije drugog

reda. NajceSce se uzima euklidska Ly norma, ali se koriste i Ly, L, kao i L, norme. Kada je
u pitanju L; i Ly, norma, problem (4.38) svodi se na problem linearnog programiranja (videti
monografiju [131] ili [30, 106]).

Pretpostavimo da je norma u (4.38) euklidska. Problem (4.38) predstavlja problem nalazenja
minimalnog srednjekvadratnog resenja sistema jednac¢ina Ax = Y. Na osnovu Teoreme 3.1.9

imamo da je reSenje x* odredjeno slede¢im izrazom
x* =AY + (I, — ATA)z, zeR™! (4.39)

Prema tome, za odredjivanje x*, dovoljno je izracunati A'. Primetimo da ukoliko je matrica

A potpunog ranga vrsta, odnosno ako je rankA = m, tada na osnovu Leme 3.1.12 vazi A =
(A*A)71A* kao i ATA = I,,, pa se izraz (4.39) svodi na

X" = (A*A)TAYY. (4.40)

Ovaj izraz je dobro poznat u literaturi [30, 106].

Primer 4.7.1. Pretpostavimo da veli¢ina Y zavisi od jednog kontrolnog faktora t i da je zavisnost
oblika
Y =at + bt? 4 ct® + €. (4.41)

Pritom, neka je dat sledeéi skup vrednosti:
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ti | -1 -0.5 0.5 1
Y; | -8.98112 -1.00373 1.04187 9.01672

Najpre formiramo matricu A i vektor Y

t 5t -1 -1 -1 —8.98112
g |t t3 3| |-05 —0.125 —0.03125 v _ | 100373
Tt 88 3] | 05 0125  0.03125 |’ ~ | 1.04187
ty t3 1] 1 1 1 9.01672

Zatim racunamo MP inverz AT, kao i resenje primenom (4.39) pri ¢emu je z = Q,

0.0833333 —1.14286  1.14286  —0.0833333 0.838005
At =1 -0.25 0.380952  —0.380952 0.25 . x*=ATY = | 3.72018
—0.333333  0.761905 —0.761905 0.333333 4.44073

Prema tome, najbolja Lo aproksimacija veli¢ine Y oblika (4.41) je

Y = 0.838005t + 3.72018t> + 4.44073t°

4.7.2 Problem projektovanja sistema sa povratnom vezom

U ovom odeljku pokaza¢emo jednu primenu generalisanih inverza u teoriji automatskog upravl-
janja. Najpre dajemo jedan kratak uvod u teoriju linearnih sistema automatskog upravljanja.
Sistem automatskog upravljanja prima ulazni signal z(¢) (promenljiva ¢ ima ulogu vremena) a
na njegovom izlazu se pojavljuje izlazni signal y(¢). Ako pretpostavimo da su i ulazni i izlazni
signal neprekidne (kontinualne) funkcije vremena, tada kazemo da je sistem automatskog up-
ravljanja kontinualan. Kontinualan sistem automatskog upravljanja je kauzalan ako iz z(t) = 0
za svako t € R sledi da je y(t) = 0 za svako ¢ € R. Drugim re¢ima, nulti ulaz u kauzalni
sistem dovodi do nultog izlaza. U ovom odeljku mi ¢emo pretpostaviti da su zadovoljeni uslovi
kauzalnosti za sve dinamicke sisteme koje razmatramo.

Uobicajeno je da se kod kontinualnih sistema automatskog upravljanja ulazni i izlazni signali
posmatraju u Laplaceovom domenu (ili s-domenu). Drugim re¢ima, umesto da radimo sa

funkcijama z(t) i y(¢) mi éemo da posmatramo njihove Laplaceove transformacije

400 +o0
X(s):/o z(t)e *tdt, Y (s) :/0 y(t)e dt. (4.42)

Dodatne informacije o Laplaceovoj transformaciji mogu se naéi u literaturi, npr. [41, 54, 56, 70].
Naravno, svaki sistem moze da ima vise ulaza i viSe izlaza pa ¢e, u opstem slucaju, X (s) 1Y (s)
(a takode i z(t) i y(t)) biti vektori. Pretpostavi¢emo da su X (s) i Y'(s) vektori formata m x 1
in x 1. Za linearni dinamicki sistem, signali X (s) i Y(s) su povezani linearnim relacijama, tj.

tada postoji matrica G(s), koja se zove prenosna matrica, takva da je zadovoljeno

Prema tome, svaki linearni dinamicki sistem je u potpunosti opisan svojom prenosnom ma-

tricom G(s). Dalje, pretpostavicemo da je G(s) racionalna ili polinomijalna matrica. U
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tom slucaju relacija Y(s) = G(s)X(s) u vremenskom domenu predstavlja sistem integro-
diferencijalnih jednacina.

Linearni dinamicki sistemi se obi¢no predstavljaju blok dijagramima. Na Slici 4.1 prikazan
je blok dijagram najjednostavnijeg linearnog sistema. Ceo sistem je predstavljen jednim blokom
sa prenosnom matricom G(s) i ulaznim i izlaznim signalima U(s) i Y(s). Vise blokova mogu

da se kombinuju da bi se konstruisao slozeniji linearni sistem.

us) —»  G(s) — Yy(s)

Slika 4.1: Blok dijagram najjednostavnijeg linearnog sistema

Na slici 4.2 predstavljen je poznat sistem sa povratnom vezom. Izlazni signal Y (s) se vraca
nazad na ulaz u sistem (povratna veza) i dodaje se ulaznom signalu V(s) tako da se prenosna
matrica F(s) primenjuje i na ulazni signal V' (s) i na povratni signal Y (s). Ovaj koncept prvi
je uveo Harold Stephen Black 1927. godine za stabilizaciju elektriénih pojacavaca. Princip

povratne veze se Siroko koristi u mnogim prakticnim primenama u elektrotehnici i masinstvu.

»  G(s) > y(s)

Slika 4.2: Blok dijagram sistema sa povratnom vezom

Vise informacija o povratnoj vezi, a takode i o linearnim dinamickim sistemima moze se
nadi u literaturi, npr. [73, 74, 95, 139].

Posmatrajmo linearni sistem prikazan na slici 4.1 gde je G(s) racionalna ili polinomijalna
prenosna matrica formata m xn. Zadatak je da se odredi (ukoliko postoji) matrica F'(s) tako da
sistem sa povratnom vezom prikazan na slici 4.2 ima zeljenu prenosnu matricu H(s) € C™*"(s).

Tada vazi H(s) = (I, + G(s)F(s))"'G(s) i slede¢a jednakost mora da bude zadovoljena

G(s)F(s)H(s) = G(s) — H(s), (4.43)

gde je F'(s) nepoznata matrica. Naredna teorema daje potrebne i dovoljne uslove za postojanje

resenja problema kompenzacije povratne veze za date matrice G(s) i H(s).

Teorema 4.7.1. Potreban i dovoljan uslov da matricna jednacina (4.43) ima resenje dat je sa

G(s) = G(s)H(s)'H(s), H(s)= G(s)G(s)'H(s). (4.44)
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Dokaz.  Primenom teoreme 3.1.17 dobijamo sledeéi potreban i dovoljan uslov za postojanje

reSenja jednacine (4.43)
G(s)G(5)'(G(s) — H(s))H(s) H(s) = G(s) — H(s). (4.45)
Poslednja relacija moze dalje da se uprosti tako da dobije sledeéi oblik
G(s)(I, — H(s)'H(s)) = (I, — G(s)G(s) ) H(s). (4.46)

Mnozenjem (4.46) sa H(s)" sa desne strane, dobijamo

odnosno vazi

H(s)H(s)" = G(s)G(s) H(s)H(s)". (4.47)

Ponovnim mnozenjem (4.47) sa H(s) sa desne strane dobijamo

H(s) = G(5)G(s) H(s). (4.48)
Analogno, moze da se dokaze da je

G(s) = G(s)H(s) H(s). (4.49)

Napomenimo da iz relacija (4.48) i (4.49) sledi relacija (4.46). Stavise, dobijamo da su obe
strane relacije (4.48) jednake . Ovo dokazuje da je relacija (4.46) ekvivalentna sa sistemom
jednacina (4.48) i (4.49). O

Prema tome, da bi utvrdili da li postoji odgovaraju¢a matrica povratne sprege, moramo
proveriti da li vazi uslov (4.44), odnosno moramo izracunati MP inverze G(s)" i H(s)!. Za ovo
izracunavanje mozemo da koristimo neki od algoritama iz prethodnih sekcija. Napomenimo da

ako je A(s) € C"™*"(s) racionalna matrica, ona moze da se predstavi kao

1

ai(s)

A(s) =

Aq(s) (4.50)

gde je Ai(s) € C™"[s| polinomijalna matrica a polinom a;(s) je jednak najmanjem za-
jednickom sadrzaocu svih imenioca u A(s). Sada MP inverz A(s)" moze da se predstavi kao
A(s)T = a1(s)A;(s)t. Koristedi relaciju (4.50) izracunavanje generalisanog inverza racionalne
matrice A(s) mozemo da svedemo na izracunavanje generalisanog inverza za polinomijalnu
matricu A;(s). Isto vazi i za Drazinov inverz i neke druge klase generalisanih inverza. Ova
¢injenica omogucava da se iskoriste metodi razvijeni za polinomijalne matrice (na primer Al-
goritam 4.2.1, Algoritam 4.3.1, Algoritam 4.4.1, itd.) za izraCunavanje generalisanih inverza

racionalnih matrica.
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Ako je relacija (4.44) zadovoljena, tj. ako postoji reSenje problema povratne veze, saglasno

Teoremi 3.1.17, sva resenja jednacine (4.43) opisana su relacijom
F(s) = G(s)(G(s) — H(s)H(s) + Y (s) — G(s)'G(s)Y (s)H(s)H(s)'. (4.51)

Od svih matrica F(s) definisanih sa (4.51) izdvoji¢emo samo one za koje je matrica I, +
G(s)F(s) regularna (u suprotnom, sistem sa povratnom vezom prikazan na slici 4.2 osciluje i

izlaz y(t) je nezavisan od ulaza x(t)).
Primer 4.7.2. [64]
Razmotrimo slede¢u prenosnu matricu nekog sistema

<0 0
sw= 5 3

Potrebno je da utvrdimo da li postoji, i ako postoji da odredimo matricu povratne veze F(s) tako da
sistem sa povratnom vezom ima slede¢u prenosnu matricu

0 = 0
H(S) — 1 s+1 .
[<s+l>2 00

Prvo éemo da izracunamo generalisane inverze G(s)" i H(s)!. Te vrednosti su

s—2 0 0 (s+1)2
Gis)y=|1 0 s—1], H(s)=[s+1 0
0 0 0 0

Direktna provera daje da su relacije H(s) = G(s)G(s)TH(s) i G(s) = G(s)H(s)TH(s) zadovoljene.
Saglasno Teoremi 4.7.1, postoji reSenje naseg problema povratne veze. Iskoristi¢emo izraz (4.51) da
bi odredili vrednost F'(s). Neka je Y(s) = Q. Dobijeno resenje je

25 (s+1)2
F(s)=G(s)/(G(s) —H(s))H(s) = |s+1 1—3s
0 0

Takode, direktnom proverom zakljué¢ujemo da je matrica Is + G(s)F(s) regularna, §to znaci da je F'(s)
stvarno resenje naseg problema povratne veze.

Na kraju ovog odeljka napomenimo da slican postupak moze da se primeni na znatno

slozenije sisteme automatskog upravljanja.
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Glava 5
Zakljucak

U ovoj doktorskoj disertaciji analizirane su dve primene metoda simbolickog izracunavanja:
(1) Simbolicko izracunavanje Hankelovih determinanti (tj Hankelove transformacije) i

(2) Simbolicko izrac¢unavanje generalisanih inverza konstantnih, racionalnih i polinomijalnih

matrica.

Oblasti u kojima su ostvarene ove primene se medjusobno veoma razlikuju. Medjutim, uspesna
primena metoda simbolickog rac¢unanja je ono sto je zajednicko obema disciplinama. Glavni cilj
ove doktorske disertacije je bio upravo detaljna analiza moguénosti i na¢ina primene simbolickog
izracCunavanja za uspesno racunanje kako Hankelovih transformacija mnogih nizova, tako i siroke
klase generalisanih inverza konstantnih, racionalnih i polinomijalnih matrica. Cinjenica je da
je ova oblast poprili¢cno neistrazena i da jos uvek ima dosta prostora za dalja istrazivanja.
Kratak pregled svih izloZenih rezultata kao i neke ideje za dalja istrazivanja bi¢e prikazani

u ovoj, zakljuénoj glavi.

A. Prouceni su metodi za simbolicko izracunavanje Hankelovih transformacija nizova i de-
taljno su opisana izracunavanja Hankelove transformacije nekoliko klasa nizova celih i
realnih brojeva. Celine koje smo pritom obradili, kao i rezultati i zakljuéci do kojih smo

dosli, mogu se sistematizovati na slede¢i nac¢in:

[A.1.] Najpre su date osnovne definicije i pojmovi vezani za nizove realnih brojeva,
sa posebnim osvrtom na nizove celih brojeva. Takodje detaljno su opisane tri najvaznije
trasformacije brojevnih nizova ukljucuju¢i i Hankelovu transformaciju. Prikazana su os-
novna svojstva ovih transformacija kao i jedna primena Hankelove transformacije u fizici

¢vrstog stanja.

[A.2.] Formulisani su osnovni metodi za izracunavanje Hankelove transformacije. To

su metod Dodgsonove kondenzacije i Radoux-Junodov metod.

[A.3.] Da bi formulisali metod za racunanje Hankelove transformacije baziran na

veriznim razlomcima i ortogonalnim polinomima, bilo je potrebno izvrsiti pregled na-
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jvaznijih definicija i tvrdjenja iz teorije ortogonalnih polinoma. Poseban osvrt bio je na

troc¢lanoj rekurentnoj relaciji kao i svojstvima koja proisticu iz nje.

[A.4.] Nakon toga je detaljno opisan metod baziran na ortogonalnim polinomima
i veriznim razlomcima. Sve etape ovog metoda su detaljno formulisane. Kompletan
metod je na kraju formulisan u obliku algoritma. Metode za nalazenje tezinske funkcije
primenom Stieltjesove inverzione formule kao i metode za trasformaciju tezinske funkcije

su, takodje, vrlo detaljno opisane.

. IzloZzeni metodi za racunanje Hankelove transformacije primenjeni su na konkretnim

klasama nizova kao i nekim tvrdjenjima vezanim za odnos Hankelove i drugih nizovnih
transformacija. Napomenimo da su prilikom svih izvodjenja intenzivno koris¢ene metode
simbolickog racunanja kao i programski paket MATHEMATICA. Svi rezultati koji pripadaju
ovoj grupi su originalni (pri ¢emu su neki od njih ve¢ publikovani u medjunarodnim

¢asopisima) i mogu se sistematizovati na slede¢i nac¢in:

[B.1.] Metod baziran na ortogonalnim polinomima primenjen je na izracunavanje
Hankelove transformacije niza ¢iji je opsti ¢lan jednak sumi dva uzastopna generalisana
Catalanova broja. Najpre je odredjena tezinska funkcija primenom Stieltjesove inverzione
formule a zatim su primenom niza trasformacija ove tezinske funkcije odredjeni koeficijenti
troclane rekurentne relacije. Na kraju je dokazan glavni rezultat kojim je, u zatvorenom
obliku, odredjena Hankelova transformacija posmatranog niza. Ovi rezultati su publiko-

vani u nasem radu [113]. Ovo je jedan od glavnih rezultata ove disertacije.

[B.2.] Proucen je odnos izmedju Hankelove i k-binomnih transformacija. Ove trans-
formacije predstavljaju uopstenje binomne transformacije. Glavni rezultat ovog dela je in-
varijantnost Hankelove u odnosu na opadaju¢u binomnu transformaciju kao i jednostavna
formula koja povezuje Hankelove transformacije originalnog niza i niza trasformisanog
rastu¢om k-binomnom transformacijom. Ovi rezultati se ovom prilikom prvi put ob-
javljuju.

[B.3.] Izracunata je i Hankelova transformacija niza generalisanih centralnih tri-
nomnih koeficijenata. Pritom je koris¢en modifikovani metod baziran na ortogonalnim
polinomima kao i predhodno dobijeni rezultati vezani za odnos Hankelove i k-binomnih

transformacija. Ovi rezultati se ovom prilikom prvi put objavljuju.

[B.4.] Radoux-Junodov metod primenjen je na racunanje Hankelove transformacije
inverzije niza generalisanih Fibonaccijevih brojeva. Dato je i nekoliko generalizacija do-

bijenih rezultata.

. Detaljno su prouceni metodi za simbolicko racunanje generalisanih inverza konstantnih

matrica. Takodje, izlozene su osnove teorije genealisanih inverza matrica. Svi metodi su

implementirani u simbolickom programskom jeziku MATHEMATICA. Celine koje smo pritom
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obradili, kao i rezultati i zakljucci do kojih smo dosli, mogu se sistematizovati na sledeci
nacin:

[C.1.] Dat je pregled osnovnih rezultata iz linearne algebre i teorije matrica, koji su
koris¢eni u daljem radu sa posebnim osvrtom na nekoliko klasicnih dekompozicija ma-
trica. Definisano je nekoliko klasa uopstenih inverza i proucena su njihova osnovna svo-

jstva. Posebna paznja posvecena je Moore-Penroseovom, tezinskom Moore-Penroseovom

i Drazinovom inverzu.

[C.2.] Prezentovani su i detaljno prouceni osnovni metodi za racunanje generalisanih
inverza. To su metodi bazirani na faktorizacijama potpunog ranga, metodi bazirani na

blokovskim reprezentacijama i metod Zukovskog.

[C.3.] Prikazan je i detaljno proucen Leverrier-Faddev metod, odnosno modifikacije
ovog metoda za racunanje Moore-Penroseovog, Drazinovog i Siroke klase ostalih gener-
alisanih inverza. Formulisano je nekoliko varijanti ovog metoda koje su predstavljene u

obliku algoritama. Za svaki algoritam diskutovana je vremenska slozenost.

[C.4.] Metodi pregradjivanja su bili predmet daljih prouc¢avanja. Formulisane su tri
varijante ovog metoda za ra¢unanje Moore-Penroseovog inverza, {1} inverza i tezinskog
Moore-Penroseovog inverza. I ove varijante su date u obliku algoritma kojima je zatim

odredjena vremenska slozenost.

. Jedan od glavnih rezultata ove disertacije je metod za racunanje Moore-Penroseovog i
{i,j,...,k} inverza u vremenu mnozenja matrica. Ova slozenost je ujedno i teorijski
najbolja slozenost koju moze imati algoritam za racunanje generalisanih inverza. Metod
je baziran na modifikaciji Courrierovog metoda i generalisanoj Cholesky faktorizaciji. Ovi

rezultati su originalni i jos uvek neobjavljeni.

. Dalje su proucavani metodi za simbolicko racunanje generalisanih inverza racionalnih i
polinomijalnih matrica. To su modifikacije Leverrier-Faddevog metoda i metoda pre-
gradjivanja. Dobijeni rezultati su originalni i veé¢inom publikovani u nasim radovima
(100, 101, 102, 103, 104, 130, 141].

[E.1.] Dat je pregled najvaznijih definicija i pomoé¢nih lema vezanih za racionalne i

polinomijalne matrice.

[E.2.] Najpre je prikazan interpolacioni metod za racunanje Moore-Penroseovog in-
verza polinomijalnih matrica. Ovaj metod je baziran na Leverrier-Faddevom metodu.
[zracunate su vremenske slozenosti Leverrier-Faddevog metoda primenjenog na polinomi-
jalne matrice kao i interpolacionog metoda. Takodje je dat jedan jednostavan metod za
procenu stepena odgovarajuc¢ih polinomijalnih matrica. Implementacije ovih algoritama
u programskom paketu MATHEMATICA testirane su na slucajno generisanim test primerima

i rezultati testiranja su prokomentarisani. Tako je i u praksi potvrdjen teorijski dobijen
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rezultat da je interpolacioni metod uspesniji od klasicnog, narocito kada je ulazna matrica

gusta. Ovi rezultati su originalni i preuzeti iz naseg rada [130].

[E.3.] Slicna ideja je iskoriséena za konstrukciju inteprolacionog metoda za racunanje
Drazinovog inverza polinomijalnih matrica baziranog na Leverrier-Faddevom metodu.
Konstruisan je interpolacioni metod za racunanje Drazinovog inverza i izrac¢unata je nje-
gova vremenska slozenost. Implementacija interpolacionog metoda u programskom paketu
MATHEMATICA testirana je na sluc¢ajno generisanim test primerima i rezultati testiranja su
prokomentarisani. Tako je i u praksi potvrdjen teorijski dobijen rezultat da je interpola-
cioni metod uspesniji od klasicnog narocito kada je ulazna matrica gusta. Ovi rezultati

su originalni i preuzeti iz naseg rada [103].

[E.4.] Nakon toga je konstruisan interpolacioni metod za ra¢unanje Siroke klase
generalisanih inverza. Takode, konstruisani su interpolacioni metodi za racunanje indeksa

i ranga polinomijalne matrice. Ovi rezultati su originalni i preuzeti iz naseg rada [102].

[E.5.] Razmatrana je modifikacija metoda pregradivanja za racunanje Moore-Penro-
seovog inverza racionalnih i polinomijalnih matrica sa dve promenljive. Modifikacija je
implementirana u programskom paketu MATHEMATICA. Ovi rezultati su originalni i preuzeti
iz nasih radova [100, 101].

[E.6.] Prikazana je modifikacija metoda pregradivanja za ra¢unanje tezinskog Moore-
Penroseovog inverza racionalnih i polinomijalnih matrica. Definisane su i retke strukture
kojima se izlozeni metodi znacajno ubrzavaju. Ovi rezultati su originalni i preuzeti iz
nasih radova [141, 104].

. Razmatrane su primene teorije generalisanih inverza konstantnih i polinomijalnih ma-

trica u matematickoj statistici i automatici (odnosno teoriji automatskog upravljanja).
Deo vezan za primene u automatici sadrzi nekoliko originalnih, jos uvek neobjavljenih

rezultata.

Na samom kraju ove doktorske disertacije, napomenimo da bi dalja istrazivanja na temu

simbolickog izracunavanja Hankelovih determinanti i generalisanih inverza matrica mogla da

se odvijaju u slede¢im pravcima:

(1) Konstrukcija metoda (tj. implementacija) kojim se potpuno automatizuje primena metoda

baziranog na ortogonalnim polinomima za racunanje Hankelove transformacije. Neki de-

lovi ovog softvera su ve¢ napisani.

(2) Uspostavljanje veze izmedu nekih drugih nizovnih transformacija i Hankelove transfor-

macije, kao sto je to bio slucaj sa k-binomnim transformacijama.

(3) Izracunavanje Hankelovih transformacija jos nekih nizova (niz Narayaninih polinoma,

zatvorenih Setnji regularnih stabala, itd...).
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(4) Konstrukcija metoda za rac¢unanje Drazinovog i jos nekih generalisanih inverza u vremenu

mnozenja matrica.

(5) Konstrukcija interpolacionih metoda za racunanje generalisanih inverza racionalnih ma-

trica.

U tom smislu, rezultati izlozeni u ovom radu, pored znacajnog doprinosa simbolickom
izracunavanju Hankelovih determinanti i generalisanih inverza matrica, predstavljaju i dobru
osnovu za dalja istrazivanja i razvoj novih algoritama za simbolicko izracunavanje u drugim

oblastima.
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