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Predgovor

Teorija generalisanih inverza ima svoj zacetak u prvim godinama XX veka. Naime,
1903. godine $vedski matematicar E. I. Fredholm [32] prvi uvodi pojam ”pseudo—
inverza” integralnog operatora. Koncept generalisanog inverza diferencijalnih opera-
tora prvi pominje nemacki matematicar, i jedan od osnivaca funkcionalne analize, D.
Hilbert [38]. Tokom narednih godina mnogi autori su proucavali generalisane inverze i
dali svoj doprinos ovoj grani matematike.

Egzistenciju generalisanog inverza kona¢nih matrica prvi je uocio americki matema-
ticar E. H. Moore. Njegova prva publikacija na ovu temu je apstrakt sa skupa Americkog
matematickog drustva [48], gde Moore ovaj inverz naziva ”general reciprocal”. Sma-
tra se da je Moore ove rezultate dobio mnogo ranije [40]. Medutim, Moore-ov rad
ostaje nezapazen narednih tridesetak godina. A. Bjerhammar [4, 5, 6] je 1951. godine
uocio vezu izmedu Moor-ovog inverza i reSenja sistema linearnih jednacina. Engleski
matematicar i fizicar R. Penrose [50] je 1955. godine prosirio Bjerhammar—ove rezul-
tate i dokazao jedinstvenost Moore—ovog inverza. Nakon Penrose—ovog otkrica, teorija
generalisanih inverza matrica je krenula da se razvija i publikovan je veliki broj radova
na ovu temu.

Godine 1958. publikovan je proslavljeni rad [30] americkog matematicara M.P.
Drazina, gde on uvodi novi generalisani inverz (i to u klasi $iroj od klase matrica — u
asocijativnim prstenima). On ovaj inverz naziva pseudo—inverz i definiSe ga na sledeéi
nacin:

Definicija [30] Neka je R asocijativni prsten i x € R proizvoljan element. Ako postoji
element ¢ € R koji zadovoljava jednacine

(i) cx = xc,
(ii) x™ = x™ Ve, za neki prirodan broj m,
(iii) ¢ = c*x,
tada za element x kaZemo da je pseudo—invertibilan u R.

U pomenutom radu, Drazin dalje dokazuje da kada ovako definisan element ¢ postoji
onda je on jedinstven, oznacava ga sa =’ i naziva pseudo-inverzom elementa x. Takode,
u ovom radu Drazin otvara problem aditivnosti ovako definisanog generalisanog inverza
i dobija slede¢i rezultat.

Teorema [30] Ako su 1, ..., x; pseudo—invertibilni elementi iz asocijativnog prstena R,
takvi da je xszy = 0 (s,t € {1,...,5}, s #t), tada je i x1 + ... + x; pseudo—invertibilan
uRivazi (1 + ...+ z;) ="+ ...+ ).

U svom radu Drazin pominje da je ovako definisan pseudo-inverz primenljiv i na

matrice. Krajem Sezdesetih godina XX veka, ovaj pseudo—inverz razmatran je detaljnije
i za matrice, kada je i nazvan Drazinov inverz [54, 52, 33, 34, 16, 2].



U ovoj doktorskoj disertaciji su izlozeni novi i originalni rezultati vezani za Drazinov
inverz kompleksnih matrica, koji su objavljeni u radovima [24], [42], [43] i [57]. Rezul-
tati radova [42] i [43] prezentovani su na konferenciji ” Workshop on Generalized Inverse
and its Applications”, 2-4.11.2012, Nanjing, Kina, kao i na konferenciji ” XIII Srpski
matematicki kongres”, 22-25.5.2014, Vrnjaka Banja, Srbija. Disertacija se sastoji iz tri
glave.

Prva glava je uvodnog karaktera. U njoj su dati neki pojmovi i osobine matrica, kao
i definicija Drazinovog inverza kvadratne kompleksne matrice i neka njegova svojstva
koja se koriste tokom rada.

U drugoj glavi razmatrane su aditivne osobine Drazinovog inverza matrica. Naime,
2001. godine R.E. Hartwig, G. Wang i Y. Wei [37] postavljaju problem pronalazenja
formule za (P + Q)?, gde su P i Q kvadratne kompleksne matrice. Nakon pomenute
publikacije ovaj problem pocinje intenzivno da se izucava. Prva aditivna formula koja
je predstavljena u drugoj glavi jeste rezultat iz rada [42], a data je pod uslovima

k
PQ H(Ppqul) = 07 gde su (plaq17p27q27"'apk7q1€) € Uk 1 gde je za k € N7 Uk =
=1

k k _
{(p17q17p27QQ7 7pk7qk) : sz + EQZ =k - 17 Di, qi € {Oa 17 7k - 1}7 i = 1ak}
i=1 =1

Ova formula generalizuje formule za odredivanje (P + Q)¢, koje su date pod slede¢im
uslovima:

(i) PQ=QP =0 [30];

)

(ii) PQ =0 [37];

(iii) PQP =0, PQ* =0 [63];
)

(iv) QPQ =0, QP*Q =0, P*Q =0 [7].

Dalje su za k € N, razmatrane posledice pomenute formule, koje i same predstavl-
jaju nove aditivne rezultate. U drugoj glavi je dalje izlozena formula za (P + Q)
koja predstavlja originalan rezultat iz rada [57], a koja vazi pod uslovima P?QP = 0,
P2Q? = 0, PQ*P = 0i PQ?® = 0. Ova formula predstavlja uopstenje rezultata iz
radova [30, 37, 63] pomenutih u prethodnoj listi, kao i slede¢a dva rezultata:

(i) P?Q =0, Q*=0 [44];
(ii) P2Q =0, PQ? =0 [12).

Kako jos uvek ne postoji formula za (P + Q)¢ bez dodatnih uslova za matrice
P i @, ovaj problem ostaje otvoren i ¢ini se da ga je tesko resiti. Medutim, zbog
siroke primene Drazinovog inverza matrica, kao i veze izmedu pronalazenja Drazinovog
inverza blok matrica i pronalazenja Drazinovog inverza zbira dve matrice, znacajno je
pronaci $to vise nacina za izracunavanje Drazinovog inverza zbira dve matrice. Stoga
svaka formula za (P + Q)¢, data pod odredenim uslovima, predstavlja bitan rezultat u
ovoj problematici.
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Treca glava ove disertacije bavi se Drazinovim inverzom blok matrica. Glava je
podeljena na cetiri poglavlja.

U poglavlju 3.1 razmatran je Drazinov inverz anti-trougaonih blok matrica i pred-
stavljene su formule za njegovo izracunavanje pod odredenim uslovima, a koje su pub-
likovane u radu [43]. Naime, u poglavlju 3.1 su izlozene formule za odredivanje Drazi-

novog inverza donje anti-trougaone blok matrice }, gde su 0 i D kvadratne

0 B
C D
matrice, i to pod uslovom DCB = 0, kao i pod uslovom C'BD = 0. Pomenuti rezultati
koriste se dalje prilikom dokazivanja nekih teorema u drugom poglavlju trece glave.
Poglavlje 3.2 bavi se reprezentacijama Drazinovog inverza za 2 x 2 blok matricu M =
A B
K
godine su S.L. Campbell i C.D. Meyer [11] postavili problem pronalazenja Drazinovog
inverza blok matrice M, u funkciji blokova matrice M. Od tada je ovaj problem
izucavao veliki broj nauénika i prezentovane su brojne formule za odredivanje M?, pod
specijalnim uslovima za blokove matrice M. Iako problem jos uvek nije resen, zbog
primene Drazinovog inverza u oblastima kao Sto su statistika i diferencijalne jednacine,
znacajna je svaka formula pomocu koje se odreduje Drazinov inverz matrice M. U
ovom poglavlju su izlozene eksplicitne reprezentacije Drazinovog inverza blok matrice
M pod odredenim uslovima, koje su sastavni deo radova [42] i [43], a koje uopstavaju
sledece slucajeve:

(i
(i
(iii) BC' =01i DC =0 [19];

, gde su A i D kvadratne matrice, ne obavezno istih dimenzija. Naime, 1979.

BC =0,DC =01iBD =0 [27];

BC =0, DC =0 (ili BD =0) i D je nilpotentna matrica [35];
(iv) BC =0iBD =0 [28];
(v) CA=01iCB =0 [20];
(vi) AB=01iCB =0 [19];
(viii) BD =0, D"CA=01iD"CB =0 [28];
(ix) BOB=0, BCA=0, DCB=0iDCA=0[63];
(x

(xi

BCA=0,DC=0iBD =0 (ili D je nilpotentna matrica) [12];
BCA =0, BD =01 BC je nilpotentna matrica [12];
BCA=01iBD =0 [23);

(xii

ABC =0, ABD =0, CBC =0i CBD =0 [63];

(xiii

)
)
)
)
)
)
(vii) BD™C' =0, BDD? =01 DD"C = 0 [28];
)
)
)
)
)
)
)

(xiv) ABC=01iBD =0 [§];

iii



(xv) ABC' =0, DC =01 BD =0 (ili BC je nilpotentna matrica, ili D je nilpotentna
matrica) [17];

(xvi) ABC' =01 DC =0 [23].

U poglavlju 3.3 razmatrane su blok matrice ¢iji je uopsteni Surov komplement Z =
D—CAYB jednak nuli i izlozene su formule za odredivanje njihovog Drazinovog inverza,
pod uslovima ABCA™A = 0 i ABCA™B = 0, kao i pod uslovima AA"BCA = 0 i
CA™BCA = 0. Ove formule predstavljaju originalne rezultate rada [57], a generalizuju
sledece slucajeve:

(i) CA" =0, A"B=012Z =0 [47];
(i) CATB =0, AA™B =0 (ii CA"TA=0)1 Z =0 [35];

(ili) CA™BC =0, AA"BC' =01 Z =0 [63];

(v) ABCA™ =0, BCA™ je nilpotenta matrica i Z = 0 [44];

)

)

)
(iv) BCA™B =0, BCATA=0i1i2Z=0 [63];

)
(vi) ATBCA =0, A"BC je nilpotenta matrica i Z = 0 [44];
)

(vil) ABCA™ =0, ATABC =0 (ili CBCA™ =0)i Z =0 [7].

Poglavlje 3.4 predstavlja originalne rezultate rada [24], koji se ticu Drazinovog in-
verza modifikovane matriice, a koji uopstavaju rezultate koje je dao Y. Wei u radu [61].

Zelim da izrazim zahvalnost svom mentoru, prof. dr Dragani S. Cvetkovié-Tli¢, kako
na nesebi¢noj podrsci i pomoci tokom mog nauc¢nog rada, tako i na izuzetnom strpljenju
i korisnim savetima tokom izrade ove doktorske disertacije. Takode se zahvaljujem svom
profesoru dr Vladimiru Rakocevi¢u, kao i profesorki dr Ljiljani Gaji¢, na dragocenim
sugestijama prilikom izrade ovog rada.
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1 Uvod

U ovoj glavi date su neke od osobina matrica, kao i bitnija svojstva Drazinovog
inverza matrica. Teoreme koje su prezentovane u uvodnom delu date su bez dokaza,
koji se mogu naci u (3], [39] i [58]. Takode, u ovom delu disertacije uvodimo oznake i
pojmove, koje koristimo tokom celog rada.

Skup svih kompleksnih matrica tipa m x n oznacavaé¢emo sa C™*". Za matricu
A € C™*" kazemo da je kvadratna ako je m = n. U suprotnom kazemo da je ma-
trica A pravougaona. Jedini¢nu matricu tipa n oznacavac¢emo sa I, tj. sa I, kada
je ocigledna njena dimenzija. Nula matricu iz prostora C™*" oznacavamo sa 0, ili
jednostavno sa 0, kada su o¢igledne njene dimenzije. Sa AT oznacava se transponovana
matrica matrice A, dok se sa A* oznacava konjugovano—transponovana matrica matrice
A. Idempotentnu matricu F definisemo kao kvadratnu matricu za koju vazi E? = E.
Za kvadratnu matricu A kazemo da je nilpotentna ako postoji pozitivan ceo broj k
takav da je A¥ = 0. Najmanji takav broj k naziva se indeks nilpotentnosti matrice A,
a za matricu A kazemo da je k—nilpotentna.

Za datu matricu A € C™*" sa r(A) oznacavatemo njen rang. Skup R(A) = {Ax :
x € C"} naziva se slika matrice A i predstavlja potprostor u C™. Dimenzija slike upravo
je jednaka rangu matrice, tj. vazi dimR(A) = r(A). Skup N(A) = {z € C": Az =0}
naziva se jezgro matrice A i predstavlja potprostor u C". Za dimenzije ovih potprostora

vazi dimR(A) + dim N (A) = n.

Neka je A € C"*". Za matricu A kazemo da je regularna ili invertibilna ako je
r(A) = n. U suprotnom, kazemo da je matrica A singularna. Inverzna matrica matrice
A oznacava se sa A7 i vazi AA™! = A7'A = I. Neke od osobina regularne matrice A
i njenog inverza A~! date su u slede¢oj teoremi:

Teorema 1.1 Neka su A, B € C"*" reqularne matrice. Tada vazi:
(i) (A1) = A;
(ii) AT je regularna i vazi (AT)™! = (A~H7T;

(iii) A* je reqularna i vazi (A*)~! = (A71)*;

(iv) AB i BA su regularne i vazi (AB)™' = B~1A~L.

Poznato je da se inverzne matrice koriste pri reSavanju mnogih matematickih prob-
lema u raznim granama matematike kao Sto su linearna algebra, numericka analiza,
statistika, diferencijalne jednacine, itd. Medutim, pri reSavanju nekih od problema nije
neophodno da matrica pomocu koje dolazimo do resenja poseduje sve osobine inverzne
matrice, ve¢ samo neke od njih. Takode, pri resavanju nekog problema umesto inverzne
matrice mozemo iskoristiti matricu koja nije ¢ak ni kvadratna, pa svakako ne moze biti
ni invertibilna, niti imati svojstva invertibilne matrice koja su usko vezana samo za



1 Uvod

kvadratne matrice, kao sto su neke spektralne osobine, ali moze imati neka druga svo-
jstva invertibilne matrice. Sve ovo dovelo je do prirodne potrebe da se definiSu matrice
koje ¢e na neki nacin ”imitirati” inverznu matricu. Tako, u zavisnosti od problema koji
se resava, tj. od neophodnih osobina inverzne matrice, uvode se razne klase matrica sa
nekim od osobina invertibilne matrice. Dakle, ovakve matrice predstavljaju nadklasu
klase invertibilnih matrica.

Generalisani inverz date matrice A je matrica X koja jeste u nekoj vezi sa matricom
A i taj inverz:

e postoji za klasu matrica vec¢u od klase invertibilnih matrica,
e poseduje neka svojstva uobicajenog inverza,

e svodi se na uobicajeni inverz A~! kada je matrica A invertibilna.

Drazinov inverz date matrice jeste generalisani inverz. Neke od elementarnih prob-
lema gde se primenjuje Drazinov inverz matrica dao je S.L. Campbell [9, 10]. Navodimo
primenu Drazinovog inverza matrica u resavanju sistema diferencijalnih jednacina.

Pretpostavimo da su F i F' matrice tipa n X n, gde je matrica E singularna i da
postoji skalar p takav da je matrica uF + F' regularna. Tada je opste resenje sistema
diferencijalnih jednacina

Ex'(t)+ Fx(t) =0, t>tg

dato sa o
z(t) = e B (t—to) fpd frg

gde je ) R
E=uE+F)'E, F=(uE+F)'F

i g je proizvoljan vektor dimenzije n.
Kako bi uveli definiciju Drazinovog inverza, navodimo slede¢u definiciju i teoremu.

Definicija 1.1 Neka je A € C"*". Nagmanji broj k € {0,1,2,...} za koji vaZi jed-
nakost

P(AFH) = r(4"),

naziva se indeks matrice A, u oznaci ind(A) = k.

Ocigledno, ako je matrica A invertibilna, onda je ind(A) = 0. U suprotnom, kada
je A singularna matrica, ind(A) > 1.

Teorema 1.2 Neka je A € C™*™,
(i) Ako je ind(A) = k, tada vazi sledece:
r(A) =r(A"), 1 > k;
R(AY) = R(A%), 1 > K;
N(AY = N(A%), 1> k.
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(ii) ind(A) = k < k je najmangi broj iz skupa {0,1,2, ...} za koji vazi A*¥ = AFF1X
za neku matricu X € C™*™.

(iii) ind(A) = k < C" = R(A%) @ N(4F).
Drazinov inverz kvadratne kompleksne matrice uvodi se na slede¢i nacin:

Definicija 1.2 Neka je A € C**™ i ind(A) = k. Ako matrica X € C™" zadovoljava
jednakosti

AFXA = A, (1%)
XAX = X, (2)
AX = XA, (5)

tada se X naziva Drazinov inverz matrice A, u oznaci X = A<.

Jednakosti (1%), (2) i (5) oznacavamo na ovaj nacin zbog uobicajenih oznaka odgo-
varaju¢ih jednac¢ina pri definisanju Moore—Penrose—ovog inverza.

Ocigledno, ako je matrica A regularna, onda je A% = A~'. U slucaju kada je
ind(A) = 1 Drazinov inverz matrice A naziva se grupni inverz i oznacava sa AY.

Drazinov inverz postoji za svaku kvadratnu kompleksnu matricu, Sto govori sledeca
teorema.

Teorema 1.3 Za svaku matricu A € C*" indeksa ind(A) = k postoji jednistven
Drazinov inverz A% € C™",

U slede¢oj teoremi izlozena su neka svojstva Drazinovog inverza.

Teorema 1.4 Neka je A € C**" iind(A) = k. Tada vaZi:
(i) R(AY) = R(AY, 1 > k;
(ii) N(AY) = N(AY), 1 > k;
(iti)) AA® = AA = Priaa) n(ady;
(w) A" =1 — AAY = T — A?A = Py(aa) r(ae)-
Jos neke od cesto koris¢enih osobina Drazinovog inverza date su u slede¢oj teoremi.

Teorema 1.5 Neka su A, B € C"*". Tada vazi:
(i) Ako sul,m € N takvi da je |l > m > 0, tada je A™(A4)! = (Ad)l=m;
(ii) Ako sul,m € N takvi da je m >0 il —m > ind(A), tada je A/(AY)™ = Al=™;
(iii) (A9 = (AN | e N;
(iv) (A%)" = (A)%;
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(v) (AN = (A7)

(vi) (A% = A,
(vii) Ako je P regularna matrica, tada A = PBP~' = A¢= PBP~!;
(viii) AB = BA = AB = BA?, AB? = BA;

(ir) AB = BA = (AB)* = BYA? = 4B,

(1) (AB)! = A(BAY)2B = A((BA)'B;

(zi) Ako je A idempotnetna matrica, tada je A = A;
(zii) Ako je A nilpotentna matrica, tada je A = O;

o sy~ 021

(ziv) (A1) = AZA?;
(zv) Al = (A2A%)d,

Drazinov inverz kvadratne kompleksne matrice poseduje jos neka svojstva koje ima
uobicajeni inverz. Na primer, Drazinov inverz matrice A € C™*" uvek moze biti
predstavljen u obliku polinoma od A. Takode, Drazinov inverz date matrice ima neke

spektralne osobine obi¢nog inverza, pa se stoga ¢esto naziva i spektralni inverz. Vise o
Drazinovom inverzu kvadratnih kompleksnih matrica moze se naéi u [3] i [58].



2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Problem aditivnosti Drazinovog inverza prvi pominje M.P. Drazin u radu [30] iz
1958. godine, koji se odnosi na asocijativne prstene i polugrupe. Kako je rezultat iz
pomenutog rada primenljiv i na matrice, to je njegova formulacija za matrice data u
slede¢oj teoremi.

Teorema 2.1 [30] Neka su matrice P,Q € C"*". Ako je PQ = QP =0, tada je
(P+Q)* =P+ Q"

Ovaj problem ostaje nezapazen sve do 2001. godine. Naime, 2001. godine R.E.
Hartwig, G. Wang i Y. Wei [37] prvi izu¢avaju problem aditivnosti Drazinovog inverza
matrica. Oni dolaze do rezultata koji generalizuje rezultat Teoreme 2.1:

Teorema 2.2 [37] Neka su matrice P,Q € C*™™ takve da je ind(P) = r i ind(Q) = s.
Ako je PQ = 0, tada je

r—1
p_|_Q ZQW sz+1+z Q“HPZP’T
=0

Nakon toga, problem aditivnosti Drazinovog inverza je poceo intezivno da se izucava
i publikovan je veliki broj radova na ovu temu. Izucavana je aditivnost Drazinovog
inverza ne samo na prostorima matrica, ve¢ i na prostorima operatora, u prstenovima,
itd. Jedan od radova gde je izucavan pomenuti problem je i rad [63], koji je publikovan
2011. godine. U ovom radu H. Yang i X. Liu daju formulu za (P + Q)¢ pod uslovima
PQP =0i PQ* =01 na taj na¢in uopstavaju pomenute rezultate radova [30, 37]:

Teorema 2.3 [63] Neka su matrice P,Q € C"*" takve da je ind(P) =r iind(Q) = s.
Ako je PQP =0 i PQ? = 0, tada je

(P + Q)d — le 4 }/2 + (le(Pd>2 + (Qd)ZYé o Qd<Pd)2 o (Qd)QPd) PQ,
gde su
s—1 r—1
=Y QUQ(PYT, Yo =) (QY) PP (2.1)
=0 1=0
Dalje, u pomenutom radu, H. Yang i X. Liu daju i simetri¢nu formulaciju Teoreme

2.3:

Teorema 2.4 [63] Neka su matrice P,Q € C"*" takve da je ind(P) =r i ind(Q) = s.
Ako je QPQ = 0 i P2Q = 0, tada je

(P+ Q) = Y1+ Y2+ PQ (Vi(P)* +(Q1)*Y2 — QU(P")* — (Q)*P"),

gde su'Yy and Yy dati u (2.1).



2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Jos jedan od radova koji se bavi problemom aditivnosti Drazinovog inverza za ma-
trice je rad C. Bu-a i C. Feng-a [7], koji je publikovan 2012. godine. U pomenutom
radu data je formula za izracunavanje (P + Q)% koja vazi pod uslovima QPQ = 0,
QP%Q = 01 P3Q = 0. Ocigledno, ovaj rezultat predstavlja uopstenje rezultata rada
[63] izlozenog u Teoremi 2.4.

Sada ¢emo izloziti originalni rezultat iz rada [42], koji uopstava navedene rezul-
tate radova [30, 37, 63, 7]. Ideja ovog rezultata proizasla je iz Cinjenice da su uslovi
PQP =01 PQ? =0, pod kojim je data formula za (P+ Q)% u Teoremi 2.3 [63], nastali
mnozenjem uslova PQ = 0 iz Teoreme 2.2 [37] sa P i sa @, sa desne strane. Kako bi
izlozili naSe rezultate, uvedimo prvo definiciju sledeceg skupa.

Za j € N, definisimo skup Uj_: {(p1, 1,02, @2, -, 0j @5) Zgzlpi + Zgzl 4 =
j_ ]-7 Dis q; S {0717"'7j - ]-}7 1= 17]}

Teorema 2.5 Neka su P,Q) € C"*" takve da je ind(P) = r ¢ind(Q) = s and k € N.
Ako je

k
PQ H(PPiQQi) =0, (2.2)

za svako (p1,q1, P2, q2, - iy Gk) € Uy, tada vazi

k—1 i+1

(P+ Q)d =Y, +Y,+ Z (Yl(Pd)i—i—l + (Qd)z‘+1y2 . Z(Qd)j(}?d)iJrz—j)PQ(P + Q)z‘—1’

gde su 'Yy i Ys dati sa (2.1).

Dokaz. Izlozi¢emo dva dokaza. Sama ideja dokaza ove teoreme svodi se na koris¢enje
indukcije. Kako ovakav na¢in dokazivanja zahteva puno racunanja, ovde izlazemo samo
kljuéne korake dokaza, $to je i publikovano u radu [42]. Drugi na¢in dokazivanja ove
teoreme je provera da li ovako definisan Drazinov inverz za (P + @) zadovoljava jed-
nakosti (1%), (2) i (5) Definicije 1.2 i ovaj nacin zahteva mnogo manje racunanja.

Dokaz 1. Dokaz izvodimo indukcijom po k. Za k = 1 teorema predstavlja Teoremu
2.2 [37], pa je tacna. Sada pretpostavimo da je teorema tacna za k — 1 i dokazimo da
vazi i za k.

Primenom Teoreme 1.5,(x) imamo

pear = (1 a)(([$]0r @1)) 7]

P21 PQ PQ+PQ*1'[ P
= [ Q]{ P+Q PQ + Q? ] {I]



2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Uvedimo oznake

M:{PMJ@ WQ+H?}JL:{HQP@+P@11

P+Q  PQ+Q* 0 PQ
P? 0
M= { P+Q @’ }
Lako dokazujemo da za proizvoljno n € N vazi
n P n Wn ) " P2n 0
Mlz[(g?> (pQ)n} 1M2:[Sn QQn:|’ (2.3)
gde je
n—1 ne1
=0 i=0

k+1
Dakle, M{* =0, zan > % Takode, izracunavanjem dobijamo

k—1
My M, [ [ (M M) = 0,

=1

za svako (p1,q1,D2,Q2, - Pk—1,qk—1) € Uk_1. Stoga, M; i M, zadovoljavaju uslove
teoreme za k — 1. Prema indukcijskoj hipotezi sada imamo

(M, + My)* = Z, + Z,

k—2 i+1
+ < Md i+1 (M2d>i+122 o Z(MQd)] (Mld)i+2—j)M1M2(M1 + Mg)i—l’
=1 j=1

gde su Z; 1 Zy definisani u (2.1), i to u funkciji matrica M; i Ms.
Kako je M = 0i M = I, imamo da je Z; =0 i

5]
Zy= ) (Mg)y™'u.
=0
Stoga dobijamo
k—2 A
(My + MoY! = Zy + > (M) 2 ) My My (M + M) . (2.4)
=1
Takode,
pd)2n 0 :|
MH = ( , 2.5
argy = | 7 g 25
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gde je
2n

Ay = V(PO Qs — D@ (PP zam e,
i=1
Dalje,

(2.6)

(MﬁJ@WZ[PP+QWH HP+QW4Qy

(§34—62)2"'_1 (P+Q)* '@
za svako n € N. Primenom (2.3), (2.5) i (2.6) u (2.4), dobijamo da vazi tvredenje
teoreme.
Dokaz 2. Neka je
k-1 i+1

Z=Yi+ Yot 3 (VPO + (@)Y = D@ (PY ) PQP+ Q)

=1

Dokaza¢emo da je (P+Q)Z = Z(P+Q), Z*(P+Q)=Z i (P+ Q)" Z = (P + Q)"
za neko [ € N.
Uvedimo sledeéu oznaku

— i1
Y5 = Z (Yl(Pd)iJrl + (Qd)i+1Y2 _ Z(Qd)j(pd)zﬂﬂfj)PQ(P +O)L,
=1 =
Stoga imamo da je Z = Y] + Yy + Y. Iz (2.2) sledi da vazi PQP? = 0 i PQ? = 0.
Takode, vazi

V1P = QY; + Q" PP,
QY, = QQ'P™ + Y, P,
PY, = PP¢,
PY, = 0.

(2.7)

Na osnovu toga vazi

(P+Q)Z = PP+ QY + QQP™ +Yo,P + (P + Q)Y;

Z(P+ Q) =Q"PP'+ QY, + 2P + Y1Q + Y2Q + Y3(P + Q).

Kako je
(P+Q)Y; =Y3(P+ Q) + Y1 P'PQ + QY2 PQ — Q*PPQ),

upotrebom (2.7) dobijamo (P + Q)Z = Z(P + Q).

Kako bi dokazali da vazi Z%(P + Q) = Z, primetimo da je Y Y5 = 0, Y3Y; = 0,
Y3, =01 Y32 = 0. Dakle,

Z2A(P+Q)= Y2+ Y +YoY + ViYs + YoY3) (P + Q). (2.8)

8



2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Vaze i sledece jednakosti:

VP =YiP Yy = Qs VoY = —Q'PY,
k—1

ViYy = > Vi(P)PQ(P + Q)
=1

k—1 1+2

YyYs = Z ((Qd)i-i-QY? o Z(Qd)j(Pd)H—S—j) PQ(P + Q)i_l.

i=1

Primenom ovih jednakosti u (2.8), dobijamo da je Z?(P + Q) = Z.

Neka su [,i € N brojevi za koje vazi i > max{r,s} — 11l > k+i— 1. Dokazacemo
da je
Z(P+ Q) = (P +Q). 2.9
Kako je Y3(P + Q)! = 0, da bi dokazali (2.9), prvo moramo dokazati da vazi (Y; +
Y2)(P + Q)" = (P + Q)'. 1z &injenice da je PQ(P + Q) = 0, za svako j > k — 1,
dobijamo
YiQ(P + Q) =0,
Y2Q(P + Q) = Q'Q(P + Q).

Sada imamo
(Y1 +Yo)(P+ Q)™ = QUQ(P+ Q) +YiP™ (P + Q)
te da bi dokazali (2.9), neophodno je dokazati

ViPPHP+ Q) =Q"(P+ Q). (2.10)
Kako je
s—1
VIPF(P+Q) =Q7()_ Q' P)(P+ Q)"
j=0
1 vazi

Q"(P+Q) =Q"(P*+ QP +Q*)(P+Q)'?
=Q (P + QP+ Q*P+Q*)(P+ Q)"
s—1
=Q" Q@ PP+ Q"
§=0
to dobijamo da vazi (2.10). Dakle, (P + Q)"*'Z = (P + Q)', za neki broj [ € N.
Dokazali smo da je Z = (P + Q)% O
U zavisnosti od broja k u uslovu (2.2), dobijamo puno posledica Teoreme 2.5. Za
k =1 uslov (2.2) postaje PQ = 0, pa kao posledicu dobijamo Teoremu 2.1. Za k = 2

uslov (2.2) postaje PQP? = 01i PQ? = 0, pa kao posledicu dobijamo Teoremu 2.2. Za
k = 3 dobijamo slede¢u posledicu, koja je i sama novi aditivni rezultat:

9



2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Posledica 2.1 Neka su P,Q € C™", ind(P) = r i ind(Q) = s. Ako je PQP? = 0,
PQPQ =0, PQ*P =0 i PQ? =0, tada je

(P+Q) = Vi+Yat <Y1(Pd)2 +(Q1)*Yz — Z(Qd)i(Pd)3_i> PQ

+ (YI(Pd)‘”’ +(Q)°Y, — Z(Qd)i(Pdf"‘) (PQP + PQ?),

i=1
gde su'Yy i Yy dati u (2.1).

Podrazumeva se da Teorema 2.5, pa samim tim i sve njene posledice, mogu biti
predstavljene i u simetricnoj formulaciji. Tako je, na primer, simetri¢na formulacija
Posledice 2.1 slede¢i aditivni rezultat.

Posledica 2.2 Neka su P,QQ € C*", ind(P) = r, ind(Q) = s. Ako vaZe uslovi
Q*PQ =0, PQPQ =0, QP*Q =0 i P?Q =0, tada je

(P+Q) = Yi+Ya+PQ <Y1<Pd)2 +(Q1)*Y2 - Z(Qd)"(Pd>“>

=1

+HQPQ + P*Q) <Y1(Pd)3 +(Q)*Yz — Z(Qd)"(Pd)“> :

i=1
gde su'Yy i Yy definisani kao u (2.1).

Primetimo da je aditivni rezultat rada [7], dat pod uslovima QPQ = 0, QP*Q =0
i P3Q) = 0, samo specijalni slucaj rezultata izlozenog u Posledici 2.2.

Aditivni rezultat Teoreme 2.5 prosSiren je u Banahovoj algebri sa jedinicom 1 u radu
[23].

M.F. Martinez—Serrano i N. Castro—Gonzélez su takode izucavale problem adi-
tivnosti Drazinovog inverza. Naime, 2009. godine ovi autori su publikovali rad [44],
gde je formula za (P + Q)? data pod uslovima P?Q =01 Q? = 0.

Teorema 2.6 [44] Neka su P,Q € C™™ matrice koje zadovoljavaju uslove P>Q = 0 i
Q? = 0. Tada je

r—1

(P+Q) =

™

I
+ O

(QPQ(PQ)I'P"+ (PQY(PQ)' ) (P!

£3 (QUPQy)T + (PR P

=0

gde je ind(PQ) = r i ind(P?) =t.

()

Takode, u radu [44] data je i simetricna fomrulacija Teoreme 2.6.

10



2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Posledica 2.3 [44] Neka su P,Q € C™™ matrice koje zadovoljavaju uslove PQ? = 0
i P? =0. Tada je

r—1

(P+Q)" = S (@)*(QUPQ(PQ)IP + (PQI(PQ))

- S (e o),

gde je ind(PQ) = r 1 ind(Q?) = t.

N. Castro-Gonzalez, E. Dopazo i M. F. Martinez Serrano [12] izucavali su adi-
tivnost Drazinovog inverza ogranicenih operatora na Banahovom prostoru. U pomenu-
tom radu autori daju rezultat za formulu (G + F)? pod uslovima GF? =0 i G*F =0
, gde su G, F € B(X). Kako je ova formula primenljiva i na matrice, to je njena
formulacija za matrice sledeca:

Teorema 2.7 [12] Neka su P,Q € C™" matrice koje zadovoljavaju uslove PQ* =0 i
P2Q = 0. Tada je

(P+Q) = UPP+QV+XUI+YP)P"+Q"(I+QX)+QUV +UVP

2r+t—2 2r+s—2
+ Y (@Y TaP+ Y QP
1=0 1=0

gde je ind(Q) =, ind(P) =t, ind(PQ) =71, zak >0 je k' =[(k—1)/2] i « =0 ako
je k paran broj, u suprotnom o = 1. Takode,

[s/2] r—1
X =) "QV'QT((PQ)Y, U=>Y (Y (PQYPQ),
j=1 Jj=0
N
Zy=0; Zp=>) QQ""H(PQY(PQ)T, zak>1,
j=0
Opp = Q"X — (Q)U(PQ* ™ + 7,
[t/2] r—1
Y =) ((PQYPYIPT, V=3 (PQ(PQ)(P)¥*,
j=1 Jj=0

k/

Ty =0; Tp=> (PQT(PQYP*""¥P" zak>1,
j=0

Tipo = =Y P* — (PQ)* 'V (PH + Ty,

U slede¢em delu izlazemo originalne aditivne rezultate Drazinovog inverza iz rada
[57], koji su uopstenje prethodno navedenih rezultata iz radova [30, 37, 44, 12, 63].

11



2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Teorema 2.8 Neka su P,QQ € C™™ matrice koje ispunjavaju uslove P?QP = 0,
P2Q? =0, PQ*P =01 PQ?=0. Tada je

(P+Q)° = > (PHQQ(P+QQ)((P+QP)y)™

=0

(md((P+Q)Q)1

ind((P+Q)P)—1

+ Y. (P+QQ)THP+QP)((P+ Q)P)’r> (P +Q),

=0

gde zan € N vaZi

ind(QP)—1 ind(P?)—1
(P+QP)" = 3 (QP)(QP)(PY™ 4 3 (QP))*" PP
- Y@py R,
ind(Q2%)-1 ‘ ‘ ind(PQ)—1 ‘ .
(P = 3 @@*(PQY™+ 3 (@) (PQ(PQT

i=1
1 vazi
ind(QP)—2
(P+Q)P)" = (QP)"P" — Z (QP)™(QP)*!(Pd)2i+D
ind(P2)—2 =
— Z ((Qp)d)z‘ﬂP2(i+1)P7r7
i=0
ind(Q?)—2 ‘ |
(P+Q)Q)" = Q™(PQ)" — Z Q™ QXN ((PQ))it
ind(PQ)—2 =
_ Z (Qd)2(i+1) (PQ)i—i-l (PQ)ﬂ-
i=0

Dokaz. Koristeéi osobinu Drazinovog inverza (2) iz Definicije 1.2, imamo

(P+Q)"'=(P+QP+Q))=(P+Q)(P(P+Q)+QP+Q))"

12



2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Ako uvedemo oznake F' = P(P + Q) i G = Q(P + @), dobijamo
(P+Q) = (P+Q)F+G)

Kako je, prema uslovima teoreme, F'G = P2Q*+ P?QP+ PQ3+ PQ?P = 0, to matrice
F i G zadovoljavaju uslov Teoreme2.2 pa vazi

ind(G)—1 ind(F)—1
(P+Q)'=(P+Q) ( Y GGEEYT+ (Gd)”lFiF”) . (211)
=0 i=0
Stavise, ako primenimo Teoremu 1.5, (x) na matrice F' i G, dobijamo
F'=P((P+Q)P))(P+Q) i G'=Q((P+QQ))(P+Q).

Uvedimo oznake F; = (P + Q)P i G; = (P + @)Q. Primenom Teoreme 1.5, (x)
dobijamo:

(P+Q)G"=(P+Q)QP+Q))
= (P+Q)— (P+Q)Q(P+Q)(QP + Q)1
= (P+Q)— (P+Q)QP+Q)Q(((P+Q)Q)")?
= (I - (P+Q)QUUP+Q)Q)NP+Q)
=((P+Q)Q)"(P+Q)=GI(P+Q).
Analogno,

(P+QF" =((P+Q)P)(P+Q)=F(P+Q)
Upotrebom ovih jednakosti u (2.11) dobijamo

ind(G@)-1

(P+Q) = Z (P+Q)(Q(P+Q)"(Q(P + Q) ((P(P+ Q)™
ind(F)—1

£ Y (PHQUP QPP+ QY (PP + Q)"

ind(G)—1

Z GT(P + Q)(Q(P + Q) ((P(P + Q))h)*!

ind(F)—1

+ > (P+QQUUP+ QNP+ Q)(P(P+Q))FT

ind(G)—1
Z GI((P+Q)Q)' (P + Q)P(((P+Q)P)") (P + Q)
ind(F)—1

+ (P +Q)Q)) T ((P+QP)(P+QFT

=0

13



2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

ind(G@)-1
> GU(P+QQ (P +QP))™M(P+Q)

ind(F)—1
+ D (PN (P+QPIAT(P+Q).

Na osnovu prethodno dokazanog, formulu (2.11) mozemo predstaviti na sledeéi nacin

ind(G1)— ind(F7)—1 ' ‘
(P+Q)= Z Gl’rG YT 4 N (G RPT | (P+Q).  (212)
i=0

Sada treba odrediti (F{)™ i (G{)", za n € N.
Primetimo da je F} = P2+ QP. Kako je P2QP = 0, matrice P? i QP zadovoljavaju
uslov Teoreme 2.2. Stoga imamo

ind(QP)—1 -1

' ind(P?)
= Y (@QPF@PPH 4+ 3 (P PP
=0

i=0
Jednostavnim ra¢unanjem i indukcijom dobijamo da za svako n € N vazi

ind(QP)—1

ind(P?)—1
(B = > (@Py@P)Y(PY 4 3 (QP)) PP

= QP (P,

Sli¢no, iz uslova teoreme PQ? = 0 i ¢injenice da je G; = PQ + @Q?, imamo da matrice
PQ i Q? ispunjavaju uslov Teoreme 2.2, pa je

(2.13)

ind(Q?)— ind(PQ)—1

Z Qﬂ'QQl PQ z+1_,_ Z Qd z+1) PQ) (PQ)TI’

Jednostavnim racunom i upotrebom indukcije, za n € N dobijamo

ind(Q?)-1 ind(PQ)—

Z QWQ2’L PQ z+n+ Z Qd 2(z+n PQ)( Q)ﬂ'
(2.14)

- Z(Q%”((P@d)w

Izrazi za Fi™ i G, se trivijalno dobijaju upotrebom izraza za F¢ i G4.
Primenom formula (2.13) i (3.32) u (2.12) dobijamo da je tvrdenje teoreme tacno. [J

Sledeéa teorema predstavlja simetricnu formulaciju Teoreme 2.8.
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2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Teorema 2.9 Neka su P,Q € C™" matrice koje ispunjavaju uslove PQP? =
PQ?*P =0iQ*P =0. Tada je

QP2 =0,

(P+Q)°

ind(Q(P+Q))—1

= (P+Q) Y (PP+Q)Y)THQP + Q) QP+ Q)

1=0

ind(P(P+Q))—1

D (PRHQPPQY(QP Q)T

gde je zan € N

(P(P+Q))" =

(Qr+Q))" =

1 vazl

(P(P+Q))"

QP+ Q)"

ind(PQ)— 1nd(P2) 1

Pd (i+n) (PQ) (PQ Z P7rp21 PQ) )H—n

(Pd)z(” (PR,

i=1

ind(Q?)—1 ind(QP)—

Z QP 'L+nQ21QTr Z (Qd) (i+n)

7
)—‘s

(@pPy @™,

=1

ind(PQ)—2
= PUPQT - ) (PYU(PQ)THPQ)
ind(P?)—2 -
- X PP
=0
ind(Q?)—2 . '
= (@QPFQT— > (@P))rQuer
ind(QP)—2 =
- D @P)(@P)THRHHY.
1=0

0,

Primetimo da je jedan specijalan slucaj Teoreme 2.8 kada matrice P i ) zadovol-
javaju uslove P2QP = 0 i PQ?* = 0. Sli¢no, specijalan slu¢aj Teoreme 2.9 je kada su

matrice P i () takve da za njih vazi PQP? = 0 i Q*P

= (0. Naredne dve aditivne for-

mule su posledice ovih specijalnih slucajeva, respektivno, koje ¢emo koristiti u treceoj

glavi.
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2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Posledica 2.4 Neka su matrice P,Q € C™" takve da zadovoljavaju uslove P?QP =0
i Q> =0. Tada je

r—1

(P+Q) = (Z (PQY)™ + ((@P)")™) PP

+ 2 ((PQY(PQ) + (QP)(QP)') (P11 — (Pd>2> (P+Q),
gde je r = ind(P?) i s = max {ind(PQ),ind(QP)}.

Dokaz. Kako je @* =0, to je (P +Q)Q)")" = (PQ))" i (P +Q)Q)" = (PQ)",
pa formula za (P + Q)% iz Teoreme 2.8 postaje

ind(PQ)—1
(P+Q) = ( > (PQIPQI((P +QP)) ™

ind((P+Q)P)—1 | |

Y (PQYT((P+QPY(P Q)P)“) (P+Q).

gde je

‘ ind(QP)—1 . N 1 N |
((P+QPY = 37 (@PY@PP(PYH 4 3 (QP)) 1 PHPT

= 3@ P |
" ind(QP)—2 A A
(P+Q)P)" = (QP)"P" — Z (QP)™(QP)i+!(pdy2+1)
ind(P?)—2 ’ ‘ ‘
- Y (@pypnpp,

(P+Q)P) => (QPYP*).

j=0
Sada razlaganjem, kao i upotrebom uslova Q? = 0, dobijamo
ind(PQ)—1

> (PQTPQI(((P+Q)P))™ =

=0

ind(PQ)—1 ind(QP)—1

= > (PQ)”(PQ)Z'( Y (QP)(QPY (Pt

i=0 Jj=0
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2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

+ TX:«QPV)”J’“P”P” - i:((QP)d)j(Pd)z(”l—j))

=0 j=1
ind(QP)—1 1
— Z (QP)™(QP)Y (P%)2U+D +Z((QP) Ji+1 p2i pr
=0 =
ind(PQ)—1
— (PQ)'PQ(QP)™(P)* + Z (PQ)™(PQ)/(I — QP(QP)*)(P*)2i+V
=1
ind(QP)—1 1
— Z (QP)(QP) (P26 4 Z((Qp)d)j+lp2jp7r
j=0 =
ind(PQ)—1

— (P2 (PQT(PY) + Y (PQY(PQ) (P

ind(QP)—1 r—1 .

= > (@P)(QPY(PYUT) 4> ((QP)) ' PYPT

j=0 Jj=0

ind(PQ)-1
+ Z (Pd)Z(iJrl) _ (Pd)2.

Slicno dobijamo i
ind((P+Q)P)—1 ' 4 r—1 ‘ ‘

> (PP +QPY((P+QP) =3 ((PQ)™PHPT.

i=0 i=0

Na osnovu navedenih jednakosti zaklju¢ujemo da je tvrdenje posledice tacno. [

Sledeéi aditivni rezultat predstavlja simetri¢nu formulaciju Posledice 2.4.

Posledica 2.5 Neka su P,Q € C™™ matrice za koje vazi PQP? =0 i Q?> = 0. Tada
je
(P+ Q) =(P+Q) (Z PP (((PQ)H™ + ((QP)%)™+)

—_

s—

+ ) (P ((PQ)(PQ)™ + (QP)(QP)™) — (P >2>,

i

I
=)

gde je r = ind(P?) i s = max {ind(PQ),ind(QP)}.
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3 Drazinov inverz blok matrica

Drazinov inverz kvadratnih kompleksnih matrica ima Siroku primenu i to u oblas-
tima ko sto su diferencijalne jednacine, Markovi lanci, iterativni metodi itd. Neke od
ovih primena date su u radovima [9, 11, 15, 27, 37, 56, 62]. Specijalno, primena Drazi-
novog inverza za 2 x 2 blok matrice data je u radovima [9, 10, 35, 64]. Ovde navodimo
primenu Drazinovog inverza 2 x 2 blok matrice pri reSavanju sistema diferencijalnih
jednacina:

Primer 3.1 [35] Posmatrajmo sistem diferncijalnih jednacina drugog reda
Ex"(t) + Fa'(t) + Gx(t) = 0, (3.1)

gde je matrica E singularna. Pretpostavimo da postoji \, tako da je matrica \>E-+\F +
G invertibilna. Dalje, pretpostavimo da je matrica G invertibilna. Ako je x = eMy(t),
sistem (3.1) je ekvivalentan sistemu

(NE+AF+G) "By’ (t) + (NVE+AF +G) (F+2XE)y (t) + y(t) = 0.

Oznacimo sa w(t) = y'(t). Prethodno navedeni sistem ekvivalentan je sledecem sistemu

prvog reda /
Bl e

E=(NE+)MNF+G)'E i F=(\NE+ N +G)H(F+2\E).

gde je

Slededi inverz postoji kada je |p| znacajno malo

(e 7 ][05])

Kako bi odredili resenja jednacine (3.2) u funkciji od EiF, potrebno je naci Drazinov
mverz 2 X 2 blok matrice

s 1L —ul S0 -l
wE  pF +1 wE  pF |

Formule za odredivanje Drazinovog inverza zbira dve kvadratne kompleksne ma-
trice, koje su date u drugoj glavi ovog rada, su veoma korisne u pronalazenju eksplicitne
reprezentacije Drazinovog inveza 2 x 2 blok matrice. Zapravo, kako je

(P+Q) =1 p]<[§2 QPP]d>2{C}2}’

to je problem pronalazenja Drazinovog inverza zbira dve matrice u uskoj vezi sa
odredivanjem Drazinovog inverza 2 x 2 blok matrice.
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3 Drazinov inverz blok matrica

3.1 Drazinov inverz anti—trougaonih blok matrica

R.E. Hartwig i J.M. Shoaf [36], kao i C.D. Meyer i N.D. Rose [45], su 1977. godine
dali opstu formulu za izracunavanje Drazinovog inverza donje i gornje trougaone blok
matrice. Ova fomula je izlozena u slede¢oj lemi, a poznata je kao Hartwig-Meyer—Rose
formula.

Lema 3.1 [36, 45] Neka su matrice My i My oblika

A 0 B C
M1:|:C B:|7 M2:|:0 A:|7

gde su A i B kvadratne matrice sa indeksima ind(A) = k, ind(B) = . Tada je
max {k, [} <ind(M;) < k+1, zai € {1,2} i vaZi

d d
M{i:{A O]’ Mg:[B X],

X B 0 Al
gde je
-1 k—1
X =X(B,C,A) =) (BY)"?CA'A" + > B"B'C(A")"** — B'CA". (3.3)
=0 =0

Medutim, za anti-trougaonu blok matricu jos uvek ne postoji opsti izraz za izracunavanje
Drazinovog inverza. C. Deng i Y. Wei [25] su 2009. godine dali reprezentacije Drazi-
novog inverza za gornju anti—trougaonu blok matricu pod odredenim uslovima. Pomenute
formule iz rada [25] izlozene su u naredne dve teoreme, ali i dodatne ¢injenice (for-
mulisane kao posledice ovih teorema), koje éemo koristiti u narednom poglavlju.

Neka je data kvadratna kompleksna blok matrica M oblika

M:{ég], (3.4)

gde su A i nula-matrica kvadratne matrice, ne obavezno istih dimenzija.

Teorema 3.1 [25] Neka je M € C™™™ matrica definisana kao u (3.4). Ako je ABC =
0, tada je

J ®A OB
C® CP*AB
gde je
t1—1 vi—1
= (A% + BC)* = (BC)"(BC)' (A2 + 3 "((BC)") T A% A7 (3.5)
=0 1=0

i t; = ind(BC), v; = ind(A?).
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3 Drazinov inverz blok matrica

Posledica 3.1 Neka je M € C™*™ malrica definisana kao u (3.4). Ako je ABC =0,

tada vaze sledece jednakosti.

(i) Za stepene matrice M vazi

e [(EBOPA (smoyp ]
- L zak>1,
C(A2 + BC’)’“ C’(A2 + BC)’“”AB _
Z‘ -
e (A4 BOY (A BOYTAB]
~ | o2y Boyra oy oy | ST

k
(ii) (A?+ BC)* = (BC)* A%, za k > 0.
7=0
(iii) (A2 + BC)™ = A™ — BC® — (BO)™ — A2,
t1—1 v1—1 k—1
(iv) oF — Z(BC>7T<BC)Z<Ad>22+2k+ Z((Bc>d)z+kA21A7r_Z((Bc)d)kfz(Ad)m; 2a
=0 1=0 i=1
k>1.

(v) Za stepene matrice M¢ vazi

q)k+1A (I)k+1B
d\2k+1 __
<M ) - CP++l CPF+2ARB , 2ak 20,
ok O AB
d\2k __
(M)™ = COHA OB , za k> 1.

Dokaz. Sve dokaze, osim dokaza dela (iii), izvodimo pomocu indukcije.

(i) Iz uslova posledice ABC = 0, mnozenjem matrica dobijamo

e [ A2+ BC AB

| cA B’
o [ (A% + BC)A+ ABC (A?+ BC)B (A2 + BC)A (A%*+ BC)B

|  cA+oBC CAB | C(42 + BO) CAB ’
o [ (A2 + BC)A? 4 (A% 4+ BC)BC (A% + BC)AB

- C(A2+ BC)A+ CABC  C(A*+ BC)B

(A2 4+ BC)2 (A% + BC)AB
| C(A2+BC)A C(A*+BO)B |
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3 Drazinov inverz blok matrica

(A*+ BC)?A + (A* + BC)ABC  (A?+ B(C)?B
C(A? + BC)A% + C(A% + BC)BC C(A*+ BC)AB

M° =

(A2 4+ BC)?2A  (A*+ BC)’B
C(A*+ BC)* C(A*+ BC)AB

Pretpostavimo da za odredeno k € N vazi
(A2 + BCY*A (A’ + BC)*B
C(A% + BC)* C(A?+ BC)*'AB

2k+1 _

(A% + BO)k (A% + BO)*1AB
C(A?2+ BO)'A C(A?+ BCO)'B
Sada, jednostavnim racunanjem dobijamo da tvrdenje vazi i za k + 1.
(A2 + BO)EA (A2 + BCO)tB A2+ BC AB
C(A? + BC)* C(A%+ BC)'AB CA CB

2% _

M2k+3 —

(A2 + BC)* A3 (A2 + BC)*A2B
_ | +(A2+ BO)*BCA  +(A%+ BC)BCB
C(A? + BC)k+1 C(A?+ BCO)cAB

(AQ + Bc)k+1A (AQ + Bc)kJrlB
C(A? + BO)k C(A? + BC)*AB

?

(A2+ BC)*  (A24+ BC)'AB ] [ A2+ BC AB
C(A? + BO)*'A C(A?+ BC)*'B CA CB
(A% 4+ BC)kH (A% + BC)*AB

= | C(A2+BC)*'A(A%2+ BC)  C(A?+ BC)*1A2B
+C(A? + BC)*1BCA +C(A? + BC)*'BCB

(A% + BO)k+1 (A% + BO)*AB
C(A? + BC)F1A% 4 C(A2 + BC)*'BCA C(A? + BC)*B

[ (A% 4+ BC)*+! (A% 4 BC)FAB
C(A? + BC)*A C(A*+ BC)*B |

Ovim je tvrdenje dokazano.

(ii) Za k =01k =1, ocigledno vazi tvrdenje. Za k = 2 imamo

2
(A*+BC)* = A*+A’BC+BCA*+(BC)? = A>+BCA*+(BC)* =) (BC)* A%

J=0
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3 Drazinov inverz blok matrica

(iii)

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za odredeno k£ € N. Dokazimo da onda vazi i za
k 4+ 1. Iz uslova ABC' = 0, jednostavnim ra¢unanjem dobijamo

k k
(A®+ BC)M!' = (A% + BC)M(A* + BC) = ) (BC)F A% A* +) (BC)" 1A% BC

j=0 Jj=0
k k+1
= (BC)*7A*UH) 4 (BC)*BC =Y (BC)*U"DAY + (BC)H!
j=0 j=1
k+1

(BO)<+13 A%,

o

<.

Kako je (A2 + BC)™ =1 — (A2 4+ BC)® = [ — ®(A? + BC), iz uslova ABC =0
dobijamo:

(A2 + BO)™ =1 — (A? + BC)®

=1 —(A*+ BC) (i(BC’)”(BC)i(Ad)Q”Q + 2_: ((Bo)d)i“A%A”)

i=0 =0

=1 — (A*(BC)"(A")? + BC®) =1 — AA" — BC® = A™ — BC®,
(A + BC)™ = I — ®(A? + BC)

=1- <1Z:(BC)’T(BC)Z'(ACI)2”2 + Vi((Bc)d)i“A%A”) (4> + BC)

1=0 1=0

=1 —-®A* — (BC)!A™BC =1 — ®A* — (BC)?BC = (BO)™ — A,

Za k = 1 oc¢igledno vazi tvrdenje, jer je suma kod koje je donja granica veca od
gornje jednaka nuli, tj.
t1—1 v1i—1
ol — Z(BC)F(BO)Z(Ad)Q’L—‘rz + Z((BC)d)i—i-lAQiAﬂ.
i=0 =0
Takode imamo

P2 — tlz(BC)W(BO)i(Ad)QH-Q(BC)W(ACZ)Q
+ (Z((BC)d)H-lAQzAﬂ-) (Z(Bc)ﬂ-(BC«)z(Ad)zH_g)
+ (BC)*A™ VIZ((BC)d)iHAziAﬂ

=0
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3 Drazinov inverz blok matrica

t1—1 v1—1

_ Z(BC>W(BC)i(Ad)2i+4(BC)7r + Z((Bc)d)HZAQiAw

+(BC)?AT(BC)™(AY)? + (BC)?A i(B(J)”(Bc)i(Ad)%+2

+ Y _((BO)) T AZAT(BO)T(A)?

— tlz_:(BC)W(BC’)Z(Ad)Qz—HL(BC)W + Vlz_: ((Bc)d)i+2A2iA7T

+ (BCYHI — AAY(I — BCO(BCO)%)(A%)?

Racunanjem dobijamo

P? = hi(BC)W(BC)i(Ad)M(BC)W + Vlz_:((BC)d)”?A%A” — (BO)(A%?.

Dakle i za k = 2 vazi tvrdenje. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za neko k € N,
tj. neka vazi

t1—1 v1—1 k—1

oF — Z(BC)W(BC)Z(ACI)QH_% + Z((BC)d)Z+kA22A7T _ Z((Bc)d)k—z(Ad)Qz
=0 =0 =1

Dokazimo da onda vazi i za k + 1. Uvedimo sledeée oznake
t1—1

X, = Y (BOY(BOY (AN,
i=0
v1—1

XQ _ Z((BC)d)i—’_kAziAﬂ—,
1=0
k—1

X3 = Z((Bc)d)k—z(Ad)Qz

i=1
Prema indukcijskoj hipotezi je @1 = (X; + X, — X3)®. Dalje, imamo

t1—1

X = Y (BOY(BOY (AP (BOY (4"

t1—1

= D (BO)(BC)/(A?)*H20D,
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3 Drazinov inverz blok matrica

Xo® = (Z_((BC)d)”’“A%A“) (Z_(BC)”(BC)i(Ad)%”)

+ ((BO)Hk AT Vi::((BO)d)i*lAQiA“
= ((BC)) A™(BO)"(AT)? + (BC)Y* A" f(BO)”(BO)i(Ad)Zi+2
+ Vil((BC’)d)”’“AQiA’T(BO)”(Ad)Q + f((BC)d)”’““A%A”
= (BO)Y)" (I = AA%) (I = BC(BO)") (A7) + f((Bmd)“’ﬁ“A?w
= f((BC)dV*"“A%A“ — ((BO)A (A",
-
X3 = 2;<<Bc)d>’“—i<Ad>2i(BO)”(A%?
= §<<BC>d>ki<Ad>2<l’“>.
Iz ovih j;dnakosti imamo da je
! = g(BO)”(BC)i(Ad)2i+2(k+1) + V'lz_l((BC)UZ)H”C“A?wr
— ((BOYYH (A% — ij((BC)d)“(Ad)“””
= §<BC>W<BC>@'<Ad>2Z‘“<M + f((BC)dY*’f“A%A”
— ((BOY)H (A" — i((B(J)d)’“—“—”(Ad)%
= t‘l1<BO>”<BC>i<Ad>2”2<’““> + f((B@d)i*k“A%A”
- i((BO)dV“—Z‘(AdW,

¢ime je tvrdenje dokazano.

24



3 Drazinov inverz blok matrica

(v) Uocimo najpre da vazi sledece:
Ad* = A(BC)"(AY)?*k = A(AY*k, ®*BC = (BC))*A™BC = ((BC))*BC.
Na osnovu uslova ABC = 0, mnozenjem matrica dobijamo

PAPA + PBCP PADPB + PBCP*AB

Md 2 _
(M7 CP%A C®°’B

Sada, nakon ra¢unanja dobijamo:
t1—1
PADA = DAAY = Z(BC)W<Bc)i(Ad)2¢+2AAd
i=0
t1—1
= Z(BC)”(BC)i(Ad)2i+2,

1=0

v1—1

®BCO® = BO(BC)YY ((BC)Y) ™A% A"

=0
vi—1

_ Z((Bo)d)i+1A2iA7r.
=0
Dakle, vazi PAPA + ®BCP = &. Slicno dobijamo i
t1—1

PADB = $A'B =Y (BC)"(BC)' (A A'B
=0

t1—1

= > _(BO)(BO)(AY)*1AB,

vi—1
®BCP*AB = BC(BC)* (Z((BC)CI)"”A%A” - (BC)d(Ad)2> AB
1=0
vi—1

=) ((BC))*2A% A" — (BC)*(A*)*AB.

Stoga je ®PAPB + ®BCP?AB = ®?AB, pa imamo

02 P P2AB
(M) =
CP?A CP’B
Sada, za (M?)? imamo
DA 2B

Md 3 —
() CP?APA + CP?’BCP CP2ADPB + CP>BCP?’AB
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3 Drazinov inverz blok matrica

Racunanjem dobijamo

CP*APA = CP?AA = C (ti(BC)“(BO)Z’(Ad)QH2 - (BC)d(Ad)2> A%A

=0

=C (tlz_:(BC)’r(BC)i(Ad)%+2 - (BC)d(Ad)2> :

=0

CP*BCP® = COBC(BC)*® = C(BCO)*BC(BC) ® =
vi—1 v1—1
_ C’(BC’)d Z((Bc)d)i—i—lAQiAﬂ _ Z((BC)d)i—i_QA%AF.

i=0 i=0
Dakle, C®?APA + CP*BCP = CP?. Analogno dobijamo i
CP*APB = CP*A’B = CP*(AY)?AB

=C (ti(B(J)’f(BO)Z’(Ad)%+4 — (BC)d(Ad)2> (AY?AB

=0

=C (tlzl(BC)“(BC)i(Ad)zi+6 - (BC)d(Ad)4> AB,

=0
CP*BCP*AB = COPBC(BCO)'®*AB = C(BC)*BC(BC)®*AB = C(BC)*‘®*AB

v1—1
= C(BC)? (Z((Bc)d)i“AZ"A” — (BC)d(Ad)2> AB
=0
v1—1
=C (Z((BC)%H“*A?W - ((BC)d)2(Ad)2> AB.

=0
Na osnovu ovih jednakosti je C®?APB + CP?BCP2AB = CP3*AB. Sada imamo
d24 2B

Md 3 —
() Cd? CPAB

Dakle, dokazali smo da tvrdenje vazi za k = 1, i za parne i za neparne stepene
matrice M. Pretpostavimo sada da tvrdenje vazi za neko k € N. Dokazimo da
vaziiza k + 1.

(Md>2(k+1) — (Md)2<Md)k

[ &  $24B ok PFHIAR
T | 0924 Ce2B | | COMIA COHIB
i P+l dF2 AR
| 0240 + CPBOPHHIA CO2ABHIAB + CP2BODH'B |
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3 Drazinov inverz blok matrica

(Md>2(k+1)+1 _ (Md)Q(Md>2k+1

o  ®2AB | [ o114 oFIB
T | 0924 2B | | Cott CoF2AB
i PFt24 P2 R
T | CP2ADHA 4+ CPBOBHTT CP2ADHHB 4 CH?BCO2AB |

Racunanjem dobijamo sledeée jednakosti.

CP2AD* = CO?(AN)?F A

—c (i(BC)”(BC)"(AdV”‘* - <BC>d<Ad>2) (ahA

=c (tf(BC)”<Bc>i<Ad>2i+2<k+2> — (BOY (A2 (k + 1>> A,

CP*BCO*™ A = CBCO((BC))?®"! A = C(BC)' 0" A

_ C(BC)d (Z((Bc)d>i+k+lA22’Aw _ Z((Bc)d)kJrll(Ad)Qz) A

=0 i=1

=C (Vlz_:((BC)d)i—&-k-l—QA?iAﬂ _ Z((Bc)d)k—l—Q—i(Ad)Qi) A

=0 i=1
Stoga je C®2APF + CO2BCOF1A = CPF2A,

CO2ADF M AB = CO* (AT DA’ B = 09*(AN)* B

=0

=C (tlzl(BC)“(BO)i(Ad)z”“ - <Bc>d<Ad>2> (A% B

=C (tlz(BC)”(BC)i(Ad)2i+2(k+2) _ (Bc>d(Ad)2(k+1)> B,

=0
C®*BCO"' B = CBC((BC)Y)?*®*' B = C(BC)*®*'B

_ C(BC)d (i((BC)d>i+k+lA2iAﬂ _ Z((Bc)d)k+1—i(Ad)2i> B

=0 i=1

v1—1 k
- (Z((BC) JrAtAT - Z<<Bc>d>’f“—i(Ad>”> B

=0 i=1

27



3 Drazinov inverz blok matrica

Dakle, C®2AP* 1 AB 4+ CP2BCO**' B = C®*+2B. Dalje imamo

CP?APFH A = CD2(AL)2HHD A2 = C P2 (A%

=0

=C <h21<Bc>ﬂ<Bc>i<Ad>%+4 - <Bc>d<Ad>2> (A2

—C (g(chr(BC>i(Ad)2i+2(k+2) . (BC) (Ad) (k+1) ) :

=0
CP*BCO" = CBCO((BC)*)?®*! = C(BC) e+

_ C(BC)d (Z((Bc)d)i—i-k—i-lAQiAw _ Z((Bc)d)k+1—i(Ad)2i>

=0 i=1
v1—1 k
—C (Z((Bc>d)i+k+2A2iA7r . Z((Bc)d)k-‘,-Q—i(Ad)Qi) )
i=0 i=1
Sledi da je CP2AP* A + CO2BCPF! = CPF+2. Slicno dobjamo i
CP?APH B = CP* (A% * D AB

=C (tlZ(Bc)ﬂ(Bcr‘(Adf“‘* - <Bc>d<Ad>2> (A2 A

=0

—C <tlz_(BC>7r(BC«)i(Ad)2i+2(k+3) . (BC) (Ad) (k+2) ) AB,

CP*BCO" 2 AB = CBC((BC))?®"2AB = C(BC)‘®*?AB

= o(BC)! (VIZ«B(J)%“’“?A”A“ - i((m)d)’v“—imd)%) AB

i=0 i=1
v1—1 k+1
—C <Z((Bo)d)i+k+3A2iA7r . Z((Bc)d)k+3—i(Ad)2i> AB.
i=0 i=1
Stoga je CP2ADP* 1 B + CP2BCP*2AB = CP**3AB. Primenom svih dobijenih
jednakosti u (M?@)2++1) i (M4)2k+D+1 imamo
(I)k+1 (I)kJrZAB

d\2(k+1) _
<M ) - [ CdF+24 CPF2B

(I)k+2A (I)k+QB

d\2(k+1)+1
(M ) - C«(I)kJrQ C(I)k+3AB

¢ime je tvrdenje dokazano. [
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3 Drazinov inverz blok matrica

Teorema 3.2 [25] Neka je M € C™™ malrica definisana kao u (3.4). Ako je BCA =
0, tada je

AQ OB
d __
M _{CQ CAQ?B]’
gde je
t1—1 v1—1
0= (A2 + BC)d _ Z(Ad>22+2(80)1(30)77 + Z AWAQi((Bc)d)i+l (36)
=0 =0

i t; = ind(BC), v; = ind(A?).

Posledica 3.2 Neka je M € C"*™ matrica definisana sa (3.4). Ako je BCA =0, tada
vaze sledece jednakosti.

(i) Za stepene matrice M vazi

A(A? + BC)* (A2 + BCYB ]
2%k+1 _
M= = { C(A?+ BO)* CA(A?+ BCO)'B | 7 k21,

1 -

ok (A% + BC)* A(A*+ BC)*'B
M= = { CA(A2 + BO' C(A*+ BOy—1p |» 4k =1
k
(ii) (A% + BOY => " A¥(BC)*, za k > 0.
=0
(iii) (A* + BC)™ = A™ — QBC = (BC)™ — A*Q).
bzl . . vl . . k=1 . .
(ZU) Qk — Z(Ad)QH-Wc(Bc)z(Bc)ﬂ' + Z AWAQz((BC)d)H-k _ Z(Ad)Qz((Bc)d)k—z’
=0 =0 i=1

za k> 1.

(v) Za stepene matrice M? vaZi
AQF+1 OB
(Md)%—H = { OO CAQF2B } , zak >0
i QF AQFFL
B
(Md)% _ { CAQHT COFIR } , za k> 1.

Dokaz. Dokaz se izvodi analogno dokazu Posledice 3.1. [

Pre nego §to predstavimo originalne rezultate iz rada [43], dajemo slede¢u pomoénu
lemu.
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3 Drazinov inverz blok matrica

Lema 3.2 [14] Neka je data matrica M € C*™*™ tako da je

v=1¢ 0]

C 0

gde je B € CP*(n=p) ' € C=P*P_ Tuda je

Sledeée dve teoreme predstavljaju originalne rezultate iz rada [43]. U njima su date
reprezentacije Drazinovog inverza za donju anti—trougaonu matricu, pod odredenim
uslovima.

Neka je data kvadratna kompleksna matrica M sledeceg oblika

0 B
v=le )

gde su nula-matrica i D kvadratne matrice, ne obavezno istih dimenzija.

Teorema 3.3 Neka je M € C™™ matrica definisana sa (3.7). Ako je DCB = 0, tada
je

M — { BY2DC BUY ]
- vC vp |’
gde je

V= (D*+CB)! = ti(OB)“(OB)Z’(Dd)%+2 + Vi((OB)d)MD%D“ (3.8)

=0 =0

i ty = ind(C'B), vy = ind(D?).

Dokaz. Kako je DCB = 0, to matrice D? i C'B zadovoljavaju uslov Teoreme 2.2, pa
njenom primenom dobijamo

(D2 + CB)d — 2Z_(CB>W(OB)i(Dd)2i+2 + Wi((OB)d)i—HD%DW.

1=0 1=0

r=lop] e-len]

Ocigledno, M = P + (). Dalje, imamo da je

Uvedimo oznake

_ 2 __ 0 0 _
PQP =0, PQ*= [0 DCB} =0.
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3 Drazinov inverz blok matrica

Dakle, matrice Pi () zadovoljavaju uslove Teoreme 2.3, pa je

M? =Y +Y; + V1PQ + (Q7)*Y2PQ — Q'PIQ — (Q%)* P PQ, (3.9)
gde je
ind(Q ind(P)—1
Z Qﬂ' Pd z—i—l, Y, = Z (Qd)H_lPiPW,
=0

Ocigledno je

kao 1

0 D7

U radu [14] je dokazano, a lako se proverava da vazi i

0% — { (BOC)’“ (COB)k } g { (Cg) o B(%B>k ] L za k>0,

P”:I—dez[[ 0 }

Prema Lemi 3.2, imamo da je
Q' = 0 B(CB)4
| (CB)iC 0 '
Mnozenjem matrica dobijamo i

d B((CB)")*Cc 0 d\3
(Q ) = { 0 (CB)d } ) (Q ) = { ((CB)d)ZC 0

Indukcijom dobijamo da za k € N vazi

(O — { B((CBgd)’““C ((Cg>d)k } (o — { 0 B((CB)*%)k+! } '

Jednostavno dobijamo i

r_ a | I— B(CB){C 0
@ =r-qo= | TTEERE L
Sada mozemo da odredimo Y7 1 Y5.
ind(Q)— ind(Q?)—1 ind(Q?)—2
Y, = Z QﬂQz Pd i+l Z Qﬂ’Qz’L Pd 2i+1 + Z QWQQ’L"Fl (Pd)27,+2
- 1nd(QZ)— Qﬂ 0 0 . nd(i) QQW 0 B(OB) ( )2i+2
- — 0 (C«B)z< 22+1 0
7o 0 .\ md%)” 0 (I — B(CB)'C)B(CB)/(D)2+2
=2 |0 (©Br(CByDY 2 o 0 '
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Dakle,
to—1
0 BY (CB)(CB)(D%)**
}/1 = tgizlo
0 > (CB)"(CB)(D")**!
=0
Takode imamo 1
ind(P)—1 vo—1 vo—1
}/’2 _ Z (Qd)i+lpip7r _ Z(Qd)?i-klp?ipﬁ + Z(Qd)2i+2p2i+lp7r
=0 =0 =0
= 0 0 f 0 0
_ d d\2i+1 d\2i+2
vo—1
B 0 B(CB)'D™| |0 B > (B p* D"
| (CB)4C 0 i=1
0 0
0 0
+ vo—1
0 Z((CB)d>i+lD2i+lD7r
1=0
Stoga je
vo—1
0 B Z((CB)d)iJrlD%Dw
1/2 — VQ_i;O
(CB)dC' Z ((CB)d)z‘+1D2i+1D7r
1=0

Rac¢unanjem dobijamo i sledeé¢e jednakosti

to—1
B (CB)"(CB)(D***C 0
viPlQ=| =" ,
Z(CB)w(CB)i(Dd>2i+ZC 0
=0
vo—1
B Z((OB)CZ)H-QD%—HDWC 0
(Qd)QYQPQ = 1/7;2:701 )
Z((CB)d)i+lD2iD7rC 0
=1
—B(CB)¢D4C
_QdeQ = ( 0) 8 ] ) _(Qd)2PdPQ = —(CB)ngDC
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3 Drazinov inverz blok matrica

Primenom ovih jednakosti u (3.9) dobijamo da je

M M
=3 3 ) 510

gde je

o~

M =B ( (CBY (CBY (DY + 3 (CBY)**D¥ D" - <CB>d<Dd>2) ne,

1=0 1=0

—_

My, = B ( (CB)™(CB) (D)*** + WZ_((OB)CZ)MD% D”) ,

1=0 1=0

M)

to—1 vo—1
Mg, =Y (CB)(CB) (DY) *2C + > " ((CB)")*'D¥D"C + (CB)’C — (CB)'D'DC
=0 i=1

= (i(CB)W(OB)Z(Dd)ZHQ + IOZ_ ((CB)d)i+1D2iD7r) C,

=0

ta—1 vo—1

Méi2 — (Z(CB)W(OB)i(Dd)%—l-Q + Z((CB)d)i-HD%DW) D.
1=0 i=0

Ako uvedemo oznaku

W= Y (CBY (OB (DY £ Y (CBY) DHDT
zbog uslova DC'B = 0 imamo
v = ti(CB)”(OB)"(Dd)QZ‘”(CB)”(Dd)Q +(CB)'D" Wz_:((CB)d)i“D?"Ur
+ (VQZ_ ((CB)d)i+1D2iD7r) (i(CB)W(OB)z(Dd)%—&Q)

— Z(CB)W(CB)i(Dd)%—M + Z ((CB)d)i+2D2iDrr
+_(CB)dD“(CB)”(Dd)2 _
— (CB)W<CB)1(Dd)2@+4 4 Z ((CB>d)i+2D2iD7r _ (CB)d(Dd)2

1=0 1=0

Primenom ovih jednakosti u (3.10) dobijamo tvrdenje teoreme vazi. [
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3 Drazinov inverz blok matrica

Posledica 3.3 Neka je M € C™*" matrica definisana sa (3.7). Ako je DCB = 0, tada

vaze sledece jednakosti.

(i) Za stepene matrice M vazi

B(D? +CB)*'DC B(D?+ CB)* |
2k+1 _
M= l (D> +CBYFC (D> +CB)D | AR =T
? -
o | B(D*+ CB)*"'C B(D*+ CB)*'D
M= = { (D*+CBy-DC  (D*+CBy |» 72kl
k
(ii) (D*+CB)* => (CB)* D%, za k > 0.
j=0
(iii) (D?* 4+ CB)™ = D™ — CBVY = (CB)™ — ¥D?.
t2—1 va—1 k—1
(z’v) Pk — Z(CB)N(CB)i(Dd)%—&—Qk + Z((C«B)d)i—i—kD%Dw _ Z((CB)d)k_i(Dd)Qi,
i=0 i=0 i=1
za k>1.
v) Za stepene matrice M? vazi
(v)
B\I/k+2DC B\I/k+1
(Md)2k+1 = { iLa2Ye:! Pkt :| , za k>0,
1
B\Dk+lc B\Ifk+1D
(Md)2k: — |: \I/k"rlDC’ \Ilk :| , 24 k Z 1.

Dokaz. Analogno dokazu Posledice 3.1, (i), (ii), (iv) i (v) dokazuju se indukcijom, dok
se (iii) dokazuje direktnom proverom. [J

Koristed¢i slican metod kao u dokazu Teoreme 3.3, dobijamo sledeci rezultat iz rada
[43].

Teorema 3.4 Neka je M € C™*" matrica definisana sa (3.7). Ako je CBD =0, tada

Je
. [ BDI2C Br
M= { rc DT } 7
gde je
to—1 vo—1
['=(D*+CB)' =Y (D"*(CB)(CB)" + Y _ D"D*((CB)*)™*! (3.11)
=0 1=0

i ty = ind(C'B), vy = ind(D?).
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Dokaz. Kako je CBD = 0, imamo da matrice CB iD? zadovoljavaju uslov Teoreme
2.2, te da vazi (3.11). Dalje, ako uvedemo oznake

0 B 0 0
r=le o] e=lop]

imamo da je M = P+ Q, kao i da vazi QPQ = 01 P?Q = 0. Stoga matrice P i Q
zadovoljavaju uslove Teoreme 2.4. Dakle,

M?* =Y, + Y, + PQY1(PY)? 4+ PQY, — PQP* — PQQ*(P?)?, (3.12)
gde su
ind(Q)—1 ind(P)—1
Y, = Z QﬂQi(Pd)iJrl’ Yy = Z (Qd)”lPiP”,
i=0 i=0

Trivijalno dobijamo da za k € N vazi

e-[1 8] @0 ] o= [ 2]

Primenom Leme 3.2 na matricu P dobijamo:

BC)* 0 0 B(CB)*

pP%* — (BC) i p2k+l — (CB) , za k>0,

0 (C’B)k (C’B)kC’ 0

B((CB)H)*1C 0
(P = (©B)) o |zak>1,

0 ((CB)%)
(P)*+ = y BUeBH™ za k>0
((OB)d)kJrlC 0 -

- B(CB)YC 0
0 (CB)"

Sada mozemo da odredimo sve elemente sume (3.12). Nakon racunanja dobijamo

I 0 B(CB)!
vo—1 vo—1

Yi - Z DWD%((CB)d)i—HC Z DWDQi—i-l((CB)d)i-i-l ;
| =0 i=0
i 0 0

Y . to—1 to—1

2 = Z(Dd)21+2(CB>Z(CB>7rC Z(Dd)QiJrl(CB)i(CB)ﬂ- )

| =0 i=0
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3 Drazinov inverz blok matrica

vo—1 vo—1

PQY1(Pd)2 _ B Z D”D2i+1((C’B)d)z'+2C B Z D”D2i+2((CB)d)i+2
=0 0 o ;
to—1 tp1
B DY (OB (CB)"C B DY (O BY(CBYC
PQiy, = | BLDYOBY(CBYC B (DYHOBYCB)C |
0 0
_ d d B p 4
_ POOY(PY? = [ 8 BDDO (CB) 1 _ poipt = [ BD E)(JB) C 8

Primenom ovih jednakosti u (3.12) dobijamo da tvrdenje vazi. O

Posledica 3.4 Neka je M € C"*" matrica definisana sa (3.7). Ako je CBD = 0, tada

vaze sledece jednakosti.

(i) Za stepene matrice M vazi

BD(D? + CB)*"'C' B(D? + CB)* ]
2k+1 __
M= [ (D> +CBYFC  D(D*+CB): | k=L
1
B(D?+ CB)*'C BD(D?+ CB)* 1! ]
M2k - |i ((DZ+C«B)I)910 ((DQ+CB)])€ ] y 2G4 k Z 1.
(i) (D? + CB)F ZDQJ (CB)*, za k > 0.
7=0
(iii) (D*+ CB)™ = D™ —TCB = (CB)™ — DT,
to—1 vo—1 k—1
(ZU) Fk — Z(Dd)QH-Qk(CB) (CB + Z DT(DQZ CB H—k Z Dd 21 OB
=0 =0 =1
za k> 1.
(v) Za stepene matrice M? vaZi
BDPIH—QC BFk—i—l
(Md)2k+1 = |: Fk+lc DFk-‘,—l :| , Q4 k Z 07
7
Bl'\k-i-lc BDFIH—I
(Md)% = l DIk Tk :| , za k> 1.

Dokaz. Posledica se dokazuje analogno Posledici 3.1. [
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3 Drazinov inverz blok matrica

3.2 Reprezentacije Drazinovog inverza za 2 x 2 blok
matricu

Uoc¢imo kvadratnu kompleksnu matricu
A B

C D |’
gde su A i D kvadratne matrice ne obavezno istih dimenzija. Problem pronalazenja ek-
splicitne reprezentacije Drazinovog inverza matrice M, bez dodatnih uslova za blokove
od M, postavili su S.L. Campbell i C.D. Meyer [11], 1979. godine. Od tada, ovaj prob-
lem proucava veliki broj nauc¢nika i publikovano je mnogo radova na ovu temu. Problem
jos uvek nije resen, te i dalje predstavlja veoma aktuelnu temu u okviru teorije Drazi-
novog inverza.

M = { (3.13)

Jedan od radova gde je proucavan ovaj problem je rad autora D.S. Djordjevi¢ i P.S.
Stanimirovi¢ [27]. U ovom radu data je reprezentacija za Drazinov inverz matrice
ogranicenog operatora pod odredenim uslovima. Mi navodimo ovu reprezentaciju,
primenjenu na matrice.

Teorema 3.5 [27] Neka je matrica M definisana sa (3.13). Ako je BC =0, DC =0
i BD =0 tada je

Al (AY2B
C(AY? DI+ C(AY)3B
Godine 2006. R.E. Hartwig, X. Li i Y. Wei su u svom radu [35], izmedu ostalog,
predstavili reprezentaciju za M9 pod uslovima BC = 0, DC = 0i D je nilpotentna

matrica, tj zamenili su uslov BD = 0 Teoreme 3.5 [27] uslovom da je D nilpotentna
matrica.

Teorema 3.6 [35] Neka je matrica M definisana kao uw (3.13). Ako je BC = 0,
DC =0 ¢ D je nilpotentna matrica, tada je

d_

d I d T3 4dyitl p i
M:C’AdA ];)(A) BD" |,
gde je j =ind(D). Takode vazi i ind(M) < ind(A) + ind(D) + 1.

U pomenutom radu [35], autori su dali i reprezentaciju za M? pod uslovima BC = 0,
BD = 01i D je nilpotentna matrica, tj. zamenili su uslov DC' = 0 Teoreme 3.5 [27]
uslovom D je nilpotentna matrica.

Posledica 3.5 [35] Ako je M matrica definisana kao u (3.13), ¢iji blokovi ispunjavaju
uslove BC'=0, BD =0 i D je nilpotentna matrica, onda je

1

M? = jilDio(Ad>i+l Al [ I A'B } )
i=0

gde je j =ind(D). Takode vazi i ind(M) < ind(A) +ind(D) + 1.
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D.S. Cvetkovié-Tli¢ je 2008. godine u radu [19] dala formulu za M? koja vazi
samo pod uslovima BC' = 01 DC = 0, bez dodatnog uslova BD = 0 iz [27] ili D je
nilpotentna matrica iz [35].

Teorema 3.7 [19] Neka je matrica M definisana kao v (3.13) ¢ ind(A) = r, ind(D) =
s. Ako je BC' =01 DC =0, tada je

Al X
C(A%? DI+ CXD4+ CAMX |’

d

gde je X definisano kao u (3.3), ali u funkciji matrica A, B, D, tj.
s—1 r—1
X =X(A,B,D)=> (AY"BD'D"+Y  A"A'B(D*)** — A*BD"
i=0 i=0
E. Dopazo i M.F. Martinez—Serrano su 2010. godine u svom radu [28] dale reprezentaciju
za M? pod uslovima BC' = 0 i BD = 0, bez dodatnog uslova DC = 0 iz [27] ili D je

nilpotentna matrica iz [35]. Ova reprezentacija dobijena je kao posledica teoreme koja
vazi pod uslovima BC =0, BDC =01i BD? = 0.

Teorema 3.8 [28] Neka je matrica M definisana sa (3.13), tako da je ind(A) = r,
ind(D) = s. Ako je BC'=0, BDC =0 i BD? =0 tada je

e Ad (A%3(AB + BD)
| %y D'+ (DY)3CB + 24(AB + BD)

Y

gde je

[y

r— s—1
Y = (Dd)2 (Dd)iJrkCAiAfr + D" Z DiC(Ad)i+k(Ad)2
p =0 (3.14)
_ Z(Dd)iJrlC(Ad)kfz#l, k> 0.
=0
Posledica 3.6 [28] Neka je M matrica definisana kao v (3.13) ¢ind(A) = r, ind(D) =
s. Ako vazi BC =0 i BD =0, tada je

Al (AY2B

M?* =
Yo D'+ %,B

?

gde je X, k > 0, definisano kao u (3.14).

U sledecoj teoremi izlazemo originalan rezultat iz rada [42], a koji predstavlja uopstenje
Posledice 3.6 [28], pa samim tim i Posledice 3.5 [35], kao i Teoreme 3.5 [27].
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Teorema 3.9 Neka je matrica M definisana sa (3.13) i neka je ind(A) = r, ind(D) =
s. Ako je BCA=0, BCB=0, ABD =01:CBD =0, tada je

(AY?B + B(D%)? + BX,B
A+ BY + ((AD3 + BY3)BC
Mo — 1+ (49 3) +BY3BD :
Yo+ X BC D%+ Y,B+Y,BD

gde je X, k >0, definisano kao u (3.14).

Dokaz. Ako uvedemo oznake

A 0 0 B
P:[O D]’ Q:{o 0}’

imamo da je M = P + Q. Ocigledno je da je Q%> =0, te je Q¥ = 01 Q™ = I. Takode,
vazi PQ?P = 0i PQ? = 0. Racunanjem dobijamo

ABCA+ ABDC ABD?
CBCA+CBDC CBD?

0 ABCB

PQP* =
¢ 0 CBCB

=0 i PQPQ =

Dakle, imamo da matrice P i () zadovoljavaju uslove Posledice 2.1, pa je
2

MU= VitYat (Yde)? CR Z<@d>’<Pd>31> rQ
i=1

+ <Y1(Pd)3 +(Q1)Y2 - Z(Qd)i(Pd)4‘i> (PQP + PQ?),

i=1

gde je
ind(Q)—1 ind(P)—1
}/1 _ Z QﬂQi(Pd)i—l—l, }/2 _ Z (Qd)H_lPiPW,
i=0 1=0

Kako je Q% =0, to je Y1 = P?+ Q(P%)? i Y5 = 0. Dalje imamo
M?* = Y1+ (YA(PY)?) PQ + (YA(PY)?) PQP
P+ Q(P?)? + (P + Q(P')?) (P)*PQ + (P*+ Q(P")?) (P*)°PQP
= P'4 QP + (P PQ+Q(PY)'PQ+ (P) PQP + Q(P PQP,
pa stoga vazi
M? = Py Q(PY? + (PY2Q + Q(P)’Q + (PY*QP + Q(PY)'QP.  (3.15)

Izracunajmo sada (P%)* za k € {1,2,3,4}. Na osnovu Leme 3.1 imamo da je

Al o]

Pd
X D?
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gde je gde je X definisano kao u (3.3), ali u funkciji matrica D, C, A, tj.

[y

s—1

(Dd)i+2CAiA7r + Z Dtz‘O(Ad>i+2 . DdOAd.
1=0

r—

X = X(D,C, A)

I
o

i

Ocigledno je X = ¥, gde je X definisano u (3.14). Ako uvedemo oznake

s—1 r—1
X1 =) D'D'CAN) T i Xy =) (D) CAAT,
=0 =0
imamo da je
k
Sk = X1 (AYF 4+ (DX, =Y (DY) AN za k> 0.
=0

Ocigledno je D?X; = 0i XA = 0. Sada imamo

o (Ad)Z 0
(P9)" = 5 Ad d )2
| XA+ DX (D%)
B i (Ad)2 0
| XuA? = DUC(AY)? + DX, — (DU)2C AL (D7)?
[ d\2
) ) Dol e o
o XlAd + Dd}(2 _ Z(Dd)i—i-lcv(Ad)Q—i (Dd)2 B Y (Dd)Z
Slicno dobijamo i
i (Ad)3 0
(P9)" = T (Ad)2 Ay Ad dy2 d\3 ]
| Bo(A9)7 + D AT+ (D)X (D7)
_| (A?)? 0
- I Xl(Ad)Q o DdC(Ad)3 o (Dd)zcv(Ad)2 + (Dd)2X2 o (Dd)3CAd (Dd)S
) (A7) 2 0 T o
| XA 4 (DN = Y (DY O (DY) B (DY)
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oy = | o |
o i EO(Ad)3 + DdEO(Ad)Q + (Dd)QZOAd + (Dd)?’EO (Dd)4
[ (A%)* 0
= | XA - Dican: — (DIPCUAY
_(Dd)SO(Ad)Q + (Dd)SXQ _ (Dd)4CAd ( )
. (A7) 3 0 T o
| XA+ (DN, - Y (D) oAt (D) S (DY
Dakle, za-k € {1,2,3,4} vaz
Ad)k 0
(P)* = (E ) dyk ] :
k-1 (D)

Sada mozemo da izra¢unamo sve elemente sume (3.15).

i _ Al 0 piy2 BY, B(D%)?
Y D¢ |’ 0 0 ’

0 (A"2B 0 BY,B
Pd2 — ’ Pd3 — ’
(P)Q 0 B Q(PY)°Q -

(AD3BC 0 BY3BC BY3BD
(P)*QP = , QPH'QP =

Y BC  Y,BD 0 0

Primenom ovih jednakosti u (3.15) dobijamo
L [ Mg, M ]
Mgy Mj, |
gde je
M = A+ BY + (AY)*BC + BY3BC,
M, = B(D%? + (A"?B + BY,B + BY,BD,
Mg, =Yy + %,BC,
MY, = D+ ¥,B + %,BD.
Ovim je teorema dokazana. [

U slede¢em primeru posmatramo 2 x 2 blok matricu M ¢iji blokovi ne zadovoljavaju
uslove Teoreme 3.5 [27], Teoreme 3.6 [35], Posledice 3.5 [35], Teoreme 3.7 [19], Teoreme
3.8 [28], pa samim tim ni Posledice 3.6 [28]. Drazinov inverz matrice M odredi¢emo
primenom Teoreme 3.9.
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Primer 3.2 Neka je matrica M definisana sa (3.13), tako da su njeni blokovi sledece
matrice:

1 -1 0 1 10 1 1
1 1 -1 1 0 0 0 0

A=l 40 1 1| B= 1 0 11|
1 -1 0 1 10 1 1
1 0 —1 —1 10 —1 —1
0 3 0 5 33 3 3

C=11 01 22| P=]10 1 4
10 0 1 00 0 0

Jednostavnim racunanjem dobijamo da je BC' # 0, pa ne moZemo primeniti ni jednu
od pomenutih formula za M iz radova [27, 35, 19, 28]. Medutim, nakon racunanja
dobijamo da za blokove matrice M vazi BCA =0, BCB =0, ABD =0 i CBD =
0. Stoga su uslovi Teoreme 3.9 ispunjeni. Primenom ove teoreme dobijamo sledecu
reprezentaciju za M2,

i 2 1 1 2 4 4 T
5 3 3 g9 3 0 3 0
7 2 2 2 7 0 7 1
9 3 3 9 3 3 3
11 1 4 2 10 10
- - - 2 = 0 == 0
3 3 9 3 3
2 1 1 2 4 0 4 0
MY = 9 3 3 9 3 3
5] 1 5 35 35 1
. _Z 0 =90 = Z
3 3 3 9 9 9
85 1 5 4 52 1 46 2
27 3 27 9 9 9
5] 1 5 35 35 1
- - _Z 0 =90 = Z
3 3 3 9 9 9
0 0 0 0 0 0 0 0 |

D.S. Cvetkovié¢-Ili¢, J. Chen i Z. Xu su u radu [20] dali reprezentaciju za M¢ pod
uslovima CA = 01 CB = 0. Sledeca teorema je originalan rezultat iz rada [42], a
predstavlja uopstenje pomenutog rezultata iz [20], ali i rezultata Teoreme 3.5 [27].

Teorema 3.10 Neka je matrica M definisana kao u (3.13) i neka je ind(A) = r,
ind(D) = s. Ako je BCA=0, DCA=0,CBC =01iCBD =0, tada je

AY+ 7,C + Z,CA Zo + Z,CB
M*=| (D")2C + C(A%)2 + CZ,C ,
D+ CZy + ((DY)3 + CZ3)CB
+CZ5CA
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3 Drazinov inverz blok matrica

gde je
s—1 r—1

Zk _ Z(Ad)i-l-k—i-QBDti + Z AwAiB(Dd)i-HH-Q
i:Ok =0 (3.16)
_ Z(Ad)i-i-lB(Dd)k—i—l—l’ k> 0.

i=0
Dokaz. Dokaz izvodimo analogno dokazu Teoreme 3.9. Uvedimo slede¢e oznake
A B 0 0
[0 p] e-len]
Ocigledno je M = P+ @, kao i Q* = 0, te je Q¥ = 0i Q™ = I. Dalje, ra¢unanjem
dobijamo

BCA? BCAB+ BCBD

PQP* =
DCA? DCAB + DCBD

~0, i PQPQ=

BCBC 0 .
DCBC 0|

Dakle, matrice P i ) zadovoljavaju uslove Posledice 2.1, te je

Me = Y, + Yy + (Yi(Pd)Q—l—(Qd)Q}/Q—Z(Qd)i(Pd)?’_i) PQ

=1

=1

+<KUﬂP+%Q%%3—§:mﬁWP%“ﬁ(PQP+PQ5

gde je
ind(Q ind(P)—1
Z Qw Pd z—l—l7 }/2 _ Z (Qd)i—&-lpiprr.
i=0
Kako je Q? =0, to je Y} :Pd+Q (P92 Y, =0 vazi
M?* = P44 Q(PY)? + (PY)*Q + Q(PY)*Q + (PY)*QP + Q(PH*QP. (3.17)
Prema Lemi 3.1 imamo
pd _ Al X
o 0 D |’
gde je
-1 k—1
ABD ZAd Z+2BDDW+ZA7TA2 (Dd)z—l-Q AdBDd
=0 =0

Primetimo da je X = Z;. Ako uvedemo oznake

k—1
ZAﬂ'AZ (Dd)2+2’ X Z Ad H—2BD Drr
=0 =0
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3 Drazinov inverz blok matrica

imamo da je A?X; = 0i X,D? = 0. Stoga vazi

(A%)?  AdZ, + ZyD*

(P)? = . (D
- [ (Ad)2 AdXQ - (Ad)ZBDd + XlDd _ AdB(Dd)z
a i 0 (Dd>2
@ oz
- i 0 (Dd)2

Analogno dobijamo i sledece jednakosti

(A?)? Z
0 (Dd>3

(AN Zy

d\3 _
<P) o 0 (Dd)4

, (P =

Nakon ra¢unanja svih elemenata sume (3.17) dobijamo:

A 7, 0 0
0 D C(AY? C7,
ZC 0 0
Pd 2 — ’ Pd 3 — ’
(P)°Q (D20 0 QP)°Q C2C 0
) ZyCA  Z;CB 0 0
(P1PQP = 7 1 aeyiop = |
0 (DYCB CZsCA CZ,CB

Primenom ovih jednakosti u (3.17) dobijamo da vazi tvrdenje teoreme. [

Kao direktnu posledicu prethodne teoreme dobijamo pomenuti rezultat iz rada [20].

Posledica 3.7 [20] Neka je matrica M definisana kao u (3.13) iind(A) = r, ind(D) =
s. Ako je CA=01iCB =0, tada je

A+ 72,C Z,
(D%2Cc D¢

d

)

gde je Zy, (k > 0) definisano kao u (3.16).

U narednom primeru data je 2 x 2 blok matrica M, ¢iji blokovi ne zadovoljavaju
uslove Teoreme 3.5 [27], kao ni Posledice 3.7 [20], pa Drazinov inverz matrice M ne
mozemo odrediti prema ovim formulama. Reprezentaciju za M9 dobijamo pomoéu
originalnog rezultata izlozenog u Teoremi 3.10.
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3 Drazinov inverz blok matrica

Primer 3.3 Neka je matrica M definisana kao u (3.13), gde je

10 1 1 1 -1 -1 1
0 0 0 0 0 0 5 0
A:10—11’B:1—1—11
10 1 1 0 0 0 0
10 —1 —1 1 0 —1 —1
00 0 0 0 3 0 5
C=110 -1 2l P=11 01
10 -1 —1 10 0 1

Jednostavnim racunom dobijamo da je BC # 0, kao i CB # 0, pa za M? ne mozemo
primeniti pomenute formule iz radova [27, 20]. Lako se proverava da za blokove matrice
M vazi BCA=0, DCA=0,CBC =0iCBD = 0. Stoga mozemo primeniti Teoremu
3.10, pa dobijamo sledeéu reprezentaciju za M.

5o, 5 8 T 118
6 6 9 27 9 27 3
5 0 -5 5 -5 0 15 5
4 0 4 28 77 1 134 8
3 3 9 27 9 27 3
! 0 1 1 0 0 0 0
M = 2 2
0O 0 0 -2 1 0 -2 -1
5 5 1 10
o 0 0 = = = = 0
3 9 3 9
0O 0 0 -2 1 0 -2 -1
00 0 -1 0 0 -1 0 |

Naredne dve teoreme su takode originalni rezultati iz rada [42], a predstavljaju
uopstenje formula za M? iz rada [28)].

Teorema 3.11 Neka je matrica M definisana sa (3.13), ind(A) = r, ind(D) = s .
Ako je BD™C = 0, BDD* = 0, DD*CA =0 i DD"CB = 0, tada je

s—1 s—1

Al 4 Z(Ad)i—i-iiBDiC Z(Ad)z’+2BDi
=0 1=0

A4d = ‘571 ‘ s—1 ) (3‘18)
Qo+ ®pBD'C D'+ & BD'
i=0 =0
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3 Drazinov inverz blok matrica

gde je, za k >0,

r—1 k
O = Y (DY)TFRCAAT 4 DTC(AY)F2 = Y (DY) C(Ah)FL (3.19)
i=0 i=0

Dokaz. Primetimo najpre da iz uslova teoreme BD™C' = 0 i BDD? = (0 imamo sledeée
jednakosti.

BD™ = B(I -DD% =B - BDD%= B,
0 = BD"C = B(I - DD"C = BC — BDDC = BC.

Predstavimo matricu M u obliku M = P + @), gde su

0 BDD? 0 0 A BD~
o DpD™ | |0 DD |’ | ¢ D*D?
Dalje, za matricu P imamo da vazi
. 0 0
P* = , zak>1. (3.20)
0 DktD~™

Kako je D*D™ = 0, s = ind(D), to je ocigledno matrica P s-nilpotentna. Stoga je
P? =01 P™ = 1. Jednostavnim ra¢unanjem dobijamo

0 0
PQ* = =0, PQP=0.

DD™C'A DD"CBDT™

Dakle, matrice P i @) ispunjavaju uslove Teoreme 2.3, te je

(P+Q) = Yi+Ys + (V(P) + QY — QP2 — (Q*)P) PQ,

gde su
ind(Q)—1 ind(P)—1
}/1 _ Z Qﬂ@i(Pd)iJrl’ }/2 _ Z (Qd)i+1PiP7r.
=0 i=0
s—1
Kako je matrica P s-nilpotentna, to je Y; =01 Yo = > (Q%4)1 P!, Stoga je
i=0
s—1 s—2
Md _ Z(Qd)i+1pi + Z(Qd>i+3pi+1Q- (321)
i=0 i=0

Odredimo sada Q? i stepene od Q?. Kako je BD™C' = 0i BD"D?>D? = 0, to blokovi
matrice () ispunjavaju uslove Posledice 3.6, pa njenom primenom dobijamo
Ad (Ad)2BD7r

Q' =
S (DD + %, BD"

?
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3 Drazinov inverz blok matrica

gde je ¥ definisano u (3.14). Prema Teoremi ??, (vi), imamo da je (D*D4)? = D4 te
je i (D?*D*)™ = D™. Uvedimo oznaku [ = ind(D?*D?). Sada imamo

r—1 -1
Y = Z ((DZDd)d>H'k+2 C A A™ + Z(D2Dd)7r(DQDd)ic(Ad)i+k+2

=0 =0

i _D2Dd i+1 C (Ad) k—i+1
1=0

r—1 -1 k . .
_ (Dd)2+k+2 CAzAﬂ- + Z D7 D2Dd) C(Ad)i+k+2 . Z (Dd)l—i-l C (Ad) k—i+1
=0 =0
5 (DY CAIAT 4 DTO(AY Zk: Ho(an)t
=0 1=0
= P,.

Dakle, imamo da je
Ad (Ad)2BD7r
®, DY+ &, BD™

gde je @y definisano kao u (3.19). Kako je BD™C' = 0, to je BD™®;, = 0. Primenom
ove jednakosti dobijamo

(A2 4 (AY)2BD™®y  (A?)*BD" + (AY)?BD™ (D + & BD")
| DA+ (D + ®,BD™) B, ®y(A?)2BD" + (D' + &, BD™)?

Q"=

?

Q)=

(Ad)2 (Ad)?)BDﬂ'
| DA+ DDy (DY) + (Do(AY)? + DIDy) BDT

[zracunavanjem dobijamo

r—1
DA + D®y = D"C(A")* — DIC(A")? + > (D) *5CA'A™ — (D*)*CA*

1=0

ﬁ
H

1

(Dd)”?’CA’A” + DTC(A")? =) (DY) C(Ah)?

=0 =0
= (I)la
do(AY? + DY®, = D"C(AD* — DC(A)3
r—1
+ Z(Dd)i+4CAiA7r _ (Dd)QC(Ad)Q _ (Dd>SC«Ad
=0
r—1 2
=Y (DY HCAA™ + D"C(AY =Y (DY) H (At
i=0 1=0

= Py

A7



3 Drazinov inverz blok matrica

Dakle, imamo da je
(Ad)Q (Ad>3BD7r

d\2 __
(@)= ®, (D)% + ®BD"

Indukcijom dokazujemo da je

(Ad)k (Ad)k+lBD7r

b — . zak>1. 3.22
(@) ¢, (DY) + &, BD™ - (3:22)

Primenom jednakosti (3.20) i (3.22) u (3.21) dobijamo sledece

Ad Ad QBDﬂ' s—1 Ad i+1 Ad i+2BD7r 0 0
i (49 R S A, |
® D'+®BD" | = | @& (DY 4+®,BD" || 0 DDT
§ (Ad)i+3 (A4)y+4B D™ 0 0 A BD7
+ . 4
— q)i+2 (Dd)z+3 + cI)H_gBDﬂ- 0 Dz+1D7r C D2Dd

Ad (Ad)QBDﬂ'
o, D?+ &, BD~

s—2
2
=0

0
0

s—1
+2
=1
(Ad)i+4BD7rDi+1C 0
®, sBD"DHIC 0

(Ad)i+QBD7rDi
$, . BD™D’

s—2 s—1
Ad + Z(Ad)i+4BD7rDi+IC Z(Ad)i-l-QBDﬂDi
= i:sgz =0 s—1
Oy + Y @i sBD"DH'C D'+ ) & BDTD
=0 =0

Kako je BD™C = 0, to imamo

s—1 s—1

Ad + Z(Ad)H_SBDWDZC Z(Ad)i—l-?BDTrDi
=0 =0

Md _ = =
- s—2 s—1
Oy + > ®,BD"D'C D'+ > & BD"D
i=0 =0

Kako je BD™ = B, to je reprezentacija za M? data u (3.18) tacna. [J

Kao direktnu posledicu Teoreme 3.11 imamo sledeé¢u reprezentaciju za M? iz rada
[28].

Posledica 3.8 [28] Neka je matrica M definisana sa(3.13), ind(A) = r, ind(D) = s .
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3 Drazinov inverz blok matrica

Ako je BD™C =0, BDD? =0 i DD™C = 0, tada je
s—1
Ad Z(Ad)i+2BDi
Md — =0 L
®y D'+> @ BD'
i=0
gde je za k > 1, &y, definisano kao u (3.19).

Teorema 3.12 Neka je matrica M definisana kao u (3.13), ind(A) = r, ind(D) = s.
Ako je BD =0, D"CA? =0, D"CAB =0 i D"CBC = 0, tada je

Ad 4+ (AD3BC + (AY*BCA (AY?B + (AY)*BCB

M = , (3.23)
U, + ¥,BC + U3BCA D%+ V¥, B+ U3BCRB

gde je, za k >0,

r—1 k
v, = Z(Dd)i+k+20AiA7r . Z(Dd)i+IC(Ad)k_i+l. (324)

=0 =0

Dokaz. Dokaz izvodimo analogno dokazu Teoreme 3.11. Primetimo najpre da iz uslova
teoreme BD = 0 imamo BD™ = B, sto ¢emo koristiti tokom celog dokaza. Uvedimo
oznake

p_ 0 BDD*| 0 0 Q= A BD™ | A B
| D*C 0 | D"C 0 |’ ~ | bDiC D ~ | bDiC D |-
Ocigledno je M = P + Q. Takode, P? = 0, te je P = 01i P™ = I. Primenom uslova
teoreme dobijamo da matrice P i ) zadovoljavaju sledece jednakosti

0o 0 0 0
PQP_[D”CBD“C o]_[DWCBC o}—o’

0 0

2 _
P = [ D"CA* DTCABD™ + D*CBD™D } =0

Dakle, matrice P i () ispunjavaju uslove Teoreme 2.3, te je

M? =Y, 4+ Ya + (Y1(P))? + (Q)?Y, — QU(P?)* — (Q%)*P?) PQ,

gde su
ind(Q ind(P)—1
Z Qﬂ' Pd z—i—l7 Y, = Z (Qd)H_lPiPW,
i=0
Kako je P2 =10, toje Y1 =01 Yy = Q%+ (Q%)?P, pa imamo da vazi
M? = Q%+ (Q)*P + (Q)*PQ. (3.25)
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3 Drazinov inverz blok matrica

Kako bi odredili Q¢, primetimo da blokovi matrice @) zadovoljavaju uslove Posledice
3.6. Primenom ove posledice dobijamo

Ad (Ad)2BD7r

Q' =
Yy D+ ¥,BD~

Y

gde je, za k >0

r—1 s—1
Sk =Y (DY) DDICA' AT+ " D"D'DDC(A?)
1=0 =0
k
Z Dd z+1DDdC<Ad>k i+1

r—1 k
_ (Dd)z+k+2CAzA7r . Z(Dd)i-i—lc(Ad)k—i—i—l
=0 1=0
= U,.
Dakle, vazi
Qd B Ad (Ad)QBDrr Ad (Ad)QB
U, D%+ U,BD" U, D+ U,B

Ocigledno, BV, = BD™ W, = 0, pa na osnovu prethodne jednakosti imamo

[ Ad (Ad)QBDW Ad (Ad)QB
(@)=
| Wy DY+ UBD™ || Wy DY+ W,B
(A7)’ (A")°B
| DoAY+ DU (D)? + (Wo(AY)? + DY) B

Racunanjem dobijamo

r—1
\IfoAd + Dd‘lfo _ —DdO(Ad)2 + Z(Dd)i—i-SC«AiAw o (Dd)2OAd

1=0
r—1
Uo(A")? + Dy = —DIC(A")? + > (D) HCAA™ — (D?)PC A — (D?)2C(A)?
i=0

- \1[27

te je
(49?2 (A)°B
U, (D92 +U,B

20
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Slicno dobijamo i
(A9?  (A)'B
Uy (D93 +U3B

Q) =

Sada mozemo da odredimo sve elemente sume (3.25)

Q)P (A")?BD™C 0 (A93BC 0
| wBDC o] | w,.BC 0|’

@iyppo = | AVBDTCA (AYIBDTCE || (ADBCA (A)'BCE
| W.BD"CA  U,BD"CB | | WsBCA  U,BCB

Primenom dobijenih jednakosti za Q¢, (Q9)*P i (Q%)?>PQ u (3.25) dobijamo (3.23). O
Kao direktnu posledicu Teoreme 3.12 dobijamo sledeéu reprezentaciju za M? iz [28].

Posledica 3.9 [28] Neka je M matrica definisana v (3.13), ind(A) = r ¢ ind(D) = s.
Ako je BD =0, D"CA=01¢D"CB =0, tada je

Al + (AD3BC  (AY)*B
U, +V,BC D*+U,B

M =

Y

gde je, za k >0, Uy, definisano kao u (3.24).
U narednom delu ovog poglavlja predstavljamo originalne rezultate iz rada [43].

H. Yang i X. Liu su 2011. godine dali reprezentaciju za M? pod uslovima BCB = 0,
BCA =0, DCA =01 DCB = 0 (videti [63], Teorema 3.1), ¢ime su generalizovali
pomenute rezultate iz Teoreme 3.5 [27], Teoreme 3.6 [35] i Teoreme 3.7 [19]. U sledeco]
teoremi data je reprezentacija za M9 koja vaZi samo pod uslovima BCA =0, DCA =0
i DCB = 0, bez dodatnog uslova BC'B = 0 iz pomenutog rada [63].

Teorema 3.13 Neka je M € C™" matrica definisana kao u (3.13). Ako je BCA =0,
DCA=01DCB =0, tada je

A+ ¥,C BU + AY
M= | WO+ CAZ,C + C(AY)? :
o ( 2> D?+ %,
—CAYBY?D + ABY?)C
gde je
2= (ViU" + (AN*V,) D + A (ViF + (A)**Vs), 2a k = 0,1, (3.26)
v1—1
‘/1 _ Z ATrAQiB\IJH-Q’ (327)
=0
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p1—1 ©1
Vo= ) (A)*™MB(D*+CB)'D™ - (A" B(CB)'Y, (3.28)
=0 =0

vy = ind(A?), py = ind(D? + CB) i ¥ je definisano kao u (3.8).
Dokaz. Uvedimo oznake
0 B A0
relen] eslia]

Ocigledno je M = P + (). MnozZenjem matrica dobijamo da je QPQ = 0 i iz uslova
BCA=0i DCA = 0 dobijamo

Dakle, matrice P i () zadovoljavaju uslove Teoreme 2.4, pa vazi

(P+ Q) =Yi + Ya + PQYi(P?)? + PQY, — PQQYPY)? — PQP?,  (3.29)

gde su
ind(Q)-1 ind(P)-1
}/1 _ Z QﬂQi(Pd)iJrl, Y'2 _ Z (Qd>i+1PiPﬂ'.
1=0 1=0

Trivijalno dobijamo da za k > 1 vazi
AF 0 (Adk 0 A™ 0
k d\k __ T __

Iz uslova DCB = 0 sledi da matrica P zadovoljava uslov Teoreme 3.3, pa njenom
primenom dobijamo

BY2DC BV
wC vD

d

Primenom Posledice 3.3 na matricu P imamo

e B(CB + D?¥'C B(CB+ D*F'D | Lo
- Y Za — )
(CB + D*)*1DC (CB + D?)k
ks B(CB + D*)*'DC  B(CB + D?*)* ] .
= bl Za — )
(CB+D*FC  (CB+D*FD |
o qukJrlC B\I/k+1D
(P = , zak>1,
\Ifk+1DC q,k
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B\Ifk+2DC B\I/k-&-l
d\2k+1 __
(P%) = e gkt | za k >0,
I — BYC —BUD I - BYC —BUD

—CBY2DC — DVC I — (CBY + DUD) —UDC DT —CBV

Sada mozemo da odredimo sve elemente sume (3.29). Kako je

ind(Q)—1 ind(Q?)-1 ind(Q?)-1

Z QWQ’L Pd i+l Z QWQ2’L Pd 2i+1 + Z QﬂQ?H-l(Pd)QHQ
i

ind(Q?)-1 ind(Q?)-1

Z Qﬂ'QQi(Pd)Qi—H _ QTK’Pd + Z QWQQi(Pd)Qi—H
=0 i=1

_[4B¥DC amBY] ”‘d% ATAZBUH2 DO AT A% BUH
o | @ D — 0 0
v1—1 v1—1
_ | Y ATAYBYTDC Y ATAYBYT
=0 i=0
i @ gD
B v1—1 v1—1
B Z AWA%B\IJHQDC Z AﬂA2i+QB\I]i+2 + A™BU
i=0 i=0 ’
i /@ D
ind(Q?)—1 i il ot i pl ditl it
Z QWQ2i+1(Pd)2i+2 _ Z AWA i+ B\I”+ C’ Z ATrA i+ B\I,H D
- =0 =0 )
=0 0 0

vi—1 . .
to, nakon upotrebe oznake V; = Y. ATA* BU? date u (3.27), imamo da je
i=0

(ViD + AV})C  A™BU + A(V,D + AV;)

Y, =
v vD
Dalje, imamo da je
ind(P)—1 ind(P?)—1 ind(P?)—1
}/’2 _ Z (Qd)iJrlPiPﬂ — Z (Qd)QZJrlPZzPﬂ + Z Qd 21+2P21+1P7r
=0 =0
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Sada, kako je (D* + CB)™ = D™ — C BV, imamo
ind(P?)—1 ind(P?)—
Z (Qd)?i—i—l PQiPﬂ QdPTr + Z Qd 21+1P21P7r
i=0
A4 — ABUC —A'BUD

0 0

(Ad)2i+1B(D2 + CB)ilewC
—(AY)?+1B(D? 4+ CB)"~'CBYC

M1
2
i=1 0

p1—1

1=0

M1
. Z(Ad)%—i-lB(OB)z\IjO
=0

0

i
ind(P?)-1
Z (Qd)2i+2p2i+l PTr _
=0
—(A?2BUDC (AY)2BD" —
0 0

ind(P?)—1
2
=1 0
p1—1
(AY* ™ B(D* + CB)'D"DC
—> (AY*B(CB)'¥DC
=0
0
p1—1
(AH**HB(D? + CB)' D" DC
=0 M1 ) ‘
—> (A% B(CB)'¥DC
=0

0

AL+ 3" (AN B(D? + CB) DTC

=

(Ad)2i+2B(D2 + CB)ileC
—(A)2+2B(D? + CB)" ¥ DC

o4

(Ad)2i+1B(D2 + CB)FIDWD

0
pm1—1
Z (Ad>2i+3B(D2 + CB)ZDWD
= 1 . .
o Z(Ad)Qz—HB(OB)z\IJD

=0

0

ind(P?)—1
(Qd) PP + Z Qd 21+2P2z+1p7r

1

(AY2BCBY

(Ad)QiJrQB(DZ + CB)sz
—(AY)2+2B(D? + CB)i\CBY
0

p1—1
(Ad>2i+2B<D2 + CB)zD
z’:OMl_l
. Z (Ad)2i+2B(CB)i+1qj
=0

0

pH1—1
Z (Ad)2i+2B<D2 + CB)’LDTI’

=0
“1

= (AY*B(CB)'¥

0

— (A2 B(D? + CB)"'CBUD
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p1—1

Sada, ako uvedemo oznaku V, =

i=0
kao u (3.28), imamo

Al + (VoD + AV,)C' A(VaD + AVy) + AAYBY

w1

> (AY)2+4B(D? + CB)iD™ — 3 (A%)**+2B(CB)'U

1=0

Y, = ,
? 0 0
Dalje, imamo
i} 0 0 )
v1—1 vi—1
c , - . A , BU2C BU?D
PQY(PY)2 = | CY ATA*WBUHDC ) ATAYHBYT
=0 P v2pC U
v1—1 v1—1
—|—C Z AWA2i+2B\I;i+QC +C Z AﬁA21+QB\Iji+2D
L =0 =0 .
- . . i

vi—1
C Z AT A2 RO Byt
=0

v1—1

vi—1
C Z AWA2Z'+2B\IIH-QCB\IJQD
1=0

v1—1

—|—C Z Aﬂ'AQH-lB\IJH-BDC +C Z AWA21'+1B\IIH—2
i=0 i=0
vi—1 v1—1
+C ) ATA*2 BT DY’ DC +C ) ATA*BYT DY
| i=0 i=0 |
- 0 0 -
vi—1 v1—1
_ CY  ATAPBYHC C> ATABYD - CA"BY’D
1=0 =0
vi—1 vi—1
+C Z AWA2'L'+1B\II£'+3DC +C Z AWA2i+1B‘I}i+2
L i=0 i=0 J
Upotrebom oznake V) date u (3.27) imamo
0 0

PQY(PY) =

CA(AV,W + Vi¥D)C C(ViD + AV;) — CA™BU?D
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Jednostavnim racunanjem dobijamo sledeéi izraz za PQ?Y,

0

p1—1
C(AY? +C > (A" B(D* + CB)'D"C
=0
M1
~C> (A B(CB)wC

=0
p1—1

+C Y (A1 B(D* + CB)'D"DC
=0
231
~C (A)*B(CB)'wDC

L =0

p1—1
C > (AY*™B(D*+ CB)'D™D
=0
H1
~C> (A" B(CB)'¥D

=0
p1—1

+C Y " (A)PHB(D* + CB)' D"
=0
©1
~C> (A)*' B(CB)'T + CA'BY

1=0

Sada ako upotrebimo oznaku za V; datu u (3.28), imamo

0

dy _
P = { C(AN)? + CA((AY)?VaD + A(AY)*V,)C C(VaD + AVy) + CAYBY

0

|

Racunanjem dobijamo joS preostala dva elementa sume (3.29):

0
dpd __
—reTr= { —CA'B¥2DC
0
dipdy2 __
—PRQTP) = { —CAABY2C

0
—~CABY

|\

0
—~CAABY2D ] '

Sabiranjem svih elemenata sume (3.29) dobijamo da je

d d
d d

-

M = A+ (Vi + Vo) D + A(Vi + Vo)) C,

gde je

M, = BY + A((Vy + Vo) D + A(Vy + V3)),

d _

— CA‘BY’DC — CATABY?C + ¥(C

|

C(AD? + CA((AD2V3D + (AY2AVL)C + CA(AVT + VU D)C

= C(AY)? + CA((Vi¥ + (A" Vo) D + AT + (AY)?V,)) C

— CAYBY2D + ABV?) + WC,
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Mgy = C (Vi + Vo) D + A(Vi + V3)) — CBY2D + ¥D
= C((Vi +Vo)D + A(Vi + V3)) — (¥ — D*U®) D 4+ WD
=C (Vi +Vo)D + A(V; + Vs)) + D*

Primenom oznake ¥ date u (3.26) dobijamo da vazi tvrdenje. [J

Kao direktnu posledicu prethodne teoreme dobijamo slede¢i originalan rezultat,
takode iz rada [43].

Posledica 3.10 Neka je M € C*™™ matrica definisana sa (3.13). Ako je DCB =0 i
CA =0, tada je
Al — Al +3,C BY + A%,
v vD ’

gde je ¥ definisano kao u (3.26) i ¥ je dato u (3.8).
Dokaz. Treba dokazati samo da je D¢ + ¥q = UD.

D+ %y =D+ C (Vi + Vo)D + A(Vi + V3)) = D + CViD + OV, D
vi—1
=D+ CViD = D"+ C Y A"A*BU*D = D'+ CBY’D
1=0
=D+ (V- D*¥*) D =D+ VD — (D?)’D =¥D.0O]

Ocigledno je Posledica 3.10, pa samim tim i Teorema 3.13, generalizacija slucaja
kada je CB = 01 CA = 0 iz rada [20], koji smo predstavili u Posledici 3.7. Slede¢i
rezultat je takode posledica Teoreme 3.13, a moze se dobiti i kao samostalan rezultat.

Posledica 3.11 Neka je M € C™" matrica definisana kao u (3.13). Ako je BCA =0
1 DC' =0, tada je
e — [AQ QB+RD:|
| 0Q Di4+CR |

gde je

R = (Rl + RQ)D ‘|‘ A(Rl + Rz),

p2—1 1)
R, = Z AW(A2 + Bo)iB(Dd)2i+4 _ Z Q(BO)iB(Dd)2i+2,
i=0 =0
vo—1
R2 — Z QH_QB_D%DW,
=0

vy = ind(D?), py = ind(A? + BC) i Q je definisano kao u (3.6).
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Dokaz. Neka je
0 0 A B
p-lo ] e-[E 0]
Tada je M = P + ). Kako vazi
0 0
PQ_[DC o}’

to matrice P i () zadovoljavaju uslov Teoreme 2.2, pa vazi

ind(Q)—1 ind(P)—1
Md _ Z QWQi(Pd)i-I—l + Z (Qd)i‘HPiP”, (330)
=0 1=0

Trivijalno dobijamo da za k € N vazi

mo[i5] el ] mo[i])

Kako je BCA = 0, to matrica () zadovoljava uslov Teoreme 3.2, pa je

AQ QB
CQ CAO*B

d

Takode, matrica () zadovoljava uslov Posledice 3.2, pa njenom primenom dobijamo
sledece jednakosti:

o (A2 4+ BO)*  A(A?+ BC)'B | .
= bl a‘ i )
CA(A? + BO)=1 C(A2+ BC)—1B |~
o A(A?2+ BC)F (A2 + BC)*B .
= ) a — )
C(A2 4+ BOY CA(A2 + BCY—1B |"
o QF  AQFIRB
<Q ) - CAQFL oQk1B |7 za k21
AQk-H Qk—l—lB
d\2k+1 __
(@) | okl cAQk2B | za k 2 0.

Na osnovu Posledice 3.2 imamo da je (A% + BC)™ = A™ — QBC = (BC)™ — A*Q,
pa je
AT —QBC —AQB

U= _can 1-cop |
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Sada mozemo da odredimo sve elemente sume (3.30). Kako je

ind(Q)—1 ind(Q?)—1 ind(Q?)-1

Z Qﬂ’Ql Pd i+l Z Qﬂ’ 21 Pd 21+1+ Z Qﬂ' 2@+1(Pd)21+2

ind(P)-1 ind(P?)-1 ind(P2%)-1
Z (Qd)i—i-lpipw — Z (Qd)2l+lp2zp7r 4 Z Qd 21+2P2z+1P7r
i=0 i=0

to ¢emo odrediti posebno svaku od ove cetiri sume.

ind(Q?%)-1 ' ' ind(Q?%)-1 ' '
Z Qw@Q@(Pd)%Jrl _ Qde + Z Qﬂ'Q2’L(Pd)2@+1
1=0 =1
B 0 ATr(A2 + BC)ile(Dd>2i+1
o —AQBC(A? + BCO)i-' B(D%)%+!
0 —AQBD? @ | |
=10 pi_caoppt |t 2 ~CAQA(A? + BO) ' B(DYH
i=1 0 +C(A2 + Bc)z lB(Dd)2i+1
~COBC(A? + BO) = B(DY

A Z A™(A? + BC)' B(D%)2H!
0
—AQOBD® — A Z Q(BC’)iB(Dd)QiH
_ i=1
D+ CY AT(A*+ BC) ' B(DY)*H!
0 = H2
—CQOBDY - C Z Q(BC)iB(Dd>2i+l
- i=1 i
[ #271 . . 2 . .
0 AN AT(A24 BOYB(DY — A Q(BC) B(DY)**
- i:('L'Q_l - . = 12 . .
0 Dd + C Z AW(AQ + BC)@B(Dd)21+3 - C Z Q(Bc)lB(Dd)2z+1
L i=0 i=0

' 2 , .
Ako uprotrebimo oznaku R, = Z A™(A?+ BC)'B(D%)?+4 -5~ Q(BC)'B(D?%)**2,
i=0

imamo da je
ind(Q?)~1

0 AR,D
7T 21 d\2i+1 __ 1
Z QTP {0 DY+ CR,D ]
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Analogno dobijamo i

ind(Q?)—1 ind(Q?)-1
Z QWQ2i+1 (Pd)2i+2 QTK’Q Z QT( 21+1(Pd>21+2
=0 i=1
0 A™B(D%? - QBCB(D%)?
lo —CAQB(D?)?
p2—1 p2—1
> AT(A* + BC)'B(D")**? — Y " QBC(A® + BC)'B(D)***
+ i=1 i=1
uQ . .
0 CAY (A’ + BC)"(A® + BC)'B(D*)**?
=1
p2—1 p2—1
0 Z AW(AQ + BC«)z (Dd 2i+2 Z Q BC z+1B(Dd)21+2
0 CAY A™(A*+ BC)'B(D")*™ — CAY Q(BC)'B(D*)*+
=0 =0

pa upotrebom oznake za R; dobijamo

ind(Q?)-1
Z QO (Py2i+? — 0 QBDD?+ R,D?
~ 0 CAR

Na slican nac¢in dobijamo i

ind(P?)—1 vo—1
Z (Qd)2i+lp2ip7r — deﬂ' + Z (Qd>2i+lp2ip7r
=0

vo—1
~ 0 QH-I BDQiDW
| AQ  QBDT N 121
S| CQ CAQ?BDT vl '
) 0 CAY Q*BD*D"
i=1
[ vo—1
AQ QBD™ + Z Qi+ZBD2i+2D7r
- ,
CQ  CAY Q*BD*D"
i i=0
vo—1
pa upotrebom oznake Ry = Y. Q"2BD?* D™ imamo
=0
ind(P?)-1 i
Z (QF)2+1 p2ipr — AQ QBD™ + R,D?
— cQ CAR,
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Takode, imamo

vo—1

ind(P?)—1 0 A Z Qi+QBD2i+1D7r
Z (Qd)2i+2p2i+lp7r _ 32:_01 ’
i=0 0 C Z Oit2pp2tipr
=0

pa primenom oznake za Ry dobijamo

ind(P?)—1 0 AR.D
d\2i4+2 p2i+1 pr __ 2
;@) P P‘{o CRQD]'

Sada, nakon sabiranja svih elemenata sume (3.30), dobijamo

AQ QB+ A(Ry + R2)D + (Ry + Ry)D?
CQ D%+ C(Ry + Ry)D + CA(R; + Ry)

[ AQ QB+ (A(Ri + Ry) + (Ri + Ry)D) D
CQ D4+ C(A(Ry+ Ry) + (R, + R)D) |

M* =

Isticemo da je Posledica 3.11, pa samim tim i Teorema 3.13, generalizacija rezultata
iz rada [12], gde je pored uslova BCA = 01 DC = 0 neophodan i uslov BD = 0 (videti
[12], Teorema 4.4) ili uslov da je D nilpotentna matrica (videti [12], Teorema 4.5).
Dakle, Teorema 3.13 je generalizacija slucajeva navedenih u sledecoj listi:

(i) BC =0, DC =01iBD =0 [27];
(i) BC =0, DC' =01 D je nilpotentna matrica [35];
(i) BC =0i DC =0 [19];

)
)
)
(iv) BCB=0, BCA=0, DCB=0i DCA =0 [63];
(v) CA=0iCB =0 [20];
(vi) BCA=0, DC =01 BD =0 [12];

)

(vil) BCA=0, DC =01 D je nilpotentna matrica [12].

U narednom primeru posmatramo matricu M oblika (3.13) ¢iji blokovi ne zadovol-
javaju uslove date u prethodnoj listi, pa reprezentaciju za M? ne mozemo dobiti pomoéu
pomenutih rezultata. Medutim, blokovi matrice M zadovoljavaju uslove Posledice 3.11,
pa samim tim i Teoreme 3.13, te njenom primenom dobijamo reprezentaciju za M?.
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Primer 3.4 Neka je matrica M definisana kao u (3.13), gde je

100 10 0
A=|110]|, B=|10 1 |,
110 10 -1 |
[0 0 0 1 0 0]
C=|11 11|, D=|000
01 —1 00 0

Kako je BC'# 0, BCB # 0, CA# 0, BD # 0 i D nije nilpotentna matrica, to formulu
za M ne mozemo dobiti primenom pomenutih rezultata iz radova [27, 35, 19, 63, 20,
12]. Kako je BCA = 0 i DC = 0, to su ispunjeni uslovi Posledice 3.11, pa njenom
primenom mozemo da dobijemo reprezentaciju za M¢<.

Uocimo prvo da je D idempotentna matrica, pa je ind(D) = 1, D* = D. Nakon
racunanja dobijamo ind(A) =1, ind(BC) =1, ind(A*>+ BC) =11

L oo 0 0 0 1 0 0
11
11
Ad:—110,(B(J)dz01——,9:_2§§
-110 o L 1 2 0 1
4 1

Sada, nakon primene Posledice 3.11 dobijamo sledeéu reprezentaciju za M.

1 0 0 =10 0
12000
2 2
11
-1 - = 0 0 -1
1 2 2
o0 0 100
13
-3 = - 0 0 -1
2 2
11
0 - —= 0 0 0
- 22 -

N. Castro—Gonzalez, E. Dopazo i M.F. Martinez—Serrano dali su eksplicitnu reprezentaciju
za M pod uslovima BCA =0, BD =01 BC je nilpotentna matrica (videti [12], Teo-
rema 4.2). Ovaj rezultat je uopstila D.S. Cvetkovié-Ili¢ i dala reprezentaciju za M
samo pod uslovima BCA = 01 BD = 0, bez dodatnog uslova da je BC nilpotentna
matrica (videti [23], Teorema 2.1). Sledeéa teorema predtavlja uopstenje ovih rezultata.
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Teorema 3.14 Neka je M matrica definisana kao u (3.13). Ako je BCA =0, ABD =
0¢:CBD =0, tada je

OB + BD(F,Q + (DY)?F,)B
AQ+ B(Fy + F) (R + (D7)°F)

M? = +B(D%? — BDY(CA+ DC)Q*B |,
CQ+ D(F, + F) D'+ (F+ F,)B
gde je
vo—1
=) D"D*(CA+ DC)Q,

=0

MQ_I . . 12 . .
Fy =Y (D" (CA+ DC)(A” + BC)(BC)™ = Y (D*)***(CA+ DC)A*Q,

=0 =0
= ind(D?), ps = ind(A% + BC) i Q je definisano kao u (3.6).

Dokaz. Teorema se dokazuje analogno dokazu Teoreme 3.13. Ako uvedemo oznake
A B 0 0
p-le o] e-[on)

imamo da je M = P + Q. Takode, imamo da je QPQ = 0 i P?>Q = 0, pa matrice P i
@ zadovoljavaju uslove Teoreme 2.4. Dakle, vazi

M% =Y, +Y, + PQY,(P%)? + PQYY,; — PQQR*(P%)?* — PQ?P?, (3.31)
gde su
ind(Q ind(P)-1
Z QTK’ Pd erl7 Y*2 _ Z (Qd)i+1PiP7r.
1=0

Trivijalno dobijamo da za k € N vazi

r |0 0 NP o~k _| L 0
Kako je BC A = 0, matrica P ispunjava uslov Teoreme 3.2, te je

pi_ [ AQ 0B
| ca cA0B

Takode, matrica P ispunjava uslov Posledice 3.2, pa stoga vazi

o (A2 4+ BC)*  A(A%+4 BC)*'B | Lo

= ) a — )
CA(A? 4+ BOY= (42 + BCY—1B |

pok A(A% + BC)* (A% 4+ BC)B L

= y Za K =2 1,
C(A2+ BOY: CA(A? + BCY—1B |
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AQF+1 QLB
d\2k+1 __
U= carn cagreep | F20
QF AQFIB
d\2k __
(PO)™ = CAQFL CcQkip |’ za k2 1,

kao i

- A?+ BCO)™ —AQB BC)™ — A?2Q  —AQB
P — —
N —CAQ I-COB | —CAQ I-0QB |-

Nakon racunanja, dobijamo sledece jednakosti:

AQ) OB
vo—1 vo—1
Yl _ Z DWD2ichi+1 Z DTrD2icAQi+2B
=0 =0
vo—1 vo—1
+ Z DTrD2i+1CAQi+2 + Z DWD2i+1CQi+QB
=0 =0 J
B AQ QB
~ | DR +D"CQ FRB |’
[ 0 0
p2—1 p2—1
(D) CA(A* + BC)(BC)™ DY+ > (D*)**3C(A% + BC)(BC)"B
=0 i i=0 .
Y, = _ Z(Dd)Qi-l-lCA%-HQ _ Z(Dd)Qi—i-lCAZiQB
p2—1 = p2—1 =0
+ > (D)*2C(A’ + BO)(BC)™  + Y (DY)"CA(A* + BC)(BC)'B
=0 =0
. i(Dd>2i+2CA2i+QQ o i(Dd>2i+2CA2i+1QB
i i=0 i=0
B 0 0
~ | CQ-D"CQ+ DF, D'+ BB |’
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PQY (PY)? =

vo—1
B Z DTrD2i+ICQi+2

=0
vo—1

+B Z DWD2i+ZCAQi+3

1=0

+

0

0

[ BF, — BD"CAQ? BDF/ QB }
0

vo—1
B Z DWD2i+QOQi+3B

=0
vo—1

B Z DﬂD2i+1CAQi+3B

=0

0

p2—1
B (DY CA(A’ + BC)'(BO)"

1=0

H2
B Z(Dd)2i+QCA2’i+19
p2—1 =0

PQY, = . .
+B Y (DY C(A% + BC)(BC)"
=0

p2
-B Z(Dd)Qi—l—?)CAQ'H-QQ
=0

0

[ BRy,+ BDCQ B(D?)? + BDF,B }
- 0 0

—~BDDCAQ?

0

—PQQ%P%2={ 0

—~BDCQ

0

. d 2
_PQde:[ BDgAQB]

p2—1
B (D)*CA(A’ + BC) (BC)"B

i=0
B2

—|—B(Dd)2 _ B Z(Dd>2i+3CA2¢+1QB
- i=0

+B > (DY)**C(A% + BC) (BC)"B
=0
1)
-B Z(Dd)QH_QCAQiQB
=0

0

—~BDDCO?B ]

Nakon sabiranja svih elemenata sume (3.31) dobijamo da tvrdenje teoreme vazi. O

U sledecoj teoremi izlozena je jos jedna generalizacija slucaja CB = 0, CA = 0

[20].
Teorema 3.15 Neka je M matrica definisana kao

0:CBD =0, tada je

Al + (G, + Gy)C

M= I'C + CA(GT + (A%)2Gy)C

+C(A)? — CAYAB + BD)I'2C
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gde je
v1—1
Gy =) A"A¥(AB+ BD)I'"?, (3.32)
1=0
Ml_l . . e . .
Gy =Y (A" (AB+BD)(D*+CB)'(CB)" =Y (A")*"**(AB+BD)D>T, (3.33)
i=0 =0

vy = ind(A?), puy = ind(D?* 4+ CB) i T je definisano kao u (3.11).

Dokaz. Ako uvedemo oznake
0 B A 0
p=le ] e-lia]
imamo da je M = P 4+ Q. Trivijalno dobijamo QPQ = 0, P?Q = 0, pa matrice P
i @ zadovoljavaju uslove Teoreme 2.4. Iz uslova teoreme C'BD = (0 imamo da ma-
trica P zadovoljava uslov Teoreme 3.4, kao i Posledice 3.4. Primenom ovih tvrdenja

i koris¢éenjem slicnog metoda kao u dokazu Teoreme 3.13, dobija se da vazi tvrdenje
teoreme. [

Slede¢i rezultat dobijamo kao direktnu posledicu Teoreme 3.15.

Posledica 3.12 Neka je M matrica definisana sa (3.13). Ako je CBD =01iCA =0,
tada je
A — Al + (G, + G2)C BT+ A(G1 + Gy)
rc Dr ’

gde su ', Gy i Gy definisani kao u (3.11), (3.32) i (3.33) respektivno.

D.S. Cvetkovié-Ili¢ je 2008. godine dala reprezentaciju za M? pod uslovima AB = 0
i CB =0 (videti [19], Posledica 2.2). Ovaj rezultat su uopstili H. Yang i X. Liu 2011.
godine i dali reprezentaciju za M¢ pod uslovima ABC = 0, ABD =0, CBD =0i
CBC = 0 (videti [63], Teorema 3.2). U slede¢oj Teoremi izlazemo reprezentaciju za
M? pod uslovima ABC =0, ABD =0i CBD = 0, bez dodatnog uslova C BC' = 0.

Teorema 3.16 Neka je matrica M definisana kao u (3.13). Ako je ABC =0, ABD =
0:CBD =0, tada je

BT + BO,AB + (A9)?B

M = A%+ BSy —B(I'?CA + DI2C)A’B
I'C + 6,A D¢ +06,B
gde je
Or = (Ki(AY* +T"Ky) A+ D (K1 (A")* +T*K,) | za k = 0,1, (3.34)
pn1—1 M1
Ky =) _ D"(D*+CB)'C(A")*** =) "T(CB)'C(A")**?, (3.35)
=0 1=0

66



3 Drazinov inverz blok matrica

v1—1

Ky =) TCA% AT, (3.36)
=0

vy = ind(A?), puy = ind(D? + CB) i T je definisano kao u (3.11).
Dokaz. Ako predstavimo matricu M kao M = P + @, gde su
A 0 0 B
r=lia] ele s

imamo da je PQP = 01 PQ? = 0. Stoga matrice P i @ zadovoljavaju uslove Teoreme

2.3, pa vazi

M? =Y + Yy + ViP'Q + (Q)Y2PQ — Q'P'Q — (Q*)*P'PQ, (3.37)
gde je
ind(Q)—1 ind(P)—1
le _ Z QﬂQi(Pd)H—l, }/2 _ Z (Qd)i+1PiP”,
i=0 i=0

Trivijalno dobijamo da za k € N vazi

o8 3] e8] (5]

Kako je CBD = 0, to matrica () zadovoljava uslov Teoreme 3.4, pa vazi

BDT?C BT
rc Dr

d

Matrica @) zadovoljava i uslov Posledice 3.4, pa njenom primenom dobijamo:

o B(D? + CB)*~'C BD(D*+ CB)*1 ] Lo
= bl za — )

(D*+ CB)*1C (D? + CB)*
- BD(D?+ CB)*'C B(D?*+ CB)* ] Lo
= ) za — Y

(D* + CB)kC D(D* + CB)* |
- BFIH—IC BDFk—H
BDFkJrQC BFkJrl
d\2k+1 __
Q%) = DH1o  prkH ,zak >0,
i
o I—-BI'C  —BDT I—BI'C —BDU

| -pr¢ (D*+CB)" | | -DIC DT-TCB
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Sada mozemo da izra¢unamo sve elemente sume (3.37). Kako je

ind(Q?)—1 ind(Q?)—1
}/1 — Z QWQ2Z(P4)21+1 + Z QTI’QQZ-"-I (Pd)QH_Q,
i=0 i=0
to imamo
ind(Q?)—1 ind(Q?)—1

Z QWQQi(Pd)%—‘rl — Qde + Z QWQ%(Pd)QH-I
=0 i=1

B B(D2 + CB)zélC(Ad)QiJrl 7
gy 1 | ~BTCB(D? + CBYIC(A%2+1 o
d _ d 1 - . )
_ A BI'CA 0 Z —BDFD(D2 + CB)z—IC(Ad)QH-l
—DrCA? 0 P | |
—DICB(D? + CB)-1C(A%)2+!
| +DTD(D? + OBy (At T
_ 11 -
Ad + B Z Dﬂ'(DQ + CB)iO(Ad)Qi-‘rS
i:Oﬂl O
B Z F(CB)iC(Ad)2i+1
— o1 1=0 ,
D Z DW(D2 + CB)icr<Ad>2i+3
=0 M1 O
-D Z F(CB)iC(Ad)ZH-I
L 1=0 J
i
ind(Q?)-1 ind(Q?)-1
Z QﬂQ2’i+l<Pd)2i+2 — QWQ(Pd)Z + Z Qﬂ’QQiJrl (Pd>2i+2
1=0 i=1
B BD(DQ + OB)iflc«(Ad>2i+2
—BDFC(Ad)2 0 ind(QZQ)—l —BDF(DQ + CB)iC<Ad)2z‘+2
= -
DWC'(Ad)z — FCBC(Ad)2 0 — DW(D2 + CB)iC«(Ad)2i+2
| —ICB(D? + CB)C(A%)?+2
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) - _
BD ) D™(D*+ CB)'C(A%)***
=0 1 0
—BD) T(CB)'C(A%)***
_ 1 i=0 ’
Z DTI'(DQ + CB)iC(Ad)QH—Q
=0 1 0
_ Z F(CB>i+lC(Ad)2i+2
L 1=0 4
pa je
: - n ]
A+ B (Z D™(D* + CB)'C(AY) =) F(CB)iC(Ad)W) A
i I 0
+BD (Z DW(DZ + OB)iC«(Ad>2i+4 . Z F<OB)zC(Ad)2H—2>
le _ =0 =0

D (g: D™(D*+ CB)'C(A%)** — i P(CB)Z‘O(Ad)%“) A

=0 1=0

,ulfl M1

+ <Z D™(D* + CB)'C(AY>"* =) F(CB)"O(Ad)%“) A2 £ TCAA?

i i=0 i=0

Sada, upotrebom oznake K; date u (3.35), imamo da je
Al + B(K\A+ DK,) 0

I'C—-TCA™ + (K1A+ DK)A 0

Y, =

Analogno imamo i za Y;. Kako je

ind(P2%)-1 ind(P?)-1
Y, = Z (Qd)2i+1p2iprr 4 Z (Qd)2i+2p2i+1pw7
1=0 i=0
i
ind(P?)-1 ind(P2?)—1
Z (Qd)QiJrlPQiPﬂ _ deﬂ' + Z (Qd)2i+lp2ip77
i=0 i=1
[ BDI2CA™ BT Zl BDI 20 A% A™ ()
= + . 4
I‘C’Aﬂ' DT — Fz+1CA21A7r 0
i v1—1 7]
BD ) T'"CA¥A™ BT
i=0
- v1—1
Z Fi-l-QCAQH-QAfr + TCA™ DT
| =0 ]
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v1—1
ind(P?)—1 B Z Fi—l-QC«AQi—I—lAW 0
Z (Qd)2i+2p2i+lp7r _ Ijliol
i=0 i+2 v 2i+1 g7
D) THCAP AT 0
i=0
to je
B v1—1 vi—1 -
B <D D OIRCATAT 4+ ri+20A2i+1Aﬂ> BT
i=0 i=0
Y, =

v1—1 vi—1
<D Z Fi+QCA2iA7r + Z Fi+2C«A2i+1Aﬂ-> A + I'CA™ DI

=0 i=0

Upotrebom oznake za K5, date u (3.36), dobijamo

B(KA + DKos) BT
FCA™ + (K;A+ DK3)A DT

Nakon rac¢unanja dobijamo i preostale elemente sume (3.37):

2:

0 (AY2B+ B (K A%+ DK, (A%)?) AB
Y, PIQ = ,
0 (K\A+ DK,)B +TCA'B
0 B(I'K;A+ DI'K,)AB
(Q))2Y>PQ = (LK 2 ,
0 (KQA + DKQ)B — DI?CA™B

0 —BDI?CA’B
0 ~-I'CAB

0 —BI?CAAB
0 —DI?CAAB

Nakon sabiranja svih elemenata sume (3.37) dobijamo da vazi tvrdenje teoreme. [

Y

—wpwzl

%@WP@@zl

Primetimo da je prethodna teorema generalizacija slucaja kada blokovi matrice M
zadovoljavaju uslove ABC' =01 BD = 0 (videti [8], Teorema 2.3).

Slededi rezultat je direktna posledica Teoreme 3.16.

Posledica 3.13 Neka je matrica M definisana sa (3.13). Ako je CBD =0 i AB =0,
tada je

[ Al4 BO, BU

| TC+60A DT |’

gde su ' i ©g definisani kao u (3.11) i (3.34), respektivno.

Md
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U sledecoj teoremi dajemo joS jedno uopstenje slucaja kada blokovi matrice M
zadovoljavaju uslove AB =01 CB =0 [19].

Teorema 3.17 Neka je matrica M definisana sa (3.13). Ako je ABC =0, ABD =0
i DCB =0, tada je

A4+ BN, + M) BV + B(Ny(A%)? + UN,)AB

M — +(AY2B — BUX(CA+DO)A'B | (3.38)
UC + (N1 + Ny)A UD + (Ny + N2)B
gde je
p1—1 ‘ . H1 . '
Nl _ Z (CB)W(DQ+CB)Z(CA+D0)(Ad)2’L+4_Z ‘II.DZL(CA—'—DC)(Ad)ZHQ, (339)
=0 1=0
v1—1
Ny =Y W(CA+ DC)A* A, (3.40)
=0

vy = ind(A4?), puy = ind(D? + CB) i ¥ je dato u (3.8).
Dokaz. Ako uvedemo oznake
A0 0 B
e-[05] e-len]
imamo da je M = P+Q. Kako je PQP = 0i PQ? = 0, to matrice P i Q zadovoljavaju
uslove Teoreme 2.3, pa je

M?=M*=Y1 + Yo+ V1PQ + (Q)°Y2PQ — QP'Q — (Q")°PIPQ,  (3.41)

gde je
ind(Q)—1 ind(P)—1
le _ Z QﬂQi(Pd)H_l, }/2 _ Z (Qd)iﬁ-lpiprr.
=0 =0

Za matricu P dobijamo trivijalno da za k € N vazi

po[40] [P 0] e[ 0)

Iz uslova teoreme DC'B = 0 sledi da matrica () zadovoljava uslove Teoreme 3.3, pa
njenom primenom dobijamo

0 = { BU2DC BV }

v vD
Primenom Posledice 3.3 na matricu () dobijamo:
B(D?*+CB)*1C B(D*+CB)*'D

Q2k —
(D*+ CB)*-'DC (D2 + CB)*

],zakZl,
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B(D? + CB)*'DC B(D?+ CB)*
Q! = , zak > 1,

(D*+CB)*C (D*+ CB)*D
ok B\I,k—l—lcv B‘Ifk—HD
B\I’k+2DC B\Ifk+1

dy2k+1 _
(@) o Niiazte: wkip |7 zak >0,
o I — BUYC —BYD
| —¥DC (CB)"— UD?

Sada mozemo da odredimo sve elemente sume (3.41). Nakon racunanja dobijamo:

— ,Uzlfl T
A4 B (Z (CB)"(D* + CB)/(CA + DC)(A")**
i=0 " 0
o Z \I/D%C(Ad)Qi+2>
Y, = - i=0 ,
VCAA® + (Z (CB)"(D? + CB)'(CA+ DC)(A%)***
= M1 0
. Z \I/DQiC(Ad)Qi+2) A
L =0 .
B 1/1—1 7]
B (Z UH2(CA+ DC)A”A”) BU
Y2 _ =0 ’
v1—1
UCA™ + (Z U (CA+ DC)A”A”) A WUD
L 1=0 .
B p1—1 i
(A")’B+ B <Z (CB)™(D*+ CB)'(CA+ DC)(A%)**
0 i:()u
- Z \I;D2iC(Ad)2i+2> A?B
Y PlQ = o !
( (CB)"(D*+ CB) (CA + DC)(A%)?+*
0 =0 B
-> \I!D%C(Ad)%“) B+ VCAB
L =0 .
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1/1—1
0 BU <Z T2 (CA+ DC)AQiA”) AB
(Q))*Y2PQ = o1 N0
0 <Z THHOA + DC)A%A”> B+ U2DCAA'B

1=0

)

ipds_ | 0 —BY2DCA'B
_QPQ_{O ~VCA'B |’

2 pip | 0 —BY2CAA'B
—(Q)PPQ = [0 —W2DCAAB |-

Upotrebom oznaka za Ny i Ny, koje su date u (3.39) i (3.40) redom, pa sabiranjem
svih elemenata sume (3.41) dobijamo da je teorema tacna. [J

Prethodna teorema jeste i generalizacija slucaja kada blokovi matrice M zadovol-
javaju uslove ABC' =0, BD =01 DC = 0 (videti [17], Teorema 1).

Slede¢i rezultat je direktna posledica Teoreme 3.17.

Posledica 3.14 Neka je matrica M definisana sa (3.13). Ako je DCB =01 AB =0,
tada je

[ A+ B(N, + N,) BV

| UCH+ (N1 +Ny)A 9D |’

gde su VU, Ny i Ny definisani kao u (3.8), (3.39) ¢ (3.40), respektivno.

Md

A.S. Cvetkovi¢ 1 G.V. Milovanovi¢ (videti [17]) su 2011. godine dali eksplicitnu
reprezentaciju za M? pod uslovima ABC = 0, DC = 0 i uslovom da je BD = 0 (ili da
je BC nilpotentna, ili da je D nilpotentna matrica). D.S. Cvetkovi¢-Ili¢ je uopstila ove
rezultate i predstavila reprezentaciju za M? samo pod uslovima ABC = 0i DC = 0,
bez dodatnog uslova (videti [23], Teorema 2.2). U sledecoj teoremi izlazemo uopstenje
pomenutih rezultata.

Teorema 3.18 Neka je M matrica definisana sa (3.13). Ako je ABC =0, DCA=0
i DCB =0, tada je

®A+ (U + Uy)C OB+ (U +Us)D

M? = Cd + C(U,(DY)? + ®U,) DC

Dd
+(D42C — CO%(AB + BD)DC O+ )

gde je
M271 . . K2 . .
Uy = > (BC)"(A> + BC)'(AB + BD)(D")*** =} " ®A”(AB + BD)(D)*+?
i=0 1=0
vo—1
U= Y ®**(AB+ BD)D*D",
=0
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vy = ind(D?), py = ind(A? + BC) i ® je definisano kao u (3.5).

Dokaz. Teorema se dokazuje analogno dokazu Teoreme 3.13. Naime, ako uvedemo

oznake y
0 0 B
e-lo ) elET]
imamo da je M = P + Q. Takode je PQP = 01i PQ? = 0, pa matrice P i () zadovol-
javaju uslove Teoreme 2.3. Kako je ABC' = 0, to matrica @) zadovoljava uslov Teoreme
3.1 i Posledice 3.1. Nakon primene Teoreme 3.1, Posledice 3.1, Teoreme 2.3 i nakon
racunanja dobija se da je teorema tacna. [

3.3 Drazinov inverz blok matrica ¢iji je Surov kom-
plement jednak nuli

Neka je matrica M definisana sa (3.13). Uopsteni Surov kovmplement matrice A u

matrici M definise se kao matrica Z = D — CA?B. Uopsteni Surov komplement ima

znacajnu ulogu u reprezentacijama za M9, Jos 1989. godine J. Miao [47] dao je eksplic-

itnu reprezentaciju za M? pod uslovima koji ukljuéuju i uopsteni Surov komplement,
tj. pod uslovima CA™ =0, AAB=01 Z = 0.

Lema 3.3 [47] Neka je M matrica definisana kao u (3.13). Ako je A"B =0, CA™ =0
1 4 =0, tada je

M? = [cixd ] (AW))*A[ T A‘B],
gde je W = AA? + AYBC A<,

Y. Wei [60] je 1998. godine dao reprezentaciju za M? pod uslovima koji ukljucuju i
nesingularni Surov komplement, tj. pod uslovima CA™ = 0, A"B = 01 Z je invertibilna
matrica. Nakon toga publikovano je mnogo radova gde su autori ponudili reprezentacije
za M? pod raznim uslovima koji ukljuéuju i uopsteni Surov komplement (videti [35,
41, 20, 21, 22, 26, 44, 13, 63, 7]). U ovom poglavlju izlazemo originalne rezultate iz
rada [57], a koji su uopstenje sledecih slucajeva:

(i) CA™ =0, A"B=01Z =0 [47];
(i) CA™B =0, AA"B =01 Z =0 [35];

(iv) CATBC =0, AA"BC' =01 Z = 0 [63];

)

)
(iii) CA™B =0, CATA=01iZ =0 [35];

)
(v) BCA™B =0, BCATA=01iZ =0 [63];
)

(vi) ABCA™ =0, BCAT je nilpotenta matrica i Z = 0 [44];
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(vii) ATBCA =0, A"BC je nilpotenta matrica i Z = 0 [44];
(viii) ABCA™ =0, ATABC =012 =0 [7];
(ix) ABCA™=0,CBCA™=01Z=0[7].

Teorema 3.19 Neka je matrica M definisana sa (3.13). Ako je ABCAT™A =
ABCA™B =01 Z =0, tada je

(BC AT 0 )
Md:q—(cm B)iCATA (CA”B)”}(P )
BCA” "(BO AT 0 -
+Z{ CA™B)"(CA™B)'CA™A (CA"B)"(CA™B)™! ] (Ph**

BCA“) dyi+l 0 2 pr
+Z[ CAﬂ' H'QCA”A ((CAwB)d)i-i-l P=P M7

gde je

CAA CAB

<J+Z[ s ](Pﬁ)f“) (P

(PH" = { C;d ] (AWHTA[ T A'B |, W =AA + A’BCAY,

p:[A Al

zan €N, ir=ind(P?), [ = ind(A), t = max {ind(CA™B),ind(BCA™) — 1}.

Dokaz. Uvedimo sledece oznake:

P A B 0= 0 0
| CAYA CAB |’ oAt 0|

Ocigledno je M = P + Q. Takode, Q%> =0 i

) { ABCA™A ABCA™B }
P2QP = )

CA'ABCA™A CAYABCA™B

Dakle, matrice P i () zadovoljavaju uslove Posledice 2.4, pa njenom primenom dobijamo

Md — <i (((PQ)d)iJrl 4 ((Qp)d)iJrl) P2iP7r
- (3.42)
+ Z ((PQ™(PQ)' + (QP)™(QP)") (P> — (Pd)2> M,
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gde je r = ind(P?) i s = max {ind(PQ), ind(QP)}.

Ako uvedemo oznake
P — A2Ad AACB B AA™ A™B
"“locAlAa caip | P o 0 |”

dobijamo da je P = P, + P,. Takode, imamo da je PP, = 0, kao i

n AT n—1 Am
o[ AT 4] e

te je matrica P, (I 4+ 1)-nilpotentna. Jasno je da matrice P; i P, ispunjavaju uslove
Teoreme 2.2, pa njenom primenom dobijamo

! -1 -1
PSS = pt S = (1 ) o

j=0 =0 =0

Nakon racunanja i upotrebe indukcije, dobijamo da za n € N vazi

l -1
(P =Y PPyt = (I + Pﬁ“(P{i)j“) (P)",

j=0 =0

Uoc¢imo da matrica P; zadovoljava uslove Leme 3.3, pa nakon njene primene dobijamo

P = [ cixd } (AMH*A[ T AB], W =AA+ A'BCAY

Nakon racunanja i primenom indukcije, imamo da za n € N vazi

(Piy = | | Campyal s a )

Kako je
pii(piyiet | ATAT AJ‘AWBH I

0 0 ca } (AW)y=A[ 1 A'B ]

r j+1 AT AT d ‘

_ [ 4 +SVA bed }((A?AMAAdBCAd)d)J“A[I A'B |
- - d .

_ | A 5 “ } (AW))2A[ T A'B |

[0 AlA™B 1

} ] (AW)*2A[ T AB ]

to imamo
-1 .
0 A’A™B ,
(P = (I > [ o 0 } <Pf)f“) (P)", zameN.
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Sada racunanjem dobijamo da je

BCA™ 0 _1
cAiBoar o |0 AT
(PQ)" = ,
{(BC(’)A) 8}, zan > 2

Kako bi odredili (PQ)¢ uvedimo oznake

BCA™ 0 0 0
Tl_{ 0 0}’ T2_[CAdBCAW 0}‘

Jasno, PQ =T, +Ty, T? =01 ng = 0. Dalje, imamo 1175 = 15T} = 0, pa matrice T} i
T, zadovoljavaju uslov Teoreme 2.1. Primenom ove teoreme dobijamo da je (T +7T3)? =
T+ T¢ =TE, tj.
m\d
(PQ)* = l (BOA7) 8] |

Racunanjem dobijamo

(PQ)Y)" = { ((Bcglﬂ)d)n ’ ] CzaneN i (PQ) = { (3064”)” ﬂ |

Dalje, imamo i
(QP)" = ! ;
- | (CA™B)"'CA™A (CA™B)" |’

Kako bi odredili (QP)¢, uvedimo oznake

0 0 0 0
= [CA”A o}’ R = {o CA“B]
Ocigledno je QP = Ry + Ry, kaoi R? = 0, R¢ = 0, RT = I. Takode vazi i RiRy = 0,

pa matrice R; i Ry zadovoljavaju uslov Teoreme 2.2. Primenom ove teoreme dobijamo

da je (Qp)d = (Rl + Rg)d = Rg + (Rg)2R1, tJ

0 0 0
(@P)" = { (CA™B))2CA™A (CA™B)? }

Nakon racunanja dobijamo da za n € N vazi
0 0
P d\n —
@ = | (campymcara qearapy |

(QP)" = [ —(CA™B)ICA™A (CA™B)™ ] '

kao i da vazi
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Sada nakon rac¢unanja dobijamo
r—1
Z (((PQ)d)z—i-l + ((Qp)d)i+lp2ip7r _
=0 (3.43)
Z BCAW) )H—l P%PW
T OAﬂ' )z+20AA7r ((OAWB)d)?H‘l )
s—1

Kako bi odredili i Y ((PQ)™(PQ) + (QP)™(QP)") (P¥)*"* 1 uoctimo sledete:

i=0
([ (BCA™)™ 0 ] _
, za 1 =0;
I 0
(POY (PO [ BCA™(BCA™)™ 0 _—
") | casBear o |0 T
[ (BCA™{(BCA™)™ 0
( )'( ) iz
ul 0 0
([ I 0
, za 1= 0;
' —(CA“B)dCA’rA (CA™B)™
(QP)"(QP)' =4 _
0 0
, |, zat>1.
i (CA”B)”(CA”B)Z_lCA“A (CA™B)"(CA™B)"
Sada imamo
st . . ‘ I+ (BCA™) 0
P 7TP Z+ P7r Pz Pd 2(Z+1): Pd2
;« Q) (PQ)' + (QP)"(QPY) (P?) _carmyicaa 1+camy |
(BCA™)"BCA™ 0 (Pd)4
CAYBCA™ + (CATB)"CA™A (CA™B)"CA™B
(BCA™)"(BCA™ i 0 .
+Z ) ( ) 4 (Pd)2z+2
(CA"B)"(CA™B )Z 1CA™A (CA™B)"(CA™B)"
Kako je C’AdBC'A“A = CA'BCA™B = 0, to je
s—1
D ((PQ)™(PQ) + (QP)™(QP)'(P*¢HY = (P4
i=0
(BCA™) 0
Pd 2
_carpyicara capy | (3.44)
t—1 BCATI’ s BCATK‘ i+1 0 4
+ Z ) ( A ) ' (Pd)2z+4‘
Py (CA™"B)"(CA™B)'CA™A (CA™B)"(CA™B)’

78



3 Drazinov inverz blok matrica

Primenom (3.44) i (3.43) u (3.42) dobijamo da je tvrdenje teoreme tac¢no. O

Primedba 3.1 C. Bu, C. Feng i S. Bai su dali reprezentaciju za M? pod uslovima
Z =0, ABCA™ = 0 i ATABC = 0 [7, Teorema 4.1], kao i pod uslovima Z = 0,
ABCA™ =0 i« CBCA™ = 0 [7, Teorema 4.3]. M.F. Martinez—Serrano i N. Castro-
Gonzdlez dale su reprezentaciju za M? pod uslovima Z = 0, ABCA™ = 0 i BCA™ je
nilpotentna matrica [44, Teorema 3.3]. Primetimo da je specijalan sluc¢aj Teoreme 3.19
kada vaze uslovi Z = 0 i ABCA™ = 0. Stoga uslovi ATABC = 0 iz [7, Teorema 4.1],
CBCA™ =0 iz [7, Teorema 4.3] i BCA™ je nilpotentna matrica iz [44, Teorema 3.3/
nisu neophodni za dobijanje formule za M¢.

Primer 3.5 Neka je matrica M definisana kao u (3.13), gde su

1000 1.0 0 0
0000 000 1
A=1o o000 B=|1000|
(001 0| (000 0|
(1.0 0 0] (1.0 0 0]
000 0 000 0
C=looool"P o000
(010 0| (000 0

Nakon racunanja dobijamo da je uopsteni Surov komplement Z = D—CA*B jednak
nuli i da je ABCA™ = 0. Takode, dobijamo da je ATABC # 0, CBCA™ # 0 i da
matrica BCA™ nije nilpotentna, pa ne moZemo da primenimo formule za M? iz [7,
Teorema 4.1], [7, Teorema 4.5] i [44, Teorema 3.3]. Medutim, kako su ispunjeni uslovi
Teoreme 3.19, to njenom primenom moZemo da dobijemo reprezentaciju za M?.
Imamo da je ind(A) =2 i

1 00 0
. loooo
AT = 0000
0000
Takode, dobijamo da je ind(P) = 3 i
-1 ) -
- 0 - 000
4 4
0 000 0 0O0O0
L 0 00 L 0 00
8 8
1 1
pl— | il
16 0 00 16 000
! 0 00 ! 0 00
4 4
0 000 0 0O00O0
0 000 O O0O0O
| 0000 0 00 0]
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Nakon primene Teoreme 3.19, dobijamo sledeéi izraz za M?:

10001000

4 4

0 000 0 000

1 1

-~ 000 = 000

8 8

1 1
M= | — -

1600016000

1 1

000 = 000

4 4

0 000 0 000

0 000 0 000

0 100 0 00 0]

H. Yang i X. Liu predstavili su eksplicitnu reprezentaciju za M? kada su ispunjeni
uslovi Z = 0, CA™BC = 01 AA™BC = 0 [63, Teorema 3.3]. U sledecoj teoremi
izlazemo uopstenje ovog slucaja.

Teorema 3.20 Neka je matrica M definisana kao u (3.13). Ako je Z =0, AATBCA =
01CA™BCA =0, tada je

(g [ 0O A ey ]

<, gisa | (ATBO)YH(ATBC)™ AATB(CA™B)(CA™B)™
+;<P ) { 0 (CATB)*+ (CATB)™ 1

r—1 o ((Aﬂ—BC«)d)iJrl AAﬂB((C«AﬂB)d)iJrQ
+§P P [ 0 (C A7 B)d)itt ]) ;

gde je

p_[A AalB
~|C CcA‘B |’

(Phy =P (1+ ;uﬂﬁ)ﬂ‘“ a6 D ,

(PH" = { C’ild 1 (AWMHTA[ T A'B |, W = AA*+ A’BCAY,

za svako n € N, i r = ind(P?), [ = ind(A), t = max {ind(CA™B),ind(A"BC) — 1}.

Dokaz. Teorema se dokazuje analogno dokazu Teoreme 3.19. Ako uvedemo oznake

A AAB 0 A™B
=l i) =[5 W)
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imamo da je M = P + Q. Takode, imamo i da je PQP? = 0i Q? = 0, pa matrice P i
@ zadovoljavaju uslove Posledice 2.5. Stoga je

M= (Z PP (((PQ))1 + (QPY))
- (3.45)
+ D (PO ((PQ)'(PQ)™ + (QP)(QP)T) - <Pd>2> ,

gde je r = ind(P?) i s = max {ind(PQ),ind(QP)}.

Kako bi odredili P¢, uvedimo oznake:
P _ A?AY AAYB P AA™ 0
Pl cAAd cadB | TP cAr 0
Ocigledno je P = P, + P,. Takode, P,P; = 0 i matrica P, je [ + 1 nilpotentna. Dakle,
matrice P; i P ispunjavaju uslove Teoreme 2.2, pa vazi

l
P! =3 (P E.

j=0

Primetimo da matrica P; ispunjava uslove Leme 3.3, pa nakon primene ove leme i
racunanja dobijamo

(P = { O;d ] (AW)HTA[ T A'B ], zané€N.

Sada za P? imamo da vazi sledeée:
-1 0 0
(PY™ = (PH" (]+Z(p1d)z+1 { CAAT O D , zan €N,
§=0
Dalje, dobijamo da vazi

0 AATB(CATB)"!

(PQ)"Z{O (CAB)" } zan € N.

Kako bi odredili (PQ)4, uvedimo oznake

0 0 0 AAB
Rl_{o CA“B}’ R2_{0 0 }

Jasno, PQ) = R1+ Ry, RiRy =01 R% = 0. Nakon primene Teoreme 2.2 imamo da vazi
(Ry + Ro)? = R{ + RyR¢. Sada, nakon rac¢unanja dobijamo

n 0 AA”B((C’A’TB)d)”+1 . x 1 —AA”B(CA“B)d
((PQ)d) = { 0 ((OAWB)d)n } ,zan € N1 (PQ)" = { 0 (CA™B)"
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Dalje, imamo da je

0 0

{ (A”lg’C)” 8

{ A™BC A"BCA‘B ]
, zan=1,;
@P)" =

}, zan > 2.

Kako bi odredili (QP)4, uvedimo oznake:

0 A"BCA’B ABC 0
Tl:{o 0 ] Tz:{ 0 0}'

Ocigledno je QP = Ty + Ty, T? = 0. Kako je TyT; = 0, to matrice T} i Ty ispunjavaju
uslov Teoreme 2.2, pa njenom primenom dobijamo (QP)? = T¢ + (T¢)?T,. Nakon
racunanja dobijamo

(@pyy =[BT anen s @ry=[PO" 0]

Primenom ovako dobijenih jednakosti u (3.45) dobijamo da vazi tvrdenje teoreme.
O

Primedba 3.2 M.F. Martinez—Serrano i N. Castro-Gonzilez su dale eksplicitnu repre-
zentaciju za M? pod uslovima Z =0, ATBCA = 0 i A"BC je nilpotentna matrica [44,
Posledica 3.4]. Primetimo da je Teorema 3.20 uopstenje slucaja kada vazi Z = 0 i
A™BCA = 0. Stoga uslov da je A™BC' nilpotentna matrica iz [44, Posledica 3.4] nije
neophodan za dobijanje formule za M?.

3.4 Drazinov inverz modifikovane matrice

Neka je matrica M definisana sa (3.13). Kao sto smo videli u prethodnom poglavlju,
uopsteni Surov komplement matrice A u matrici M definiSe se kao matrica

Z=D—CA'B.
Uopsteni Surov komplement matrice D u matrici M definise se kao matrica
S =A- BDC.

Za neke interesantne osobine Surovog komplementa preporu¢ujemo ¢itaocu da pogleda
radove [1, 18, 51, 53]. U ovom poglavlju izlazemo originalne rezultate iz rada [24], koji
se ticu Drazinovog inverza uopstenog Surovog komplementa. Kao posledice dobijamo
izraze za Drazinov inverz modifikovane matrice A— BC. Interesantni rezultati vezani za
Drazinov inverz modifikovane matrice mogu se naé¢i u radovima [46, 61, 20, 29, 49, 55].
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3 Drazinov inverz blok matrica

Jos 1944. godine, W.J. Duncan [31] uoéio je vezu izmedu uopstenog Surovog kom-
plementa matrice D u matrici M i uopstenog Surovog komplementa matrice A u ma-
trici M. Naime, kada su M, A i D invertibilne matrice, onda sui S = A — BD7'C i

7 = D — C A~ B invertibilne matrice i vazi

STl=A'+A'BZz'CcAL.

U narednoj teoremi izlazemo analogni rezultat za Drazinov inverz uopstenog Surovog
komplementa S'i Z.

Teorema 3.21 Nekaje A"B =0, CA™ =0, BD"Z¢C =0, BD?Z"C =0, BZD"C =
04 BZ™DC = 0. Tada je
S = A+ ATBZIC A,
Dokaz. Ozna¢imo sa X = A4+ AYBZ4C AY. Dokaza¢emo daje SX = XS, XSX = X
i ™LX = S™ za neko m € N. Ra¢unanjem dobijamo
SX = (A — BDIC)(A? + A'BZIC AY)
= AAY + AAYBZCA? — BDICA? — BDCAYBZYC A + A"BZC A?
= AAY+ BZYCA* — BDCA* — BDY(D — Z)ZC A*
= AAY+ BZCAY — BDCAY — BDDZCAY + BDZ ZC A?
= AAY+ BD"Z¢CA? — BDYZ™C A?
= AA%
Sliéno dobijamo i
XS = (A% + A'BZC A% (A - BDC)
= AA? — ABDC + AYBZICAA — ABZICAIBDIC + A?BZ4C A™
= AAY — A'BDC + A“BZ°C — A*BZ%(D — Z)D“C
= AAY — ABDC + AYBZC — A'BZDDC + AYBZZ°DC
= AAY — AYBZ™DC + A'BZD"C
= AA%
Dakle vazi SX = X S. Dalje imamo
XSX = AAYAY + ABZC AY)
= A+ A’BZCA?
= X.
Takode,
S?X = (A — BDC)AA?
= A%A? — BDICAA? — BDICA™
= A?AT - BDIC+A-A
= (A— BDC) + (A%A? — A).
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3 Drazinov inverz blok matrica

Pretpostavimo da za neko m > 2 vazi S™ = S™71 4 (AmA? — A™~1). Dokazimo da
onda vazi i za m + 1.

S™MHX = S (S 4 (AmAY— AT
= 8™ + (A — BDC)(A™A% — A™7)
= S 4 A™TAT _ A™ — BDICA™A® + BDYCA™!
=S 4 ATTAT A L BDICATA™!
= 8™ f AMTIAT A™
Dakle, S™1 X = S™ za svako m > ind(A). Ovim smo dokazali da je X = 5S¢ 0O

U slucaju kada je D = I, kao direktnu posledicu Teoreme 3.21 dobijamo rezultat
[61, Teorema 2.1].

Posledica 3.15 [61] Neka je A"B =0, CA™ =0 i BZ"C = 0. Tada je
(A— BC)* = A" + A‘BZC A%,
gde je Z =1 — CA’B.

Kada je Z invertibilna matrica, kao direktnu posledicu Teoreme 3.21 imamo sledeéi
rezultat.

Posledica 3.16 Neka je A"B =0, CA™ =0, BD"Z7'C =0iBZ'D"C = 0. Tada

]6
S = A'BZ1C A,

Pre nego sto izlozimo jo§ jednu posledicu Teoreme 3.21, izlazemo pomoénu lemu i
njenu posledicu iz rada [59].

Lema 3.4 [59] Neka je B= A+ E, E=AAYFEAA? i |AYE|| < 1. Tada je
Bi— Al — _BIEAl — _AdE B,
Bl = (I + AE)"1Ad = AYI + EAY)™Y

B — A1 _ _AE]|
[A“l 1= [AE]

Posledica 3.17 [59] Neka je B= A+ E, E = AATEAAY i ||A?| - ||E|| < 1. Tada je

1B =A% ka(AIEN/|IA
[A9] 1= ka(A) £/ AN

gde je ka(A) = || AJl - | A%).

Sada mozemo da izlozimo nasu posledicu, koja sledi direktno iz navedenih rezultata
i Teoreme 3.21 u slucaju kada je B = I.
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Posledica 3.18 Neka je CA™ =0, A™D4 =0 i ||Ad|| - |DC|| < 1. Tada vaZi
(A — DIC) — A? = (A — DUC)4DIC A = AYDC(A — DC),
(A — DIC) = (I — AYDIC)'A? = A4 — DIC A,
[(A — DIC)* — A7 < ka(A) | DCl/]IA]
[ A% = 1= k(A DCl /AP

gde je ka(A) = [|A]| - [|AY]].

Pre nego §to damo jos jedan originalan rezultat iz rada [24], uvedimo sledecée oznake:

K=A'B, H=CAY G=HK=C(AY’B.
Teorema 3.22 Neka je Z = 0, A"B = 0, CA™ = 0, BD"G'C = 0, BD'G™C = 0,
BGYD™C =0 i BG™DC = 0. Tada je
St = (I -KG'H)AYI — KG"H)
= (I - KHKH)YAYI - KH(KH)%).

Dokaz. Neka je X = (I — KG'H)AY(I — KGYH). Dokaza¢emo da je SX = XS,
XSX =X i8m™X =58™ zanekom € N.
SX = (A— BDC)I — KG'H)AYI — KG“H)

= (A— BD'C — AA*BG?CA? + BD'CAYBGC A" (A — AKG'H)

= (A— BD'C — (I — A")BG'CA® + BD'DG'CA?) (A’ — (A")*BGC A?)

= (A- BDC — BG'CA" + B(I — D™)GCA?) (A? — (A1)*?BG'C A7)

= (A— BDC — BG'CA® + BG'CAY) (A? — (A")*BG'C AY)

= (A— BD‘C) (A" — (AY)’BG?C A%

AA? — A'BGIC A — BDYCA® + BDC(A%)?BGYC A?

= AA" - KG'H — BD'CA® + BD‘GGC A*

= AAY — KG'H — BDG"CA®

= AAY — KG°H.
Slicno dobijamo i
XS =(I—-KG'H)A?

= (AY - A’BGC

I - KG'H)(A - BDC)
A%)?) (A— BDC — A’BG'CAA" + A’BGCA’BDC)
= (4% — A'BG'C(A")?) (A— BDC — A'BG'C(I — A™) + ABGDD"C)
A? — A’BGC(A")?) (A — BDC — A’BGC + A’BG*(I — D™)C)
= (A% — A’BG'C(A")?) (A— BDC — A’BG'C + A"BG"C)
AA? — ABDYC — AYBGYC(AY)? A + A*BGC(AY?BDC
AA? — A‘BDYC — AYBGYC A + ABGGDC
= AA? — AYBGYC A — A’BG™ D C
A

—
— =
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Dakle, vazi SX = X S. Dalje, imamo

XSX = (AA* - KG'H)(I — KG'H)AY(I — KG“H)

= (AA? - KG'H — AA’KGH + KG'HKG H)AY(I — KG°H)

= (AAY — KGH — AA’A*BGCAY + KGGG'H)AY(I — KG'H)
= (AA? — A‘BGCAYANI — KG H)

= (I — A"BGCAYAAAY I — KG'H)

= (I - KG'H)AY(I — KG'H)

Kako je

S?X = (A — BDC)(AA? — A*BG?C A?)
= A2AY — AAYBGICA? — BDICAAY + BDCAYBGIC A?
= A’A? — (I — A")BGYCA* — BDC(I — A™) + BD*DG*C A?
= A?2AY — BGYCAY — BDYC + BDDGC A?
= A?2AY — BD"GYC AY — BDC
= A’AY - BDIC+A—- A
= (A — BDC) + (A*A? - A),

to pretpostavimo da za neko m > 2 vazi S™X = S™! + (AmA? — Am~1). DokaZimo
da onda vazi i za m + 1.

S™MHX = S (S 4 (A™AY — AT
= 8™+ (A — BDC)(A™ A% — A™7h)
=S+ A" AT A™ — BDICA™AY + BDYC A
= S™ + A" AT — A™ + BDYCATA™!
= S 4 (A" AL — A™),
Ovim smo dokazali da je ST X = S™ za svako m > ind(A). O

Ako je u prethodnoj teoremi D = I, kao njenu direktnu posledicu dobijamo [61,
Teorema 2.2].

Posledica 3.19 [61] Neka je Z =0, A"B =0, CA" =0 i BG"C = 0. Tada je

(A—BC) = (I -KG'H)AYI — KGH)
= (I - KH(KH)YAYI - KH(KH)%).

Sledec¢a teorema i njena posledica takode predstavljaju originalne rezultate iz rada
[24].
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Teorema 3.23 Neka je ind(Z) = 1, A"B = 0, CA™ = 0, BD™ = 0, D™C = 0,
779G = GZZ9, BD = DB, CD = DC i BG™C = 0. Tada je

S = (1 -KZ"G'H)AYI — KZ"GH) + KZ9H.
Dokaz. Uvedimo oznaku X = (I — KZ"GYH)ANI — KZ"GYH) + KZ9H. Analogno

kao u dokazu Teoreme 3.21 i 3.22, dokaza¢emo da je SX = XS, XSX = X i S™FIX =
S™ za neko m € N. Kako vazi

SX =(A—-BDC)((I - KZ"G'H)AYI — KZ"G'H) + KZ°H)
= (A—BDC — AKZ"GH + BDCKZ"G'H)AYI — KZ"G"H)
+AKZ9H — BD'CKZ9H
= (A— BDC — AABZ"G'H + BDCA*BZ"GH)AYI — KZ"G"H)
+ AABZ9H — BDCA‘BZ9H
=(A—BDC — (I - A"BZ"G"H + BDY(D — Z)Z"G*H)A*(I — KZ"G"H)
+ (I — A"BZH — BDY(D — 2)7Z9H
= (A— BDC — BZ"GH + BD*DZ"G *H)A (I — KZ"G"H)
+ BZYH — BD'DZH + BDZZ9H
= (A— BDC — BD"Z"GH)AYI — KZ"G'H) + BD"ZH + BDZZH
= (A— BDYC)AYI — KZ"G'H) + BD'ZZH
= AAY — BDYCA* — AAKZ"G'H + BDCA‘KZ"G'H + BDZ79C A*
= AA? — BDZTCAY — AAYA'BZ™GH + BDCAA’BZ™GH
= AAY — BDZ"CA? — A'BZ"G'H + BDGG*Z"C A?
= AAY — BDG™Z"CAY - KZ"G'H
= AA" -~ D'BG™Z"CA* — KZ"GH
= AAY — KZ"G'H + D*BG™Z7°C A*
= AAY — KZ"G'H
i
XS=(I-KZ'G'H)AYI — KZ"G'H) + KZH) (A — BD‘C)
= (A~ KZ"G'HAY) (A - BDC — KZ"G'CAA + KZ"G'‘CA*BD"C)
+ KZ9CAA — KZ9CA*BDC
= (A"~ KZ"G'HAY)(A — BDC — KZ"GC(I — A™) + KZ"GY(D — Z)D‘C)
+ KZ9C(I — A™) — KZ9(D — Z)DC
= (A~ KZ"G'HAY)(A - BDC — KZ"GC + KZ"G'DD‘C — KG*Z"ZD"C)
+ KZ9C — KZ°DDC + K79ZD“C
= (A" - KZ"G'HAY(A — BDC — KZ"G'D"C) + KZ9D"C + K Z9ZD"C
= (A -~ KZ"G'HAY) (A — BDC) + KZ°ZDC
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= AAY — ABDC — A'BZ"GCA? + ABZ"G'GDC — ABZ79DC
= AAY — AYBZ"DC — A'BZ"GYCAY + A'BZ"GGDC

= AAY — AYBZ"G™DYC — KZ™GYH

= AAY - KZ"G'H + A"BZ 79G™C D"

= AAY - KZ"G'H

to imamo da vazi SX = X.S. Dalje, imamo

XSX = ) (

= (I — A"BZ"GCA")AA? ((A? — ABZ"G'HA")(I — KZ"G'H) + A’BZ°H)
)
)

(AA" — KZ"GH) (I - KZ"G'H)AY(I — KZ"G"H) + KZH)

= (I — A"BZ"GCA") (I — A’BZ"G'CAMAY(I — KZ"GH) + A’BZIC A%

= (I — A"BZ"GYCAY(I — AYBZ"GCANANI — KZ"G H)

+ A'BZ9C A — A*BZ™GYC(AY)?BZ9C A?

= (I —2A'BZ"G'CA* + A"BZ"GYC(AY)?*BZ"G'CAYAYI — KZ"G'H)

+ A’BZICAT — ABZ™ GG Z9C A¢

= (I —2ABZ"GCAY + A’BZ"GGZ"G"CANANI — KZ"GH)

+ A'BZICAY — A'BGYGZ™Z9C A?

= (I —24BZ"GC A + A'BZ"GGGCAYAYI — KZ™GH) + A*BZ9C A®
= (I - KZ"G'H)AY(I — KZ"G'H) + KZ9H
- X.

Nakon racunanja dobijamo da vazi

S2X

= (A — BDYC)(AAY — KZ™GH)

= A%AY — AAYBZTGICAY — BDUCAAY + BDCAYBZ™GC A?

= A’A* — (I — A"YBZ™GCA® — BDC(I — A™) + BDY(D — 2)Z*GC A*

= A?AY — BZ"GCA? — BDC + BDDZ™GC A?

= A?AY — BDC — BD™Z"G4C A?

= A?AT - BDIC+A-A

= (A— BD'C) + (A%A" — A)

= S+ (A2A — A).
Pretpostavimo da za neko m > 2 vazi S™ = S™71 4 (AmA? — A™~1). Dokazimo da
onda vazi i za m + 1.

Sm+1X — S(Sm—l (AmAd . Am—l))

= 5" 4 (A~ BDIC)(A™ A — A™Y)
= 5"+ (Am+1Ad A™) — BDCA™ A + BD'CA™!
= 5™ 4 (A™H AL - A™) — BDICAT A

+(

= 5™ 4 (ATTLAT — A™),
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Dokazali smo da pomenuta jednakost vazi za svako m € N. Stoga je S"M X = S™ za
m > ind(A). O

Ako je u Teoremi 3.23 D = I, kao direktnu posledicu ove teoreme imamo sledeci
rezultat.

Posledica 3.20 Neka jeind(Z) =1, A"B =0, CA™ =0, BG™C =0iGZ™ = Z"G".
Tada je
(A—BC) = (I - KZ"G'H)AYI — KZ"G'H) + KZ°H.
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Mpwunor 1.

N3JABA O AYTOPCTBY

Uzjaerbyjem na je nokTopcka AvcepTtauuja, noa HacnIo0BOM

AnuTnBHe ocobuHe [[pasuHOBOT MHBep3a 1 [l pasiiob MHBepP3 6710K MaTpula

® PesynTaT CONCTBEHOr MCTPaXuBaYKor paaa,

* Aa NpeanoxeHa Aucepraumnja, HW Y UENNHW, HU Yy AenosuMa, Huje 6una npeanoxeHa
3a pobujawe 6uno  koje AunioMe, npema CTyaujckuMm nporpamuma Apyrux
BMCOKOLUKOJ/ICKMX YCTaHOBa,

® [Aa Cy pe3yntaTu KOPeKTHO HaBeAeHU K

® Aa Hucam Kplivo/na aytopcka npasa, HUTH 3n0ynoTpebuno/na nHtenekTyanHy CBOjUHY
aApyrux nuua.

Y Huwy, 25.11.2014

AyTop auceptauuje: Jenmena Bummuh

MoTnunc pnoktopaxaa:

Aol




Mpwunor 2.

M3JABA O NICTOBETHOCTMU LUTAMIMAHE U ENEKTPOHCKE BEP3WUJE AOKTOPCKE
ANCEPTALUMIE

Wme v npesume ayTopa: Jenena Bumminh

Cryanjcku nporpaMm:  Marematnka

Hacnos paga:  Apurusme ocobune HlpasunoBor uuBepsa u [IpasnHos VHBEP3 6710K MaTpuila

MeHTop: [lparana C. l[Berkosuh-Vmh

M3jaBrbyjem pa je wramnaHa BEp3uja Moje AoKTopcke AvcepTtaumje UCToBeTHa
€N1eKTPOHCKO] BEp3uju, Kojy cam npegao/na 3a yHOWwee y AAUruTanHu penosutopujym
YHusepsuteta y Huwy.

fo3BosbaBaM aa ce o6jase MoOju NUYHK noaaumn, Koju cy y Besn ca aobujarbem
aKaAeMCKor 3Batba AOKTOPa Hayka, Kao WTO Cy uMe u npesume, rogmHa n mecto poherba u
AaTym opbpaHe papa, M TO Yy Katanory bBubnuoteke, AurutanHom penosnTopujymy
YHuBepsuTeta y Huwy, kao ny nybnavkauunjama YHusepsuterta y Huwy.

Y Huwy, _25.11.2014,

AyTop aucepTaumje: Jemena Bummiuh

Motnuc fgoktopaHaa:

6)[1?) iU




Mpwunor 3.
U3JABA O KOPULLREHY

Oenawhyjem YHusepsuteTcky 6ubnuoteky ,Hukona Tecna® Aa, y [AurutanHu
PEno3nTopujym YHuBep3auTeTa y Huwy, yHece Mojy AOKTOPCKY AvcepTaumnjy, noa HaclloBOM:

AputuBHe ocobuHe J[pasuHOBOT MHBep3a 1 [|pasuHOB MHBEp3 610K MaTpuila
Koja je Moje ayTopcko aeno.

Avceptaunjy ca cBuM npunosuma npegao/na cam Y €NneKTpoHckoM dopMary,
NOroAHOM 3a TpajHO apXuBUpaH-e,

Mojy AOKTOpcKy AucepTauujy, yHeTy y AurutanHu penosutopujym YHusepsuteTa y
Huwy, Mory KopucTuTV cBM Koju nowTyjy oapeabe caapxaHe y onabpaHoM TUNY NUUeHLe
KpeatueHe 3ajegHuue (Creative Commons), 3a kojy cam ce oanyuno/na.

1. AyTtopcTBo

2. AYyTOpCTBO - HEKOMepLMjanHo

3. AyTopcTBO - HEKOMepumjanHo - 6e3 npepage

4. AYTOpCTBO - HEKOMEpLUUjanHo - AenuTu noa UCTUM ycnosBuma

5. Aytopcteo - 6e3 npepage

6. AyTOpCcTBO - A€nUTU Noa UCTUM ycnosuma
(Monumo aa noasyuerte camo jeaHy o wecTt noHyheHmx NMUEHLN; KpaTakK onuc nuueHum je
Yy HacTaBKy TekcTa).

Y Huwy, _25.11.2014.

AyTop auceptauuje: Jemena Bumrmuh

MoTnuc poktopaHaa:

a@w,u\mcﬂ
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