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Predgovor i

1 Uvod 1

2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica 5

3 Drazinov inverz blok matrica 18
3.1 Drazinov inverz anti–trougaonih blok matrica . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2 Reprezentacije Drazinovog inverza za 2× 2 blok matricu . . . . . . . . 37
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Predgovor

Teorija generalisanih inverza ima svoj začetak u prvim godinama XX veka. Naime,
1903. godine švedski matematičar E. I. Fredholm [32] prvi uvodi pojam ”pseudo–
inverza” integralnog operatora. Koncept generalisanog inverza diferencijalnih opera-
tora prvi pominje nemački matematičar, i jedan od osnivača funkcionalne analize, D.
Hilbert [38]. Tokom narednih godina mnogi autori su proučavali generalisane inverze i
dali svoj doprinos ovoj grani matematike.

Egzistenciju generalisanog inverza konačnih matrica prvi je uočio američki matema-
tičar E. H. Moore. Njegova prva publikacija na ovu temu je apstrakt sa skupa Američkog
matematičkog društva [48], gde Moore ovaj inverz naziva ”general reciprocal”. Sma-
tra se da je Moore ove rezultate dobio mnogo ranije [40]. Med̄utim, Moore-ov rad
ostaje nezapažen narednih tridesetak godina. A. Bjerhammar [4, 5, 6] je 1951. godine
uočio vezu izmed̄u Moor–ovog inverza i rešenja sistema linearnih jednačina. Engleski
matematičar i fizičar R. Penrose [50] je 1955. godine proširio Bjerhammar–ove rezul-
tate i dokazao jedinstvenost Moore–ovog inverza. Nakon Penrose–ovog otkrića, teorija
generalisanih inverza matrica je krenula da se razvija i publikovan je veliki broj radova
na ovu temu.

Godine 1958. publikovan je proslavljeni rad [30] američkog matematičara M.P.
Drazina, gde on uvodi novi generalisani inverz (i to u klasi široj od klase matrica – u
asocijativnim prstenima). On ovaj inverz naziva pseudo–inverz i definǐse ga na sledeći
način:

Definicija [30] Neka je R asocijativni prsten i x ∈ R proizvoljan element. Ako postoji
element c ∈ R koji zadovoljava jednačine

(i) cx = xc,

(ii) xm = xm+1c, za neki prirodan broj m,

(iii) c = c2x,

tada za element x kažemo da je pseudo–invertibilan u R.

U pomenutom radu, Drazin dalje dokazuje da kada ovako definisan element c postoji
onda je on jedinstven, označava ga sa x′ i naziva pseudo–inverzom elementa x. Takod̄e,
u ovom radu Drazin otvara problem aditivnosti ovako definisanog generalisanog inverza
i dobija sledeći rezultat.

Teorema [30] Ako su x1, ..., xj pseudo–invertibilni elementi iz asocijativnog prstena R,
takvi da je xsxt = 0 (s, t ∈ {1, ..., j}, s 6= t), tada je i x1 + ...+ xj pseudo–invertibilan
u R i važi (x1 + ...+ xj)

′ = x1
′ + ...+ xj

′.

U svom radu Drazin pominje da je ovako definisan pseudo–inverz primenljiv i na
matrice. Krajem šezdesetih godina XX veka, ovaj pseudo–inverz razmatran je detaljnije
i za matrice, kada je i nazvan Drazinov inverz [54, 52, 33, 34, 16, 2].
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U ovoj doktorskoj disertaciji su izloženi novi i originalni rezultati vezani za Drazinov
inverz kompleksnih matrica, koji su objavljeni u radovima [24], [42], [43] i [57]. Rezul-
tati radova [42] i [43] prezentovani su na konferenciji ”Workshop on Generalized Inverse
and its Applications”, 2-4.11.2012, Nanjing, Kina, kao i na konferenciji ”XIII Srpski
matematički kongres”, 22-25.5.2014, Vrnjaka Banja, Srbija. Disertacija se sastoji iz tri
glave.

Prva glava je uvodnog karaktera. U njoj su dati neki pojmovi i osobine matrica, kao
i definicija Drazinovog inverza kvadratne kompleksne matrice i neka njegova svojstva
koja se koriste tokom rada.

U drugoj glavi razmatrane su aditivne osobine Drazinovog inverza matrica. Naime,
2001. godine R.E. Hartwig, G. Wang i Y. Wei [37] postavljaju problem pronalaženja
formule za (P + Q)d, gde su P i Q kvadratne kompleksne matrice. Nakon pomenute
publikacije ovaj problem počinje intenzivno da se izučava. Prva aditivna formula koja
je predstavljena u drugoj glavi jeste rezultat iz rada [42], a data je pod uslovima

PQ
k∏
i=1

(P piQqi) = 0, gde su (p1, q1, p2, q2, ..., pk, qk) ∈ Uk i gde je za k ∈ N, Uk =

{(p1, q1, p2, q2, ..., pk, qk) :
k∑
i=1

pi +
k∑
i=1

qi = k − 1, pi, qi ∈ {0, 1, ..., k − 1}, i = 1, k}.

Ova formula generalizuje formule za odred̄ivanje (P + Q)d, koje su date pod sledećim
uslovima:

(i) PQ = QP = 0 [30];

(ii) PQ = 0 [37];

(iii) PQP = 0, PQ2 = 0 [63];

(iv) QPQ = 0, QP 2Q = 0, P 3Q = 0 [7].

Dalje su za k ∈ N, razmatrane posledice pomenute formule, koje i same predstavl-
jaju nove aditivne rezultate. U drugoj glavi je dalje izložena formula za (P + Q)d,
koja predstavlja originalan rezultat iz rada [57], a koja važi pod uslovima P 2QP = 0,
P 2Q2 = 0, PQ2P = 0 i PQ3 = 0. Ova formula predstavlja uopštenje rezultata iz
radova [30, 37, 63] pomenutih u prethodnoj listi, kao i sledeća dva rezultata:

(i) P 2Q = 0, Q2 = 0 [44];

(ii) P 2Q = 0, PQ2 = 0 [12].

Kako još uvek ne postoji formula za (P + Q)d bez dodatnih uslova za matrice
P i Q, ovaj problem ostaje otvoren i čini se da ga je teško rešiti. Med̄utim, zbog
široke primene Drazinovog inverza matrica, kao i veze izmed̄u pronalaženja Drazinovog
inverza blok matrica i pronalaženja Drazinovog inverza zbira dve matrice, značajno je
pronaći što vǐse načina za izračunavanje Drazinovog inverza zbira dve matrice. Stoga
svaka formula za (P +Q)d, data pod odred̄enim uslovima, predstavlja bitan rezultat u
ovoj problematici.
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Treća glava ove disertacije bavi se Drazinovim inverzom blok matrica. Glava je
podeljena na četiri poglavlja.

U poglavlju 3.1 razmatran je Drazinov inverz anti–trougaonih blok matrica i pred-
stavljene su formule za njegovo izračunavanje pod odred̄enim uslovima, a koje su pub-
likovane u radu [43]. Naime, u poglavlju 3.1 su izložene formule za odred̄ivanje Drazi-

novog inverza donje anti–trougaone blok matrice

[
0 B
C D

]
, gde su 0 i D kvadratne

matrice, i to pod uslovom DCB = 0, kao i pod uslovom CBD = 0. Pomenuti rezultati
koriste se dalje prilikom dokazivanja nekih teorema u drugom poglavlju treće glave.

Poglavlje 3.2 bavi se reprezentacijama Drazinovog inverza za 2×2 blok matricu M =[
A B
C D

]
, gde su A i D kvadratne matrice, ne obavezno istih dimenzija. Naime, 1979.

godine su S.L. Campbell i C.D. Meyer [11] postavili problem pronalaženja Drazinovog
inverza blok matrice M , u funkciji blokova matrice M . Od tada je ovaj problem
izučavao veliki broj naučnika i prezentovane su brojne formule za odred̄ivanje Md, pod
specijalnim uslovima za blokove matrice M . Iako problem još uvek nije rešen, zbog
primene Drazinovog inverza u oblastima kao što su statistika i diferencijalne jednačine,
značajna je svaka formula pomoću koje se odred̄uje Drazinov inverz matrice M . U
ovom poglavlju su izložene eksplicitne reprezentacije Drazinovog inverza blok matrice
M pod odred̄enim uslovima, koje su sastavni deo radova [42] i [43], a koje uopštavaju
sledeće slučajeve:

(i) BC = 0, DC = 0 i BD = 0 [27];

(ii) BC = 0, DC = 0 (ili BD = 0) i D je nilpotentna matrica [35];

(iii) BC = 0 i DC = 0 [19];

(iv) BC = 0 i BD = 0 [28];

(v) CA = 0 i CB = 0 [20];

(vi) AB = 0 i CB = 0 [19];

(vii) BDπC = 0, BDDd = 0 i DDπC = 0 [28];

(viii) BD = 0, DπCA = 0 i DπCB = 0 [28];

(ix) BCB = 0, BCA = 0, DCB = 0 i DCA = 0 [63];

(x) BCA = 0, DC = 0 i BD = 0 (ili D je nilpotentna matrica) [12];

(xi) BCA = 0, BD = 0 i BC je nilpotentna matrica [12];

(xii) BCA = 0 i BD = 0 [23];

(xiii) ABC = 0, ABD = 0, CBC = 0 i CBD = 0 [63];

(xiv) ABC = 0 i BD = 0 [8];
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(xv) ABC = 0, DC = 0 i BD = 0 (ili BC je nilpotentna matrica, ili D je nilpotentna
matrica) [17];

(xvi) ABC = 0 i DC = 0 [23].

U poglavlju 3.3 razmatrane su blok matrice čiji je uopšteni Šurov komplement Z =
D−CAdB jednak nuli i izložene su formule za odred̄ivanje njihovog Drazinovog inverza,
pod uslovima ABCAπA = 0 i ABCAπB = 0, kao i pod uslovima AAπBCA = 0 i
CAπBCA = 0. Ove formule predstavljaju originalne rezultate rada [57], a generalizuju
sledeće slučajeve:

(i) CAπ = 0, AπB = 0 i Z = 0 [47];

(ii) CAπB = 0, AAπB = 0 (ili CAπA = 0) i Z = 0 [35];

(iii) CAπBC = 0, AAπBC = 0 i Z = 0 [63];

(iv) BCAπB = 0, BCAπA = 0 i Z = 0 [63];

(v) ABCAπ = 0, BCAπ je nilpotenta matrica i Z = 0 [44];

(vi) AπBCA = 0, AπBC je nilpotenta matrica i Z = 0 [44];

(vii) ABCAπ = 0, AπABC = 0 (ili CBCAπ = 0) i Z = 0 [7].

Poglavlje 3.4 predstavlja originalne rezultate rada [24], koji se tiču Drazinovog in-
verza modifikovane matriice, a koji uopštavaju rezultate koje je dao Y. Wei u radu [61].

Želim da izrazim zahvalnost svom mentoru, prof. dr Dragani S. Cvetković–Ilić, kako
na nesebičnoj podršci i pomoći tokom mog naučnog rada, tako i na izuzetnom strpljenju
i korisnim savetima tokom izrade ove doktorske disertacije. Takod̄e se zahvaljujem svom
profesoru dr Vladimiru Rakočeviću, kao i profesorki dr Ljiljani Gajić, na dragocenim
sugestijama prilikom izrade ovog rada.
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1 Uvod

U ovoj glavi date su neke od osobina matrica, kao i bitnija svojstva Drazinovog
inverza matrica. Teoreme koje su prezentovane u uvodnom delu date su bez dokaza,
koji se mogu naći u [3], [39] i [58]. Takod̄e, u ovom delu disertacije uvodimo oznake i
pojmove, koje koristimo tokom celog rada.

Skup svih kompleksnih matrica tipa m × n označavaćemo sa Cm×n. Za matricu
A ∈ Cm×n kažemo da je kvadratna ako je m = n. U suprotnom kažemo da je ma-
trica A pravougaona. Jediničnu matricu tipa n označavaćemo sa In, tj. sa I, kada
je očigledna njena dimenzija. Nula matricu iz prostora Cm×n označavamo sa 0m×n ili
jednostavno sa 0, kada su očigledne njene dimenzije. Sa AT označava se transponovana
matrica matrice A, dok se sa A∗ označava konjugovano–transponovana matrica matrice
A. Idempotentnu matricu E definǐsemo kao kvadratnu matricu za koju važi E2 = E.
Za kvadratnu matricu A kažemo da je nilpotentna ako postoji pozitivan ceo broj k
takav da je Ak = 0. Najmanji takav broj k naziva se indeks nilpotentnosti matrice A,
a za matricu A kažemo da je k–nilpotentna.

Za datu matricu A ∈ Cm×n, sa r(A) označavaćemo njen rang. Skup R(A) = {Ax :
x ∈ Cn} naziva se slika matrice A i predstavlja potprostor u Cm. Dimenzija slike upravo
je jednaka rangu matrice, tj. važi dimR(A) = r(A). Skup N (A) = {x ∈ Cn : Ax = 0}
naziva se jezgro matrice A i predstavlja potprostor u Cn. Za dimenzije ovih potprostora
važi dimR(A) + dimN (A) = n.

Neka je A ∈ Cn×n. Za matricu A kažemo da je regularna ili invertibilna ako je
r(A) = n. U suprotnom, kažemo da je matrica A singularna. Inverzna matrica matrice
A označava se sa A−1 i važi AA−1 = A−1A = I. Neke od osobina regularne matrice A
i njenog inverza A−1 date su u sledećoj teoremi:

Teorema 1.1 Neka su A,B ∈ Cn×n regularne matrice. Tada važi:

(i) (A−1)−1 = A;

(ii) AT je regularna i važi (AT )−1 = (A−1)T ;

(iii) A∗ je regularna i važi (A∗)−1 = (A−1)∗;

(iv) AB i BA su regularne i važi (AB)−1 = B−1A−1.

Poznato je da se inverzne matrice koriste pri rešavanju mnogih matematičkih prob-
lema u raznim granama matematike kao što su linearna algebra, numerička analiza,
statistika, diferencijalne jednačine, itd. Med̄utim, pri rešavanju nekih od problema nije
neophodno da matrica pomoću koje dolazimo do rešenja poseduje sve osobine inverzne
matrice, već samo neke od njih. Takod̄e, pri rešavanju nekog problema umesto inverzne
matrice možemo iskoristiti matricu koja nije čak ni kvadratna, pa svakako ne može biti
ni invertibilna, niti imati svojstva invertibilne matrice koja su usko vezana samo za

1



1 Uvod

kvadratne matrice, kao što su neke spektralne osobine, ali može imati neka druga svo-
jstva invertibilne matrice. Sve ovo dovelo je do prirodne potrebe da se definǐsu matrice
koje će na neki način ”imitirati” inverznu matricu. Tako, u zavisnosti od problema koji
se rešava, tj. od neophodnih osobina inverzne matrice, uvode se razne klase matrica sa
nekim od osobina invertibilne matrice. Dakle, ovakve matrice predstavljaju nadklasu
klase invertibilnih matrica.

Generalisani inverz date matrice A je matrica X koja jeste u nekoj vezi sa matricom
A i taj inverz:

• postoji za klasu matrica veću od klase invertibilnih matrica,

• poseduje neka svojstva uobičajenog inverza,

• svodi se na uobičajeni inverz A−1 kada je matrica A invertibilna.

Drazinov inverz date matrice jeste generalisani inverz. Neke od elementarnih prob-
lema gde se primenjuje Drazinov inverz matrica dao je S.L. Campbell [9, 10]. Navodimo
primenu Drazinovog inverza matrica u rešavanju sistema diferencijalnih jednačina.

Pretpostavimo da su E i F matrice tipa n × n, gde je matrica E singularna i da
postoji skalar µ takav da je matrica µE + F regularna. Tada je opšte rešenje sistema
diferencijalnih jednačina

Ex′(t) + Fx(t) = 0, t ≥ t0

dato sa
x(t) = e−Ê

dF̂ (t−t0)ÊdÊq,

gde je
Ê = (µE + F )−1E, F̂ = (µE + F )−1F,

i q je proizvoljan vektor dimenzije n.

Kako bi uveli definiciju Drazinovog inverza, navodimo sledeću definiciju i teoremu.

Definicija 1.1 Neka je A ∈ Cn×n. Najmanji broj k ∈ {0, 1, 2, . . .} za koji važi jed-
nakost

r(Ak+1) = r(Ak),

naziva se indeks matrice A, u oznaci ind(A) = k.

Očigledno, ako je matrica A invertibilna, onda je ind(A) = 0. U suprotnom, kada
je A singularna matrica, ind(A) ≥ 1.

Teorema 1.2 Neka je A ∈ Cn×n.

(i) Ako je ind(A) = k, tada važi sledeće:

r(Al) = r(Ak), l ≥ k;

R(Al) = R(Ak), l ≥ k;

N (Al) = N (Ak), l ≥ k.

2



1 Uvod

(ii) ind(A) = k ⇔ k je najmanji broj iz skupa {0, 1, 2, ...} za koji važi Ak = Ak+1X,
za neku matricu X ∈ Cn×n.

(iii) ind(A) = k ⇔ Cn = R(Ak)⊕N (Ak).

Drazinov inverz kvadratne kompleksne matrice uvodi se na sledeći način:

Definicija 1.2 Neka je A ∈ Cn×n i ind(A) = k. Ako matrica X ∈ Cn×n zadovoljava
jednakosti

AkXA = A, (1k)

XAX = X, (2)

AX = XA, (5)

tada se X naziva Drazinov inverz matrice A, u oznaci X = Ad.

Jednakosti (1k), (2) i (5) označavamo na ovaj način zbog uobičajenih oznaka odgo-
varajućih jednačina pri definisanju Moore–Penrose–ovog inverza.

Očigledno, ako je matrica A regularna, onda je Ad = A−1. U slučaju kada je
ind(A) = 1 Drazinov inverz matrice A naziva se grupni inverz i označava sa Ag.

Drazinov inverz postoji za svaku kvadratnu kompleksnu matricu, što govori sledeća
teorema.

Teorema 1.3 Za svaku matricu A ∈ Cn×n indeksa ind(A) = k postoji jednistven
Drazinov inverz Ad ∈ Cn×n.

U sledećoj teoremi izložena su neka svojstva Drazinovog inverza.

Teorema 1.4 Neka je A ∈ Cn×n i ind(A) = k. Tada važi:

(i) R(Ad) = R(Al), l ≥ k;

(ii) N (Ad) = N (Al), l ≥ k;

(iii) AAd = AdA = PR(Ad),N (Ad);

(iv) Aπ = I − AAd = I − AdA = PN (Ad),R(Ad).

Još neke od često korǐsćenih osobina Drazinovog inverza date su u sledećoj teoremi.

Teorema 1.5 Neka su A,B ∈ Cn×n. Tada važi:

(i) Ako su l,m ∈ N takvi da je l > m > 0, tada je Am(Ad)l = (Ad)l−m;

(ii) Ako su l,m ∈ N takvi da je m > 0 i l −m > ind(A), tada je Al(Ad)m = Al−m;

(iii) (Ad)l = (Al)d, l ∈ N;

(iv) (Ad)∗ = (A∗)d;
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1 Uvod

(v) (Ad)T = (AT )d

(vi) ((Ad)d)d = Ad;

(vii) Ako je P regularna matrica, tada A = PBP−1 ⇒ Ad = PBdP−1;

(viii) AB = BA ⇒ AdB = BAd, ABd = BdA;

(ix) AB = BA ⇒ (AB)d = BdAd = AdBd;

(x) (AB)d = A((BA)d)2B = A((BA)2)dB;

(xi) Ako je A idempotnetna matrica, tada je Ad = A;

(xii) Ako je A nilpotentna matrica, tada je Ad = O;

(xiii) ind(Ad) =

{
1, ind(A) ≥ 1,
0, ind(A) = 0;

(xiv) (Ad)d = A2Ad;

(xv) Ad = (A2Ad)d.

Drazinov inverz kvadratne kompleksne matrice poseduje još neka svojstva koje ima
uobičajeni inverz. Na primer, Drazinov inverz matrice A ∈ Cn×n uvek može biti
predstavljen u obliku polinoma od A. Takod̄e, Drazinov inverz date matrice ima neke
spektralne osobine običnog inverza, pa se stoga često naziva i spektralni inverz. Vǐse o
Drazinovom inverzu kvadratnih kompleksnih matrica može se naći u [3] i [58].
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2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Problem aditivnosti Drazinovog inverza prvi pominje M.P. Drazin u radu [30] iz
1958. godine, koji se odnosi na asocijativne prstene i polugrupe. Kako je rezultat iz
pomenutog rada primenljiv i na matrice, to je njegova formulacija za matrice data u
sledećoj teoremi.

Teorema 2.1 [30] Neka su matrice P,Q ∈ Cn×n. Ako je PQ = QP = 0, tada je

(P +Q)d = P d +Qd.

Ovaj problem ostaje nezapažen sve do 2001. godine. Naime, 2001. godine R.E.
Hartwig, G. Wang i Y. Wei [37] prvi izučavaju problem aditivnosti Drazinovog inverza
matrica. Oni dolaze do rezultata koji generalizuje rezultat Teoreme 2.1:

Teorema 2.2 [37] Neka su matrice P,Q ∈ Cn×n takve da je ind(P ) = r i ind(Q) = s.
Ako je PQ = 0, tada je

(P +Q)d =
s−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1 +
r−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π.

Nakon toga, problem aditivnosti Drazinovog inverza je počeo intezivno da se izučava
i publikovan je veliki broj radova na ovu temu. Izučavana je aditivnost Drazinovog
inverza ne samo na prostorima matrica, već i na prostorima operatora, u prstenovima,
itd. Jedan od radova gde je izučavan pomenuti problem je i rad [63], koji je publikovan
2011. godine. U ovom radu H. Yang i X. Liu daju formulu za (P +Q)d pod uslovima
PQP = 0 i PQ2 = 0 i na taj način uopštavaju pomenute rezultate radova [30, 37]:

Teorema 2.3 [63] Neka su matrice P,Q ∈ Cn×n takve da je ind(P ) = r i ind(Q) = s.
Ako je PQP = 0 i PQ2 = 0, tada je

(P +Q)d = Y1 + Y2 +
(
Y1(P

d)2 + (Qd)2Y2 −Qd(P d)2 − (Qd)2P d
)
PQ,

gde su

Y1 =
s−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1, Y2 =
r−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π. (2.1)

Dalje, u pomenutom radu, H. Yang i X. Liu daju i simetričnu formulaciju Teoreme
2.3:

Teorema 2.4 [63] Neka su matrice P,Q ∈ Cn×n takve da je ind(P ) = r i ind(Q) = s.
Ako je QPQ = 0 i P 2Q = 0, tada je

(P +Q)d = Y1 + Y2 + PQ
(
Y1(P

d)2 + (Qd)2Y2 −Qd(P d)2 − (Qd)2P d
)
,

gde su Y1 and Y2 dati u (2.1).
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2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Još jedan od radova koji se bavi problemom aditivnosti Drazinovog inverza za ma-
trice je rad C. Bu-a i C. Feng-a [7], koji je publikovan 2012. godine. U pomenutom
radu data je formula za izračunavanje (P + Q)d, koja važi pod uslovima QPQ = 0,
QP 2Q = 0 i P 3Q = 0. Očigledno, ovaj rezultat predstavlja uopštenje rezultata rada
[63] izloženog u Teoremi 2.4.

Sada ćemo izložiti originalni rezultat iz rada [42], koji uopštava navedene rezul-
tate radova [30, 37, 63, 7]. Ideja ovog rezultata proizašla je iz činjenice da su uslovi
PQP = 0 i PQ2 = 0, pod kojim je data formula za (P +Q)d u Teoremi 2.3 [63], nastali
množenjem uslova PQ = 0 iz Teoreme 2.2 [37] sa P i sa Q, sa desne strane. Kako bi
izložili naše rezultate, uvedimo prvo definiciju sledećeg skupa.

Za j ∈ N, definǐsimo skup Uj = {(p1, q1, p2, q2, ..., pj, qj) :
∑j

i=1 pi +
∑j

i=1 qi =
j − 1, pi, qi ∈ {0, 1, ..., j − 1}, i = 1, j}.

Teorema 2.5 Neka su P,Q ∈ Cn×n takve da je ind(P ) = r i ind(Q) = s and k ∈ N.
Ako je

PQ
k∏
i=1

(P piQqi) = 0, (2.2)

za svako (p1, q1, p2, q2, ..., pk, qk) ∈ Uk, tada važi

(P +Q)d = Y1 + Y2 +
k−1∑
i=1

(
Y1(P

d)i+1 + (Qd)i+1Y2−
i+1∑
j=1

(Qd)j(P d)i+2−j
)
PQ(P +Q)i−1,

gde su Y1 i Y2 dati sa (2.1).

Dokaz. Izložićemo dva dokaza. Sama ideja dokaza ove teoreme svodi se na korǐsćenje
indukcije. Kako ovakav način dokazivanja zahteva puno računanja, ovde izlažemo samo
ključne korake dokaza, što je i publikovano u radu [42]. Drugi način dokazivanja ove
teoreme je provera da li ovako definisan Drazinov inverz za (P + Q) zadovoljava jed-
nakosti (1k), (2) i (5) Definicije 1.2 i ovaj način zahteva mnogo manje računanja.

Dokaz 1. Dokaz izvodimo indukcijom po k. Za k = 1 teorema predstavlja Teoremu
2.2 [37], pa je tačna. Sada pretpostavimo da je teorema tačna za k − 1 i dokažimo da
važi i za k.
Primenom Teoreme 1.5,(x) imamo

(P +Q)d =
[
I Q

](([ P
I

] [
I Q

])2
)d [

P
I

]
=

[
I Q

] [ P 2 + PQ P 2Q+ PQ2

P +Q PQ+Q2

]d [
P
I

]
.
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2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Uvedimo oznake

M =

[
P 2 + PQ P 2Q+ PQ2

P +Q PQ+Q2

]
,M1 =

[
PQ P 2Q+ PQ2

0 PQ

]
i

M2 =

[
P 2 0

P +Q Q2

]
.

Lako dokazujemo da za proizvoljno n ∈ N važi

Mn
1 =

[
(PQ)n Wn

0 (PQ)n

]
i Mn

2 =

[
P 2n 0
Sn Q2n

]
, (2.3)

gde je

Wn =
n−1∑
i=0

(PQ)iP (P +Q)Q(PQ)n−1−i i Sn =
n−1∑
i=0

Q2i(P +Q)P 2(n−1−i).

Dakle, Mn
1 = 0, za n ≥ k + 1

2
. Takod̄e, izračunavanjem dobijamo

M1M2

k−1∏
i=1

(Mpi
1 M

qi
2 ) = 0,

za svako (p1, q1, p2, q2, ..., pk−1, qk−1) ∈ Uk−1. Stoga, M1 i M2 zadovoljavaju uslove
teoreme za k − 1. Prema indukcijskoj hipotezi sada imamo

(M1 +M2)
d = Z1 + Z2

+
k−2∑
i=1

(
Z1(M

d
1 )i+1 + (Md

2 )i+1Z2 −
i+1∑
j=1

(Md
2 )j(Md

1 )i+2−j
)
M1M2(M1 +M2)

i−1,

gde su Z1 i Z2 definisani u (2.1), i to u funkciji matrica M1 i M2.
Kako je Md

1 = 0 i Mπ
1 = I, imamo da je Z1 = 0 i

Z2 =

[ k+1
2

]−1∑
i=0

(Md
2 )i+1M i

1.

Stoga dobijamo

(M1 +M2)
d = Z2 +

k−2∑
i=1

(
(Md

2 )i+1Z2

)
M1M2(M1 +M2)

i−1. (2.4)

Takod̄e,

(Md
2 )n =

[
(P d)2n 0
An (Qd)2n

]
, (2.5)
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2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

gde je

An = Y1(P
d)2n + (Qd)2nY2 −

2n∑
i=1

(Qd)i(P d)2n+1−i, za n ∈ N.

Dalje,

(M1 +M2)
n =

[
P (P +Q)2n−1 P (P +Q)2n−1Q
(P +Q)2n−1 (P +Q)2n−1Q

]
, (2.6)

za svako n ∈ N. Primenom (2.3), (2.5) i (2.6) u (2.4), dobijamo da važi tvred̄enje
teoreme.

Dokaz 2. Neka je

Z = Y1 + Y2 +
k−1∑
i=1

(
Y1(P

d)i+1 + (Qd)i+1Y2 −
i+1∑
j=1

(Qd)j(P d)i+2−j
)
PQ(P +Q)i−1.

Dokazaćemo da je (P +Q)Z = Z(P +Q), Z2(P +Q) = Z i (P +Q)l+1Z = (P +Q)l,
za neko l ∈ N.
Uvedimo sledeću oznaku

Y3 =
k−1∑
i=1

(
Y1(P

d)i+1 + (Qd)i+1Y2 −
i+1∑
j=1

(Qd)j(P d)i+2−j
)
PQ(P +Q)i−1.

Stoga imamo da je Z = Y1 + Y2 + Y3. Iz (2.2) sledi da važi PQP d = 0 i PQd = 0.
Takod̄e, važi

Y1P = QY1 +QπPP d,

QY2 = QQdP π + Y2P,

PY1 = PP d,

PY2 = 0.

(2.7)

Na osnovu toga važi

(P +Q)Z = PP d +QY1 +QQdP π + Y2P + (P +Q)Y3

i
Z(P +Q) = QπPP d +QY1 + Y2P + Y1Q+ Y2Q+ Y3(P +Q).

Kako je
(P +Q)Y3 = Y3(P +Q) + Y1P

dPQ+QdY2PQ−QdP dPQ,

upotrebom (2.7) dobijamo (P +Q)Z = Z(P +Q).

Kako bi dokazali da važi Z2(P + Q) = Z, primetimo da je Y1Y2 = 0, Y3Y1 = 0,
Y3Y2 = 0 i Y 2

3 = 0. Dakle,

Z2(P +Q) = (Y 2
1 + Y 2

2 + Y2Y1 + Y1Y3 + Y2Y3)(P +Q). (2.8)
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2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Važe i sledeće jednakosti:

Y 2
1 = Y1P

d, Y 2
2 = QdY2, Y2Y1 = −QdP d,

Y1Y3 =
k−1∑
i=1

Y1(P
d)i+2PQ(P +Q)i−1,

Y2Y3 =
k−1∑
i=1

(
(Qd)i+2Y2 −

i+2∑
j=1

(Qd)j(P d)i+3−j
)
PQ(P +Q)i−1.

Primenom ovih jednakosti u (2.8), dobijamo da je Z2(P +Q) = Z.

Neka su l, i ∈ N brojevi za koje važi i ≥ max{r, s} − 1 i l ≥ k+ i− 1. Dokazaćemo
da je

Z(P +Q)l+1 = (P +Q)l. (2.9)

Kako je Y3(P + Q)l = 0, da bi dokazali (2.9), prvo moramo dokazati da važi (Y1 +
Y2)(P + Q)l+1 = (P + Q)l. Iz činjenice da je PQ(P + Q)j = 0, za svako j ≥ k − 1,
dobijamo

Y1Q(P +Q)j = 0,

Y2Q(P +Q)j = QdQ(P +Q)j.

Sada imamo

(Y1 + Y2)(P +Q)l+1 = QdQ(P +Q)l + Y1P
i+1(P +Q)l−i,

te da bi dokazali (2.9), neophodno je dokazati

Y1P
i+1(P +Q)l−i = Qπ(P +Q)l. (2.10)

Kako je

Y1P
i+1(P +Q)l−i = Qπ(

s−1∑
j=0

QjP i−j)(P +Q)l−i

i važi

Qπ(P +Q)l = Qπ(P 2 +QP +Q2)(P +Q)l−2

= Qπ(P 3 +QP 2 +Q2P +Q3)(P +Q)l−3

= . . .

= Qπ(
s−1∑
j=0

QjP i−j)(P +Q)l−i,

to dobijamo da važi (2.10). Dakle, (P +Q)l+1Z = (P +Q)l, za neki broj l ∈ N.
Dokazali smo da je Z = (P +Q)d. �

U zavisnosti od broja k u uslovu (2.2), dobijamo puno posledica Teoreme 2.5. Za
k = 1 uslov (2.2) postaje PQ = 0, pa kao posledicu dobijamo Teoremu 2.1. Za k = 2
uslov (2.2) postaje PQP d = 0 i PQd = 0, pa kao posledicu dobijamo Teoremu 2.2. Za
k = 3 dobijamo sledeću posledicu, koja je i sama novi aditivni rezultat:
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2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Posledica 2.1 Neka su P,Q ∈ Cn×n, ind(P ) = r i ind(Q) = s. Ako je PQP 2 = 0,
PQPQ = 0, PQ2P = 0 i PQ3 = 0, tada je

(P +Q)d = Y1 + Y2 +

(
Y1(P

d)2 + (Qd)2Y2 −
2∑
i=1

(Qd)i(P d)3−i

)
PQ

+

(
Y1(P

d)3 + (Qd)3Y2 −
3∑
i=1

(Qd)i(P d)4−i

)
(PQP + PQ2),

gde su Y1 i Y2 dati u (2.1).

Podrazumeva se da Teorema 2.5, pa samim tim i sve njene posledice, mogu biti
predstavljene i u simetričnoj formulaciji. Tako je, na primer, simetrična formulacija
Posledice 2.1 sledeći aditivni rezultat.

Posledica 2.2 Neka su P,Q ∈ Cn×n, ind(P ) = r, ind(Q) = s. Ako važe uslovi
Q2PQ = 0, PQPQ = 0, QP 2Q = 0 i P 3Q = 0, tada je

(P +Q)d = Y1 + Y2 + PQ

(
Y1(P

d)2 + (Qd)2Y2 −
2∑
i=1

(Qd)i(P d)3−i

)

+(QPQ+ P 2Q)

(
Y1(P

d)3 + (Qd)3Y2 −
3∑
i=1

(Qd)i(P d)4−i

)
,

gde su Y1 i Y2 definisani kao u (2.1).

Primetimo da je aditivni rezultat rada [7], dat pod uslovima QPQ = 0, QP 2Q = 0
i P 3Q = 0, samo specijalni slučaj rezultata izloženog u Posledici 2.2.
Aditivni rezultat Teoreme 2.5 proširen je u Banahovoj algebri sa jedinicom 1 u radu
[23].

M.F. Mart́ınez–Serrano i N. Castro–González su takod̄e izučavale problem adi-
tivnosti Drazinovog inverza. Naime, 2009. godine ovi autori su publikovali rad [44],
gde je formula za (P +Q)d data pod uslovima P 2Q = 0 i Q2 = 0.

Teorema 2.6 [44] Neka su P,Q ∈ Cn×n matrice koje zadovoljavaju uslove P 2Q = 0 i
Q2 = 0. Tada je

(P +Q)d =
r−1∑
i=0

(
Q(PQ)π(PQ)iP d + (PQ)π(PQ)i

)
(P d)2i+1

+
t−1∑
i=0

(
Q((PQ)d)i+1 + ((PQ)d)i+1P

)
P 2iP π,

gde je ind(PQ) = r i ind(P 2) = t.

Takod̄e, u radu [44] data je i simetrična fomrulacija Teoreme 2.6.
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2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Posledica 2.3 [44] Neka su P,Q ∈ Cn×n matrice koje zadovoljavaju uslove PQ2 = 0
i P 2 = 0. Tada je

(P +Q)d =
r−1∑
i=0

(Qd)2i+1
(
Qd(PQ)π(PQ)iP + (PQ)π(PQ)i

)
+

t−1∑
i=0

QπQ2i
(
Q((PQ)d)i+1 + ((PQ)d)i+1P

)
,

gde je ind(PQ) = r i ind(Q2) = t.

N. Castro–González, E. Dopazo i M. F. Mart́ınez–Serrano [12] izučavali su adi-
tivnost Drazinovog inverza ograničenih operatora na Banahovom prostoru. U pomenu-
tom radu autori daju rezultat za formulu (G+ F )d pod uslovima GF 2 = 0 i G2F = 0
, gde su G,F ∈ B(X ). Kako je ova formula primenljiva i na matrice, to je njena
formulacija za matrice sledeća:

Teorema 2.7 [12] Neka su P,Q ∈ Cn×n matrice koje zadovoljavaju uslove PQ2 = 0 i
P 2Q = 0. Tada je

(P +Q)d = UP π +QπV +X(I + Y P )P π +Qπ(I +QX) +QUV + UV P

+
2r+t−2∑
i=0

(Qd)i+1Γi+2P +
2r+s−2∑
i=0

QΦi+2(P
d)i+1,

gde je ind(Q) = r, ind(P ) = t, ind(PQ) = r, za k ≥ 0 je k′ = [(k − 1)/2] i α = 0 ako
je k paran broj, u suprotnom α = 1. Takod̄e,

X =

[s/2]∑
j=1

Q2j−1Qπ((PQ)d)j, U =
r−1∑
j=0

(Qd)2j+1(PQ)j(PQ)π,

Z0 = 0; Zk =
k′∑
j=0

QπQk−1−2j(PQ)j(PQ)π, za k ≥ 1,

Φk+2 = −QkX − (Qd)αU(PQ)k
′+1 + Zk,

Y =

[t/2]∑
j=1

((PQ)d)jP 2j−1P π, V =
r−1∑
j=0

(PQ)π(PQ)j(P d)2j+1,

T0 = 0; Tk =
k′∑
j=0

(PQ)π(PQ)jP k−1−2jP π, za k ≥ 1,

Γk+2 = −Y P k − (PQ)k
′+1V (P d)α + Tk.

U sledećem delu izlažemo originalne aditivne rezultate Drazinovog inverza iz rada
[57], koji su uopštenje prethodno navedenih rezultata iz radova [30, 37, 44, 12, 63].
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2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Teorema 2.8 Neka su P,Q ∈ Cn×n matrice koje ispunjavaju uslove P 2QP = 0,
P 2Q2 = 0, PQ2P = 0 i PQ3 = 0. Tada je

(P +Q)d =

ind((P+Q)Q)−1∑
i=0

((P +Q)Q)π((P +Q)Q)i(((P +Q)P )d)i+1

+

ind((P+Q)P )−1∑
i=0

(((P +Q)Q)d)i+1((P +Q)P )i((P +Q)P )π

 (P +Q),

gde za n ∈ N važi

(((P +Q)P )d)n =

ind(QP )−1∑
i=0

(QP )π(QP )i(P d)2(i+n) +

ind(P 2)−1∑
i=0

((QP )d)i+nP 2iP π

−
n−1∑
i=1

((QP )d)i(P d)2(n−i),

(((P +Q)Q)d)n =

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i((PQ)d)i+n +

ind(PQ)−1∑
i=0

(Qd)2(i+n)(PQ)i(PQ)π

−
n−1∑
i=1

(Qd)2i((PQ)d)n−i,

i važi

((P +Q)P )π = (QP )πP π −
ind(QP )−2∑

i=0

(QP )π(QP )i+1(P d)2(i+1)

−
ind(P 2)−2∑

i=0

((QP )d)i+1P 2(i+1)P π,

((P +Q)Q)π = Qπ(PQ)π −
ind(Q2)−2∑

i=0

QπQ2(i+1)((PQ)d)i+1

−
ind(PQ)−2∑

i=0

(Qd)2(i+1)(PQ)i+1(PQ)π.

Dokaz. Koristeći osobinu Drazinovog inverza (2) iz Definicije 1.2, imamo

(P +Q)d = (P +Q)((P +Q)d)2 = (P +Q)(P (P +Q) +Q(P +Q))d.

12



2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Ako uvedemo oznake F = P (P +Q) i G = Q(P +Q), dobijamo

(P +Q)d = (P +Q)(F +G)d

Kako je, prema uslovima teoreme, FG = P 2Q2+P 2QP +PQ3+PQ2P = 0, to matrice
F i G zadovoljavaju uslov Teoreme2.2 pa važi

(P +Q)d = (P +Q)

ind(G)−1∑
i=0

GπGi(F d)i+1 +

ind(F )−1∑
i=0

(Gd)i+1F iF π

 . (2.11)

Štavǐse, ako primenimo Teoremu 1.5, (x) na matrice F i G, dobijamo

F d = P (((P +Q)P )d)2(P +Q) i Gd = Q(((P +Q)Q)d)2(P +Q).

Uvedimo oznake F1 = (P + Q)P i G1 = (P + Q)Q. Primenom Teoreme 1.5, (x)
dobijamo:

(P +Q)Gπ = (P +Q)(Q(P +Q))π

= (P +Q)− (P +Q)Q(P +Q)(Q(P +Q))d

= (P +Q)− (P +Q)Q(P +Q)Q(((P +Q)Q)d)2

= (I − (P +Q)Q(((P +Q)Q)d))(P +Q)

= ((P +Q)Q)π(P +Q) = Gπ
1 (P +Q).

Analogno,

(P +Q)F π = ((P +Q)P )π(P +Q) = F π
1 (P +Q).

Upotrebom ovih jednakosti u (2.11) dobijamo

(P +Q)d =

ind(G)−1∑
i=0

(P +Q)(Q(P +Q))π(Q(P +Q))i((P (P +Q))d)i+1

+

ind(F )−1∑
i=0

(P +Q)((P +Q)Q)d)i+1(P (P +Q))i(P (P +Q))π

=

ind(G)−1∑
i=0

Gπ
1 (P +Q)(Q(P +Q))i((P (P +Q))d)i+1

+

ind(F )−1∑
i=0

(P +Q)Q(((P +Q)Q)d)i+2(P +Q)(P (P +Q))iF π

=

ind(G)−1∑
i=0

Gπ
1 ((P +Q)Q)i(P +Q)P (((P +Q)P )d)i+2(P +Q)

+

ind(F )−1∑
i=0

(((P +Q)Q)d)i+1((P +Q)P )i(P +Q)F π

13



2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

=

ind(G)−1∑
i=0

Gπ
1 ((P +Q)Q)i(((P +Q)P )d)i+1(P +Q)

+

ind(F )−1∑
i=0

(((P +Q)Q)d)i+1((P +Q)P )iF1
π(P +Q).

Na osnovu prethodno dokazanog, formulu (2.11) možemo predstaviti na sledeći način

(P +Q)d =

ind(G1)−1∑
i=0

G1
πG1

i(F1
d)i+1 +

ind(F1)−1∑
i=0

(G1
d)i+1F1

iF1
π

 (P +Q). (2.12)

Sada treba odrediti (F d
1 )n i (Gd

1)
n, za n ∈ N.

Primetimo da je F1 = P 2+QP . Kako je P 2QP = 0, matrice P 2 i QP zadovoljavaju
uslov Teoreme 2.2. Stoga imamo

F d
1 =

ind(QP )−1∑
i=0

(QP )π(QP )iP d2i+2
+

ind(P 2)−1∑
i=0

((QP )d)i+1P 2iP π.

Jednostavnim računanjem i indukcijom dobijamo da za svako n ∈ N važi

(F d
1 )n =

ind(QP )−1∑
i=0

(QP )π(QP )i(P d)2(i+n) +

ind(P 2)−1∑
i=0

((QP )d)i+nP 2iP π

−
n−1∑
i=1

((QP )d)i(P d)2(n−i).

(2.13)

Slično, iz uslova teoreme PQ3 = 0 i činjenice da je G1 = PQ+Q2, imamo da matrice
PQ i Q2 ispunjavaju uslov Teoreme 2.2, pa je

Gd
1 =

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i((PQ)d)i+1 +

ind(PQ)−1∑
i=0

(Qd)2(i+1)(PQ)i(PQ)π.

Jednostavnim računom i upotrebom indukcije, za n ∈ N dobijamo

(Gd
1)
n =

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i((PQ)d)i+n +

ind(PQ)−1∑
i=0

(Qd)2(i+n)(PQ)i(PQ)π

−
n−1∑
i=1

(Qd)2i((PQ)d)n−i.

(2.14)

Izrazi za F1
π i G1

π se trivijalno dobijaju upotrebom izraza za F d
1 i Gd

1.
Primenom formula (2.13) i (3.32) u (2.12) dobijamo da je tvrd̄enje teoreme tačno. �

Sledeća teorema predstavlja simetričnu formulaciju Teoreme 2.8.
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2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Teorema 2.9 Neka su P,Q ∈ Cn×n matrice koje ispunjavaju uslove PQP 2 = 0,
Q2P 2 = 0, PQ2P = 0 i Q3P = 0. Tada je

(P +Q)d = (P +Q)

ind(Q(P+Q))−1∑
i=0

((P (P +Q))d)i+1(Q(P +Q))i(Q(P +Q))π

+

ind(P (P+Q))−1∑
i=0

(P (P +Q))π(P (P +Q))i((Q(P +Q))d)i+1

 ,

gde je za n ∈ N

((P (P +Q))d)n =

ind(PQ)−1∑
i=0

(P d)2(i+n)(PQ)i(PQ)π +

ind(P 2)−1∑
i=0

P πP 2i((PQ)d)i+n

−
n−1∑
i=1

(P d)2(n−i)((PQ)d)i,

((Q(P +Q))d)n =

ind(Q2)−1∑
i=0

((QP )d)i+nQ2iQπ +

ind(QP )−1∑
i=0

(QP )π(QP )i(Qd)2(i+n)

−
n−1∑
i=1

((QP )d)n−i(Qd)2i,

i važi

(P (P +Q))π = P π(PQ)π −
ind(PQ)−2∑

i=0

(P d)2(i+1)(PQ)i+1(PQ)π

−
ind(P 2)−2∑

i=0

P πP 2(i+1)((PQ)d)i+1,

(Q(P +Q))π = (QP )πQπ −
ind(Q2)−2∑

i=0

((QP )d)i+1Q2(i+1)Qπ

−
ind(QP )−2∑

i=0

(QP )π(QP )i+1(Qd)2(i+1).

Primetimo da je jedan specijalan slučaj Teoreme 2.8 kada matrice P i Q zadovol-
javaju uslove P 2QP = 0 i PQ2 = 0. Slično, specijalan slučaj Teoreme 2.9 je kada su
matrice P i Q takve da za njih važi PQP 2 = 0 i Q2P = 0. Naredne dve aditivne for-
mule su posledice ovih specijalnih slučajeva, respektivno, koje ćemo koristiti u trećeoj
glavi.

15



2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

Posledica 2.4 Neka su matrice P,Q ∈ Cn×n takve da zadovoljavaju uslove P 2QP = 0
i Q2 = 0. Tada je

(P +Q)d =

(
r−1∑
i=0

(
((PQ)d)i+1 + ((QP )d)i+1

)
P 2iP π

+
s−1∑
i=0

(
(PQ)π(PQ)i + (QP )π(QP )i

)
(P d)2(i+1) − (P d)2

)
(P +Q),

gde je r = ind(P 2) i s = max {ind(PQ), ind(QP )}.

Dokaz. Kako je Q2 = 0, to je (((P + Q)Q)d)n = ((PQ)d)n i ((P + Q)Q)π = (PQ)π,
pa formula za (P +Q)d iz Teoreme 2.8 postaje

(P +Q)d =

ind(PQ)−1∑
i=0

(PQ)π(PQ)i(((P +Q)P )d)i+1

+

ind((P+Q)P )−1∑
i=0

((PQ)d)i+1((P +Q)P )i((P +Q)P )π

 (P +Q),

gde je

(((P +Q)P )d)i+1 =

ind(QP )−1∑
j=0

(QP )π(QP )j(P d)2(i+j+1) +
r−1∑
i=0

((QP )d)i+j+1P 2jP π

−
i∑

j=1

((QP )d)j(P d)2(i+1−j) ,

((P +Q)P )π = (QP )πP π −
ind(QP )−2∑

j=0

(QP )π(QP )j+1(P d)2(j+1)

−
ind(P 2)−2∑

j=0

((QP )d)j+1P 2(j+1)P π,

((P +Q)P )i =
i∑

j=0

(QP )jP 2(i−j).

Sada razlaganjem, kao i upotrebom uslova Q2 = 0, dobijamo

ind(PQ)−1∑
i=0

(PQ)π(PQ)i(((P +Q)P )d)i+1 =

=

ind(PQ)−1∑
i=0

(PQ)π(PQ)i

ind(QP )−1∑
j=0

(QP )π(QP )j(P d)2(i+j+1)
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2 Aditivnost Drazinovog inverza matrica

+
r−1∑
i=0

((QP )d)i+j+1P 2jP π −
i∑

j=1

((QP )d)j(P d)2(i+1−j)

)

=

ind(QP )−1∑
j=0

(QP )π(QP )j(P d)2(j+1) +
r−1∑
j=0

((QP )d)j+1P 2jP π

− (PQ)dPQ(QP )π(P d)2 +

ind(PQ)−1∑
i=1

(PQ)π(PQ)i(I −QP (QP )d)(P d)2(i+1)

=

ind(QP )−1∑
j=0

(QP )π(QP )j(P d)2(j+1) +
r−1∑
j=0

((QP )d)j+1P 2jP π

− (P d)2 + (PQ)π(P d)2 +

ind(PQ)−1∑
i=1

(PQ)π(PQ)i(P d)2(i+1)

=

ind(QP )−1∑
j=0

(QP )π(QP )j(P d)2(j+1) +
r−1∑
j=0

((QP )d)j+1P 2jP π

+

ind(PQ)−1∑
i=1

(PQ)π(PQ)i(P d)2(i+1) − (P d)2.

Slično dobijamo i

ind((P+Q)P )−1∑
i=0

((PQ)d)i+1((P +Q)P )i((P +Q)P )π =
r−1∑
i=0

((PQ)d)i+1P 2iP π.

Na osnovu navedenih jednakosti zaključujemo da je tvrd̄enje posledice tačno. �

Sledeći aditivni rezultat predstavlja simetričnu formulaciju Posledice 2.4.

Posledica 2.5 Neka su P,Q ∈ Cn×n matrice za koje važi PQP 2 = 0 i Q2 = 0. Tada
je

(P +Q)d =(P +Q)

(
r−1∑
i=0

P πP 2i
(
((PQ)d)i+1 + ((QP )d)i+1

)
+

s−1∑
i=0

(P d)2(i+1)
(
(PQ)i(PQ)π + (QP )i(QP )π

)
− (P d)2

)
,

gde je r = ind(P 2) i s = max {ind(PQ), ind(QP )}.
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3 Drazinov inverz blok matrica

Drazinov inverz kvadratnih kompleksnih matrica ima široku primenu i to u oblas-
tima ko što su diferencijalne jednačine, Markovi lanci, iterativni metodi itd. Neke od
ovih primena date su u radovima [9, 11, 15, 27, 37, 56, 62]. Specijalno, primena Drazi-
novog inverza za 2× 2 blok matrice data je u radovima [9, 10, 35, 64]. Ovde navodimo
primenu Drazinovog inverza 2 × 2 blok matrice pri rešavanju sistema diferencijalnih
jednačina:

Primer 3.1 [35] Posmatrajmo sistem diferncijalnih jednačina drugog reda

Ex′′(t) + Fx′(t) +Gx(t) = 0, (3.1)

gde je matrica E singularna. Pretpostavimo da postoji λ, tako da je matrica λ2E+λF+
G invertibilna. Dalje, pretpostavimo da je matrica G invertibilna. Ako je x = eλty(t),
sistem (3.1) je ekvivalentan sistemu

(λ2E + λF +G)−1Ey′′(t) + (λ2E + λF +G)−1(F + 2λE)y′(t) + y(t) = 0.

Označimo sa w(t) = y′(t). Prethodno navedeni sistem ekvivalentan je sledećem sistemu
prvog reda [

0 −I
Ẽ F̃

] [
w
y

]′
+

[
I 0
0 I

] [
w
y

]
=

[
0
0

]
, (3.2)

gde je

Ẽ = (λ2E + λF +G)−1E i F̃ = (λ2E + λF +G)−1(F + 2λE).

Sledeći inverz postoji kada je |µ| značajno malo(
µ

[
0 −I
Ẽ F̃

]
+

[
I 0
0 I

])−1
.

Kako bi odredili rešenja jednačine (3.2) u funkciji od Ẽ i F̃ , potrebno je naći Drazinov
inverz 2× 2 blok matrice

Ê =

[
I −µI
µẼ µF̃ + I

]−1 [
0 −µI
µẼ µF̃

]
.

Formule za odred̄ivanje Drazinovog inverza zbira dve kvadratne kompleksne ma-
trice, koje su date u drugoj glavi ovog rada, su veoma korisne u pronalaženju eksplicitne
reprezentacije Drazinovog inveza 2× 2 blok matrice. Zapravo, kako je

(P +Q)d =
[
I P

]([ Q QP
I P

]d)2 [
Q
I

]
,

to je problem pronalaženja Drazinovog inverza zbira dve matrice u uskoj vezi sa
odred̄ivanjem Drazinovog inverza 2× 2 blok matrice.
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3 Drazinov inverz blok matrica

3.1 Drazinov inverz anti–trougaonih blok matrica

R.E. Hartwig i J.M. Shoaf [36], kao i C.D. Meyer i N.D. Rose [45], su 1977. godine
dali opštu formulu za izračunavanje Drazinovog inverza donje i gornje trougaone blok
matrice. Ova fomula je izložena u sledećoj lemi, a poznata je kao Hartwig–Meyer–Rose
formula.

Lema 3.1 [36, 45] Neka su matrice M1 i M2 oblika

M1 =

[
A 0
C B

]
, M2 =

[
B C
0 A

]
,

gde su A i B kvadratne matrice sa indeksima ind(A) = k, ind(B) = l. Tada je
max {k, l} ≤ ind(Mi) ≤ k + l, za i ∈ {1, 2} i važi

Md
1 =

[
Ad 0
X Bd

]
, Md

2 =

[
Bd X
0 Ad

]
,

gde je

X = X(B,C,A) =
l−1∑
i=0

(Bd)i+2CAiAπ +
k−1∑
i=0

BπBiC(Ad)i+2 −BdCAd. (3.3)

Med̄utim, za anti–trougaonu blok matricu još uvek ne postoji opšti izraz za izračunavanje
Drazinovog inverza. C. Deng i Y. Wei [25] su 2009. godine dali reprezentacije Drazi-
novog inverza za gornju anti–trougaonu blok matricu pod odred̄enim uslovima. Pomenute
formule iz rada [25] izložene su u naredne dve teoreme, ali i dodatne činjenice (for-
mulisane kao posledice ovih teorema), koje ćemo koristiti u narednom poglavlju.
Neka je data kvadratna kompleksna blok matrica M oblika

M =

[
A B
C 0

]
, (3.4)

gde su A i nula–matrica kvadratne matrice, ne obavezno istih dimenzija.

Teorema 3.1 [25] Neka je M ∈ Cn×n matrica definisana kao u (3.4). Ako je ABC =
0, tada je

Md =

[
ΦA ΦB

CΦ CΦ2AB

]
,

gde je

Φ = (A2 +BC)d =

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2 +

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+1A2iAπ (3.5)

i t1 = ind(BC), ν1 = ind(A2).
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3 Drazinov inverz blok matrica

Posledica 3.1 Neka je M ∈ Cn×n matrica definisana kao u (3.4). Ako je ABC = 0,
tada važe sledeće jednakosti.

(i) Za stepene matrice M važi

M2k+1 =

[
(A2 +BC)kA (A2 +BC)kB

C(A2 +BC)k C(A2 +BC)k−1AB

]
, za k ≥ 1,

i

M2k =

[
(A2 +BC)k (A2 +BC)k−1AB

C(A2 +BC)k−1A C(A2 +BC)k−1B

]
, za k ≥ 1.

(ii) (A2 +BC)k =
k∑
j=0

(BC)k−jA2j, za k ≥ 0.

(iii) (A2 +BC)π = Aπ −BCΦ = (BC)π − ΦA2.

(iv) Φk =

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2k+

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+kA2iAπ−
k−1∑
i=1

((BC)d)k−i(Ad)2i, za

k ≥ 1.

(v) Za stepene matrice Md važi

(Md)2k+1 =

[
Φk+1A Φk+1B

CΦk+1 CΦk+2AB

]
, za k ≥ 0,

i

(Md)2k =

[
Φk Φk+1AB

CΦk+1A CΦk+1B

]
, za k ≥ 1.

Dokaz. Sve dokaze, osim dokaza dela (iii), izvodimo pomoću indukcije.

(i) Iz uslova posledice ABC = 0, množenjem matrica dobijamo

M2 =

[
A2 +BC AB

CA CB

]
,

M3 =

[
(A2 +BC)A+ ABC (A2 +BC)B

CA2 + CBC CAB

]
=

[
(A2 +BC)A (A2 +BC)B

C(A2 +BC) CAB

]
,

M4 =

[
(A2 +BC)A2 + (A2 +BC)BC (A2 +BC)AB

C(A2 +BC)A+ CABC C(A2 +BC)B

]

=

[
(A2 +BC)2 (A2 +BC)AB

C(A2 +BC)A C(A2 +BC)B

]
,
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M5 =

[
(A2 +BC)2A+ (A2 +BC)ABC (A2 +BC)2B

C(A2 +BC)A2 + C(A2 +BC)BC C(A2 +BC)AB

]

=

[
(A2 +BC)2A (A2 +BC)2B

C(A2 +BC)2 C(A2 +BC)AB

]
.

Pretpostavimo da za odred̄eno k ∈ N važi

M2k+1 =

[
(A2 +BC)kA (A2 +BC)kB

C(A2 +BC)k C(A2 +BC)k−1AB

]
i

M2k =

[
(A2 +BC)k (A2 +BC)k−1AB

C(A2 +BC)k−1A C(A2 +BC)k−1B

]
.

Sada, jednostavnim računanjem dobijamo da tvrd̄enje važi i za k + 1.

M2k+3 =

[
(A2 +BC)kA (A2 +BC)kB

C(A2 +BC)k C(A2 +BC)k−1AB

][
A2 +BC AB

CA CB

]

=

 (A2 +BC)kA3

+(A2 +BC)kBCA
(A2 +BC)kA2B

+(A2 +BC)kBCB

C(A2 +BC)k+1 C(A2 +BC)kAB


=

[
(A2 +BC)k+1A (A2 +BC)k+1B

C(A2 +BC)k+1 C(A2 +BC)kAB

]
,

M2k+2 =

[
(A2 +BC)k (A2 +BC)k−1AB

C(A2 +BC)k−1A C(A2 +BC)k−1B

][
A2 +BC AB

CA CB

]

=


(A2 +BC)k+1 (A2 +BC)kAB

C(A2 +BC)k−1A(A2 +BC)
+C(A2 +BC)k−1BCA

C(A2 +BC)k−1A2B
+C(A2 +BC)k−1BCB


=

[
(A2 +BC)k+1 (A2 +BC)kAB

C(A2 +BC)k−1A3 + C(A2 +BC)k−1BCA C(A2 +BC)kB

]

=

[
(A2 +BC)k+1 (A2 +BC)kAB

C(A2 +BC)kA C(A2 +BC)kB

]
.

Ovim je tvrd̄enje dokazano.

(ii) Za k = 0 i k = 1, očigledno važi tvrd̄enje. Za k = 2 imamo

(A2+BC)2 = A2+A2BC+BCA2+(BC)2 = A2+BCA2+(BC)2 =
2∑
j=0

(BC)2−jA2j.
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3 Drazinov inverz blok matrica

Pretpostavimo da tvrd̄enje važi za odred̄eno k ∈ N. Dokažimo da onda važi i za
k + 1. Iz uslova ABC = 0, jednostavnim računanjem dobijamo

(A2 +BC)k+1 = (A2 +BC)k(A2 +BC) =
k∑
j=0

(BC)k−jA2jA2 +
k∑
j=0

(BC)k−jA2jBC

=
k∑
j=0

(BC)k−jA2(j+1) + (BC)kBC =
k+1∑
j=1

(BC)k−(j−1)A2j + (BC)k+1

=
k+1∑
j=0

(BC)k+1−jA2j.

(iii) Kako je (A2 +BC)π = I − (A2 +BC)Φ = I − Φ(A2 +BC), iz uslova ABC = 0
dobijamo:

(A2 +BC)π = I − (A2 +BC)Φ

= I − (A2 +BC)

(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2 +

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+1A2iAπ

)
= I −

(
A2(BC)pi(Ad)2 +BCΦ

)
= I − AAd −BCΦ = Aπ −BCΦ,

(A2 +BC)π = I − Φ(A2 +BC)

= I −

(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2 +

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+1A2iAπ

)
(A2 +BC)

= I − ΦA2 − (BC)dAπBC = I − ΦA2 − (BC)dBC = (BC)π − ΦA2.

(iv) Za k = 1 očigledno važi tvrd̄enje, jer je suma kod koje je donja granica veća od
gornje jednaka nuli, tj.

Φ1 =

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2 +

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+1A2iAπ.

Takod̄e imamo

Φ2 =

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2(BC)π(Ad)2

+

(
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+1A2iAπ

)(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2

)

+ (BC)dAπ
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+1A2iAπ
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=

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+4(BC)π +

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+2A2iAπ

+ (BC)dAπ(BC)π(Ad)2 + (BC)dAπ
t1−1∑
i=1

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2

+

ν1−1∑
i=1

((BC)d)i+1A2iAπ(BC)π(Ad)2

=

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+4(BC)π +

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+2A2iAπ

+ (BC)d(I − AAd)(I −BC(BC)d)(Ad)2

Računanjem dobijamo

Φ2 =

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+4(BC)π +

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+2A2iAπ − (BC)d(Ad)2.

Dakle i za k = 2 važi tvrd̄enje. Pretpostavimo da tvrd̄enje važi za neko k ∈ N,
tj. neka važi

Φk =

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2k +

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+kA2iAπ −
k−1∑
i=1

((BC)d)k−i(Ad)2i.

Dokažimo da onda važi i za k + 1. Uvedimo sledeće oznake

X1 =

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2k,

X2 =

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+kA2iAπ,

X3 =
k−1∑
i=1

((BC)d)k−i(Ad)2i.

Prema indukcijskoj hipotezi je Φk+1 = (X1 +X2 −X3)Φ. Dalje, imamo

X1Φ =

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2k(BC)π(Ad)2

=

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2(k+1),
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X2Φ =

(
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+kA2iAπ

)(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2

)

+ ((BC)d)kAπ
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+1A2iAπ

= ((BC)d)kAπ(BC)π(Ad)2 + ((BC)d)kAπ
t1−1∑
i=1

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2

+

ν1−1∑
i=1

((BC)d)i+kA2iAπ(BC)π(Ad)2 +

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+k+1A2iAπ

= ((BC)d)k
(
I − AAd

) (
I −BC(BC)d

)
(Ad)2 +

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+k+1A2iAπ

=

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+k+1A2iAπ − ((BC)d)k(Ad)2,

X3Φ =
k−1∑
i=1

((BC)d)k−i(Ad)2i(BC)π(Ad)2

=
k−1∑
i=1

((BC)d)k−i(Ad)2(i+1).

Iz ovih jednakosti imamo da je

Φk+1 =

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2(k+1) +

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+k+1A2iAπ

− ((BC)d)k(Ad)2 −
k−1∑
i=1

((BC)d)k−i(Ad)2(i+1)

=

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2(k+1) +

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+k+1A2iAπ

− ((BC)d)k(Ad)2 −
k∑
i=2

((BC)d)k−(i−1)(Ad)2i

=

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2(k+1) +

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+k+1A2iAπ

−
k∑
i=1

((BC)d)k+1−i(Ad)2i,

čime je tvrd̄enje dokazano.
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(v) Uočimo najpre da važi sledeće:

AΦk = A(BC)π(Ad)2k = A(Ad)2k, ΦkBC = ((BC)d)kAπBC = ((BC)d)kBC.

Na osnovu uslova ABC = 0, množenjem matrica dobijamo

(Md)2 =

[
ΦAΦA+ ΦBCΦ ΦAΦB + ΦBCΦ2AB

CΦ2A CΦ2B

]
.

Sada, nakon računanja dobijamo:

ΦAΦA = ΦAAd =

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2AAd

=

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2,

ΦBCΦ = BC(BC)d
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+1A2iAπ

=

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+1A2iAπ.

Dakle, važi ΦAΦA+ ΦBCΦ = Φ. Slično dobijamo i

ΦAΦB = ΦAdB =

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2AdB

=

t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+4AB,

ΦBCΦ2AB = BC(BC)d

(
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+2A2iAπ − (BC)d(Ad)2

)
AB

=

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+2A2iAπ − (BC)d(Ad)2AB.

Stoga je ΦAΦB + ΦBCΦ2AB = Φ2AB, pa imamo

(Md)2 =

[
Φ Φ2AB

CΦ2A CΦ2B

]
.

Sada, za (Md)3 imamo

(Md)3 =

[
Φ2A Φ2B

CΦ2AΦA+ CΦ2BCΦ CΦ2AΦB + CΦ2BCΦ2AB

]
.
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Računanjem dobijamo

CΦ2AΦA = CΦ2AdA = C

(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2 − (BC)d(Ad)2

)
AdA

= C

(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2 − (BC)d(Ad)2

)
,

CΦ2BCΦ = CΦBC(BC)dΦ = C(BC)dBC(BC)dΦ =

= C(BC)d
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+1A2iAπ =

ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+2A2iAπ.

Dakle, CΦ2AΦA+ CΦ2BCΦ = CΦ2. Analogno dobijamo i

CΦ2AΦB = CΦ2AdB = CΦ2(Ad)2AB

= C

(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+4 − (BC)d(Ad)2

)
(Ad)2AB

= C

(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+6 − (BC)d(Ad)4

)
AB,

CΦ2BCΦ2AB = CΦBC(BC)dΦ2AB = C(BC)dBC(BC)dΦ2AB = C(BC)dΦ2AB

= C(BC)d

(
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+2A2iAπ − (BC)d(Ad)2

)
AB

= C

(
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+3A2iAπ − ((BC)d)2(Ad)2

)
AB.

Na osnovu ovih jednakosti je CΦ2AΦB+CΦ2BCΦ2AB = CΦ3AB. Sada imamo

(Md)3 =

[
Φ2A Φ2B

CΦ2 CΦ3AB

]
.

Dakle, dokazali smo da tvrd̄enje važi za k = 1, i za parne i za neparne stepene
matrice Md. Pretpostavimo sada da tvrd̄enje važi za neko k ∈ N. Dokažimo da
važi i za k + 1.

(Md)2(k+1) = (Md)2(Md)k

=

[
Φ Φ2AB

CΦ2A CΦ2B

][
Φk Φk+1AB

CΦk+1A CΦk+1B

]

=

[
Φk+1 Φk+2AB

CΦ2AΦk + CΦ2BCΦk+1A CΦ2AΦk+1AB + CΦ2BCΦk+1B

]
,
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(Md)2(k+1)+1 = (Md)2(Md)2k+1

=

[
Φ Φ2AB

CΦ2A CΦ2B

][
Φk+1A Φk+1B

CΦk+1 CΦk+2AB

]

=

[
Φk+2A Φk+2B

CΦ2AΦk+1A+ CΦ2BCΦk+1 CΦ2AΦk+1B + CΦ2BCΦk+2AB

]
.

Računanjem dobijamo sledeće jednakosti.

CΦ2AΦk = CΦ2(Ad)2kA

= C

(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+4 − (BC)d(Ad)2

)
(Ad)2kA

= C

(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2(k+2) − (BC)d(Ad)2(k + 1)

)
A,

CΦ2BCΦk+1A = CBC((BC)d)2Φk+1A = C(BC)dΦk+1A

= C(BC)d

(
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+k+1A2iAπ −
k∑
i=1

((BC)d)k+1−i(Ad)2i

)
A

= C

(
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+k+2A2iAπ −
k∑
i=1

((BC)d)k+2−i(Ad)2i

)
A.

Stoga je CΦ2AΦk + CΦ2BCΦk+1A = CΦk+2A.

CΦ2AΦk+1AB = CΦ2(Ad)2(k+1)A2B = CΦ2(Ad)2kB

= C

(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+4 − (BC)d(Ad)2

)
(Ad)2kB

= C

(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2(k+2) − (BC)d(Ad)2(k+1)

)
B,

CΦ2BCΦk+1B = CBC((BC)d)2Φk+1B = C(BC)dΦk+1B

= C(BC)d

(
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+k+1A2iAπ −
k∑
i=1

((BC)d)k+1−i(Ad)2i

)
B

= C

(
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+k+2A2iAπ −
k∑
i=1

((BC)d)k+2−i(Ad)2i

)
B.
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Dakle, CΦ2AΦk+1AB + CΦ2BCΦk+1B = CΦk+2B. Dalje imamo

CΦ2AΦk+1A = CΦ2(Ad)2(k+1)A2 = CΦ2(Ad)2k

= C

(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+4 − (BC)d(Ad)2

)
(Ad)2k

= C

(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2(k+2) − (BC)d(Ad)2(k+1)

)
,

CΦ2BCΦk+1 = CBC((BC)d)2Φk+1 = C(BC)dΦk+1

= C(BC)d

(
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+k+1A2iAπ −
k∑
i=1

((BC)d)k+1−i(Ad)2i

)

= C

(
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+k+2A2iAπ −
k∑
i=1

((BC)d)k+2−i(Ad)2i

)
.

Sledi da je CΦ2AΦk+1A+ CΦ2BCΦk+1 = CΦk+2. Slično dobjamo i

CΦ2AΦk+1B = CΦ2(Ad)2(k+1)AB

= C

(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+4 − (BC)d(Ad)2

)
(Ad)2(k+1)AB

= C

(
t1−1∑
i=0

(BC)π(BC)i(Ad)2i+2(k+3) − (BC)d(Ad)2(k+2)

)
AB,

CΦ2BCΦk+2AB = CBC((BC)d)2Φk+2AB = C(BC)dΦk+2AB

= C(BC)d

(
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+k+2A2iAπ −
k+1∑
i=1

((BC)d)k+2−i(Ad)2i

)
AB

= C

(
ν1−1∑
i=0

((BC)d)i+k+3A2iAπ −
k+1∑
i=1

((BC)d)k+3−i(Ad)2i

)
AB.

Stoga je CΦ2AΦk+1B+CΦ2BCΦk+2AB = CΦk+3AB. Primenom svih dobijenih
jednakosti u (Md)2(k+1) i (Md)2(k+1)+1 imamo

(Md)2(k+1) =

[
Φk+1 Φk+2AB

CΦk+2A CΦk+2B

]
,

(Md)2(k+1)+1 =

[
Φk+2A Φk+2B

CΦk+2 CΦk+3AB

]
,

čime je tvrd̄enje dokazano. �
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Teorema 3.2 [25] Neka je M ∈ Cn×n matrica definisana kao u (3.4). Ako je BCA =
0, tada je

Md =

[
AΩ ΩB
CΩ CAΩ2B

]
,

gde je

Ω = (A2 +BC)d =

t1−1∑
i=0

(Ad)2i+2(BC)i(BC)π +

ν1−1∑
i=0

AπA2i((BC)d)i+1 (3.6)

i t1 = ind(BC), ν1 = ind(A2).

Posledica 3.2 Neka je M ∈ Cn×n matrica definisana sa (3.4). Ako je BCA = 0, tada
važe sledeće jednakosti.

(i) Za stepene matrice M važi

M2k+1 =

[
A(A2 +BC)k (A2 +BC)kB
C(A2 +BC)k CA(A2 +BC)k−1B

]
, za k ≥ 1,

i

M2k =

[
(A2 +BC)k A(A2 +BC)k−1B

CA(A2 +BC)k−1 C(A2 +BC)k−1B

]
, za k ≥ 1.

(ii) (A2 +BC)k =
k∑
j=0

A2j(BC)k−j, za k ≥ 0.

(iii) (A2 +BC)π = Aπ − ΩBC = (BC)π − A2Ω.

(iv) Ωk =

t1−1∑
i=0

(Ad)2i+2k(BC)i(BC)π +

ν1−1∑
i=0

AπA2i((BC)d)i+k −
k−1∑
i=1

(Ad)2i((BC)d)k−i,

za k ≥ 1.

(v) Za stepene matrice Md važi

(Md)2k+1 =

[
AΩk+1 Ωk+1B
CΩk+1 CAΩk+2B

]
, za k ≥ 0

i

(Md)2k =

[
Ωk AΩk+1B

CAΩk+1 CΩk+1B

]
, za k ≥ 1.

Dokaz. Dokaz se izvodi analogno dokazu Posledice 3.1. �

Pre nego što predstavimo originalne rezultate iz rada [43], dajemo sledeću pomoćnu
lemu.
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Lema 3.2 [14] Neka je data matrica M ∈ Cn×n tako da je

M =

[
0 B
C 0

]
,

gde je B ∈ Cp×(n−p), C ∈ C(n−p)×p. Tada je

Md =

[
0 B(CB)d

(CB)dC 0

]
.

Sledeće dve teoreme predstavljaju originalne rezultate iz rada [43]. U njima su date
reprezentacije Drazinovog inverza za donju anti–trougaonu matricu, pod odred̄enim
uslovima.

Neka je data kvadratna kompleksna matrica M sledećeg oblika

M =

[
0 B
C D

]
, (3.7)

gde su nula–matrica i D kvadratne matrice, ne obavezno istih dimenzija.

Teorema 3.3 Neka je M ∈ Cn×n matrica definisana sa (3.7). Ako je DCB = 0, tada
je

Md =

[
BΨ2DC BΨ

ΨC ΨD

]
,

gde je

Ψ = (D2 + CB)d =

t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+2 +

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+1D2iDπ (3.8)

i t2 = ind(CB), ν2 = ind(D2).

Dokaz. Kako je DCB = 0, to matrice D2 i CB zadovoljavaju uslov Teoreme 2.2, pa
njenom primenom dobijamo

(D2 + CB)d =

t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+2 +

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+1D2iDπ.

Uvedimo oznake

P =

[
0 0
0 D

]
, Q =

[
0 B
C 0

]
.

Očigledno, M = P +Q. Dalje, imamo da je

PQP = 0, PQ2 =

[
0 0
0 DCB

]
= 0.
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Dakle, matrice P i Q zadovoljavaju uslove Teoreme 2.3, pa je

Md = Y1 + Y2 + Y1P
dQ+ (Qd)2Y2PQ−QdP dQ− (Qd)2P dPQ, (3.9)

gde je

Y1 =

ind(Q)−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1, Y2 =

ind(P )−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π.

Očigledno je

P k =

[
0 0
0 Dk

]
, (P d)k =

[
0 0
0 (Dd)k

]
, za k ≥ 1,

kao i

P π = I − PP d =

[
I 0
0 Dπ

]
.

U radu [14] je dokazano, a lako se proverava da važi i

Q2k =

[
(BC)k 0

0 (CB)k

]
, Q2k+1 =

[
0 B(CB)k

(CB)kC 0

]
, za k ≥ 0.

Prema Lemi 3.2, imamo da je

Qd =

[
0 B(CB)d

(CB)dC 0

]
.

Množenjem matrica dobijamo i

(Qd)2 =

[
B((CB)d)2C 0

0 (CB)d

]
, (Qd)3 =

[
0 B((CB)d)2

((CB)d)2C 0

]
.

Indukcijom dobijamo da za k ∈ N važi

(Qd)2k =

[
B((CB)d)k+1C 0

0 ((CB)d)k

]
, (Qd)2k+1 =

[
0 B((CB)d)k+1

((CB)d)k+1C 0

]
.

Jednostavno dobijamo i

Qπ = I −QQd =

[
I −B(CB)dC 0

0 (CB)π

]
.

Sada možemo da odredimo Y1 i Y2.

Y1 =

ind(Q)−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1 =

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i(P d)2i+1 +

ind(Q2)−2∑
i=0

QπQ2i+1(P d)2i+2

=

ind(Q2)−1∑
i=0

Qπ

[
0 0
0 (CB)i(Dd)2i+1

]
+

ind(Q2)−2∑
i=0

Qπ

[
0 B(CB)i(Dd)2i+2

0 0

]

=

t2−1∑
i=0

[
0 0
0 (CB)π(CB)i(Dd)2i+1

]
+

ind(Q2)−2∑
i=0

[
0 (I −B(CB)dC)B(CB)i(Dd)2i+2

0 0

]
.
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Dakle,

Y1 =


0 B

t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+2

0

t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+1

 .
Takod̄e imamo i

Y2 =

ind(P )−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π =

ν2−1∑
i=0

(Qd)2i+1P 2iP π +

ν2−1∑
i=0

(Qd)2i+2P 2i+1P π

= QdP +

ν2−1∑
i=1

(Qd)2i+1

[
0 0
0 D2iDπ

]
+

ν2−1∑
i=0

(Qd)2i+2

[
0 0
0 D2i+1Dπ

]

=

[
0 B(CB)dDπ

(CB)dC 0

]
+

 0 B

ν2−1∑
i=1

((CB)d)i+1D2iDπ

0 0


+

 0 0

0

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+1D2i+1Dπ


Stoga je

Y2 =


0 B

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+1D2iDπ

(CB)dC

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+1D2i+1Dπ

 .
Računanjem dobijamo i sledeće jednakosti

Y1P
dQ =


B

t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+3C 0

t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+2C 0

 ,

(Qd)2Y2PQ =


B

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+2D2i+1DπC 0

ν2−1∑
i=1

((CB)d)i+1D2iDπC 0

 ,

−QdP dQ =

[
−B(CB)dDdC 0

0 0

]
, −(Qd)2P dPQ =

[
0 0

−(CB)dDdDC 0

]
.
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Primenom ovih jednakosti u (3.9) dobijamo da je

Md =

[
Md

11 Md
12

Md
21 Md

22

]
, (3.10)

gde je

Md
11 = B

(
t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+4 +

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+2D2iDπ − (CB)d(Dd)2

)
DC,

Md
12 = B

(
t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+2 +

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+1D2iDπ

)
,

Md
21 =

t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+2C +

ν2−1∑
i=1

((CB)d)i+1D2iDπC + (CB)dC − (CB)dDdDC

=

(
t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+2 +

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+1D2iDπ

)
C,

Md
22 =

(
t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+2 +

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+1D2iDπ

)
D.

Ako uvedemo oznaku

Ψ =

t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+2 +

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+1D2iDπ,

zbog uslova DCB = 0 imamo

Ψ2 =

t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+2(CB)π(Dd)2 + (CB)dDπ

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+1D2iDπ

+

(
ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+1D2iDπ

)(
t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+2

)

=

t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+4 +

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+2D2iDπ

+ (CB)dDπ(CB)π(Dd)2

=

t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+4 +

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+2D2iDπ − (CB)d(Dd)2.

Primenom ovih jednakosti u (3.10) dobijamo tvrd̄enje teoreme važi. �
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Posledica 3.3 Neka je M ∈ Cn×n matrica definisana sa (3.7). Ako je DCB = 0, tada
važe sledeće jednakosti.

(i) Za stepene matrice M važi

M2k+1 =

[
B(D2 + CB)k−1DC B(D2 + CB)k

(D2 + CB)kC (D2 + CB)kD

]
, za k ≥ 1,

i

M2k =

[
B(D2 + CB)k−1C B(D2 + CB)k−1D
(D2 + CB)k−1DC (D2 + CB)k

]
, za k ≥ 1.

(ii) (D2 + CB)k =
k∑
j=0

(CB)k−jD2j, za k ≥ 0.

(iii) (D2 + CB)π = Dπ − CBΨ = (CB)π −ΨD2.

(iv) Ψk =

t2−1∑
i=0

(CB)π(CB)i(Dd)2i+2k +

ν2−1∑
i=0

((CB)d)i+kD2iDπ −
k−1∑
i=1

((CB)d)k−i(Dd)2i,

za k ≥ 1.

(v) Za stepene matrice Md važi

(Md)2k+1 =

[
BΨk+2DC BΨk+1

Ψk+1C Ψk+1D

]
, za k ≥ 0,

i

(Md)2k =

[
BΨk+1C BΨk+1D
Ψk+1DC Ψk

]
, za k ≥ 1.

Dokaz. Analogno dokazu Posledice 3.1, (i), (ii), (iv) i (v) dokazuju se indukcijom, dok
se (iii) dokazuje direktnom proverom. �

Koristeći sličan metod kao u dokazu Teoreme 3.3, dobijamo sledeći rezultat iz rada
[43].

Teorema 3.4 Neka je M ∈ Cn×n matrica definisana sa (3.7). Ako je CBD = 0, tada
je

Md =

[
BDΓ2C BΓ

ΓC DΓ

]
,

gde je

Γ = (D2 + CB)d =

t2−1∑
i=0

(Dd)2i+2(CB)i(CB)π +

ν2−1∑
i=0

DπD2i((CB)d)i+1 (3.11)

i t2 = ind(CB), ν2 = ind(D2).
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Dokaz. Kako je CBD = 0, imamo da matrice CB iD2 zadovoljavaju uslov Teoreme
2.2, te da važi (3.11). Dalje, ako uvedemo oznake

P =

[
0 B
C 0

]
, Q =

[
0 0
0 D

]
,

imamo da je M = P + Q, kao i da važi QPQ = 0 i P 2Q = 0. Stoga matrice P i Q
zadovoljavaju uslove Teoreme 2.4. Dakle,

Md = Y1 + Y2 + PQY1(P
d)2 + PQdY2 − PQdP d − PQQd(P d)2, (3.12)

gde su

Y1 =

ind(Q)−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1, Y2 =

ind(P )−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π.

Trivijalno dobijamo da za k ∈ N važi

Qk =

[
0 0
0 Dk

]
, (Qd)k =

[
0 0
0 (Dd)k

]
, Qπ =

[
I 0
0 Dπ

]
.

Primenom Leme 3.2 na matricu P dobijamo:

P 2k =

[
(BC)k 0

0 (CB)k

]
i P 2k+1 =

[
0 B(CB)k

(CB)kC 0

]
, za k ≥ 0,

(P d)2k =

[
B((CB)d)k+1C 0

0 ((CB)d)k

]
, za k ≥ 1,

(P d)2k+1 =

[
0 B((CB)d)k+1

((CB)d)k+1C 0

]
za k ≥ 0,

P π =

[
I −B(CB)dC 0

0 (CB)π

]
.

Sada možemo da odredimo sve elemente sume (3.12). Nakon računanja dobijamo

Y1 =

 0 B(CB)d

ν2−1∑
i=0

DπD2i((CB)d)i+1C

ν2−1∑
i=0

DπD2i+1((CB)d)i+1

 ,

Y2 =

 0 0
t2−1∑
i=0

(Dd)2i+2(CB)i(CB)πC

t2−1∑
i=0

(Dd)2i+1(CB)i(CB)π

 ,
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PQY1(P
d)2 =

 B

ν2−1∑
i=0

DπD2i+1((CB)d)i+2C B

ν2−1∑
i=0

DπD2i+2((CB)d)i+2

0 0

 ,

PQdY2 =

 B

t2−1∑
i=0

(Dd)2i+3(CB)i(CB)πC B

t2−1∑
i=0

(Dd)2i+2(CB)i(CB)πC

0 0

 ,

− PQQd(P d)2 =

[
0 −BDDd(CB)d

0 0

]
i − PQdP d =

[
−BDd(CB)dC 0

0 0

]
.

Primenom ovih jednakosti u (3.12) dobijamo da tvrd̄enje važi. �

Posledica 3.4 Neka je M ∈ Cn×n matrica definisana sa (3.7). Ako je CBD = 0, tada
važe sledeće jednakosti.

(i) Za stepene matrice M važi

M2k+1 =

[
BD(D2 + CB)k−1C B(D2 + CB)k

(D2 + CB)kC D(D2 + CB)k

]
, za k ≥ 1,

i

M2k =

[
B(D2 + CB)k−1C BD(D2 + CB)k−1

(D2 + CB)k−1C (D2 + CB)k

]
, za k ≥ 1.

(ii) (D2 + CB)k =
k∑
j=0

D2j(CB)k−j, za k ≥ 0.

(iii) (D2 + CB)π = Dπ − ΓCB = (CB)π −D2Γ.

(iv) Γk =

t2−1∑
i=0

(Dd)2i+2k(CB)i(CB)π +

ν2−1∑
i=0

DπD2i((CB)d)i+k −
k−1∑
i=1

(Dd)2i((CB)d)k−i,

za k ≥ 1.

(v) Za stepene matrice Md važi

(Md)2k+1 =

[
BDΓk+2C BΓk+1

Γk+1C DΓk+1

]
, za k ≥ 0,

i

(Md)2k =

[
BΓk+1C BDΓk+1

DΓk+1C Γk

]
, za k ≥ 1.

Dokaz. Posledica se dokazuje analogno Posledici 3.1. �
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3.2 Reprezentacije Drazinovog inverza za 2×2 blok

matricu

Uočimo kvadratnu kompleksnu matricu

M =

[
A B
C D

]
, (3.13)

gde su A i D kvadratne matrice ne obavezno istih dimenzija. Problem pronalaženja ek-
splicitne reprezentacije Drazinovog inverza matrice M , bez dodatnih uslova za blokove
od M , postavili su S.L. Campbell i C.D. Meyer [11], 1979. godine. Od tada, ovaj prob-
lem proučava veliki broj naučnika i publikovano je mnogo radova na ovu temu. Problem
još uvek nije rešen, te i dalje predstavlja veoma aktuelnu temu u okviru teorije Drazi-
novog inverza.

Jedan od radova gde je proučavan ovaj problem je rad autora D.S. Djordjević i P.S.
Stanimirović [27]. U ovom radu data je reprezentacija za Drazinov inverz matrice
ograničenog operatora pod odred̄enim uslovima. Mi navodimo ovu reprezentaciju,
primenjenu na matrice.

Teorema 3.5 [27] Neka je matrica M definisana sa (3.13). Ako je BC = 0, DC = 0
i BD = 0 tada je

Md =

[
Ad (Ad)2B

C(Ad)2 Dd + C(Ad)3B

]
.

Godine 2006. R.E. Hartwig, X. Li i Y. Wei su u svom radu [35], izmed̄u ostalog,
predstavili reprezentaciju za Md pod uslovima BC = 0, DC = 0 i D je nilpotentna
matrica, tj zamenili su uslov BD = 0 Teoreme 3.5 [27] uslovom da je D nilpotentna
matrica.

Teorema 3.6 [35] Neka je matrica M definisana kao u (3.13). Ako je BC = 0,
DC = 0 i D je nilpotentna matrica, tada je

Md =

[
I

CAd

]
Ad
[
I

j−1∑
i=0

(Ad)i+1BDi

]
,

gde je j = ind(D). Takod̄e važi i ind(M) ≤ ind(A) + ind(D) + 1.

U pomenutom radu [35], autori su dali i reprezentaciju za Md pod uslovima BC = 0,
BD = 0 i D je nilpotentna matrica, tj. zamenili su uslov DC = 0 Teoreme 3.5 [27]
uslovom D je nilpotentna matrica.

Posledica 3.5 [35] Ako je M matrica definisana kao u (3.13), čiji blokovi ispunjavaju
uslove BC = 0, BD = 0 i D je nilpotentna matrica, onda je

Md =

 I
j−1∑
i=0

DiC(Ad)i+1

Ad [ I AdB
]
,

gde je j = ind(D). Takod̄e važi i ind(M) ≤ ind(A) + ind(D) + 1.

37



3 Drazinov inverz blok matrica

D.S. Cvetković–Ilić je 2008. godine u radu [19] dala formulu za Md koja važi
samo pod uslovima BC = 0 i DC = 0, bez dodatnog uslova BD = 0 iz [27] ili D je
nilpotentna matrica iz [35].

Teorema 3.7 [19] Neka je matrica M definisana kao u (3.13) i ind(A) = r, ind(D) =
s. Ako je BC = 0 i DC = 0, tada je

Md =

[
Ad X

C(Ad)2 Dd + CXDd + CAdX

]
,

gde je X definisano kao u (3.3), ali u funkciji matrica A, B, D, tj.

X = X(A,B,D) =
s−1∑
i=0

(Ad)i+2BDiDπ +
r−1∑
i=0

AπAiB(Dd)i+2 − AdBDd

E. Dopazo i M.F. Mart́ınez–Serrano su 2010. godine u svom radu [28] dale reprezentaciju
za Md pod uslovima BC = 0 i BD = 0, bez dodatnog uslova DC = 0 iz [27] ili D je
nilpotentna matrica iz [35]. Ova reprezentacija dobijena je kao posledica teoreme koja
važi pod uslovima BC = 0, BDC = 0 i BD2 = 0.

Teorema 3.8 [28] Neka je matrica M definisana sa (3.13), tako da je ind(A) = r,
ind(D) = s. Ako je BC = 0, BDC = 0 i BD2 = 0 tada je

Md =

[
Ad (Ad)3(AB +BD)

Σ0 Dd + (Dd)3CB + Σ2(AB +BD)

]
,

gde je

Σk = (Dd)2
r−1∑
i=0

(Dd)i+kCAiAπ +Dπ

s−1∑
i=0

DiC(Ad)i+k(Ad)2

−
k∑
i=0

(Dd)i+1C(Ad)k−i+1, k ≥ 0.

(3.14)

Posledica 3.6 [28] Neka je M matrica definisana kao u (3.13) i ind(A) = r, ind(D) =
s. Ako važi BC = 0 i BD = 0, tada je

Md =

[
Ad (Ad)2B

Σ0 Dd + Σ1B

]
,

gde je Σk, k ≥ 0, definisano kao u (3.14).

U sledećoj teoremi izlažemo originalan rezultat iz rada [42], a koji predstavlja uopštenje
Posledice 3.6 [28], pa samim tim i Posledice 3.5 [35], kao i Teoreme 3.5 [27].
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Teorema 3.9 Neka je matrica M definisana sa (3.13) i neka je ind(A) = r, ind(D) =
s. Ako je BCA = 0, BCB = 0, ABD = 0 i CBD = 0, tada je

Md =

 Ad +BΣ1 + ((Ad)3 +BΣ3)BC
(Ad)2B +B(Dd)2 +BΣ2B

+BΣ3BD

Σ0 + Σ2BC Dd + Σ1B + Σ2BD

 ,
gde je Σk, k ≥ 0, definisano kao u (3.14).

Dokaz. Ako uvedemo oznake

P =

[
A 0
C D

]
, Q =

[
0 B
0 0

]
,

imamo da je M = P + Q. Očigledno je da je Q2 = 0, te je Qd = 0 i Qπ = I. Takod̄e,
važi PQ2P = 0 i PQ3 = 0. Računanjem dobijamo

PQP 2 =

[
ABCA+ ABDC ABD2

CBCA+ CBDC CBD2

]
= 0 i PQPQ =

[
0 ABCB

0 CBCB

]
= 0.

Dakle, imamo da matrice P i Q zadovoljavaju uslove Posledice 2.1, pa je

Md = Y1 + Y2 +

(
Y1(P

d)2 + (Qd)2Y2 −
2∑
i=1

(Qd)i(P d)3−i

)
PQ

+

(
Y1(P

d)3 + (Qd)3Y2 −
3∑
i=1

(Qd)i(P d)4−i

)
(PQP + PQ2),

gde je

Y1 =

ind(Q)−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1, Y2 =

ind(P )−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π.

Kako je Q2 = 0, to je Y1 = P d +Q(P d)2 i Y2 = 0. Dalje imamo

Md = Y1 +
(
Y1(P

d)2
)
PQ+

(
Y1(P

d)3
)
PQP

= P d +Q(P d)2 +
(
P d +Q(P d)2

)
(P d)2PQ+

(
P d +Q(P d)2

)
(P d)3PQP

= P d +Q(P d)2 + (P d)3PQ+Q(P d)4PQ+ (P d)4PQP +Q(P d)5PQP,

pa stoga važi

Md = P d +Q(P d)2 + (P d)2Q+Q(P d)3Q+ (P d)3QP +Q(P d)4QP. (3.15)

Izračunajmo sada (P d)k, za k ∈ {1, 2, 3, 4}. Na osnovu Leme 3.1 imamo da je

P d =

[
Ad 0

X Dd

]
,
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gde je gde je X definisano kao u (3.3), ali u funkciji matrica D, C, A, tj.

X = X(D,C,A) =
r−1∑
i=0

(Dd)i+2CAiAπ +
s−1∑
i=0

DπDiC(Ad)i+2 −DdCAd.

Očigledno je X = Σ0, gde je Σk definisano u (3.14). Ako uvedemo oznake

X1 =
s−1∑
i=0

DπDiC(Ad)i+2 i X2 =
r−1∑
i=0

(Dd)i+2CAiAπ,

imamo da je

Σk = X1(A
d)k + (Dd)kX2 −

k∑
i=0

(Dd)i+1C(Ad)k−i+1, za k ≥ 0.

Očigledno je DdX1 = 0 i X2A
d = 0. Sada imamo

(P d)2 =

[
(Ad)2 0

Σ0A
d +DdΣ0 (Dd)2

]

=

[
(Ad)2 0

X1A
d −DdC(Ad)2 +DdX2 − (Dd)2CAd (Dd)2

]

=


(Ad)2 0

X1A
d +DdX2 −

1∑
i=0

(Dd)i+1C(Ad)2−i (Dd)2

 =

[
(Ad)2 0

Σ1 (Dd)2

]
.

Slično dobijamo i

(P d)3 =

[
(Ad)3 0

Σ0(A
d)2 +DdΣ0A

d + (Dd)2Σ0 (Dd)3

]

=

[
(Ad)3 0

X1(A
d)2 −DdC(Ad)3 − (Dd)2C(Ad)2 + (Dd)2X2 − (Dd)3CAd (Dd)3

]

=


(Ad)3 0

X1(A
d)2 + (Dd)2X2 −

2∑
i=0

(Dd)i+1C(Ad)2−i (Dd)3

 =

[
(Ad)3 0

Σ2 (Dd)3

]
,
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(P d)4 =

[
(Ad)4 0

Σ0(A
d)3 +DdΣ0(A

d)2 + (Dd)2Σ0A
d + (Dd)3Σ0 (Dd)4

]

=

 (Ad)4 0

X1(A
d)3 −DdC(Ad)4 − (Dd)2C(Ad)3

−(Dd)3C(Ad)2 + (Dd)3X2 − (Dd)4CAd
(Dd)4



=


(Ad)4 0

X1(A
d)3 + (Dd)3X2 −

3∑
i=0

(Dd)i+1C(Ad)4−i (Dd)4

 =

[
(Ad)4 0

Σ3 (Dd)4

]
.

Dakle, za k ∈ {1, 2, 3, 4} važi

(P d)k =

[
(Ad)k 0

Σk−1 (Dd)k

]
.

Sada možemo da izračunamo sve elemente sume (3.15).

P d =

[
Ad 0

Σ0 Dd

]
, Q(P d)2 =

[
BΣ1 B(Dd)2

0 0

]
,

(P d)2Q =

[
0 (Ad)2B

0 Σ1B

]
, Q(P d)3Q =

[
0 BΣ2B

0 0

]
,

(P d)3QP =

[
(Ad)3BC 0

Σ2BC Σ2BD

]
, Q(P d)4QP =

[
BΣ3BC BΣ3BD

0 0

]
.

Primenom ovih jednakosti u (3.15) dobijamo

Md =

[
Md

11 Md
12

Md
21 Md

22

]
,

gde je

Md
11 = Ad +BΣ1 + (Ad)3BC +BΣ3BC,

Md
12 = B(Dd)2 + (Ad)2B +BΣ2B +BΣ2BD,

Md
21 = Σ0 + Σ2BC,

Md
22 = Dd + Σ1B + Σ2BD.

Ovim je teorema dokazana. �

U sledećem primeru posmatramo 2×2 blok matricu M čiji blokovi ne zadovoljavaju
uslove Teoreme 3.5 [27], Teoreme 3.6 [35], Posledice 3.5 [35], Teoreme 3.7 [19], Teoreme
3.8 [28], pa samim tim ni Posledice 3.6 [28]. Drazinov inverz matrice M odredićemo
primenom Teoreme 3.9.
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3 Drazinov inverz blok matrica

Primer 3.2 Neka je matrica M definisana sa (3.13), tako da su njeni blokovi sledeće
matrice:

A =


1 −1 0 1
1 1 −1 1
0 −1 1 1
1 −1 0 1

 , B =


−1 0 1 1
0 0 0 0
1 0 −1 1
−1 0 1 1

 ,

C =


1 0 −1 −1
0 3 0 5
1 0 −1 −1
−1 0 0 1

 , D =


1 0 −1 −1
3 3 3 3
1 0 −1 −1
0 0 0 0

 .
Jednostavnim računanjem dobijamo da je BC 6= 0, pa ne možemo primeniti ni jednu

od pomenutih formula za Md iz radova [27, 35, 19, 28]. Med̄utim, nakon računanja
dobijamo da za blokove matrice M važi BCA = 0, BCB = 0, ABD = 0 i CBD =
0. Stoga su uslovi Teoreme 3.9 ispunjeni. Primenom ove teoreme dobijamo sledeću
reprezentaciju za Md.

Md =



−2

9

1

3

1

3

2

9

4

3
0 −4

3
0

−7

9

2

3

2

3
−2

9

7

3
0 −7

3
−1

3

−11

9

1

3

4

3

2

9

10

3
0 −10

3
0

−2

9

1

3

1

3

2

9

4

3
0 −4

3
0

5

3
−1

3
−5

3
0 −35

9
0

35

9

1

9

−85

27
−1

3
3

4

27

52

9

1

3
−46

9

2

9

5

3
−1

3
−5

3
0 −35

9
0

35

9

1

9

0 0 0 0 0 0 0 0



.

D.S. Cvetković–Ilić, J. Chen i Z. Xu su u radu [20] dali reprezentaciju za Md pod
uslovima CA = 0 i CB = 0. Sledeća teorema je originalan rezultat iz rada [42], a
predstavlja uopštenje pomenutog rezultata iz [20], ali i rezultata Teoreme 3.5 [27].

Teorema 3.10 Neka je matrica M definisana kao u (3.13) i neka je ind(A) = r,
ind(D) = s. Ako je BCA = 0, DCA = 0, CBC = 0 i CBD = 0, tada je

Md =


Ad + Z1C + Z2CA Z0 + Z2CB

(Dd)2C + C(Ad)2 + CZ2C

+CZ3CA
Dd + CZ1 + ((Dd)3 + CZ3)CB

 ,
42



3 Drazinov inverz blok matrica

gde je

Zk =
s−1∑
i=0

(Ad)i+k+2BDiDπ +
r−1∑
i=0

AπAiB(Dd)i+k+2

−
k∑
i=0

(Ad)i+1B(Dd)k−i+1, k ≥ 0.

(3.16)

Dokaz. Dokaz izvodimo analogno dokazu Teoreme 3.9. Uvedimo sledeće oznake

P =

[
A B
0 D

]
, Q =

[
0 0
C 0

]
.

Očigledno je M = P + Q, kao i Q2 = 0, te je Qd = 0 i Qπ = I. Dalje, računanjem
dobijamo

PQP 2 =

[
BCA2 BCAB +BCBD

DCA2 DCAB +DCBD

]
= 0, i PQPQ =

[
BCBC 0

DCBC 0

]
= 0.

Dakle, matrice P i Q zadovoljavaju uslove Posledice 2.1, te je

Md = Y1 + Y2 +

(
Y1(P

d)2 + (Qd)2Y2 −
2∑
i=1

(Qd)i(P d)3−i

)
PQ

+

(
Y1(P

d)3 + (Qd)3Y2 −
3∑
i=1

(Qd)i(P d)4−i

)
(PQP + PQ2),

gde je

Y1 =

ind(Q)−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1, Y2 =

ind(P )−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π.

Kako je Q2 = 0, to je Y1 = P d +Q (P d)2, Y2 = 0 i važi

Md = P d +Q(P d)2 + (P d)2Q+Q(P d)3Q+ (P d)3QP +Q(P d)4QP. (3.17)

Prema Lemi 3.1 imamo

P d =

[
Ad X
0 Dd

]
,

gde je

X = X(A,B,D) =
l−1∑
i=0

(Ad)i+2BDiDπ +
k−1∑
i=0

AπAiB(Dd)i+2 − AdBDd.

Primetimo da je X = Z0. Ako uvedemo oznake

X1 =
k−1∑
i=0

AπAiB(Dd)i+2, X2 =
l−1∑
i=0

(Ad)i+2BDiDπ,
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3 Drazinov inverz blok matrica

imamo da je AdX1 = 0 i X2D
d = 0. Stoga važi

(P d)2 =

[
(Ad)2 AdZ0 + Z0D

d

0 (Dd)2

]

=

[
(Ad)2 AdX2 − (Ad)2BDd +X1D

d − AdB(Dd)2

0 (Dd)2

]

=

[
(Ad)2 Z1

0 (Dd)2

]
.

Analogno dobijamo i sledeće jednakosti

(P d)3 =

[
(Ad)3 Z2

0 (Dd)3

]
, (P d)4 =

[
(Ad)4 Z3

0 (Dd)4

]
.

Nakon računanja svih elemenata sume (3.17) dobijamo:

P d =

[
Ad Z0

0 Dd

]
, Q(P d)2 =

[
0 0

C(Ad)2 CZ1

]
,

(P d)2Q =

[
Z1C 0

(Dd)2C 0

]
, Q(P d)3Q =

[
0 0

CZ2C 0

]
,

(P d)3QP =

[
Z2CA Z2CB

0 (Dd)3CB

]
, Q(P d)4QP =

[
0 0

CZ3CA CZ3CB

]
.

Primenom ovih jednakosti u (3.17) dobijamo da važi tvrd̄enje teoreme. �

Kao direktnu posledicu prethodne teoreme dobijamo pomenuti rezultat iz rada [20].

Posledica 3.7 [20] Neka je matrica M definisana kao u (3.13) i ind(A) = r, ind(D) =
s. Ako je CA = 0 i CB = 0, tada je

Md =

[
Ad + Z1C Z0

(Dd)2C Dd

]
,

gde je Zk, (k ≥ 0) definisano kao u (3.16).

U narednom primeru data je 2 × 2 blok matrica M , čiji blokovi ne zadovoljavaju
uslove Teoreme 3.5 [27], kao ni Posledice 3.7 [20], pa Drazinov inverz matrice M ne
možemo odrediti prema ovim formulama. Reprezentaciju za Md dobijamo pomoću
originalnog rezultata izloženog u Teoremi 3.10.
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3 Drazinov inverz blok matrica

Primer 3.3 Neka je matrica M definisana kao u (3.13), gde je

A =


−1 0 1 1
0 0 0 0
1 0 −1 1
−1 0 1 1

 , B =


1 −1 −1 1
0 0 5 0
1 −1 −1 1
0 0 0 0



C =


1 0 −1 −1
0 0 0 0
1 0 −1 −1
1 0 −1 −1

 , D =


1 0 −1 −1
0 3 0 5
1 0 −1 −1
−1 0 0 1

 .
Jednostavnim računom dobijamo da je BC 6= 0, kao i CB 6= 0, pa za Md ne možemo

primeniti pomenute formule iz radova [27, 20]. Lako se proverava da za blokove matrice
M važi BCA = 0, DCA = 0, CBC = 0 i CBD = 0. Stoga možemo primeniti Teoremu
3.10, pa dobijamo sledeću reprezentaciju za Md.

Md =



5

6
0 −5

6

28

9
−77

27
−1

9

134

27

8

3

5 0 −5 5 −5 0 15 5

4

3
0 −4

3

28

9
−77

27
−1

9

134

27

8

3

−1

2
0

1

2
1 0 0 0 0

0 0 0 −2 1 0 −2 −1

0 0 0
5

3

5

9

1

3

10

9
0

0 0 0 −2 1 0 −2 −1

0 0 0 −1 0 0 −1 0



.

Naredne dve teoreme su takod̄e originalni rezultati iz rada [42], a predstavljaju
uopštenje formula za Md iz rada [28].

Teorema 3.11 Neka je matrica M definisana sa (3.13), ind(A) = r, ind(D) = s .
Ako je BDπC = 0, BDDd = 0, DDπCA = 0 i DDπCB = 0, tada je

Md =


Ad +

s−1∑
i=0

(Ad)i+3BDiC
s−1∑
i=0

(Ad)i+2BDi

Φ0 +
s−1∑
i=0

Φi+2BD
iC Dd +

s−1∑
i=0

Φi+1BD
i

 , (3.18)
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3 Drazinov inverz blok matrica

gde je, za k ≥ 0,

Φk =
r−1∑
i=0

(Dd)i+k+2CAiAπ +DπC(Ad)k+2 −
k∑
i=0

(Dd)i+1C(Ad)k−i+1. (3.19)

Dokaz. Primetimo najpre da iz uslova teoreme BDπC = 0 i BDDd = 0 imamo sledeće
jednakosti.

BDπ = B(I −DDd) = B −BDDd = B,

0 = BDπC = B(I −DDd)C = BC −BDDdC = BC.

Predstavimo matricu M u obliku M = P +Q, gde su

P =

[
0 BDDd

0 DDπ

]
=

[
0 0

0 DDπ

]
, Q =

[
A BDπ

C D2Dd

]
.

Dalje, za matricu P imamo da važi

P k =

[
0 0

0 DkDπ

]
, za k ≥ 1. (3.20)

Kako je DsDπ = 0, s = ind(D), to je očigledno matrica P s-nilpotentna. Stoga je
P d = 0 i P π = I. Jednostavnim računanjem dobijamo

PQ2 =

[
0 0

DDπCA DDπCBDπ

]
= 0, PQP = 0.

Dakle, matrice P i Q ispunjavaju uslove Teoreme 2.3, te je

(P +Q)d = Y1 + Y2 +
(
Y1(P

d)2 + (Qd)2Y2 −Qd(P d)2 − (Qd)2P d
)
PQ,

gde su

Y1 =

ind(Q)−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1, Y2 =

ind(P )−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π.

Kako je matrica P s-nilpotentna, to je Y1 = 0 i Y2 =
s−1∑
i=0

(Qd)i+1P i. Stoga je

Md =
s−1∑
i=0

(Qd)i+1P i +
s−2∑
i=0

(Qd)i+3P i+1Q. (3.21)

Odredimo sada Qd i stepene od Qd. Kako je BDπC = 0 i BDπD2Dd = 0, to blokovi
matrice Q ispunjavaju uslove Posledice 3.6, pa njenom primenom dobijamo

Qd =

[
Ad (Ad)2BDπ

Σ0 (D2Dd)d + Σ1BD
π

]
,

46
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gde je Σk definisano u (3.14). Prema Teoremi ??, (vi), imamo da je (D2Dd)d = Dd, te
je i (D2Dd)π = Dπ. Uvedimo oznaku l = ind(D2Dd). Sada imamo

Σk =
r−1∑
i=0

(
(D2Dd)d

)i+k+2
CAiAπ +

l−1∑
i=0

(D2Dd)π(D2Dd)iC(Ad)i+k+2

−
k∑
i=0

(
(D2Dd)d

)i+1
C
(
Ad
)k−i+1

=
r−1∑
i=0

(
Dd
)i+k+2

CAiAπ +
l−1∑
i=0

Dπ(D2Dd)iC(Ad)i+k+2 −
k∑
i=0

(
Dd
)i+1

C
(
Ad
)k−i+1

=
r−1∑
i=0

(
Dd
)i+k+2

CAiAπ +DπC(Ad)k+2 −
k∑
i=0

(
Dd
)i+1

C
(
Ad
)k−i+1

= Φk.

Dakle, imamo da je

Qd =

[
Ad (Ad)2BDπ

Φ0 Dd + Φ1BD
π

]
,

gde je Φk definisano kao u (3.19). Kako je BDπC = 0, to je BDπΦk = 0. Primenom
ove jednakosti dobijamo

(Qd)2 =

[
(Ad)2 + (Ad)2BDπΦ0 (Ad)3BDπ + (Ad)2BDπ

(
Dd + Φ1BD

π
)

Φ0A
d +

(
Dd + Φ1BD

π
)

Φ0 Φ0(A
d)2BDπ +

(
Dd + Φ1BD

π
)2

]

=

[
(Ad)2 (Ad)3BDπ

Φ0A
d +DdΦ0 (Dd)2 +

(
Φ0(A

d)2 +DdΦ1

)
BDπ

]
.

Izračunavanjem dobijamo

Φ0A
d +DdΦ0 = DπC(Ad)3 −DdC(Ad)2 +

r−1∑
i=0

(Dd)i+3CAiAπ − (Dd)2CAd

=
r−1∑
i=0

(Dd)i+3CAiAπ +DπC(Ad)3 −
1∑
i=0

(Dd)i+1C(Ad)2−i

= Φ1,

Φ0(A
d)2 +DdΦ1 = DπC(Ad)4 −DdC(Ad)3

+
r−1∑
i=0

(Dd)i+4CAiAπ − (Dd)2C(Ad)2 − (Dd)3CAd

=
r−1∑
i=0

(Dd)i+4CAiAπ +DπC(Ad)4 −
2∑
i=0

(Dd)i+1C(Ad)3−i

= Φ2.
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Dakle, imamo da je

(Qd)2 =

[
(Ad)2 (Ad)3BDπ

Φ1 (Dd)2 + Φ2BD
π

]
.

Indukcijom dokazujemo da je

(Qd)k =

[
(Ad)k (Ad)k+1BDπ

Φk−1 (Dd)k + ΦkBD
π

]
, za k ≥ 1. (3.22)

Primenom jednakosti (3.20) i (3.22) u (3.21) dobijamo sledeće

Md =

[
Ad (Ad)2BDπ

Φ0 Dd + Φ1BD
π

]
+

s−1∑
i=1

[
(Ad)i+1 (Ad)i+2BDπ

Φi (Dd)i+1 + Φi+1BD
π

][
0 0

0 DiDπ

]

+
s−2∑
i=0

[
(Ad)i+3 (Ad)i+4BDπ

Φi+2 (Dd)i+3 + Φi+3BD
π

][
0 0

0 Di+1Dπ

][
A BDπ

C D2Dd

]

=

[
Ad (Ad)2BDπ

Φ0 Dd + Φ1BD
π

]
+

s−1∑
i=1

[
0 (Ad)i+2BDπDi

0 Φi+1BD
πDi

]

+
s−2∑
i=0

[
(Ad)i+4BDπDi+1C 0

Φi+3BD
πDi+1C 0

]

=


Ad +

s−2∑
i=0

(Ad)i+4BDπDi+1C
s−1∑
i=0

(Ad)i+2BDπDi

Φ0 +
s−2∑
i=0

Φi+3BD
πDi+1C Dd +

s−1∑
i=0

Φi+1BD
πDi


Kako je BDπC = 0, to imamo

Md =


Ad +

s−1∑
i=0

(Ad)i+3BDπDiC
s−1∑
i=0

(Ad)i+2BDπDi

Φ0 +
s−2∑
i=0

Φi+2BD
πDiC Dd +

s−1∑
i=0

Φi+1BD
πDi

 .

Kako je BDπ = B, to je reprezentacija za Md data u (3.18) tačna. �

Kao direktnu posledicu Teoreme 3.11 imamo sledeću reprezentaciju za Md iz rada
[28].

Posledica 3.8 [28] Neka je matrica M definisana sa(3.13), ind(A) = r, ind(D) = s .
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Ako je BDπC = 0, BDDd = 0 i DDπC = 0, tada je

Md =


Ad

s−1∑
i=0

(Ad)i+2BDi

Φ0 Dd +
s−1∑
i=0

Φi+1BD
i

 ,
gde je za k ≥ 1, Φk definisano kao u (3.19).

Teorema 3.12 Neka je matrica M definisana kao u (3.13), ind(A) = r, ind(D) = s.
Ako je BD = 0, DπCA2 = 0, DπCAB = 0 i DπCBC = 0, tada je

Md =

[
Ad + (Ad)3BC + (Ad)4BCA (Ad)2B + (Ad)4BCB

Ψ0 + Ψ2BC + Ψ3BCA Dd + Ψ1B + Ψ3BCB

]
, (3.23)

gde je, za k ≥ 0,

Ψk =
r−1∑
i=0

(Dd)i+k+2CAiAπ −
k∑
i=0

(Dd)i+1C(Ad)k−i+1. (3.24)

Dokaz. Dokaz izvodimo analogno dokazu Teoreme 3.11. Primetimo najpre da iz uslova
teoreme BD = 0 imamo BDπ = B, što ćemo koristiti tokom celog dokaza. Uvedimo
oznake

P =

[
0 BDDd

DπC 0

]
=

[
0 0

DπC 0

]
, Q =

[
A BDπ

DDdC D

]
=

[
A B

DDdC D

]
.

Očigledno je M = P + Q. Takod̄e, P 2 = 0, te je P d = 0 i P π = I. Primenom uslova
teoreme dobijamo da matrice P i Q zadovoljavaju sledeće jednakosti

PQP =

[
0 0

DπCBDπC 0

]
=

[
0 0

DπCBC 0

]
= 0,

PQ2 =

[
0 0

DπCA2 DπCABDπ +DπCBDπD

]
= 0.

Dakle, matrice P i Q ispunjavaju uslove Teoreme 2.3, te je

Md = Y1 + Y2 +
(
Y1(P

d)2 + (Qd)2Y2 −Qd(P d)2 − (Qd)2P d
)
PQ,

gde su

Y1 =

ind(Q)−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1, Y2 =

ind(P )−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π.

Kako je P 2 = 0, to je Y1 = 0 i Y2 = Qd + (Qd)2P , pa imamo da važi

Md = Qd + (Qd)2P + (Qd)3PQ. (3.25)
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Kako bi odredili Qd, primetimo da blokovi matrice Q zadovoljavaju uslove Posledice
3.6. Primenom ove posledice dobijamo

Qd =

[
Ad (Ad)2BDπ

Σ0 Dd + Σ1BD
π

]
,

gde je, za k ≥ 0

Σk =
r−1∑
i=0

(Dd)i+k+2DDdCAiAπ +
s−1∑
i=0

DπDiDdDC(Ad)i+k+2

−
k∑
i=0

(Dd)i+1DDdC(Ad)k−i+1

=
r−1∑
i=0

(Dd)i+k+2CAiAπ −
k∑
i=0

(Dd)i+1C(Ad)k−i+1

= Ψk.

Dakle, važi

Qd =

[
Ad (Ad)2BDπ

Ψ0 Dd + Ψ1BD
π

]
=

[
Ad (Ad)2B

Ψ0 Dd + Ψ1B

]
.

Očigledno, BΨk = BDπΨk = 0, pa na osnovu prethodne jednakosti imamo

(Qd)2 =

[
Ad (Ad)2BDπ

Ψ0 Dd + Ψ1BD
π

][
Ad (Ad)2B

Ψ0 Dd + Ψ1B

]

=

[
(Ad)2 (Ad)3B

Ψ0A
d +DdΨ0 (Dd)2 +

(
Ψ0(A

d)2 +DdΨ1

)
B

]
.

Računanjem dobijamo

Ψ0A
d +DdΨ0 = −DdC(Ad)2 +

r−1∑
i=0

(Dd)i+3CAiAπ − (Dd)2CAd

= Ψ1,

Ψ0(A
d)2 +DdΨ1 = −DdC(Ad)3 +

r−1∑
i=0

(Dd)i+4CAiAπ − (Dd)3CAd − (Dd)2C(Ad)2

= Ψ2,

te je

(Qd)2 =

[
(Ad)2 (Ad)3B

Ψ1 (Dd)2 + Ψ2B

]
.
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Slično dobijamo i

(Qd)3 =

[
(Ad)3 (Ad)4B

Ψ2 (Dd)3 + Ψ3B

]
.

Sada možemo da odredimo sve elemente sume (3.25)

(Qd)2P =

[
(Ad)3BDπC 0

Ψ2BD
πC 0

]
=

[
(Ad)3BC 0

Ψ2BC 0

]
,

(Qd)3PQ =

[
(Ad)4BDπCA (Ad)4BDπCB

Ψ3BD
πCA Ψ3BD

πCB

]
=

[
(Ad)4BCA (Ad)4BCB

Ψ3BCA Ψ3BCB

]
.

Primenom dobijenih jednakosti za Qd, (Qd)2P i (Qd)3PQ u (3.25) dobijamo (3.23). �

Kao direktnu posledicu Teoreme 3.12 dobijamo sledeću reprezentaciju za Md iz [28].

Posledica 3.9 [28] Neka je M matrica definisana u (3.13), ind(A) = r i ind(D) = s.
Ako je BD = 0, DπCA = 0 i DπCB = 0, tada je

Md =

[
Ad + (Ad)3BC (Ad)2B

Ψ0 + Ψ2BC Dd + Ψ1B

]
,

gde je, za k ≥ 0, Ψk definisano kao u (3.24).

U narednom delu ovog poglavlja predstavljamo originalne rezultate iz rada [43].

H. Yang i X. Liu su 2011. godine dali reprezentaciju za Md pod uslovima BCB = 0,
BCA = 0, DCA = 0 i DCB = 0 (videti [63], Teorema 3.1), čime su generalizovali
pomenute rezultate iz Teoreme 3.5 [27], Teoreme 3.6 [35] i Teoreme 3.7 [19]. U sledećoj
teoremi data je reprezentacija za Md koja važi samo pod uslovima BCA = 0, DCA = 0
i DCB = 0, bez dodatnog uslova BCB = 0 iz pomenutog rada [63].

Teorema 3.13 Neka je M ∈ Cn×n matrica definisana kao u (3.13). Ako je BCA = 0,
DCA = 0 i DCB = 0, tada je

Md =

 Ad + Σ0C BΨ + AΣ0

ΨC + CAΣ1C + C(Ad)2

−CAd(BΨ2D + ABΨ2)C
Dd + CΣ0

 ,
gde je

Σk =
(
V1Ψ

k + (Ad)2kV2
)
D + A

(
V1Ψ

k + (Ad)2kV2
)
, za k = 0, 1, (3.26)

V1 =

ν1−1∑
i=0

AπA2iBΨi+2, (3.27)
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V2 =

µ1−1∑
i=0

(Ad)2i+4B(D2 + CB)iDπ −
µ1∑
i=0

(Ad)2i+2B(CB)iΨ, (3.28)

ν1 = ind(A2), µ1 = ind(D2 + CB) i Ψ je definisano kao u (3.8).

Dokaz. Uvedimo oznake

P =

[
0 B
C D

]
, Q =

[
A 0
0 0

]
.

Očigledno je M = P + Q. Množenjem matrica dobijamo da je QPQ = 0 i iz uslova
BCA = 0 i DCA = 0 dobijamo

P 2Q =

[
BCA 0
DCA 0

]
= 0.

Dakle, matrice P i Q zadovoljavaju uslove Teoreme 2.4, pa važi

(P +Q)d = Y1 + Y2 + PQY1(P
d)2 + PQdY2 − PQQd(P d)2 − PQdP d, (3.29)

gde su

Y1 =

ind(Q)−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1, Y2 =

ind(P )−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π.

Trivijalno dobijamo da za k ≥ 1 važi

Qk =

[
Ak 0
0 0

]
, (Qd)k =

[
(Ad)k 0

0 0

]
, Qπ =

[
Aπ 0
0 I

]
.

Iz uslova DCB = 0 sledi da matrica P zadovoljava uslov Teoreme 3.3, pa njenom
primenom dobijamo

P d =

[
BΨ2DC BΨ

ΨC ΨD

]
.

Primenom Posledice 3.3 na matricu P imamo

P 2k =

[
B(CB +D2)k−1C B(CB +D2)k−1D

(CB +D2)k−1DC (CB +D2)k

]
, za k ≥ 1,

P 2k+1 =

[
B(CB +D2)k−1DC B(CB +D2)k

(CB +D2)kC (CB +D2)kD

]
, za k ≥ 1,

(P d)2k =

[
BΨk+1C BΨk+1D

Ψk+1DC Ψk

]
, za k ≥ 1,
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(P d)2k+1 =

[
BΨk+2DC BΨk+1

Ψk+1C Ψk+1D

]
, za k ≥ 0,

P π =

[
I −BΨC −BΨD

−CBΨ2DC −DΨC I − (CBΨ +DΨD)

]
=

[
I −BΨC −BΨD

−ΨDC Dπ − CBΨ

]
.

Sada možemo da odredimo sve elemente sume (3.29). Kako je

Y1 =

ind(Q)−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1 =

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i(P d)2i+1 +

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i+1(P d)2i+2,

i

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i(P d)2i+1 = QπP d +

ind(Q2)−1∑
i=1

QπQ2i(P d)2i+1

=

[
AπBΨ2DC AπBΨ

ΨC ΨD

]
+

ind(Q2)−1∑
i=1

[
AπA2iBΨi+2DC AπA2iBΨi+1

0 0

]

=


ν1−1∑
i=0

AπA2iBΨi+2DC

ν1−1∑
i=0

AπA2iBΨi+1

ΨC ΨD


=


ν1−1∑
i=0

AπA2iBΨi+2DC

ν1−1∑
i=0

AπA2i+2BΨi+2 + AπBΨ

ΨC ΨD

 ,

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i+1(P d)2i+2 =


ν1−1∑
i=0

AπA2i+1BΨi+2C

ν1−1∑
i=0

AπA2i+1BΨi+2D

0 0

 ,
to, nakon upotrebe oznake V1 =

ν1−1∑
i=0

AπA2iBΨi+2 date u (3.27), imamo da je

Y1 =

[
(V1D + AV1)C AπBΨ + A(V1D + AV1)

ΨC ΨD

]
.

Dalje, imamo da je

Y2 =

ind(P )−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π =

ind(P 2)−1∑
i=0

(Qd)2i+1P 2iP π +

ind(P 2)−1∑
i=0

(Qd)2i+2P 2i+1P π.
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Sada, kako je (D2 + CB)π = Dπ − CBΨ, imamo

ind(P 2)−1∑
i=0

(Qd)2i+1P 2iP π = QdP π +

ind(P 2)−1∑
i=1

(Qd)2i+1P 2iP π

=

[
Ad − AdBΨC −AdBΨD

0 0

]

+

µ1∑
i=1


(Ad)2i+1B(D2 + CB)i−1DπC

−(Ad)2i+1B(D2 + CB)i−1CBΨC

(Ad)2i+1B(D2 + CB)i−1DπD

−(Ad)2i+1B(D2 + CB)i−1CBΨD

0 0



=


Ad +

µ1−1∑
i=0

(Ad)2i+3B(D2 + CB)iDπC

−
µ1∑
i=0

(Ad)2i+1B(CB)iΨC

µ1−1∑
i=0

(Ad)2i+3B(D2 + CB)iDπD

−
µ1∑
i=0

(Ad)2i+1B(CB)iΨD

0 0


i

ind(P 2)−1∑
i=0

(Qd)2i+2P 2i+1P π = (Qd)2PP π +

ind(P 2)−1∑
i=1

(Qd)2i+2P 2i+1P π

=

[
−(Ad)2BΨDC (Ad)2BDπ − (Ad)2BCBΨ

0 0

]

+

ind(P 2)−1∑
i=1


(Ad)2i+2B(D2 + CB)i−1DC

−(Ad)2i+2B(D2 + CB)iΨDC

(Ad)2i+2B(D2 + CB)iDπ

−(Ad)2i+2B(D2 + CB)iCBΨ

0 0



=



µ1−1∑
i=0

(Ad)2i+4B(D2 + CB)iDπDC

−
µ1∑
i=0

(Ad)2i+2B(CB)iΨDC

µ1−1∑
i=0

(Ad)2i+2B(D2 + CB)iDπ

−
µ1−1∑
i=0

(Ad)2i+2B(CB)i+1Ψ

0 0



=



µ1−1∑
i=0

(Ad)2i+4B(D2 + CB)iDpiDC

−
µ1∑
i=0

(Ad)2i+2B(CB)iΨDC

µ1−1∑
i=0

(Ad)2i+2B(D2 + CB)iDπ

−
µ1∑
i=1

(Ad)2iB(CB)iΨ

0 0

 .
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Sada, ako uvedemo oznaku V2 =
µ1−1∑
i=0

(Ad)2i+4B(D2 + CB)iDπ −
µ1∑
i=0

(Ad)2i+2B(CB)iΨ

kao u (3.28), imamo

Y2 =

[
Ad + (V2D + AV2)C A(V2D + AV2) + AAdBΨ

0 0

]
,

Dalje, imamo

PQY1(P
d)2 =



0 0

C

ν1−1∑
i=0

AπA2i+1BΨi+2DC

+C

ν1−1∑
i=0

AπA2i+2BΨi+2C

C

ν1−1∑
i=0

AπA2i+1BΨi+1

+C

ν1−1∑
i=0

AπA2i+2BΨi+2D


[
BΨ2C BΨ2D

Ψ2DC Ψ

]

=



0 0

C

ν1−1∑
i=0

AπA2i+2BΨi+2CBΨ2C

+C

ν1−1∑
i=0

AπA2i+1BΨi+3DC

+C

ν1−1∑
i=0

AπA2i+2BΨi+2DΨ2DC

C

ν1−1∑
i=0

AπA2i+2BΨi+2CBΨ2D

+C

ν1−1∑
i=0

AπA2i+1BΨi+2

+C

ν1−1∑
i=0

AπA2i+2BΨi+2DΨ



=



0 0

C

ν1−1∑
i=0

AπA2i+2BΨi+3C

+C

ν1−1∑
i=0

AπA2i+1BΨi+3DC

C

ν1−1∑
i=0

AπA2iBΨi+2D − CAπBΨ2D

+C

ν1−1∑
i=0

AπA2i+1BΨi+2


.

Upotrebom oznake V1 date u (3.27) imamo

PQY1(P
d)2 =

[
0 0

CA(AV1Ψ + V1ΨD)C C(V1D + AV1)− CAπBΨ2D

]
.
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Jednostavnim računanjem dobijamo sledeći izraz za PQdY2

0 0

C(Ad)2 + C

µ1−1∑
i=0

(Ad)2i+4B(D2 + CB)iDπC

−C
µ1∑
i=0

(Ad)2i+2B(CB)iΨC

+C

µ1−1∑
i=0

(Ad)2i+5B(D2 + CB)iDpiDC

−C
µ1∑
i=0

(Ad)2i+3B(CB)iΨDC

C

µ1−1∑
i=0

(Ad)2i+4B(D2 + CB)iDπD

−C
µ1∑
i=0

(Ad)2i+2B(CB)iΨD

+C

µ1−1∑
i=0

(Ad)2i+3B(D2 + CB)iDπ

−C
µ1∑
i=0

(Ad)2i+1B(CB)iΨ + CAdBΨ



.

Sada ako upotrebimo oznaku za V2 datu u (3.28), imamo

PQdY2 =

[
0 0

C(Ad)2 + CA((Ad)2V2D + A(Ad)2V2)C C(V2D + AV2) + CAdBΨ

]
.

Računanjem dobijamo još preostala dva elementa sume (3.29):

−PQdP d =

[
0 0

−CAdBΨ2DC −CAdBΨ

]
,

−PQQd(P d)2 =

[
0 0

−CAAdBΨ2C −CAAdBΨ2D

]
.

Sabiranjem svih elemenata sume (3.29) dobijamo da je

Md =

[
Md

11 Md
12

Md
21 Md

22

]
,

gde je

Md
11 = Ad + ((V1 + V2)D + A(V1 + V2))C,

Md
12 = BΨ + A((V1 + V2)D + A(V1 + V2)),

Md
21 = C(Ad)2 + CA((Ad)2V2D + (Ad)2AV2)C + CA(AV1Ψ + V1ΨD)C

− CAdBΨ2DC − CAdABΨ2C + ΨC

= C(Ad)2 + CA
(
(V1Ψ + (Ad)2V2)D + A(V1Ψ + (Ad)2V2)

)
C

− CAd(BΨ2D + ABΨ2) + ΨC,
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Md
22 = C ((V1 + V2)D + A(V1 + V2))− CBΨ2D + ΨD

= C ((V1 + V2)D + A(V1 + V2))−
(
Ψ−D2Ψ2

)
D + ΨD

= C ((V1 + V2)D + A(V1 + V2)) +Dd

Primenom oznake Σk date u (3.26) dobijamo da važi tvrd̄enje. �

Kao direktnu posledicu prethodne teoreme dobijamo sledeći originalan rezultat,
takod̄e iz rada [43].

Posledica 3.10 Neka je M ∈ Cn×n matrica definisana sa (3.13). Ako je DCB = 0 i
CA = 0, tada je

Md =

[
Ad + Σ0C BΨ + AΣ0

ΨC ΨD

]
,

gde je Σ0 definisano kao u (3.26) i Ψ je dato u (3.8).

Dokaz. Treba dokazati samo da je Dd + Σ0 = ΨD.

Dd + Σ0 = Dd + C ((V1 + V2)D + A(V1 + V2)) = Dd + CV1D + CV2D

= Dd + CV1D = Dd + C

ν1−1∑
i=0

AπA2iBΨi+2D = Dd + CBΨ2D

= Dd +
(
Ψ−D2Ψ2

)
D = Dd + ΨD − (Dd)2D = ΨD.�

Očigledno je Posledica 3.10, pa samim tim i Teorema 3.13, generalizacija slučaja
kada je CB = 0 i CA = 0 iz rada [20], koji smo predstavili u Posledici 3.7. Sledeći
rezultat je takod̄e posledica Teoreme 3.13, a može se dobiti i kao samostalan rezultat.

Posledica 3.11 Neka je M ∈ Cn×n matrica definisana kao u (3.13). Ako je BCA = 0
i DC = 0, tada je

Md =

[
AΩ ΩB +RD
CΩ Dd + CR

]
,

gde je

R = (R1 +R2)D + A(R1 +R2),

R1 =

µ2−1∑
i=0

Aπ(A2 +BC)iB(Dd)2i+4 −
µ2∑
i=0

Ω(BC)iB(Dd)2i+2,

R2 =

ν2−1∑
i=0

Ωi+2BD2iDπ,

ν2 = ind(D2), µ2 = ind(A2 +BC) i Ω je definisano kao u (3.6).
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Dokaz. Neka je

P =

[
0 0
0 D

]
, Q =

[
A B
C 0

]
.

Tada je M = P +Q. Kako važi

PQ =

[
0 0
DC 0

]
,

to matrice P i Q zadovoljavaju uslov Teoreme 2.2, pa važi

Md =

ind(Q)−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1 +

ind(P )−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π. (3.30)

Trivijalno dobijamo da za k ∈ N važi

P k =

[
0 0
0 Dk

]
, (P d)k =

[
0 0
0 (Dd)k

]
, P π =

[
I 0
0 Dπ

]
.

Kako je BCA = 0, to matrica Q zadovoljava uslov Teoreme 3.2, pa je

Qd =

[
AΩ ΩB

CΩ CAΩ2B

]
.

Takod̄e, matrica Q zadovoljava uslov Posledice 3.2, pa njenom primenom dobijamo
sledeće jednakosti:

Q2k =

[
(A2 +BC)k A(A2 +BC)k−1B

CA(A2 +BC)k−1 C(A2 +BC)k−1B

]
, za k ≥ 1,

Q2k+1 =

[
A(A2 +BC)k (A2 +BC)kB

C(A2 +BC)k CA(A2 +BC)k−1B

]
, za k ≥ 1,

(Qd)2k =

[
Ωk AΩk+1B

CAΩk+1 CΩk+1B

]
, za k ≥ 1

(Qd)2k+1 =

[
AΩk+1 Ωk+1B

CΩk+1 CAΩk+2B

]
, za k ≥ 0.

Na osnovu Posledice 3.2 imamo da je (A2 + BC)π = Aπ − ΩBC = (BC)π − A2Ω,
pa je

Qπ =

[
Aπ − ΩBC −AΩB

−CAΩ I − CΩB

]
.
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Sada možemo da odredimo sve elemente sume (3.30). Kako je

ind(Q)−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1 =

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i(P d)2i+1 +

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i+1(P d)2i+2,

i
ind(P )−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π =

ind(P 2)−1∑
i=0

(Qd)2i+1P 2iP π +

ind(P 2)−1∑
i=0

(Qd)2i+2P 2i+1P π,

to ćemo odrediti posebno svaku od ove četiri sume.

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i(P d)2i+1 = QπP d +

ind(Q2)−1∑
i=1

QπQ2i(P d)2i+1

=

[
0 −AΩBDd

0 Dd − CΩBDd

]
+

ind(Q2)−1∑
i=1


0

Aπ(A2 +BC)i−1B(Dd)2i+1

−AΩBC(A2 +BC)i−1B(Dd)2i+1

0
−CAΩA(A2 +BC)i−1B(Dd)2i+1

+C(A2 +BC)i−1B(Dd)2i+1

−CΩBC(A2 +BC)i−1B(Dd)2i+1



=



0

A

µ2∑
i=1

Aπ(A2 +BC)i−1B(Dd)2i+1

−AΩBDd − A
µ2∑
i=1

Ω(BC)iB(Dd)2i+1

0

Dd + C

µ2∑
i=1

Aπ(A2 +BC)i−1B(Dd)2i+1

−CΩBDd − C
µ2∑
i=1

Ω(BC)iB(Dd)2i+1



=


0 A

µ2−1∑
i=0

Aπ(A2 +BC)iB(Dd)2i+3 − A
µ2∑
i=0

Ω(BC)iB(Dd)2i+1

0 Dd + C

µ2−1∑
i=0

Aπ(A2 +BC)iB(Dd)2i+3 − C
µ2∑
i=0

Ω(BC)iB(Dd)2i+1

 .

Ako uprotrebimo oznaku R1 =
µ2−1∑
i=0

Aπ(A2+BC)iB(Dd)2i+4−
µ2∑
i=0

Ω(BC)iB(Dd)2i+2,

imamo da je
ind(Q2)−1∑

i=0

QπQ2i(P d)2i+1 =

[
0 AR1D
0 Dd + CR1D

]
.
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Analogno dobijamo i

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i+1(P d)2i+2 = QπQ(P d)2 +

ind(Q2)−1∑
i=1

QπQ2i+1(P d)2i+2

=

[
0 AπB(Dd)2 − ΩBCB(Dd)2

0 −CAΩB(Dd)2

]

+


0

µ2−1∑
i=1

Aπ(A2 +BC)iB(Dd)2i+2 −
µ2−1∑
i=1

ΩBC(A2 +BC)iB(Dd)2i+2

0 CA

µ2∑
i=1

(A2 +BC)π(A2 +BC)i−1B(Dd)2i+2



=


0

µ2−1∑
i=0

Aπ(A2 +BC)iB(Dd)2i+2 −
µ2−1∑
i=0

Ω(BC)i+1B(Dd)2i+2

0 CA

µ2−1∑
i=0

Aπ(A2 +BC)iB(Dd)2i+4 − CA
µ2∑
i=0

Ω(BC)iB(Dd)2i+2

 ,
pa upotrebom oznake za R1 dobijamo

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i+1(P d)2i+2 =

[
0 ΩBDDd +R1D

2

0 CAR1

]
.

Na sličan način dobijamo i

ind(P 2)−1∑
i=0

(Qd)2i+1P 2iP π = QdP π +

ν2−1∑
i=1

(Qd)2i+1P 2iP π

=

[
AΩ ΩBDπ

CΩ CAΩ2BDπ

]
+


0

ν2−1∑
i=1

Ωi+1BD2iDπ

0 CA

ν2−1∑
i=1

Ωi+2BD2iDπ



=


AΩ ΩBDπ +

ν2−1∑
i=0

Ωi+2BD2i+2Dπ

CΩ CA

ν2−1∑
i=0

Ωi+2BD2iDπ

 ,

pa upotrebom oznake R2 =
ν2−1∑
i=0

Ωi+2BD2iDπ imamo

ind(P 2)−1∑
i=0

(Qd)2i+1P 2iP π =

[
AΩ ΩBDπ +R2D

2

CΩ CAR2

]
.
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Takod̄e, imamo

ind(P 2)−1∑
i=0

(Qd)2i+2P 2i+1P π =


0 A

ν2−1∑
i=0

Ωi+2BD2i+1Dπ

0 C

ν2−1∑
i=0

Ωi+2BD2i+1Dπ

 ,
pa primenom oznake za R2 dobijamo

ind(P 2)−1∑
i=0

(Qd)2i+2P 2i+1P π =

[
0 AR2D
0 CR2D

]
.

Sada, nakon sabiranja svih elemenata sume (3.30), dobijamo

Md =

[
AΩ ΩB + A(R1 +R2)D + (R1 +R2)D

2

CΩ Dd + C(R1 +R2)D + CA(R1 +R2)

]

=

[
AΩ ΩB + (A(R1 +R2) + (R1 +R2)D)D

CΩ Dd + C (A(R1 +R2) + (R1 +R2)D)

]
.�

Ističemo da je Posledica 3.11, pa samim tim i Teorema 3.13, generalizacija rezultata
iz rada [12], gde je pored uslova BCA = 0 i DC = 0 neophodan i uslov BD = 0 (videti
[12], Teorema 4.4) ili uslov da je D nilpotentna matrica (videti [12], Teorema 4.5).
Dakle, Teorema 3.13 je generalizacija slučajeva navedenih u sledećoj listi:

(i) BC = 0, DC = 0 i BD = 0 [27];

(ii) BC = 0, DC = 0 i D je nilpotentna matrica [35];

(iii) BC = 0 i DC = 0 [19];

(iv) BCB = 0, BCA = 0, DCB = 0 i DCA = 0 [63];

(v) CA = 0 i CB = 0 [20];

(vi) BCA = 0, DC = 0 i BD = 0 [12];

(vii) BCA = 0, DC = 0 i D je nilpotentna matrica [12].

U narednom primeru posmatramo matricu M oblika (3.13) čiji blokovi ne zadovol-
javaju uslove date u prethodnoj listi, pa reprezentaciju zaMd ne možemo dobiti pomoću
pomenutih rezultata. Med̄utim, blokovi matrice M zadovoljavaju uslove Posledice 3.11,
pa samim tim i Teoreme 3.13, te njenom primenom dobijamo reprezentaciju za Md.
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Primer 3.4 Neka je matrica M definisana kao u (3.13), gde je

A =

 1 0 0
1 1 0
1 1 0

 , B =

 1 0 0
1 0 1
1 0 −1

 ,

C =

 0 0 0
1 1 1
0 1 −1

 , D =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 .
Kako je BC 6= 0, BCB 6= 0, CA 6= 0, BD 6= 0 i D nije nilpotentna matrica, to formulu
za Md ne možemo dobiti primenom pomenutih rezultata iz radova [27, 35, 19, 63, 20,
12]. Kako je BCA = 0 i DC = 0, to su ispunjeni uslovi Posledice 3.11, pa njenom
primenom možemo da dobijemo reprezentaciju za Md.
Uočimo prvo da je D idempotentna matrica, pa je ind(D) = 1, Dd = D. Nakon
računanja dobijamo ind(A) = 1, ind(BC) = 1, ind(A2 +BC) = 1 i

Ad =

 1 0 0

−1 1 0

−1 1 0

 , (BC)d =


0 0 0

0
1

4
−1

4

0 −1

4

1

4

 , Ω =


1 0 0

−2
1

2

1

2

−2 0 1

 .

Sada, nakon primene Posledice 3.11 dobijamo sledeću reprezentaciju za Md.

Md =



1 0 0 −1 0 0

−1
1

2

1

2
0 0 0

−1
1

2

1

2
0 0 −1

0 0 0 1 0 0

−3
1

2

3

2
0 0 −1

0
1

2
−1

2
0 0 0


.

N. Castro–González, E. Dopazo i M.F. Mart́ınez–Serrano dali su eksplicitnu reprezentaciju
za Md pod uslovima BCA = 0, BD = 0 i BC je nilpotentna matrica (videti [12], Teo-
rema 4.2). Ovaj rezultat je uopštila D.S. Cvetković–Ilić i dala reprezentaciju za Md

samo pod uslovima BCA = 0 i BD = 0, bez dodatnog uslova da je BC nilpotentna
matrica (videti [23], Teorema 2.1). Sledeća teorema predtavlja uopštenje ovih rezultata.
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Teorema 3.14 Neka je M matrica definisana kao u (3.13). Ako je BCA = 0, ABD =
0 i CBD = 0, tada je

Md =

 AΩ +B(F1 + F2)
ΩB +BD(F1Ω + (Dd)2F2)B

+B(Dd)2 −BDd(CA+DC)Ω2B

CΩ +D(F1 + F2) Dd + (F1 + F2)B

 ,
gde je

F1 =

ν2−1∑
i=0

DπD2i(CA+DC)Ωi+2,

F2 =

µ2−1∑
i=0

(Dd)2i+4(CA+DC)(A2 +BC)i(BC)π −
µ2∑
i=0

(Dd)2i+2(CA+DC)A2iΩ,

ν2 = ind(D2), µ2 = ind(A2 +BC) i Ω je definisano kao u (3.6).

Dokaz. Teorema se dokazuje analogno dokazu Teoreme 3.13. Ako uvedemo oznake

P =

[
A B
C 0

]
, Q =

[
0 0
0 D

]
,

imamo da je M = P + Q. Takod̄e, imamo da je QPQ = 0 i P 2Q = 0, pa matrice P i
Q zadovoljavaju uslove Teoreme 2.4. Dakle, važi

Md = Y1 + Y2 + PQY1(P
d)2 + PQdY2 − PQQd(P d)2 − PQdP d, (3.31)

gde su

Y1 =

ind(Q)−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1, Y2 =

ind(P )−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π.

Trivijalno dobijamo da za k ∈ N važi

Qk =

[
0 0
0 Dk

]
, (Qd)k = Qk =

[
0 0
0 (Dd)k

]
, Qπ = Qk =

[
I 0
0 DDd

]
.

Kako je BCA = 0, matrica P ispunjava uslov Teoreme 3.2, te je

P d =

[
AΩ ΩB
CΩ CAΩ2B

]
.

Takod̄e, matrica P ispunjava uslov Posledice 3.2, pa stoga važi

P 2k =

[
(A2 +BC)k A(A2 +BC)k−1B

CA(A2 +BC)k−1 C(A2 +BC)k−1B

]
, za k ≥ 1,

P 2k+1 =

[
A(A2 +BC)k (A2 +BC)kB

C(A2 +BC)k CA(A2 +BC)k−1B

]
, za k ≥ 1,
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i

(P d)2k+1 =

[
AΩk+1 Ωk+1B

CΩk+1 CAΩk+2B

]
, za k ≥ 0,

(P d)2k =

[
Ωk AΩk+1B

CAΩk+1 CΩk+1B

]
, za k ≥ 1,

kao i

P π =

[
(A2 +BC)π −AΩB
−CAΩ I − CΩB

]
=

[
(BC)π − A2Ω −AΩB
−CAΩ I − CΩB

]
.

Nakon računanja, dobijamo sledeće jednakosti:

Y1 =



AΩ ΩB

ν2−1∑
i=0

DπD2iCΩi+1

+

ν2−1∑
i=0

DπD2i+1CAΩi+2

ν2−1∑
i=0

DπD2iCAΩi+2B

+

ν2−1∑
i=0

DπD2i+1CΩi+2B


=

[
AΩ ΩB

DF1 +DπCΩ F1B

]
,

Y2 =



0 0

µ2−1∑
i=0

(Dd)2i+3CA(A2 +BC)i(BC)π

−
µ2∑
i=0

(Dd)2i+1CA2i+1Ω

+

µ2−1∑
i=0

(Dd)2i+2C(A2 +BC)i(BC)π

−
µ2∑
i=0

(Dd)2i+2CA2i+2Ω

Dd +

µ2−1∑
i=0

(Dd)2i+3C(A2 +BC)i(BC)πB

−
µ2∑
i=0

(Dd)2i+1CA2iΩB

+

µ2−1∑
i=0

(Dd)2i+4CA(A2 +BC)i(BC)πB

−
µ2∑
i=0

(Dd)2i+2CA2i+1ΩB


=

[
0 0

CΩ−DπCΩ +DF2 Dd + F2B

]
,
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PQY1(P
d)2 =


B

ν2−1∑
i=0

DπD2i+1CΩi+2

+B

ν2−1∑
i=0

DπD2i+2CAΩi+3

B

ν2−1∑
i=0

DπD2i+2CΩi+3B

+B

ν2−1∑
i=0

DπD2i+1CAΩi+3B

0 0


=

[
BF1 −BDπCAΩ2 BDF1ΩB

0 0

]

PQdY2 =



B

µ2−1∑
i=0

(Dd)2i+4CA(A2 +BC)i(BC)π

−B
µ2∑
i=0

(Dd)2i+2CA2i+1Ω

+B

µ2−1∑
i=0

(Dd)2i+3C(A2 +BC)i(BC)π

−B
µ2∑
i=0

(Dd)2i+3CA2i+2Ω

B

µ2−1∑
i=0

(Dd)2i+5CA(A2 +BC)i(BC)πB

+B(Dd)2 −B
µ2∑
i=0

(Dd)2i+3CA2i+1ΩB

+B

µ2−1∑
i=0

(Dd)2i+4C(A2 +BC)i(BC)πB

−B
µ2∑
i=0

(Dd)2i+2CA2iΩB

0 0


=

[
BF2 +BDdCΩ B(Dd)2 +BDdF2B

0 0

]

− PQQd(P d)2 =

[
−BDDdCAΩ2 −BDDdCΩ2B

0 0

]

− PQdP d =

[
−BDdCΩ −BDdCAΩ2B

0 0

]
.

Nakon sabiranja svih elemenata sume (3.31) dobijamo da tvrd̄enje teoreme važi. �

U sledećoj teoremi izložena je još jedna generalizacija slučaja CB = 0, CA = 0
[20].

Teorema 3.15 Neka je M matrica definisana kao u (3.13). Ako je BCA = 0, DCA =
0 i CBD = 0, tada je

Md =

 Ad + (G1 +G2)C BΓ + A(G1 +G2)

ΓC + CA(G1Γ + (Ad)2G2)C

+C(Ad)2 − CAd(AB +BD)Γ2C
DΓ + C(G1 +G2)

 ,
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gde je

G1 =

ν1−1∑
i=0

AπA2i(AB +BD)Γi+2, (3.32)

G2 =

µ1−1∑
i=0

(Ad)2i+4(AB+BD)(D2+CB)i(CB)π−
µ1∑
i=0

(Ad)2i+2(AB+BD)D2iΓ, (3.33)

ν1 = ind(A2), µ1 = ind(D2 + CB) i Γ je definisano kao u (3.11).

Dokaz. Ako uvedemo oznake

P =

[
0 B
C D

]
, Q =

[
A 0
0 0

]
,

imamo da je M = P + Q. Trivijalno dobijamo QPQ = 0, P 2Q = 0, pa matrice P
i Q zadovoljavaju uslove Teoreme 2.4. Iz uslova teoreme CBD = 0 imamo da ma-
trica P zadovoljava uslov Teoreme 3.4, kao i Posledice 3.4. Primenom ovih tvrd̄enja
i korǐsćenjem sličnog metoda kao u dokazu Teoreme 3.13, dobija se da važi tvrd̄enje
teoreme. �

Sledeći rezultat dobijamo kao direktnu posledicu Teoreme 3.15.

Posledica 3.12 Neka je M matrica definisana sa (3.13). Ako je CBD = 0 i CA = 0,
tada je

Md =

[
Ad + (G1 +G2)C BΓ + A(G1 +G2)

ΓC DΓ

]
,

gde su Γ, G1 i G2 definisani kao u (3.11), (3.32) i (3.33) respektivno.

D.S. Cvetković–Ilić je 2008. godine dala reprezentaciju za Md pod uslovima AB = 0
i CB = 0 (videti [19], Posledica 2.2). Ovaj rezultat su uopštili H. Yang i X. Liu 2011.
godine i dali reprezentaciju za Md pod uslovima ABC = 0, ABD = 0, CBD = 0 i
CBC = 0 (videti [63], Teorema 3.2). U sledećoj Teoremi izlažemo reprezentaciju za
Md pod uslovima ABC = 0, ABD = 0 i CBD = 0, bez dodatnog uslova CBC = 0.

Teorema 3.16 Neka je matrica M definisana kao u (3.13). Ako je ABC = 0, ABD =
0 i CBD = 0, tada je

Md =

 Ad +BΘ0

BΓ +BΘ1AB + (Ad)2B

−B(Γ2CA+DΓ2C)AdB

ΓC + Θ0A Dd + Θ0B

 ,
gde je

Θk =
(
K1(A

d)2k + ΓkK2

)
A+D

(
K1(A

d)2k + ΓkK2

)
, za k = 0, 1, (3.34)

K1 =

µ1−1∑
i=0

Dπ(D2 + CB)iC(Ad)2i+4 −
µ1∑
i=0

Γ(CB)iC(Ad)2i+2, (3.35)
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K2 =

ν1−1∑
i=0

Γi+2CA2iAπ, (3.36)

ν1 = ind(A2), µ1 = ind(D2 + CB) i Γ je definisano kao u (3.11).

Dokaz. Ako predstavimo matricu M kao M = P +Q, gde su

P =

[
A 0
0 0

]
, Q =

[
0 B
C D

]
.

imamo da je PQP = 0 i PQ2 = 0. Stoga matrice P i Q zadovoljavaju uslove Teoreme
2.3, pa važi

Md = Y1 + Y2 + Y1P
dQ+ (Qd)2Y2PQ−QdP dQ− (Qd)2P dPQ, (3.37)

gde je

Y1 =

ind(Q)−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1, Y2 =

ind(P )−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π.

Trivijalno dobijamo da za k ∈ N važi

P k =

[
Ak 0
0 0

]
, (P d)k =

[
(Ad)k 0

0 0

]
, P π =

[
Aπ 0
0 I

]
.

Kako je CBD = 0, to matrica Q zadovoljava uslov Teoreme 3.4, pa važi

Qd =

[
BDΓ2C BΓ

ΓC DΓ

]
.

Matrica Q zadovoljava i uslov Posledice 3.4, pa njenom primenom dobijamo:

Q2k =

[
B(D2 + CB)k−1C BD(D2 + CB)k−1

(D2 + CB)k−1C (D2 + CB)k

]
, za k ≥ 1,

Q2k+1 =

[
BD(D2 + CB)k−1C B(D2 + CB)k

(D2 + CB)kC D(D2 + CB)k

]
, za k ≥ 1,

(Qd)2k =

[
BΓk+1C BDΓk+1

DΓk+1C Γk

]
, za k ≥ 1,

(Qd)2k+1 =

[
BDΓk+2C BΓk+1

Γk+1C DΓk+1

]
, za k ≥ 0,

i

Qπ =

[
I −BΓC −BDΓ

−DΓC (D2 + CB)π

]
=

[
I −BΓC −BDΓ

−DΓC Dπ − ΓCB

]
.
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Sada možemo da izračunamo sve elemente sume (3.37). Kako je

Y1 =

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i(P d)2i+1 +

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i+1(P d)2i+2,

to imamo

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i(P d)2i+1 = QπP d +

ind(Q2)−1∑
i=1

QπQ2i(P d)2i+1

=

[
Ad −BΓCAd 0

−DΓCAd 0

]
+

ind(Q2)−1∑
i=1



B(D2 + CB)i−1C(Ad)2i+1

−BΓCB(D2 + CB)i−1C(Ad)2i+1

−BDΓD(D2 + CB)i−1C(Ad)2i+1

0

−DΓCB(D2 + CB)i−1C(Ad)2i+1

+DπD(D2 + CB)i−1C(Ad)2i+1
0



=



Ad +B

µ1−1∑
i=0

Dπ(D2 + CB)iC(Ad)2i+3

−B
µ1∑
i=0

Γ(CB)iC(Ad)2i+1

0

D

µ1−1∑
i=0

Dπ(D2 + CB)iC(Ad)2i+3

−D
µ1∑
i=0

Γ(CB)iC(Ad)2i+1

0


,

i

ind(Q2)−1∑
i=0

QπQ2i+1(P d)2i+2 = QπQ(P d)2 +

ind(Q2)−1∑
i=1

QπQ2i+1(P d)2i+2

=

[
−BDΓC(Ad)2 0

DπC(Ad)2 − ΓCBC(Ad)2 0

]
+

ind(Q2)−1∑
i=1


BD(D2 + CB)i−1C(Ad)2i+2

−BDΓ(D2 + CB)iC(Ad)2i+2
0

Dπ(D2 + CB)iC(Ad)2i+2

−ΓCB(D2 + CB)iC(Ad)2i+2
0



68



3 Drazinov inverz blok matrica

=



BD

µ1−1∑
i=0

Dπ(D2 + CB)iC(Ad)2i+4

−BD
µ1∑
i=0

Γ(CB)iC(Ad)2i+2

0

µ1−1∑
i=0

Dπ(D2 + CB)iC(Ad)2i+2

−
µ1∑
i=0

Γ(CB)i+1C(Ad)2i+2

0


,

pa je

Y1 =



Ad +B

(
µ1−1∑
i=0

Dπ(D2 + CB)iC(Ad)2i+4 −
µ1∑
i=0

Γ(CB)iC(Ad)2i+2

)
A

+BD

(
µ1−1∑
i=0

Dπ(D2 + CB)iC(Ad)2i+4 −
µ1∑
i=0

Γ(CB)iC(Ad)2i+2

) 0

D

(
µ1−1∑
i=0

Dπ(D2 + CB)iC(Ad)2i+4 −
µ1∑
i=0

Γ(CB)iC(Ad)2i+2

)
A

+

(
µ1−1∑
i=0

Dπ(D2 + CB)iC(Ad)2i+4 −
µ1∑
i=0

Γ(CB)iC(Ad)2i+2

)
A2 + ΓCAAd

0


.

Sada, upotrebom oznake K1 date u (3.35), imamo da je

Y1 =

[
Ad +B(K1A+DK1) 0

ΓC − ΓCAπ + (K1A+DK1)A 0

]
.

Analogno imamo i za Y2. Kako je

Y2 =

ind(P 2)−1∑
i=0

(Qd)2i+1P 2iP π +

ind(P 2)−1∑
i=0

(Qd)2i+2P 2i+1P π,

i
ind(P 2)−1∑

i=0

(Qd)2i+1P 2iP π = QdP π +

ind(P 2)−1∑
i=1

(Qd)2i+1P 2iP π

=

[
BDΓ2CAπ BΓ

ΓCAπ DΓ

]
+

ν1−1∑
i=1

[
BDΓi+2CA2iAπ 0

Γi+1CA2iAπ 0

]

=


BD

ν1−1∑
i=0

Γi+2CA2iAπ BΓ

ν1−1∑
i=0

Γi+2CA2i+2Aπ + ΓCAπ DΓ


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ind(P 2)−1∑
i=0

(Qd)2i+2P 2i+1P π =


B

ν1−1∑
i=0

Γi+2CA2i+1Aπ 0

D

ν1−1∑
i=0

Γi+2CA2i+1Aπ 0


to je

Y2 =


B

(
D

ν1−1∑
i=0

Γi+2CA2iAπ +

ν1−1∑
i=0

Γi+2CA2i+1Aπ

)
BΓ

(
D

ν1−1∑
i=0

Γi+2CA2iAπ +

ν1−1∑
i=0

Γi+2CA2i+1Aπ

)
A+ ΓCAπ DΓ

 .
Upotrebom oznake za K2, date u (3.36), dobijamo

Y2 =

[
B(K2A+DK2) BΓ

ΓCAπ + (K2A+DK2)A DΓ

]
.

Nakon računanja dobijamo i preostale elemente sume (3.37):

Y1P
dQ =

[
0 (Ad)2B +B

(
K1A

d +DK1(A
d)2
)
AB

0 (K1A+DK1)B + ΓCAdB

]
,

(Qd)2Y2PQ =

[
0 B(ΓK2A+DΓK2)AB

0 (K2A+DK2)B −DΓ2CAπB

]
,

−QdP dQ =

[
0 −BDΓ2CAdB

0 −ΓCAdB

]
,

−(Qd)2P dPQ =

[
0 −BΓ2CAAdB

0 −DΓ2CAAdB

]
.

Nakon sabiranja svih elemenata sume (3.37) dobijamo da važi tvrd̄enje teoreme. �

Primetimo da je prethodna teorema generalizacija slučaja kada blokovi matrice M
zadovoljavaju uslove ABC = 0 i BD = 0 (videti [8], Teorema 2.3).

Sledeći rezultat je direktna posledica Teoreme 3.16.

Posledica 3.13 Neka je matrica M definisana sa (3.13). Ako je CBD = 0 i AB = 0,
tada je

Md =

[
Ad +BΘ0 BΓ
ΓC + Θ0A DΓ

]
,

gde su Γ i Θ0 definisani kao u (3.11) i (3.34), respektivno.
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U sledećoj teoremi dajemo još jedno uopštenje slučaja kada blokovi matrice M
zadovoljavaju uslove AB = 0 i CB = 0 [19].

Teorema 3.17 Neka je matrica M definisana sa (3.13). Ako je ABC = 0, ABD = 0
i DCB = 0, tada je

Md =

 Ad +B(N1 +N2)
BΨ +B(N1(A

d)2 + ΨN2)AB

+(Ad)2B −BΨ2(CA+DC)AdB

ΨC + (N1 +N2)A ΨD + (N1 +N2)B

 , (3.38)

gde je

N1 =

µ1−1∑
i=0

(CB)π(D2+CB)i(CA+DC)(Ad)2i+4−
µ1∑
i=0

ΨD2i(CA+DC)(Ad)2i+2, (3.39)

N2 =

ν1−1∑
i=0

Ψi+2(CA+DC)A2iAπ, (3.40)

ν1 = ind(A2), µ1 = ind(D2 + CB) i Ψ je dato u (3.8).

Dokaz. Ako uvedemo oznake

P =

[
A 0
0 0

]
, Q =

[
0 B
C D

]
,

imamo da je M = P +Q. Kako je PQP = 0 i PQ2 = 0, to matrice P i Q zadovoljavaju
uslove Teoreme 2.3, pa je

Md = Md = Y1 + Y2 + Y1P
dQ+ (Qd)2Y2PQ−QdP dQ− (Qd)2P dPQ, (3.41)

gde je

Y1 =

ind(Q)−1∑
i=0

QπQi(P d)i+1, Y2 =

ind(P )−1∑
i=0

(Qd)i+1P iP π.

Za matricu P dobijamo trivijalno da za k ∈ N važi

P k =

[
Ak 0
0 0

]
, (P d)k =

[
(Ad)k 0

0 0

]
, P π =

[
Aπ 0
0 I

]
.

Iz uslova teoreme DCB = 0 sledi da matrica Q zadovoljava uslove Teoreme 3.3, pa
njenom primenom dobijamo

Qd =

[
BΨ2DC BΨ

ΨC ΨD

]
.

Primenom Posledice 3.3 na matricu Q dobijamo:

Q2k =

[
B(D2 + CB)k−1C B(D2 + CB)k−1D

(D2 + CB)k−1DC (D2 + CB)k

]
, za k ≥ 1,
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Q2k+1 =

[
B(D2 + CB)k−1DC B(D2 + CB)k

(D2 + CB)kC (D2 + CB)kD

]
, za k ≥ 1,

(Qd)2k =

[
BΨk+1C BΨk+1D

Ψk+1DC Ψk

]
, za k ≥ 1,

(Qd)2k+1 =

[
BΨk+2DC BΨk+1

Ψk+1C Ψk+1D

]
, za k ≥ 0,

Qπ =

[
I −BΨC −BΨD

−ΨDC (CB)π −ΨD2

]
.

Sada možemo da odredimo sve elemente sume (3.41). Nakon računanja dobijamo:

Y1 =



Ad +B

(
µ1−1∑
i=0

(CB)π(D2 + CB)i(CA+DC)(Ad)2i+4

−
µ1∑
i=0

ΨD2iC(Ad)2i+2

) 0

ΨCAAd +

(
µ1−1∑
i=0

(CB)π(D2 + CB)i(CA+DC)(Ad)2i+4

−
µ1∑
i=0

ΨD2iC(Ad)2i+2

)
A

0


,

Y2 =


B

(
ν1−1∑
i=0

Ψi+2(CA+DC)A2iAπ

)
BΨ

ΨCAπ +

(
ν1−1∑
i=0

Ψi+2(CA+DC)A2iAπ

)
A ΨD

 ,

Y1P
dQ =



0

(Ad)2B +B

(
µ1−1∑
i=0

(CB)π(D2 + CB)i(CA+DC)(Ad)2i+4

−
µ1∑
i=0

ΨD2iC(Ad)2i+2

)
AdB

0

(
µ1−1∑
i=0

(CB)π(D2 + CB)i(CA+DC)(Ad)2i+4

−
µ1∑
i=0

ΨD2iC(Ad)2i+2

)
B + ΨCAdB


,
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(Qd)2Y2PQ =


0 BΨ

(
ν1−1∑
i=0

Ψi+2(CA+DC)A2iAπ

)
AB

0

(
ν1−1∑
i=0

Ψi+2(CA+DC)A2iAπ

)
B + Ψ2DCAAdB

 ,

−QdP dQ =

[
0 −BΨ2DCAdB
0 −ΨCAdB

]
,

−(Qd)2P dPQ =

[
0 −BΨ2CAAdB
0 −Ψ2DCAAdB

]
.

Upotrebom oznaka za N1 i N2, koje su date u (3.39) i (3.40) redom, pa sabiranjem
svih elemenata sume (3.41) dobijamo da je teorema tačna. �

Prethodna teorema jeste i generalizacija slučaja kada blokovi matrice M zadovol-
javaju uslove ABC = 0, BD = 0 i DC = 0 (videti [17], Teorema 1).

Sledeći rezultat je direktna posledica Teoreme 3.17.

Posledica 3.14 Neka je matrica M definisana sa (3.13). Ako je DCB = 0 i AB = 0,
tada je

Md =

[
Ad +B(N1 +N2) BΨ
ΨC + (N1 +N2)A ΨD

]
,

gde su Ψ, N1 i N2 definisani kao u (3.8), (3.39) i (3.40), respektivno.

A.S. Cvetković i G.V. Milovanović (videti [17]) su 2011. godine dali eksplicitnu
reprezentaciju za Md pod uslovima ABC = 0, DC = 0 i uslovom da je BD = 0 (ili da
je BC nilpotentna, ili da je D nilpotentna matrica). D.S. Cvetković–Ilić je uopštila ove
rezultate i predstavila reprezentaciju za Md samo pod uslovima ABC = 0 i DC = 0,
bez dodatnog uslova (videti [23], Teorema 2.2). U sledećoj teoremi izlažemo uopštenje
pomenutih rezultata.

Teorema 3.18 Neka je M matrica definisana sa (3.13). Ako je ABC = 0, DCA = 0
i DCB = 0, tada je

Md =

 ΦA+ (U1 + U2)C ΦB + (U1 + U2)D

CΦ + C(U1(D
d)2 + ΦU2)DC

+(Dd)2C − CΦ2(AB +BD)DdC
Dd + C(U1 + U2)

 ,
gde je

U1 =

µ2−1∑
i=0

(BC)π(A2 +BC)i(AB +BD)(Dd)2i+4 −
µ2∑
i=0

ΦA2i(AB +BD)(Dd)2i+2

U2 =

ν2−1∑
i=0

Φi+2(AB +BD)D2iDπ,
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ν2 = ind(D2), µ2 = ind(A2 +BC) i Φ je definisano kao u (3.5).

Dokaz. Teorema se dokazuje analogno dokazu Teoreme 3.13. Naime, ako uvedemo
oznake

P =

[
0 0
0 D

]
, Q =

[
A B
C 0

]
,

imamo da je M = P + Q. Takod̄e je PQP = 0 i PQ2 = 0, pa matrice P i Q zadovol-
javaju uslove Teoreme 2.3. Kako je ABC = 0, to matrica Q zadovoljava uslov Teoreme
3.1 i Posledice 3.1. Nakon primene Teoreme 3.1, Posledice 3.1, Teoreme 2.3 i nakon
računanja dobija se da je teorema tačna. �

3.3 Drazinov inverz blok matrica čiji je Šurov kom-

plement jednak nuli

Neka je matrica M definisana sa (3.13). Uopšteni Šurov komplement matrice A u
matrici M definǐse se kao matrica Z = D − CAdB. Uopšteni Šurov komplement ima
značajnu ulogu u reprezentacijama za Md. Još 1989. godine J. Miao [47] dao je eksplic-
itnu reprezentaciju za Md pod uslovima koji uključuju i uopšteni Šurov komplement,
tj. pod uslovima CAπ = 0, AπB = 0 i Z = 0.

Lema 3.3 [47] Neka je M matrica definisana kao u (3.13). Ako je AπB = 0, CAπ = 0
i Z = 0, tada je

Md =

[
I

CAd

] (
(AW )d

)2
A
[
I AdB

]
,

gde je W = AAd + AdBCAd.

Y. Wei [60] je 1998. godine dao reprezentaciju za Md pod uslovima koji uključuju i
nesingularni Šurov komplement, tj. pod uslovima CAπ = 0, AπB = 0 i Z je invertibilna
matrica. Nakon toga publikovano je mnogo radova gde su autori ponudili reprezentacije
za Md pod raznim uslovima koji uključuju i uopšteni Šurov komplement (videti [35,
41, 20, 21, 22, 26, 44, 13, 63, 7]). U ovom poglavlju izlažemo originalne rezultate iz
rada [57], a koji su uopštenje sledećih slučajeva:

(i) CAπ = 0, AπB = 0 i Z = 0 [47];

(ii) CAπB = 0, AAπB = 0 i Z = 0 [35];

(iii) CAπB = 0, CAπA = 0 i Z = 0 [35];

(iv) CAπBC = 0, AAπBC = 0 i Z = 0 [63];

(v) BCAπB = 0, BCAπA = 0 i Z = 0 [63];

(vi) ABCAπ = 0, BCAπ je nilpotenta matrica i Z = 0 [44];
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(vii) AπBCA = 0, AπBC je nilpotenta matrica i Z = 0 [44];

(viii) ABCAπ = 0, AπABC = 0 i Z = 0 [7];

(ix) ABCAπ = 0, CBCAπ = 0 i Z = 0 [7].

Teorema 3.19 Neka je matrica M definisana sa (3.13). Ako je ABCAπA = 0,
ABCAπB = 0 i Z = 0, tada je

Md =

([
(BCAπ)π 0

−(CAπB)dCAπA (CAπB)π

]
(P d)2

+
t−1∑
i=0

[
(BCAπ)π(BCAπ)i+1 0

(CAπB)π(CAπB)iCAπA (CAπB)π(CAπB)i+1

]
(P d)2i+4

+
r−1∑
i=0

[
((BCAπ)d)i+1 0

((CAπB)d)i+2CAπA ((CAπB)d)i+1

]
P 2iP π

)
M,

gde je

P =

[
A B

CAdA CAdB

]
,

(P d)n =

(
I +

l−1∑
j=0

[
0 AjAπB
0 0

]
(P d

1 )j+1

)
(P d

1 )n,

(P d
1 )n =

[
I

CAd

]
((AW )d)n+1A

[
I AdB

]
, W = AAd + AdBCAd,

za n ∈ N, i r = ind(P 2), l = ind(A), t = max {ind(CAπB), ind(BCAπ)− 1}.

Dokaz. Uvedimo sledeće oznake:

P =

[
A B

CAdA CAdB

]
, Q =

[
0 0

CAπ 0

]
.

Očigledno je M = P +Q. Takod̄e, Q2 = 0 i

P 2QP =

[
ABCAπA ABCAπB

CAdABCAπA CAdABCAπB

]
= 0.

Dakle, matrice P i Q zadovoljavaju uslove Posledice 2.4, pa njenom primenom dobijamo

Md =

(
r−1∑
i=0

(
((PQ)d)i+1 + ((QP )d)i+1

)
P 2iP π

+
s−1∑
i=0

(
(PQ)π(PQ)i + (QP )π(QP )i

)
(P d)2(i+1) − (P d)2

)
M,

(3.42)
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gde je r = ind(P 2) i s = max {ind(PQ), ind(QP )}.

Ako uvedemo oznake

P1 =

[
A2Ad AAdB

CAdA CAdB

]
, P2 =

[
AAπ AπB

0 0

]
,

dobijamo da je P = P1 + P2. Takod̄e, imamo da je P1P2 = 0, kao i

P n
2 =

[
AnAπ An−1AπB

0 0

]
, za n ∈ N,

te je matrica P2 (l + 1)-nilpotentna. Jasno je da matrice P1 i P2 ispunjavaju uslove
Teoreme 2.2, pa njenom primenom dobijamo

P d =
l∑

j=0

P j
2 (P d

1 )j+1 = P d
1 +

l−1∑
j=0

P j+1
2 (P d

1 )j+2 =

(
I +

l−1∑
j=0

P j+1
2 (P d

1 )j+1

)
P d
1 .

Nakon računanja i upotrebe indukcije, dobijamo da za n ∈ N važi

(P d)n =
l∑

j=0

P j
2 (P d

1 )j+n =

(
I +

l−1∑
i=0

P j+1
2 (P d

1 )j+1

)
(P d

1 )n,

Uočimo da matrica P1 zadovoljava uslove Leme 3.3, pa nakon njene primene dobijamo

P d
1 =

[
I

CAd

] (
(AW )d

)2
A
[
I AdB

]
, W = AAd + AdBCAd.

Nakon računanja i primenom indukcije, imamo da za n ∈ N važi

(P d
1 )n =

[
I

CAd

]
((AW )d)n+1A

[
I AdB

]
.

Kako je

P j+1
2 (P d

1 )j+1 =

[
Aj+1Aπ AjAπB

0 0

] [
I

CAd

]
((AW )d)j+2A

[
I AdB

]
=

[
Aj+1Aπ + AjAπBCAd

0

]
((A2Ad + AAdBCAd)d)j+2A

[
I AdB

]
=

[
AjAπBCAd

0

]
((AW )d)j+2A

[
I AdB

]
=

[
0 AjAπB
0 0

] [
I

CAd

]
((AW )d)j+2A

[
I AdB

]
,

to imamo

(P d)n =

(
I +

l−1∑
j=0

[
0 AjAπB
0 0

]
(P d

1 )j+1

)
(P d

1 )n, za n ∈ N.
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Sada računanjem dobijamo da je

(PQ)n =



[
BCAπ 0

CAdBCAπ 0

]
, za n = 1

[
(BCAπ)i 0

0 0

]
, za n ≥ 2

Kako bi odredili (PQ)d uvedimo oznake

T1 =

[
BCAπ 0

0 0

]
, T2 =

[
0 0

CAdBCAπ 0

]
.

Jasno, PQ = T1 +T2, T
2
2 = 0 i T d2 = 0. Dalje, imamo T1T2 = T2T1 = 0, pa matrice T1 i

T2 zadovoljavaju uslov Teoreme 2.1. Primenom ove teoreme dobijamo da je (T1+T2)
d =

T d1 + T d2 = T d1 , tj.

(PQ)d =

[
(BCAπ)d 0

0 0

]
.

Računanjem dobijamo

((PQ)d)n =

[
((BCAπ)d)n 0

0 0

]
, za n ∈ N i (PQ)π =

[
(BCAπ)π 0

0 I

]
.

Dalje, imamo i

(QP )n =

[
0 0

(CAπB)n−1CAπA (CAπB)n

]
.

Kako bi odredili (QP )d, uvedimo oznake

R1 =

[
0 0

CAπA 0

]
, R2 =

[
0 0
0 CAπB

]
Očigledno je QP = R1 + R2, kao i R2

1 = 0, Rd
1 = 0, Rπ

1 = I. Takod̄e važi i R1R2 = 0,
pa matrice R1 i R2 zadovoljavaju uslov Teoreme 2.2. Primenom ove teoreme dobijamo
da je (QP )d = (R1 +R2)

d = Rd
2 + (Rd

2)
2R1, tj.

(QP )d =

[
0 0

((CAπB)d)2CAπA (CAπB)d

]
.

Nakon računanja dobijamo da za n ∈ N važi

((QP )d)n =

[
0 0

((CAπB)d)n+1CAπA ((CAπB)d)n

]
,

kao i da važi

(QP )π =

[
I 0

−(CAπB)dCAπA (CAπB)π

]
.
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Sada nakon računanja dobijamo

r−1∑
i=0

(
((PQ)d)i+1 + ((QP )d)i+1P 2iP π =

=
r−1∑
i=0

[
((BCAπ)d)i+1 0

((CAπB)d)i+2CAAπ ((CAπB)d)i+1

]
P 2iP π.

(3.43)

Kako bi odredili i
s−1∑
i=0

((PQ)π(PQ)i + (QP )π(QP )i) (P d)2(i+1), uočimo sledeće:

(PQ)π(PQ)i =



[
(BCAπ)π 0

0 I

]
, za i = 0;

[
BCAπ(BCAπ)π 0

CAdBCAπ 0

]
, za i = 1;

[
(BCAπ)i(BCAπ)π 0

0 0

]
, za i ≥ 2;

(QP )π(QP )i =



[
I 0

−(CAπB)dCAπA (CAπB)π

]
, za i = 0;

[
0 0

(CAπB)π(CAπB)i−1CAπA (CAπB)π(CAπB)i

]
, za i ≥ 1.

Sada imamo
s−1∑
i=0

(
(PQ)π(PQ)i + (QP )π(QP )i

)
(P d)2(i+1) =

[
I + (BCAπ) 0

−(CAπB)dCAπA I + (CAπB)π

]
(P d)2

+

[
(BCAπ)πBCAπ 0

CAdBCAπ + (CAπB)πCAπA (CAπB)πCAπB

]
(P d)4

+
t∑
i=2

[
(BCAπ)π(BCAπ)i 0

(CAπB)π(CAπB)i−1CAπA (CAπB)π(CAπB)i

]
(P d)2i+2

Kako je CAdBCAπA = CAdBCAπB = 0, to je

s−1∑
i=0

((PQ)π (PQ)i + (QP )π(QP )i(P d)2(i+1) = (P d)2

+

[
(BCAπ) 0

−(CAπB)dCAπA (CAπB)π

]
(P d)2

+
t−1∑
i=0

[
(BCAπ)π(BCAπ)i+1 0

(CAπB)π(CAπB)iCAπA (CAπB)π(CAπB)i

]
(P d)2i+4.

(3.44)
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Primenom (3.44) i (3.43) u (3.42) dobijamo da je tvrd̄enje teoreme tačno. �

Primedba 3.1 C. Bu, C. Feng i S. Bai su dali reprezentaciju za Md pod uslovima
Z = 0, ABCAπ = 0 i AπABC = 0 [7, Teorema 4.1], kao i pod uslovima Z = 0,
ABCAπ = 0 i CBCAπ = 0 [7, Teorema 4.3]. M.F. Mart́ınez–Serrano i N. Castro-
González dale su reprezentaciju za Md pod uslovima Z = 0, ABCAπ = 0 i BCAπ je
nilpotentna matrica [44, Teorema 3.3]. Primetimo da je specijalan slučaj Teoreme 3.19
kada važe uslovi Z = 0 i ABCAπ = 0. Stoga uslovi AπABC = 0 iz [7, Teorema 4.1],
CBCAπ = 0 iz [7, Teorema 4.3] i BCAπ je nilpotentna matrica iz [44, Teorema 3.3]
nisu neophodni za dobijanje formule za Md.

Primer 3.5 Neka je matrica M definisana kao u (3.13), gde su

A =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

 , B =


1 0 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 0 0

 ,

C =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

 , D =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
Nakon računanja dobijamo da je uopšteni Šurov komplement Z = D−CAdB jednak

nuli i da je ABCAπ = 0. Takod̄e, dobijamo da je AπABC 6= 0, CBCAπ 6= 0 i da
matrica BCAπ nije nilpotentna, pa ne možemo da primenimo formule za Md iz [7,
Teorema 4.1], [7, Teorema 4.3] i [44, Teorema 3.3]. Med̄utim, kako su ispunjeni uslovi
Teoreme 3.19, to njenom primenom možemo da dobijemo reprezentaciju za Md.
Imamo da je ind(A) = 2 i

Ad =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
Takod̄e, dobijamo da je ind(P ) = 3 i

P d =



1

4
0 0 0

1

4
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

1

8
0 0 0

1

8
0 0 0

1

16
0 0 0

1

16
0 0 0

1

4
0 0 0

1

4
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0



.
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Nakon primene Teoreme 3.19, dobijamo sledeći izraz za Md:

Md =



1

4
0 0 0

1

4
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

1

8
0 0 0

1

8
0 0 0

1

16
0 0 0

1

16
0 0 0

1

4
0 0 0

1

4
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0



.

H. Yang i X. Liu predstavili su eksplicitnu reprezentaciju za Md kada su ispunjeni
uslovi Z = 0, CAπBC = 0 i AAπBC = 0 [63, Teorema 3.3]. U sledećoj teoremi
izlažemo uopštenje ovog slučaja.

Teorema 3.20 Neka je matrica M definisana kao u (3.13). Ako je Z = 0, AAπBCA =
0 i CAπBCA = 0, tada je

Md =M

(
(P d)2

[
(AπBC)π −AAπB(CAπB)d

0 (CAπB)π

]
+

t−1∑
i=0

(P d)2i+4

[
(AπBC)i+1(AπBC)π AAπB(CAπB)i(CAπB)π

0 (CAπB)i+1(CAπB)π

]

+
r−1∑
i=0

P πP 2i

[
((AπBC)d)i+1 AAπB((CAπB)d)i+2

0 ((CAπB)d)i+1

])
,

gde je

P =

[
A AAdB
C CAdB

]
,

(P d)n =(P d
1 )n

(
I +

l−1∑
j=0

(P d
1 )j+1

[
0 0

CAjAπ 0

])
,

(P d
1 )n =

[
I

CAd

]
((AW )d)n+1A

[
I AdB

]
, W = AAd + AdBCAd,

za svako n ∈ N, i r = ind(P 2), l = ind(A), t = max {ind(CAπB), ind(AπBC)− 1}.

Dokaz. Teorema se dokazuje analogno dokazu Teoreme 3.19. Ako uvedemo oznake

P =

[
A AAdB
C CAdB

]
, Q =

[
0 AπB
0 0

]
,
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imamo da je M = P +Q. Takod̄e, imamo i da je PQP 2 = 0 i Q2 = 0, pa matrice P i
Q zadovoljavaju uslove Posledice 2.5. Stoga je

Md = M

(
r−1∑
i=0

P πP 2i
(
((PQ)d)i+1 + ((QP )d)i+1

)
+

s−1∑
i=0

(P d)2(i+1)
(
(PQ)i(PQ)π + (QP )i(QP )π

)
− (P d)2

)
,

(3.45)

gde je r = ind(P 2) i s = max {ind(PQ), ind(QP )}.
Kako bi odredili P d, uvedimo oznake:

P1 =

[
A2Ad AAdB
CAAd CAdB

]
, P2 =

[
AAπ 0
CApi 0

]
.

Očigledno je P = P1 + P2. Takod̄e, P2P1 = 0 i matrica P2 je l + 1 nilpotentna. Dakle,
matrice P1 i P2 ispunjavaju uslove Teoreme 2.2, pa važi

P d =
l∑

j=0

(P d
1 )j+1P j

2 .

Primetimo da matrica P1 ispunjava uslove Leme 3.3, pa nakon primene ove leme i
računanja dobijamo

(P d
1 )n =

[
I

CAd

]
((AW )d)n+1A

[
I AdB

]
, za n ∈ N.

Sada za P d imamo da važi sledeće:

(P d)n = (P d
1 )n

(
I +

l−1∑
j=0

(P d
1 )j+1

[
0 0

CAjAπ 0

])
, za n ∈ N.

Dalje, dobijamo da važi

(PQ)n =

[
0 AAπB(CAπB)n−1

0 (CAπB)n

]
, za n ∈ N.

Kako bi odredili (PQ)d, uvedimo oznake

R1 =

[
0 0
0 CAπB

]
, R2 =

[
0 AAπB
0 0

]
.

Jasno, PQ = R1 +R2, R1R2 = 0 i R2
2 = 0. Nakon primene Teoreme 2.2 imamo da važi

(R1 +R2)
d = Rd

1 +R2R
d
1. Sada, nakon računanja dobijamo

((PQ)d)n =

[
0 AAπB((CAπB)d)n+1

0 ((CAπB)d)n

]
, za n ∈ N i (PQ)π =

[
I −AAπB(CAπB)d

0 (CAπB)π

]
.
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Dalje, imamo da je

(QP )n =


[
AπBC AπBCAdB

0 0

]
, za n = 1;[

(AπBC)n 0
0 0

]
, za n ≥ 2.

Kako bi odredili (QP )d, uvedimo oznake:

T1 =

[
0 AπBCAdB
0 0

]
, T2 =

[
AπBC 0

0 0

]
.

Očigledno je QP = T1 + T2, T
2
1 = 0. Kako je T1T2 = 0, to matrice T1 i T2 ispunjavaju

uslov Teoreme 2.2, pa njenom primenom dobijamo (QP )d = T d2 + (T d2 )2T1. Nakon
računanja dobijamo

((QP )d)n =

[
((AπBC)d)n 0

0 0

]
, za n ∈ N i (QP )π =

[
(AπBC)π 0

0 I

]
.

Primenom ovako dobijenih jednakosti u (3.45) dobijamo da važi tvrd̄enje teoreme.
�

Primedba 3.2 M.F. Mart́ınez–Serrano i N. Castro-González su dale eksplicitnu repre-
zentaciju za Md pod uslovima Z = 0, AπBCA = 0 i AπBC je nilpotentna matrica [44,
Posledica 3.4]. Primetimo da je Teorema 3.20 uopštenje slučaja kada važi Z = 0 i
AπBCA = 0. Stoga uslov da je AπBC nilpotentna matrica iz [44, Posledica 3.4] nije
neophodan za dobijanje formule za Md.

3.4 Drazinov inverz modifikovane matrice

Neka je matrica M definisana sa (3.13). Kao što smo videli u prethodnom poglavlju,
uopšteni Šurov komplement matrice A u matrici M definǐse se kao matrica

Z = D − CAdB.

Uopšteni Šurov komplement matrice D u matrici M definǐse se kao matrica

S = A−BDdC.

Za neke interesantne osobine Šurovog komplementa preporučujemo čitaocu da pogleda
radove [1, 18, 51, 53]. U ovom poglavlju izlažemo originalne rezultate iz rada [24], koji
se tiču Drazinovog inverza uopštenog Šurovog komplementa. Kao posledice dobijamo
izraze za Drazinov inverz modifikovane matrice A−BC. Interesantni rezultati vezani za
Drazinov inverz modifikovane matrice mogu se naći u radovima [46, 61, 20, 29, 49, 55].
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Još 1944. godine, W.J. Duncan [31] uočio je vezu izmed̄u uopštenog Šurovog kom-
plementa matrice D u matrici M i uopštenog Šurovog komplementa matrice A u ma-
trici M . Naime, kada su M , A i D invertibilne matrice, onda su i S = A − BD−1C i
Z = D − CA−1B invertibilne matrice i važi

S−1 = A−1 + A−1BZ−1CA−1.

U narednoj teoremi izlažemo analogni rezultat za Drazinov inverz uopštenog Šurovog
komplementa S i Z.

Teorema 3.21 Neka je AπB = 0, CAπ = 0, BDπZdC = 0, BDdZπC = 0, BZdDπC =
0 i BZπDdC = 0. Tada je

Sd = Ad + AdBZdCAd.

Dokaz. Označimo sa X = Ad+AdBZdCAd. Dokazaćemo da je SX = XS, XSX = X
i Sm+1X = Sm, za neko m ∈ N. Računanjem dobijamo

SX = (A−BDdC)(Ad + AdBZdCAd)

= AAd + AAdBZdCAd −BDdCAd −BDdCAdBZdCAd + AπBZdCAd

= AAd +BZdCAd −BDdCAd −BDd(D − Z)ZdCAd

= AAd +BZdCAd −BDdCAd −BDDdZdCAd +BDdZZdCAd

= AAd +BDπZdCAd −BDdZπCAd

= AAd.

Slično dobijamo i

XS = (Ad + AdBZdCAd)(A−BDdC)

= AAd − AdBDdC + AdBZdCAdA− AdBZdCAdBDdC + AdBZdCAπ

= AAd − AdBDdC + AdBZdC − AdBZd(D − Z)DdC

= AAd − AdBDdC + AdBZdC − AdBZdDDdC + AdBZZdDdC

= AAd − AdBZπDdC + AdBZdDπC

= AAd.

Dakle važi SX = XS. Dalje imamo

XSX = AAd(Ad + AdBZdCAd)

= Ad + AdBZdCAd

= X.

Takod̄e,

S2X = (A−BDdC)AAd

= A2Ad −BDdCAAd −BDdCAπ

= A2Ad −BDdC + A− A
= (A−BDdC) + (A2Ad − A).
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Pretpostavimo da za neko m > 2 važi Sm = Sm−1 + (AmAd − Am−1). Dokažimo da
onda važi i za m+ 1.

Sm+1X = S
(
Sm−1 + (AmAd − Am−1)

)
= Sm + (A−BDdC)(AmAd − Am−1)
= Sm + Am+1Ad − Am −BDdCAmAd +BDdCAm−1

= Sm + Am+1Ad − Am +BDdCAπAm−1

= Sm + Am+1Ad − Am.

Dakle, Sm+1X = Sm za svako m ≥ ind(A). Ovim smo dokazali da je X = Sd. �

U slučaju kada je D = I, kao direktnu posledicu Teoreme 3.21 dobijamo rezultat
[61, Teorema 2.1].

Posledica 3.15 [61] Neka je AπB = 0, CAπ = 0 i BZπC = 0. Tada je

(A−BC)d = Ad + AdBZdCAd,

gde je Z = I − CAdB.

Kada je Z invertibilna matrica, kao direktnu posledicu Teoreme 3.21 imamo sledeći
rezultat.

Posledica 3.16 Neka je AπB = 0, CAπ = 0, BDπZ−1C = 0 i BZ−1DπC = 0. Tada
je

Sd = AdBZ−1CAd.

Pre nego što izložimo još jednu posledicu Teoreme 3.21, izlažemo pomoćnu lemu i
njenu posledicu iz rada [59].

Lema 3.4 [59] Neka je B = A+ E, E = AAdEAAd i ‖AdE‖ < 1. Tada je

Bd − Ad = −BdEAd = −AdEBd,

Bd = (I + AdE)−1Ad = Ad(I + EAd)−1,

‖Bd − Ad‖
‖Ad‖

≤ ‖AdE‖
1− ‖AdE‖

.

Posledica 3.17 [59] Neka je B = A+ E, E = AAdEAAd i ‖Ad‖ · ‖E‖ ≤ 1. Tada je

‖Bd − Ad‖
‖Ad‖

≤ kd(A)‖E‖/‖A‖
1− kd(A)‖E‖/‖A‖

,

gde je kd(A) = ‖A‖ · ‖Ad‖.

Sada možemo da izložimo našu posledicu, koja sledi direktno iz navedenih rezultata
i Teoreme 3.21 u slučaju kada je B = I.
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Posledica 3.18 Neka je CAπ = 0, AπDd = 0 i ‖Ad‖ · ‖DdC‖ ≤ 1. Tada važi

(A−DdC)d − Ad = (A−DdC)dDdCAd = AdDdC(A−DdC)d,

(A−DdC)d = (I − AdDdC)−1Ad = Ad(I −DdCAd)−1,

‖(A−DdC)d − Ad‖
‖Ad‖

≤ kd(A)‖DdC‖/‖A‖
1− kd(A)‖DdC‖/‖A‖

,

gde je kd(A) = ‖A‖ · ‖Ad‖.
Pre nego što damo još jedan originalan rezultat iz rada [24], uvedimo sledeće oznake:

K = AdB, H = CAd, G = HK = C(Ad)2B.

Teorema 3.22 Neka je Z = 0, AπB = 0, CAπ = 0, BDπGdC = 0, BDdGπC = 0,
BGdDπC = 0 i BGπDdC = 0. Tada je

Sd = (I −KGdH)Ad(I −KGdH)

= (I −KH(KH)d)Ad(I −KH(KH)d).

Dokaz. Neka je X = (I − KGdH)Ad(I − KGdH). Dokazaćemo da je SX = XS,
XSX = X i Sm+1X = Sm, za neko m ∈ N.

SX = (A−BDdC)(I −KGdH)Ad(I −KGdH)

= (A−BDdC − AAdBGdCAd +BDdCAdBGdCAd)(Ad − AdKGdH)

=
(
A−BDdC − (I − Aπ)BGdCAd +BDdDGdCAd

) (
Ad − (Ad)2BGdCAd

)
=
(
A−BDdC −BGdCAd +B(I −Dπ)GdCAd

) (
Ad − (Ad)2BGdCAd

)
= (A−BDdC −BGdCAd +BGdCAd)

(
Ad − (Ad)2BGdCAd

)
= (A−BDdC)

(
Ad − (Ad)2BGdCAd

)
= AAd − AdBGdCAd −BDdCAd +BDdC(Ad)2BGdCAd

= AAd −KGdH −BDdCAd +BDdGGdCAd

= AAd −KGdH −BDdGπCAd

= AAd −KGdH.

Slično dobijamo i

XS = (I −KGdH)Ad(I −KGdH)(A−BDdC)

=
(
Ad − AdBGdC(Ad)2

)
(A−BDdC − AdBGdCAAd + AdBGdCAdBDdC)

=
(
Ad − AdBGdC(Ad)2

) (
A−BDdC − AdBGdC(I − Aπ) + AdBGdDDdC

)
=
(
Ad − AdBGdC(Ad)2

) (
A−BDdC − AdBGdC + AdBGd(I −Dπ)C

)
=
(
Ad − AdBGdC(Ad)2

) (
A−BDdC − AdBGdC + AdBGdC

)
= AAd − AdBDdC − AdBGdC(Ad)2A+ AdBGdC(Ad)2BDdC

= AAd − AdBDdC − AdBGdCAd + AdBGdGDdC

= AAd − AdBGdCAd − AdBGπDdC

= AAd −KGdH.
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Dakle, važi SX = XS. Dalje, imamo

XSX = (AAd −KGdH)(I −KGdH)Ad(I −KGdH)

= (AAd −KGdH − AAdKGdH +KGdHKGdH)Ad(I −KGdH)

= (AAd −KGdH − AAdAdBGdCAd +KGdGGdH)Ad(I −KGdH)

= (AAd − AdBGdCAd)Ad(I −KGdH)

= (I − AdBGdCAd)AAdAd(I −KGdH)

= (I −KGdH)Ad(I −KGdH)

= X.

Kako je

S2X = (A−BDdC)(AAd − AdBGdCAd)

= A2Ad − AAdBGdCAd −BDdCAAd +BDdCAdBGdCAd

= A2Ad − (I − Aπ)BGdCAd −BDdC(I − Aπ) +BDdDGdCAd

= A2Ad −BGdCAd −BDdC +BDdDGdCAd

= A2Ad −BDπGdCAd −BDdC

= A2Ad −BDdC + A− A
= (A−BDdC) + (A2Ad − A),

to pretpostavimo da za neko m > 2 važi SmX = Sm−1 + (AmAd − Am−1). Dokažimo
da onda važi i za m+ 1.

Sm+1X = S
(
Sm−1 + (AmAd − Am−1)

)
= Sm + (A−BDdC)(AmAd − Am−1)
= Sm + Am+1Ad − Am −BDdCAmAd +BDdCAm−1

= Sm + Am+1Ad − Am +BDdCAπAm−1

= Sm + (Am+1Ad − Am).

Ovim smo dokazali da je Sm+1X = Sm za svako m ≥ ind(A). �

Ako je u prethodnoj teoremi D = I, kao njenu direktnu posledicu dobijamo [61,
Teorema 2.2].

Posledica 3.19 [61] Neka je Z = 0, AπB = 0, CAπ = 0 i BGπC = 0. Tada je

(A−BC)d = (I −KGdH)Ad(I −KGdH)

= (I −KH(KH)d)Ad(I −KH(KH)d).

Sledeća teorema i njena posledica takod̄e predstavljaju originalne rezultate iz rada
[24].
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Teorema 3.23 Neka je ind(Z) = 1, AπB = 0, CAπ = 0, BDπ = 0, DπC = 0,
ZZgG = GZZg, BD = DB, CD = DC i BGπC = 0. Tada je

Sd = (I −KZπGdH)Ad(I −KZπGdH) +KZgH.

Dokaz. Uvedimo oznaku X = (I −KZπGdH)Ad(I −KZπGdH) +KZgH. Analogno
kao u dokazu Teoreme 3.21 i 3.22, dokazaćemo da je SX = XS, XSX = X i Sm+1X =
Sm, za neko m ∈ N. Kako važi

SX = (A−BDdC)
(
(I −KZπGdH)Ad(I −KZπGdH) +KZgH

)
= (A−BDdC − AKZπGdH +BDdCKZπGdH)Ad(I −KZπGdH)

+ AKZgH −BDdCKZgH

= (A−BDdC − AAdBZπGdH +BDdCAdBZπGdH)Ad(I −KZπGdH)

+ AAdBZgH −BDdCAdBZgH

= (A−BDdC − (I − Aπ)BZπGdH +BDd(D − Z)ZπGdH)Ad(I −KZπGdH)

+ (I − Aπ)BZgH −BDd(D − Z)ZgH

= (A−BDdC −BZπGdH +BDdDZπGdH)Ad(I −KZπGdH)

+BZgH −BDdDZgH +BDdZZgH

= (A−BDdC −BDπZπGdH)Ad(I −KZπGdH) +BDπZgH +BDdZZgH

= (A−BDdC)Ad(I −KZπGdH) +BDdZZgH

= AAd −BDdCAd − AAdKZπGdH +BDdCAdKZπGdH +BDdZZgCAd

= AAd −BDdZπCAd − AAdAdBZπGdH +BDdCAdAdBZπGdH

= AAd −BDdZπCAd − AdBZπGdH +BDdGGdZπCAd

= AAd −BDdGπZπCAd −KZπGdH

= AAd −DdBGπZπCAd −KZπGdH

= AAd −KZπGdH +DdBGπZZgCAd

= AAd −KZπGdH

i

XS =
(
(I −KZπGdH)Ad(I −KZπGdH) +KZgH

)
(A−BDdC)

= (Ad −KZπGdHAd)(A−BDdC −KZπGdCAdA+KZπGdCAdBDdC)

+KZgCAdA−KZgCAdBDdC

= (Ad −KZπGdHAd)(A−BDdC −KZπGdC(I − Aπ) +KZπGd(D − Z)DdC)

+KZgC(I − Aπ)−KZg(D − Z)DdC

= (Ad −KZπGdHAd)(A−BDdC −KZπGdC +KZπGdDDdC −KGdZπZDdC)

+KZgC −KZgDDdC +KZgZDdC

= (Ad −KZπGdHAd)(A−BDdC −KZπGdDπC) +KZgDπC +KZgZDdC

= (Ad −KZπGdHAd)(A−BDdC) +KZgZDdC
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= AAd − AdBDdC − AdBZπGdCAd + AdBZπGdGDdC − AdBZZgDdC

= AAd − AdBZπDdC − AdBZπGdCAd + AdBZπGGdDdC

= AAd − AdBZπGπDdC −KZπGdH

= AAd −KZπGdH + AdBZZgGπCDd

= AAd −KZπGdH

to imamo da važi SX = XS. Dalje, imamo

XSX = (AAd −KZπGdH)
(
(I −KZπGdH)Ad(I −KZπGdH) +KZgH

)
= (I − AdBZπGdCAd)AAd

(
(Ad − AdBZπGdHAd)(I −KZπGdH) + AdBZgH

)
= (I − AdBZπGdCAd)

(
(I − AdBZπGdCAd)Ad(I −KZπGdH) + AdBZgCAd

)
= (I − AdBZπGdCAd)(I − AdBZπGdCAd)Ad(I −KZπGdH)

+ AdBZgCAd − AdBZπGdC(Ad)2BZgCAd

= (I − 2AdBZπGdCAd + AdBZπGdC(Ad)2BZπGdCAd)Ad(I −KZπGdH)

+ AdBZgCAd − AdBZπGdGZgCAd

= (I − 2AdBZπGdCAd + AdBZπGdGZπGdCAd)Ad(I −KZπGdH)

+ AdBZgCAd − AdBGdGZπZgCAd

= (I − 2AdBZπGdCAd + AdBZπGdGGdCAd)Ad(I −KZπGdH) + AdBZgCAd

= (I −KZπGdH)Ad(I −KZπGdH) +KZgH

= X.

Nakon računanja dobijamo da važi

S2X = (A−BDdC)(AAd −KZπGdH)

= A2Ad − AAdBZπGdCAd −BDdCAAd +BDdCAdBZπGdCAd

= A2Ad − (I − Aπ)BZπGdCAd −BDdC(I − Aπ) +BDd(D − Z)ZπGdCAd

= A2Ad −BZπGdCAd −BDdC +BDdDZπGdCAd

= A2Ad −BDdC −BDπZπGdCAd

= A2Ad −BDdC + A− A
= (A−BDdC) + (A2Ad − A)

= S + (A2Ad − A).

Pretpostavimo da za neko m > 2 važi Sm = Sm−1 + (AmAd − Am−1). Dokažimo da
onda važi i za m+ 1.

Sm+1X = S(Sm−1 + (AmAd − Am−1))
= Sm + (A−BDdC)(AmAd − Am−1)
= Sm + (Am+1Ad − Am)−BDdCAmAd +BDdCAm−1

= Sm + (Am+1Ad − Am)−BDdCAπAm−1

= Sm + (Am+1Ad − Am).
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Dokazali smo da pomenuta jednakost važi za svako m ∈ N. Stoga je Sm+1X = Sm za
m ≥ ind(A). �

Ako je u Teoremi 3.23 D = I, kao direktnu posledicu ove teoreme imamo sledeći
rezultat.

Posledica 3.20 Neka je ind(Z) = 1, AπB = 0, CAπ = 0, BGπC = 0 i GdZπ = ZπGd.
Tada je

(A−BC)d = (I −KZπGdH)Ad(I −KZπGdH) +KZgH.

89



Literatura

[1] T. Ando. Generalized Schur complements, Linear Algebra Appl. 27 (1979) 173–
186.

[2] A. Ben-Israel. On matrices of index zero or one. SIAM J. Appl. Math. 17 (1969)
11181121.

[3] A. Ben-Israel, T.N.E. Greville. Generalized Inverses: Theory and Applications,
2nd Edition, Springer Verlag, New York, 2003.

[4] A. Bjerhammar. Application of calculus of matrices to method of least squares
with special reference to geodetic calculations, Trans. Roy. Inst. Tech. Stockholm
49 (1951) 86.

[5] A. Bjerhammar. Rectangular reciprocal matrices, with special reference to geodetic
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Matematika i informatika.
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