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Uvodna razmatranja

1.1 Uvod

Veliki broj mehanickih sistema su slozene strukture sastavljene od dva ili viSe osnovnih
mehanickih sistema ¢ije je dinamicko ponasanje uslovljeno njihovom medusobnom interakcijom.
Sistemi povezani elasti¢nim slojem ¢ine jednu grupu ovakvih mehanickih struktura koje se veoma
Cesto sreéu u masinskoj i gradevinskoj industriji. Mehanic¢ki sistemi nastali medusobnim
elasti¢nim povezivanjem zbog prirode dinamicke interakcije uslovljene elasti¢nim vezama, imaju
slozeno oscilovanje i veéi broj prirodnih frekvencija. Kako broj povezanih osnovnih elemenata
odreduje i broj osnovnih prirodnih frekvencija, time su ovakvi mehanicki sistemi izlozeni vecoj
moguénosti za nastanak rezonancije koja moze prouzrokovati lom ili osteéenje. U cilju primene
teorijskog istrazivanja u inzenjerskoj praksi, najpre je razvijen veliki broj linearnih dinamickih
modela koji opisuju kretanje sistema. Ovakvi modeli su znacajni jer daju prvu aproksimaciju
reSenja i uopsten uvid u dinamicko ponasSanje sistema pri malim pomeranjima. Ukoliko tehnicka
praksa zahteva detaljnije ispitivanje ponasSanja sistema, ovakvi dinamic¢ki modeli pruzaju dobru

osnovu za nastavak istrazivanja sa uticajima nelinearnosti.

Na delovima masinskih konstrukcija koje obavljaju veliki broj cikli¢nih operacija, a izlozeni su
opterecenjima, vrlo Cesto nastaju ostecenja. Po nastanku ostecenja, dinamicko ponasanje sistema
se menja i treba ga poznavati kako bi se sprecila rezonancija i posledice koje ona moze
prouzrokovati. Ovakva dinamicka ponasanja razlikuju se kod struktura bez oSteé¢enja i odredivanje

rezonancije je od velike vaznosti.



U prikazanom istrazivanju, uticaji inercije rotacije i popreénog smicanja uzeti su u obzir pri
formiranju matematickih modela kako elasticno povezanih nosaca, tako i oStecenih nosaca.
Oscilacije 1 stabilnost ovakvih sistema su visedecenijski predmet naucnog, akadameskog i prakti¢nog
proucavanja mnogih autora. Interesovanje naucne javnosti za problem oscilacija i stabilnosti sistema
sa oste¢enjem, povecava se iz razloga sprecavanja lomova u realnim uslovima tehnicke prakse. To je
dovelo do razvoja analitickih i numerickih metoda koje se koriste pri analizi oscilacija kako
linearnih, tako i nelinearnih mehanickih sistema.

Problem oscilacija nosac¢a medusobno povezanih Winkler-ovim elasti¢nim slojem bili su
predmet interesovanja velike grupe naucnika. Problem oscilovanja dva nosaca elasticno
povezana Winkler-ovim slojem pojavio se sa ciljem utvrdivanja uslova za ponasanje sistema kao
dinamickog absorbera u tehnickoj praksi. Matematicki model dali su Seelig i Hoppmann [1]. U
svom radu su istrazivali problem impulsivnog dejstva optereéenja na jedan od nosaca i dali
sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina koji opisuje njegovo oscilovanje. Dobijenim teorijskim
i eksperimentalnim rezultatima su potvrdili dovoljno dobru aproksimaciju analitickog reSenja
dobijenog za tanke nosace pri malim transverzalnim pomeranjima koris¢enjem Euler-Bernoulli-

jeve teorije.

Oniszczuk [2, 3] je analizirao problem slobodnih i prinudnih oscilacija dva elasti¢no
povezana Euler-Bernoulli-jeva nosaca. Odredio je analiticka resenja sopstvenih frekvencija,
amplitudnih funkcija i oblika oscilovanja. Razmotrio je uticaj krutosti elastiénog medusloja na
frekvencije i amplitude sistema. Odredio je uslove za nastanak rezonancije i ponasanje sistema

kao dinamickog absorbera.

Analizu sistema dva povezana nosaca nastavili su Zhang i koautori [4,5] razmatrajuéi
problem slobodnih i prinudnih oscilacija dva elasticno povezana nosaca Euler-Bernoulli-jevog
tipa sa uticajima pritisnih aksijalnih sila. Prikazali su analiticka reSenja prirodnih frekvencija
sistema u funkciji uticaja pritisnih aksijalnih sila kao i njihovo dejstvo na amplitude oscilovanja.
Odredili su zavisnost odnosa kriticne sile sistema i Euler-ove kriti¢ne sile u funkciji aksijalne sile

drugog nosaca.

Vu i koautori [6] su izuéavali problem prinudnih prigusenih oscilacija sistema dva elasti¢no
povezana Euler-Bernoulli-jeva nosaca. Dali su analiticka resenja parcijalnih diferencijalnih

jednacina u kojima figurise faktor prigusenja. Odredili su uticaj prigusenja sitema na oscilacije i



amplitude pod prinudnom harmonijskom silom. Njihovi analiticki rezultati su pokazali veliko
slaganje sa eksperimentalnim rezultatima na dinamickim absorberima koje su izveli Seelig i

Hoppmann [1].

Li i Hua [7] su koristeéi spektralni metod konaé¢nih elelemenata odredili numericka resenja
prirodnih frekvencija dva elastino povezana nosaca Timoshenkovog tipa za razli¢ite slucajeve
oslanjanja. Odredili su oblike oscilovanja i amplitudno-frekventnu zavisnost u slucaju prinudnih

oscilacija sistema.

Izucavanje oscilacija sistema slozenih struktura koji se u tehnickoj praksi sre¢u kao fizicki
modeli armatura, spregnutih noseéih konstrukcija u masinstvu i viSespratnih objekata u
gradevinarstvu, pronasli su znacajno mesto u oblastima ispitivanja mnogih istrazivaca. Ovakve
strukture, sacinjene od tri i viSe elastitno povezanih elementarnih nosaca bili su predmet i
skorasnjih istrazivanja. Razvoj racunarskih resursa i primena numericke matematike na ovakve

modele doveli su do intenzivnjeg interesovanja grupe naucnika u dvadesetom veku.

Li i koautori [8] razmatrali su problem tri elastino povezana nosaca Timoshenko-vog
tipa. Numericki su odredili prirodne frekvencije za razliCite tipove oslanjanja, osnovne oblike
oscilovanja i uticaj krutosti elasti¢nih meduslojeva na oscilacije sistema. Kelly i Srinivas [9] su
razmatrali problem viSe elasticno povezanih Euler-ovih tipova nosaca. Odredili su prirodne
frekvencije i osnovne oblike oscilovanja za slucaj nosaca identi¢nih karakteristika koristeéi
Rayleigh-Ritz-ov numeri¢ki metod. Ariaei i koautori [10] su istrazivali problem pokretnog tela po
sistemu viSe elasti¢no povezanih Timoshenko-vih nosaca na elasti¢noj podlozi koristeé¢i Transfer-
matrix metod. Zakljucili su da se maksimalni ugib sistema nosaca smanjuje u slucaju kretanja
tela po nosacima blizih podlozi. Mao [11] je odredio osnovne oblike oscilovanja za prvih deset
modova sistema vise elasti¢no povezanih Euler-ovih tipova nosaca na elasti¢noj podlozi koristec¢i

Adomian metod dekompozicije.

Stojanovié i koautori [12] analizirali su slobodne oscilacije i stati¢ku stabilnost dva
elasti¢no povezana nosaca sa uzetim u obzir uticajima inercije rotacije i poprec¢nog smicanja. Na
primeru su prikazana analiticka reSenja prirodnih frekvencija i odredena je kriticna sila sistema

spregnutih nosaca.



Stojanovi¢ i Kozié¢ [13] su razmatrali slu¢aj prinudnh oscilacija dva elastiéno povezana
nosaca i uticaj pritisnih aksijalnih sila na odnose amplituda oscilacija sistema za tri tipa spoljasnje
prinudne sile — harmonijska proizvoljno kontinuirana pobuda, harmonijska uniformna
kontinuirana pobuda i harmonijska koncentrisana pobuda. Odredili su opste uslove za nastanak
rezonancije i ponaSanja sistema kao dinamickog absorbera. U radu [14] Stojanovi¢ i koautori su
razmatrali analiticku analizu staticke stabilnost sistema tri elasticno povezana nosaca
Timoshenkovog tipa na elasticnoj podlozi. Prikazali su izraze za kriticnu silu sistema pod
uticajem elasti¢nih slojeva Winkler-ovog tipa. Stojanovi¢ i koautori [15] su na primeru vise
elasti¢no povezanih nosac¢a Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-ovog tipa odredili analiticke oblike
prirodnih frekvencija, njihovu promenu pod uticajem pritisnih aksijalnih sila i uslove staticke
stabilnosti za razli¢it broj povezanih nosaca.

Problemi oscilovanja nosaca sa ostefenjem zauzimaju znacajno mesto u teorijsko-
eksperimentalnom istrazivanju ponasanja dinamickih sistema. Pojava osteéenja razli¢itih tipova
u konstrukcijama dovodi do trajnih modifikacija na njima i poveéan rizik od loma. Siroka
inzenjerska praksa u ovoj oblasti pokrenula je veliki broj istrazivaca na izucavanje oscilacija
dinamickih sistema sa oSte¢enjem. Christides i Barr [16] eksperimentalno su odredili faktor
uticaja na prirodne frekvencije slobodno oslonjenog nosaca sa oSteCenjem zatvorenog tipa.
Dobijenim rezultatima su pokazali da pojava osteéenja snizava prirodne frekvencije sistema.
Nekoliko istrazivanja u oblasti analize nosaCa sa osteenjem je sprovedeno na modelu
promenljive krutosti nosaca kao posledice oSteéenja i njenim uticajem na prirodne frekvencije,
osnovne oblike oscilovanja i faktor prigusenja u linearnom rezimu. Tako su Sinha i koautori [17]
razvili model prividne promene geometrije nosaca na mestu ostecenja. Koristeéi eksperimentalno
odreden faktor uticaja na prirodne frekvencije nosaca sa osteéenjem koji su objavili Christides i
Barr [16] za tip zatvorenog kreka, odredili su potrebnu promenu u geometriji nosaca na mestu
osStecenja modelom trougaonog tipa otvorenog osteenja. Oscilacije ovako formulisanog
matematickog modela su ispitivali metodom konacnih elemenata i verifikovali rezultate
eksperimentalnom proverom istih. Pandey i koautori [18] su u radu izucavali uticaj oStecenja na
prirodne oblike oscilovanja.

Jedna grupa istrazivaca je usmerila dinamicku analizu na detekciju i lokalizaciju
osteéenja. Pojavu najveéih odstupanja od osnovnih oblika oscilovanja, kao jedan od nacina,
koristili su za pronalazenje oSteéenja na nosac¢u. Panteliou i koautori [19] su koristili promenu

faktora prigusenja za lokalizaciju oSteéenja. Znacajan broj radova iz oblasti nelinearnih oscilacija



oste¢enih nosaca je potvrdio zainteresovanost istrazivaca za ovu oblast. Tako su Bikri i koautori
[20] razmatrali geometrijski nelinearne oscilacije obostrano ukljeStenog nosaa sa prslinom i
pokazali razliku u rezultatima osnovnih oblika oscilovanja izmedu linearnog i nelinearnog
modela. Andreaus i koautori [21] su istrazivali geometrijski nelinearne oscilacije konzole pod
uticajem harmonijske pobude. Matematicki model je formiran kao bilinearni oscilator koji
podrazumeva otvaranje i zatvaranje oStecenja pri oscilovanju. Stojanovié¢ i koautori [22, 50, 51]
su na osnovu dotadasnjih istrazivanja iz oblasti nelinearnih oscilacija nosaca sa osteéenjem
razvili novu p-verziju metode kona¢nih elemenata geometrijski nelinearnih oscilacija oSteéenih
nosaca Timoshenko-vog tipa. Model osteéenja su za razliku od prethodnih tipova formirali tako
da se pored promene u krutosti sistema uzima u obzir promena mase sistema. Prednost nove
metode je odredivanje prirodnih frekvencija sistema sa manjim brojem funkcija osnovnih oblika
oscilovanja, odnosno manjim brojem stepeni sloboda oscilovanja. Prikazana je pojava
longitudinalnih oscilacija obostrano ukljestenog nosaca koja se javlja iskljuc¢ivo kao posledica
nastalog osteéenja. Izvedeni su numericki eksperimenti na modelu Timoshenkovog tipa nosaca,
tako da su uticaji inercije rotacije i poprec¢nog smicanja uzeti u obzir kao u slucaju elasti¢no
povezanih nosaca. Pokazano je da sprezanje izmedju transverzalnih oscilacija i komponentnih
oscilacija popreénih preseka dovodi do pojave asimetrije u nelinearnom vremenskom rezimu
oscilovanja. U nelinearnom domenu oscilovanja koriséena je Newmark metoda direktne
integracije za resavanje nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina prinudnog oscilovanja
ostecenog nosaca Timoshenko-vog tipa. Na modelu slobodnih nelinearnih oscilacija koriséena je
Continuation metoda za odredivanje tadaka bifurkacija, Stojanovi¢ i Ribeiro [23]. Nova p-verzija
metode konacnih elemenata je formirana u okviru matematickog modela nosaca Timoshenkovog
tipa pa su time odredeni uticaji zaokretanja popre¢nih preseka (inercija rotacije i popreéno

smicanje) na geometrijski nelinearne oscilacije nosaca manjih i veéih debljina.

1.2 Oscilacije nosaca Euler-ovog, Rayleigh-jevog, Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-

ovog tipa

Euler-Bernoulli-jeva teorija homogenih elastiénih tankih prizmati¢nih nosaca [2, 3]
podrazumeva da se oscilovanje nosaca odvija tako da su poprecni preseci nosaca pri deformaciji

uvek upravni na njegovu neutralnu liniju, pri ¢emu su uticaji inercije rotacije i poprecnog
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smicanja zanemareni (slika 1.2.2). Teorija daje dobre aproksimacije reSenja pri malim

transverzalnim pomeranjima u sluc¢ajevima tankih nosaca.

q,(z,0)
dz
F A / ), 2 v v Y. v S, 4 k4 A 4 Y. b, A . 4 F Z
,//"\ A A A A A_ - VA - - A’ - VA - - ; - - A’ - 7” 14\— .
A“ 1\ A AN A12
7 / \ \ / \
- 7 wi(z, 1) 4:(2:0) e
X

yV

Slika 1.2.1 Slobodno oslonjeni nosa¢ pod dejstvom aksijalnih pritisnih sila F

i kontinualnih optereéenja q;(z,t) iq,(z,t)

q:(z,1)

dz

Slika 1.2.2 Elementarni deo nosaca Euler-ovog tipa

Ako funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu oznac¢imo sa u(y, z, t) i w(y,
z, t) onda ¢e za prikazane uglove na slici 1.2.2 elementarnog dela nosaca sa slike 1.2.1 vaziti

sledece relacije



awl(z,t)

EPR we(,2,t) = wp(z,t), (1.2.1)

up(y,z,t) =up(z,t) =y
gde u°(z,t) i wo(z,t) predstavljaju longitudinalna i transverzalna pomeranja tacke (0,z,t)
nosaca koja pripada osi z. Deformacija u pravcu z ose u funkciji pomeranja i veza izmedu napona

i deformacije po Hooke-ovom zakonu su

oug(y,z,t) 0ul(zt) 0%w(z, t)

&,z t) = o7 =0, YV 3z (1.2.2)

0,(y,2,t) =Ee,(y,2,t), (1.2.3)
gde je E Young-ov modul elasti¢nosti. Jednac¢ine izvodimo na osnovu principa virtuelnog rada za
koji vazi

Wiy + SWy + W, = 0, (1.2.4)
gde su Wy, Wy i 6W,, virtuelni radovi inercijalnih, unutrasnjih i spoljasnjih sila redom.

Virtuelni rad inercijalnih sila je

92 ,Z,t a2 ,Z,t
Wi = —pbf f h[ W};(t}; Z )SWE(V, z,t) +%8u5(y, z,t)| dydz. (1.2.5)
2

BwE(z t)

Imajuéi u vidu relaciju longitudinalnog pomeranja ug(y,z,t) = u2(z,t) — y—=2==>, &lan u
. . ... 0%ug(yzt) . L. .. . O
podintegralnoj funkciji TSuE(y,Z, t) predstavlja uticaj inercije rotacije. Matematicki

model Euler-ovog tipa nosaca ne uzima u obzir uticaj inercije rotacije pa ga mozemo zanemariti

u izvodenju talasne jednacine nosaca Euler-ovog tipa. Virtuelni rad unutrasnjih sila je oblika

b

SWy = —bf fzh 0,(z,t)8¢,(z,t)dydz. (1.2.6)
o J_h
2

Virtuelni rad spoljasnjih sila u transverzalnom pravcu



ad t) 08 t
ar = [ [a6c 0580+ pRELDDEED]

q(z,t) = q1(z,t) — q2(z, 1), (1.2.7)

Zamenom jednacina (1.2.5-1.2.7) u jednacinu (1.2.4) dobijamo

*wg(y,2,t)

L L

—b ’ 0,(z,t)8¢,(z,t)dydz — pb ’ ——= " Swg(y,z,t)dydz
o J_h 0 J_h at?

2 2

=0. (1.2.8)

l 0 0
[ [at ot + pRECDBECD)
0

0z 0z

Sukcesivnom primenom Green-ove teoreme na jedna¢inu (1.2.8) dobijamo parcijalnu

diferencijalnu jednacinu transverzalnih oscilacija nosaca Euler-ovog tipa u obliku

92w0 2,0
wl(z, t) wi(z, t)) N F@ wi(z,t) e @D,

PA—3m Toz (E =% 922 (1.2.9)

gde su: p gustina materijala, A povrSina popre¢nog preseka, E Young-ov modul elasti¢nosti, I

moment inercije povrsine poprecnog preseka nosaca za osu z i F' aksijalna pritisna sila.
Rayleigh-jeva teorija homogenih elasti¢nih tankih prizmati¢nih nosaca podrazumeva da

se kretanja tacaka nosaca odvijaju tako da su poprecni preseci nosaca kao u slucaju Euler-ovog

matematickog modela uvek upravni na njegovu neutralnu liniju pri deformaciji pri ¢emu su uticaji

inercije rotacije uzeti u obzir. Konstitutivne relacije su iste kao uslucaju Euler-ovog tipa nosaca

*up(yzt)

at2 Sug(y,z,t) u izrazu za

dok se dinamicka jednaCina menja i uzima se u obzir ¢lan
virtuelni rad inercijalnih sila. Ako funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu
ozna¢imo saug(y,z,t) i wg(y,z,t) onda ée na osnovu poloZaja tacke nosaca ugz(y,z,t) vaziti
sledece relacije longitudinalnog i transverzalnog pomeranja tacaka nosaca Rayleigh-ovog tipa

E)WR (z,t)

aZ ’ WR(y'ZJ t) = ng(zl t): (1210)

ur(,2,t) = up(z,t) -
gde u3(z,t) i wi(z, t) predstavljaju redom longitudinalna i transverzalna pomeranja tacke (0, z, t)
nosaca koja pripada osi z. Deformacija u pravcu z ose u funkciji pomeranja i veza izmedu napona

i deformacije po Hooke-ovom zakonu su



ud(z,t) %w(z,t)
0z Yoz

&0 z,t) = (1.2.11)

0,(y,2,t) = E&,(y,2,1). (1.2.12)

Virtuelni rad inercijalnih sila je sada

wr(y,z,t 02up(y,z, t
Wi = pbff [ }:3(3; )SWR(y,z,t)+%8uR(y,z,t) dydz. (1.2.13)

Virtuelni rad unutrasnjih sila je

h
l -
SWy, = —bf fzh 0,(z,t)8¢,(z,t)dydz. (1.2.14)
0 J_t
2

Virtuelni rad spoljasnjih sila je oblika

: t) 06 t
5Wex:f0 [Q(Z.t)Swg(z,t)+F#% iz,
10 = @2t - 68, (1.2.15)

Zamenom jednacina (1.2.13-1.2.15) u jednaéinu (1.2.4) dobijamo
[
—b J; jzh 0,(z,t)8¢,(z,t)dydz
T2

_pr‘ f [6ZWR(y,z t) 0%ug(y,z,t)

92 Swr(y,z,t) + 92 Sur(y, z, t)] dydz

(1.2.16)

owd(z,t) 3sw(z,t)
— = |dz=0
0z 0z

f [q(z éwi(z,t) + F

Primenom Green-ove teoreme na jednacinu (1.2.16) izdvajamo jednacinu transverzalnih oscilacija

nosaca Rayleigh-jevog tipa u obliku

2w0(z, ¢ 3*'wl(z,t) 8% [ *wl(zt 9*wp(z,t
wR(z,t) wg(z,t) ﬁ( I wg(z )>+F wi(z )=q(Z, t). (1.217)

otz P20 922 922



Teorija homogenih elasti¢nih prizmatiénih nosaca Timoshenko-vog tipa predstavlja
matematicki model koji pored uticaja inercije rotacije podrazumeva i uzimanje u obzir uticaje sila
smicanja koje izazivaju zaokretanje poprecnih preseka nosaca. Na osnovu ove pretpostavke uvodi
se funkcija rotacije poprecnog preseka. Na osnovu elementarnog deformisanog dela nosaca sa slike

1.2.3 slede funkcije pomeranja u slede¢em obliku

ur(y,z,t) =up(z,t) + yPp(z,0),  wr(y,z,t) = wi(z0), (1.2.18)

q:(z.1)

dz

Slika 1.2.3 Elementarni deo nosac¢a Timoshenko-vog tipa

gde ud(z,t), wl(z,t) i Y2(z,t) predstavljaju redom longitudinalna i transverzalna pomeranja
tacke (0, z,t) nosaca koja pripada osi z i ugao izmedu poprecnog preseka deformisanog nosaca i
ose y, slika 1.2.3. Deformacije u praveu z ose €, i tangencijalnom pravcu usled sila smicanja y,,, su

oblika

ud(z,t) oY2(z,t)
+y

o r (1.2.19)

&, z,t) =
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Yoy 0, 2,1) = g(z ) + 9%z, 1). (1.2.20)

Pod pretpostavkom da je material izotropan i elastican, vazice Hooke-ov zakon veze izmedu

napona i deformacija

{Tizy} ~lo kG] {sz} (12.21)

gde je G modul klizanja, a k smicajni faktor. Jednacine kretanja izvodimo na osnovu principa

virtuelnog rada za koji vazi
SWiy + Wy + W, = 0, (1.2.22)

gde su Wi, SWy i 8W,, virtuelni radovi inercijalnih, unutrasnjih i spoljasnjih sila redom.

Virtuelni rad inercijalnih sila je

02w, (y, 7, t 0%ur(y, z,t
Wi = —pbf f [ g(t}; )SWT(y,z, t)+%6ur(y,z,t) dydz. (1.2.23)

Virtuelni rad unutrasnjih sila je

NS

SWy, = —bf f O’Z(Z, t)8e,(z,t) + 1,,(2, )8,y (2, t)]dydz. (1.2.24)

Virtuelni rad spoljasnjih sila je

owl(z, t) 06w2(z,t)

l
— 0
oW, = [ [q(z.t)éwT(z,t)w e 2

q(z,t) = q1(z,t) — q2(z, ). (1.2.25)

Zamenom jednacina (1.2.23-1.2.25) u jednaéinu (1.2.22) dobijamo
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T
_bfo f_zg[UZ(Z’ )8e,(2,) + 5 (2, )8y, (z, t)|dydz

—bef [BZWT(y,Z t) %ur(y,z,t)

0 wr(y,z,t) + 92 Sur(y,z, t)] dydz

owl(z,t) 68WT(Z t)

f [ (z,t)6wl(z,t) + F———— o7

(1.2.26)

Primenom Green-ove teoreme na jednadinu (1.2.26) dobijamo jednacine oscilovanja nosaca

Timoshenko-vog tipa u obliku

9%wl(z,t) ?wi(z,t) Yoz, t) 0%wl(z, t)
S Ak( s o ) FF—— = q(z ), (1.2.27)
0%Y2(z,t) 0%Y9(z,t) owd(z,t)

ol ath —EI, aTZZ + kGA ( Taz + 92z, t)) =0. (1.2.28)

Na osnovu znanja o raspodeli smucuéih napona, Timoshenko-vom teorijom nije uzeto u
obzir da su naponi u krajnjim tackama popre¢nih preseka jednaki nuli pa je koriS¢en smicajni
faktor k. Primena Reddy-Bickford-ovog matematickog modela nosaca, prikazanog u referencama
Reddy-ja [29,30] i Wang-a i drugih [31], podrazumeva aproksimaciju deformacije popre¢nog
preseka nosaca u yz ravni po liniji tacaka vrednosti smi¢ué¢ih napona. Time se omogucava tacnija
naponsko-deformaciona matematicka interpretacija u analizi kretanja tacaka nosaca i nije
neophodno koriséenje smicajnog faktora k. Funkcije pomeranja i deformacija su prema ref. [31],

sledeéeg oblika

owlg(z,t)
0z ’

urp(v,2,t) = udp(2,t) + yYpp(z, t) — ay? (1/’23(2, t) +

wrg(y,2,t) = wg(z, 1), (1.2.29)

ouldp(z,t YP3p(z,t MPep(z,t) *wls(zt
&(z,t) = uRSEZ )+y lpRgiz )—ay3< ngiz )+ WSEEZ )>, (1.2.30)
0
Yzy(Z,t):lpIgB(Z:t)"'awL(Zt) By? (wf%s(z,t)+aw%§z't)>, (1.2.31)
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gde su a = 4/3h%, B = 3a, udg(z, t) longitudinalno pomeranje tacke (0,z, t) nosaca koja pripada
osi z, wlz(z, t) transverzalno pomeranje tacke (0,z,t) nosaca koja pripada osi z i Y35 (z, t) ugao
poprecnog preseka nosaca na mestu njegovog preseka sa neutralnom linijom u odnosu na osu y
kao Sto je prikazano na slici 1.2.4. Pod pretpostavkom da je material izotropan i elastican, vazi

Hooke-ov zakon

()=l b} (1232)

gde je G modul klizanja. Jednacine kretanja izvodimo na osnovu principa virtuelnog rada kao u

prethodnim slucajevima za koji vazi
Wi + Wy + W, = 0, (1.2.33)
gde su Wi, 8Wy i 6W,, virtuelni radovi inercijalnih, unutrasnjih i spoljasnjih sila redom.

Virtuelni rad inercijalnih sila je

*wrs(y,2,t) 0%ugp(y,z,t)
Wi = —pbf f h[ RStZ Swrp(y,2,t) +Rf;78uRB(y, z,t)|dydz. (1.2.34)
2

q,(z0)

q:(2,1)

dz

Slika 1.2.4 Elementarni deo nosac¢a Reddy-Bickford-ovog tipa
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Virtuelni rad unutrasnjih sila je

L on
SWy = —bf fzh[az(z, £)8e,(z,t) + T4, (2, )8y, (2, 1) | dydz. (1.2.35)
o /-2
2

Virtuelni rad spoljasnjih sila je

owdg(z,t) 36wz (z, t)
z,
0z 0z

q(z,t) = q1(z,t) — q2(2,1). (1.2.36)

1
W, =f [q(z,t)fiw,gB(Z, t)+F
0

gde 8 predstavlja operator varijacije. Zamenom jednadina (1.2.34-1.2.36) u jednacinu (1.2.33)

dobijamo

T
_bJ; f_zﬁ[GZ(Z' t)8e,(z,t) + sz(z, t)5yzy(z, t)]dydz

0%*wrp(y,2,t) 0%ugp(y,z,t)
sk f [ e A

Sugp (v, 2, t)] dydz

owdg(z,t) 98wl (z,t)
0z 0z

+f [q(z, 6wl (z,t) + F ]dz =0. (1.2.38)
0

Primenom Green-ove teoreme na jednadinu (1.2.38) dobijamo jednaéine oscilovanja nosaca Reddy-

Bickford-ovog tipa u slede¢em obliku

b0 64W1(2)B (z,1) 2,2 04W23 (z,1) 420 OZW}?B(Z' t) 0,2 OZWBB(Z' t) 1,2 031/)‘33(2, t)
w 0z* W 9z20t? w 0z2 w ot? v 9zt

0Ypp(z,t) n C3oa3l/)RB(Z £

1,0
LA A v 953

q(z,0), (1.2.39)

30 *wpg(z, t) +cl? *wpg(z,t) 1,0 dwpg(z,t) 420 0%Pp(z,t)
w 0z3 W 9z 0t? w 0z v 0z2

02 0*YRp(z t)

+Cy 52 +C) PRp(z,t) = 0, (1.2.40)
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gde su

1 1 1 1
40 _ _~ _pp7g2 22 _ __~ _pp7a%p, C2° = — — pGRZRS + = 3 _ F
G = g b @, Cy g @ G 55 DGB?hS +ZbGBR® — bGh +F,

1

1 1
72 1,0 _ _ 2p5 4 3 _
125D @0 €y = — 55 bGB?AS + bR — bGh,

1
Co? = bhp,Cy* = %bhsap -

1 1 1 1 1 1
3,0 7 o2 5 30 _ 5 7,25 L2 — 702 5
=— - =— -— E,Cy° =—=bh ——bh ap,
Cw 448bh a‘E 8Obh aE,C,, 80bh aE 448bh a W 148 ap 80 ap
1 1 1 1 1
10 _ 2p5 _ 3 20 — _ _— _pa?ER7 + — 5 — —DbER3
Cy 8ObGﬁ h 6bGﬁh + bGh, Gy 448ba Eh +40baEh 1 ,

1 1 1 1 1
02 _ _—_po2ph? — — 5+ —bph3. €%° = —bB2Gh® — ZbBGh® + bGh. (1.2.41
Cy 448ba ph 4Obozph +12bph % =50 B 3 BGh® + ( )

Primena teorije nosaca koja uzima u obzir uticaje inercije rotacije i popre¢nog smicanja
(Timoshenko-v i Reddy-Bickford-ov model) daje bolje aproksimacije reSenja $to je pogodno u

analizi nosaca vecéih debljina kod kojih dolazi do zaokretanja popre¢nih preseka.

q,(z,0)

7 ‘\(\ (LIU,W”)
F T (W) (W
(e

L ]
(uRBJWRB)

dz

Slika 1.2.5 Elementarni deo nosaca sa popreénim presecima

FEuler-ovog, Rayleigh-jevog, Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-ovog tipa
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Matematicki modeli nosaca Euler-ovog i Rayleigh-jevog tipa zasnivaju se na pretpostavci
da su poprecni preseci nosac¢a uvek upravni na neutralnu liniju $to nije slucaj kod nosaca veéih
debljina. Pored inercije rotacije, modeli Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-ovog tipa uzimaju u
obzir i uticaje sila smicanja koje uticu na zaokretanje popre¢nog preseka nosaca. Za razliku od
Timoshenko-vog tipa modela, Reddy-Bickford-ov model zadovoljava i uslove smicajnih napona na
grani¢nim povrsinama. Na slici 1.2.5 mogu se videti deformacije vlakana poprecnih preseka nosaca

u zavisnosti od tipa koris¢enih teorija.



Slobodne oscilacije

i stabilnost sistema dva elasticno povezana nosaca

2.1 Slobodne oscilacije dva elasticno povezana nosaca Rayleigh-jevog tipa

Analizirajmo uticaj inercije rotacije na slobodne transverzalne oscilacije sistema dva
elasticno povezana nosaca slojem Winkler-ovog tipa, Stojanovi¢ i koautori [12]. Neka su dva
nosaca istih duzina [, povezana elasticnim slojem krutosti K. Nosa¢i su na svojim krajevima

izlozeni dejstvu pritisnih aksijalnih sila Fq i F, kao sto je prikazano na slici 2.1.1.

D —Faed

An“\’ ) ¢
/ w, (z,1) K
Fz | z
P =
VR 1

vy

Slika 2.1.1 Sistem dva elasti¢no povezana nosaca

Neka su funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu sistema nosaca Rayleigh-
jevog tipa ug,(y,2,t), Wp1 (¥,2,t), up, (¥,2,t) i Wgy(y,z,t). Analogno relaciji (1.2.10), za sistem
dva nosaca vazi

owd,(z,t)

0y Wm0zt =win(z0), (2.1.1)

up1 (3, 2,t) = up (z,t) —y
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aWi(z)z (z,t)

F Wr2(¥,2,t) = wh,(z,t). (2.1.2)

U (¥, 2,t) = ud,(z,t) —

Deformacije u pravcu z ose u funkciji pomeranja i veza izmedu napona i deformacije po Hooke-

ovom zakonu su

oud,(z,t) 02wl (z,t) oud,(z,t) 02w, (z,t)
1 (v, 2,t) = Réz —y g;z . enp(,z,t) = R;Z -y g;z , (2.1.3)
Uzl(y' Z, t) = Eezl(y' Z, t), UZZ(yr z, t) = ESZZ(yr z, t)' (214)

Virtuelni rad inercijalnih sila je

92w, (y:Z t) 2y (y' ’
SWipq = pblf fhl[ R;tz Swg1 (¥, 2, t)+%#8um(y,z t)|dydz, (2.1.5)

a2 t 92 ,Z,t
Wi = pbsz [ Wr2(0. 2, )SWRZ(y,z,t)+M5um(y,z,t)]dydz. (2.1.6)

ot? ot?

Virtuelni rad unutrasnjih sila je

L Ltz
2 2
Wy, = —b, f f ny 021 (z,t)8¢,,(z, t)dydz, Wy, = —b, f f ny 022 (2,t)8¢,,(z, t)dydz . (2.1.7)
0 /-2 0 /-2

Virtuelni rad spoljasnjih sila je

1 owd,(z,t) 08wy, (z,t
SW,ypy = f [SW,g’l(z,t)K(wgz(z,t)—wgl(z,t))+F1 Win (2, 8) 98wy (2 )]dz, (2.1.8)
0 0z 0z
L owd,(z,t) 08w, (z, t
Mo = [ [owhate 00 (w8u2r0) -~ who(a0) 4 £, O DD g, 1)
o 0z 0z

Na osnovu principa virtuelnog rada §Wyy,; + 6Wy; + W,,; =0, i = 1,2 i jednadina (2.1.5-2.1.9)

dobijamo
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—blj J 1azl(z t)8¢e,,(z, t)dydz —
2

ff [6 Wg1(¥,2,t) 0%up,(v,z,t)
—pb, g RVt

9t2 Swri(y,2,t) + a2 Sup1(y, 2, t)] dydz

owd,(z,t) 98wl (z,t)
0z 0z

!
+f [SW,gl(z, K (W,gz(z, t) —wh, (z, t)) +F ]dz =0, (2.1.10)
0

l h_z
~by [ [}, 022082, 0ydz -
0J-2

0%wg,(y,2,t) 0%up,(y,2,t)
—pbzf fhz[ R;tz Swg, (¥, 2,t) +R(2?78um(y,z, t)| dydz

owd,(z,t) 08wl,(z,t)
0z 0z

+f [SWRZ(Z, t)K (WRl(Z, t) —wl,(z, t)) +F, dz=0. (2.1.11)
0

Sukcesivnom primenom Green-ove teoreme na izraze (2.1.10-2.1.11) dobijamo jednacine

transverzalnih oscilacija sistema elasticno povezanih nosaca Rayleigh-jevog tipa u obliku

4 0%wl;(z,t) 0*wp,(z,t) El *wp(z,t) 9?wp,(z,t)
P~ PG5 TR 17 5,2
+K (Wé’l(z, ) —wx(z, t)) =0, (2.1.12)
" 0%w,(z,t) 04w, (z,t) £l 94w, (z,t) 0%w,(z,t)
L N A T T 2T o2
+K (Wl (z,6) —wi (z,0) = 0, (2.1.13)

gde su p gustina materijala, A povrsina poprecnog preseka, E Young-ov modul elasti¢nosti, I,
moment inercije povrsine poprecnog preseka nosaca za osu z. PocCetni i grani¢ni uslovi sistema

dva elasticno povezana slobodno oslonjena nosaca Reyleigh-jevog tipa su

dwb,(z,0)

T = V@), (2.1.14)

wgi(z,0) = wi(2),

d?w,(0,t) d? It
w3 (0,£) = W;;E )_ W;f ) - wh(l =0, i=12 (2.1.15)
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Smatrajuéi da je kretanje taCaka nosac¢a harmonijsko, reSenja jednaina (2.1.12) i (2.1.13)

pretpostavljamo u obliku proizvoda funkcija
wri(z,t) = Zzn(z)Tin(t): i=12 (2.1.16)

gde je Tu(t) nepoznata vremenska funkcija a Z,(z) funkcija osnovnih oblika oscilovanja
Zy(z) = sin(k,z), k, =nn/l, n=123,.. (2.1.17)

Zamenom pretpostavljenih reSenja (2.1.16) u jednacine transverzalnih oscilacija sistema dva
elastiéno povezana nosafa Rayleigh-jevog tipa (2.1.12) i (2.1.13) dobijamo sistem dve

diferencijalne jednacine u obliku

Z { 1 dtz =+ (Ny = Fin)Typn — HlTZn} Z, =0, (2.1.18)
n=1
Z {]2 dt2 =+ (Ny = Fonp)Ton — HZTln}Zn =0, (2.1.19)
n=1

gde su uvedene sledece smene

K k2 I El
Ji = 1+ ik}, Ny = Chiky +H;, H;= oAy M= p_x‘?lll Gy = ’A_Lircbi = pAli’

Resenja diferencijalnih jednacina (2.1.18) i (2.1.19) moZemo pretpostaviti u sledeéem obliku

i=1,2.

Tin = Cpel®nt, Ty, = Dpelont,  j=+/-1, (2.1.20)

gde je w, prirodna frekvencija sistema. Ako zamenimo izraz (2.1.20) u jednacine (2.1.18) i (2.1.19)

dobijamo sistem homogenih algebarskih jednacina

(N, — Finy — J1w?)Cy — Hi Dy, = 0, (2.121)
(N2 = Fnz — J,03)Dn — Hy Gy = 0. (2.1.22)
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Sistem algebarskih jednac¢ina (2.1.21) i (2.1.22) ima netrivijalna reSenja kada je determinanta

matrice sistema jednaka nuli. Iz tog uslova dobijamo karakteristi¢nu jednacinu sistema u obliku

polinoma Cetvrtog stepena

T8 — (NiJp + NoJy — FingJy — FanpJwi + (Ny — Fi )(N, — Fonp) — HiHp = 0. (2.1.23)

Karakteristi¢na jednac¢ina (2.1.23) ima dva razli¢ita pozitivna realna korena

w2 =]2(N1 — Finy) +J1(N; — Fanp)
™ 2

1
———U2(Ny = Finy) = Ji (N, — Fon)1? + 4J1 )2 Hy Hy,
2/1J,

w2 :]2(N1 — Fin1) + J1 (N, — Fo1)
" 2)1J;

1
+ \/UZ(N1 = Finq) = J1(Ny — Fomp)]% + 4)1),H H, .
2J1),

Odnosi amplituda modova oscilovanja za svaku od frekvencija wy,i, @,y su

_ Cn _ Hy _ Ny — Fom _fzwrzu'
Dy Ny—Fm _]1(01211' H, ’

=12.

Opéste resenje sistema diferencijalnih jednacina (2.1.18) i (2.1.19) je oblika
Tln(t) = Clnejwnlt + C2ne_jwn1t + C3nejw"2t + C4ne_jwn2tv
Tyn(t) = Dipel®mt + Dy e~ fomt 4 Do ef@n2t 4 D, e=i@na2t,

odnosno
2
Tin(®) = ) [Anisin(@pit) + Buicos(@niO],
i=1
2
Ton(t) = Z Ani[Apisin(wy;t) + Bpicos(wyit)],

i=1

(2.1.24)

(2.1.25)

(2.1.26)

(2.1.27)

(2.1.28)

(2.1.29)

(2.1.30)
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gde su Ay 1 Bp; (i = 1, 2) nepoznate konstante. ReSenja sistema parcijalnih diferencijalnih
jednacina (2.1.12) i (2.1.13) slobodnih transverzalnih oscilacija sistema dva elasti¢no povezana

slobodno oslonjena nosaca pod uticajima inercije rotacije su oblika

0 © 2

wi(z,t) = Z, (2T, () = sin(k,z) ) [Ansin(wy;t) + Bpicos(wyt)], (2.1.31)
© © 2

wi(z,8) = ) Zy(@)T2 @) = ) sin(ky2) ) anApsin(wyt) + Byicos(wyt)].  (2.1.32)

Nepoznate konstante Ap; i By; (¢ = 1, 2) odredujemo iz pocetnih uslova (2.1.14) koriS¢enjem

uslova ortogonalnosti funkcija u obliku

1

l
f ZpZpdx = f sin(k,z) sin(k,,z)dz = c6pp, (2.1.33)
0 0

1 !

l

c =f Z2dx =f [sin(k,z)]%dz = =,
0 0 2

gde je 6, je Kronecker-ova delta funkcija. Ako podetne uslove (2.1.14) unesemo u izraze (2.1.31)

i (2.1.32) dobijamo

o) 2
W2, 0) = wip(@) = ) sin(knz) ) B
n=1 i=I
oo 2
W (2,0) = wy(2) = ) sinlky2) Y uiBy, (2.134)
n=1 i=I
dw?,(z,0) > ) :
o - vy0(2) = Z sin(k,z) Z WniAni,
n=1 i=I
dwl, (z,0) < a
S = (D) = ) sinn2) ) i (21.35)
n=1 i=I

Mnozenjem izraza (2.1.34) i (2.1.35) sopstvenom funkcijom Z,,, integracijom po promenljivoj z od

0 do 7 i koriSéenjem uslova ortogonalnosti (2.1.33) dobijamo
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2

2
2 l 2 l
Tfo wyo sin(k,z) dz = Z B, Tfo Wy sin(k,z) dz = Z aniBni, (2.1.36)

i=I i=I

2 2

2! 2!

7,[ vy Sin(k,z) dz = Z Wnilni, Tf Uy sin(k,z) dz = Z ApiwniAni.  (2.1.37)
0 — 0

i=I i=I

Nakon resavanja sistema jednacina (2.1.36) i (2.1.37) nepoznate konstante odredujemo u

obliku

2 !
Apy = mf (v10@nz — Vo) sin(k,2) dz, (2.1.38)
n1\qn ni 0
2 !
Apz = m[ (va0an1 — v10) sin(ky2) dz, (2.1.39)
n. n n. 0
2 1
Bp = mf (W1oanz — wao) sin(k,z) dz, (2.1.40)
n n 0
2 1
an = mj (Wloanl - WZO) sin(knz) dz. (2.1.4—1)
ni n2 0

2.2 Slobodne oscilacije dva elasti¢no povezana nosaca Timoshenko-vog tipa

Razmotrimo uticaje inercije rotacije i popre¢nog smicanja na slobodne transverzalne oscilacije
sistema dva elastino povezana nosaca slojem Winkler-ovog tipa, Stojanovié¢ i koautori [12].
Neka su kao u slucaju Rayleigh-jevog modela nosaci istih duzina I, povezani elasti¢nim slojem
krutosti K. Nosaci su na svojim krajevima izlozeni dejstvu pritisnih aksijalnih sila Fq i F,, slika
2.1.1. Neka su funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu kao i ugao
zaokretanja popreénog preseka ur(y, z, t), wri (¥, 2, £),¥ %1z ), ur(y, z, t), wr(y, z, t) i

Y°5,(z, t). Analogno relaciji (1.2.18), sada za sistem dva nosaca vaze jednacine pomeranja

uTl(y: z, t) = u?’l(z; t) +V¢%1(Z, t)! WTl(ny: t) = W?l(zi t)' (221)
Ur,(,2,t) = upy(2,t) + Yy, (z,t),  wr(y,2,t) = w,(z,t). (22.2)
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Deformacije u funkciji pomeranja i veze izmedu napona i deformacije po Hooke-ovom zakonu su

ou,(z,t) oY%, (z,t) owd,(z,t)
en(t) = “EE gy SRSy ) = IS g, (223)
oud,(z,t) oY, (z,t) owd,(z,t)
a(zt) = — Ty, (2 ) = — S Pz, (224)
0z1y _[E O €21 022y _[E O €22
{szl} - [0 kG] {szl}' {szz} - [O kG] {szz}' (22.5)

Virtuelni rad inercijalnih sila je

0%°wpq(y,2,t) 0%ur(y,2,t)
Wi, = pblf f [ T;t}zl 8WT1(y,z,t)+%8uT1(y,z, t)|dydz, (2.2.6)

?wr, (v, 2,t) %ur,(y,2,t)
Wiy = pbzf fhz[ T;tz Swr,(y, 2, t)+T;f8uT2(y,z, t)|dydz. (2.2.7)

Virtuelni rad unutrasnjih sila je

L m
2
Wy = —blf J— hl[azl(z, £)8€51(2,t) + T51(2,£)8Y,91 (2, t)]dydz, (2.2.8)
0o J-=1
2

hy
2
Wy, = —bzf f hz[azz(z, )8e,5(2, ) + T5y2(2, )8y 5y, (2, )] dydz. (2.2.9)
o J-22
2

Virtuelni rad spoljasnjih sila je oblika

owd;(z,t) 98wl (z,t)

A
Wy = f [asW%l(z, OK (w$2 (z,t) = wl,(z, t)) +F ]dz, (2.2.10)
0

0z 0z
l owd,(z,t) 98w2,(z,t)
Wz = [SWT"Z(Z, O (Wi (2, 0) = wh (2, 0) + F, — 2 = ]dz, (2211)
0

Zamenom jednacina (2.2.6-2.2.11) u opstu jednacéinu principa virtuelnog rada 6Wpy,; + SWy,; +

6Wpyi =0, i = 1,2 dobijamo
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h1
2
—b, f f hl[Uzl(Z, )88,1(2, ) + T5y1(2, )8y 1 (2, )| dydz —
0 J-21

92 ,Z,t a2 ,2,t
—pblf f [ WT;E);Z )SWTl(y,z, t)+%6um(y,z,ﬂ] dydz +

ow,(z,t) 98w, (z,t
+f [ﬁwgl(z, K (WTOZ(Z, ) —w (z t)) +F w1 (2,6) 08wry (2 )] dz =0, (2.2.12)
o 0z 0z
L2
2
b [ | 1055088000 4 Ty, 001y D)y -
0 J_h2
0*wry(y,2,t) 0%ury(y,2,t)
_pbzf fhz[ 92 SWTz(y,Z,t)+T6uT2(y,Z,t) dydz +
Owd,(z,t) 08w, (z,t
f [SWTZ(Z.t)K(le(Z,t)—w?z(z,t))+FZ W@ 0 08wn@ 0|, o 213
0 0z 0z

Sukcesivnom primenom Green-ove teoreme na izraze (2.2.12-2.2.13) dobijamo jednacine

oscilovanja sistema elasti¢no povezanih nosaca Timoshenko-vog tipa u obliku

?wl (z,t)

pPAy a2
?wi(z,t) P (z,t) 0wy (z,t)
- GA1k< PR e ) +E Tt K(wrol(z, ) —w(z, t)) =0,(2.2.14)
%P9, (2, 1) %P4 (z,t) owdy(z,t)
ol aTiZ —El, aT;z GAk + Y9 (z,t) (2.2.15)

’wl (z,t)

pA; 7&2
aZW'IQZ(ZJ t) 61/)-(,12(2, t) azwgz(z, t)
- GAzk( FEoR o > 503 K(wl(z,t) = wl (z,£)) = 0,(2.2.16)
0%, (z, 1) 0%, (z,t) owd,(z,1)
pley ;iz —El, (;;2 GA,k + V9, (z,t) (2.217)

Pocetni i graniéni uslovi sistema dva elasticno povezana slobodno oslonjena nosaca

Timoshenko-vog tipa su
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O an@o 2 oy W@ o
wl.(2,0) = W), T:iit =V(@), ¥2,(20) =92, Tclit =0,(2), (2.2.18)
d?w2(0,0  d*w(l, 0 ,
w00 =—7 = =—7 7 —=wn(,) =0, i=12, (2219
dy9;(0,t)  dy®,(,t
Y00 _dynto o (2.2.20)
dz dz

Smatrajuéi da je kretanje tadaka nosaa harmonijsko, reSenja jednacdina (2.2.14-2.2.17)

pretpostavljamo u obliku proizvoda funkcija

wpi(z,1) = ZZn(z)Tm(t). Pp(z,t) = an(z)Tin(r)(t), i=12, (2.2.21)
n=1 n=1

gde su Ty, (t) i Tin(,.)(t) nepoznate funkcije vremena, a funkcije Z,,(z) i ¥,(z) funkcije osnovnih

oblika oscilovanja

Zn(2) = sin(k,z), W,(2) =cos(k,z), k,=nn/l, n=123,.. (2222)

Zamenom pretpostavljenih resenja (2.2.21) u jednadine transverzalnih oscilacija sistema dva
elastiéno povezana nosaca Timoshenko-vog tipa (2.2.14-2.2.17) dobijamo sistem Cetiri

diferencijalne jednacine drugog reda u obliku

[=NeNo N

Alp 0 0 0 Zln(t)
0 Ayp 0 0 Tn(®)
. (2.2.23)
g 8 Il()p 0 Tln(r) @®)
P 22
z TZn(r)(t)
A1Gkky? — Fiky® + K -K A, Gkk, 0 Tin(®)
-K A,Gkk,? — Fykp 2 + K 0 A,Gkk,, Tn@® |
A, Gkk, 0 A1Gk + EL k> 0 Tinry(®)
0 A,Gkk, 0 AyGk + EL k21 \Tongry ()

Resenja sistema jednacina (2.2.23) pretpostavljamo u sledeéem obliku

Tln = Cnejm"t' T‘Zn = 5nej&)nt' Tln(r)(t) = Cn(r)ejbjnt' 7~WZn(T)(t) = En(r)ejant-j =v-1. (2.2.24)
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Ako zamenimo pretpostavljena resenja (2.2.24) u sistem jednacina (2.2.23) dobijamo sistem
homogenih algebarskih jednacina koji ima netrivijalnih reSenja kada je determinanta sistema

jednaka nuli

A,Gkk,® — Ay p@,* — Fik,” + K -K A,Gkk, 0 Cy 0
-K AyGkley® — Ayp,* — Foky® + K 0 A,Gkk, D, | _Jo

A,Gkk, 0 A\Gk + ElLik,* — Lp@,* 0 Cay [~ )0

0 A,Gkk, 0 A6k + ElLke,? — Lpa,?] Dugr) 0

Karakteristicnu jednacinu sistema (2.2.25) dobijamo iz uslova o egzistenciji netrivijalnih resenja

u obliku polinoma osmog stepena. Ako uvedemo smenu A = @2, frekventna jednacina je

M+ B +612+81+6,=0. (2.2.26)

Konstante 51,62,53 i 64 date su u prilogu 2.2.1 (http://www.2shared.com/file/tcb0znSv /prilog 221.html).

Polinom cetvrtog stepena moze se faktorizovati u slede¢em obliku

(2 +p1 0+ G.) (22 +PA+G,) =0, (2.2.27)

gde su
{Zl} =1 [51 + | —ac,+ 4;21],
2

q 1] CiX1 — 263
{(Zl} =3 [)(1 t f]
4z VEE—4é + 41
U izrazima ¥; predstavlja jedan od korena jednacine treceg stepena
T3 = GF% + (6163 — 46T + (48,84 — €5 — E264) = 0. (2.2.28)

Posle faktorizacije jednacine (2.2.26) reSenja mozemo napisati u obliku kvadrata prirodnih

frekvencija
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57211=Zl=_?_ 7 T 51212=iz=—7— 7 %
2 = =2
P2 p ~ ~ D1 p ~
@y =3 =—= TZ_CZZ' Bry=Ay=——>+ Tl_‘h

Tri korena jednacine (2.2.28) su

Ji=6/3+ 2\/—7}cos(§/3),
i =6/3+ zjjécos[(é +2m)/3],
T3 =6/3+ zjjécos[(é +4m)/3),

6 = cos™! (5/ /—Q3>, 0 = —5(63 — 36165 + 128,),

§ = (285 — 9616,85 + 27EF + 27876, — T26,84).

gde su

(2.2.29)

(2.2.30)

Izborom jednog od tri korena iz izraza (2.2.30) dobijamo jedinstvena reSenja jednacine (2.2.26).

Amplitude alredujemo iz jednadine (2.2.25) za svaku od frekvencija, prilog 2.2.2 (http://

wynw 2shared com/file/4_8DxOgf/prilog 222 html). Op&te reSenje sistema diferencijalnih jednaéina (2.2.23) je

oblika
Tin(®) = Cipef®mt + Gy e™i0mt 4 (g eJ®n2t 4 €, o™ JBn2t,
Ton(t) = Dipel®mt + D, e~ J®mt 4 P, eJBn2t 4+ P, e~ /On2t,
Tiner)(®) = Cinr@®m3t + Conrye /O3t + Canryel @t + Cpnirye I @net,
Ton) (8) = Dipgrye?®m3t + Dypirye /@3t + Dyl st 4 D ypypye ™I Onat,
odnosno

[Am-sin(ﬁm-t) + EniCOS(&jnit)],

2
T'ln(t) =

i=I

(2.231)
(2.2.32)
(2.2.33)

(2.2.34)

(2.2.35)
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2
Ton(6) = Z i [AniSin(@pit) + Bricos(@pit)], (2.2.36)
i=I
4
Tine () = ) [Angsin(@ngt) + Bugcos(@ngt)], (22.37)
g=3
4
Tonery (8) = Z g [AngSin(@pgt) + Bugcos(@ngt)], (2.2.38)
g=3

gde su Ay, By, Ang i Bng (i = 1, 2; g=3, 4;) nepoznate konstante. Resenja sistema parcijalnih
diferencijalnih jednac¢ina slobodnih transverzalnih oscilacija sistema dva elasticno povezana
slobodno oslonjena nosaca uzimajuéi u obzir uticaje inercije rotacije i popre¢nog smicanja su

oblika

© 2

w (z,t) = Zn(2)T1n(t) = sin(k,z) [Enisin(@nit) + Enicos(&“)nit)] ) (2.2.39)
heo= 2, 20,

n=1 i=
o

oo 2
Wz = Y Zu@Ton(®) = ) sin(ln?) . Gl Apisin(@nit) + Bucos@nt)].  (2.2:40)
n=1 i=1

n=1

<) 8] 4
P9, (z,t) = Y (DT () = cos(kpz) ) [Angsin(@,gt) + Bpgeos(@ngt)],  (2.2.41)
T1 nz; 1 ; gzﬂ g g g g
© 0 4
Y, (z,t) = v, ()T (@) = cos(knz) ) a, [/in sin(@,,t) + B, cos(ﬁn t)].(2.2.42)
T2 ; 2 ; ; gl4ing 9 g g

Nepoznate konstante Ap;, By, Ang i Eng (i =1, 2; g=3, 4) odredujemo na osnovu pocetnih

uslova (2.2.18) koris¢enjem uslova ortogonalnosti trigonometrijskih funkcija

1 L
f ZpZmdx = f sin(k,z) sin(k;,z)dz = c8pm ,
0 0

1 ! ! 1 ! I
c= f Z2dx = J’ [sin(k,z)]?dz = =, c= f Y2dz = f [cos(k,z)]?dz = =. (2.2.43)
0 0 2 0 0 2

gde je O8pm Kronecker-ova delta funkcija. Ako zamenimo poletne uslove (2.2.18) u izraze

(2.2.39 — 2.2.42) dobijamo
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0 2 [=5) 2
W (2,0) = Wio(2) = ) sinkn2) Y By why(2,0) = Wa(2) = ) sinllenz) Y GniBy,
n=1 =1 =1 =
0 2 0 2
W (2,0) = Bro(@) = ) sinlkn2) ) Builini a2, 0) = Ta0(2) = ) sin(kn) D il A,
n=1 = n=1 =1
o 4 o 4
Y9,(2,0) = Py(2) = Z cos(kyz) Z Eng ,09,(2,0) = ,0(2) = Z cos(kyz) Z dngﬁng,
n=1 g=3 n=1 g=3
oo 4 o 4
¥2,(2,0) = 059(2) = Z cos(k,2) Z @pghng  P3,(2,0) = By(2) = Z cos(ky2) Z g @nghng .
n=1 g=3 n=1 g=3
(2.2.44)

Mnozenjem izraza (2.2.44) odgovaraju¢im sopstvenim funkcijima Z,,, odnosno ¥, integracijom po

promenljivoj z od 0 do [ i koriSéenjem uslova ortogonalnosti (2.2.43) dobijamo

2 2
2 ! - 2 (! -
- f o sin(knz) dz = Z 3 - f o sin(knz) dz = Z niBrs, (2.2.45)
0 i=1 0 i=1
2 (! S 2 (! : )
7 f By, sin(ky,z) dz = Z i, ] f 0 sin(k,2) dz = Z Gy@nihn,  (2.2.46)
0 i=1 0 i=1
4 2 1 4
f Yy cos(k,z) dz = Z Tf Py0 cos(k,z) dz = Z @ngBng, (2.2.47)
g=3 0 g=3
2 (L $ y 2 (L . ]
Tf 019 cos(k,z) dz Z BpghAng, Tf 0,0 cos(kyz) dz = Z (ng@ngAng. (2.2.48)
0 0
g=3 g=3

Nakon resavanja sistema jednadina (2.2.45-2.2.48) nepoznate konstante dobijamo u sledeéem obliku

- 2 ) 2 .
A, = f‘f (Dyo@nz — Tao) sin(k,z) dz, A, = ——— _ f (Bpo@y — Byo) sin(le,z) dz,
ni wnl(anz _ anl)l 104n2 20 n n2 wnz (anl _ anz)l 20%n1 10 n
Buy = ————=—7 kyz)dz, By = — A
"= G, = an1)l f (Wyo@nz — Wao) sin(knz) dz, By, = @ = anz)lf (Wyo@n1 — Wao) sin(k,z) dz,
A : f (CY: 830) cos(kpz) dz, A 2 f (G B10) cos(lnz) d
= Ana — cos z)dz, =— — - Fow — cos 2)dz,
" s — an3)l 10%na 20 n na wm(ang “al 20%n3 10 n

n3

f (01084 — B59) cos(kyz)dz, B, = f (B10@n3 — 49) cos(k,2) dz.

(an4 - an3)l (an3 - an4)l

(2.2.49)
2.3 Slobodne oscilacije dva elasticno povezana nosaca Reddy-Bickford-ovog tipa

Neka su kao u slucaju Timoshenko-vog modela nosadi istih duzina [, povezani elasti¢nim

slojem krutosti K. Nosaci su na svojim krajevima izlozeni dejstvu aksijalnih sila F; i F,, slika
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2.1.1. Oznacimo funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu kao i ugao
zaokretanja popreénog preseka nosaca na neutralnoj liniji ugp1 (v, 2, 1),
Wrp1 (1,2, 1), Y251(2,1), Upp2 (1,2, 1), Wrpa(¥,2,t) i PY2g,(z,t). Analogno relaciji (1.2.29), za

sistem dva nosaca vaze jednaCine pomeranja

Owpp (2, t)
0z ’

upp1 (7, 2,t) = Udpq (2,t) + yihRp, (2, ) — ay? (111231(2' )+

Wrp1 (3,2, 1) = Wiy (2, 1), (23.1)

owlg,(z,t)
Urp2 (7,2, 1) = Upp2(2,6) + Yihipa (2,6) — ay® (‘l’gsz(z, t) + %)

Wrp2(7,2,1) = Wi, (2, t). (2.3.2)

Deformacije u funkciji pomeranja i veze izmedu napona i deformacije po Hooke-ovom zakonu su

udp(z,t MPRp1(z,t aYRpi(z,t)  ?wlp (2t
(0 t) = uRzz?lZ(Z )+y l/)RL:;Z(Z )—ay3< II’RLI?;Z(Z )+ WI;B;Z(Z )>’ (2:33)
owdg,(z,t) owdz,(z,t)
Yoy (20) = Yo (2, 0) + — 5 == = By’ <w231<z. 0+ RBT> (2:34)
dupp, (z,t) 0YRpa(2,t) 3 0YRp,(2,t)  0°WRg,(z,1)
€22 1) = 0z +y 0z s 0z * 022 ’ (235
OWRg2 (2, 1) Wy (2, 1)
Vaya () = WRaa (2,0 + === = fy? (ngm(z, 0+—2 =), (23.6)
0z1) _[E 0]( ¢z 022\ _[E 07 €22
{szl} - [0 G {yzyl}' {szz} - [O G] {szz}' (23.7)

Virtuelni rad inercijalnih sila je

0?wrp1 (9,2, 1) 0%upp, (¥, 2, t)
Wiy = —pby f f [ WD bwra(y,2,0) + VL D gy (3,2, | dydz, (238)

0%wgp, (¥, 2,t) 0%ugp, (¥, 2, t)
Wiy = pbzf J‘hz[ le;tz Swry (v, 2, t)+m;+8un(y,z, t)|dydz. (2.3.9)

Virtuelni rad unutrasnjih sila je
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hy
2
SWyq = —blf f hl[azl(z, )88,1(2, 1) + T5y1(2, )8y 51 (2, D) ]dydz, (2.3.10)
o /-1
2

1 22
2
Wy, = —bzf f hz[JZZ(Z' £)84,(2,t) + T5y2(2,£)8Y4y2 (2, t)]dydz. (2.3.11)
0 =3

Virtuelni rad spoljasnjih sila je oblika

L 0w, (z,t) 36WRs1 (2, t)
Wexr = f [ngm(z, DKWz (2,6) —wiy (z,0) + Fy RB;Z = (2.3.12)
0
1 0wdg,(z,t) 08w, (z, t
SW,,y = f [SW,?BZ(Z,t)K(w,?m(z,t)—w,gm(z,t))+Fz W’“;Z(Z ) 98Wra (1) (23.13)
)

Zamenom jednacina (2.3.8-2.3.11) u opstu jednaéinu principa virtuelnog rada 6Wpy,; + SWy,; +

Wy =0, i =1,2 dobijamo

1 hy
2
—b, f f nl[gﬂ (z,t)8¢e,,(z,t) + Toy1 (z, £)8Y2y1(2, t)]dydz -
0 J_m

0*wgp1 (¥, 2,t) 0%ugp1 (¥, 2,t)
—Pbl o 2 “RB1V, 20

— Yz Swrp1(y,2,t) + 32 Sugp1(y, 2, t)] dydz +

dz=0, (23.14)

Owpgy(z,t) 8wRg, (2, t)
+f [6W1231(Z, K (WBBZ(Z, t) — wlz (2, t)) + F, 2WRBL RB1
0

0z 0z

1 2
2
—b, f J’ hz [azz (z,t)8¢e,1(z,t) + Tzy2 (z, t)SyzyZ (z, t)]dydz -
o J-22

0%wgp2 (1,2, 1) 0%upp2 (¥, 2,t)
—pbzf f [ thztz SWRBZ(y,z,t)+—R%2t2 Sugp, (y,z,t)| dydz +
OwRg,(z,t) 8wlg,(z,t
+ SW (z,)K (w1 (z,t) —wlg,(z,t) ) + F, W2 (2,8) 98Wrs2 (2, 6) dz = 0. 2.3.15
RB2 RB1 RB2
0 0z 0z

Sukcesivnom primenom Green-ove teoreme na izraze (2.3.14-2.3.15) dobijamo jednacine

oscilovanja sistema elasti¢no povezanih nosac¢a Reddy-Bickford-ovog tipa u obliku

4,0 0*'wpg, (2, 1) 2,2 0"wpg, (2, t) 2,0 0?wRp(z, t) 02 0?wRp: (2, 1) 4l 9% YRpi(2,1)
w dz* W 3z20t? w 022 w ot2 ¥ 9zot?




1,0 0PRpy(2,t) 430 0%PRp, (2, 1) +

+C P 3 o K (wha1 (z.6) = whio (z.0)) = 0, (2.3.16)

93w, (z,1) 1,0 wpg: (2, t) 2,0 0%1pRp, (2, 1)
0z 0t? w 0z ¥ 0z2

c30 0*wpg, (2, 1)
w 0z3

+ck?

02 0%PRg (2, t)

+Cy g s+ ) YR (2 0) = 0, (2.3.17)
Dy° 0 Wk (2,) + D22 0" Witg2 (2,1) + D20 9?wip2 (1) + o2 0*wRpy (2, 1) 1,2 *YRp2(2,t)
w 0z4 w 0z2 0t2 w 022 W 92 v 37012
0Pz, (z,t 33y, (z,t
+D1};o wm;zz( ) + Dz.o 1/’};3223( ) + K(Wng(z, t) — wgm(z, t)) =0, (2.3.18)
D30 PWRpy(2,1) 1,0 WRp,(2,t) L po 0w, (z, ) 4 p2o 92905, (2, 1)
w 0z3 w 9z 0t2 w 9z ” 922
62 0 7,t
0y’ 1!)1;#() + D" YR (2,0) =0, (2.3.19)
gde su
40 1 72 2,2 1 7 2 2,0 1 2, 5 1 3
Cw :mbﬂh a’E, C)° = _mblhl a®p, Cy~ = —%blGﬁ hy +gbGﬁh1 —b,Ghy + Fy,

1 1 1 1
C? = bihyp, CJ? = %blhlsap - mblhl7oﬂp, ;= —%blGﬁzhls + gblaﬁhf — b,Ghy,

1
C;,'O =— byhy” a?p —

1 1 1 1
= saghihn’ @’ = gobihi B, C3° = oobihy*aE — e bih B, G = o

T 448

1 5
'%bﬂh ap,

Lo _1 2, 5_1 3 20__ L o7, L s_ 1 3
Cy —%blGﬁ hy _gblGﬁhl +blGh1,Cw ——mbla’ Ehy +Eb1aEh1 _EblEhl ,

1
02 _
Cy

=——ba®ph,’ — iblazphl5 + iblphﬁ. co° = iblﬁzc;hf’ - 1blﬁ(;hf + byGhy,
448 40 12 ¥ 80 6

(2.3.20)
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1 1 1 1
DE° = mbzhjoczls, D2? = —mbzhjazp, D20 = —%bzG[)’zhzs + Ebaﬁhf — byGhy + F,,
0,2 _ 1,2 _ 1 5 1 7 2 1,0 _ 1 2 5 1 3
Dy* = byhap, Dy = gobahy®ap — e bohy”a?p, Dy = — 25 baGB%hy” + 2 byGBhy” = byGhy,
1 1 1 1 1
D’ = mbzh/oﬂg —%bzhzsaE, D3’ = %bzhzsaE - mbzhjazE, Dyt = mb2h27a2p -
1 5
%bzhz ap,

1 1 1 1 1
DLO = %bzcﬁzhzs —gbzcﬁhf +byGhy, D}’ = —mbzoﬂlzhz’ + Ebzothz5 - Eszhf,

1 1 1 1 1
Dy = aebaa?phy” = Zobyaphy” + 5 baphy®, DY° = 2obof?Ghy’ = =byGhy” + byGhy,

T 448
(2.3.20)

Za razliku od Euler-ove i Timoshenko-ve teorije nosaca koje pripadaju grupi teorija
cetvrtog reda, Reddy-Bickford-ova predstavlja teoriju grupe Sestog reda, i potrebno nam je 6
grani¢nih uslova (po tri na svakom kraju nosa¢a). Ako primenimo varijaciju na konstitutivne

relacije (2.3.10-2.3.11) virtuelnih radova unutrasnjih sila dobijamo

dM,;
- le + (in - ABRZ[) = 0!
d*p,; d )
—a dzzn —E(Qﬂ- —BR;) =0, i=1.2. (2.3.22)

gde su

Mzi:f
A

redom moment savijanja, sila smicanja, rezultujuéi napon u normalnom i rezultujuéi napon u

Y0,,dA — aPy, Qu = f szidA' Py = f y3o_zidA' Ry = f yzrzyidA- (2.3.23)
Ai Ag Ai

i

tangencijalnom pravcu. Zamenom relacija (2.3.3-2.3.7) u (2.3.23) dobijamo

s ’wepi 1
0z% 240

1 3 ) N
My = = oo abiEh; bER> (3ah;” — 20)%— aP,;,

1 2 Owpp;
0y = —ﬁbiGhi(ﬁh - 12)( 9z "+ g )

2 5 2
Pzi _ _LabiEhlj a WRBi _ biEhi (S(Zhi - 28) alpRBi'
448 022 2240 0z
1 3 2 Owgs;
R = = gy iR 381 = 20) (P52 ). (2324

U slucaju slobodno oslonjenih nosaca, moment i ugib na krajevima nosaca mora biti jednak nuli,

pa na osnovu relacija (2.3.24) slede po tri uslova na svakom od krajeva nosaca: wgp; = 0, M, =
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0, P, = 0. Na osnovu relacija (2.3.24) grani¢ni uslovi se svode na uslove kao u slucaju

Timoshenko-vog tipa nosaca i oblika su

d*wl,(0,8)  d*wl (Lt
wigi(0,8) = W‘;BZLZ( )_ Wg’;‘z( )=W£Bi(l,t)=0, i=12, (2.3.25)
dy2::(0,t)  dyds (1t
IPRBL( ) — IIJRBL( ) — 0' i = 1,2 (2326)
dz dz

Pocetne uslove definisemo u slede¢em obliku

_ d 0 '0 - ~ d 0 . ,0 =
Wiei(2,0) = Fo@, 2D _5 ), 40,20 = (o, "’T(Z)= 6i0(2), (2327)

Smatrajuéi da je kretanje tacaka nosaa harmonijsko, reSenja jednacina (2.3.16-2.3.19)

pretpostavljamo u obliku proizvoda funkcija
W@ 0 = ) Zu@Tnl® W= D ¥a@Tup(®, i=12,  (2328)
n=1 n=1

gde su T:',-n(t) i ’ﬁ-n(r) nepoznate funkcije vremena a funkcije Z.(z) i ¥,(z) funkcije osnovnih oblika

oscilovanja
Zn(2) = sin(k,z), W,(z) = cos(k,z), k,=nn/l, n=123,.. (2329

Zamenom pretpostavljenih reSenja (2.3.28) u jednadine (2.3.16-2.3.19) dobijamo sistem cetiri

diferencijalne jednacine drugog reda u obliku

Ton(t T
u; 0 w3 O sln()] v;; —K vz 0 Zln(t) 0
0 Uy 0 Uy, :Tzn(t) LK v 0 vy :Tzn(t) = 8 . (2.3.30)
ust 0 uss 0 [VE [ [vs 0 wss 0 [Ty
1n(r) )
0 Uyp 0 Ugal | 0 Va2 0 Vagl | 5 0
Tonery(©) Toncry ()
gde su
5 2
apbyhy ki (5ah,? — 28)
Uy = mpb1h1(a2h16kn2 + 4’4’8)' Uz = Usy = ;240 '



pbyhy (a?hy®k,” + 448),

36
_ pbihy*[3ah,*(5ah,* — 56) + 560] 1
a3 = 6720 Y22 = g
5 2 3 2 2
__apbyhy’kn(5ah,” - 28) _ pbyhy’(Bahy* (5ah,” — 56) + 560)
Yze = Uaz = 2240 (Uae = 6720 '
byhikn*{15a%Eh,®k,? + 28G[Bh,2 (38R, — 40) + 240
vu:lln{ 1 kn [Bh"(3Bhy ) ]}—Flkn2+K,
6720
byhikn{3aEh, "k, > (Sah,? — 28) + 28G[Bh 2 (3B, ° — 40) + 240]}
Va1 = V13 = 6720 '
byhyky *{15a2Eh, %k, * + 28G[Bhy* (3Bhy* — 40) + 240
1722:2211{ 2 kn [Bhy"(3Bh, ) ]}_sznz_}_K'
6720
byhyka{3aEhy k,* (5ah,? — 28) + 28G[Bh,% (3Bh,% — 40) + 240]}
Vaz = V2 = 6720 '
byhy{Ehy 2k, 2 [3ah, (5ah,” — 56) + 560] + 28G[Bh,*(3Bh,? — 40) + 2401}
Vgy = .
6720
Resenja sistema jednacina (2.3.30) pretpostavljamo u sledeéem obliku
D(rye/®nt,j = V=1. (2.3.31)

’ TZn = 5nejantv Tln(r)(t) = Cn(r)ejant' TZn(r) ® =

Tln = Cnejwnt

Ako zamenimo pretpostavljena resenja (2.3.28) u sistem jednacina (2.3.16 — 2.3.19) dobijamo

homogeni sistem algebarskih jednacina koji ima netrivijalnih resenja kada je determinanta sistema

jednaka nuli
P11 —K piz O C:n 0
P2 0 pul| D
[P,]iCa) = (0} <=> N o =10 (2332)
0
P31 0 pz O n(r) 0
0 P 0 Das ~n(r)

gde su
_ byhy{k,"[15a%h,® (Ek,,” — p&,0) + 28G[Bhy 2 (3B, — 40) + 240)] — 6720pw,?}
6720

P11 =
2
— Fk,2 + K,
byhykn{3cthy *(5ah,® — 28)(Ekn® — p&n_) + 28G[Bhy 2 (38h,2 — 40) + 240]}
P31 = P13 = )
6720
byho{kn2[15a%h,® (Eky® — p&y_) + 28G[Bhy*(38hy* — 40) + 240)] — 6720p8,°}
p =
z 6720
— Fk,> +K,
byhok, (3ahy* (Sahy? — 28)(Eky2 — p&,°) + 28G[Bhy%(38h,2 — 40) + 240}
P42 = P24 = 6720 )
_ byhy{hy’[3ah,” (Sah,® — 56) + 560](Ek,” — p&n’) + 28G[Bhy2 (3B, — 40) + 240]}
B 6720 '

Pas
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Frekventnu jednacinu sistema (2.3.32) dobijamo iz uslova o egzistenciji netrivijalnih resenja
Det [Pp] = 0, u obliku polinoma osmog stepena. Ako uvedemo smenu 1= @2, polinom mozemo

svesti na sledeé¢i oblik
P EB+ER+EAI+E =0. (2.3.33)

231.html).

www.2shared.com/file

Konstante &, &, &5 i & date su u prilogu 2.3.1(http:

Polinom cetvrtog stepena moze se faktorizovati u slede¢em obliku

(2.3.34)

gde su

2 -Qu T S
N = ) =

N =

N =

C:1)(1 - 20:3

)

hr—|
,c:lz — 46, + 4},

U izrazima ¥, predstavlja jedan od korena jednacine treéeg stepena
(2.3.35)

P+ (618 — 487+ (46,8, - 65 - EE) = 0.

Posle faktorizacije jednacine (2.3.33) resenja mozemo napisati u obliku kvadrata prirodnih

frekvencija

= 53 = )
=~ H P1 14 = =~ S P2 14 =
wgll:ll:_?_ Il_‘h' (1)1212=12=—7— Zz—qz,
% P2 | z P P
Ba=h=-T+ |F-0 Gu=k=-S+ |7- (2.3.36)

Tri korena jednacine (2.3.35) su
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h=&/3+ ZJTéCOS (9:/3),

%2 =&/3+2]—(cos|(6+2)/3), (2.3.37)

s =6/3+ 2\/—75005 [(5 + 411)/3],
§ = cos™ (5:/1/—0:3) Q = —3(8% — 38,6, + 124,),

22 %

S = 228 — 98,8,8; + 2783 + 27828, — 728,E,).

gde su

Izborom jednog od tri korena iz izraza (2.3.37) dobijamo jedinstvena resenja jednacine (2.3.33)
gde su Cetiri prirodne frekvencije sistema realni pozitivni koreni @p; = 1 , Gy = 1 , Gop3 =

\/j_ , Bpa = \/):174 . Amplitudne odnose odredujemo iz jednacine (2.3.31) za svaku od frekvencija

prilog 2.3.2 (th‘p://www.2shared.com/l'ile/wCTiFubh/prilog7232.html). Opéte reéenje diferencijalnih jednaéina

(2.3.30) je oblika

Tin(t) = Cipel®mt 4 Cype=i®mt 4 Gy @inat 4 ) = i®nat, (2.3.38)
Ton(t) = Dypef®mt + D, e~i®nit 4 D, efonzt 4+ P, e~Jonat, (2.3.39)
;f'ln(r) (t) = Czln(r)ejﬁmt + C:Zn(r)e_ja:)mt + szn(r)ejimt + C:zm(r)e_j(imt' (2-3-40)

7:12n(r) (t) = 51n(r)eja:)"3t + 52n(r)e_j5"3t + 53n(r)ej$"4t + 5471(7‘)3_}5"“' (2-3-41)

odnosno
2
Tin(® = Y [Asin(@pat) + Buicos(@ut)|. (2342)
i=I
2
Fon(®) = Z Gt | Anisin(@rit) + Bricos(@ut)], (2.343)
i=I
4
Tiny® = ) [Angsin(@agt) + Bugcos(@ngt)]. (2.3.44)
g=3
4
Tony® = ) g |Angsin(@ngt) + Bugeos(@ngt)] (2.3.45)

g=3
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gde su Ay, By, Ang i Bng (i = 1, 2; g=3, 4;) nepoznate konstante. ReSenja sistema parcijalnih
diferencijalnih jednacina slobodnih transverzalnih oscilacija sistema dva elasticno povezana
slobodno oslonjena nosaca uzimajuéi u obzir uticaje inercije rotacije i popre¢nog smicanja su

oblika

o0

) 2
wlpi(z,t) = Z Zn(z)%ln(t) = Z sin(k,z) Z [stin((ﬁmt) + §nicos(iﬁmt)], (2.3.46)
n=1 i=1

n=1
[ee]

o) 2
W, (2,t) = Z 2,2 T (t) = Z sin(k,z) Z fi [Auisin(@it) + Bucos(@ut)]. (2347
n=1 i=1

n=1
o

oo 4
Yipi(z,t) = Z 'Pn(z)fln(r)(t) = Z cos(k,2) Z [jngsin(cﬁngt) + §ngcos(5ngt)], (2.3.48)
n=1

n=1 g=3
[ee]

Wp,(z,t) = Z ll/n(z)’IZ"Zn(T)(t) = Z cos(k,z) Z g [jngsin(ﬁngt) + éngcos(ﬁngt)] .(2.3.49)
n=1 g=3

n=1

Nepoznate konstante jni, B,

D

ng 1 §ng (i =1, 2; g=3, 4) odredujemo na osnovu pocetnih

uslova (2.3.27) koris¢enjem uslova ortogonalnosti trigonometrijskih funkcija

1 L
f ZpZmdx = f sin(k,z) sin(k,,z)dz = ¢6pp ,
0 0

1 ! ! 1 ! I
=f Z2dx =J’ [sin(k,z)]?dz = =, c =f Y2dz =f [cos(k,z)]?dz = =. (2.3.50)
0 0 2 0 0 2

Ako zamenimo pocetne uslove (2.3.27) unesemo u izraze (2.3.46 — 2.3.49) dobijamo

= 2 ©

W (2,0) = F10(2) = ) sin(kaz) ). Bty when(2,0) = W0(2) = ) sinllkn2) Z @b,
n=1 i=1 n=1
© 2 =] 2
Wls1(2,0) = B19(2) = Y sin(kyz) Y Bpini, Whs(2,0) = Tog(2) = Y sin(knz) Y Fnils, A
RB1 nZl lZ RB2 nZ Zl
=) 4 o 4
VB (2,0) = h10(@) = ) 05(kn) D" Bg P82(2,0) = Pz0(2) = ) cosliz Z GngBng.
n=1 g=3 n=1 g=3

o] (€9

4 4
1»[)1231(2: 0) = 61()(2) = Z cos(kpz Z 5 :ng ,1,[)231(2, 0) = 6ZO(Z) = Z cos(kyz) Z &ngﬁngAng-

n=1 n=1 g9=3
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(2.3.51)

Mnozenjem izraza (2.3.51) odgovarajuéim sopstvenim funkcijima Z,, odnosno ¥, integracijom po

promenljivoj z od 0 do [ i koriSéenjem uslova ortogonalnosti (2.3.50) dobijamo

2 2
7 J; Frosink,2)dz = ) By, - fo a0 sink,z) dz = Z &b, (2.3.52)
i=I

i=I

éniﬁnigni' (2-3-53)

i=I

e

2
2 [t ~ 2t
7,[0 Uy sin(k,z) dz = Z Onilni, Tfo Uy sin(k,z) dz =

i=I

4
f D1 cos(k,z) dz = Z By, f By cOs(kyz) dz = z Gnghngy (2354
g=l111 g=l1II
2 (s S 2 (s S
- f 8., cos(i,z) dz = Z Brghng, T f 8,0 cos(k,z) dz = Z g BngAng. (2.3.55)
0 g=11 0 g=1II

Nakon resavanja sistema jednacina (2.3.52 -2.3.55) nepoznate konstante dobijamo u slede¢em obliku

. 2 L. - . 2 L. -
A _ = V1o -7 in(k d. ) A _ Uyolpny — U in(k d. )
ni 5n1(&nz — [i’m)lf (Vmanz Vzo) sin(k,z) dz n2 65112(&111 — li’nz)lf (Vzoam V10) sin(kyz) dz,

f (Wloanz wzo) sin(k,z) dz, f,' mj (Wmozn1 wzo) sin(k,z) dz,
n1 ~ Yn2

Ton

m (“nz - anl)l

(s — 610) cos(knz) dz,

Bofins — @zo) cos(kn2) dz, Apg ﬁf G
(Un4(an3 - an4—)l 0

b= gl
" Wn3 (an4- - an3)l
U ~
(610‘773 - @20) cos(k,z) dz.

Son

Gpa — 620) cos(k,z) dz,

n3 =mfo (910 na

Son

- 2 f
" (@ — @)l o

2.4 Kritic¢na sila izvijanja dva elasti¢no povezana nosaca i numericka analiza

Uslove staticke stabilnosti sistema dva elastino povezana nosada (Timoshenkovog i
Reddy-Bickford-ovog tipa) odredi¢emo za slucaj kada su materijalne karakteristike i popre¢ni

preseci nosaca identicni.

Ay=A,=4, L=L=I h=hy=h, by=b,=h. (2.4.1)
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Pri porastu intenziteta pritisnih sila, prirodna frekvencija oscilovanja se smanjuje. Kada su
intenziteti pritisnih sila jednaki kriti¢noj vrednosti, frekvencija oscilovanja je jednaka nuli i sistem
nosaca se nalazi u stanju indiferentne ravnoteze. Ako uvedemo novu oznaku ¢ kao odnos pritisne
aksijalne sile na drugom nosacu prema pritisnoj sili na prvom (F, =(F; 0<{<1.), tada
reSavanjem frekventnih jednadina (2.2.26) i (2.3.33) uz uslove @, = 0,&, = 0, dobijamo dva

reSenja od kojih je manje kriti¢na sila izvijanja sistema, ref. [12]

1+ (Cikyt + HR) — J(1 + 0)2(CZkE + HR)? — 4CC2kE(CEKE + 2HR)
k —
[Fbr]Timashenko - 2CnR

.(24.2)

Kriti¢na sila izvijanja sistema dva elasti¢no povezana nosaca Reddy-Bickford-ovog tipa data je u
prilogu 2.4.1 (http://WWW425hared4cum/document/uV4OsB5Z/prilog 241.html).

Anlizirajmo uticaje inercije rotacije i popreénog smicanja za parametre sistema iz referenci [2- 5]

E=1x10°Nm™2, v=034, K,=2x10°5Nm>?
p=2x103kgm™3, A=5x10"2m? [=4x10"*m*

=10 b e h 2 2.4.3
=10m, =— |z m, == |= m, 4.

8 I3 1=3 (24.3)

Vrednosti prirodnih frekvencija uzimajuéi u obzir uticaje inercije rotacije i poprec¢nog

smicanja sistema dva elasticno povezana nosaca prikazana su u Tabelama 2.4.1-2.4.3. U

numerickom eksperimentu su koris¢ena dva seta vrednosti za modul klizanja i smicajni faktor:

ref. Kaneko [24] u obliku 6 = ﬁ k=:: koji daje najbolje slaganje sa eksperimentalnim

rezultatima, i na osnovu materijalnih karakteristika nosaca za primer koriséen u referenci [12]

G =0417 *10'*°Nm™2, k = z Razlike u aproksimacijama resenja u zavisnosti od tipa modela prikazane

su u tabelama 2.4.1-2.4.3 i na serijama slika 2.4.1-2.4.7 gde su koriS¢ene vrednosti smicajnog

faktora, modula klizanja i krutosti Winkler-ovog sloja iz tabele 2.4.1.
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Tabela 2.4.1
Uticaji inercije rotacije i popretnog smicanja

na prirodne frekvencije wy; [s7] sistema dva elastiéno povezana nosaca

= E _5+5v K=K h=h
20 +v)’ T6+5v - s
W1 n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5 n==6

Euler Ref. [2] 19.7392088 78.95683521 177.6528792 315.8273408  493.48022 710.6115169
Rayleigh 19.73142068 78.83244614 177.0250126 313.8511075 488.6807037 700.7224681
Timoshenko 19.70750988 78.45416481 175.1450850 308.0582167 474.9781982 673.3499488
Reddy — Bickford 19.70645683 78.43763349 175.0639586 307.8124549 474.4089419 672.2401494

Wn2
Euler 66.25433091 101.1641331 188.5750394 322.0976703 497.5165601 713.4204426
Rayleigh 66.22819023 101.0047585 187.9085713 320.0822015 492.6777869 703.4923041

Timoshenko 66.22118522 100.7109845 186.1417643 314.4098382 479.0983084 676.2439654
Reddy — Bickford 66.22087688 100.6981586 186.0655667 314.1692786 478.5342958 675.1393769

5
G =0.417 * 10°Nm~2, k= @ K =K, h=h,

On 1 2 3 4 5

Euler Ref. [2] 19.7392088 78.95683521 177.6528792 315.8273408  493.48022
Rayleigh Ref. [12] 19.73142068 78.83244614 177.0250126 313.8511075 488.6807037
Timoshenko Ref.[12] 19.70907774 78.47884506 175.2667468 308.4290616 475.8439077

6

710.6115169
700.7224681
675.0535094

Reddy — Bickford  19.70907834 78.47888294 175.2671655 308.4313202 475.8520989 675.076565
Wn2
Euler Ref. [2] 66.25433091 101.1641331 188.5750394 322.0976703 497.5165601 713.4204426
Rayleigh Ref. [12] 66.22819023 101.0047585 187.9085713 320.0822015 492.6777869 703.4923041
Timoshenko Ref. [12] 66.22164431 100.7301345 186.2560413 314.7728451 479.9560596 677.9395464
Reddy — Bickford 66.22164449 100.7301639 186.2564343 314.7750549 479.964173 677.9624891
Tabela 2.4.2
Razlika u aproksimacijama resenja za sistem nosaca deljine h=5h;,
na prirodne frekvencije sistema wp; [s71]
R 3k h=5h
T 21 +v)’ Te+5v Y e
On1 1 2 3 4 5 6
Euler 98.69604401 394.784176 888.2643961 1579.136704  2467.4011 3553.057584
Rayleigh 97.73614075 380.0648459 818.5281234 1376.639653 2019.017189 2716.605342

Timoshenko 94.99563965 345.2596898 688.0823255 1078.122727 1490.714755 1913.386112
Reddy — Bickford 94.88178838 344.0089987 684.15508 1070.713232 1480.196228 1901.278312




Wnp

Euler
Rayleigh
Timoshenko
Reddy — Bickford

102.6689295

101.6703866

99.04721409
98.9383564

395.796091 888.7145984
381.0390321 818.942981
346.3588862 688.6203052
345.1129821 684.6970415

4

1579.389986
1376.860456
1078.461698
1071.055235

2467.563209
2019.149839
1490.959154
1480.442691

3553.170161
2716.691416
1913.57705
1901.47038

Tabela 2.4.3

Razlika u aproksimacijama resenja druge prirodne frekvencije sistema wy, [s71] za sistem

nosaca povezan slojem Winkler-ovog tipa razlic¢ite krutosti K

6= —L L S
T 21 +v)’ Te+5v T -
On2 1 2 3 4 5 6
Euler 91.59495818 119.3070904 198.8983295 328.2482433 501.5204159 716.2183521
Rayleigh 91.55881934 119.1191333 198.1953765 326.1942884 496.6427018 706.2512772
Timoshenko  91.55383484 118.8711418 196.5240723 320.6356594 483.183285 679.1256472
Reddy — Bickford 91.55361544 118.8603191 196.4520286 320.4000033 482.6243859 678.0262049
— St g3k, h=h
T 2(1+v)’ Te6+57 T e
Onz 1 2 3 4 5 6
Euler 111.3087434 135.0340024 2087116324 334.2856701 5054925594 719.0053741
Rayleigh 111.2648265 134.8212691 207.9739969 332.193937 500.5762128 708.9995142
Timoshenko  111.2607921 134.6030973 2063847488 326.7428715 487.2340118 681.9951506
Reddy — Bickford 111.2606144 134.5935781 206.3162691 326.5118478 486.6801011 680.9007912
6= E _5+5v —ax h=h
T 2(1+v)’ Te6+57 e
Onz 1 2 3 4 5 6
Euler 128.0220151 149.1113068 218.0838038 340.2159743 509.4337323 721.7816345
Rayleigh 127.9715040 148.8763959 217.3130449 338.0871335 504.4790544 711.7371396
Timoshenko  127.9680542 148.6796516 2157953129 332.7380057 491251336 684.8526286
Reddy — Bickford 127.9679024 148.6710684 2157299358 332.5113677 490.7022939 683.7632902
= E _5+5v K h=h
T 2(1+v)’ Te+57 Y e
Onz 1 2 3 4 5 6
Euler 142.7922839 161.9696941 227.0694728 346.0446636 513.3446479 724.5472572
Rayleigh 142.7359452 161.7145261 226.2669564 343.8793508 5083519331 714.4642751
Timoshenko  142.7329038 161.5341552 224.8122963 338.6270146 4952360704 687.6982311
Reddy — Bickford 1427327699 161.526287 224.7496527 3384045372 494.691782 686.6138531
— St k—ek,  h=h
T 2(1+v)’ Te+57 e
On2 1 2 3 4 5 6
Euler 156.1718168 173.8797913 235.7128454 351.7767889 517.2259927 727.3023635
Rayleigh 156.1101991  173.60586  234.8797813 349.5756083 512.1955285 717.1810407
Timoshenko  156.1074651 173.4385405 233.4813034 344.4153421 499.1889956 690.532105
Reddy — Bickford 156.1073447 173.431242 233.4210928 344.1968189 498.6493502 689.4526279
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—e— Euler
5000 Rayleigh
—«&— Timoshenko

Reddy-Bickford

400 -

200 - 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 2.4.1 a) Uticaj debljine nosaca &

na prirodne frekvencije sistema wp; [s~1] u prvom modu

600 -
—e— Euler
soL T Rayleigh

—&— Timoshenko

—A— Reddy-Bickford
400 R

w12

300 1

200 - 1

100 - 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

3

Slika 2.4.1 b) Uticaj debljine nosaca &

na prirodne frekvencije sistema wp; [s~1] u prvom modu

U tabeli 2.4.1 moze se primetiti mala razlika u aproksimacijama resenja prirodnih frekvencija za
razli¢ite vrednosti faktora smicanja kod Timoshenko-vog i Reddy-Bickfod-ovog modela.

Znacajnija razlika je primetna kod debljih nosaca (tabela 2.4.2) kod kojih Euler-ov i Rayleigh-jev
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model ne daju dovoljno dobre aproksimacije. Razmatranim modelima dobijamo priblizno iste
aproksimacije resenja u nizim modovima ali se razlika znacajno povecava kod nosaca vecih

debljina. Na serijama slika 2.4.1-2.4.3 prikazane su promene prirodnih frekvencija u zavisnosti od

3500 |- 1
—=e— Euler
3000 = Rayleigh ]

—&— Timoshenko
2500 - X ]
—A— Reddy-Bickford

3

Slika 2.4.2 a) Uticaj faktora debljine nosaca &

na prirodne frekvencije sistema wp; [s71] u treéem modu

3500 - b
—e — Euler
3000r Rayleigh ]
— — Timoshenko

2 L 4
500 —a — Reddy-Bickford

o 2000
o

1500

1000

500

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

3

Slika 2.4.2 b) Uticaj faktora debljine nosaca &
na prirodne frekvencije sistema wp; [s71] u treéem modu
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faktora debljine nosaca & = h/l u razli¢itim modovima. Moze se zakljuciti da se pri vrednostima
& veéim od 0.2 javlja znacajna razlika izmedju dobijenih rezutata Euler-ovim i Rayleigh-jevim
modelom na jednoj strani i prilicno boljim aproksimacijama dobijenih Timoshenko-vim i Reddy-

Bickford-ovim modelom na drugoj strani.

—e@— Euler
8000 —m— Rayleigh ]
—&— Timoshenko
6000 Reddy-Bickford
ra
3
4000 - |
L ———F——+F |
2000 + 3
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Slika 2.4.3 a) Uticaj debljine nosaca ¢ na
prirodne frekvencije sistema wy; [s71] u petom modu
—e— Euler
80007 —m— Rayleigh ]
—«&— Timoshenko
6000 —A— Reddy-Bickford
N
e
3
4000 |- |
r I s— S—
2000 + r's £3
(S ‘

Slika 2.4.3 a) Uticaj debljine nosaca ¢ na
prirodne frekvencije sistema wy; [s71] u petom modu
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——e——Euler 0.00 Euler
0.05F ——=—— Rayleigh 1 Rayleigh
——— Timoshe: Timoshenko
Reddy —0.05 Red
—~ ~~
=~ ~
N 000 N
~ —
N N 0.10
~0.05
-0.15
! I
Slika 2.4.4 Transverzalna pomeranja srednjih linija nosaca za sumu prvih 7 ¢lanova reda sa
zadatim pocetnim uslovima t = 10s,w;y = 0.1m,w,y = 0.2m, vy = 1m/s, v,y = 2m/s.
015} 1 030
025
o 0dop 1 Qo
) 2 01s
=
= 0.05 Eu‘“» 1 = 0.10 Euler
= Rayleigh Rayleigh
——e— Timoshenko 0.05 Timoshenko
+— Redd
0.00 7 i N 0.00 Reddy
0 2 4 6 8 10
I /

Slika 2.4.5 Transverzalna pomeranja srednjih linija nosaca za sumu prvih 7 ¢lanova reda sa
zadatim pocetnim uslovima t = 15s5,w;q = 0.1m, wy = 0.2m, vy = 1m/s,v, = 2m/s.

—e—— Euler 0.10f —— ]li:]elf. 1
—w Rayleigh " ‘y eigh
0.00 Fimosth 0.05 F —e— ;:;zshcnko ]
4 Redd » y
' < 0
~0.05 I
~ —0.05
=
—-0.10
—-0.10 ]
—-0.15
0 2 4 6 8 10
! l

Slika 2.4.6 Transverzalna pomeranja srednjih linija nosaca za sumu prvih 7 ¢lanova reda sa
zadatim pocetnim uslovima t = 20s,w;o = 0.1m,wyo = 0.2m, v = 1m/s, v, = 2m/s.
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"N VAN |
000 /(\\ ~0.05 1
—-0.10 ]
~0.05] 1<
N -0.15 ]
=
—0.10 ]
= _020f ]
——e—— Euler
=015 | Rayleigh -0.25 . Rayleigh ]
——e—— Timoshenko ——+— Timoshenko
—-0.20 - N Reddy , f =030} —,— Reddy ]
0 2 6 8 10 0 2 10

Slika 2.4.7 Transverzalna pomeranja srednjih linija nosaca za sumu prvih 7 ¢lanova reda sa
zadatim pocetnim uslovima t = 25s,wyq = 0.1m, wy = 0.2m, v19 = 1m/s, v, = 2m/s.
Na serijama slika 2.4.1-2.4.3 su prikazane promene frekvencija do vrednosti & = 1 iz razloga Sto
se u takvim slucajevima mogu analizirati fekvencije elasti¢nih tela ¢ije su sve tri prostone
dimenzije bliske. Ovakav sluc¢aj odnosa dimenzija se moze sresti kod viSerasponih nosaca [27]
kada su rastojanja izmedu oslonaca mala u poredenju sa debljinom nosaca ili kod oscilacija
brodskih korita kada su talasne duzine male. Na slikama 2.4.4-2.4.6 prikazana su transverzalna
pomeranja srednjih linija nosaca za razli¢ite modele u razli¢itim vremenskim trenucima odredenih
za prvih 7 ¢lanova reda u sumi pri zadatim pocetnim uslovima. Moze se zakljuciti da pri razli¢itim
tipovima modela postoji razlika izmedju transverzalnih pomeranja srednjih linija nosaca koja se

pri ve¢em broju uzetih ¢lanova u sumi povecava.

Slika 2.4.8 Uticaj pritisnih aksijalnih sila { na odnos kriti¢nih sila F£" /B,
u modovima 1, 2 i 3 (h = hy, Timoshenko model)



Slika 2.4.9 Uticaj pritisnih aksijalnih sila { na odnos kriti¢nih sila Fg™ /B,

u modovima 1, 21 3 (h = hy, Reddy-Bickford-ov model)

Flr/p

Slika 2.4.10 Uticaj pritisnih aksijalnih sila { na odnos kriti¢nih sila F§" /B,
u modovima 1, 2 i 3 (h = 3hy, Timoshenko model)

49
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1.15

1.10

Firjp

1.05

1.00

Slika 2.4.11 Uticaj pritisnih aksijalnih sila { na odnos kriti¢nih sila F§" /B,
u modovima 1, 2 i 3 (h = 3hy, Reddy-Bickford-ov model)

Slika 2.4.12 Uticaj pritisnih aksijalnih sila { na odnos kriti¢nih sila F§" /P,
Za razli¢ite vrednosti debljina nosaca (Timoshenko model)
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Slika 2.4.13 Uticaj pritisnih aksijalnih sila { na odnos kriti¢nih sila Fé‘r /P,
Za razli¢ite vrednosti debljina nosaca (Reddy-Bickford-ov model)

Na serijama slika 2.4.8-2.4.13 dat je prikaz odnosa kriticnih sila u zavisnosti od faktora
pritisne aksijalne sile na drugom nosacu . Moze se zakljuciti da u odnosima krit¢nih sila postoji
minorna razlika izmedu Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-ovog modela, te da se bez obzira na
debljinu nosaca i mod u kome se kriti¢na sila razmatra mogu podjednako uspesno koristiti obe
teorije. Opsti zakljuCak na osnovu prikazanih rezultata moze biti da se samo Timoshenko-va i
Reddy-Bickford-ova teorija mogu koristiti kod nosaca ve¢ih debljina. Prednost Reddy-Bickford-
ove teorije je u odredivanju smicué¢ih napona za koje nam nije potreban smicajni faktor. Pri
poveéanju moda oscilovanja najbolje aproksimacije resenja daje Reddy-Bickford-ova teorija
nosaca. Na osnovu odredenih razlika u aproksimacijama resenja izmedu koriSéenih teorija,
prikazani rezultati mogu posluziti pri odabiru tipa matematickog modela za dinamicko

razmatranje dva elasti¢no povezana nosaca.



Uticaji pritisnih aksijalnih sila, inercije rotacije i
poprec¢nog smicanja na prinudne oscilacije sistema

dva elasticno povezana nosaca

3.1 Prinudne oscilacije dva elasti¢no povezana nosaca Rayleigh-jevog tipa

Analizirajmo uticaje pritisnih aksijalnih sila i inercije rotacije na prinudne transverzalne
oscilacije sistema dva elastiéno povezana nosa¢a Rayleigh-jevog tipa, Stojanovi¢ i Kozié¢ [13].
Neka su dva nosaca istih duzina [, povezana elasticnim slojem krutosti K. Nosaci su izlozeni
prinudnim opterecenjima f(z, t) i f,(z, t) i pritisnim aksijalnim silama na krajevima kao §to je

prikazano na slici 3.1.1.

fiz 0
@ F1 v| v v v v v v v v v v v F1
— e —
A““J'\/ ‘Wl (Z, t) K \,}“\Alz
/ /
FZ | FZ g
e O O R T R S R T N I\ —
Apf v w, (z,0) O\ Az
X \ L 4 v )2 v / \\
A4 v Y 7777777
‘ I' ' fz, 0 ‘

Slika 3.1.1 Sistem dva elasti¢no povezana nosaca pod dejstvom prinudnih optereéenja

Neka su funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu sistema nosaca Rayleigh-

jevog tipa ug, (¥, 2,t), Wp1 (1,2, t), g, (¥, 2, t)i wgp(y, 2, t) oblika

owd,(z,t)

Fra— Wri (0,2, t) = wiy (z,t), (3.1.1)

up1 (3, 2,t) = upy(z,t) —y
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aWIgZ (Z' t)

U (¥, 2,t) = ud,(z,t) — y PP Wr2(¥,2,t) = wh,(z,1). (3.1.2)

Deformacije u pravcu z ose u funkciji pomeranja i veza izmedu napona i deformacije po Hooke-

ovom zakonu su

oud,(z,t) 02wl (z,t) oul,(z,t) 0°wd,(z,t)
e nt) =—C S —y— T ep(nt) = Sy (313)
Uzl(y' Z, t) = Egzl(yr z, t)' JZZ(y' Z, t) = Efzz(}" Z, t), (314)

Virtuelni rad inercijalnih sila je

0*wp1(,2,t) 0%up,(y,2,1)
Win1 = Pblf fh1|: Rétz SWRl(y'Z't)‘FR;#SuRl(Y'Z't) dydz, (3.1.5)

a2 t 22 ,Z,t
Wiy = szff [ Wre (.2, )SWRZ(y'th)+MSHR2(Y'Z,t)]dde. (3.1.6)

ot? ot?

Virtuelni rad unutrasnjih sila je

1 =L 1 hz
2 2
Wy, = —by f f n, 071 (2,t)8¢,,(z, t)dydz, Wy, = —b, f f n, 072 (2,t)8¢,,(z,t)dydz . (3.1.7)
0 /-2 0 /-2

Virtuelni rad spoljasnjih sila je

! owd,(z,t) 36w, (z,t
SWopr = f [fl(z.t)Sw,?l(z.t)+Sw,gl(z.t)K(w,?z(z.t)—wgl(z,t))+F1 WR(;EZ ) 98w, (2,6) dz, (3.1.8)
0
1 owd,(z,t) 38w, (z, t
Wora =-f [fz(z,t)awgz(z,t)+8w,gz(z,t)l((w,gl(z,t)—W,gz(z, t.‘))+F2 WR;EZ ) 98wra (2, 1) dz.(3.1.9)
0

Na osnovu principa virtuelnog rada Wiy + Wy + Wey; =0, i = 1,21 jednadina (3.1.5-3.1.9)

dobijamo
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_blf f by 0,1(2,t)8¢e,,(z, t)dydz
2

92w y,z,t) 92u 0, 2,t)
e lj f"l[ R(;tz Sle(y’Z’t)'FR;fSum(y,Z, )| dydz

l
+ f [fl(z, W, (z,6) + 8wl (2, OK (i (z,6) - wl (z,0)) +
0

0 0
F, 6WR;§Z, t) 08wg,(z,t) dz =0, (3.1.10)

hy
Lz
_bzf f’lz 0,2(2,t)8¢,,(z, t)dydz

’wpo(y,2,t) 0%up,(y,2,t)
—pbzf f_h_z[ R;tz Swro (¥, 2,t) +Rsf8um(y,z, t)| dydz

L
+ [fz (2, 8wy (2,1 + 8wl (2, OK (whi (2,0) ~ wi (2, 0)) + Fy
0

BWRZ (z,t) 98wh, (z,t)
dz =0, (3.1.11)

0z dz

Sukcesivnom primenom Green-ove teoreme na izraze (3.1.10-3.1.11) dobijamo jednadine

transverzalnih oscilacija sistema elasti¢no povezanih nosaca Rayleigh-jevog tipa u obliku

%wl,(z,t) *wl (z,t) *wli(z,t) %wl,(z,t)
Pl ~ Pl e 17 5,2
+K(whi(z,0) - wh(z,0) = f,(z, 1), (3.1.12)
0%w,(z,t) 0*w,(z,t) *w,(z,t) 0%w,(z,t)
Pl P55 TEke =3 27 5,2
+K(wh(z,0) - wii(z,0) = £,(2.0), (3.1.13)

Pocetni i grani¢ni uslovi sistema dva elasti¢no povezana slobodno oslonjena nosaca Reyleigh-

jevog tipa su

dwp, (2,0
wgi(2,0) = 0, % =0, (3.1.14)
d?w,(0,t) d? It
wgi(0,8) = W;;E )_ W(;lg ) - wl(Lt)=0, i=1.2 (3.1.15)

Smatrajuéi da je kretanje taCaka nosaca harmonijsko, reSenja jednaédina (3.1.12) i (3.1.13)

pretpostavljamo u obliku

0 2
wiy(z,t) = Z Zy(2) Z Sin(8), (3.1.16)
n=1 i=I
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e 2
wd,(z,t) = Z,(2) Y apiSin(D), (3.1.17)

gde su S;, (t) (i = 1,2) nepoznate funkcije vremena kojima odgovaraju frekvencije w,; Rayleigh-
jevog modela. Ako zamenimo pretpostavljena resenja (3.1.16) i (3.1.17) u sistem nehomogenih

parcijalnih diferencijalnih jednadina (3.1.12) i (3.1.13) dobijamo

o 2
Z Zn(2) Z[]lgin + (N, — Finq — Hlani)sin] =mfi(zt), (3.1.18)
n=1 i=I
=) 2
Z Z,(2) Z[Jzﬁm + (Nz = Fotly — Hy 00 )Sin) @i = mafo(2,1), (3.1.19)
n=1 i=I
gde su
1 1 K K
my = = 1= =

—, my; =——, — Hy =—,
PA; 27 pA, pA; 27 pAy

J1 =1+ Chks, Jo =1+ ChkS, Ny = Cjikj + Hy, Ny = Cok + Hy.
El, I

Ch: = ) Ci= |—, i =1,2.
bi ,DAi i 3

Mnozenjem jednacina (3.1.18) i (3.1.19) sopstvenom funkcijom Z,, integracijom po promenljivoj

z na intervalu od 0 do ! i primenom uslova ortogonalnosti funkcija dobijamo

l
. m
Z[Jlsin + (Ny = Finy — Hyan)Sin] = ZTlf Zy f1(z, t)dz. (3.1.20)
‘ 0
2 1
. . m,
D Ui+ (N, = Fang = i )Snlans = 272 | Zu fo(a 00z (3.1.21)
i=1 0

Koristeé¢i amplitude odredene u prethodnom poglavlju (2.1.26) i jednaéina (3.1.20) i (3.1.21)

dobijamo
2 1
my
Z [Sin + w2Sin] = z—f Zn fi(z, 1) dz, (3.1.22)
i=1 ]ll 0
2 1
" 2 m;
[Sin + wZiSin]an; = 2]2—1 f Zp fo(z,t) dz. (3.1.23)
0

i=1
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odnosno
Sin + W2iSin =Yi(®), =12, (3.1.24)
gde su
2 l
Yo () = 7-[ My, fi(z,t) — My fy (2, )] sin(k,z) dz, (3.1.25)
Un2 — An1 Jg
2 1
Yoo () = 7.[ My f1(2,1) — Maf>(z, )] sin(k,2) dz, (3.1.26)
An1 — Az Jo
myq mp
M, =—, M, =—2
Y 27l

Iz jednacina (3.1.16), (3.1.17), (3.1.25) i (3.1.26) i reSenja jednacine (3.1.24), ref. [5], slede analiticki

oblici prinudnih oscilacija dva elasticno povezana nosaca Rayleigh-jevog tipa

o 2
1 t
0 (z,t) = in(k, — | Yy i ni(t — $)]ds, 3.1.27
wp,(z,t) nlem( Z);wni-f(; (s) sin[wp; (t — s)]ds ( )
=) 2 ) ¢
wl,(z,t) = Z sin(k,z) Z %f Yi () sin[wp; (t — s)]ds. (3.1.28)
n=1 i=1 nt’o

Opsta resenja prinudnih oscilacija (3.1.27) i (3.1.28) mogu se primeniti u analizi sistema pod

dejstvom razli¢itih vrsta prinudnih optereéenja.

3.2 Prinudne oscilacije dva elasticno povezana nosaca Timoshenko-vog tipa

Analizirajmo uticaje pritisnih aksijalnih sila, inercije rotacije i poprefnog smicanja na
prinudne transverzalne oscilacije sistema dva elasticno povezana nosaca Timoshenko-vog tipa,
Stojanovié i Kozié [13]. Uvedimo funkcije pomeranja taCaka nosada u longitudinalnom i
transverzalnom pravcu kao i ugao zaokretanja poprecnog preseka nosaca Timoshenko-vog tipa

ur(3,z,t), wr (1,2, £), Y2, (2, t), ur,(v,2,t), wrp (v, 2,t) i ¥2,(z, t). Funkcije pomeranja su

un(y' Z, t) = u(T’l(z, t) +y1/1-(}1(z, t)' WTl(yrZ' t) = W?l(z' t)r (3'2'1)
ur(v,2,t) = upy (2,6) + yPa(2,1),  wra(y,z,t) = wiy(z,0), (3:2.2)
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Deformacije u funkciji pomeranja i veze izmedu napona i deformacije po Hooke-ovom zakonu su

oud,(z,t) oY% (z,t) owd, (z,t)
enn )= — Sty pa) =Sz, (323)
oud,(z,t) oY, (z,t) owd,(z,t)
ealn )= — S Ay TS V@) =— (), (324)
071 _[E 0 €21 022 _[E 0 €72
{szl} - [0 kG] {szl}' {szz} - [0 kG] {szz}' (3.2.5)

Virtuelni rad inercijalnih sila je

?wr (v, 2,t) %ur(y,2,t)
Wiy = =pb, | f [ D S 0,8) + 22 by, (7,2, | dydz, (3.2:6)

?wr, (v, 2,t) %ur,(y,2,t)
Winz = —pb, f f hz[ Tgtz 6wT2@,z,t)+T;fsum(y,z, t)|dydz. (3.2.7)
Virtuelni rad unutrasnjih sila je

2
SWyq = —blf f hl[azl(z, 0)86,1(2, 1) + T5y1(2, )8y (2, 0)|dydz,  (3.2.8)
0 =7

l -
2
SWy, = —b, f f hy [Jzz (z,t)8e,,(z,t) + Tzy2 (z, t)&yzyz (z, t)]dydz. (3.2.9)
o J_h2
2

Virtuelni rad spoljasnjih sila je

L owl,(z,t) 96w, (z,t)
Werr = [ [z, 05w ) + 8w, G, OK (W) = wh (2, 00) + Fy =02 282 dz, (3210)
0

t owd,(z,t) 08w, (2, t)
SWorp = J- [fz (z, )W, (z,t) + dwl,(z, t)K(w?l(Z, t) —wi(z, t)) +F, Tz;z gzz dz, (3.2.11)
0

Zamenom jednaéina (3.2.6-3.2.11) u opstu jednacinu principa virtuelnog rada

L m
2
—blf f hl[azl(z, £)8€,1(2,t) + T51(2,)8Y91 (2, t)]dydz -
0o J--1
2
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*wr1(¥,2,t) 0%ur,(y,2,t)
—pblf f [ T;tz Swri(y, 2, t) +T$Tﬁun(y,z, t)|dydz +

owl;(z,t) 98wl (z,t)
0z 0z

l
+ f [fl(z, )swpy(z,t) + 8wy (2, K (WT"Z (z,t) —wisi(z, t)) +F ]dz =0,(3.2.12)
0

hy
2
_bzf f hz[Uzz(Z, )8e,1(2,) + T5y2(2, )85y, (2, 1) |dydz —
0 J-hz
02wy (y,2,t) 2up,(y,2,t)
_szf f [ T;tz Swry(v,2,t) + T;f&in(y,z, t)| dydz +

owd,(z,t) 38w, (z,t)
dz

l
+ J’ [fz(z. )6wi, (z,t) + 8w, (z, K (W¥1(z. t) —wiy(z, t)) +F, =0.(3.2.13)
0

Sukcesivnom primenom Green-ove teoreme na izraze (3.2.12-3.2.13) dobijamo jednacine prinudnih

oscilacija sistema elasticno povezanih nosaca Timoshenko-vog tipa u obliku

2w, (z,t) Ak (azwgl(z, t) N oYY, (z, t)) +F, 2w, (z,t)

P at? 0z? ox 972
+K(Whi(z,0) —wh(z,0) = f,(2,0), (3.2.14)
9% (z,1) %P3 (2,1) aw, (z,0)
b 5;2 =Bl ;;z GAk 7% Y2,(z,0) (3.2.15)

62W791 (Z, t) 62W$z (Z, t) alp?‘z (Z, t) 62W¥2 (Zv t)
phy—p 57— = GAzk ( P ) 03
+K(wh(z,0) - Wi (z,0) = f,(z, 1), (3.2.16)
0%Y%,(z,t) %Y, (z,t) owd,(z,t)
Plo—— 7= Elg—— 3=+ GAzk | — ==+ (z,1) | =0.  (3217)

gde su materijalne i geometrijske karakteristike nosa¢a u oznakama iste kao u prethodnom
poglavlju. Pocetni uslovi sistema dva elasti¢no povezana nosaca su dati glavnim koordinatama u

daljem tekstu, dok su grani¢ni uslovi sistema

w(0,8) =wp (L) =0, =12 (3.2.18)
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d?w?,(0,t) B d?wd(1,t) —o

P 3 , =12, (3.2.19)
dypd,(0,t)  dyd.(lt
ll’T;i ) _ wT;Z( )=0, =12 (3.2.20)

Smatrajuéi da je kretanje tacaka nosada harmonijsko, reSenja jednaina (3.2.14-3.2.17)

pretpostavljamo u obliku proizvoda funkcija
w0 = Y L@8n®, W= D V@Sam®, =12 (3221)
n=1 n=1

gde su §;,(t) i Singry(t) nepoznate funkcije vremena a funkcije Z.(2) i ¥,(z) funkcije osnovnih

oblika oscilovanja
Zn(2) =sin(k,z), ¥,(2) = cos(kyz),k, =nn/l, n=123,.. (3.2.22)

Zamenom pretpostavljenih resenja (3.2.21) u jednacine transverzalnih oscilacija sistema (3.2.14-
3.2.17), mnozenjem sopstvenim funkcijama, integracijom od 0 do ! duz nosaca i primenom uslova

ortogonalnosti dobijamo

Alp 0 0 0 Eln(t)
0 Ap 0 0] S2a(®
0 0 Ilp 0 gln(r)(t)
0 0 0 ILpll|s
SZn(T)(t)
GkAiky? — Fik,> + K -K GkAk, 0 M)
N -K GkAyky? — Fyky? + K 0 GkAzky, San(®)
—GkAk, 0 —ElLk,* — GkA, 0 S1na ()
0 —GkAyk,, 0 —ELk,? — GkAyd \Sony (®)
2 1
[z o
l 0
_12
=12 f 2 fy(a Odz (- (3.2.23)
0
0
0

Resenja sistema nehomogenih diferencijalnih jednac¢ina odredujemo metodom modalne analize,

Kelly [25]. Sistem jednadina (3.2.23) moze se zapisati u matriénom obliku
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[¥] {8} + [,] {5} = (7}, (3.2.24)
gde su
2 (!
Eln(t) Sln(t) [T-LZn fi(z, t)dz] Ap 0 0 0
z San(®) | (& San(0) 2 (1 = 0 Ap 0 0
St =+ = St =< . {F} = M) = ,
{ } Sln(r)(t) } Sln(r)(t) {F} TJ;anZ(Z' t)dz [ ] 0 0 Lp O
3 0 0 0 I
Sangry(@®) San(r () 0 2P
0
GkAk,? — Fik,? + K -K GlAyk, 0
R = —K GkAzkyn® — Fokn® + K 0 GkAyk,
s —GkA;ky, 0 —ELk,? — GkA, 0
0 —GkAyk, 0 —ELk,* — GkA,

Kvadrati prirodnih frekvencija sistema @y ,@2,, @3, 1 @4y predstavljaju sosptvene vrednosti
matrice [IVI]_I[RS]. Nehomogenisistemdiferencijalnih jednacina kome odgovaraju generalisane
koordinate {§} mozemo prevesti na sistem glavnih koordinata ﬁ]-n(t), j =1,2,3,4, uvodenjem
modalne matrice sistcma[ﬁ] = [X1X2X3X4]6ije kolone predstavljaju normalizovane osnovne oblike

oscilovanja (normalized mode shapes)
4
(50} = Z 5, (OK). (3.2.25)
=1

Transformacija (3.2.25) ekvivalentna je linearnoj transformaciji izmedu generalisanih i glavnih

koordinata sistema
{8} = [PlB©)}- (3.2.26)

Zamenom jednacne (3.2.26) u sistem (3.2.24) dobijamo
4 4
> 5 OMIE} + > 5, ORI} = (6. (3.2.27)
j=1 j=1
Ako obe strane izraza pomnozimo skalarno sa {X,} za proizvoljno r=1,2,3,4, dobijamo

> B OURLBUEY + Y 5, O} Rl )) = (R F). (:229)
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Primenom uslova ortogonalnosti osnovnih oblika oscilovanja (mode-shape orthogonality
condition) dobijamo samo jedan ¢lan u svakoj od suma koji je razli¢it od nule i to za r=j. Kako

su osnovni oblici oscilovanja normalizovani, jednacina (3.2.28) dobija oblik

Bra(t) + By Bra(®) = Gru(),  T=1,234, (3229)

gde je gm(® = ({X,},{F}). Ako su pocetni uslovi definisani glavnim koordinatama #,,(0) =

0, ,,(0) = 0, reSenja mozemo zapisati u oblku konvolucionog integrala

1 t
Pn® == [ () sinan e = 9)ds, T =1234, (3.2:30)
Wy Jo

Zamenom dobijenih reSenja (3.2.30) u jednacinu transformacije koordinata (3.2.25) dobijamo

-Sjln(t) )311(5’111)7:’“111(’5) + )212 (Bn2)P2n () + )213 (@n3)P3n () + )314(5’1:4)1'5411“)
(8) = ~52n(t) _ )Ezl(ajnl)ﬁln(t) + )fzz(a’jnz)ﬁm(t) + )523(6)113)15311(0 + )524(6)114)?3471(15) (3.2.31)
Sln(T)(t)J LX31((7)n1)731n(t) + X352 (@n2)P2n (6) + X33(@n3)P3n(0) + X34((7)n4)ﬁ4n(t)J . o

L*S:Zn(r)(t) X1 (@) P1n () + Kaz (@n2)Pon () + Kaz(@03) P30 (t) + Xaa(@na)Pan(t)

Ovako dobijene funkcije vremena se sada mogu zameniti u pretpostavljena reSenja (3.2.21) odakle

slede opsta resenja prinudnih transverzalnih oscilacija dva elasti¢no povezana nosaca Timoshenko-

vog tipa

wiy(z,t) = Z sin(k,z) [711(5’7[1)!71,[(0 + 712(5’7[2)!72,[(0 + 713(f7’n3)l~73n(t) + 714(5’7[4)!74“(15)]: (3.2.32)
n=1

wi,(z,t) = Z sin(k,z) [721(5’7[1)!71,[(0 + Yzz(wnz)f’m(t) + 723(5’73)173,[(0 + 724(5’7[4)!74“(15)]: (3.2.33)
n=1

Y0 = ) c05Un2) [Ray @05, (0 + Fa @B, (O + Koy (@033, (O + Ko @B, (0], (323)
n=1

Yia(z,t) = Z cos(k,z) [741(5n1)1~71n(t) + 742(65,[2)1521[(1:) + 743(6n3)ﬁ3"(t) + 744(5,14)54"@)]. (3.2.35)
n=1

Opsta resenja prinudnih oscilacija neophodna su za odredivanje rezonancije i ponasanja sistema

kao dinamickog absorbera, ispitivanja amplituda sistema sa uticajima pritisnih aksijalnih sila
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pri razli¢itim vrstama prinuda. Modalna matrica sistema data je u prilogu 3.2.1 (http://

www.2shared.com/file/FY-dZiam/prilog 321.]1tml).

3.3 Prinudne oscilacije dva elasticno povezana nosaca Reddy-Bickford-ovog tipa

Neka su kao u slucaju Timoshenko-vog modela nosaci istih duzina I, povezani elasticnim
slojem krutosti K. Nosac¢i su na krajevima izlodeni dejstvu aksijalnih sila F; i F, i prinudnim
promenljivim kontinualnim optereéenjima f;(z,t) i fo(z,t). Ozna¢imo redom funkcije pomeranja
u longitudinalnom i transverzalnom pravcu kao i ugao tangente deformisanog poprecnog preseka
nosaca na neutralnoj liniji ugg1(y, z, t) , Wrg1(v, 2, £), ¥ rp1(2, 8), Urp (¥, 2, ) , Wrp (¥, 2, £) i

Y0:p2(2, t). Za sistem dva nosaca vaze funkcije pomeranja

owdp,(z,t)
Urp1(V,2,t) = Uppy (2, t) + YPRp (2,0) — ay® <¢331(2, t) + % ,
Wrp1 (¥, 2,t) = wppy (2, 1), (33.1)
IwWRp2(z,t)
Ur2 (¥, 2,t) = URpa (2,8) + YPRpa (2, 1) — ay? (‘l’ggz(z. )+ %),
Wrp2 (¥, 2, t) = Wpg, (2, t), (332)

Deformacije u funkciji pomeranja i veze izmedu napona i deformacije po Hooke-ovom zakonu su

e Gat) = augglz(z, v, y aw,‘%%lz @) oy (awgglz(z, 2 azwiilz(z, t))) 333)
Yoy1 (0,2,8) = PRp (2, 0) + % - By? (wgBl(Z! )+ %) (3.34)
e nnt) = aug[j?zz(z, 2 yawggzz(z, t) oy <01l12222(z, 2 azwga,;zz(z, t)>, 335)
Yzy2 0,zt) = 1#1%32 (z,t) + % - By? (1/)232 (zt) + %)- (3.3.6)

(d=l5 Abm) (=5 A6m) 637
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Virtuelni rad inercijalnih sila je

0%wgp1(y,2,t) 0%ugg, (y,2,t)
6Wins = —pby f f [ B Sy (7,2, 6) + R b (3,2, dydz, (338)

0%wgp, (¥, 2, t) 0%upg,(y,2,t)
6Wina = —pb, f f hz[ R’f;tz swr, (3,2, t)+RBa+8uT2(y,Z, )| dydz. (3.3.9)

Virtuelni rad unutrasnjih sila je
1 AL
2
Wy, = —blf f hl[Uzl (z,t)8e,,(z,t) + rzy16yzy1]dydz, (3.3.10)
0 J_h
2

l —_
2
SWy, = —bzf f hz[crzz(z, t)8e,,(z, t) + szzéiyzyz]dydz. (3.3.11)
0 J_hz2
2

Virtuelni rad spoljasnjih sila je oblika

t owdg1(z,t) 06w3s4(z,t)
Wy = f [fl (z,£)8w3p1(z,t) + wig, (2, t)K(wg2 (z,t) —wii(z, t)) +F—28 RB1 dz,
0

0z 0z
(33.12)
1 0w (2, t) 08w, (2, t
Wexa = J [fz(Z: t)8wWRp (2, ) + SwRp, (2, t)K(ng(Z: t) — wega(z, f)) +F, WRL;Z(Z ) 8wz )] dz.
o z 0z
(33.13)
Zamenom jedméina (3.3.10-33.13) u opsStu jednadinu principa virtuelnog rada dobijamo
L
2
b [ [ (001508800 + s (01 D)y -
0 J-=L
0*wpp1(,2,t) 0%upp1 (¥, 2,t)
_pblf f h1 [ TS Swrp1 (¥, 2, t) + T&lml(}’: z,t)|dydz +
[ e, 05821 + 8wy 2, OK (a0~ i (2
0
Owpp,(z,t) A8wRp, (2, 1)
+ R - dz=0, (33.14)

1 2
2
—b, J- J’ 'y [Uzz (z,t)8e,1 (2, t) + Tzy2 (z,t) 8Yzy2 (z, t)]dydz -
0 -——
2
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02 WRBZ(y:Z t) 0%ugp, (y, 2, t)
—sz —_—

— Swgpa (¥, 2,t) + 9e2 Sugp, (v, 2, t)] dydz +

J- [fz (2, )8wlp, (2, t) + SwRp, (2, f)K(ng(Z t) — wpp (2, t))
0

owlp,(z,t) 06wg,(z,t)
0z 0z

+ R ] dz=0. (3.3.15)

Sukcesivnom primenom Green-ove teoreme na izraze (3.2.14-3.2.15) dobijamo jednaéine

oscilovanja sistema elasticno povezana dva nosaca Reddy-Bickford-ovog tipa u obliku

0*wpp1(z, t) 220 WRp1(2,0) 0%wpp,(z,t) 0,2 0°wgp. (2, t) 12 0% YRp1(2, 1)

0 cz cz° C Cy
w dz* +lw 0z2 0t? +w 0z2 lw at? Tl 0z0t?
F) 7t 939, (2, t
+C,},O IPRL:;Z( ) C;,’O 1/)}53213( ) " K(W%Bl(Z. ) — wls(z, t)) = fi(z,t), (3.3.16)
63'0 33W1(331(Z, ) N C1.2 63W}(2)B1(Z' t) + Cl'o awgBl(Z, t) n CZ'O azwgBl (z,t)
W o v T dz0t? v ez S
a z,t
s PHBED | ooy, = o, (3317)
Do 0*WRp2(z,t) | 520 WRp,(2, 1) 4 D20 0*wRpa (2, 1) 4 po2 9w (2, 1) 4 pl2 O*Prea(2 1)
w oz* W 9z20t2 W 0z2 w ot? v 0z 0t2
9 0 z,t 63 0 z,t
+D$},o ¢Rz;zz( )+ Dz,o 1!’23223( )+ K(W?QBZ(ZI ) = wls (2 t)) = f,(z,t), (3.3.18)
300 Wi (2, 1) . 12 P WRe2 @) 1o OWRsa(2,1) L p20 0*YRp2(2,t)
w 923 w 0z 0t2 w 0z v 0z*
0? z,t
+D3)2 lp?;( ) DOOIPRBz(Z t) =0, (3:3.19)
gde su

1 1
cho = mb1h17 a?E, CZ* = mblh1 a?p, €20 = —%blGﬁzhls +EbGﬂh13 —byGhy + F,
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1 1 1 1
Cw? = bihip, €7 = %blhlsap - mblhiazp, ;= —%blcﬁzhls + gblaﬁhf — b,Ghy,
1 1 1 1 1
= mblhl7oﬂ15 - %blhlsaE, c30 = %blhlsaE - mb1h17a2E, cl? = mb1h17a2p -
1
- %blhlsap,
cLo =ib GB2h 5—11; GBh,® + b,Ghy, C2° = —ib a’Ehy” +ib aEh 5—ib Eh;®
w 801 1 61 1 11:1p 4-4-81 1 401 1 121 1
0,2 _ 1 2 7 1 5 1 3 0,0 _ 1 2 5 1 3
Cll) —mbl(l phy _Eblaphl +Eb1ph1 . C¢ —%blﬁ Ghy —EblﬁGhl + b,Ghy,
(3.3.20)
4,0 1 7 2 2,2 1 7 2 2,0 1 2 5 1 3
DW =mb2h2 a E, DW = —mbzhz a“p, DW = —%bzGﬁ h2 +gb6ﬁh2 —bZGh2+FZ,

1

Dl?/lz = bzth'D&]z =380

1 1 1
byhy ap — mbzh/oﬂp, Dy’ = —%bzGﬁzhzs + gbzaﬁhf — byGh,,

1 1 1 1 1
D{Z’O = mb2h27(le —%bzhz (ZE, D‘:Z,'O = %bzhz aE —mb2h27a2E,D&;2 = mb2h27a2p -
1 5
- %bzhz ap,

1 1 1 1 1
DLO = %bzGﬁzhzs - gbzcﬁhf +byGhy, D}’ = —mbzathJ + Ebzothz5 - E1)215hz3,

1 1 1 1 1
Dy? = ——=bya’ph,’ ——byaph,® + Ebzphf,pg"’ = %bZBZGhZS - gbz,Bth + byGh,.

448 40
(3.3.21)
Granic¢ni uslovi sistema dva elastiéno povezana slobodno oslonjena nosac¢a Reddy-Bickford-ovog

tipa su na osnovu (2.3.22 — 2.3.24)

wps(0,8) =0, wls(Lt) =0, i=12, (3.3.22)
dZWgBi(Ol t) degBi(l' t)
= = 0‘ [ = 1,2, 3.3.23
dz? dz? : ( )
dpp(0,8)  dpp(lt)
= =0 i =1,2. 3.3.24
dz dz ’ : ( )

Smatrajuéi da je kretanje taCaka mnosaca harmonijsko, reSenja jednacina (3.3.16-3.3.19)

pretpostavljamo u obliku proizvoda funkcija

W@ 0 = ) Zu@3n(®), V@0 = ) ¥al@Sue®, =12, (33.25)
n=1 n=1

gde su funkcije Z,(2) i ¥,(2) funkcije osnovnih oblika oscilovanja
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Zn(2) = sin(k,z), ¥,(2) = cos(k,z),k, =nn/l, n=123,.. (3.3.26)

Zamenom pretpostavljenih resenja (3.3.25) u jednacine transverzalnih oscilacija sistema (3.3.16-
3.3.19), mnozenjem sopstvenim funkcijama, integracijom od 0 do [ duz nosaca i primenom uslova

ortogonalnosti dobijamo

9] 8} + [ (8) = e, (33.27)

gde su
z - 2 (!
S1a(t) Sin(®) Tf Zy fi(z,t)dz
z z 0
= Son () = Son () L
Sp=1z AS1=1z AR} =42 ,
Siney(®) { } fln(r)(t) ® ILZ"fZ(Z' tydz
§2n(r)(t) §2n(r)(t) 0

0

Matrice [ﬁl] i [ﬁs] date su u prilogu 3.3.1 - http://www.2shared.com/file/SnRW6x79/prilog_331.html. Kvadrati
prirodnih frekvencija sistema @y, , @pn, @35 I @an predstavljaju sosptvene vrednosti matrice
[M] [ ] Nehomogeni sistem diferencijalnih jednacina kome odgovaraju generalisane koordinate
{§} mozemo prevesti na sistem glavnih koordinata iijn (t), j =1,2,3,4, uvodenjem modalne matrice
Sistema [S] = [§1§2§3§4] ¢ije kolone predstavljaju normalizovane osnovne oblike oscilovanja

(normalized mode shapes)

5o :Zﬁj )X} (3.3.28)

j=1
Transformacija (3.3.28) je ekvivalentna linearnoj transformaciji izmedu generalisanih i glavnih

koordinata sistema

o} =[FlHm) (3329)

Zamenom jednac¢ne (3.3.28) u sistem (3.3.27) dobijamo

4 4
Z P, (O[M]{X;} va &} = (3.3.30)
= =1

Ako obe strane izraza pomnoZimo skalarno sa {X,} za proizvoljno r=1,2,3,4, dobijamo
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><H
><H

25 Z::f’ X} &K = (X} ). (3331)

Primenom uslova ortogonalnosti osnovnih oblika oscilovanja (mode-shape orthogonality condition)
dobijamo samo jedan ¢lan u svakoj od suma koji je razli¢it od nule i to za r=j. Kako su osnovni

oblici oscilovanja normalizovani, jednacina (3.3.31) postaje

Ben(®) + BrBrn(®) = Gn(®),  T=12,34, (33.32)

gde je G (t) =({§r},{F}). Ako su pocetni uslovi definisani glavnim koordinatama g,,(0) =

0,5rn(0) = 0, reSenja mozemo zapisati u oblku konvolucionog integrala

Prn(t) = :1 - S)]ds. (3.3.33)
Wyrn

Zamenom dobijenih resenja (3.3.33) u jednadinu transformacije koordinata (3.3.29) dobijamo

[50® ) (£ @n)Bin(®) + K12 @r2)Bon(®) + Frs (Br3)Bsn (8) + Fra (Bra)Bion (8)

{§ _ :§2n(t) _ Xo1 @ 1)Bin(®) + )?22 (Br2)Pan(0) + )?23 (Bn3)Pan(0) + X:24(5n4)ﬁ4n(t) . (3.3.34)
S1nm () X31(wn1)P1n(t) + X32 (@Bn2)Pan(t) + X33 (@Bp3)Psn(t) + X34(wn4)p4n(t)
k§2n(r)(t)) 11(@n1)P1n (D) + X42 (@Bn2)Pan () + X43 (@Bn3)Pan () + X44(C0n4)174n(t)

Ovako dobijene funkcije vremena se sada mogu zameniti u pretpostavljena resenja (3.3.25) odakle

slede opsta resenja prinudnih transverzalnih oscilacija dva elasti¢no povezana nosaca Timoshenko-

vog tipa
W (2,0 = ) sinlkn2) Xy @ai)fy, () + Ko@)y (O + Xrs @Iy, (O + Xrs@n)B, (0] (33.35)
n=1
Wso(2,0) = ) sinlkn2) [Xox @)y, () + Xz @)y (O + Xos @Iy (O + Xos @uB, (0] (33.36)
n=1

<9

YPpi(z,t) = Z cos(kyz) [):(31(5111)1:71"(0 + ):(32(6112)1’:12"(’5) + 733(5n3)53n(t) + §34(5n4)f74n(t)]r (3.3.37)

n=1
=)

Y2 (z,t) = Z c05(kn2) [X41 (Bn1)B 1, (O) + X2 BB, (O) + Xag (B3)Bs, (0) + Xaa (@), (0] (3.3.38)

n=1
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Opsta resenja prinudnih oscilacija su neophodna za odredivanje uslova ponasanja sistema kao
dinamickog absorbera i ispitivanja amplituda sistema pod uticajima pritisnih aksijalnih sila i
razli¢itih vrsta prinuda.Modalna matrica sistema [ﬁ] prikazana je u analiticCkom oblikutakode u

prilogu3.3.1 (http://www.2shared.com/file/SnRWGx?Q/prilog7331,html) .

3.4 Partikularna resenja specijalnih sluc¢ajeva prinudnih oscilacija

sistema dva elasti¢no povezana nosaca

Odredena opsta reSenja prinudnih oscilacija dva elasticno povezana nosaca mogu se
primeniti za odredivanje partikularnih resenja prinudnih oscilacija sistema podvrgnutim
harmonijskimkontinualnim (slika 3.4.1), harmonijski uniformnim (slika 3.4.2) i harmonijski

koncentrisanim (slika 3.4.3) optereéenjima.

Nz 0
AR TE A R
N~ A,
Au v w, (Z,t) K 12
7 F"7 B, 2
) ;.. Tk I -
e Ay As
x 4 (&0 e
Yo

Slika 3.4.1 Sistem nosaca pod dejstvom proizvoljne harmonijske kontinuirane prinude

filz, 1) =gsin(€)

g = const
P
1N F1 v v v v v v v v L] . . v F1
( 1/1 > A
= A v W,(Z,t) K 12
~ F7E = F, z
@—7 | -
A A
Y w,(z,0) “
* o N 1 L\
¥y

Slika 3.4.2 Sistem nosaca pod dejstvom harmonijske uniformne prinude



69

F(1)
O R, 1/2 | 12 R
= % S 3
A D = =
6 é\ Fz »(//7 7777:7 Fz Z .
=~ A0l Az
X 1\ W, (Z)t) i
77777
y L §

Slika 3.4.3 Sistem nosaca pod dejstvom harmonijske koncentrisane prinude

Prikazani fizi¢ki slu¢ajevi harmonijskih prinuda sa slika 3.4.1-3.4.3 su oblika

1) Proizvoljna harmonijska kontinuirana pobuda
fi(z,t) = q(2) sin(Qt), falz,t) = 0, (3.4.1)
2) Harmonijska uniformna kontinuirana pobuda
fi(z,t) = gsin(t), folz,t) = 0, (3.4.2)
3) Harmonijska koncentrisana pobuda

fi(z,t) = Fsin(2t)6(z — 0.50), fo(z,t) = 0, (3.4.3)

gde su redom q(z), ¢, F, 2 i §(2) proizvoljna funkcija po prostornoj koordinati z, amplituda
uniformnog dejstva, frekvencija harmonijske koncentrisane sile i Dirac-ova delta funkcija.
Zamenom jednacina (3.4.1), (3.4.2) i (3.4.3) u opsta reSenja prinudnih oscilacija sistema Reyleigh-

jevog, Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-ovog tipa dobijamo partikularna resenja.

3.4.1 Partikularna resenja prinudnih oscilacija sistema dva elasti¢no povezana

nosaca Rayleigh-jevog tipa

Zamenom jednacina (3.4.1), (3.4.2) i (3.4.3) u opsta resenja (3.1.25-3.1.26) dobijamo
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An2

Y (t) = kpsin(2t), n=123,..., (3.4.4)

( n2 = nl)

an1

Yoo (t) = kesin(Qt), n=123,..., (3.4.5)

(‘xnl - ‘xnz)

Zamenom jednacina (3.4.4) i (3.4.5) u opsta reSenja jednacina (3.1.27) i (3.1.28) dobijamo

o 2
wl,(z,t) = Z sin(kpz) | Ay sin(Qt) + Z By sin(a)nit)], n=123,..., (3.4.6)
n=1 i=1
<) 2
wl,(z,t) = Z sin(k,z) | Ap, sin(Q2t) + Z AniBni sin(wm-t)] , n=123,.., (3.4.7)
n=1 i=1
gde su
A, = kR An2 _ an1 A = kR An1n2 _ An1@n2
M gy — g |02, — 02 w2, — 02 TPy, —ag |02, — 02 w2, — 02
Qn2 o) An1 0]
By = k [ ] By = [ |
" K Anz — An1 |Wn1 (02 — wFy) " : Qnz — An1 |Wna (Wh; — 22)

U zavisnosti od tipa prinude u opstim reSenjima menjase samo parametar kzza koji vazi

1
slu¢aj prinude 1) kg = 2M1f q(z) sin(kp,z)dz, n=123,..
0

41
slucaj prinude 2) kg = M, n—g,n =123,..

nrm
slucaj prinude 3) kg = 2FM, sin (7) n=123,..

Sada su prinudne oscilacije mehanic¢kog sistema oblika

wd;(z,t) = sin(Q2t) Z Ay sin(kn,z), n=123,..., (3.4.8)
no:ol

w,(z,t) = sin(Q2t) Z Appsin(k,z), n=1,23,...,. (3.4.9)
n=1

gde su Apy, Ap, amplitude ustaljenog rezima oscilovanja. Uslovi nastanka rezonancije i ponasanja

sistema kao dinamickogabsorbera su

a) Rezonancija: 2 = wy;, n=135,..
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2 2
An2Wnp — Ap1Wny

b) Dinami¢ki absorber: 02 = ———=———"~,
Anz — An1
On1 — An2
App =kp———, n=123,..
n1 — Wn2

3.4.2 Partikularna reSenja prinudnih oscilacija

sistema dva elasticno povezana nosaca Timoshenko-vog tipa

Potrazimo partikularna

resenja

prinudnih  oscilacija

sistema

spregnutih  nosaca

Timoshenko-vog tipa pri delovanju razli¢itih tipova prinuda. Zamenom jednacina (3.4.1), (3.4.2)

i (3.4.3) u opste jednacineprinudnog oscilovanja (3.2.32) i (3.2.35) dobijamo

0 [ 4
wl (z,t) = Z sin(k,z) | A, sin(Qt) + z B, sin(@,,t)|, n=1,23,...
n=1 i r=1
) [ 4
wl,(z,t) = z sin(k,z) | A, sin(2¢) + ZE’" sin@yt)|, n=123,...
n=1 i r=1
0 [ 4
Y (z,0) = Z cos(k,z) | A3 sin(Qt) + z Dy sin(@,, )|, n=123,...
n=1 | r=1
o [ 4
1/)22(2, t) = Z cos(k,z) [A,4 sin(2t) + z E,. sin(@,t)|, n=123,...
n=1 | r=1
gde su
2 -2 -2 ~2
A=k X1 X1z Xi3 X4
" ! ~fn__(22 agn -0? agn -0? ain -02)
X1, % X%, X3%;; X1, %4

~2 02 52 _ ()2 52
W3n 0 W3n 0 Win

X11X31 X12X3Z X13X33 X14X34
~2 _ 02 ~2 02 ~2 02 ~2 _0n2)
Wbin =02 &y — 0% B3, — 02 & — 0
X1 Xy X12X 42 X13X43 X14X 44
~52 02 52 _ (2 52 2 ~2 _0n2)
Wi, — {2 Wy, — {2 W5, — {2 Wiy — 2

~2 [ 1)
@1, (022 — @)

= ~2
]: Bon = kX1, [~

0

(‘UZnU22 - 52211) '

(3.4.10)

(3.4.11)

(34.12)

(3.4.13)



= ~2
Ban = krXi3
€1n = krynyn

C~3n = kT713723

Eln = kT711731
5371 = kT)713)733
Em = krynyzn

E3n = kT713743

4q

2
slucaj prinude 3) k; = —F sin

l

5311 (-Qz — W3p

(Ijln (‘QZ - (Ijlzn)

|D3n (% — @3)

0
— |

0

0

0
|

aln (-QZ — Win

D1 (2 Win

6311(-(22 - ﬁgn)

,5371(-(22 - agn)

2

n

0

0

slucaj prinude 2) k; = poonl n=123..

(TLT[

), n=123,..

= 2
By = kX1, [

CZn = kriuyzz [

C~4n = kTX14Y24|:

5211 = kT712732 [
5471 = kT714734

EZn = kT712742

E4n = kT714744

2 1
slu¢aj prinude 1) k; = Tf q(2) sin(kp,z)dz, n=123,..
0

0

a471(!22 - azn) ’

K}
Gzn(!22 - &)‘%n)
0}

Byn (02 — @5y)
0}

&jZn(-(22 - agn
0]
54—71(-(22 - afn
K}
"szn(!22 - aj%n)

K0)

o 2 _ 52
w4n(-(2 — Wgyp

Partikularna resenja prinudnih oscilacija mehanickog sistema su oblika

w2 (z,t) = sin(Q¢) Z A, sin(k,z), n=135...,

n=1
(o]

w,(z,t) = sin(2t) Z Apsin(k,z), n=135,...,.

n=1
o

1[121(2, t) = sin(Qt) Z Apzcos(k,z), n=135,...,

n=1

ngz(z, t) = sin(2t) Z Apgcos(knz), n=135,...,.

n=1
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(3.4.14)

(3.4.15)

(3.4.16)

(3.4.17)

gde su A,, amplitude ustaljenog rezima oscilovanja. Uslovi nastanka rezonancije i ponasanja

sistema kao dinamickog absorbera su

a) Rezonancija :

0 = Wy,

b) Dinamicki absorber

n=123,..
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Odredivanje prinudne frekvencije 2 pri kojoj ¢e se sistem ponasati kao dinamicki absorber

-2 2 2

. . . I . X X X
dobijamo iz uslova da je Ap; = 0. Posle faktorizacijejednacineky (~2 1_102 +—= l_zﬂz +—= 1_3nz +
@in @W3zn W3n

2

X . . . . v . . . o

ﬁ) = 0, dobijamo bikubnu polinomsku jednacinu po nepoznatim prinudnim frekvencijama
4an~

06+ a,0% 4+ a,0% + a3 = 0, (3.4.18)

gde su

T 2/~ 2, ~ 2~ 2,9 2/~ 2, ~ 2, ~ 2
_X11 (Op2” + Wpz” + Dpy”) + Xyp (Bng” + Dp3” + Dy )_

- 2 o 2 o 2 o 2
Xi1 + X2 + X1z + X1

a, =

G 2.~ 2 |~ 2, ~ 2.9 2/~ 2, ~ 2, ~ 2
X1z (@ + Do + D) + Xia (Bny” + B + Wn3”)

-7 < 2 5 2 5 2
Xy + X2 + X3 + X1,

y

~ 2r¢ 2(~ 2 ~ 2\, % 2(~ 2, ~ 2 ~ 2.5 2~ 2, ¢ 2~ 2
Wy [X1q (@n2” + @3”) + X1y (@1” + B3] + @s” Kiy Bz’ + Xip @i ?)

a; = = 2 5 2 5 2 c 2 +
X171 + X2 + X3 + X1,

G 2~ 20~ 2 o~ 2N 4~ 2~ 27, 0 %1~ 2/~ 2, ~ 2y, ~ 2~ 2
+X13 [0y " (@2 + Dpy™) + O " Brg "] + X4 [0z (@ng” + Dp2”) + Gy " Do

- 2 5 2 o 2 o 2
X11 + X1 + X1z + X1

y

~ 2r~ 2,5 240 2 .5 24 20 .0 24 2~ 29,0 2~ 2~ 2~ 2
_ Ong [@n3" (X117 @po” + X123 @p1”) + X135 @y " @2 "] + X14 By "By B3

2 - 2 5 2 o 2
X1 + X2 + X3 +Xi4

az =

odakle slede triresenja prinudnih frekvencija za koje je amplituda prvog nosaca jednaka nuli.

| of)

2z _ ~ =
o d, P 0+ 2n
N5 ¢=— 3 +2 [—={cos 3 , (34.19)

3
0+ 4n
cos 3




3.4.3 Partikularna resenja prinudnih oscilacija

sistema dva elasticno povezana nosaca Reddy-Bickford-ovog tipa
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Partikularna resenja prinudnih oscilacija sistema spregnutih nosac¢a Reddy-Bickford-ovog

tipa pri delovanju razli¢itih tipova prinuda odredujemo zamenom jednalina (3.4.1),

(3.4.3) u opste jednadine prinudnog oscilovanja (3.3.35-3.3.38)

<3

Wiz, = ) sinlky2)
n=1

Whsa(z,0) = ) sin(k,2) |

n=1

)

Pop@ 0 = ) costh2)

n=1
(o]

n=1

ngB(ZP t) = z COS(an) z

A, sin(20) + Z B, sin(@nt)

4
A3 sin(Qb) + Z D,y sin(&,,t)
r=1

r=1

22 SIn(QL) + z Cy sin(@,t)

r=1

e Sin(Q0) + Z By sin(@prt)

r=1

, n=123,...
, n=123,...
, n=123,...

n=123,...

gde su
5 5 5 5
11 12 13 14
Apm =krp| = += += + = ,
wfn—_QZ %n_'QZ ?%n_‘QZ ‘Uf -2
io—k X1 Xy XXy, X13X;3 X14X24
n T URE\G, -2 B, -0 &2,-0% &%, -0%)
i k X1 X3 X, Xs, 713733 X14X34
m TR\, -2 B2, -0 &2,—0? w4 -n2)
io—k XX X1, X4 X13X43 4 714744
TR\ G2 -2 B2, 02 B%,-0% &%, -0%)
1n 2n an
N C [ 0 ] Bon = k¥ [ 0 ]
1n = krXn |l =——>——=<| 2 rRBX12 | — 7 =< |»
" 1‘/1(-(22 - w%n) " n(-Q
B kppX. @ B, =konX’ [ a ]
3n — "RBA13 | ' < = ’ — RRBAMW =" 55 =2 ~
" W3 (02 = B5y) 202 = 32)
= = K0 0N
Cin = kppX11Xo1 | = ) Cz = krpX12X2, [
" D17, (022 — a)lzn " Do (02 (‘)Zn)
= =~ = N n
Cop = kppXiskps |o—————,  Cin = kppX1uXps | —m———
an = freXiakas |2 07 oz 4n = KrpX14 24[ @,

(3.4.2) i

(3.4.20)

(3.4.21)

(3.4.22)

(3.4.23)
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.Q = = =
= kRBX11X31 [—] ) Dyn = krpX12X32 [=
% -3,

L
53n :kRB§13§33 % Dan = XX [
.(‘)3n(~(22 - w:s%n
0]

=kppX 1 Xy |l o—————=—
n RB411441 | =

2 _ =2
[ Din

= = [ -(2 = = =
= kppXi3X43 | =————5—1, Esp = krpX14Xas | =
n RB413443 763,1(.(22 —(U%n an RB4144 44 |:a
2 l
slu¢aj prinude 1) kgp =k = Tf q(2)sin(k,z)dz, n=123,..
0

4
slucaj prinude 2)kgzp = kg = %,n =1,23,..

2 nim
slucaj prinude 3) kgg = ky = TF sin (7) , n=123,..

Partikularna reSenja prinudnih oscilacija mehanickog sistema su oblika

Wl (2,6) = sin(Qt) Z A, sin(k,2), n=123..., (3.4.24)
n0=01

W0, (2,6) = sin(2t) Z Apsin,z), n=123,...,. (3.4.25)
A

2, (z,6) = sin(t) Z A5 coshnz), n=123,..., (3.4.26)
va

Y2, (z,6) = sin(2t) Z Aucos(kyz), n=123,.... (3.4.27)

gde su jnr amplitude ustaljenog rezima oscilovanja. Rezonancija i dinamicki absorber nastupaju
kada je
a) Rezonancija: 2 = 5},1, n=123..

b) Dinamicki absorber

Odredivanje prinudne frekvencije 2 pri kojoj ¢e se sistem ponasati kao dinamicki absorber
dobijamo kao u slucaju Timoshenko-ovog sistemanosaca odakle slede tri reSenja prinudnih

frekvencija
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(3.4.28)

gde su
2 2. ~ 2 ~ 2 = 2 5 2.~ 2 =~ 2 =~ 2
= X1 (@pp +Opz +0pg )+ X1p (Bng + Dpz + Dpy )
G =- = 2 =~ 2 =~ 2 = 2 -
X112 + X1y + X3 + Xy
= 2 o 2 9~ 2 9~ 2 = 2 ~ 2 ~ 2 =~ 2
X3 (@ny + Wy + Dy )+ Xyy (@ny + Opp + @3 )
= 2 = 2 = 2 = 2 ’
X11 + X2 + X3 +Xpy
~ 2.5 2(~ 2 =~ 2 = 2/~ 2 =~ 2 ~ 2,3 2~ 2 3 2~ 2
. Ona [X1 (wnz + Wn3 )+X12 (wnl + Wn3 )]+wn3 X11 GOz +X12 O )+
a, =

=~ 2 = 2 ~ 2 ~ 2
X1 +X12 + X3 + Xy

= 2~ 2.~ 2 =~ 2. =~ 2= 2. 5 2~ 2.~ 2 =~ 2. = 2x 2
+X13 [Wp1 (@pz +Dpy )+ Oy Ong |+ X14 [Opz (Bny +Wpz ) + Oy O |

y

= 2 = 2 = 2 = 2
X171 + X1 +Xi3 + X1,
~ 2.~ 2.3 2~ 2 =z 2~ 2. =z 2~ 2~ 2. =z 2~ 2~ 2~ 2
_ Wng [Wns (K11 Opa +X12 @1 )+ X13 Oy Oz |+ X14 Ong Opp Dpz

az = = 2 = 2 = 2 = 2
X1 + X2 + X3 +Xi4

3.5 Numericka analiza

Uzimanje u obzir uticaja inercije rotacije i popre¢nog smicanja ima za cilj da prikaze razlike
u amplitudama koje se javljaju pri dejstvu aksijalnih sila kod nosaca veéih debljina. Ovi uticaji
povecavaju razliku u aproksimaciji resenja i moraju se uzeti u obzir kada dolazi do zaokretanja
poprecnih preseka nosaca usled sila smicanja.U numerickom eksperimentu je koris¢en model dva
nosaca identi¢nih materijalnih i geometrijskih karakteristika
k=2, K=2x105Nm"2

)

E =1x10""Nm~2, v = 0.34, G = 0.417 * 10'°Nm~?,
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bh3
p=2x%x10%%kgm3,4=75x10"2m?, I= == 4% 10™*m*,
15 2 (3
l=10m, b=§ §m,h=h1 Zg gm (351)

Uvedimo veli¢inu y — faktor aksijalne sile na prvom nosacu u funkciji njene kriti¢ne vrednosti,
- faktor aksijalne sile na drugom nosacu u funkciji aksijalne sile na prvom nosac¢u i odnose

amplituda sa i bez dejstva aksijalnih sila ¢4, ¢, u obliku

A A
Fo=xFF, 0<y<1, FE=CF 0<(<1, ¢ =—1 ¢,=—"%
AO,nl AO,nZ
Elm?
) o EIT? ) r D
ref. [51] Euler, Rayleigh: F*" = P ref. [52] Timoshenko: F¥" = >
GAkl2
2
£l (8406 + 255
ref. [31] Reddy — Bickford: F*" = TN (3.5.2)
12 (840G + =E77)

U slu¢aju harmonijske uniformne kontinuirane pobude, amplitude ustaljenih prinudnih oscilacija
sistema nosaca se mogu odrediti za parametre sistema na osnovu odredenih analitickih izraza.
Odnosi amplituda ¢qi @5, pri pobudi sledeéih karakteristika 2 = 0.6wy;;, ¢ = 1 prikazani su na
dijagramima 3.5.1 - 3.5.16. Dobijeni rezultati uporedeni su sa rezultatima prinudnih oscilacija
sistema elastiéno povezanih nosa¢a Euler-ovog tipa, Zhang i koautori [5]. Na svim dijagramima
primetno je da je odnos amplituda drugog nosaca veéi u poredenju sa odnosima amplituda
prvog. Uporedenjem dobijenih rezultata u istom rezimu oscilovanja za razli¢ite vrednosti faktora
(= 0.1;0.9) moze se zakljuditi da uticaj aksijalne sile na drugom nosa¢u neznatno utice na
razliku odnosa amplituda oscilovanja kako prvog tako i drugog nosaca. Za slucaj nosaca duplo
vecée debljine (3.5.9-3.5.16) vidimo da sa povedanjem moda oscilovanja raste brze razlika u
odnosima amplitude medu koriséenim modelima pri ¢emu Timoshenko-va i Reddy-Bickford-ova
daju mnogo bolje aproksimacije, ¢ime je za ovakav fizicki model dva elasti¢no povezana nosaca
vece debljine ispravno koristiti analiticki odredene rezultate iz ovog poglavlja. Na dijagramima
3.5.17-3.5.18 date su amplitudno-frekventne karakteristike oscilovanja dva elasticno povezana
nosaca slojem Winkler-ovog tipa. Na njima se jasno vidi kada nastupa rezonancija i kada se
sistem ponasa kao dinamicki absorber. Razlika u dobijenim resenjima pokazuje znacaj koris¢enja
teorija koje uzimaju u obzir inerciju rotacije i poprecno smicanje ¢iji se uticaji povecavaju sa

poveémjem moda u prinudnim oscilacijama sistema.
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Slucaj nosaca debljine h = hy

1.20
—— Euler
—=— Rayleigh
L15 ——v— Timoshenko

——+—— Reddy-Bickford

1.10

1.05

1.00

0.0 0.2 04 0.8 1.0

X

Slika 3.5.1 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x
na relativni odnos amplituda ¢4; (n = 3,{ = 0.1)

LO7F —e— Bler
—=—— Rayleigh
———— Timoshenko
———— Reddy-Bickford

1.06

1.05

1.04

1.03

1.02

1.01

1.00

0.0

0.2

04

X

Slika 3.5.3 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x
na relativni odnos amplituda ¢4; (n = 5,{ = 0.1)

1.20 4
—— Euler

[

Rayleigh
———— Timoshenko

115 Reddy-Bickford ]

—_—

08 10
X

Slika 3.5.5 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x
na relativni odnos amplituda ¢4; (n =3,{ = 0.9)

3

(03

120l T Euler
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Slika 3.5.2 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x
na relativni odnos amplituda ¢,; (n = 3,{ = 0.1)
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Slika 3.5.4 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x
na relativni odnos amplituda ¢,; (n = 5,{ = 0.1)
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Slika 3.5.6 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile
na relativni odnos amplituda ¢,; (n = 3,{ = 0.9)
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Slika 3.5.7 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x

na relativni odnos amplituda ¢4; (n =5,{ = 0.9)
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Slika 3.5.8 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x
na relativni odnos amplituda ¢,; (n =5, = 0.9)
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Slika 3.5.9 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x
na relativni odnos amplituda ¢q; (n =3,{ =0.1)
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Slika 3.5.11 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x
na relativni odnos amplituda ¢4; (n =5, = 0.1)
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Slika 3.5.10 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x
na relativni odnos amplituda ¢,; (n =3,{ =0.1)
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Slika 3.5.12 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x
na relativni odnos amplituda ¢,; (n =5, = 0.1)
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Slika 3.5.13 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x
na relativni odnos amplituda ¢4; (n =3,{ =0.9)
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Slika 3.5.15 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x
na relativni odnos amplituda ¢q; (n =5,{ = 0.9)
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Slika 3.5.14 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x
na relativni odnos amplituda ¢,; (n =3,{ = 0.9)
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Slika 3.5.16 Uticaj faktora pritisne aksijalne sile x
na relativni odnos amplituda ¢,; (n =5,{ = 0.9)
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Slika 3.5.17 Amplitudno-frekventni dijagram prinudnih oscilacija sistema elasti¢no povezanih nosaca pri dejstvu

uniformne harmonijske kontinuirane pobude h=h, n=3
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Slika 3.5.18 Amplitudno-frekventni dijagram prinudnih oscilacija sistema elasticno povezanih nosaca pri

dejstvu uniformne harmonijske kontinuirane pobude h=h, n=5



Uticaji poprecnog smicanja na staticku stabilnost

sistema elasti¢no povezanih nosaca na elasti¢noj podlozi

4.1 Kriti¢na sile izvijanja tri elasti¢cno povezana nosaca Timoshenko-vog tipa na

elasti¢noj podlozi

Analizirajmo primer tri povezana nosaca Timoshenko-vog tipa istih duzina [, na elasti¢noj
podlozi Winkler-ovog tipa krutosti K sa uticajem pritisnih aksijalnih sila F', Stojanovi¢ i koautori
[14]. Parcijalne diferencijalne jednafine pomeranja tacaka sistema prikazanog na slici 4.1.1

izveSéemo primenom principa virtuelnog rada kada su nosaci istih geometrijskih i materijalnih

karakteristika.
@-* o —
Ay O\As
) i o
@ F ”7779 F
A\ e v o=
@ F it ;77777/ F z_
I¥e \ A
x, : \ il K /
|
vl ! !
Y dz
a) b)

Slika 4.1.1 a) Sistem tri nosaca na elasti¢noj podlozi
b) Elementarni deformisani deo nosaca
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Neka su funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu kao i ugao izmedu
popreénog preseka mnosada iy ose redom, uri(y,2t), wri(y,2), ¥9,(2), ur,(v,2),
wr2(3,2), ¥9,(2), urs(y,2), wrs(y,2) i ¥25(2). Za negativno orijentisan ugao popreénog preseka

Y2 ref. [14, 26], pomeranja tacaka nosaca su

ur(y,2) = ugy(2) = y¥2,(2),  wri(y,2) =wpy(z), =123 (4.1.1)

Deformacije u funkciji pomeranja i veze izmedu napona i deformacije po Hooke-ovom zakonu su

oud(z)  ol(2) Bw (z)
Ezi(y' Z) = g—lZ - ng ’ yzyi(z) = o - lpTz(Z) (4'12)
Oziy _[E 07(¢z L
{szi} - [0 kG] {YZyi}' i=123. (#.1.3)
Virtuelni radovi unutrasnjih i spoljasnjih sila su
h
E
SWy; = —bf f 0,i(2)8e,;(2) + szifiyzyi(z)]dydz, i=123. (4.1.4)
L ow? asw?
MWeyr = f [Swgl(z)K (WTOZ (z) — 2w, (z)) + FW%(Z)M;%(Z)] dz, (4.1.5)
0
t owd,(z) 06w, (2)
Wz = | [aw%z @K (Wh(2) = 2w, (2) + whs()) + F =22 a—] (4.16)
0
L w2 (2) 06w2;(2)
Wees = [ng3(z)1< (wh@ ~wh(@) + F—2— %] (417)
0

Zamenom jednacina (4.1.4-4.1.7) u op$tu jednacinu principa virtuelnog rada i primenom Green-
ove teoreme dobijamo parcijalne diferencijalne jednac¢ine pomeranja tac¢aka nosaca u statickom

domenu

’w, Y, 0%y, ow,
"kGA<azz aZ>+ — —Kw, =0, —EL =Y —kGA(——lpl)—O (4.1.8)
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0tw, 0y, 02w, 0%y, ow,
—kGA( — 2 )+ Pt~ Kwy o+ 2Kwy — Kws = 0, — EL —22 — kGA (a—z—zpz) =0,

(4.1.9)

8%, aws
—, 7~ kGA (E - ¢3) =0, (4.1.10)

02wy 0y 02wy
—KGA( 5 == |+ F——F —Kw, + Kwy =0, —EL,

Eliminacijom v; iz jednadina (4.1.8 - 4.1.10) dobijamo sistem tri parcijalne diferencijalne jednacine

cetvrtog reda oblika

F \0*w, KEI\ 0%w, KEI 8°w,
) (F ) +2Kw, — Kw, =0, (4.1.11)

El(1-—)—= 2 ) ——
( kAG) 8z* KAG) 322 T kAG 922

F \0*w, KEId?*w, KEI\0°w, KEI 8wy
) ( ) — Kwy + 2Kw, — Kwy = 0,(4.1.12)

= (l_kAG 9zt Txac 922 T\F' "xac) 922 Tac a2

F \0*ws; KEI 3w, KEI\ 8%w;
) ( ) — Kw, + Kwz = 0. (4.1.13)

El(l_kAG 92* T kaG 922 T XAG) 922

Kako su nosaci slobodno oslonjeni, primenjujemo granic¢ne uslove za koje vazi

d’w(0) _ d’w(D) _

wi(0) =—5 2z~ =0 (4.1.14)
Ugib nosaca mozemo pretpostaviti u obliku reda
w;(2) = ZAmZn(z), i=12. (4.1.15)
n=1
gde funkcija Z,(z) ima oblik
Z,(z) = sin(k,z), ky, =nmn/l, n=123,.. (4.1.16)

Zamenom pretpostavljenih reSenja (4.1.15) u jednacine (4.1.11-4.1.13) dobijamo sistem homogenih

algebarskih jednacina koji mozemo napisati u matri¢cnom obliku
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x+2RK  —KR 0 Apa 0
—KR  x+2RK —KR [{4n2t =10}, (4.1.17)
0 —KR x + RK1 4,3 0
gde su
El 2 2 2
R=1+—rki, x=ki(Elk—FR). (4.1.18)

Postojanje netrivijalnih resenja zahteva da determinanta matrice u jednacini (4.1.17) bude

jednaka nuli, $to daje karakteristicnu jednacinu treceg stepena u obliku
x3 + 5RKx? + 6(RK)?x + (RK)® = 0, (4.1.19)
gde su

ap=1, a; =5RK, a,=6(RK)? az;=(RK)3.

Resenja polinoma tredeg stepena jednacine (4.1.19) su

= ——RK+2 , gco 9) —0,198062RK,

X1
5 p
X, = —§RK +2 3cos = —1,55496RK,
5 P
x;=—3RK+2 |- cos = —3,24698RK, (4.1.20)
gde su
2 3 2 3 _3
a a a; aa;  2a9 - . p 49/ P\ z
=2-—2L g=-- — L, D="—4:-<0, @=cost|-=(-%
P=a 32 174, 32 " 274} 427 cos [ 2( 3) ]

Ako zamenimo resenja (4.1.20) u izraz (4.1.18) dobi¢emo tri vrednosti za silu F od kojih je

najmanja vrednost kriti¢na sila izvijanja i oblika je

pr _ 0198062K2  El7n®

b n? 2 El 2n?\’
(145 5)

(4.1.21)

Za K = 0 iz jednacine (4.1.21) dobijamo
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El 7?n?
P, = m (4.1.22)
GAk 12

Sto predstavlja kriti¢nu silu izvijanja n-tog moda Timoshenko-vog nosaca [27]. Zan =1

jednacina (4.1.22) svodi se na oblik

P=—X— (4.1.23)

§to je najmanja vrednost sile pod ¢ijim uticajem se nosa¢ nalazi u stabilnom podrucju. Resenja

jednaéine (4.1.19) proveri¢emo trigonometrijskom metodom [28]. Pretpostavimo da su reSenja

sistema homogenih algebarskih jednacina (4.1.17) netrivijalna

Apx = Nsinkg, N #0, sinkp=0, k=123. (4.1.24)

Zamenom pretpostavljenih resenja (4.1.24) u sistem jednacina (4.1.17) dobijamo

—KR-Nsing+ (x + 2RK)-Nsin2¢p — KR-Nsin3¢ = 0. (4.1.25)

Resavanjem jednacine (4.1.25) po nepoznatoj promenljivoj = dobijamo

x = 2KR(cosp—1). (4.1.26)

Zamenom pretpostavljenog reSenja (4.1.24) i z iz izraza (4.1.26) u prvu jednadinu sistema (4.1.17)

dobijamo slededéi identitet

(x + 2RK) Ay, — KRA,, = 0, = (2KRcosp— 2KR + 2KR) Nsing— KRNsin2p =0, (4.1.27)

dok se iz trece jednacine sistema (4.1.17) dobija

—KRAp; + (x+RK)Ap3 =0 = —KRNsin2¢p+ (2KRcosp— KR)-Nsin3p=0.  (4.1.28)

Razvijanjem i transformacijom jednadine (4.1.28) dobijamo
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4p+3
i : ¢) =0 (4.1.29)

3
sindp—sin3p=0, & ZSiTl( 402 ¢> (

Resenja trigonometrijske jednacine (4.1.29) su

2s—1
——n s =123,..n.(4130)

¢
=2nz v 7=s;r—2 = o

sin{= =0Vcos7—¢=0=qo
() )

Jednacina (4.1.17) za razlicite vrednosti g moze se napisati u sledecem obliku

xs = 2KR(cosp, — 1) = k2(EIk: — FR), s=1.23,..n. (4.1.31)
Sile izvijanja iz jednacine (4.1.32) odredujemo u obliku
K1? Elx*n?
F, = ZW(I - COS(DS) + m. s=1,23,...n, (4.1.32)
GAk 12

7 za s =1,2,3 uizraz za F; (4.1.33) slede sile izvijanja redom

odakle zamenom ¢ = _71
2 VA El7*n? KI? El72n2 .
Fi =2 (1-cos7) + s 22T = 0.1980622 —— + m ~ Fl,
GAk 12 GAk 12
E17z2n K2 El2n? ;
F,=2 nz( —cos 771‘) +——— ”an) = 1.554958 o +m ~ Fll,
MoTRE GAk 12
12 Eln?
~ Rl (4.1.33)

Ki? 5
Fy= zﬁ(l - cos7/r) = 32469796 5+ EEn
GAk 12
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4.2 Kriti¢na sila izvijanja dva elasti¢éno povezana nosac¢a Timoskenko-vog tipa na

elasticnoj podlozi

Analizirajmo slucaj dva elasti¢no povezana nosaca Timoshenko-vog tipa na elasti¢noj podlozi.

Oba nosaca su pod dejstvom jednakih aksijalnih pritisnih sila, ref. [14].

e E | F

O
2y W:(Z,t) K 22

~ F 777727 | 777777 F z

U/\ - .K »[ |« A7 — -
11 A ¢w1(z,t) 8 )\ A

X, Vg <ca —_—

i [

Slika 4.2.1Sistemdvanosacanaelasticnomsloju Winkler-ovogtipa

Jednacina (4.1.17) u matri¢nom zapisu se sada svodi na sledeéi oblik

x+2RK —KR Am} -
[ —KR x + RK] {Anz =0 (4.2.1)
Razvijanjem determinante (4.2.1) dobijamo jednacinu
x% + 3RKx + (RK)? = 0, (4.2.2)

¢ija su resenja

—3RK + RKV5 —3RK + RK~\5
X1/2 = - = X = — = —0.382RK,
—3RK — RK\5
Xy =————— = —2.618RK.

Manja vrednost predstavlja kriti¢nu silu izvijanja za n-ti mod oscilovanja sistema i oblika je

0.382 K12 + El7*n?
2n 12 (1 4 ;zZnZ) :

GAk 12

FEr = (4.2.3)
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4.3 Kriti¢na sila izvijanja nosaca Timoskenko-vog tipa na elasti¢noj podlozi

U slucaju jednog nosaca na elasticnoj podlozi, jednacina (4.1.17) u matricnom zapisu svodi

se na sledeci oblik

@ - F J F z
An D, ¢ t A 'sz
. wi(z.1) K

V- TTTRT

Slika 4.3.1 Nosac na elasticnoj podlozi Winkler-ovog tipa

(x + RK)Ap; = 0. (4.3.1)

Resavanjem jednacine (4.3.1) za n-ti mod oscilovanja dobijamo izraz za kriticnu silu izvijanja u

obliku
KI? El 7’n?
F,;" =+t —— (4.3.2)
»n2 2 El n?n?
l (1 + GAk 12 )

4.4 Numericka analiza

Vrednosti fizickih parametara sistema koris¢enih u numerickom eksperimentu
E=1x101°Nm™2, G = 0417 x10'°°Nm=2, k=5/6, K, =2 x 105 Nm~2, (4.3.1)
l=10m, A=5x10"2m?, I=4x10"*m* p =2x 103 kgm=3.

Uvodenjem bezdimenzionog parametra kao odnosa debljine popre¢nog preseka i duzine nosaca § =

h/l, povrSinu popre¢nog preseka i moment inercije mozemo napisati u obliku

rt  (ED*
A=h =@ I=l=p=—

(43.2)

Promena relativnog odnosa kriti¢nih sila i kriti¢ne sile u funkciji bezdimenzionog parametra & za

razli¢it broj nosaca i razli¢itu krutost, prikazana je na slici 4.4.1. Na slici 4.4.1 zaklju¢ujemo da se
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relativni odnos kriti¢nih sila smanjuje pri poveéanju debljine nosaca ali da se sa poveéanjem broja
nosaca u slu¢aju najmanje krutosti Winklerov-og sloja odnos kriti¢nih sila smanjuje za male debljine
nosaca. Iz odnosa kriti¢cnih sila zaklju¢ujemo da je sistem najstabilniji u slucaju jednog nosaca na
elasticnoj podlozi i da se sa povecanjem broja nosaca stabilnost smanjuje. Na slici 4.4.2 se moze
uociti ista tendencija odnosa relativnog odnosa kriti¢nih sila za razli¢ite modove. Promena oblasti
staticke stabilnosti sistema u funkciji broja nosac¢a i krutosti Winkler-ovih slojeva pri promeni
debljine nosaca prikazana je na slici 4.4.3. Oznacene tacke na dijagramu 4.4.4 pokazuju za koje
vrednosti fizickih parametara sistem ima istu vrednost kriti¢ne sile u razli¢itim modovima. Tako
tacka Al12 na slici 4.4.4 predstavlja tacku razgraniCenja sistema sa jednim nosacem, odnosno
vrednost odnosa debljine i duzine nosaca za koju sistem ima istu apsolutnu vrednost kriti¢ne sile u
prvom i drugom modu. Sa pove¢anjem debljine nosaca od A12, sistem postaje stabilniji u drugom
modu. Tacka A13 predstavlja tacku za ¢iju vrednost odnosa debljine i duzine nosaca, sistem ima
istu apsolutnu vrednost kriticne sile u prvom i tre¢em modu. Isti je slucaj i sa tackama B12, B13
koje se odnose na sistem sa dva nosac¢a i C12 i C13 koje se odnose na sistem sa tri nosaca. Sa
slojeva jer su potrebne manje debljine nosaca za koje sistemi imaju istu kriti¢nu silu u razli¢itim

modovima.

eF
Krutost Winkler-a
5| 0.5K,
TP~ DO 1 L O O N [ Ko
e 15K,
4
cr 2+
F
b 3
B
ol
” = ticsaao.. .. e
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

g

Slika 4.4.1 Uticaj debljine nosa¢a na odnose kriti¢nih sila /P, (K =0.5K,, Ky, 1.5K;)



91

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

Slika 4.4.2 Uticaj debljine i broja nosa¢a na odnose kriti¢nih sila FF"/P, (n=1,2,3)
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0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

g

Slika 4.4.3 Uticaj debljine i broja nosa¢a na kritiénu silu F&7 (K =0.5K,, Ko, 1.5K;)

4x10°

3x 10
cr
Fy

2x10°

1x10°

Slika 4.4.4 Uticaj debljine i broja nosaca na kriti¢nu silu Fé‘r (n=1,2,3)



Uticaji inercije rotacije i poprecnog smicanja na
oscilacije i stabilnost sistema elasticno povezanih

nosaca Timoshenko-vog tipa na elasticnoj podlozi

5.1 Slobodne oscilacije elasti¢no povezanih nosac¢a Timoshenko-vog tipa

Razmotrimo sistem m elasticno povezanih nosaca Timoshenko-vog tipa istih duzina I,
elasti¢no povezanih slojevima Winkler-ovog tipa krutosti Kj;, (i = 0,1,...,m — 1) sa uticajima

pritisnih aksijalnih sila intenziteta F, ref.[15].

Slika 5.1.1 a) Sistem elasti¢no povezanih nosac¢a na elasti¢noj podlozi

b) Elementarni deformisani deo nosaca

Neka su funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu kao i ugao izmedu

poprecnog preseka nosaca i ¥ ose redom ur; (v, z, t),wr ;(y, Z),l/)-(}i(z), i=1,2,...,m. Za negativno
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orijentisan ugao popreénog preseka ¥° kao na slici 5.1.1 b) a u skladu sa izvedenim jednad¢inama

u referenci [15] definiSemo pomeranja tacaka nosaca u obliku

~
Il

uri(y,2,0) = uly(z,0) — y¥%(z, 1),  wr(,z,6) =wh(z 1), 1,2,...m.  (5.11)

Deformacije u funkciji pomeranja i veze izmedu napona i deformacije po Hooke-ovom zakonu su

0 7 ! d i a i
uTé(ZZ t) wTaEZ t)' ]/zyi(z' t) = w l/)Tz(Z t), (5.1.2)

SZ'i(yl Z, t) =

gzl

O-Zl ~_
{eo} [0 ol o) 1=12.m. (5.1.3)

Virtuelni rad inercijalnih sila je

hl
2 [0%wri(y, 2, t) %uri(y,z,t)
Wing = plb~f f [ T(;tz Swri(y,2,t) +Téf6um(y,z, t)|dydz. (5.1.4)

Virtuelni rad unutrasnjihsila je
1 hy
2
SWy; = —bif f hl[ozi(z, £)8e,1(2, ) + T2y1(2, )8V 2,1 (2, t)]dydz. (5.1.5)
0 J-m
2
Virtuelni rad spoljasnjih sila je oblika

t 0w, (z,t) 6wl (z,t)
Wy = f {SW% (z,t) [—Kowgl (z,t) + K, (W?Z (z,t) —wi(z t))] +F T(;z glz }dz, (5.1.6)
0

Weyi = J: {SW%(Z, t) [—Ki_l (W% (z,t) —whi_(z, t)) + K; (WTOH,l(Z, t) —wii(z, t))] +

owl;(z,t) 38wl (z, t)
F
0z 0z

}dz,i =23,..,m—1, (5.1.7)

1 ow?, (z,t) 3w, (z,t
Wy = f {8W8n 2 O [~ Ky (Wi (2 0) = Why_1(2,0))] + F WT’(;(Z ) WT(;"(Z )}dz,(5.1.8)
0 Z VA
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Zamenom jednac¢ina (5.1.4-5.1.8) u opStu jednadinu principa virtuelnog rada Wi, + Wy +
Wery =0, 1=1,2,..m,i primenom Green-ove teoreme dobijamo spregnuti sistem parcijalnih

diferencijalnih jednacina oscilovanja u slede¢em obliku

22w, ?w, Oy, %w,
P14, w — kG144 67_ a_Z + F———- 972 + Kow; — Kiy(wy —wy) =0, (5.1.9)
0%y, 0%y, ow,
pllxlﬁ - Ellxl 9z 2 kGlAl ( 9z l//l) = 0, (5110)
0%w; 0%w; 0y, 0%w;
PiAiFZL —kGiA; ( 62; - 0;) +F azzl + Koy (Wi —wiq) — Ki(Wipr —w;) =0, (5.111)
2y 7 dw; .
pilki 7 = Eili 5" — kG, (a - y/l.) =0, i=23-m-1, (5.1.12)

2w,

0wy, 2%w dy bl
PmAm——— 3e2 - kG,A ( 57 zm aZm> + F—— 922 + Koy (Wy, = wi—q) =0, (5.1.13)
2%y, vy, ow,
pmlxm?Zm - Emlxmv kGnAm ( aZm - V/m) =0, (5.1.14)

Sistem spregnutih diferencijalnih jednacina (5.1.9-5.1.14) eliminacijom promenljive W, svodi se

na sledeéi oblik

F pli 102w, Kip L 02w,
g, (1 A+ (Ko +K -
1 1( kAlG) e [pl 1+ Ko+ KD | 5 ~ ka6, o2

Ei L 62w1+ Eil; 0%w,
kA,G,) 822 L kA,G, 0z

+ [F — (K, + Ky

E; F o*w, pfll o*w,

—puly 1+ —— e Ko + K)wy — Kywy = 0, 5.1.15
”“[ * %G, " kaG) 9270¢2 T kG, ot T Kot Kwi —Kaw, (115

%w;  Kipl; 02wy
kAG at?  kA;G; 0t?

El (1 __F )34Wi _Ki—1,0i1i52Wi 1
|54

A; + (K; K;
kAiGi dz* kAiGi at? |:pl +( -1 + )
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Ki—lEiIi aZWi 1 [ aZWi KiEiIi 62WL-+1 Ei F 64wi
F—(Ki_y + K —pil |1+ - —| 2L
KA,G, 022 (Kis + )kA Gl o2 Tkac a2 Pl G T kaclazee
21; 0%w;
ALOMEL g wios + Kica + KW~ Kt =0, (=23, m=1,  (5:116)
A
E I (1_ F )a4Wm_Km—1memaZWm—1 Km-1P,,Im °wp,
mm\* T YA G ) 9zt kAnG, otz |Pm kA, G, | ot
Ky 1Epp Ly 02Wpy_q [ Ko 1Eply] 02wy, | [1+ F ] o*wy,
kA, G, 072 kA, G, | az2  Pmim |t TG T kA,.G,l 0220t
02 Ly 0*w,
ﬁ’" w’" — KW + Kip—qWp, = 0. (5.1.17)
m

Pocetni i grani¢ni uslovi slobodno oslonjenih nosaca su oblika
Wiz 0) =wo@, (@0 =@, @0 = vp@, (@0 =@, (5.118)
w;(0,8) = wi(L,t) =w";(0,t) =w";(Lt) =0, 1=123-m. (5.1.19)

Ako pretpostavimo da je kretanje nosaca harmonijsko, transverzalna pomeranja nosaca mozemo

napisati u obliku proizvoda funkcija

wy(z,t) = Z Z,(2) T (1), i=12,..m (5.1.20)

gde su Ty, (t), T=1,2,3:-m, nepoznate funkcije vremena dok je Z,(z) funkcija osnovnih oblika

oscilovanja koja zadovoljava grani¢ne uslove slobodno oslonjenih nosaca

Zy(z) = sin(k,z), k, =nn/l, n=1,23,--. (5.1.21)

Ako zamenimo pretpostavljena transverzalna pomeranja (5.1.20) u jednacine (5.1.15-5.1.17)

dobijamo

z d?Ty,, Hy d?Ty,

mldTl"1CZ1ck2 H;+H —F
M AT R +cc C2(0+1 )| gz T ae
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2 2
+|Cikp+ (Hy +H — F 142 kZ [T —Hi | 1 Cin k3 | Ton{Zy, = 0,(5.1.22
b1ftn 0 1 77111) + = 2 in t 53 on (Zn = 0,(5.1.22)
C51Cr1 Cslcrl

(1 d*Ty,  Hi, d*T(i—1yn C& d?T;
— -—== +|1+C%(1+ k2 + H' .+ H,—Fn. n
Zl{c;. dtt Tz de? n\" ek Zi( ot He= Fo) | 2

Hi & Tiim (1, i K2 | Tgoiym + |CRIE + (H_y + Hi—Fn, )1+ Ciy k2|,
Cszi dt2 (i-1) Csziczl G-Dn T |Chikn i-1 i Min Cszchz in
CZ
—H; <1 + == CZC2 k )T(Hl)n}Z =0, i=23-m-1, (5.1.23)
St
S B [ 1 ) el
£\ch, dtt T3, ar? m\ T ez, Chn L T
. Com 2 2 4 « Chm 2
—Hp_1 |1+ 5725 k3 | Tan1yn + |Comkn + (Hm—y — F1,, )| 1 + =5 k2 ntZn =0,
CsmCrm CsmCrm
(5.1.24)
gde su
o _ Kiq _ K S kZ
oAy YA mpAY
T Ay N I s A T
Resenja jednalina (5.1.22 -5.1.24) pretposavljamo u obliku
Ty = Apped®nt, 1=123,-+-m, j=+v-1, (5.1.25)

gde je w, prirodna frekvencija sistema. Ako zamenimo resenja (5.1.25) u diferencijalne jednacine

(5.1.22-5.1.24) dobijamo homogeni sistem algebarskih jednacina po nepoznatim Ani, Apz, Apa,

- Apm u obliku

w‘rtl C131
2 1+C4H(1+ k2+—(H0+H1 Fn,,)| @

2 r4
s1 Csl CTl

2 1,4 * C 2 wz Cgl 2
+Chkp+ (Ho+H —Fn )1+ o5 k2 |t A + Hy |5 — | 1+ =5 k2 |[A2n =0 (5.1.26)
Cslcrl Csl CSlCT'l
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. [ (o o} 2 (o
HLIC2 T+ ok | Acon + 1+Cnl+czc4k CZ(HL1+H Fn,,)| %

SLTTt Si SLTTL

21,4 « Cbz' aIZ Cbz
+|Chkp+ (Hi y+H;—Fn, )1+ 2T k2 )|t A + H; @ 14+ —= 2T kZ )| Agrnyn = 0,(5.1.27)

N g’ SLTTt

? C3 o C2,
=1+ ™ k2 )| A1y + 1+C%,[1+ k2
" 1[63"1 ( CZ,CE )] (m=om {csm [ ””( cszmc;*m)

2

1
+E(H,§1_1 - ann)] o+ [cgmk;t + (Hp-1—Fn,) <1 + k2>]} mn = 0.(5.1.28)

Csszrzm
Radi odredivanja analitickih reSenja, pretpostavljamo da su nosaci identi¢nih materijalnih i

geometrijskih karakteristika. Tada se sistem homogenih algebarskih jednacina (5.1.26-5.1.28)

moze zapisati matricnom jednac¢inom oblika

Anl 0
'S, -u, 0 - 0 0 0 - 0 0 0 7| A4n2 0
U, S, -—u, - 0 0 o - 0 0 0 Apz 0
0 0 0o - S -u, 0 = 0 0 0 Ang-1) 0
0 0 0 - —u, S, —u, 0 0 0 Az =<0 ,(5129)
0 0 0 0 —-u, Sn 0 0 0 An(i+1) 0
0 0 0 - 0 0 o - -u, S, —Up || An@m-2) 0
L0 0 0 - 0 0 0 = 0 —u Sp—upd|Aymoy 0
Anm 0
gde su
e, = i o=ty ki i =123
— = = ) s = = ) 77 = = 77 B l = ,4,0, e m
i-1 pLAl L piAi in plAl n
C i _ ¢ C Gk _ Ci= e, =123
bi — plAL = Lp» si — pili = Lss ri — Ai = bro L= 14,5, m

w C2 CE
— 2 2 21,4 2
Sn=—3 o [1+C <1+CZC4>k + (2H an)] [Cbkn+(2H—F77n) <1+c Czk )]
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Sistem homogenih algebarskih jednacina (5.1.26 -5.1.28) ima reSenja razlicita od trivijalnih, samo
ako je determinanta matrice m xm u jednacini (5.1.29) jednaka nuli. Tada kao reSenje dobijamo
polinom 4m-tog reda ¢ija reSenja za konkretne podatke mozemo odrediti samo numerickim putem.
Ako sistem povezanih nosaca sadrzi vise od tri nosa¢a moguce je dobiti reSenja trigonometrijskom
metodom koju smo koristili za proveru analitickih resenja u poglavlju 4. Prema trigonometrijskoj

metodi [28] nepoznate Ay; pretpostavljamo u obliku

Ap; = Nsin(lp), 1=123--m. (5.1.30)

Ako zamenimo (5.1.30) u I-tu jednadinu sistema (5.1.29) za T = 1,2,3---m sledi

—u, Nsin(i — 1) + S, Nsin(ip) — u,Nsin(i + 1)p =0, (5.1.31)

odnosno
(S,, — 2uycosp)Nsin(ip) = 0, (5.1.32)

jednadina (5.1.32) je zadovoljena kada je N # 0 isin(ip) # 0 jer su nepoznate Ay, # 0, pa prema

tome mora biti

Sp —2upcosp=0 = S, =2u,cose. (5.1.33)

Zamenom nepoznatih S, i u,u jednacinu (5.1.33) dobijamo frekventnu jednaéinu koja je oblika
polinoma éetvrtog reda po nepoznatoj wy,. Ako zamenimo A,; = Nsing i A,, = Nsin2¢ u prvu

jednacinu sistema (5.1.29) dobijamo

SpNsing — u,Nsin2p=0 = (S, — 2u,cos@)Nsing = 0. (5.1.34)

Nepoznatu promenljivu ¢ odredujemo iz poslednje jednacine sistema (5.1.29). Zamenom A1y,

i Ay dobijamo

—u, Nsin[(m — 1) ¢] + (S, — u,)Nsin(ing) =0, (5.1.35)

odnosno
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Nuy,sin (%}) cos (2";“(0) =0. (5.1.36)

Resenja jednacine (5.1.36) su

sin (;) =0 Vcos (zm;lw) =0 = = 2571 7, s=1,23,--m, (5.1.37)

s T 2m+1

Jer su N#0, u, #0 i sin (g) # 0. Zamenom reSenja (5.1.37) u (5.1.33) dobijamo frekventnu

jednacinu u obliku

ks ; 2 PE 27,4 G,
A O L +C_sz(2H ~Fn)| @k +|C2kE+ (2H—Fp ) (1 ek
s c2 B
= - . 2 2s5-1
- [ " (1 YT k”)] cos (zmH”)' (5.1.38)
odnosno
. 25-1
s — {Csz (R, + C2kZ) + 4Hsin? [mﬂ] - Fﬂn} g
. 25-1
+C2 {C;fkfi + 4HR,;sin? [Z(Zjn_*'l)ﬂ-] - Fr]an} =0,s=123-m, (5.1.39)
gde je
Cy
fn =14 Gz

Jednacine (5.1.39) je bikvadratna pa jednostavno slede kvadrati prirodnih frekvencija u obliku

[‘U%.s]l = %{[Csz (R, + C%k2) + 4Hsin? (%;;) - an]

- \/ [CSZ (R, + C2k2) + 4Hsin? ( 251 ;z) - an]z — 42 [Cgk;t + 4HR,,sin? ( 251 ;r) - anRn]}, (5.1.40)

2(2m+1) 2(2m+1)

[2], = %{[CSZ (R, + C2k2) + 4Hsin? (Zéjn‘:l);z) - Fr]n]

+ J [C2(R, + C2kZ) + 4Hisin? (52 r) - Fr]n]z — 4CZ|CRki + 4HRysin? (2L 7) — Fan,,]}, (5.1.41)

2(2m+1) 2(2m+1)

s=123-m.
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gde [a)n,s]l predstavlja nizu a [a)n,s]hviéu prirodnu frekvenciju. Staticku stabilnost sistema u

zavisnosti od krutosti elasti¢nih slojeva mozemo ispitati na osnovu jednacine (5.1.39). Sistem dée
biti u stanju indiferentne ravnoteze kada na njega deluju aksijalne sile pod ¢ijim uticajima dée
prirodna frekvencija sitema biti jednaka nuli. Ako primenimo ovaj uslov (@, s = 0), iz jednacine

(5.1.39) sledi

) 25—1
CZk} + 4HR,sin? [—Z(Zjn+1)

A= FrRy=0, s=123~m. (5.1.42)
Iz jednacine (5.1.42) sledi da je minimalna vrednost reSenja po nepoznatoj aksijalnoj siliF,
kriticna sila sistema m elasticno povezanih nosaca koja odgovara n-tom modu, Stojanovié¢ i

koautori [15]

CEk} H _ El2*n? K12 _
kr _ . b*n 2 ain2 2s—1 kr _ s s 2 25-1
FfT = _mlp...{ +4” sin [—2(2m+1)7r]}4:>Fb =, min Y Pa) +4—sin [—2(2m+1)”] ,(5.1.43)
n s=123-m ( Gak 12 )

Za K = 0 iz jednacine (5.1.43) sledi

Elr*n?
21+ )

P, je kriti¢na sila izvijanja jednog nosaca Timoshenko-vog tipa koja odgovara n-tom modu. Njena

minimalna vrednost pri kojoj nastupa izvijanje se dobija za n=1

p— 7 (5.1.45)

5.2 Numericka analiza u frekventnom domenu sistema elasti¢éno povezanih nosaca

Timoshenko-vog tipa

U numerickoj analizi uporedeni su rezultati za slucaj sistema sa 3, 5, 71 9 elasti¢no povezanih

nosaca Timoshenko-vog tipa istih materijalnih karakteristika

E=1x10Nm™2, G = 0417 x10'*° Nm=2, k=5/6, K, =2 x 10°Nm~2,
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p =2 x103kgm3, [=10m, A=5x10"2m?, I=4x10"*m* (5.2.1)

U tabeli 5.2.1 prikazane su prirodne frekvencije Sistema za slucajeve razliCitog broja elasti¢no
povezanih nosaca Timoshenko-vog tipa dobijenih trigonometrijskom metodom i numericki. Moze
se zakljuciti da sa poveéanjem broja nosaca, najniza prirodna frekvencija tezi vrednosti frekvencije

jednog nosaca bez elasti¢nih slojeva.

Tabela 5.2.1
Prirodne frekvencije [s™1] elasti¢no povezanih
nosaca Timoshenko-vog tipazan=1, F=0im =3,5,7i9.

[@,], Trigonometrijska

Numeric¢ko resenje

ref-[15] metoda (5.1.40) jednaéine (5.1.29)
w, 28.0046632875 28.0046632873
m=3 @, 59.1263182936 59.1263182935
o3 829295278423 82.9295278423
@, 23.4595097487 23.4595097486
w, 42.0466472348 42.0466472347
w3 61.7777785430 61.7777785429
m=35 w4 77.7538496710 77.7538496709
w5 88.0208916175 88.0208916176
;218125810709 21.8125810709
o,  33.9378813493 33.9378813494
w3 48.8556749524 48.8556749523
w4 629882585212 62.9882585213
m=7 o5 749693492803 74.9693492802
w6 84.0221781219 84.0221781219
w; 89.6471858944 89.6471858945
(2R 21.0466074643 21.0466074644
[P 29.4987136192 29.4987136191
3 40.9671530516 40.9671530516
014 52.7236801181 52.7236801181
5 63.6808309227 63.6808309228
m=9 16 73.2562413513 73.2562413513
7 81.0640517350 81.0640517351
g 86.8296550265 86.8296550263
19 90.3637299233 90.3637299234

Na osnovu dobijenih rezultata koji su prikazani u tabeli 5.2.1 moze se primetiti da je
razlika izmedju numerickih i analitickih reSenja dobijenih trigonometrijskom metodom

zanemarjivo mala. Razmotrimo sada uticaj aksijalne sile pritiska 1 = F/ Flfr i krutost elasti¢nih
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slojeva K = 0.5K,, K,;, 1.5K; na najnizu prirodnu frekvenciju sistema sa jednim, tri i pet
elasti¢no povezanih nosaca Timoshenko-vog tipa. Analiticki oblici frekvencija na osnovu izraza

(5.1.40) za m = 1, 3,5 nosaca u prvom modu su

1 T
[2.], = E{[CSZ(R1 + CEeE) + 4Hsin? 2 — Fo]

2

_j[cg (R, + C2k?) + 4Hsin? g_ Fn,| = 4C2[CZkt + 4HR,sin? g— FoRi|¢ (5.2.2)

1 z
[07%,1]l = E{[Csz(Rl + C2k?) + 4Hsin? 7 F771]

T 2 T
—\/[CSZ (Ry + C2k}) + 4Hsin? -~ Fn,| — 42 [CZk + 4HR,sin? - FoRit  (5.23)

1 V4
[a2,], = E{[cg (Ry + CZk}) + 4Hsin? - — Fo|

T 2 T
—J[CSZ(Rl + CZkE) + 4Hsin? o — Fn,| —4C2[C3k + 4HR,sin? o FoRi|p. (5.24)
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Slika 5.2.1 Uticaj krutosti elasti¢nih slojeva na najnizu prirodnu frekvenciju
aym=1, bym=3; c¢)m=5.

Na osnovu prikazanih promena prirodnih frekvencija sa slike 5.2.1 mozemo zakljuciti da povecanje
broja nosaca dovodi do smanjenja prirodnih frekvencija. Za istekrutosti elasti¢nih slojeva kod
Sistema saveéim brojem nosaca, prirodne frekvencije postaju bliske Sto moze biti od znacaja u
analizi geometrijski nelinearnih oscilacija elasticno povezanih nosaca. Prednost izvedenih
analitickih izraza sistema elasti¢no povezanih nosac¢a moze posluziti kao polazna tacka za uvid u
promene koje nastaju u oscilovanju pri promeni geometrijskih i materijalnih karakteristika nosaca.
Pri tome nije neophodno praviti svaki put matematicki model, ve¢ se promenom fizickih

parametara i broja elasti¢no povezanih nosaca u izrazima lako dolazi do rezultata.

50

40

30
[U‘)l-l] 1

20+
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Slika 5.2.3 Uticaj broja nosaca n anajnizu prirodnu
frekvenciju u funkeiji pritisnih aksijalnih sila za K=K,
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5.3 Numericka analiza u statickom domenu stabilnosti

sistema elasti¢no povezanih nosac¢a Timoshenko-vog tipa

Ako u jednacinu (5.1.42) zamenimo m = 1,3,5, a za minimalne vrednosti s=1 i n=1
dobi¢emo redom analiticke izraze za kriti¢ne sile izvijanja sistema sa jednim, tri i pet elasti¢no

povezanih nosaca Timoshenko-vog tipa,

Cikt H r
Fer=-22 44— gin2>, (5.3.1)
R1771 771 6
Ck{ H 7
FfT = ——+4—sin®> — 5.3.2
b Ry, + m sin 1 ( )
Cikt H Vil
FE = 4—sin® —, 5.3.3
b Ry, + m sin 22 ( )

/4
................ S

T T T
0 100000 200000 300000

Slika 5.3.1 Uticaj broja nosaca na kritiénu silu izvijanja FX"
u funkeiji krutosti elasti¢nih slojeva Winkler-ovog tipa

Na slici 5.3.1 prikazane su oblasti stati¢ke stabilnosti sistema sa jednim, tri i pet elasti¢no
povezanih nosaca Timoshenko-vog tipa. Na osnovu podataka prikazanih na slici 5.3.1 moze se
zakljuciti da je sistem najstabilniji u slucaju jednog nosaca na elasti¢noj podlozi pri ¢emu se taj

region smanjuje sa poveéanjem broja elasti¢no povezanih nosaca.



Uticaji inercije rotacije i poprecnog smicanja na
oscilacije i stabilnost sistema elasticno povezanih

nosaca Reddy-Bickford-ovog tipa na elasticnoj podlozi

6.1 Slobodne oscilacije sistema elasti¢no povezanih nosaca
Reddy-Bickford-ovog tipa

Razmotrimo sistem m elasti¢no povezanih nosaca Reddy-Bickford-ovog tipa istih duzina I,

sa uticajem pritisnih aksijalnih sila istih intenziteta F, [15].

o
Ko 77777 F
= j ) Amll
- K. e T
—— .
K, ;.
v . At:
K = . % (i) a0
: - N
K, -
M i i dz
|
a) b)

Slika 6.1.1 a) Sistem elasti¢no povezanih nosaca na elasti¢noj podlozi
b) Elementarni deformisani deo nosaca
Neka su funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu kao i ugao izmedu
tangente deformisanog poprecnog preseka nosaca na neutralnoj liniji i y ose redom ugg;(y, z, t),
Wrei(y,2), Y2p:(2), T=1,2,...,m. Za ugao P9 sa slike 6.1.1 b) a u skladu sa izvedenim

jedna¢inama u referencama [15], [29-31] definiSemo funkcije pomeranja
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uppi(y,2,t) = udpi (2, 1) + yRpi(z, ©) — ay® | YRpi(z, t) + 97

wrei(¥,2,t) = wip(z,t), 1=12,..,m (6.1.1)

wppi(z, t))

Deformacije u funkciji pomeranja i veze izmedu napona i deformacije po Hooke-ovom zakonu su

Qupp(z,t) 0Prpi(z,t) 3 0Prpi(z,t) | 02wrpi(2,1)
ea(y,2,8) = 9z 7T a2 e 0z * 0z2 ’ (612)
owls:(z,t) owds:(z,t)
Vayi(0,2,8) = YRpi(z,6) + — 2= = By? (YRpi(z, ) + — == ), (6.1.3)
O-Zl Szl ~
szz [ szl i=12,..,m (6.1.4)
Virtuelni rad inercijalnih sila je
0%wgpi(y, 2, t) %upp:(y,2,t)
Wini = —piby f f [ R 20D S (2, + D S (3, 2,0 | dydz. (6.1.5)
Virtuelni rad unutrasnjih sila je
l ﬂ
2
SWy; = —bif f hl[ozi(z, t)88,1(z,t) + T4y1(2, )8y ,y1(2, t)]dydz. (6.1.6)
0 J-Mm
2

Virtuelni rad spoljasnjih sila je oblika

1
Wopy = f {Gw,ggl(z, t) [—Kow,gsl(z, t) + Kl(w,ng(z, t) —wlgi(z, t))] +
0

oF owlgi(z,t) 06wl (2, t)} dz, 61.7)

0z 0z

!
Weyi = f {SWI(E)Bi(ZI t) [_Ki—l (W}(Q)Bi(z' t) — wegi-1(2, t)) +K; (ngBi+1(Z' t) — weg; (2, t))] +
0

Owpg(z,t) 38wlg; (2, t)

+F 0z 0z

}dz, i=23,..,m—-1 (6.1.8)
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SWerm = f l {8Whom (2, 6) [~Kon-1 (Wham (2 ©) = Whsm 1 (2,0))| + F

(6.1.9)

aWI?Bm (Z, t) 08WI(E)Bm (Z' t)
+ dz,
0z 0z

Zamenom jednacina (6.1.5-6.1.9) u opstu jednacinu principa virtuelnog rada Wi, + Wy; +
Weyy =0, 1=12,..m, i primenom Green-ove teoreme dobijamo spregnut sistem parcijalnih

diferencijalnih jednacina oscilovanja u slede¢em obliku

o*w o*w 2w 2w a3y oY 0 0%y
4,0 1 2,2 1 2,0 1 0,2 1 1,2 1 1,0 1 1
Gt 5ga + G 5gzgen + Gl g2 * il 52 il g0+ i g, Gt 58

+Kow; —Ky(wWp —wy) =0, (6.1.10)

BPwy 1, Pwy Bwl 200°W1(2,t)  0,0%4(2,t)

3,0 1,0 00, —
Gl 55+ Gl g+ Gt 5+ — Vi + s = 0,(61.11)
a*w a*w 22w Py W G
409 Wi | 22 i 2,0 02 12 i 10 Vi | 0300 Vi
O T+ ol gt Gl g Ol 5 O gt O 5t G 3
+Ki—1(Wi - Wi—l) - Ki(Wi+1 - Wi) = 0, i= 2,3, em— 1, (6112)
3w; 3w; ow; %Y, 6 Y,
309 Wi | 12 i 10 9Wi | 2097Y: 00, _
Gl S+ Cuf g+ Cod 5+ G = S HCpi =0, (6.1.13)
o*wp, 2wy, 0%wy, o%w, %y Y 0 %Y
40 2,2 2,0 0,2 m m 1,0 9¥m m
Com g4+ Com 3z Com—g 3+ Com 3+ Com g =05+ G =2 4 G =3+
Ky (W — W) = 0, (6.1.14)
3w, 3w, ow. %P %y
30 7Wm a2 m o0 Wm 20 0 Wm 02 9 ¥m _
Com 5,5+ Cum 555+ Cum =5, + Cym 5,2+ Cym 3,2~ + Cpmm =0, (6.1.15)

gdesuzal=1.2,..,m

1 1
cH = 448b h a?E;, C22 = —mb by ap;, CZ° = —%bi(;iﬁzhis +gbiGiﬁhi3 — bGihy + F,
1 1,0 _ 1 25, 5 1 3
C i = = by hlpl' C“l” 80b h ap; — 4-4-8b h. a pl,C = %bi(;fﬁ hi +gbiGiﬁhT _biG'ihi'
c30 = —b by’ a2 E; — L hSaE, €30 = = b Sk - ib by a®E;, CL2 = ib hy a?p —
VT T 448 go Lt TR iw T gt TR 48 448
1
- _bihisapi'

80
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1 5 1 3 2,0 _ 5 3
= %biGiﬁzhi - gbiGiﬁhi + biGihy, Cyi’ = = o 8b a?Ehy’ Z Ob akh;® — —b~E~h~
1 1
Cyi = g id’eihi’ = b wpthi® + 5 blplhl , G =g biBGihi” = £ biBGihy’ + biGih,
(6.1.16)

Za eliminaciju promenljive i, korisitmo program izraden u softveru Mathematica 9 - prilog 6.1.1
(nttp://www.2shared.com/file/ZTF0-q80/Prilog_611.html). Nakon primene programa i eliminacije promenljive
Y, sistem 2m parcijalnih diferencijalnih jednacina (6.1.10-6.1.15) svodimo na sistem m

parcijalnih diferencijalnih jednacina oblika

6 66 4 ZWZ
C(l)wl + C( )wl 4742 + (1)w1 + ( )wl 27+4 + ( )wl 2 2 + ( )wZ
0z 0z at dz* 0z at 0z 6t 0z2
2
+C(1)W1 a Ly C(1)W2 6t2 2tc )W1 6t2 + (Ko + K)wy — Kyw, = 0,(6.1.17)

4- 6
l+1 0°w, i

+C()w1+1m ()wza 26t2+ ()wz

C(l)Wl a 6 + ()Wl a 4at2 + (l)Wl+1

%W 41 a%w, 0°Wiyy
+C(")w1+1 a 2 + ()Wl Wl 1 a 2 + ()Wl at4 +C( )w1+1 atz

%w;_ .
+C(l)wl at2 + C(l)owzt 1 at; 1 —Ki_lwi_l + (Ki—l + Ki)Wi - KiWi+1 =0, i=23,-m-— 1,(6118)
3w, 35wy, 8*w,, 02w,
C( )wm a 6 + C( )wm a 4at2 + C( )wm a 4 + C( )wm a zat4 + ( )wm a zatz
2w aZWm 1 *w. aZWm_l
+C( )wm 9z 2 + C(m)wm 1 622 + C( )Wm 6t4 + C( )wm atz + C(m)wm 1 atz
—Kp—1Wm1 + K 1Wy = 0. (6.1.19)

Uprosceni oblici koeficijenata C(0),;, T = 1,2, ..., m dati su u prilogu 6.1.2

612.htlnl)

Pretpostavljamo kao u prethodnom poglavlju u slucaju sistema povezanih nosaca

Timoshenko-vog tipa, da su nosaci identi¢nih materijalnih i geometrijskih karakteristika

Aj=A E=E G =G K_, =K Kn=0, p=p, 1=123-m (6.1.20)
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Pocetni i granicni uslovi slobodno oslonjenih nosaca su na osnovu (2.3.22 — 2.3.24) oblika

Wi(Z, 0) = WiO(Z)! Wi(zv 0) = UiO(Z)’ Wi(zv 0) = W'io(z)l \i/-l-(z, 0) = (DiO(Z);

wi(0,6) = wy (L) = w3 (0,8) = w"y (L) =0, T=123"m. (6.1.21)
Ako pretpostavimo da je kretanje nosaca harmonijsko, transverzalna pomeranja nosac¢a mozemo

napisati u obliku proizvoda funkcija osnovnih oblika oscilovanja i nepoznatih funkcija vremena u

slede¢em obliku

wi(z,t) = Z Zp(Z)Tin (8), Tin = Ainejw"t , =123, m, j=v-1. (6.1.22)
n=1

Funkcija Z, zadovoljava grani¢ne uslove slobodno oslonjenih nosaca ako je oblika

Z,(z) = sin(k,z), k, =nn/l, n=1,273,-. (6.1.23)

Ako zamenimo pretpostavljena transverzalna pomeranja (6.1.22) u jednaéine (6.1.17-6.1.19)

dobijamo homogeni sistem algebarskih jednacina po nepoznatim Ay, Az, Apz, =+ Apm u obliku
Anl 0
'S, —u, 0 - 0 0 0 - 0 0 0 1| An2 0
-u, S, -u, - 0 0 o - 0 0 0 Anz 0
0 0 0 Sp —u, 0 0 0 0 Ang-1) 0
0 0 0 —U, S, —u, 0 0 0 Any =40 ,(61.24)
0 0 0 0 -u, S, 0 0 0 Angir) 0
0 0 o - 0 0 0 - —u, S, —Up Anim-2) 0
L 0 0 o - 0 0 0 = 0 —up Sp—ud Ay 0
Anm 0
gde su
Sn = (C(4)50J;t + C(Z)Sw,zl + C(O)S)v Uy = C(z)uw% + C(O)u! (6.1.25)

Ciays = —3bh3p*{ah?[ah?(h%k,” + 75) — 840] + 2800},

Cexys = hp{b[3ER?k,* [ah? 2ah*k,” + 75ah? — 840) + 2800] + 35G[Bh?(3Bh? — 40)
+240)(h2k,? + 12)] — 15h[3ah?(5ah? — 56) + 560](Fk,* — 2K)},

Cioys = —3a?bE?h%k,® + SEh?k,*{3F[3ah? (Sah? — 56) + 560] — 7bGh[Bh?(3ph? — 40) + 240]}
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—30K{Eh?k,*[3ah?(Sah? — 56) + 560] + 28G[Bh?(38h? — 40) + 240]}
+420FGk,, > [Bh2(3Bh% — 40) + 240],

Cyu = 15h2Kp[3ah?(Sah? — 56) + 560],

Cloy = —15K{ER%k,*[3ah?(5ah? — 56) + 560] + 28G[Bh2(3Bh% — 40) + 240]}.

Sistem (6.1.24) ima resenja razli¢ita od trivijalnih, samo ako je determinanta matrice m x m u
jednacini (6.1.24) jednaka nuli. Tada kao resenje dobijamo polinom 4m-tog reda Cija resenja za
konkretne podatke mozemo odrediti samo numerickim putem. ReSenje koje smo dobili u slucaju
m elasticno povezanih nosaca Timoshenko-vog tipa d¢emo iskoristiti da formiramo

trigonometrijsku frekventnu jednacinu iz sledeéih relacija

2;‘171, s=123,m  (61.26)

Sp —2upcosp=0 = S, =2uycosp, ¢@(s,m)= e

gde je m broj elasti¢no povezanih nosaca a s redni broj frekvencije. Iz relacija (6.1.25) i (6.1.26)

sledi

(C(4)Sw;‘{ + C(Z)Sw,zl + C(O)S) = —2(C(z)uco,21 + C(O)u) COS( 2571 72'), (6.1.27)

2m+1

odnosno bikvadratna jednacina oblika

2s—1
2m+1

)| wF + Cops + 2Copcos (2in) =0.  (6.1.28)

Cayswn + [C(Z)S + ZC(Z)ucos( 2m+1

Iz izraza (6.1.27) slede reSenja u obliku kvadrata prirodnih frekvencija

_ _[C(Z)S + ZC(Z)MCOS(%H)]
l 2C(4)5

[vaH]

J [Cays + 2Cpucos(Z22)]” = 4C(ays[Croys + 2Ccopcos(Z27)]
- . (6.1.29)
2Cys
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[C)s + 2Czpucos( 257

[w%'S]h - 2Cws

.\ \/ [Cars + 2Capcos( 23] — 4Ces[Cios + 2Cmcos( 2]

s=1,23-m. (6.1.30)

gde [wnls] . predstavlja nizu a [a)n_s] N visu prirodnu frekvenciju. Staticku stabilnost sistema u
zavisnosti od krutosti elasti¢nih slojeva mozemo ispitati na osnovu jednacine (6.1.27). Sistem de
biti u stanju indiferentne ravnoteze kada na njega deluju aksijalne sile pod ¢ijim uticajem ée
prirodna frekvencija sitema biti jednaka nuli. Ako primenimo ovaj uslov (@, = 0), iz jednacine
(6.1.27) sledi da je minimalna vrednost resenja po nepoznatoj aksijalnoj sili F' kriti¢na sila sistema

m elastiéno povezanih nosaca koja odgovara n-tom modu i oblika je

EL.k2(ER%Kk2 +840G) 2K
FF" = min xkn( z )+—[1—cos(
n=123-  85Eh2k2 + 840G k2
s=1,2,3--m

25-1
Blg)|s=123m  (6131)
Za K = 0 iz jednacine (6.1.30) sledi

_ ELKE(ER?kZ + 8406)
™7 85Eh2k2 + 840G

) (6.1.32)

Minimalna vrednost sile date izrazom (6.1.32) dobija se za n=1, ref. [32] i predstavlja kriti¢nu

vrednost sile pri kojoj nastupa izvijanje

£l (8406 + 225

85Eh2722) !

12

P =

= (6.1.33)
12 (8406 +
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6.2 Numericka analiza i rezultati u statickom i frekventnom domenu sistema

elasticno povezanih nosaca Reddy-Bickford-ovog tipa

U numerickoj analizi sistema uporedeni su rezultati za slucajeve sa 3, 5, 71 9 elasticno
povezanih nosaca istih materijalnih karakteristika kako bi se videla neophodnost uzimanja u obzir

uticaja inercije rotacije i popre¢nog smicanja narocito kod nosaca veéih debljina.

E 5+ 5v
E=1x10""Nm=2,v=034,G = k=

= = = = 5 -2
2(1 + V)' 6 + Sv'ref' [24]' K =K, K 2 X 10° Nm

p=2%x103kgm™3, A=5x10"2m? [ =4x10"*m* (6.2.1)

U tabelama 6.2.1-6.2.3 prikazane su vrednosti prirodnih frekvencija sistema u funkciji broja
elasticno povezanih nosaca, njihove debljine, krutosti Winkler-ovih slojeva i moda oscilovanja.
Eliminacijom uticaja popre¢nog smicanja i inercije rotacije sa popreénim smicanjem iz jednacina
iz sistema (5.1.29) uz uslov da su nosaéi istih materijalnih karakteristika i povezani elasti¢nim
slojevima Winkler-ovog tipa istih krutosti, dobijamo izraze za prirodne frekvencije elasticno

povezanih nosaca Rayleigh-jevog i Euler-ovog tipa redom u obliku

\]Cgkﬁ —Fn2+2H [1 — cos (Zé;_:l)”)]

Rayleigh [@}], = e , (6.2.2)
r'n
Elk} — Fk2 + 2K [1 — cos (=22 7z
Euler [a)%ls]l = \[ n n p[A (Z(2m+1) )] (623)

Na osnovu analitickih izraza (5.1.40) za frekvencije nosaca Timoshenko-vog tipa i (6.1.28)
nosace Reddy-Bickford-ovog tipa kao i izraza (6.2.2) i (6.2.3) dobijamo vrednosti prirodnih

frekvencija prikazane u tabelama (6.2.1-6.2.3).



Prirodne frekvencije [s

=

Tabela 6.2.1

elasticno povezanih nosacan =1, h=hy, K=K, F=0

w Euler

Rayleigh

Timoshenko

Reddy — Bickford

W1
W12
W3

28.031426872
59.157016729
82.967436814

28.020367058
59.133676296
82.934701967

28.003561651
59.125802235
82.929164958

28.002821765
59.125455645
82.928921239

W1
Wq2
W3
W14
W15

23.487538604
42.073666685
61.809198434
77.790079162
88.060493386

23.478271583
42.057066497
61.784811580
77.759387044
88.025749070

23.458193420
42.045916431
61.777285278
77.753461310
88.020550942

23.457309327
42.045425613
61.776953996
77.753200481
88.020322140

W1
W12
W3
W14
W5
W16
1,7

21.841381852
33.964222155
48.883907005
63.020016749
75.004695464
84.060447236
89.687335754

21.832764322
33.950821553
48.864619833
62.995152167
74.975102320
84.027281140
89.651949566

21.811164921
33.936973666
48.855047581
62.987775034
74.968945793
84.021820224
89.646851796

21.810213778
33.936364049
48.854626231
62.987450318
74.968674806
84.021579855
89.646627411

3
[
O

Wq,1
Wq,2
W3
W14
W5
W16
W7
W8
(%)

21.075842819
29.525266456
40.994024901
52.752769268
63.712785077
73.291052064
81.101350153
86.868857490
90.404122311

21.067527333
29.513617246
40.977850686
52.731955634
63.687647162
73.262135039
81.069351570
86.834583335
90.368453315

21.045139576
29.497668145
40.966402718
52.723099701
63.680352865
73.255828000
81.063680034
86.829309382
90.363398650

21.044153681
29.496965979
40.965898783
52.722709887
63.680031795
73.255550387
81.063430394
86.829077242
90.363176162

Prirodne frekvencije [s™1] elastiéno povezanih nosatan =1, h=5h;, K =Ky, F =0

Tabela 6.2.2

Euler

Rayleigh

Timoshenko

Reddy — Bickford

W11
W2
W3,3

99.096589290
101.798292501
105.069981178

98.132790386
100.808217227
104.048085939

95.40454845252
98.16012190987
101.49149714614

95.29121980836
98.05020502668
101.3854652178

1,1
W32
W13
W14
W15

98.860076494
100.085066399
102.112963098
104.274834518
105.895759734

97.898577878

99.111653711
101.119827384
103.260672759
104.865833094

95.16310932326
96.41324130255
98.48078910939
100.68237420869
102.33144489069

95.04947262192
96.30118348187
98.37125723554
100.57542156451
102.22635387173

114
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w1 98.784568748  97.823804509  95.08602145955  94.97228608059
wy,  99.467057400  98.499655377  95.78266327808  95.66981405117
wy3 100.702080928 99.722667247  97.04257516993  96.93129725168
m=7 wp4 102260873909 101.266299636 98.63149925523  98.52214749443
w5 103.865888042 102.855703637 100.26610997272 100.15867806020
wy6 105243591674 104.220007925 101.66811549425 101.56228266034
w7 106.168476816 105.135897770 102.60876553273 102.50398190177
wy; 98751304096  97.790863384  95.05205955721  94.93828065546
wy, 99.183315645  98.218673253  95.49307250817  95.37985643507
w3 99.995419125  99.022878333  96.32178515768  96.20961317796
w4 101.091803642 100.108599575 97.43996296681  97.32917248273
m=9 w;5 102346693288 101.351284348 98.71893719109  98.60968968300
wye 103.620931732 102.613129736 100.01672755385 99.90900666616
w7, 104.778182986 103.759125733 101.19460836013 101.08824024895
w;g 105.698729940 104.670719582 102.13106586866 102.02575174257
w9 106289994339 105.256233431 102.73232232681 102.62767513291

Prirodne frekvencije [s™1] elastiéno povezanih nosacan =1, h=h,, K = 2K,, F =0

Tabela 6.2.3

w Euler Rayleigh Timoshenko Reddy — Bickford

wy; 34.378560483  34.364996403  34.351317052  34.350714857

m=3 wy, 81.298640164 81.266563741  81.260906711  81.260657710
wy3 115.661379807 115.615745547 115.611878846 115.611708644

wy; 26.715025271  26.704484843  26.686845653 26.686069033

w; 56.131546322  56.109399590  56.101089263 56.100723467

m=>5 w;3 85.153494690  85.119897332  85.114510608 85.114273505
w;, 108226412987 108.183712197 108.179551202 108.179368048
wys 122962045472 122913530730 122.909919911 122.9097609709

wg;  23.758273470  23.748899630  23.729051486 23.728177531

wy, 43.789272763  43.771995681  43.761288976 43.760817679

wy3 66.254330908  66.228190226  66.221185217 66.220876882

m=7 w;4 86.910348394 86.876057868  86.870786589 86.870554567
wys 104219826900 104.178706910 104.174370694 104.174179828

wye 117.229182437 117.182929599 117.179120402 117.178952731
wy; 125291659839 125.242225946 125.238690813 125.2385352044

Wy 22.332620467  22.323809119  22.302687139 22.301757041

w;, 36.794651167  36.780133817  36.767361943 36.766799711

w;3 54.510400761  54.488893652  54.480329887 54.479952934

wy4 71.944930098  71.916544187  71.910113991 71.909830958

m=9 w;s 87.914740518  87.880053709  87.874846414 87.874617208
w;e 101752249416 101.71210301 101.707652291 101.7074563850
w;7; 112.983280308 112.938702692 112.934734250 112.9345595710
w;g 121.254939855 121.207098652 121.203430623 121.2032691656
w9 126317751317 126.267912579 126.264409944 126.2642557652
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Na slici 6.2.1 prikazana je promena prirodnih frekvencija sistema u zavisnosti od uticaja

aksijalnih sila pritiska definisane bezdimenzionim parametrom A= F /F ,*" i broja elasti¢no
povezanih nosaca razlic¢itih tipova: Euler, Rayleigh, Timoshenko i Reddy-Bickford. Moze se
zakljuciti da sa povecanjem broja nosaca, prirodna frekvencija sistema opada. Takode se moze
primetiti da postoji znacajna razlika u aproksimacijama resenja u zavisnosti od tipa, odnosno
teorije nosaca koja se koristi. U numerickom eksperimentu ¢iji su rezultati prikazani na
serijama slika 6.2.7a-f, uzet je u razmatranje deblji nosac¢ pri ¢emu su uticaji inercije rotacije i
popreénog smicanja veéi, pa se shodno tome javlja razlika u aproksimaciji reSenja prve po redu
prirodne frekvencije. Na slici 6.2.1 b) u sluéaju tri elasti¢no povezana nosaca se moze videti da
su uticaji poprefnog smicanja mali u odnosu na uticaje poprecnog smicanja i inercije rotacije
odnosno da Rayleigh-jev model daje dobre aproksimacije resenja, Sto nije slucaj za vise od 3
elasticno povezana nosaca gde se uticaji popre¢nog smicanja povecavaju pa Timoshenkov i
Reddy-Bickford-ov model daju bolje aproksimacije reSenja. Primetno je da sa povecanjem
aksijalnih pritisnih sila, razlike u aproksimcijama reSenja postaju manje. Tako u sluc¢aju jednog
nosac¢a na elastiénoj podlozi pri uticaju aksijalnih sila veéim od 70% od kriticne vrednosti,
uticaji poprecnog smicanja na prirodne frekvencije nestaju, pa je u ovakvim sluc¢ajevima moguce
kosmtiti Rayleigh-jev model za deblje

Na slikama 6.2.2 a-b prikazana je promena prirodnih frekvencija sistema u zavisnosti od
uticaja pritisnih aksijalnih sila tankih nosaca Reddy-Bickford-ovog tipa u zavisnosti od njihovog
broja. Na slikama 6.2.3 i 6.2.4 prikazane su promene prirodnih frekvencija sistema u zavisnosti
od debljine nosada definisane bezdimenzionim parametrom ¢ = h /1 . Na slici 6.2.3 a) se moze
primetiti da sve teorije daju priblizno iste vrednosti za aproksimacije rezultata do vrednosti § =
0.2 ali da kod poprecnih preseka veéih debljina raste razlika u aproksimacijama resenja. Sa
povetanjem broja nosaca, Timoshenko-v i Reddy-Bickford-ov model sistema daju veoma
priblizne rezultate. U slucaju jednog nosaca na elasti¢noj podlozi, slika 6.2.3 a), Reddy-Bickford-

ov model daje najbolje aproksimacije resenja.
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Slika 6.2.1 Uticaj promene faktora aksijlne kompresije A na najnizu prirodnu frekvenciju nosaca h=15hs, K=15x10°Ky
cgm=5d) m=7,

a)m=1,

b) m = 3;

[wi]s

L —* Euler

——=—— Rayleigh

100 — Timoshenko

———— Reddy-Bickford

OF, . . . .
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f = Timoshenko
—+—— Reddy-Bickford
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egm=9; f)m=11.
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A

Slika 6.2.2 Uticaj pritisnih aksijalnih sila 4 na najnizu prirodnu frekvenciju nosaca debljine h=h:

a)m=1,3,57 b)m=911,15,20.

a) ‘ ‘ b ‘ ‘
r ! ! ! ! 7 L600f
—e— Euler —— Euler
3500 F —=—— Rayleigh ] 1400 —=—— Rayleigh
—— Timoshenko [ ——— Timoshenko
3000 F ———— Reddy-Bickford ———— Reddy-Bickford
— — 1200+
= 2500} =
= 2000 3, 1ooof
1500 F 800 -
1000 | 6001
0.0 0.0
. . . . . . d)
1000 [ ] T T T T T T
—_—— Euler 800 [ —_—— F‘ulcr 7
900 | ——=—— Rayleigh ] ——=—— Rayleigh
———— Timoshenko 700 ———— Timoshenko
800 L ———— Reddy-Bickford | [ ———— Reddy-Bickford ]
= =
" =600}
3 3
600F s00L
500
400
0.0 0.0 . .
Slika 6.2.3 Uticaj parametra ¢ na najnizu prirodnu frekvenciju nosaca K=15x10°K
aym=1; bym=3; ¢m=5 d) m=7.
a) b)
000 e Frir ] 50 e Bar 1
so0f = Rayleigh 1 3000 f — = Rayleigh 1

——— Timoshenko —— Timoshenko

———— Reddy-Bickford 2500 f ———— Reddy-Bickford ]
—~ 400¢ 1 =
- —. 2000 ]
< 300 1 I
S 3, 1500 ]
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c) d)
. . . . . 200007 . . . . .
——— BEuler ———— Euler
8000 |- —=— Rayleigh R —=— Rayleigh
———— Timoshenko 15000 . = Timoshenko j
—— Reddy-Bickford ——+—— Reddy-Bickford
= 6000 1 =
' 10000 ,
3, 4000 {3
2000 5000 1
0 ] 0 ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 6.2.4 Uticaj parametra ¢ na najnizu prirodnu frekvenciju nosaca za razli¢ite modove n i K=K,
ayn=1, byn=3; c¢)n=5 d) n=7.

Na slikama 6.2.4 a-d moze se uoCiti zona debljine nosa¢a u kojoj sve teorije daju dobre
aproksimacije u zavisnosti od moda oscilovanja za slucaj tri elasti¢no povezana nosaca. Takode
se moze primetiti da sa povecanjem moda oscilovanja, razlike u aproksimacijama frekvencija
postaju veée, a zona debljine nosaca za koju sve teorije daju dobre rezultate se smanjuje. Ova
pojava je najznacajnija izmedju Euler-ovog i Reddy-Bickford-ovog modela.

Na slici 6.3.1 prikazane su oblasti staticke stabilnosti sistema sa jednim, tri i pet elasti¢no
povezanih nosaca razli¢itih tipova. Razlika u aproksimacijama resenja izmedu koriséenih tipova
modela je mala, ali je vazno istaé¢i da je sistem najstabilniji u sluc¢aju jednog nosaca na elasticnoj

podlozi.

6F A Elliet'
A Timoshenko
st A Reddy-Bickford 1
m=1

m=3

Slika 6.3.1 Uticaj broja nosaca na kriticnu silu izvijanja Fé‘r/P
u funkeiji krutosti elasti¢nih slojeva Winkler-ovog tipa
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Prilog 6.1.1 — Program eliminacije promenljive 1, u jednacinama (6.1.10-6.1.15)

1 1
prva=bhpwi®? [z, t] -bGhy* [z, t] +=beh* By* 'V [z, t] - —DbGEh® B2y [z, t] +
6 80
1 5 1,2 1 7,2 1,2 2,0 2,0
—bhPapy? Pz, t] - —bh’ P pypt? [z, t] +Fwl® Y [z, t] -bGhw1? D[z, £] +
80 448

1 1 1
—beh*Bwi®® [z, t] - —beh® B2 wi® %[z, t] - —bh’ & pwli?? [z, t] -
6 80 448

1 1 1
—bEOR ay® [z, t] + — bEOR’ a® ¢V [z, £] + bEON &’ w1l [z, t];
80 448 aa8

1 1 1
druga =bGhy[z, t] -—bGh By[z, t] + —bGh5 g2 ¢z, t] + —bh3 p " ? [z, t] -
6 80 12

1
—bhSapy®? [z, t] + bh a?py'®? [z, t] +bGhwil* ¥ [z, t] -
40

448

1 1 1
—beh*Bwir [z, t]+ —bGeh® BPwi™ [z, t] - —bh apwl® P [z, t] +
6 80 80

1 1 1
—bh e pwi® [z, t]- —bEOR ¢2 %[z, t] + —bEOR® a gp'® O [z, t] -
448 12 40

1 1 1
—bEOR &y [z, t] + —bEON awl® [z, t]- — bEONW & w1® ¥ [z, t];
448 80 448

diffpolys = {prva, druga};
vars = {z, t};

d2 = Join[diffpolys, Flatten[Outer [D, diffpolys, vars]]];
d3 = Union[Join[d2, Flatten[Outer[D, d2, vars]]]];
d4 = Union [Join [d3, Flatten[Outer[D, d3, vars]]]];

pvars = Cases [Variables [d4], Derivative[__ ] [wl][__11-;
gvars = Cases [Variables [d4], Derivative[__ J[¥]1[__11;

Timing[gb = GroebnerBasis [d4, pvars, gvars,
MonomialOrder - EliminationOrder, CoefficientDomain —» RationalFunctions];]
gb[[1]]

{0.795605, Null}

(-100800bGhp+16800bGh?® Bp-1260bGh® B2 p) wll®H [z, t]+
(_aqoobh3p2+2520bh5cxp2_225bh"u2p2)w1l°r‘“[z, t] +
(-100800 FG+16800F Gh? B-1260 FGh! #%) w1V [z, t] +
(-B400F h? p+B400bEOK® p+B400bGh® p+2520 Fh' ap- 2520 bEO h* ap -
225Fh®a? p+225bE0h’a® p-1400bGh° Bp+ 105th’/32p)w1i2-2'[z, t] +
3bh* el p?wl® W[z, t]+ (8400 EOFh? - 8400b E0Gh® - 2520 EO Fh* a+
225 E0Fh®c® +1400b E0Gh® 8- 105b EOGh' B2) w1 %9 [z, £] -
6bEOR° & pwl® P [z, t] +3DbECZ R’ w1l [z, t]
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Prilog 6.1.2 - Koeficijenti u parcijalnim diferencijalnim jednac¢inama (6.1.17-6.1.19)

hyp,{28b,G, [Bh,*(3Bhy% — 40) + 240] + hy[3ah,*(5ah,? — 56) + 560](K, + K1)}

0,2
€@ 286G, [Bh,*(3Bhy* — 40) + 240]
caz h12K1p1[3ai2112(562— 5ah,?) — 560]
28G,[Bh,(3Bhy* — 40) + 240]
cays blhﬁplz[30:2}112(5.a2hl2 —56) + 560]
286G, [Bh,*(3Bhy* — 40) + 240]
e E1h12[3a:h12(562 - Sah;Z) —560](K, + K)
28G, [Bh,2(3Bhy* — 40) + 240]
cay Eyhy*Ky[3ah, (Sah,* — 56) + 560]

286G, [Bh,*(3Bh,* — 40) + 240]
hy?p,{3F[3ah,*(5ahy® — 56) + 560] + byh,*[9aE, (56 — 5ah,®) + 7BG1(40 — 3Bh,*)] — 1680b, by (E; + Gy)}

c()Z?
@i 84G, [Bh, 2 (3Bhy* — 40) + 240]
C(l)“ _ a2b1h19p12
w1 140G, [Bh,2(3Bhy% — 40) + 240]
1 3F[3ah,*(5ah,® — 56) + 560
cis oy Ehy?(7byhy — STl Gy = 59) 1 550),
84 Gy[Bh,* (3Bh,” — 40) + 240]
C(l)“ azblElhlgpl
vt 706, [Bh,2(3Bh,% — 40) + 240]
C(l)s,o _ ”‘zblE1zh19
vt 140G, [Bh,* (3B, * — 40) + 240]
P hipi(28b,G,[Bh* (3Bh* — 40) + 240] + hy[3ah;*(Sah;* — 56) + 560](K; + K;_1)}
1),
vt 28G;[Bh;* (3Bh;* — 40) + 240]
e hi?K;_1p;[3ah;?(56 — 5ah;*) — 560]
wit 28G;[Bh;* (3Bh;* — 40) + 240]
e hi*K;p;[3ah;* (56 — 5ah;*) — 560]
v 28G;[Bh;*(3Bh;* — 40) + 240]
cot bih®p2[3ah (Sah;* — 56) + 560]
L),
we 28G;[Bh;* (3Bh;* — 40) + 240]
e Eihi*[3ah? (56 — 5ah;®) — 560](K; + K;_1)
wi 28G;(Bh;*(3Bh;* — 40) + 240)
o Eih®K;_1[3ah;* (5ah;® — 56) + 560]
wist 28G;[Bh;*(3Bh;* — 40) + 240]
e E;h*K;[3ah;* (5ah;® — 56) + 560]
0oy
witt 28G;[Bh;*(3Bh;* — 40) + 240]
2 hi®pi(3F [3ah;* (Sah;® — 56) + 560] + bh,*[9aE; (56 — Sah;®) + 7BG;(40 — 38h;®)] — 1680b;h;(E; + G;)}
)os
vt 84G;[Bh;*(3Bh;* — 40) + 240]
C(i)z‘f‘ _ azbihigpiz
vt 140G,[Bh;*(3B8h;* — 40) + 240]
1 3F(3ah;*(5ah;* — 56) + 560
cX? — E;h*{7b;h; — Ba - Ga - ) )}
84 Gi[Bh;*(3Bh;* — 40) + 240]
C(i)“‘? azbiEihigpi
vt 70G;[Bhi* (3Bh;* — 40) + 240]
aZbE%h°
cs o

" 140G,[Bh;’ (3B, — 40) + 240]
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Cem? NP {2861, G [B I (BB — 40) + 240] + hypKo[3ahy, > (5ahy,” — 56) + 5601}
v 286 [Bhm” (3Bhm° — 40) + 240]
02 I * Kopm[3ahy,* (56 — 5ah,?) — 560]
CM)ym-1 2 2
286 [Bhm? (3Bhm” — 40) + 240]
come? bynh pm? [3ahy? (5ahy,” — 56) + 560]
v 28Gy, [Bh (3B’ — 40) + 240]
Comy Ephon*Ko[3ah,,* (56 — 5ah,,®) — 560]
v 28G,, [Bhm” (3B’ — 40) + 240]
com?e EpmhmKo[3ah,,* (5ah,® — 56) + 560]

28Gy, [Bh” (3Bhm” — 40) + 240]
Comy hon? P (3F [3athpy? (Sahy,? — 56) + 560] + byhy*[92E (56 — 5ahy,®) + 7BGp (40 = 3hy»)] — 1680b,h (Em + G}
84Gy, [Bh > (3B’ — 40) + 240]
camyz? - Dl P’
140G, [Bhyn > (BBMm” — 40) + 240]

1 3F (3ah,* (5ah,* — 56) + 560
camy? g i Ty, — St (o = 56) % 590),
84 G (Bl (3BMy? — 40) + 240)
@b Emhn’ P
c(m)y? 7 7
706 [Bhm” (38hy> — 40) + 240]
Cm)se @by hon”
w

T 140G, [Bh (3B’ — 40) + 240]



Geometrijski nelinearne oscilacije nosaca
Timoshenko-vog tipa sa oSte¢enjem primenom

nove p - verzije metode konacnih elemenata

7.1 Razvoj nove p — verzije metode konacnih elemenata

Razvoj moénih racunara i numerickih metoda omogucéio je istraziva¢ima da preciznije ispituju
nelinearne matematicke modele. Konkretno, metoda kona¢nih elemenata se intenzivno primenjuje
za pravljenje nelinearne diskretizovane strukture nosaca i plo¢a. Metoda konac¢nih elemenata se
zasniva na odredivanju pribliznog resenja koriséenjem odgovarajuéih polinomskih funkcija, ref.
Petyt [32]. U opStem slucaju, struktura je podeljena na manje elemente i lokalni oblik funkcija je
definisan preko njih. Funkcije oblika predstavljaju jednostavni polinomi sa fiksnim, nizim
stepenom p a tacnost aproksimacije reSenja se povecava povecanjem broja elemenata u modelu.
Povecanje broja elemenata dovodi do smanjenja njihove Sirine h. Drugi nacin za poboljsanje
preciznosti aproksimacije je da mreza ostane ista a da se poveéa broj oblika funkcija Sto
podrazumeva povecanje njihovog stepena p i po tome je nazvana p — verzija metode kona¢nih
elemenata ref. Ribeiro [32]. Razlog za njeno koriSéenje jesu glavne prednosti u odnosu na klasi¢ne

metode a to su:
a) ne zahteva promenu formirane mreze kako bi se povecéala tacnost resenja,

b) matrica nelinarnih ¢lanova niZeg reda polinoma moze biti iskoriSéena u izvodima matrica

nelinearnih ¢lanova poboljsane nove aproksimacije,

¢) matrice linearnih ¢lanova u p — verziji metode su dijagonalne i lakSe su za primenu nego matrice

veé uslovljenih clanova klasiéne metode kona¢nih elemenata,
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d) spajanje elemenata razli¢itog reda polinoma je jednostavno i omoguéava lako uvodenje dodatnih

stepeni slobode gde je to neophodno,

e) jednostavne strukture mogu biti modelirane samo jednim elementom $to otklanja probleme

kontinuiteta internih elemenata kao i njihovu potrebu povezivanja,

f) moguénost izbora broja i vrste funkcija oblika za razliCita pomeranja omoguéava bolje
sagledavanje interakcije medu pojediniaénim komponentnim oscilacijama (komponentno
longitudinalne oscilacije, komponentno transverzalne oscilacije i komponentne oscilacije

zaokretanja poprecnih preseka),

g) p — verzijom metode konaénih elemenata mogudée je dobiti veéu tacnost resenja bez povedanja
broja elemenata u strukturi veé¢ samo povecanjem reda polinoma koji ¢ine osnovni oblik

oscilovanja.

Kao posledica ovih osobina, p — verzija metode kona¢nih elemenata zahteva manje vremena da se
struktura modelira i ispita nego u slucaju klasi¢nih metoda kona¢nih elemenata. Ovo je velika
prednost u nelinearnoj analizi gde iterativni proces racunanja zahteva odredivanje matrice
nelinearnih ¢lanova pri svakom koraku. Brza konvergencija tacnom resenju koriséenjem p — verzije
metode konac¢nih elemenata potvrdena je u statickoj linearnoj analizi nosaca, ploca i ljuski u
radu, Szabd i Sahrmann[34], nelinearnoj geometriskoj statickoj analizi kompozitnih plo¢a, Han i

koautori [35], kao i u analizi slobodnih i prinudnih oscilacija razli¢itih struktura [36-43).

Nova p - verzija metode konacnih elemenata nastala je kao posledica istrazivanja geometrijski
nelinearnih oscilacija nosaca sa ostecenjem. Klasi¢nom p - verzijom konac¢nih elemenata nije bilo
moguée prepoznati dovoljno mali diskontinuitet u popreénom preseku nosaca bez obzira na
povecanje stepena polinoma funkcija oblika pomeranja u okviru kona¢nog elementa. Da bi se ovo
omogudilo, bilo je neophodno uvesti nove funkcije oblika pomeranja koje zadovoljavaju i grani¢ne
uslove i zavise od lokacije i veli¢ine oStecenja na nosacu. Na slici 7.1.1 prikazan je model
homogenog, elasticnog i izotropnog nosaca duzine L, Sirine b i debljine h. Prisutno osteéenje
predstavlja usek pravougaonog poprecnog preseka duz Citave Sirine nosaca dubine h;. Velicina
oSteéenja u pravcu lokalne koordinatne ose & definisana je pocetkom [; i zavrsetkom [,

diskontinuiteta poprecnog preseka.
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Slika 7.1.1 Model ostec¢enog nosaca sa lokalnim i globalnim koordinatnim sistemom

Za razliku od klasiénih metoda kona¢nih elemenata, u p — verziji broj elemenata koji se koristi
zavisi pre svega od geometrije strukture koja se analizira. Tako su naprimeru ramovskog nosacaref.
Ribeiro [44] koriS¢ena tri elementa. Povecanje tatnosti rezultata klasi¢cnim metodama kona¢nih
elemenata na mestima promenjene geometrije strukture se postize poveéanjem broja elemenata u
njenoj okolini. Medutim, bez obzira nanavedene osnovne karakteristike klasi¢ne i p - verzije
metode konac¢nih elemenata, prikazace se da je bez obzira na promenu geometrije nosaca usled
osteéenja, moguce dobiti tacan model uvodenjem novih funkcija oblika pomeranja ref. Stojanovié

i koautori [22]. Odnos izmedu lokalnih i globalnih koordinata je dat izrazom

£== (7.1.1)

Ako funkcije pomeranja u longitudinalnom i transverzalnom pravcu koje odgovaraju globalnom

koordinatnom sistemu ozna¢imo sa u(x, z, t)i w(x, z, t)onda ée vaziti sledeée relacije

ux,z,t) = u’(x, t) + z6°(x,t), wix,zt) =w'(x,t), (7.1.2)

gdeu®(x,t) i wo(x,t) predstavljaju redom longitudinalana i transverzalna pomeranja tacke

(x,z=10,t) nosada koja pripada osi x. Rotacija popretnog preseka 6°(x,t) je definisana

promenom ugla izmedu ose z i poprecnog preseka nosaca u ravni xz oko y ose. Uzimajuéi u obzir



126

von Karmén-ov model geometrijske nelinearnosti, deformacije u praveu z ose &,(x, t) i deformacije

usled poprec¢nog smicanja ¥, (x, t) su oblika

0wl t) 1[0w’(x,t)\°  98°(x,t)
& (x,z,t) = e +E< e ) tz— (7.1.3)
owO(x, t
Ya(x,8) = # +6°(x, 1). (7.1.4)

U svakom elementu, vektor dg(¢,t), koga ¢ine komponentna pomeranja moze biti izrazen kao

kombinacija hijerarhijskih funkcija oblika

() N“OT 0 0 qu(®)
do(§, ) =N q(®) <=>w’(E )= 0  N¥@&T 0 qw(t) (7.1.5)
0°(&,1) 0 0 N (T \qe(®)

gde su qqu(t) - vektor longitudinalnih generalisanih pomeranja, q(t) - vektor transverzalnih
generalisanih pomeranja i qg(t) - vektor generalisanih rotacija poprecnog preseka oko y ose. N(§)
je matrica funkcija oblika sastavljena od vektora redova longitudinalnih, transverzalnih i
rotacionih funkcija oblika. Poveéanje broja ovih funkcija oblika u modelu poveéava tacnost u
diskretizaciji modela.Ukupan broj funkcija oblika implementiranih u model jednog elementa
ujedno predstavlja i broj stepeni slobode sistema.

Uvodenjem dve nove funkcije u p — verziju metode konacnih elemenata dobijamo novi sistem
funkcija oblika koje ¢e omoguéiti da se prepozna oc¢ekivana povecana fleksibilnost nosaca u uskom

domenu gde se nalazi ostecenje. Dve nove funkcije oblika uvedene u model oznacene su sa “d” u

L1+l

indeksu i zavise od lokacije sredine ostecenja L; = , slika 7.1.1. Sada su redovi vektora

longitudinalnih, transverzalnih i rotacionih pomeranja popreénih preseka mnosata sa
diskontinuitetom oblika
NY@T = [AA UL Ly O L L, E) 1AE) L@@ - fu@)]
N @O = [ L Ly, OFF L Ly, ) Q) fOfE) o frw(©)],

(7.1.6)
NOOT = |fA(L L, OFF UL L, O | 1) (8 . 0],
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gde su pu, pw i p@ broj longitudinalnih, transverzalnih i rotacionih funkcija oblika kojima su

dodate i funkcije £2(L, Ly, &) i f{1(L, Ly, ). Prve &etiri funkcije oblika su

1 3 1 1 1 1 1
3728t RO =8 -+
1
2

= 13 Le ©®= L Lo ley le 7.1.7
HE® =5+76-38 fil@) =—7-7§+78 78 (7.1.7)
Preostale funkcije oblika se dobijaju po formuli, ref. Petyt [32] str. 298

NT(%)
3 (-D"(2r - 2n - 7!
@)= 2™l (r — 2n — 1)!

groam=l g s g (7.1.8)

n=0

gdesu ! =r(r—2)..(Q2or1), 0" = (—1!'=11INT (r/2) ceo deo od r/2. Funkcije oblika f,.(§)
zadovoljaviju grani¢ne uslove obostrano ukljestenih nosaca (funkcije i njihovi prvi izvodi su na
granicima elementa nule). Funkcije f; — f; polinoma tredeg stepena, poznate kao Hermite-ovi
polinomi [33], obi¢no se ukljuéuju kada treba promeniti grani¢ne uslove kod ostalih slucajeva
oslanjanja nosaCa i primenjuju se za konstrukciju i sastavljanje funkcija. Nove implementirane

funkcije £2(L, Ly, &) I £A(L, Ly, &) u analitickom obliku su

1+ &)?[6L, + L(1 —28)] _1<§<&
FAL Ly, ) = 8L : I (7.1.9)
1A (L +2L)3(E — 1)2(L — 6L, + 2L&) e
8L(L —2L,)7 , 2L /L<E<,
( %(1+f)2(§—%), -1<&<2L,/L
fzd(L,Ll,f) = (L + 2L1)2(E _ 1)2(’,; _%) (7110)

T TRY , 2L /L<ES 1.
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0.4

0.5 1.0

AL L1, E) f£1(L,L1,®)
Slika 7.1.2 Funkcije oblika pomeranja

Za primer bezdimenzione lokacije ostecenja, date u odnosu globalnog prema lokalnom

koordinatnom sistemu (L =2?X), L; = 0.5, uvedene nove funkcije osnovnih oblika pomeranja

prikazane su na slici 7.1.2. Funkcija f(L, L1, ) je uvedena tako da ima maksimum na mestu gde
je sredina oSte¢enja, dok je funkcija f£(L, Ly, &) uvedena tako da je njena nula na mestu sredine

ostecenja. Uklju¢ivanjem ove dve funkcije u element, uslov kontinuiteta i dalje vazi.

Pretpostavljamo da je materijal nosaca elastican i izotrpoan tako da vazi Hooke-ov zakon

o= Ds«:»{f;‘z} = [g kOG] {]Z"Z} (7.1.11)

gde je D matrica elastiénih koeficijenata, ¢ i € su vektori napona i deformacije, E - Young-ov
modul elasti¢nosti, G modul klizanja dat kao E/[2(1+ v)], gde je v Poisson-ov koeficient. U
numerickom eksperimentu koriSéen je smicajni faktor koji je dao najbolje slaganje sa
eksperimentalnim rezultatima, ref. [24] u obliku k=(5+5v)/(6+5 v). Longitudinalna deformacija

se moze napisati u obliku

=11 z ({fi} + {“f}) (7.1.12)
0

U jednacini (7.1.12) deformacija ima linearni i nelinearni deo, gde sg i z&l predstavljaju
respektivno linearnu longitudinalnu i linearnu deformaciju usled savijanja, dok ef predstavlja
geometrijsku nelinearnu longitudinalnu deformaciju. U prikazanom modelu one mogu biti

napisane u obliku
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T 2 2 2 T T 2 T 7| (4
8(1; —N’% qQu L’ Sg —N% Jo 7> Sf =7 qw N"}'N’Mg Qws Vxz = Il N}%’ NB J{q:}:(7113)

gde je sa ",&" oznaCen prvi izvod promenljive po ¢. Integracijom normalnog i smi¢uéeg napona
kao i momenta normalnog napona u izrazima (7.1.11) dobijamo redom sile u normalnom i

tangencijalnom pravcu kao i moment u obliku

h
2z L L
J‘_EdeZ, X € l:—i,ll] U [lz,E]

_ 2
Ie= ", (7.1.14)
fh 0,dz, x € [l 1,]
2
B L L
f_EszdZ' x € [_5’11] U [12,5]
_ 2
Qx = b, ' (7.1.15)
fh Ty,dz, x € [13,15]
2
oran xe[galufu]
f_h/zaxz z, x€|=7.hL|V|k;
Mx = h .
P! (7.1.16)
f 0y z dz, x € [, ;]
~h/2

Zamenom veli¢ina oznacenih u izrazima (7.1.13) u jednaéine (7.1.14-7.1.16) odredujemo relaciju

izmedu sila i momenta sa jedne strane i deformacija sa druge strane

Ga=0 D3+

EhA L L

20 +v *E [_E' ll] v [IZ'E]

Q= \E(h - h)A ’
2a+v) x € [ly, 5]

A,B,D = f (1,z,2z%)E dz, (7.1.17)
z

gde su: A koeficijent istezanja, B koeficijent sprezanja izmedu deformacije savijanja i istezanja
(javlja se kao posledica oStedenja na nosacu, u ostalim slucajevim aklasi¢nih nosaca je nula) i D

koeficijent savijanja koji imaju sledece oblike
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L L
A= Eh, xe[_f'll]u[lz’i],
E(h — hy), x € [ly, 5]
L L
o el halod
Ehl(h21 - h), x €[l ly] (7.1.18)
[-5.4]v[eg]
12 Sl R bl )
E[R® + (h = 2h)%] '
Tl, € [, 1]

Mozemo primetiti da je B razli¢ito od nule na delu nosaca gde postoji promena oblika u vidu
ostecenja kao geometrijska promena na nosacu. Jednacine kretanja izvodimo na osnovu principa

virtuelnog rada za koji vazi
Wi + Wy + 6Wer = 0, (7.1.19)

gde su §Wyy,, SWy 1 6W,,virtuelni radovi inercijalnih, unutrasnjih i spoljasnjih sila na virtuelnom

pomeranju §du obliku

éu
6d = {5W] = Néq. (7.1.20)
86

Virtuelni rad unutrasnjih sila je

Wy = —J’SsTch =
v

o[ () e A D) Lo

Lz E(h—h)A L2 EhA T
—b 5yxz 201 +v) Yaz dX — 8Yxz myxz dx = 8q K(q)q,
1

gde je devektor virtuelne deformacije. Virtuelni rad inercijalnih sila je
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Wiy = — f psdTddv =
v
h/2 rly (h/2)=hy (ly
= —bf f p(buil + Sww) dx dz — bf J. p(buil + Sww) dx dz —
—h/27-L/2 -h/2 Iy (7.1.22)

h/2 L/2
-b J’ p(Suil + Sww) dx dz = 5qTMg,
/271,

gde je d komponentno ubrzanje tatke nosaéa. Virtuelni rad spoljasnjih sila je

W,y = fL ([Pl (©)8(x — x;) + B, O)]6u(x, £) + [RL(©)8 (x — ;) + PG, O] 6w, 1)) dx +

Fi ()
+ fL [MI®8(x — x;) + M (x,)]660(x,¢) dx = |Sqs Sas dag|{ FE(E) ¢ (7.1.23)
ME(t)

Ako zamenimo jednacine (7.1.21-7.1.23) u jednacinu (7.1.19) dobijamo nelinearni sistem
parcijalnih diferencijalnih jednacina prinudnih oscilacija oste¢enog nosaca Timoshenko-vog tipa u

slede¢em obliku

M! 0 0 1 (tu 0 M| (G
0 MY O [{dw(+ | 0 0 0 [{dw(+
o o mMmllde M*" 0 o |lde
K. o0 0 Qu 0 0 KY|(qu
+|0 K™ K® [qw]+ 0 0 0 [qw]+ (7.1.24)
0o K KZ+K?2[\9) [ K7 0 o]\
0 K%/(qw) 0f(9u 0 g Kbr((]q) Qu FlE
+|Ki(aw) Kiday) Of)dwi+ T O L = B
0 0 ol'9%’ o K (qu) 0 e M*

gde je {FE(t), FE(t), ME(t)} vektor generalisanih spoljasnjih sila. Matrice M i K, ¢ine ¢lanovi koji
su konstante, &lanovi matrica K2,, K3, i K27 zavise linearno od resenja dok &lanovi matrice K2,
zavise kvadratno od resenja (odnosno u opstem obliku predstavljaju ¢lanove kubnih nelinearnosti).
Oznake u indeksima [, b,r i y predstavljaju uticaje longitudinalnog pomeranja, savijanja,
komponentnog rotacionog pomeranja poprecnih preseka nosaca i smicanja redom. Oznaka lr u
indeksu predstavlja sprezanje izmedu longitudinalnog i rotacionog pomeranja koje se javlja u

matricama masa i krutosti kao posledica ostecenja na nosacu. Oznaka br predstavlja sprezanje
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izmedu transverzalnog pomeranja i rotacionog pomeranja poprecnih preseka koje se javlja i u
matrici nelinearnih ¢lanova. Ako uvedemo Rayleigh-jev tip prigusenja definisan koeficijentima a

i B, dobijamo

(M +M)q(t) + a(K, + KH)q(t) + BM + M)q(¢) +

+{K, + K{ + Ky, [q(®)] + K5, [q(®)]}q(t) = F(©). (7.1.25)

Matrice M€, K¢ in,/(q(t)) predstavljaju sprezanja u kretanju izmedu nezavisnih pomeranja koja
se javljaju zbog diskontinuiteta u popreénom preseku. Matrice masa i krutosti linearnih i

nelinearnih ¢lanova date su u Prilogu 7.1.1.

7.2 Osnovni oblici komponentnih longitudinalnih i transverzalnih oscilacija i

osnovni oblici komponentih oscilacija poprec¢nih preseka nosaca

Model p-verzije metode konac¢nih elemenata primenjen je na obostrano ukljesteni nosac
karakteristika datih u radovima [17], [45], [46]. U zavisnosti od dubine oSteéenja u numerickom

eksperimentu su razmatrani slededi slucajevi

Slucaj 1.1. Ref. [13]
L =1330mm, b = 25.3 mm, h = 253 mm, E = 203.91 GNm™2, p = 7800 kgm~3.
Pozicija osteéenja: |y = 222.5 mm, [, = 247.5 mm, wy = 1.87%.

Dubina oSteéenja: a) 4 mm b) 8 mm c¢) 12 mm.

Sluéaj 2.1 Ref. [35],[36]

L=406mm, b=20mm, h=2mm, E =7.172GNm™2, p = 2800 kgm~3.

2.1.1. Pozicija ostecenja: [y = 68 mm, [, = 75.5 mm, w; = 1.7%.

Dubina ostecéenja: a) 0.3 mm b) 0.6 mm ¢) 0.9 mm.

2.1.2. Pozicija ostecenja: l; = =5 mm, [, = 5mm, w,; = 2.4%.

Dubina oStecenja: a) 0.9 mm
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Sluéaj 2.2. Ref [35]
L =406 mm, b =20 mm, h = 20.3 mm, E = 7.172 GNm~2, p = 2800 kg m~3.
Pozicija osteéenja: |, = 68 mm, [, = 75.5mm, w; = 1.7%.

Dubina oSteéenja: a) 5Smm b) 9 mm

U numerickom eksperimentu w, predstavlja relativnu duzinu ostecenja u procentima. Nosaci bas
ovih geometrijskih i materijalnih karakteristika su izabrani kako bi se izvrsila verifikacija dobijenih
rezultata sa ve¢ postojeéim eksperimentalnim u literaturi. Eksperimentalni rezultati dobijeni u
radu Sinha [17] su uporedeni sa dobijenim rezultatima za slucaj lokacije oSteé¢enja na istom mestu.
Eksperimentalni rezultati dobijeni na neoste¢enom nosacu, ref. Wolf [47], numericki su uporedeni
sa rezultatima istog nosaca u nelinearnom rezimu oscilovanja ref. Ribeiro [45]. Poznate numericke
i eksperimentalne rezultate verifikovali smo novom p-verzijom metode konac¢nih elemenata na
istom modelu nosaca stavljajuéi da je dubina osteéenja u modelu nula. U radu [45] je analiziran
neosSteceni nosac vece debljine (L/h=20) ¢ije su karakteristike iskori$éene u razmatranju oscilacija
debljih nosaca sa osteéenjem. Za komparaciju modela u pogledu stepena slobode oscilovanja
iskoriSéen je programski paket Ansys [48].

Rezultati u tabelama 7.2.1, 7.2.2 i 7.2.3 pokazuju transverzalne prirodne frekvencije nosaca za
razli¢ite dubine osteéenja. U komparaciji rezultata sa programskim paketom Ansys koriséena je
h-verzija elementa “BEAM189” koji je baziran na Timoshenko-voj teoriji i ima tri tacke vezivanja
sa po Sest stepeni sloboda oscilovanja na svakoj od njih. Rezultati prikazani u tabelama Ansys
programskog paketa dobijeni su koriséenjem na modelu od 300 elemenata. Ovako gusta mreza je
iskoris¢ena kako bi se verifikovala p-verzija metode konac¢nih elemenata, iako se konvergencija
postize sa koriSéenjem samo trideset elemenata. U tabelama su prikazani i rezultati dobijeni
tradicionalnom p — verzijom metode konacnih elemenata koje koriste funkcije oblika prikazane u

radu [49] bez implementiranih funkcija £i f;.
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Tabela 7.2.1

Prirodne frekvencije [Hz| obostrano ukljestenog nosaca za slucaj 1.1

Nosaé bez oStec¢enja 4mm dubina osteéenja
Klasi¢na Nova Klasicna  Nova p-
, ANSYS Experimental.[17] | ANSYS Eksperimental.[17]
Mod p-FEM p-FEM p-FEM FEM
BEAM189 BEAM189 .
(15 sf) (15 sf) (25 sf) (25 sf)
1 74.979 74.986 74.986 75.313 74.923 75.012 74.924 74.688
2 206.01 206.05 206.05 207.188 204.52 205.37 204.50 205.625
3 402.04 402.21 402.21 406.250 401.65 402.00 401.79 405.625
4 660.88 661.35 661.35 667.813 658.66 660.12 658.94 666.250
8mm dubina 12mm dubina
ostecenja ostecenja
Mod Klasi N Klasic N
ANSYS asiena ova Eksperimental. ANSYS asiena ova Eksperimental.
p-FEM  p-FEM p-FEM  p-FEM
BEAM189 ) [17] BEAM189 (17]
(26 sf) (26sf) (28 sf) (28 sf)
1 74.666 75.094 74.648 74.063 73.973 75.230 73.957 72.813
2 201.21 205.258 201.00 202.500 194.50 205.679 194.30 197.188
3 400.80 401.977 400.90 404.688 399.11 402.084  399.29 403.125
4 654.02 659.781  654.043 662.813 644.90 660.167  644.79 655.938
Tabela 7.2.2
Prirodne frekvencije [Hz| obostrano ukljeStenog nosaca za slucaj 2.1
Nosaé bez osteéenja 0.3 mm dubina oSteéenja 2.1.1.
ANSYS Klasi¢na Nova ANSYS Klasi¢na Nova
Mod p-FEM p-FEM p-FEM p-FEM
BEAM189 BEAM189
(15 sf) (15sf) (28 sf) (28 sf)
1 63.111 63.111 63.111 63.070 63.131 63.045
2 173.93 173.93 173.93 172.85 173.39 172.53
3 340.87 340.87 340.87 340.62 340.73 340.51
4 563.25 563.28 563.28 561.71 562.37 561.22
0.6 mm dubina oSteéenja 2.1.1. 0.9 mm dubina osteéenja 2.1.1.
Klasi¢ne Nova Klasi¢ne N
ANSYS asicna ova ANSYS asi¢na ova
Mod p-FEM p-FEM p-FEM p-FEM
BEAM189 . BEAM189 .
(28sf) (28sf) (28sf) (28sf)
1 62.893 63.197 62.769 62.419 63.306 62.387
2 170.51 173.31 169.22 165.77 173.66 165.27
3 340.03 340.71 339.67 338.86 340.81 338.72
4 558.33 562.14 556.64 551.76 562.49 551.39
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0.9 mm dubina ostecenja 2.1.2.

ANSYS Klasi¢na Nova
Mod p-FEM p-FEM
BEAM189

(23 sf) (23 sf)

1 59.832 63.255 60.300

2 173.88 173.93 173.92

3 318.24 339.40 321.00

4 562.61 563.26 563.25

Tabela 7.2.3
Prirodne frekvencije [Hz] obostrano ukljeStenog nosaca za slucaj 2.2
Nosaé bez osteéenja 9 mmdubina oSteéenja

Klasi¢na Nova Klasi¢na Nova
Mod ANSYS p-FEM p-FEM ANSYS p-FEM p-FEM
BEAM189 . . BEAM189 . .
(15 sf) (15sf) (28sf) (28sf)
1 629.74 629.74 629.74 623.36 631.97 623.15
2 1698.7 1698.7 1698.7 1671.3 1698.6 1620.5
3 3240.1 3240.1 3240.1 3222.9 3245.0 3227.2
4 5121.8 5121.8 5121.8 5103.6 5190.2 5047.8

Rezultati u tabelama 7.2.1-7.2.3 pokazuju da nova p-verzija metode konacnih elemenata dovodi
do tac¢nih rezultata i to sa manjim brojem koriséenih stepeni sloboda oscilovanja u poredenju sa
h-verzijom komercijalnog softvera Ansys. Slaganje sa eksperimentalnim rezultatima potvrduje
ispravnost i vrednost nove metode. Treba napomenuti da tradicionalna p-verzija metode konac¢nih
elemenata ne omogucava dobijanje dobrih rezultata kod nosaca sa osteéenjem jer se njome

dobijaju vecée frekvencije od frekvencija neosteéenog nosaca.

Promena u prirodnim frekvencijama ne daje kompletnu sliku o uticaju ostecenja na oscilacije
strukture. Prirodna frekvencija moze biti ista u sluc¢ajevima razli¢ite lokacije oSteéenja pa je
neophodno da se utvrdi i promena drugih karakteristika koje opisuju oscilovanje. Jedna od ovih
karakteristika je promena u nezavisnim komponentama osnovnih oblika oscilovanja. Kod
neoste¢enih obostrano ukljestenih nosaca isklju¢ivo su moguéa dva komponentna oblika
oscilovanja, transverzalna pomeranja srednjih linija nosaca i rotacija poprecnih preseka. U slucaju
modela sa oSteéenjem javlja se antisimetrija u geometriji nosaca sto dovodi do sprezanja izmedu
transverzalne rotacije i longitudinalnog pomeranja (B je razli¢ito od nule — druga jednacina 7.1.18)
i manifestuje se promenama u submatricama masa i krutosti linearnih ¢lanova. Ovakav model

nosaca sa oste¢enjem nam omogucava da odredimo longitudinalne komponente osnovnih oblika
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oscilovanja. Na slici 7.2.1 su prikazani osnovni oblici longitudinalnih oscilacija za karakteristicne

modove slu¢aja 1.1 c¢) nosaca. Sa dijagrama se moZe videti da nagle promene u pravcima

longitudinalnih oscilacija nastaju na gemetrijskom mestu ostecenja. U prvom i Sestom modu se

javlja maksimalno longitudinalno pomeranje nosaca na mestu pocetka ostecenja sa strane nosaca

koja je dalja ukljestenju. U visim modovima maksimalno longitudinalno pomeranje nosaca je na

mestu pocetka osteéenja sa strane nosaca koja je bliza ukljestenju. Opisana pojava longitudinalnih

oscilacija je bitna dinamicka karakteristika modela jer se javlja iskljucivo kao posledica ostecenja

sx10%

na nosacu.
Slika 7.2.1 Longitudinalne komponente osnovnih oblika oscilovanja
S vowor oaor
u° u° u°
oy oome oouel
-
5x10% 5x10° 5x10°
1 $ 2 3 ¢
uo {\/\'\ 0
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Transverzalne i rotacione komponente osnovnih oblika oscilovanja nosaca (sluéaj 1.1) prikazane
su na dijagramima 7.2.2-7.2.3. Da bi se olaksalo uporedivanje, komponentni oblici oscilovanja su
normalizovani tako da amplitude budu jednake u tacki pojave prvog lokalnog ekstremuma sa leve
strane na neoSte¢enom nosa¢u. Komponentnim oblicima oscilovanja sa dijagrama (7.2.2-7.2.3)
odgovaraju prirodne frekvencije prikazane u tabeli 7.1.1. Na dijagramima se vidi jasna devijacija

u oblicima oscilovanja na mestu lokacije osteéenja koja postaje znacajnija u visim modovima.

wO
0.0004
0.8802
1.0 0.5 0.5 1.0
0.0002 f
0.0004
05 10 0.0008 >
Transverzalna komponenta — mod 1 Transverzalna komponenta — mod 2
(a) (b)
w? N
0.0002 \\
\
\
0.0001|
1.1 05 05 1.0 10 0.5
0.0002 f 0.00p1
0.0004 002
0.0006 0.000:
Transverzalna komponenta — mod 3 Transverzalna komponenta — mod 4

(c) (d)

Slika 7.2.2 Transverzalne komponente osnovnih oblika oscilovanja:

Sluc¢aj 1.1 —neostecéeni nosaé; ----- 8mm osteéenje; — 12mm osteéenje
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Medusobno sprezanje izmedu longitudinalnih oscilacija sarotacionim komponentama oscilacija
poprecnih preseka dovodi do novih oblika u oscilovanju kao sto je to prikazano na slici 7.2.3.
Najpre mozemo primetitida se sa povecanjem dubine ostecenja povecava i amplituda
transverzalnog oscilovanja u zoni gde je oSteéenje prisutno. Interesantno je primetiti da je ugao
rotacije poprecnog preseka kod komponentogrotacionog oscilovanja poprecnih preseka na mestu
sredine ostecenja isti bez obzira na dubinu oStecenja, ali da se u zoni od sredine oste¢enja do
njihovih krajeva ugao rotacije poprecnih preseka povecava a zatim tezi vrednostima uglova
poprecnih preseka neoste¢enog nosaca. Ova pojava je karakteristina i javlja se bez obzira na mod
u kome se oscilovanje vrsi. Karakteristiku promene ugla poprecénog preseka nije lako
eksperimentalno potvrditi. Ukoliko bi to bilo moguce, onda bi se za detekciju oStecenja na nosacu
mogli koristiti osnovni oblici komponentnih rotacionih oscilacija popreénih preseka nosaca sa

velikom tac¢no$éu.
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Slika 7.2.3 Rotacione komponente poprecnih preseka nosaca osnovnih oblika oscilovanja:

Slu¢aj 1.1 — neosteéeni nosac; ----—-

8mm ostecenje; — 12mm oStecenje
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7.3 Geometrijski nelinearne oscilacije osteéenog nosaca Timoshenko-vog tipa u

vremenskom domenu

Znacaj razmatranja prinudnih geometrijski nelinearnih oscilacija oSteéenog nosaca moze
imati primenu u tehnickoj praksi. Pored numerickih alata za detekciju osteéenja, znacajnu ulogu
ima dinamicko ponasanje oSteéene strukture u vremenskom domenu. Ovo podrazumeva
odedivanje pomeranja srednje linije nosaca sa osteéenjem u funkciji od lokacije i dubine osteéenja.
Sistem nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina 7.1.24 je reSen primenom Newmark metode
[32]. U numerickom eksperimentu transverzalno prinudno dejstvo na nosa je uzetokao
harmonijski koncentrisana spoljasnja pobudaoblika f(t) = F cos(w, t), gde su w, i F frekvencija
i amplituda pobude redom. Nova p — verzija metode konacnih elemenata je testirana prvo za
slucaj 2.1 neoSteéenog nosaca koji je razmatran eksperimentalno [46] i numericki [45]. Model
neostetenog mnosaCa sa novim implementiranim funkcijama oblika izveden je i testiran u
nelinearnom domenu kada je dubina osteenja jednaka nuli. Na slici 7.3.1 prikazano je
transverzalno pomeranje tacke na sredini neoste¢enog i nosaca sa razli¢itim dubinama ostecenja
za slucaj kada je amplitude spoljasnje koncentrisane harmonijske pobude jednaka 0.134 N, a
frekvencija w, = w;q. Za odredivanje amplituda u vremenskom domenu neostecenog nosaca
koriséeno je 15 funkcija oblika u novom p modelu. Na vertikalnoj osi su prikazane vrednosti
transverzalnog pomeranja nosaca podeljene sa njegovom debljinom h dok je na horizontalnoj osi
prikazana bezdimenziona frekvencija. Amplituda neoSte¢enog nosaca se dobro slazu sa
rezultatima dobijenim shooting metodom kao i tradicionalnom p - verzijom metode konacnih
elemenata [45]. Za primer maksimalne amplitude transverzalnog pomeranja srednje tacke
neosteéenog nosaCa racunate pri frekvenciji pobude od w, =1.02 ® ;; dobijena novom p-
verzijom metode konacnih elemenata iznosi 0.425, vrednost koja je veoma bliska

eksperimentalnom rezultatu dobijenom pri istim uslovima 0.43 datim u referenci [47].
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Slika7.3.1 Amplitudno-vremenski dijagram,x = 0,Slucaj - 2.1.1,
spoljasnja pobuda - 0.134 N, w, = w;;, —neosteden nosac; MM 2.1.1. b); AAA 2.1.1. ¢).

Na dijagramu 7.3.1 mozemo uociti jedva primetnu razliku u velei¢ini amplitude srednjih linija
nosaca pri spoljasnjoj pobudi srednje tacke nosaca. Medutim u tackama srednje linije nosaca
blizim osteéenju dolazi do njegovog veceg uticaja i vidljivih razlika u amplitudama oscilovanja
nosaca. Slika 7.3.2 nam ilustruje amplitude dve simetri¢no izabrane tacke nosac¢a u odnosu na
vertikalnu osu z. Mozemo zakljuciti da se javlja asimetrija u oscilovanju koja je posledica
promenjene geometrije nosaca usled osteéenja i vidljiva je uporedenjem dobijenih rezultata za
tacku blizu sredini ostecenja x = 71.75 mm. Uticaj konstantnog ¢lana na ugib nosaca vidi se na
dijagramu Fourier-ovog spektra 7.3.5 ¢) koji spregnut sa nelinearnim ¢lanovima povedava efekat

kvadratnih nelinearnosti i ne dozvoljava zanemarivanje drugog harmonika pri oscilovanju.
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Slika 7.3.2 Amplitudno-vremenski dijagram simetri¢nih tacaka nosaca
sluéaj 2.1.1 ¢), spoljasnja konc. pobudana sredini nosac¢a amplitude 0.134 N,w, = w;q;
—x =—78mm; e e ¢ x =78 mm; —x = —15 mm;eeex = 15 mm
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Slika7.3.3Amplitudno-vremenski dijagramx = 62.4 mm za slucaj 2.1.1 ¢)
spoljasnja konc. pobudax = 62.4mm, 0.134 N, w, = w;y,(a) linearni rezim (b) nelinearni rezim
—neosteden nosac; AAA2.1.1 c)

Na dijagramima 7.3.3 a) i b) prikazane su amplitude pri spoljasnjoj koncentrisanoj pobudi za
linearni i nelinearni model redom. Bitno je ista¢i da se nelinearni uticaj manifestuje pojavom
asimetrije u oscilovanju u odnosu na horizontalnu osu z Sto se ne moze zakljuciti na osnovu
linearnog modela. Veée amplitude u oscilovanju se tako javljaju na strani na kojoj se nalazi
oStecenje (u ovom modelu sa gornje strane nosaca). Ovakav fenomen se javlja kao posledica
sprezanja izmedu transverzalnih i rotacionih pomeranja poprecnih preseka u matrici krutosti

nelinearnih ¢lanova (jednaéina 7.1.24).
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Slika 7.3.4Amplitudno-vremenski dijagram x = 62.4 mm,slucaj 2.1.1,
amplituda prinudne sile 0.134 N, w, = w;;,—neostedeni nosac; HEM 2.1.1. b); Aaa 2.1.1. ¢).
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Uticaj geometrijskih nelinearnosti za razlicite vrednosti dubine ostecenja prikazan je na slikama
7.3.4-7.3.5. Povecanje dubine oSte¢enja dovodi do poveéanja amplituda transverzalnih pomeranja
srednje linije nosaca $to je izrazenije u tackama blizim oSteéenju. Na faznom dijagramu 7.3.5 a)
moze se takode uociti asimetrija u oscilovanju kao posledica ostecenja i geometrijske nelinearnosti.
Tacke na Poincaré-ovom dijagramu 7.3.5 b) pokazuju razliku izmedu oscilacija neosteéenog i

nosaca sa razli¢itim dubinama ostecenja.
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Slika 7.3.5Slucaj 2.1.1 amplituda prinudne silez = 0, 0.134N, w, = wy
(a) Fazni dijagramx = 62.4 mm;(b) Poincaré dijagram x = 62.4 mm; (c) Fourier spektarx = 62.4 mm.
—, eneoSteceni nosac¢; HEM 2.1.1. b); AAA 2.1.1. ¢)

Razlika izmedu amplitude nosaca sa ostecenjima razlic¢itih dubina povecava se pri visim modovima
prinudnog dejstva. Na slici 7.3.6 je prikazan amplitudno-vremenski dijagram pri frekvenciji
spoljasnje pobude jednake linearnoj frekvenciji u tre¢em modu.Mozemo primetiti da pri
parametrima ovakve prinude nastaje izrazenija asimetrija oscilovanja i pomeranje nosaca prema
strani sa koje je oStecenje locirano. Sa povecanjem dubine ostecenja pri visim modovima

oscilovanja povecava se i asimetrija u oscilovanju nosaca.
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Slika 7.3.6 Slucaj 2.1.1 amplituda prinudne sile0. 4N, z= 101.5mm, w, = w3

(a) Amplitudno-vremenski dijagram; (b) Fazni dijagram; (c) Poincaré dijagram; (d) Fourier spektar;
(x = 62.4 mm)—, ® neosteéeni nosac; MMM 2.1.1. b); AAA 2.1.1. ¢)

Nova p- verzija metode konacnih elemenata moze se primeniti i kod razmatranja nosaca veéih

debljina. Rezultati koji su dobijeni za deblji nosaé (slika 7.3.7) pokazuju isti kvalitativni uc¢inak

geometrijske nelinearnosti i osteéenja kao u slucaju tankih nosaca.
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Slika 7.3.7 Slu¢aj 2.2 amplituda prinudne sile 2000N,z = 0, w, = w;;
(a) Amplitudno-vremenski dijagram; (b) Fazni dijagram; (c) Poincaré dijagram; (x = 62.4 mm)
—, ® neoSteceni nosac; Ml 2.2 a); AAA 2.2 b)

7.4 Slobodne geometrijski nelinearne oscilacije oSte¢enog nosaca

Timoshenko-vog tipa u frekventnom domenu
Primenom metode harmonijskog balansa i Continuation metode [49] mozemo odrediti tacke

bifurkacija koje su u nelinearnoj mehanici veoma ¢esta pojava. Ako posmatramo sistem ostecenog

nosaca na koga ne deluju spoljasnje sile §W,, = 0, primenom principa virtuelnog rada dobijamo

M: 0 07](Au 0 0 MU|(lu
0 MP 0 |{Gw(+ 0 0 0 Qw( +
M 0 o

0 o0 e ut o
Koo 0 Qu 0 0 KJ|(a
+|l0o K K® {qw}+ 0 0 0 [qw}+ (7.4.0)
0 K7 KZ+K'2|\9) [ KZ 0 0]\

0 Kiqw O](aw) [° 0 0 T (0
+ Ks/(qw) K /(qw) 0 {qwl 0 0 Kn//(qw) {qw} = {0}
0 0 0] \9e 0 Kfn/ (qw) 0 e 0

Proizvodi [M!1{d,}, M7 1{de} i [M”T]{iju} predstavljaju male veli¢ine i ne uticu na reSenja u

nelinearnom rezimu $to je pokazano u ref. [44] i mogu se zamenariti

[T il (ot lios 0 Mag} =6} a2

Y11 V12
K/ K/
T
Y12
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gde su
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KLss = K2 + K72 — K7 KL KY,KNL1 = K%,(qu) — K3 (q,,)KLy; 'K2y3,
KNL2 = Kb7 — 2K2,,"KL 'K, KNL3 = K2' — K7'K! 'K2 (qy,).

Sada vektor generalisanih koordinata i njihovih drugih izvoda (ubrzanja) mozemo predstaviti kao
sumu prva tri ¢lana trigonometrijskog reda (prva tri ¢lana su dovoljna na osnovu rezultata

Fourier-ovog spektra) u obliku

{qw(o} 1 {cho

00(0) = 2100, QW”} + cos(Rwt) {g:cz} + cos(3wt) {ZW“}, (7.4.3)

Q c1 c2 Oc3

} + cos(wt) {

{(Cll:((g} = —w? cos(wt) {g‘gﬂ} — 4 w? cos(Rwt) {(QQ‘;’CZ} — 9 w? cos(3wt) {g‘;“}. (7.4.4)

gdew predstavlja prirodnu frekvenciju sistema. Vektor novih nepoznatih je sada

Qw,,
Quw,,
Qw,,
Qw,,
Qo
Qe,
Qe,,
Qo

{Q""M} = (7.4.5)

Ako zamenimo izraze (7.4.3) i (7.4.4) u pocetni sistem jednacina kretanja (7.4.2) dobijamo

(—w?MHBM 4 KIHEM 4 KNLHEM){QHEM} = {0}, (7.4.6)
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Amplitudno frekventna karakteristika prvog i tre¢eg harmonika modela prikazana je na slici 7.4.1.

- neosteéen nosat
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Slika 7.4.1 Amplitudno-frekventni dijagram za slucaj 2.1.1

Sa slike 7.4.1 mozemo zakljuciti da interakcija izmedu visih modova pri oscilovanju za razli¢ito
locirano osteéenje na nosac¢u dovodi do pojava bifurkacija koje su naznacene na dijagramu,
Stojanovié i Ribeiro [23]. Njihovo pojavljivanje dovodi nosa¢ u stanje interne rezonancije pa je
neophodno znati u kom amplitudno-frekventnom odnosu ona nastupa. Na dijagramu 7.4.1 su
prikazana mesta mogué¢ih dvojnih reSenja za prvi i treéi harmonik oscilovanja nosaca sa
ostecenjem.

Na osnovu prikazanih rezultata, Stojanovié¢ i koautori [50], zakljucujemo da promena
geometrije nosaca nastala usled pojave osteéenja unosi nova sprezanja izmedu komponentnih
oblika oscilovanja kako u linearnom tako i u nelinearnom rezimu oscilovanja. Odredene devijacije
u komponentnim oblicima oscilovanja mogu biti iskoriséene u formiranju modela za detekciju
ostecenja. Rezultati dobijeni na osnovu pojave longitudinalnih oscilacija i asimetrije u
transverzalnim oscilacijama predstavljaju novine u dinamici kretanja tacaka nosaca sa oste¢enjem

i mogu biti iskoriS¢eni pri analizi realnih konstrukcija.



Prilog 7.1.1 - Matrice masa i krutosti linearnih i nelinearnih ¢lanova u izrazu (7.1.24)
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Zakljucak

Problemi oscilacija nosaca predstavljaju osnovni mehanicki sistem prisutan u
masinstvu, gradevini i saobrac¢ajnoj industriji. Znacajnost odredivanja tac¢nijih resenja povecava
se u realnim uslovima tehnicke prakse kada je potrebno analizirati kretanje slozenih sistema kao
deformabilnih tela sa beskona¢nim brojem stepeni sloboda oscilovanja. Egzistencija tacnijih
aproksimacija resenja na pojedinim elementima omoguéuje otklanjanje kumulativnog efekta
greske u odredivanju resenja slozenih dinamickih sistema. Jedan tip slozenih sistema
predstavljaju elasti¢no povezani nosaci. Uzimanjem u obzir uticaja inercije rotacije i poprecnog
smicanja, ¢iji su efekti poznati u literaturi, u okviru prikazanog istrazivanja analiziran je
problem odredivanja analitickih reSenja linearnih oscilacija dva i viSe elasti¢no povezanih nosaca
veé¢ih debljina sa beskanacnim brojem stepeni sloboda oscilovanja. Veliku paznju istrazivaca
zauzeli su problemi dva elasti¢no povezana nosaca iz prakti¢nih razloga odredivanja uslova pod
kojima ¢e se sistem ponasati kao dinamicki absorber. Akcenat u istrazivanju slucajeva vise
elasticno povezanih nosaca bacen je na stabilnost i odredivanje analitickih oblika prirodnih
frekvencija sistema ¢iji se broj povecava sa brojem povezanih elemenata $to dovodi do poveéanja
verovatnoée ulaska sistema u rezonantno stanje. Siroka zastupljenost ovakvih mehani¢kih
sistema u gradevini, modeli viSespratnih zgrada ili povezanih armaturnih mreza, dovela je
istrazivace u poziciju uzimanja u obzir Sto veéeg broja fizickih uticaja pri formulaciji
matematickih modela koji ¢e obezbediti bolje aproksimacije resenja.

Pored dinamickih sistema koji su po svojoj prirodi slozeni, u realnim tehnickim uslovima,
gradevini, masinstvu, avio i saobracajnoj industriji pojavljuju se dinamicki problemi elasti¢nih
tela koji ne moraju biti sloZeni po strukturi, ali ¢ija su kretanja veoma slozena (pod sloZenim se

podrazumeva izraZena devijacija u kretanju u odnosu na klasicne modele mehanickih sistema),
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narocito u nelinearnom rezimu oscilovanja. Jednu takvu grupu, prakti¢no vaznih mehanickih
sistema, predstavljaju nosaci sa ostecenjem. U vecini slucajeva oscilatorno kretanje ovakvih
sistema moguce je odrediti samo eksperimentalno. Razvoj dovoljno dobrih matematickih modela,
numerickih metoda i softverskih alata, omoguéio je kompletniju analizu nosaca sa osteéenjem.
Time je odredivanje tacnijih reSenja oscilovanja sistema olakSano u pogledu ustede vremena pri
racunanju u nelinearnim uslovima kretanja mehanickih sistema. U prilozenom istrazivanju
nelinearnog oscilatornog kretanja osteéenih nosaca odredena su numericka resenja pod uticajima
inercije rotacije i popre¢nog smicanja novom razvijenom metodom konac¢nih elemenata.

U analizi elasticno povezanih nosaca kao slozenih struktura i ostecenih nosaca sa
devijacijama u kretanju ukljuceni su uticaji inercije rotacije i popreénog smicanja koji
omogucavaju ispitivanje dinamike nosaca veéih debljina i odredivanje jos tacnijih aproksimacija
reSenja tankih nosaca.

IzlozZeni rad ¢ini sedam delova koji su zasebno formirani po poglavljima. Prvo poglavlje se
odnosi na uvodna razmatranja i pregled dosadasnjih istrazivanja u teoriji elasti¢cno povezanih i
oStecenih struktura. U njemu je prikazan jedan od nacina za izvodenje parcijalnih diferencijalnih
jednacina koje opisuju kretanje mehanickih sistema i dat osnovni pregled koriS¢enih metoda.
Poglavlja 2-6 posveéena su analizi linearnih oscilacija elasti¢no povezanih nosaca dok je sedmo
poglavlje posveéeno geometrijski nelinearnim oscilacijama oSteéenih nosaca primenom nove
metode konac¢nih elemenata.

Slobodne oscilacije i staticka stabilnost dva elasticno povezana nosaca razmatrana je u
poglavlju 2, ref. Stojanovi¢ i koautori [12]. Na razli¢itim primerima prikazani su analiticki
dobijeni rezultati i uticaji pojedinih mehanic¢kih parametara sistema na prirodne frekvencije i
amplitude oscilovanja. Verifikacija dobijenih analitickih rezultata je prikazana uporedivanjem sa
rezultatima modela istih geometrijskih i materijalnih karakteristika dobijenih klasi¢cnom Euler-
Bernoulli-jevom teorijom nosaca. U poglavlju su date formulacije jednacina slobodnog
oscilovanja dva elasticno povezana nosaca slojem Winkler-ovog tipa sa uticajima inercije rotacije
(Rayleigh-jev model) i uticajima inercije rotacije sa popre¢nim smicanjem (Timoshenko-v model,
Reddy-Bickford-ov model). U poslednjem delu poglavlja razmatrana je stati¢ka stabilnost dva
elasticno povezana nosaca razlic¢itih tipova i dati su analiticki izrazi za vrednosti kriti¢nih sila.
Numericki eksperiment je potvrdio validnost analiticki dobijenih rezultata uporedivanjem sa

rezultatima modela koji postoje u literaturi. Iz celog poglavlja 2 se moze zakljuciti da se uticaji
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inercije rotacije i poprefnog smicanja moraju uzeti u obzir kod nosaca veéih debljina jer se
greske koje se javljaju njihovim zanemarivanjem povecavaju sa povecanjem moda oscilovanja.
Za razlicite vrednosti parametara mehanickog sistema prikazane su promene prirodnih
frekvencija kao i oblasti stabilnosti pri ¢emu se moze zakljuciti da deformaciona teorija viseg
reda daje najtacnije aproksimacije resenja.

U poglavlju 3 su analizirane prinudne oscilacije dva elsticno povezana nosaca
Rayleigh-jevog, Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-ovog tipa pod uticajem aksijalnih sila.
Prikazani su analiticki oblici resenja za tri tipa spoljasnje pobude — harmonijska proizvoljno
kontinuirana pobuda, harmonijska uniformna kontinuirana pobuda i harmonijska koncentrisana
pobuda. Analiticka reSenja dobijena su pomoéu metode modalne analize, ref. Kelly [25]. U
poglavlju su izvedene parcijalne diferencijalne jednacine oscilovanja prinudnog sistema za tri
tipa modela nosaca pod uticajem pritisnih aksijalnih sila. Prikazana su opsta resenja prinudnih
oscilacija sistema dva elasti¢no povezana nosaca pod uticajem pritisnih aksijalnih sila sa uzetim
u obzir uticajima inercije rotacije i poprecnog smicanja. U poglavlju prinudnih oscilacija za
slucaj proizvoljne harmonijske kontinuirane spoljasnje pobude koja deluje na jedan od nosaca
pod dejstvom pritisnih aksijalnih sila, izvedena su analiticka resenja i dati uslovi nastanka
rezonancije i ponasanja sistema kao dinamickog absorbera. Odredena su analiticka resenja
prinudnog oscilovanja za slu¢aj uniformne kontiuirane harmonijske pobude na jednom od nosaca
pod dejstvom aksijalnih sila. U poglavlju su takode prikazana i analiticka reSenja prinudnog
oscilovanja za slucaj dejstva koncentrisane harmonijske pobude na jednom od nosaca pod
dejstvom pritisnih aksijalnih sila. Na osnovu izlozenih rezultata u poglavlju, moze se izvesti
zakljucak da se sa povecanjem pritisnih aksijalnih sila do njihove kriticne vrednosti pod
dejstvom spoljasnje harmonijske kontinuirane uniformne pobude, poveéava odnos izmedu
amplituda oscilovanja nosaca. Prikazane su razlike u aproksimacijama ovih resenja u zavisnosti
od koriséenog modela tipa nosaca. Reddy-Bickford-ov i Timoshenko-v model, Stojanovié i Kozié
ref. [13], dali su ta¢nija reSenja u odnosu na Rayleigh-jev, ref. [13] i Euler-ov, Zhang i koautori
ref. [5]. Povecanje moda oscilovanja dovodi do povecanih razlika u reSenjima pa je u tim
slucajevima obavezno uzimanje u obzir uticaja inercije rotacije i poprecnog smicanja.

U poglavlju 4 je razmatrana staticka stabilnost sistema elasti¢no povezana dva i tri
nosaca kao i slucaj jednog nosaca Timoshenko-vog tipa na elasticnoj podlozi. Izvedene su

parcijalne diferencijalne jednacine pomeranja tacaka srednjih linija nosaca pri deformaciji i
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analiticki je odredena kriticna sila izvijanja svakog od sistema ponaosob. Izveden je zakljucak da
je sistem najstabilniji u slucaju jednog nosaca na elasti¢cnoj podlozi.

U poglavljima 5 i 6 analizirane su slobodne oscilacije m elasticno povezanih nosaca
Timoshenko-vog i Reddy-Bickford-ovog tipa na elasti¢noj podlozi pod dejstvom pritisnih
aksijalnih sila. Analiticka reSenja prirodnih frekvencija i kriti¢nih sila, ref. Stojanovi¢ i koautori
[15], odredena su trigonometrijskom metodom, ref. Raskovi¢ [28] i verifikovana numerickim
putem. Zakljuéno razmatranje na osnovu numeri¢kog eksperimenta datim u ovom poglavlju
izvodi se na osnovu rezultata u kojima najtacnije aproksimacije daje Reddy-Bickford-ov model
nosaca Cije su vrednosti prirodnih frekvencija najnize. Reddy-Bickford-ovim modelom dobijene
su nize vrednosti u odnosu na Timoshenko-v model $to moze biti od znacaja kod nosaca velikih
poprec¢nih preseka pri ¢emu je najispravnije koristiti deformacionu teoriju viseg reda.

U poglavlju 7 su razmatrane prinudne geometrijski nelinearne oscilacije obostrano
ukljestenog nosaca Timoshenko-vog tipa sa oSteéenjem. U analizi je koriSéena nova razvijena p-
verzija metoda konacnih elemenata koja je omoguéila resavanje problema male Sirine ostecenja.
Prednost nove metode je da u poredenju sa tradicionalnom metodom omoguéava bolje
aproksimacije resenja sa manjim brojem koriséenih stepeni sloboda u numerickoj analizi. Pored
toga, tadicionalnom metodom nije moguce dobiti dobre aproksimacije reSenja u slucaju veoma
malih Sirina oSte¢anja bez obzira na povecanje stepena polinoma. Ova prednost je pokazana i u
poredenju sa rezultatima komercijalnog softvera Ansys. Nove formirane funkcije oblika koje
zavise od lokacije osteéenja mogu se takode koristiti u nelinearnoj analizi neosteéenih nosaca.
Model nosaca sa otvorenim tipom osteéenja je nacinjen geometrijskom promenom na nosacu
koja podrazumeva otvoreni tip kreka pravougaonog poprec¢nog preseka. Promenjena geometrija
nosaca je dovela do otkrivanja sprezanja izmedu longitudinalnih i rotacionih pomeranja
poprecénih preseka nosaca u matricama masa i krutosti linearnih ¢lanova kao i izmedu
transverzalnih i rotacionih pomeranja u matricama krutosti nelinearnih ¢lanova. U poglavlju 7.1
izvedene su nelinearne parcijalne diferencijalne jednacine prinudnog oscilovanja nosaca
Timoshenko-vog tipa sa osteéenjem. Kao posledica osteéenja otkrivena je pojava longitudinalnih
oscilacija obostrano ukljestenog nosaca i njihovi osnovni komponentni oblici su graficki prikazani
(u slucaju obostrano ukljestenog nosaca bez oStecenja, longitudinalnih pomeranja nema).
Zakljuceno je se pojava longitudinalnih oscilacija moze lakse iskoristi za detekciju i lokalizaciju
oStedenja nego promene u osnovnim komponentnim oblicima oscilovanja (rotacione oscilacije
poprecnih preseka je veoma tesko iskoristiti u eksperimentalne svrhe). Najveda longitudinalna
pomeranja nosaca ne zavise od moda u kome sistem osciluje i javljaju se na mestima grani¢nim

povrsinama ostec¢enja. U
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zavisnosti od dubine i lokacije oSteéenja odredeni su i osnovni oblici transverzalnih i rotacionih
pomeranja nosaca. ZakljuCeno je da se devijacija u obliku oscilovanja u odnosu na neosteéeni
nosa¢ povecava sa poveCanjem dubine oSteéenja i moda oscilovanja. U tabelarnom prikazu
prirodnih frekvencija primetno je da su one kod nosaca sa oSteéenjem nizih vrednosti.
Numerickim eksperimentom je obuhvacen i eksperimentalno obraden primer oSteéenog nosaca
gde je prikazano veoma dobro slaganje sa dobijenim rezultatima. U poglavlju 7.2 su Newmark
metodom dobijena resenja sistema neleinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina koje opisuju
kretanje sistema u vremenskom domenu. Zakljuc¢eno je da se amplitude nosaca sa osteéenjem
povecavaju sa poveCanjem dubine osteéenja. Ova pojava je veca u regionu ostecenja. Pored
promene amplituda kao posledice promenjene geometrije, javlja se i pojava asimetrije u
oscilovanju koja je narocito izrazena pri viSim modovima prinudnog oscilovanja. Pri visim
modovima prinudnog dejstva dolazi i do pomeranja nosaca u vertikalnoj ravni prema strani na
kojoj je ostetenje orijentisano. Pri analizi sistema u frekventnom domenu odredene su tacke
bifurkacija i amplitudno-frekventna karakteristika za prvi i treéi harmonik. Na osnovu
prikazanih rezultata se moze zakljuciti da za slucajeve ostecenih nosaca dolazi do pojave interne
rezonancije na mestima koje zavise od lokacije osteéenja. Izvodimo opsti zakljucak da je zbog
interakcije frekvencija izmedu visih modova neophodno izvrsiti amplitudno-frekventnu analizu

nosaca i to za svaki pojedinacni slucaj ostecenja.

Formulisani matematicki modeli u prilozenom istrazivanju mogu se iskoristiti za
formiranje novih koji bi uzimali u obzir geometrijski tip nelinearnosti i promenu krutosti
elasti¢nih meduslojeva sa komponentim pomeranjima pod prigusenjem. Prilozenim istrazivanjem
je formirana celina za sveobuhvatnu dalju analizu nelinearnog oscilovanja dinamickih sistema
sa oSteenjem sa moguénoséu odredivanja uslova ponasanja takvog sistema kao neosteéenog
uvrstavanjem elasticne podloge promenljive krutosti ¢ije bi istrazivanje moglo imati Siroku
primenu u tehnickoj praksi. Odredeni uslovi ponasanja nosaca veéih debljina kao dinamickog
absorbera mogu biti od Sirokog znacaja u primeni mehanic¢kih sistema podvrgnutim aero-
elasticnom podrhtavanju. Prilozeno istrazivanje moze posluziti i kao osnova za dalju analizu
nelinearnih slobodnih i prinudnih oscilacija elasti¢nih tela u mehanici kontinuuma (formulacija
matematickog modela koji uzima u obzir sprezanje longitudinalnih, transverzalnih, torzijskih i

rotacionih oscialcija poprec¢nih preseka elasti¢no povezanih nosaca i nosaca sa osteéenjem u tri
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dimenzije).

Prilozeni rezultati otvaraju nova pitanja koja ¢e biti dalji autorov naucno-istrazivacki
rad usmeren na razvoj novih teorija u nelinearnoj mehanici deformabilnih tela, razvoj
numerickih metoda koja ¢e omoguéiti njihovo resavanje i razvoj softvera za odredivanje
naponsko-deformacionog stanja mehanickih sistema sa osteéenjem gde je nacinjen prvi korak

novom metodom konac¢nih elemenata.
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