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Glava 1

Uvod

Ako ljudi ne veruju da je matematika jednostavna,
to je zato §to ne shvataju koliko je Zivot komplikovan.
John von Neumann (1903 — 1957)

Teorija grafova je relativno mlada oblast matematike. Najveéi napredak dostignut je poslednjih
decenija, zahvaljujuéi savremenoj racunarskoj tehnologiji. Graf je matematicka struktura koja se
koristi pri modeliranju relacija izmedu objekata nekog skupa.

Najstariji problem u teoriji grafova jeste problem Kenigsberskih mostova. Naime, $vajcarski
matematicar Ojler (Leonhard Euler) je 1736. godine naisao na slede¢i problem: grad Kenigsberg
lezi na obalama i na dva ostrva reke Pregel, koji su povezani sa sedam mostova. Pitanje je bilo, da
li je moguce obici sve mostove tacno jednom, polazeéi iz bilo koje tacke.

Glavni zadaci ove doktorske disertacije su prouc¢avanje grafovskih invarijanti, koje su bazirane na
sopstvenim vrednostima i matrici rastojanja. Osim toga, disertacija predstavlja zna¢ajan doprinos
u hemijskoj teoriji grafova i izu¢avanju topologkih indeksa, poput energije i njenih modifikacija.
Takode, predstavljeni su i algoritmi za ra¢unanje nekih grafovskih invarijanti, kao i konstrukcije
grafova sa odredenim svojstvima.

Topoloski indeksi i grafovske invarijante bazirane na sopstvenim vrednostima i rastojanjima
izmedu ¢vorova su veoma zastupljeni u matematickoj hemiji. Njima se modeliraju razne osobine
molekula i njihovih veza. Mnogi indeksi ostvaruju odliénu korelaciju izmedu fizickih, hemijskih,
termodinamickih i bioloskih parametara hemijskih jedinjenja. Wienerov indeks je jedna od najs-
tarijih i najpoznatijih grafovskih invarijanti. Definisan je 1947. godine kao zbir rastojanja izmedu
svih parova ¢vorova,

W(G) = ) d(u,v),

u,veV

gde d(u,v) predstavlja najkrace rastojanje izmedu Cvorova u i v (teorijski rezultati i primene
prikazane su u [80]). U radu su detaljno analizirane dve modifikacije ovog indeksa (za nove topoloske
indekse videti monografiju [108]).

U spektralnoj i algebarskoj teoriji, grafovi se izucavaju koristeéi sopstvene vrednosti matrice
M, koja na neki nacin opisuje svaki graf. Tako se moze govoriti o matrici susedstva A, Laplasovoj
matrici L, matrici rastojanja D, neoznacenoj Laplasovoj matrici @, i drugima [47]. Spektri grafova
i odgovarajuéi sopstveni vektori imaju znacajne primene kod modeliranja i pretrazivanja Inter-
neta, obrada slika i prepoznavanja oblika, klasterizaciji podataka, u multiprocesorskim povezujué¢im
mrezama, u socijalnim mrezama, u matematickoj hemiji, ekonomiji i drugim naukama [48].

Jedan od najilustrativnijih primera je Google PageRank algoritam, koji je zasnovan na itera-
tivnom postupku nalazenja najveée sopstvene vrednosti matrice susedstva. Naime, stranice na In-
ternetu se rangiraju na osnovu medusobnih linkova, a vaznost neke stranice je proporcionalna odgo-
varajuc¢oj komponenti Peronovog sopstvenog vektora. U radu se analiziraju koeficijenti Laplasovog
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Uvod

karakteristicnog polinoma i najveca sopstvena vrednost matrice rastojanja, kao i dve invarijante
koje su bazirane na spektru grafova - energija i Estradin indeks.

Disertacija se sastoji od uvoda, devet poglavlja i zakljucka.

Drugo poglavlje sadrzi osnovne definicije iz teorije grafova, kao i nekoliko primena spektara
grafova u rangiranju stranica sa Web-a, balansiranju optere¢enja u multiprocesorskim sistemima,
klasterizaciji grafova i grafovskoj energiji.

U treéem poglavlju se analizira karakteristi¢ni polinom Laplasove matrice (eng. Laplacian

matrix),
n

P(L(G), ) = det(ul, — L(G)) = 3 (=1)Fepu*.
k=0
Laplasova matrica ima nenegativne realne sopstvene vrednosti gy > po > ... > pp—1 > pn = 0.
Iz Vietovih formula koeficijent ci je simetriéni polinom reda n — 1, a za stabla koeficijent c¢,_o je
upravo Wienerov indeks. Mohar u [195] uvodi uredenje stabala na osnovu Laplasovih koeficijenta,
koristeci relaciju izmedu Laplasovih koeficijenata i broja uparivanja grafa dobijenog potpodelom
grana grafa G. Modifikovana Laplasova energija (eng. Laplacian-like energy) je definisana kao

LEL(G) =) Vi,
=1

koja je analogna grafovskoj energiji. Stevanovié¢ u [228] dokazuje da ukoliko vazi ¢ (G) < cx(H) za
svako k =0,1,...,n za dva grafa G i H sa n ¢vorova, tada je LEL(G) < LEL(H). U radu se daje
korektan dokaz ovog tvrdenja pomocu kompleksne analize [149]. Takode se razmatraju stabla sa
fiksiranim dijametrom, radijusom, maksimalnim uparivanjem, brojem vise¢ih ¢vorova i analizira se
relacija uredenja [147, 142, 138]. Na kraju se pomoc¢u Kelmansove teoreme analiziraju Laplasovi
koeficijenti kod unicikli¢nih grafova i postavljaju neke hipoteze [229].

U cetvrtom poglavlju se analizira matrica rastojanja (eng. distance matrix), koja ima realne
sopstvene vrednosti. Energija rastojanja (eng. distance energy) je definisana kao suma apsolutnih
vrednosti sopstvenih vrednosti matrice rastojanja. Za stabla i neke specijalne tipove grafova, en-
ergija rastojanja je jednaka dvostrukoj vrednosti spektralnog radijusa matrice rastojanja. U radu se
uvode dve generalne transformacije grafova koje povec¢avaju ili smanjuju spektralni radijus matrice
rastojanja. Dokazuje se da medu stablima sa fiksiranim maksimalnim stepenom ¢vorova, metla
By, A (sastavljena od zvezde Sayq i puta duzine n — A + 1 koji je vezan za proizvoljni viseci ¢vor
zvezde) ima maksimalan spektralni radijus matrice rastojanja [230]. Na osnovu kompjuterske pre-
trage medu stablima do 22 ¢vora, postavlja se hipoteza za minimalni slu¢aj. Takode, medu stablima
sa fiksiranim uparivajué¢im brojem i medu grafovima sa fiksiranim hromatskim brojem odreduju se
jedinstveni grafovi koji imaju minimalni spektralni radijus rastojanja. U radu se pokazuju gornje i
donje granice za energiju rastojanja za generalne i bipartitne grafove, poboljsavajuéi ve¢ postojece
nejednakosti [268].

Neka su A1, Ag,..., A, sopstvene vrednosti matrice susedstva. U petom poglavlju se bavimo
energijom grafova, koja je definisana kao suma apsolutnih vrednosti sopstvenih vrednosti matrice

susedstva
n

E@G) =) |\l
i=1
To je parametar koji proizilazi iz Hikelove molekulsko orbitalne aproksimacije za totalnu m-elektron-
sku energiju. Nedavno su uvedene razne modifikacije grafovske energije, kao $to su Laplasova i
energija rastojanja. Do sada su konstruisani parovi ili familije nekospektralnih grafova koji imaju
jednaku energiju, ali su sve konstrukcije bazirane na kompozicijama i linijskim grafovima. Integralni
cirkulantni graf ICG,,(D) ima skup ¢vorova Z,, = {0,1,...,n — 1} i dva ¢vora a i b su susedna ako
i samo ako je ged(a — b,n) € D, gde je D = {dy,ds,...,d;} skup delioca od n. Ovi grafovi su
simetri¢ni, imaju celobrojne sopstvene vrednosti i igraju znac¢ajnu ulogu u modeliranju kvantnih
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mreza koje podrzavaju savrSen transfer (eng. perfect state transfer). U radu se prezentuju parovi
integralnih cirkulantnih grafova sa jednakom energijom [138]. Osim toga su konstruisane familije
od k hiperenergetskih nekospektralnih integralnih cirkulantnih grafova sa jednakom energijiom i n
¢vorova, za svako fiksirano k. Takode se prikazuju tri-ekvienergetski parovi nekospektralnih grafova,
koji imaju jednaku energiju, Laplasovu energiju i energiju rastojanja [144] i daju eksplicitne formule
za obi¢nu energiju i energiju rastojanja unitarnih Kejlijevih grafova (eng. unitary Cayley graphs)
[140]. Verifikacija rezultata je vrSena u programskom paketu MATHEMATICA.
U Sestom poglavlju se proucava novi topoloski Estradin indeks (eng. Estrada index)

EE(G) = Zn: e,
=1

Ovu grafovsku invarijantu je uveo Ernesto Estrada 2000. godine [85], pri analizi preklapanja
molekula proteina i mere centralnosti kompleksnih mreza. Proucavanje matematickih osobina
Estradinog indeksa je pocelo nedavno. U radu se dokazuje da zvezda i put imaju najveéi i na-
jmanji Estradin indeks medu svim stablima sa n ¢vorova, koristeéi spektralne momente (odnosno
brojeve Setnji u grafu). Takode, medu hemijskim grafovima se odreduje jedinstveno stablo sa min-
imalnim Estradinim indeksom i podrzava hipoteza za maksimum [151]. Uz to, analizira se broj
ogranicenih puteva u celobrojnoj mrezi koji se sastoje od koraka (1,1) i (1,—1) i ne seku prave
y=m1iy= —k, ikoriguje se Teorema 3.2 iz [193]. Analogno se definise Laplasov Estradin indeks
(eng. Laplacian Estrada index), koriste¢i Laplasove sopstvene vrednosti [155]. Kako su Estradin
indeks linijskog grafa i Laplasov Estradin indeks usko povezani, odreduju se ekstremalna stabla sa
najmanjom i najve¢om vrednoséu LEFE(G).

Sedmo poglavlje je posveéeno stepen-rastojanje indeksu (eng. degree-distance), koji se definise
kao

DD(G) = > (deg(u) + deg(v)) - d(u, v).

u,veV

Ovu tezinsku modifikaciju Wienerovog indeksa su uveli Dobrynin i Kochetova [81], i nezavisno
Gutman pod terminom Sulcov indeks [101]. U nizu radova odredeni su grafovi sa minimalnim i
maksimalnim stepen-rastojanje indeksom, kao i asimptotske granice za grafove sa datim brojem
¢vorova i dijametrom. Posebna paznja je posvecena unicikli¢nim i biciklicnim grafovima. U radu
se prikazuju ekstremalni unicikli¢ni grafovi sa fiksiranom duzinom ciklusa i time se uvodi novi
pristup u razmatranju invarijante DD(G). Takode, kompletno se resava i hipoteza iz [238] vezana
za maksimum kod bicikli¢nih grafova. Stepen-rastojanje indeks se analizira na parcijalnim kockama
(koje ukljucéuju stabla, benzenoidne sisteme, itd.) i prezentuje se linearan algoritam za racunanje
ove invarijante kod parcijalnih kocki [148].

U osmom poglavlju se analizira Omega polinom i uvodi novi Cluj—Ni§ super indeks. Skup
naspramnih ili topoloski paralelnih grana u okviru iste zatvorene oblasti planarnog grafa formiraju
trake koje se nazivaju naspramne trake ili ops (eng. opposite strips). Ako je m(G, s) broj ops traka
duzine s, tada je Omega polinom (eng. Omega polynomial) je definisan sa [69]

QG x) = Zm(G, s) - x®,

za opisivanje cikliénih molekularnih struktura, naroc¢ito onih koje su povezane sa nanostrukturama.
U ovom delu se navode teoretski aspekti ovog polinoma i ops traka u obliku puteva i ciklusa, sa
ilustrativnim primerima na Platonovim telima [73]. Diskriminativna sposobnost topoloskih mera
je presudna u strukturalnoj karakterizaciji mreza (odnosi se na istrazivanje njihove snage diskrimi-
nacije koja pokazuje koliko se mogu razlikovati neizomorfne mreze). U pogledu bioloske i hemijske
analize grafova, visoko diskriminativna mera je jako pozeljna, jer se tada mogu otkriti manje struk-
turne promene unutar date mreze. U ovom delu, diskriminativna snaga novog super indeksa (koji
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je baziran na matricama omotaca i polinomima) je testirana na molekularnim i sintetickim struk-
turama. Kao rezultat, novi deskriptor moze jedinstveno razlikovati grafove u reprezentativnom
skupu grafova. S obzirom na ¢injenicu da je veéina postojecih topoloskih grafovskih invarijanti de-
generativna, novi Cluj—Nis indeks je dobra polazna tacka za dalja istrazivanja u kontekstu mrezne
analize. Posebno naglasavamo da ¢e samo oni indeksi sa malom slozenoséu izracunavanja imati
potencijal da se primenjuju za analizu kompleksnih sistema.

Distribuirane mreze (eng. distributed networks) sa bar jednim hamiltonovim ciklusom su
proSirenja mreza sa strukturom prstena i intenzivno se koriste u dizajniranju i implementaciji
lokalnih mreza i u paralelnoj arhitekturi racunara. Inspirisani jednim od otvorenih problema u pre-
glednom ¢lanku Bermonda i drugih [22], u devetom poglavlju se predlaze algoritam za konstrukciju
hamiltonovih grafova sa n ¢vorova, maksimalnim stepenom A i dijametrom O(logn) (za svako n
i A). Broj grana u grafovima je asimptotski ogranicen sa (2 — ﬁ — %)n. Specijalno, kon-
struiSemo familiju hamiltonovih grafova sa dijametrom najvise 2|logy n |, maksimalnim stepenom 3
i najvise 1 + 11n/8 grana. Na kraju se prezentuju eksperimentalni rezultati i predlazu dalji pravci
istrazivanja.

U desetom poglavlju se daju izvorni kod Householder-ove metode za odredivanje sopstvenih
vrednosti, kod za energiju integralnih cirkulantnih grafova i pregled koriséenog softvera u disertaciji.

U zakljucku prezentujemo najznacajnije doprinose i sumiramo rezultate ove doktorske dis-
ertacije. Takode predlazemo dalje pravce istrazivanja i nekoliko hipoteza iz spektralne i hemijske
teorije grafova.



Glava 2

Osnovni pojmovi i primene

2.1 Formalne definicije
Na pocetku dajemo neke osnovne definicije iz teorije grafova (pratimo knjige [47, 50, 97, 105, 246]).

Definicija 2.1.1 Graf G (eng. graph) je uredeni par (V,E), gde je E C (‘2/) (skup svih dvoele-
mentnih podskupova skupa V' ). Elementi skupa V se zovu ¢vorovi (eng. vertex), a elementi skupa
E grane (eng. edge) grafa G. Graf G = (V, E) je usmeren ili digraf, ako su grane usmerene tj.
e =u — v. Multigraf je specijalna vrsta grafa, kada je dozvoljeno vise razli¢itih grana koje spajaju
dva ¢vora, kao © grane koje spajaju ¢vor sa samim sobom.

U ovom radu se bavimo samo neorijentisanim grafovima bez petlji i visestrukih grana (prosti
grafovi).

Definicija 2.1.2 Dwva ¢vora grafa u i v su susedna ako su spojena granom e = uv. Pod okolinom
cvora v € V grafa G = (V, E) (eng. neighborhood) podrazumeva se skup N(v) = {u €V :vu € E}
suseda ¢vora v. Stepen évora v (eng. degree) je broj suseda ¢vora v, deg(v) = |N(v)|. Najmangji
stepen grafa G je § = min,ecy deg(v), a najveéi stepen grafa G je A = max,cy deg(v).

Definicija 2.1.3 Graf G' = (V’ E') je podgraf (eng. subgraph) grafa G = (V, E), ako vazi V! CV
1B C EN ( 2 ) Graf G' = (V' E') je indukovani podgraf (eng. induced subgraph) grafa G = (V, E),
akovazi V' CV i E' = EN (V/)

Tako sasvim logi¢ne pojmove puta, ciklusa i rastojanja izmedu ¢vorova, definisa¢emo precizno.

Definicija 2.1.4 Setnja (eng. walk) W duzine k u grafu G je niz vo, €1,v1, €2, V2, . . . , €, Vg CVOTOVA
i grana tako da je e; = vi_1v; zai=1,2,..., k. Cvorovi vy i vy, su krajnji évorovi setnje W. Setnja
je zatvorena ukoliko je vy = vi. Staza (eng. trail) je Setnja u kojoj se nijedna grana ne ponavlja.
Put (eng. path) je Setnja u kojoj se nijedan ¢vor ne ponavlja. Ciklus (eng. cycle) je zatvorena staza
u kojoj se nijedan c¢vor ne ponavlja, izuzev prvog © poslednjeg.

Cvorovi u i v grafa G su povezani ako u G postoji put ¢iji su krajnji évorovi bas u i v. Za graf
G kazemo da je povezan (eng. connected) ako su svaka dva njegova évora povezana - u suprotnom
je graf nepovezan i moze se podeliti na komponente povezanosti.

Definicija 2.1.5 Ako su ¢vorovi u i v grafa G povezani, tada je rastojanje d(u,v) od évora u
do c¢vora v jednako duzini najkraceq puta izmedu cvorova u i v. FEkscentricitet ¢vora v je jednak
maksimalnom rastojanju od v do svih ostalih ¢vorova e(v) = maxyey d(u,v). Dijametar grafa G je
najvece rastojanje izmedu neka dva ¢vora grafa D(G) = max, yev d(u,v), dok se radijus grafa G
definise kao najmangi ekscentricitet medu cvorovima r(G) = minyey £(v).
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Cvorovi minimalnog ekscentriciteta formiraju centar grafa. Stablo ima jedan ili dva centralna
¢vora (u drugom slucaju govorimo o bicentru). Tada vazi

D(T) = 2r(T)—1  ako T ima bicentar
| 2r(T) ako T ima centar.

Graf G je r-regularan, r € N, ako je stepen svakog ¢vora jednak r, tj. § = A = r. Kompletan
graf sa n ¢vorova (eng. complete graph) je graf K,,, n € N, sa skupom ¢évorova {1,2,...,n}, iza
svako 1 <1i,j < nvazi {i,j} € E. Graf G = (V, E) je bipartitan (eng. bipartite graph) ako postoji
particija {4, B} skupa évorova V.= AU B, AN B = (), tako da za svaku granu e € F vazi da ona
spaja ¢vor iz A sa ¢vorom iz B. Graf G je planaran (eng. planar) ako se moZe nacrtati u ravni,
tako da se nikoje dve grane ne seku.

Definicija 2.1.6 Uniju grafova Gy = (V1,E1) @ Gy = (Va, E3) definisemo kao graf G; U Gy =
(V1 U Vo, Eq U Ey). Spajanje (eng. join) grafova Gp V Ge se dobija od grafa G1 U Ga, tako sto
spojimo granom svaki ¢vor iz grafa G sa svakim cvorom iz Go. Komplement G grafa G = (V, E)

je graf G = <V, (‘2/) \E), dakle on sadrzi tacno one grane koje graf G nema.

Definicija 2.1.7 Neka je G prost graf, v € V proizvoljan évor i e = uv proizvoljna grana. Graf
G' = G — v je dobijen brisanjem ¢vora v i svih grana koje su susedne sa njim. Graf G — e dobijamo
kada iz grafa G uklonimo granu e = uv.

Definicija 2.1.8 Povezan graf bez ciklusa naziva se stablo (eng. tree). Graf koji ne sadrzi cikluse,
tj. graf ¢ija je svaka komponenta povezanosti stablo, naziva se suma (eng. forest). Cvor stepena 1
u grafu G naziva se list ili viseéi ¢vor (eng. leaf ili pendant vertex).

Teorema 2.1.9 Sledeéi uslovi su ekvivalentni za graf T sa n évorova:
(i) T je povezan graf i ne sadrzi cikluse;
(ii) T je povezan graf i ima n — 1 granu;
(iii) T ne sadrzi cikluse i ima n — 1 granu;
(iv) T ne sadrzi cikluse, dok T + e sadrZi tacno jedan ciklus za svako e € (‘2/) \ E;
(v) Za svaki par ¢vorova u,v € V, postoji tacno jedan put izmedu u i v u grafu T';
(vi) T je povezan graf, koji izbacivanjem bilo koje grane postaje nepovezan.

Stabla imaju visestruku primenu u razli¢itim oblastima nauke (pri parsiranju, kompresiji, za
sortiranje i pretrazivanje podataka). Svako stablo mozemo nacrtati, tako sto fiksiramo koren stabla,
a zatim crtamo sve njegove direktne susede u sledeéem nivou, pa onda susede na rastojanju 2
u sledeéem nivou i tako dalje. Ovo se radi algoritmom pretrage u Sirinu (eng. Breadth First
Search). Kako do svakog ¢vora postoji jedinstven put od korena, dubinu stabla definisemo kao
najveée rastojanje od korena do ostalih ¢vorova. Vrlo vazna struktura podataka u programiranju
je korensko binarno stablo, gde svaki ¢vor ima najvise dva potomka.

Definicija 2.1.10 Razapinjucée stablo T = (V, E') (eng. spanning tree) je podgraf grafa G = (V, E),
koji je stablo i sadrZi sve ¢vorove i neke njegove grane, tj. E' C E.

Lema 2.1.11 Neka je T stablo sa najvecim stepenom A > 2. Tada T sadrzi bar A listova.

Za dva grafa sa istim brojem ¢vorova, koji su povezani ”"na isti na¢in” kazemo da su izomorfna
(eng. isomorphic).
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Definicija 2.1.12 Grafovi G i H sa skupom c¢vorova V- = {1,2,... ,n} su izomorfni, ako postoji
permutacija tj. bijekcija p : V. — V évorova V, tako da je (u,v) € E(G) ako i samo ako je
(p(u),p(v)) € E(H). Tada pisemo G = H.

Definicija 2.1.13 Graf je uniciklican ako je povezan i sadrzi tacno jedan ciklus, odnosno n + 1
granu. Graf je biciklican ako je povezan i sadrzi tacno dva ciklusa, odnosno n+ 2 grane.

Sada ¢emo definisati jos neke sloZenije grafovske invarijante.

Definicija 2.1.14 Graf G je k-povezan, ako ne postoji skup od k—1 ¢vorova ¢ijim se uklanjanjem
graf raspada na nekoliko komponenti (odnosno ¢vorna povezanost je > k). Cvor v € V grafa G
se naziva artikulacioni ¢vor (eng. articulation vertex) ako G — v ima vise komponenti povezanosti
od G. Grana e € E grafa G se naziva most (eng. bridge), ako G—e ima vise komponenti povezanosti

od G.

Prema tome, povezani graf je 1-povezan, a 2-povezani graf (eng. biconnected graph) ne sadrzi
artikulacioni ¢vor.

Definicija 2.1.15 Skup c¢vorova S u grafu G je nezavisan, ako nikoja dva ¢vora iz S misu povezana
granom. Broj nezavisnosti a(G) je maksimalna veli¢ina nezavisnog skupa grafa G.

Definicija 2.1.16 Uparivanje M je skup nesusednih grana grafa G — nikoje dve grane ne dele
zajednicki cvor. Maksimalno uparivanje je uparivanje sa najveéim brojem grana, dok je uparivajuci
broj upravo velicina maksimalnog uparivanja. Cvor v je uparen ako je incidentan sa granom koja je
u uparivanju; inace je évor neuparen. Cvor je perfektno uparen ako je uparen u svim maksimalnim
uparivangima grafa G.

Linearni algoritam za konstruisanje najveéeg uparivanja u stablu je grabljiv i zasnovan na
matematickoj indukciji. Naime, uzmemo proizvoljan list v i uparimo ga sa njegovim roditeljem w.
Oba ¢vora uklonimo iz stabla i preostali deo resavamo indukcijom. Za viSe detalja o implementaciji
videti [43]. Lako se pokazuje da ukoliko stablo ima savrseno uparivanje, tada je ono jedinstveno.

Definicija 2.1.17 Hromatski broj grafa G je nagmangi broj boja x(G) potrebnih da se oboje évorovi
grafa G, tako da nikoja dva susedna ¢vora nemaju istu boju — odnosno najmangja vrednost x, za
koju je graf x-obojiv. Klika broj grafa G predstavlja veli¢inu najveceg kompletnog podgrafa grafa G
i oznacava se sa w(G).

Iz definicije direktno sledi nejednakost x(G) > w(G).

2.2 Spektralna teorema

Tehnike iz teorije grupa i linearne algebre su nezamenljive u proucavanju strukture i enumeracije
grafova.

Definicija 2.2.1 Sopstvena vrednost (eng. eigenvalue) matrice A je realan broj A, ako matriéna
jednacina
Ax=X-x

ima netrivijalno reSenje, koje nazivamo sopstveni vektor (eng. eigenvector). Sopstvene vrednosti
grafa su sopstvene vrednosti matrice susedstva.



Osnovni pojmovi i primene

Spektar grafa (eng. graph spectrum) je skup sopstvenih vrednosti matrice susedstva, zajedno
sa njihovim algebarskim viSestrukostima. Skup svih sopstvenih vektora operatora A za sopstvenu
vrednost A, zajedno sa nula vektorom, u oznaci V), naziva se sopstveni potprostor za A. VisSestrukost
za sopstvenu vrednost A je jednaka n —rang(Al — A). Ako su razli¢ite sopstvene vrednosti matrice
A takve da vazi Ay > A9 > ... > )\, a njihove visestrukosti m (A1), m(A2),...,m(\g), tada spektar
grafa oznaCavamo sa:

Specr — < )\1 )\2 . /\k >
PG =\ mn) me) ... m()
Sopstvene vrednosti Aj, Ag, ..., A, su nule karakteristicnog polinoma (eng. characteristic poly-

nomial) matrice A

P(z;A) = det(z] — A) = (—1)"det(A — zI) = ﬁ(m —Ai).
i=1

Kako je P(z;A) moni¢an polinom sa celobrojnim koeficijentima, sve njegove racionalne nule
su celobrojne — pa su sopstvene vrednosti matrice susedstva ili iracionalne ili celobrojne. U radu
¢emo oznacavati sa P(x; G) karakteristi¢ni polinom matrice susedstva grafa G. Ako je dat monican
polinom, vrlo je tesko odrediti da 1li je on karakteristican polinom nekog grafa. Dva grafa su
kospektralna ako njihove matrice susedstva imaju iste sopstvene vrednosti. Kospektralni grafovi ne
moraju da budu izomorfni, ali su izomorfni grafovi uvek kospektralni.

Teorema 2.2.2 Sliéne matrice A i B imaju iste karakteristicne polinome. Obrat ne vazi.

Teorema 2.2.3 (Spektralna teorema) Realna simetricna matrica A ima samo realne sopstvene
vrednosti i n ortonormalnih sopstvenih vektora.

Sledeéa teorema (eng. Courant-Fischer Theorem), iako vrlo jednostavna je jedan od alata koji
¢emo najcesce koristiti.

Teorema 2.2.4 (Rejlijev odnos (eng. Rayleigh quotient)) Neka suX; > Ao > -+ > A\ neke
sopstvene vrednosti realne simetricne matrice A sa odgovarajuéim ortonormiranim sopstvenim vek-

torima X1,X2,...,Xk. lada za svaku nenula linearnu kombinaciju y = Zle a;Xi, vaZi Rejlijev
odnos: -
A
MY - Y >
y'y

Jednakost vazi ako i samo ako je'y sopstveni vektor koji odgovara Ay ili A, respektivno.

Dokaz. Kako su vektori x; ortonormirani, vazi x; - Xj = d;;.

k k k
yTy = (Z az‘Xi> : (Z aixi> = Zaiz.
i=1 i=1 i=1
k k k k k
yTAy = (Z aixi> . (ZA . aixi> = (Z aixi> . (Z ai)\ixi> = Z /\Z-af.
=1 i=1 =1 i=1 =1

Iz poslednjih jednakosti sledi:

k 2 k 2 T k 2
AL = D ic1 A6 > D iz At _Y Ay > D im1 Aki — A,

Zf:l)‘i B Z§:1Ai yTy B Z§:1Ai

gde vazi znak jednakosti ako i samo ako je a; = 0, kada god je A\; # A1 odnosno \; # A za levu ili
desnu stranu. |
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Teorema 2.2.5 (Teorema o preplitanju) Neka je A realna simetricna matrica. Matrica A’ se
sastoji od prvih n — 1 kolona i prvih n — 1 vrsta matrice A. Ako su sopstvene vrednosti za A i A’
redom A\ > Ao > -+ > Ay b1 > o > -+ > pp—1, tada vazi nejednakost:

M2 p1 2> pp > 2> A1 > fip—1 > A

Teorema 2.2.6 (Teorema Peron-Frobenijusa) Neka je A = [a;5] ireducibilna simetricna ne-
negativna matrica dimenzija n X n. Ako je A\ > Ao > ... > A, spektar matrice A, tada vazi:

(i) M >0,

(i) Odgovarajuéi sopstveni vektor za A1 ima sve strogo pozitivne komponente,

(11i) N\ > |Ni| za i =2,n,
(iv) A1 je prosta sopstvena vrednost,

(v) Ap, = —A1 ako i samo ako se A svodi na formu (B je kvadratna matrica)
0 B'
B 0 |-
2.3 DMatrica susedstva i Laplasova matrica

Grafovi se obi¢no predstavljaju graficki crtanjem tacke za svaki ¢vor i linije izmedu dva ¢vora koji
su susedni. Postoji mnogo nacina da se graf predstavi u memoriji racunara. Struktura podataka
koja se koristi zavisi od osobina grafa i algoritma koji primenjujemo. Teoretski se mogu razlikovati
dinamicke i matri¢ne strukture, ali se u praksi koriste u kombinaciji. Ukoliko se koristi lista suseda
(eng. neighbor list), tada za svaki ¢vor v ¢uvamo listu ¢vorova koji su susedni sa njim. Ukoliko se
radi o matrici susedstva (eng. adjacency matrix) - tada se koristi matrica A dimenzija n x n, gde
je n broj ¢vorova u grafu. Element a;; je jednak broju grana koje polaze iz ¢vora i, a zavrSavaju
se u ¢voru j. Kod tezinskih grafova na polju (i, ) se nalazi tezina grane koja povezuje ¢vorove i
i j. Ako je graf prost i neusmeren, matrica je simetricna sastavljena samo od 0 i 1, a na glavnoj
dijagonali se nalaze nule.

Teorema 2.3.1 U prostom grafu G, broj puteva duzine k koji spajaju c¢vorove v; i v; jednak je

elementu al(-;?), tj. elementu na poziciji (i,7) u matrici A*.

Definicija 2.3.2 Linijski graf (eng. line graph) L(G) je multigraf koji za ¢vorove ima skup grana
grafa G, a dva ¢vora e i f iz L(G) su povezana ako i samo ako su grane e i f susedne u grafu G.

Teorema 2.3.3 Za svaku sopstvenu vrednost py, matrice L(G) vaZi nejednakost:

0 < < max [deg(v;) + deg(v;)] = M.

(vivj)EE

Dokaz. Ako je x = [x1,T2,...,,]", tada vazi:
x'L(G)x = x'D(G)x—x"AG)x = Z deg(v;) - 22 — 2 Z LT
i=1

(’l)i’l)j)EE
= Z (JIZ - .Z'j)2 > 0.
(vivy)EE

Dakle, matrica L(G) je nenegativno semidefinitna. Sada za sopstvenu vrednost p matrice 