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PREDGOVOR

Istorijski posmatrano, jo§ 1809. godine kod C.F.Gauss-a je implicitno
sadrzana ideja o generalisanim inverzima, i to u vezi sa uvodenjem principa
metoda najmanjih kvadrata kod nekonzistentnih sistema. lako se teorija gen-
eralisanih inverza u stvari razvila u poslednjih tridesetak godina, I.Fredholm
je jos 1903. godine definisao pseudoinverz linearnog integralnog operatora koji
nije invertibilan u obi¢nom smislu, dok je W.A.Hurwitz 1912. godine uveo
pojam pseudorezolventnog operatora. Generalisani inverzi diferencijalnih op-
eratora implicitno su sadrzani u Hilbert-ovom razmatranju generalisane Green-
ove funkcije 1904. godine, a kasnije su ih proucavali i drugi autori. E.H.Moore
je prvi definisao i proucio jedinstveni generalisani inverz proizvoljne matrice,
nazvavsi ga "recipro¢nost matrice”. Moguce je da je do ovih rezultata Moore
dosao jos 1906. godine, mada su prvi objavljeni tek 1920. godine. Medutim
njegov rad malo je bio poznat Sirokoj javnosti, verovatno zbog specificnosti
terminologije i oznaka. Tek 1955. godine rad R.Penrose-a [47], pobudio je
pravi interes za izuc¢avanje ove problematike.

Zajednicki problem nastao pri implementaciji razli¢itih metoda za nu-
mericko izrac¢unavanje generalisanih inverza je brzo uve¢anje operacija u pokret-
nom zarezu. U rekurzivnoj implementaciji partitioning metoda [74], glavni
problem je ponavljanje izracunavanja generalisanih inverza nekih matrica. U
algoritmu za implementaciju limit reprezentacije generalisanih inverza, pred-
lozenom u [74], ponovna izracunavanja su angazovana u nekoliko izraza, koji
koriste blokovske matrice sa identi¢nim blokovima. Konacno, implementacija
generalne determinantske reprezentacije vodi ka multiplikativnom ponovnom
izracunavanju nekih minora dve date matrice. Tim pre, ovaj metod zahteva
takode izracunavanje znatnog broja razlicitih minora.

U disertaciji su opisani odgovarajuci algoritmi koji eliminisu ove poteskoce.
Prvi pristup, koristi moguénosti paketa MaTHEMATICA verzija 4.0 (videti [83,
84]) u simbolickom izrac¢unavanju:

1. Simbolicke matri¢ne algebre, koja ukljucuje simbolicke operacije nad
vektorima i matricama.

2. Algebarske manipulacije, koja ukljucuje izracunavanja sa simbolima i
operacijama na algebarskim izrazima.

3. Ugradena funkcija simplifylexpr]l, koja obezbeduje niz algebarskih ma-
nipulacija nad expr, a vra¢a expr u pojednostavljenoj formi.

Drugi pristup je baziran na konstrukciji nekoliko baza podataka u funkciji
programskog paketa peLpHI [11].

Disertacija se sastoji iz tri glave. Prvi glava je uvodnog karaktera i u njoj su
opisani osnovi pojmovi vezani za problem izracunavanja generalisanih inverza.



U ovoj glavi, su opisani neki poznati rezultati vezani za generalisane inverze
kao i ukazani uoceni nedostaci metoda i algoritama za izracunavanje inverza.
U drugoj glavi, koja predstavlja i najvec¢i deo disertacije, opisani su metodi
za simbolicko izra¢unavanje generalisanih inverza. U ovoj glavi je izucavan
problem simbolickog izracunavanja Moore-Penroseovog inverza na racionalne,
polinomijalne i retko posednute matrice, a glava se sastoji iz tri poglavlja i to:
generalisani inverzi numerickih i racionalnih matrica [74], generalisani inverzi
polinomijalnih matrica [75] i generalisani inverzi retko posednutih matrica [77].
Poglavlja sadraze nove algoritme, metode i mnostvo numerickih rezultata i test
primera. Algoritmi koji su predlozeni u mnogome poboljsavaju konvergenciju
metoda, a primeri koji su dati opravdavaju njihovo uvodenje. Algoritmi su
narocito pogodni za primenu u proceduralnim programskim jezicima, koji ne-
maju mogucénost simbolickog izracunavanja. Ova glava sadrzi i jos neobjavl-
jenih rezultata, kao sto su: efektivni algoritam za izracunavanje Drazinovog
inverza sa jednom i viSe promenljivih, metoda pregradivanja za polinomijalne
matrice, metoda inverzije interpolacijom itd. U trecoj glavi, je opisan metod
za iraCunavanje generalisanih inverza pomocu baza podataka, koji opravdava
uvodenje sliénih algoritama u proceduralnim programskim jezicima. Metoda
determinantske reprezentacije vodi ponovnom izracunavanju istih minora za
dve date matrice. Algoritam zahteva izrac¢unavanja znacajnog broja razlicitih
minora. Pristup, koji omogucuje, da se izbegnu ponovna izracunavanja istih
minora, bazira se na konstrukciji nekoliko baza podataka. U bazama se ¢uvaju
rezultati i svi medu rezultati. U izrazu koji koristi ranije izracunate minore
potrebno je samo procitati njegovu vrednost iz odgovarajuce baze podataka u
koju je smesten [74].

Napomenimo da je ova disertacija zasnivala pre svega na originalnim obja-
vljenim i jo$ neobjavljenim rezultatima, a predlozena resenja problema mogu
da se iskoriste u razli¢itim problemima i situacijama. Aktuelnost ovako iz-
abrane disertacije, najbolje se vidi u velikom broju radova, koji se na tu temu
objavljuju zadnjih godina. Problematika vezana za temu disertacije, po Amer-
ican Mathematics Subject Classification (1991) nalazi se primarno u: 15A09 i
68Q40. Svi kodovi programa i test primeri, u disertaciji su u izvornom obliku
i mogu se po potrebi koristiti u slicnim problemima.

Zelim da izrazim veliku zahvalnost mom mentoru dr Predragu Stanimiroviéu,
profesoru Prirodno-matematickog fakulteta u Nisu, na korisnim savetima, pravil-
nom usmerenju i nesebi¢noj pomodi.

Najvecu zahvalnost dugujem mojoj porodici na ljubavi, strpljenju i podrsci.

U Nisu 2003. godine.

v



Uvod 5

1 UVOD

Generalisani inverzi proucavaju se u mnogim matematickim disciplinama, npr.
u linearnoj algebri, teoriji operatora, teoriji semigrupa, prstena, itd. Potreba
za jednom takvom teorijom javila se u vezi tzv. nekorektno postavljenih lin-
earnih problema. Prema J.Hadamard-u (1902), jednacina Ax = y, gde je
A preslikavanje iz topoloskog prostora X u topoloski prostor Y predstavlja
korektno postavljen problem ako:

a) reSenje x € X ove jednacine postoji za svako y € Y;

b) resenje x € X je jedinstveno u X;

¢) postoji neprekidna zavisnost = od y.
Problem je korektno postavljen ako postoji inverzno preslikavanje A= : Y —
X i ako je ono neprekidno. Na primer, ako je A nesingularna matrica, postoji
jedinstvena inverzna matrica A™1, tako da je AA™' = A7'A = I. U tom
slucaju sistem linearnih jedna¢ina Ax = y ima jedinstveno resenje x = A~ ly.
Medutim, ako je A singularna ili pravougaona, A~! ne postoji, ali to ne znaci
da resenje sistema ne postoji. Cak i kod sistema koji nisu konzistentni, moze
se posmatrati priblizno resenje dobijeno metodom najmanjih kvadrata. Ove
probleme, kao i mnoge druge u numerickoj algebri, optimizaciji i sistemima
upravljanja, teoriji igara i elektri¢nih kola, programiranju, statistici, ekonomiji
i drugim oblastima, moguce je resiti uvodenjem generalisanih inverza matrice
ili linearnog operatora. Da bi generalisani inverz, kao uopstenje obi¢nog in-
verza, bio od koristi u resavanju ovih problema, treba da ispunjava sledece
uslove: da postoji za Siru klasu operatora od klase invertibilnih operatora, da
ima neka svojstva obi¢nog inverza i da se u slucaju invertibilnog operatora
svodi na obic¢an inverz.

Moore-Penroseov inverz
Poznat je vedi broj ekvivalentnih definicija Moore-Penroseovog inverza. R.

Penrose je 1955. godine dokazao slede¢u teoremu [47]:

Teorema 1.1 (Penrose) Za datu matricu A € C™" postoji jedinstvena ma-
trica X € C™™ koja ispunjava jednacine

(1) AXA=A (2) XAX =X
(3) (AX)"=AX  (4) (XA)=XA
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Penrose je matricu X oznacio sa Al i nazvao je generalisani inverz matrice
A. On postoji za singularne i pravougaone matrice, a u slucaju regularne
matrice je AT = A~!. Za matricu A" koristi se naziv Moore-Penroseov inverz
matrice A.

Teorema 1.2 (Moore) Za datu matricu A € C™" postoji jedinstvena matrica
X € C™™ tako da za pogodno izabrane matrice Y i Z vaZzi:

AXA = A, X =YA = A Z
Osim toga je
XAX = X, (AX)" = AX, (XA)" = XA

Definicija 1.1 (Funkcionalna definicija generalisanog inverza) Za datu ma-
tricu A € C™" definisimo linearnu transformaciju At : C™ — C" relacijom

N N N -1
Atz =0 ako z € R(A)* i Alz = <A|R(A*)> x ako x € R(A). Matrica lin-

earne transformacije At oznacava se sa Al i naziva se generalisani inverz za
A.

Definicija 1.2 (Mooreova definicija) Generalisani inverz za A € C™" je
jedinstvena matrica At takva da je

(i) AAT = Ppes), (i) ATA = Pruan.

Definicija 1.3 [47] (Penroseova definicija). Za A € C™*™ generalisani inverz
je jedinstvena matrica AT € C™™ koja ispunjava jednacine (1), (2), (3) i (4).

Teorema 1.3 Funkcionalna, Mooreova © Penroseova definicija generalisanog
muverza su ekvivalentne.

Teorema 1.4 [33] Neka je A = PQ potpuna rang faktorizacija matrice A, tj.
PeCM™iQ e C". Tada je

AN = QTP = Q(QQ") " (P*P) ' P".

Aproksimativna svojstva generalisanih inverza.

Posmatrajmo problem reSavanja linearnog sistema Ax = b, gde su A €
Cm™*™ i e C™ zadati. Ovaj problem ima resenje ako i samo ako je b € R(A);
reSenje je jedinstveno ako i samo ako je N(A) = {0}. Osim toga, posmatra se
sledeéi problem: ako b ¢ R(A), tada odrediti x, tako da Ax bude “najblize”
vektoru b.



Uvod 7

Definicija 1.4 [33], [54] Dat je sistem jednacina Ax = b, A € C™*". Pseu-
doinverz X je minimalne norme matrice A ako je za svako b € R(A), v = Xb
resenje jednacine Ax = b, i ako je

win 2] = | X
xr=

Teorema 1.5 [33], [54] X je g-inverz matrice A takav da je Xb resenje sis-
tema Ax = b minimalne norme ako i samo ako X ispunjava uslove

AXA=A (XA) = XA.

Lema 1.1 [54] Ako je ||z||> = *Nx (ili (z,y) = y*Nzx), gde je N pozitivna
matrica, tada mozZemo pisati

AXA=A (XA)* = NXA.

Teorema 1.6 [33] Neka je A € C™*" b e C™. Ako je sistem Ax = b konzis-
tentan, vektor x = AUV ALY € AL1 4} je jedinstveno resenje za koje je
||| nagmanga. Vazi i obrnuto, tj. ako je matrica X € C"*™ takva da u slucaju

konzistentnog sistema Ax =y, x = Xb predstavlja resenje sa najmanjom nor-
mom, tada X € A{1,4}.

Lema 1.2 Resenje sa minimalnom normom je jedinstveno (mada ne mora
biti i g-inverzija jedinstvena).

Teorema 1.7 [54] Neka je M pozitivno semi-definitna matrica i neka je X g-
inverz od A, takav da je Xb resenje od Ax = b sa minimalnom semi-normom.
Tada A zadovoljava uslove:

AXA=A (XA*M = MXA.

Definicija 1.5 [54] Data je nekonzistentna jednacina Ax = b. Vektor zy je
najmanje kvadratno resenje ako je

[Azo — bl < ||Az = b, (z € C™).

X je tezinski najmanje srednje-kvadratni inverz za A sa tezinom M ako za
svako b € C™ vektor x = Xb obezbeduje minimalnu vrednost izraza

|Az — bllyr, Vo e Cn.

Za pseudoinverz X koristi se oznaka A;apy, ili A;, dok se klasa takvih inverza
oznacava sa {A;an}, ili sa {4;}. Podklase ovih klasa u kojima su izdvojena
resenja jednacine Az = b oznacavaju se sa {A;,} , odnosno {A; }.
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Teorema 1.8 [54] X je g-inverz od A, takav da je Xb najmangje srednje-kvad-
ratno resenje jednacine Ax = b, za svako b € C™, ako i samo ako X ispunjava
uslove

AXA=A (AX) = AX.

Teorema 1.9 [33] Za A € C™™ b € C™, ||Az — b|| je najmanje za v =
A3, Obrnuto, ako je X € C™™  takva matrica da je za svaki vektor b
norma | Az — b|| nagmanja, tada X € A{1,3}.

Ako je Xb najmanje srednje-kvadratno reSenje, tada je klasa najmanje
srednje-kvadratnih resenja data sa

Xb+ (I —XA)z, =z proizvoljno.

Pseudoinverz G koja obezbeduje najmanje srednje-kvadratno reSenje sis-
tema Az = b se oznacava sa A, kada je norma indukovana skalarnim pro-
izvodom (-,-) ili sa Al_(M), u slucaju kada je norma izvedena iz skalarnog
proizvoda (-, -)5s (i naziva M-najmanje srednje-kvadratni g-inverz).

Veza izmedu Moore-Penroseovog inverza i najmanje-kvadratnog reSenja
minimalne norme, koju je prvi dokazao R. Penrose [47] data je slede¢om teo-
remom.

Teorema 1.10 Neka je A € C™*" ¢ b € C™. Tada, izmedu svih najmanje-
kvadratnih resenja jednacine Ax = b, minimalne norme je x = A'b. Obrnuto,
ako je X € C™™ takva matrica da je za svaki vektor b norma Xb najmanje-
kvadratno resenje minimalne norme, tada je X = At.

) . 1. . 1
Lema 1.3 [54] Ako je |lyll = llylla = (y"My)2 i ||lz]n = |lzllxy = (z"Nz)z,
gde su M i N pozitivno definitne, tada X ispunjava jednacine

AXA=A, XAX =X, (AX)*M = MAX (XA)*N = NXA

Rao i Mitra [54] su g-inverz koji zadovoljava uslove Leme oznagcili sa AE\/[, N
sto predstavlja resenje sa minimalnom N-normom (ili seminormom) i najmanje
kvadratnom M-normom. Kada su M i N jedini¢ne matrice, koristimo oznaku
AT izostavljajuéi indekse.

Ben Israel i Grevile [33] su koristili nesto drugacije oznake, i dokazali opstiju
teoremu.

Teorema 1.11 Neka su A € C™*", b e C™, i neka su M € C™*™ N e C"*"
pozitivno definitne matrice. Tada postojgi jedinstvena matrica X = AJ(rM,N) €

A{1,2} koja ispunjava uslove
(MAX)" = MAX,  (NXA)"=NXA
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Osim toga, || Az —bl|5s uzima minimalnu vrednost za x = Xb, i za skup vektora
x reSenje x = Xb ima minimalnu normu ||z||y.

Obrnuto, ako Y € C™ ima osobinu da je, za sve b, x = Y'b, takav vektor
za koji je ||z||xy najmanje i ||[Ax — b||ps minimalno, tada je Y = A MN)

Lema 1.4 AMN je jedinstveno ako je M pozitivno definitna. Kada su N i M

pozitivno semidefinitne tada A}LV[N ne mora biti jedinstveno.

Teorema 1.12 [54] Svaka matrica A € C™"™ moZe se predstaviti u obliku
proizvoda A = PQ dve matrice potpunog ranga P € C™" 1 Q) € C*".

Ovakva dekompozicija nije jedinstvena. Medutim, ako je jedna od matrica
P ili ) zadata, tada je druga matrica jednoznacno odredena. Potpuna rang
faktorizacija se moze upotrebiti za izracunavanje razlicitih klasa generalisanih
inverza.

Teorema 1.13 Ako A € C™"™ ima potpunu rang faktorizaciju A = PQ,

(P e CM, (Q € C*™), i ako su Wy € C" ¢ Wy € C™™ matrice koje
ispunjavaju uslove rank(QW,) = rank(W2P) = rank(A), tada vazi:

AT = Q)P P)TIP = QP[]

A{1,2} = W(QWh) ' (WoP) "Wy = Q' Pt [54)
A{1,2,3} = WA(QWH) (P*P)'P* = Q'P" [5]
A{1,2,4} = Q1(QQ")'(WLP)"'Wy = QTP [5)

A% = P(QP)7?Q,

gde Pl_1 predstavlja levi inverz matrice P, a Q' desni inverz matrice Q [43
44].

Ovaj metod je naroc¢ito pogodan za matrice potpunog ranga, jer se tada
jedna od matrica P i @) svodi na jedinicnu. Na primer, za Moore-Penroseov
inverz vazi:

S AT <
T (A*A)TAY mo> .

Aproksimativna svojstva generalisanih inverza mogu se prouéiti u [1, 5, 47].
Aproksimativna svojstva generalisanih inverza omogucavaju da se oni mogu
izracunati minimizacijom dve norme, odnosno funkcije. Ova njihova korisna
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osobina omogucava da se poveze izracunavanje generalisanih inverza kaoi LSS,
NLSS resenja sa razlicitim metodima optimizacije.

Implementacija razlic¢itih metoda za izracunavanje LSS i NLS'S, koji nisu
bazirani na optimizaciji, moze se nadi u [29, 28, 49, 61].

Grevile je u [33] predlozio rekurzivni algoritam koji daje Moore-Penroseov
pseudoinverz matrice R prosirene odgovaraju¢im vektorom r oznacenog sa
Rt. Algoritam je medutim, kao i mnogi numericki algoritmi za izraéunavanje
inverza, nestabilan. Dobro je poznato da je prisutna greska u zaokruzivanju i
neke male vrednosti uzimamo kao nula. Stoga je jasno da ove diskontinuitete
treba izbeéi. Tokom simbolicke implementacije, promenljive se ostavljaju u
tacnoj formi ili mogu biti "izostavljene” (bez numerickih vrednosti), tako da
nema gubitka koji moze nastati zaokruzivanjem.

[zracunavanje Moore-Penroseovog inverza za polinomijalne i racionalne ma-
trice, baziran na Leverrier-Faddeevom algoritmu proucavan je u [2, 17, 22, 23,
24, 25]. U literaturi je poznat veéi broj aplikacija za izra¢unavanje generisanje
inverza polinomijalnih matrica [22, 23, 24, 25, 30, 31, 32]. U [22] opisana
je implementacija algoritma za izracunavanje Moore-Penroseovog inverza sin-
gularnih racionalnih matrica u programskom jeziku mapre. Algoritmi koji
koriste reprezentaciju matrice u polinomijalnoj formi, su narocito pogodni
za implementaciju u programskim paketima koji ne mogu vrsiti simbolicka
izracunavanja.
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2 SIMBOLICKA IMPLEMENTACIJA
GENERALISANIH INVERZA

Pomoc¢u direktnih metoda svaki element generalisanog inverza izracunava se
direktno, bez iterativnih poboljSanja. Razmatra se implementacija slede¢ih
grupa metoda:

1. metode bazirane na matricnim faktorizacijama [43];

2. metode koje proisticu iz blokovskih dekompozicija [42, 44, 69, 70];

3. metode pregradivanja [66];

4. determinantska reprezentacija [68].

[terativnim metodama se rezultat prilikom izracunavanja generalisanog in-
verza u svakom iterativhom koraku poboljsava. Metode se mogu prouciti u
[1, 5, 47].

Implementacija razlic¢itih metoda za izracunavanje LSS i NLS'S, koji nisu
bazirani na optimizaciji, mogu se naéi u [29, 28, 49, 61].

O generalisanim inverzima i grani¢nim procesima moze se procitati u [63,

74].

2.1 INVERZI NUMERICKIH I RACIONALNIH
MATRICA

2.1.1 Elementarne matri¢ne transformacije

Elementarne transformacije nad vrstama (kolonama) matrice A € C**" su:

1. zamena dve vrste (ili kolone) u A;

2. mnozenje svih elemenata vrste (ili kolone) matrice A nenula brojem;

3. sabiranje bilo koje vrste (ili kolone) u A sa nekom vrstom (ili kolonom)
iz A, koja je prethodno pomnozena nekim brojem.

Moze se pokazati da su ovakve transformacije nad vrstama matrice A ek-
vivalentne sa mnozenjem matrice A sa leve strane, odgovaraju¢im regularnim
matricama. Analogno, elementarne transformacije nad kolonama se mogu za-
meniti mnozenjem regularnim matricama sa desne strane. Na primer, zamena
vrste 41 14y (i3 < i2) matrice A je ekvivalentna mnozenju matrice A sa leve
strane matricom P(iy,i5), koja se dobija zamenom iy vrste i iy vrste u je-
dini¢noj m X m matrici, sleva:
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i1—> 1

P(iy,i2) =

iy — 1 ... ... ... 0

Slicno, efekat mnozenja i-te vrste matrice A nenula elementom k se moze
postiéi formiranjem proizvoda M (i, k), gde je matrica M (i, k) dobijena iz je-
dini¢ne matrice reda m X m mnozenjem njene i-te vrste sa k:

Konacno, dodavanje #; vrsti vrste 75 pomnozene realnim brojem k je ek-
vivalentno mnozenju matrice A matricom D(iy,is,13) sleva, koja se dobija
izvrSenjem analognih transformacija na jedini¢noj matrici reda m.
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o .
i 1 k
. ) i1<i27
i2—> 1
S 1
D(Zlvl2723): :1 3
i2—> 1
. , to < 17.
i — ko1
- 1_

Mnozenje sdesna matrice A matricama P(iy,19), M (i, k), D(iy, 42, 13), odgo-
varaju¢ih dimenzija, ekvivalentno je odgovaraju¢im promenama na njenim ko-
lonama. Elementarnim transformacijama se matrica moze redukovati u jed-
nostavniji oblik koji sadrzi vec¢i broj nula od polazne matrice.

Primer 2.1 Zamena druge i ¢etvrte vrste matrice A vrsi se mnozenjem sa
leve strane matricom

P(2,4) =

o O O =
_ o O O
O = O O
OO = O

Zamena prve i tre¢e kolone matrice A postize se matri¢nim proizvodom
AP(1,3), gde je

0
P(1,3)=| 0
1

OO =

0
1
0
m

—_

MnozZenje trec¢e vrste matrice A broje
M (3,10)A, gde je

0 moze se posti¢i proizvodom

M(3,10) = 0

O = OO
_— o O O

0
1
0
0

S O O
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Dodavanje cetvrte vrste matrice A pomnozene sa 2, njenoj drugoj vrsti,
ekvivalentno je matri¢nom proizvodu D(4,2,2)A, za

1 000
010 2
D(4,2,2) = 0010
0001

Sledi implementacija elementarnih matri¢nih transformacija.

ChRows[a_,il1_,i2_]:=
Block[{b=a,m,e,f},

m=Dimensions[b] [[1]]; e=IdentityMatrix[m];
f=e[[i1]];el[[i1]]=e[[i2]];e[[i2]]=f;
e.b

]; MatrixQ[a]

ChColumns[a_,il1_,i2.]:=
Block[{b=a,n,e,f},

n=Dimensions[b] [[2]]; e=IdentityMatrix[n];
f=e[[i1]1];el[[i1]1]=e[[i2]]1;e[[i2]]1=f;
b.e

1;MatrixQ[al

MultRow[a_,i_,k_]:=
Block[{b=a,m,e} s
m=Dimensions[b] [[1]]; e=IdentityMatrix[m];
e[[i1]=k e[[il];
e.b
];MatrixQ[a]

MultColumn[a_,i_,k_]:=
Block[{b=a,m,e} s
n=Dimensions[b] [[2]]; e=IdentityMatrix[n];
el[i]ll=k e[[i]l];
b.e
];MatrixQ[al

AddRow[a_,i1_,i2 ,k]:=
Block[{b=a,m,e,f},

m=Dimensions[b] [[1]]; e=IdentityMatrix[m];
f=e[[i1]];f[[i2]]1=k;e[[i1]]=f;
e.b

] ;MatrixQ[al
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AddColumn[a_,il_,i2_,k_]:=
Block[{b=a,d,n,e,f},
d=Dimensions[b] ;n=d[[2]];
e=IdentityMatrix[n];
f=e[[i2]];£[[i1]]l=k; e[[i2]]1=f;
b.e
];MatrixQ[a]

2.1.2 Izracunavanje pomocu potpune rang faktorizacije

Potpuna rang faktorizacija se moze odrediti na vise nacina. U tu svrhu se
moze upotrebiti bilo koja od blokovskih reprezentacija matrica, o ¢emu ¢e biti
recl.

Poznat je slede¢i metod za potpunu rang faktorizaciju matrice A:

Korak 1. Gaussovim metodom eliminacije na¢i hermitsku formu H 4 matrice A.

Korak 2. Matrica P je sac¢injena od onih kolona matrice A koje odgovaraju je-
diniénim kolonama hermitske forme H 4.

Korak 3. Matricu @ ¢ine linearno nezavisne vrste matrice Hy (nenula vrste Hy,).

Kao jedan od metoda potpune rang faktorizacije matrica moze se uzeti LU
dekompozicija.

Stav 2.1 Svaka matrica A € C"*" se moze transformisati u oblik A = LU,
gde je L donja trougaona matrica sa jedinicama na glavnoj dijagonali, a U je
gornja trougaona matrica.

Dokaz. LU faktorizacija se moze izvesti iz Gaussovog metoda eliminacije sa
potpunim izborom glavnog elementa. Matrica A = Ay € C"*" se transformise
redom u matrice Ay, ..., A,. Matrica Ay, 0 < k < r jeste m x n matrica oblika

= (@) =0 w ]

gde je Uy trougaona matrica dimenzija k x k. Oznac¢imo (7, j)-element u bloku
Wi, sa w;j. Ako je wqap najveéi po modulu element u bloku Wj, vrsi se zamena
a vrste sa k + 1 vrstom i 3 vrste sa k + 1 kolonom matrice Ay. IzvrSenjem
analognih zamena nad vrstama jedini¢ne m xm matrice dobija se permutaciona
matrica B, = P(k+ 1, a), dok se analognom zamenom kolona jedini¢ne n x n
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matrice dobija permutaciona matrica F, = P(k + 1,3). Uz pretpostavku

aﬁj.) =ay, 1<i<m,1<j <n, Gaussova eleminacija matrice Ay jeste

slede¢a transformacija:

k
az(k)
Vik = (k)
A

(k+1) (k) (k) t=k+1,....m B
a’ij == aij _Uikakjv (j:k?+1,,n ) k._la"'?T'

Kao rezultat ove transformacije dobija se matrica

A _ Uk‘+1 Vk+1
o O Wit |-

Posle r koraka dobija se matrica

(1) (1) (1) (1)

a/ll a/%22) o .. a/%g) DY az%;l)
ATZ{UT Vi ]: 0  asy ... as’ ... as,
0 0o ... ag«) . anJQ

Za matricu U se moze uzeti prvih r vrsta matrice A,.
Matrica L je definisana sa

[ 1 o ... 0 0 ]
V21 1 0 0
V31 V32 ce 0 0
L=
Ur1 Ur2 s Upr -1 1
| Umi Um2 R Um,r—1 Umr |

Moze se izvrsiti generalizacija postupka datog u [44], koja se sastoji u pop-
unjavanju odgovarajué¢ih mesta u matrici A dobijenim vrednostima. Na kraju

transformacije, dobijamo:

FAF = LU <= A=FE"LUF",

Gde su E i F permutacione matrice definisane kao proizvod elementarnih
matrica: K =F,---E,, F=F---F. O
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Teorema 2.1 Ako A = LU predstavlja LU faktorizaciju matrice A, tada je
Al =U'LT =U*(UU" (L L) L”.

Standardna maTHEMATICA funkcija koja predstavlja LU faktorizaciju ma-
trice A je LU Decomposition]].

1 3 6 9
. : B 1 2 3 4 . _
Primer 2.2 Za matricu A = 0 9 0 _9 dobija se :
-1 0 -1 -3
1 0 0 0
i1 0 0
— 9
=124 4 1 o
= 3 1 1
1 3 6 9
5 2 1
2 £ 2 0
_ 9 3 3
U= —2 -4 0 0
== 0 0 0

Koristi se veéi broj direktnih metoda za izracunavanje Moore-Penroseovog
inverza koji se zasnivaju na drugim matri¢nim faktorizacijama. Cesto se koristi
QR faktorizacija matrica.

Teorema 2.2 Ako je A € R"*", tada postoji ortogonalna matrica () € R™*"
1 gornja trougaona R € R™™, takve da je A = QR.

Dokaz. Prvo izvodimo dokaz za regularne matrice [16]. Posmatraju se matrice
rotacije oblika
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uz uslov ¢® + s? = 1. Tada postoji ugao 6 takav da je ¢ = cos(6), s = sin(0).
Ako se matrica A = (a,,3) pomnozi sleva matricom 7j;, menjaju se samo i-ta

i j-ta vrsta matrice A. Taénije, za matricu Tj;4 = AY = <as)ﬁ> vazi:
(1
1,
(1

~—

a CCLiﬁ — Saj”g,

2%
|

a = sa;p + ca;pg,

s

oty = aas a¢figl (B=1....n)

Analogno, pri mnozenju matrice A sdesna matricom 7T;; menjaju se samo
i-ta i j-ta kolona, prema formulama:

- %
|

1 _
Qpi = Clqy + SQq 5,

n
aj = T80ai T Chay,

o)y = dap BE{id}. (a=1...n)

Ako je bar jedan od elemenata a; 5 i a; g razlicit od nule, mogu se odabrati

ci s tako da za matricu Ay = T;; A vazi a% = 0. To se postize sa

a; a;
s — — 7,5 c = B

, S —
2 2 2 2
\/ %i.8%,8 \ 4i5%s
1 _ 2 2 1 _
i p = £/ %ip%p a;5 =0

Ako je a;; # 0 matrica A se mnozi sleva matricama Tio, Ti3,..., Tip,
tako da se uzastopno anuliraju svi elementi prve kolone osim a1, koji ¢e biti
pozitivan posle svake transformacije. Ako je a;; = 0, postoji najmanji broj j
takav da je a;1 # 0 (zbog regularnosti matrice A). Tada se matrica A mnozi
sleva matricom 77j;. Posle transfromacije prve kolone, dobija se

a

Tada je

(1) (1) (1)
1

0 o e "
AW =T, Ty, TinA = 22 e | el > 0.
0 af}z) - a%?

Ponavljajuci ovakav postupak za ostale kolone, dobija se
(1) (1) (1)

1 all a12 .. a/ln
. n—_. 0 a? a?
A(n*):HHTikA: 22 2n

t1 1l L
0 0o ... aqr
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U matrici A,—1) su svi dijagonalni elementi, osim mozda aln b pozitivni.

n—1 n
Koristeé¢i oznaku [[ [ T = QF, dobijamo
i=1 k=i+1
A(n—l) =R = Q*A S A= QR.

Moze se dogoditi da na i-tom koraku (¢ < r) bude a;; =0, j=1i+1,...,n.
Tada je potrebno uraditi slede¢e: naé¢i prvu nenultu kolonu. Neka je to k-
ta kolona (k > ). Izvrsiti zamenu k-te i i-te kolone, i naéi odgovarajucu
permutacionu matricu F;. Proces se zavrSava matricom

AT,T Xr,n—w"
A’r‘ - |: @ @ :| )

pri cemu se A, dobija iz

O =[I1I 7 F=][F QAF=A,.
k=1

i=1 j=i+1
Odavde je A = QA F*=QR. O

Teorema 2.3 Ako A = QR predstavlja QR faktorizaciju matrice A € C**",
tada je

A" = R'Q* = R*(RR*)™'Q".

Metode za izracunavanje Moore-Penroseovog inverza, zasnovane na LU i QR
faktorizaciji opisane su u [46, 58|.

QR faktorizacija je u MATHEMATICA implementirana pomoc¢u standardne
funkcije QQRDecomposition:

QRDecomposition[m] produkuje ()R dekompoziciju numericke matrice m. Re-
zultat je lista {q,r}, gde je ¢ ortogonalna matrica, a r je gornja trougaona
matrica. Polazna matrica m je jednaka sa

Conjugate [Transpose[q]].r.

Sada se izracunavanje Moore-Penroseovog inverza pomocu ) R dekompozi-
cije moze implementirati slede¢om funkcijom:

QRMP[a_] :=
Block[{b=a,q,r},
{q,r}=QRDecomposition [b];

Return[Hermit [r] .Inverse[r.Hermit[r]].ql;
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Primer 2.3 Data je matrica A = il)) ; i) }

In[1]:= a={{1, 2, 3}, {3, 2, 1.}}

In[2]:= {q,r}=QRDecomposition|a]

Out[2]={{{-0.316228, -0.948683}, {0.948683, -0.316228} } ,{{-3.16228, -2.52982, -1.89737},

{0, 1.26491, 2.52982}}}

In[3]:=Transpose[q].r

Out[3]= {{1., 2., 3.}, {3., 2., 1.}}

In[4]:= x=Transpose[r].Inverse[r. Transpose[r]].q

Out[5]= {{-0.166667, 0.333333}, {0.0833333, 0.0833333},{0.333333, -0.166667} }
Jednacine (1)—(4) se mogu proveriti:

S, ~0.166667  0.333333
ara = | ;5 1'}, vaz = | 0.0833333 0.0833333
S 0.333333  —0.166667
] 1. —3.88578%107'6
= | 277556 % 10716 I
0.833333 0.333333 —0.166667
ra = 0.333333 0.333333  0.333333
| —0.166667 0.333333  0.833333

Penrose ([47], 408. str.) je predlozio metod za direktno izra¢unavanje
Moore-Penroseovog inverza pomocu singularno-vrednosne dekompozicije.

Teorema 2.4 Ako je zadata singularno-vrednosna dekompozicija matrice A

o i
_r| 2 O _ T '
A=U [@ @}V—U o, V,
- @ ©_
gde su U 1V ortogonalne matrice, tada je
S -
—1 ©)
T yT Z ) —_yT 1
At=V { 0 @}U V + U.
- @ @_

U ovim jednacinama su o1 < --- < 0, > 0 singularne vrednosti matrice A, tj.
sopstvene vrednosti matrice A*A.
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Singularno vrednosna dekompozicija se U MATHEMATICA moze implementi-
rati pomoc¢u funkcije SingularValues:

Rezultat izraza singularValues[n] je lista {u,w,v}, gde je w lista nenultih
singularnih vrednosti za m, dok matrica m moze biti napisana u obliku

Transpose [u] .DiagonalMatrix[w] .v.

Sada se izracunavanje Moore-Penroseovog inverza zasnovano na singularno
vrednosnoj dekompoziciji moze implementirati slede¢om funkcijom:

SVDMP[a_] :=
Block[{b=a,u,w,v},
{u,w,v}=SingularValues [b];

Return[Transpose[v] .DiagonalMatrix[1/w] .ul;

3 1 4 9
_ . 1 2 3 4
Primer 2.4 Neka je a= 0 -2 -9 0

-1 0 -1 -4

In[1]:=a={{3,1,4,9},{1,2,3,4},{0,-2,-2,0},{-1,0,-1,-4} }

In[2]:= {u,w,v}=SingularValues[a]

Out[2]={{{-0.836633, -0.425092, 0.0921527, 0.33294},{0.206738, -0.480072, 0.793008,
-0.312935),

{0.507251, -0.505464, -0.171211, 0.676675}},{12.3346, 3.26459, 0.447011},

{{-0.26494, -0.151697, -0.416637, -0.856276},{0.138786, -0.716605, -0.577819, 0.36516},

{0.759745, -0.360739, 0.399006, -0.365308} } }

In[3]:= Transpose[u].DiagonalMatrix[w].v

out[3]={{3., 1., 4., 9.}, {1., 2., 3., 4.},{-1.47045*107 16, 2., -2., 1.10995*10~ 15},

{-1., 2.74832*10716 | -1., -4.}}

In[4]:= x=Transpose[v].DiagonalMatrix[1/w].u

Out[4]={{0.888889, -0.87037, -0.259259, 1.12963},{-0.444444, 0.518519, -0.037037, -
0.481481},

{0.444444, -0.351852, -0.296296, 0.648148},{-0.333333, 0.388889, 0.222222, -0.611111}}

Dobijena matrica x predstavlja Moore-Penroseov inverz matrice a:

3. 1. 4. 9.
v - 1. 2. 3. 4
o 3.33067 x 10716 ~2. ~2. 0. |
I 1. ~2.22045% 10716 —1. —4.
[ 0.888889  —0.87037 —0.259259  1.12963
vaa | 0444444 0518519  —0.037037 —0.481481
0.444444  —0.351852 —0.296296  0.648148
| —0.333333  0.388880  0.222222 —0.611111
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1. —5.55112 % 10717 —4.44089 x 10716 8.88178 x 10~16
ar — —2.22045 * 10716 0.666667 —0.333333 —0.333333
4.44089 x 10716 —0.333333 0.666667 —0.333333 ’
—2.22045 * 10716 —0.333333 —0.333333 0.666667
0.666667 —0.333333  0.333333  8.88178 x 10~1¢
ra = —0.333333 0.666667 0.333333  —2.22045 % 10716

0.333333 0.333333 0.666667  4.44089 % 1016
0. —2.22045 % 10 —16 —2.22045 x 10~ 16

Slede¢a metoda za izra¢unavanje Drazinovog pseudoinverza potice od [9].
U njoj se moze koristiti Jordanova kanonicka forma.

Teorema 2.5 Ako je A € C"*" jind(A) =k > 0, tada postoji nesingularna
matrica T, takva da je

R 07,
aer[E 0]

gde je R nesingularna matrica, a N nilpotentna matrica indeksa k. Drazinov
pseudoinverz matrice A je

R O],
pe=r[ ' 87

Napomenimo da se umesto matrice R moze koristiti matrica dobijena od
nesingularnih blokova Jordanove kanonicke forme za matricu A, dok se u ulozi
matrice N moze koristiti matrica izgradena od nilpotentnih blokova Jordanove
kanonicke forme za A.

Sledeéi metod za izra¢unavanje Drazinovog pseudoinverza se zasniva na

njegovoj polinomskoj reprezentaciji. Za njegovu primenu je neophodno poz-
navanje svih sopstvenih vrednosti polazne matrice i njihova visestrukost [57].

Teorema 2.6 Neka je A € C™", i neka su X\;, © = 0,1,...,t razlicite
sopstvene vrednosti matrice A sa odgovarajuéim visestrukostima m;. Neka
jedo=0im=mq+...+my =n—mqg. Ako je

p(x) = 2™ (>\0 +MT+ .+ /\m_lxm_l)

polinom cigi se koeficijenti odreduju kao jedinstveno resenje sistema linearnih
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jednacina
1
1 /
m;—1 _
(_1) (mz 1)' _ p(ml_l)()\z),

tada je Ag = p(A).

2.1.3 Generalisani inverzi blokovskih matrica

Stav 2.2 Za zadatu matricu A € C"*™ postoje regqularne matrice R © G, per-
mutacione matrice E i F' 1 unitarne matrice U 'V, odgovarajuéih dimenzija,
tako da vazi [86, 88]:

() RAG:VO’; 8]:]\&
(Ty) RAGZ{S 8]:]\@
(Ty) RAF:_g g_:Ng,
() EAG:_;g 8_=N4
(Ty) UAG::é") 8:=N1
(Ty) RAV:_g 8:=N1
(T) UAV::g) g::Ng
(Ty) UAF:[S Bl=m
(Ty) EAV:“? 8_:%

An AuT ]

(Thoa) ~ BAF = {SAH SALT
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gde su S i T multiplikatori dobijeni iz uslova [46]

T = A1_11A12, S = A21A1_11;

A Ap An Az
T FEAF = - 5 '
(Thow) { Ay Ago } [ Ay AnAlAp }

Transformacija slicnosti kvadratnih matrica [56].

-1 _ * pD—1 __ T * p—1 __ 1 2
(1}1) RAR = RAEE*R = [ 0O O } E*R = { 0O 0O }.

Regularna matrica R i permutaciona matrica Ef mogu se dobiti izvrSavanjem
transformacija koje su analogne transformacijama nad vrstama matrice A, nad
jedini¢nom matricom I,,,, dok se regularna matrica G i permutaciona matrica
F mogu se dobiti sprovodenjem analognih transformacija koje su sprovedene
nad kolonama matrice A, na jedini¢noj matrici 7,.

Implementacija blokovske reprezentacije (73) sadrzana je u sledecoj proce-
duri [42, 44, 74].
t3[a]:=
Block[{m,n,r,f,b=a,i=1,j,max=1,g,h,p1,p2},
{m,n}=Dimensions[b];
r=IdentityMatrix[m]; f=IdentityMatrix[n];
While[max != O,
max=Abs[b[[1,i]]1]; pl=i; p2=i;
Do [Which [max<Abs[b[[g,h]]],
max=Abs [b[[g,h]]];pl=g;p2=h
1, {g,i+1,m},{h,i+1,n}];
If [max!=0,
r=ChRow [r,i,pl] ;£=ChColumn([f,i,p2];
b=ChRow[b,i,p1];b=ChColumn[b,i,p2];
r=MultRow[r,i,1/b[[i,1i]1]1];
b=MultRow[b,i,1/b[[i,i]]];
Do [Which[j!=i,r=AddRow([r,j,i,-b[[j,1]11];
b=AddRow[b,j,i,-b[[j,1i]1]]
1, {i.m}1;
i+=1
] 1;
{z.}

];MatrixQ[al
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Blokovska dekompozicija (7)) moze se generisati primenom transformacije
(T3) dva puta:

I, K
RIAF, = {@ @}:Ng,

I. O
RoN{ Fy = {@ @]:Nl.

Tada, regularne matrice R, G mogu da se izracunaju sa:
Ny = N{ = FfNsRY = FJRIAF\RY = R=F}R,, G=FR;.

tifa]:=
Block[{r1,f1,r2,2,b=a},
{r1,£1}=t30b1;
{r2 ,f2}=t3 [Transpose[rl.b.f1]];
{Tra_nspose [£f2] .r1,f1.Transpose[r2] }
1;MatrixQ[al
Blokovska dekompozicija (Ty) moze se implementirati pomoc¢u transforma-
cije (T3) na matrici AT:

I, K]
RATE, = { o @1)_ .
Prema tome,
I, O]

Sto povlaci E = F{', G = RT.
t4[a]:=
Block[{r1,f1,b=a},
{rl s f1}=t3 [Transpose[b]];
{Transpose [£1] ,Transpose[r1] }
];MatrixQ[al

Primer 2.5 Neka je

1 21
A= 0 6 3
-1 4 2
Niz transformacija je slede¢i:
1 21 100 1 00
0 6 3 010 010]|—
-1 4 2 001 001
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6 0 3 010 01 0]
2 11 100 100 —

| 4 -1 2 00 1 00 1

(1 0 % 010 01 0]
2 11 1 00 1 00| —

| 4 -1 2 0 0 1 00 1

1 0 3 0 £ 0 010
0 1 0 1 —3 0 1 00| —

0 -1 0 0 —% 1 001

1012 0 +0 010

01 0 1 —3 0 100

000 1 -1 1 0 1

Iz druge i tre¢e matrice ¢itamo R i F"

0%0 010

R=|1 -5 0 F=1]100

1 -1 1 00 1

Pozivom programa dobijamo:
In[2]:=t3[a]

Out[2]={{{0, §,0},{1,—3,0},{1,-1,1}},{{0,1,0},{1,0,0},{0,0,1} }}

Metod za izra¢unavanje matrica S, T i Aj}" dat je u [46]

An Aw 1] [ A A AR ] [ L T A
Agr Ay O O Ayp—SA, -S| |0 O -S|

Ocigledno je T'= K.

[ —1 1 2]
-1 1 0 —1
. ) 0 — 1 3 . ..
Primer 2.6 Za matricu A = 0 1 1 3 moze se dobiti
1 —1 0 1
1 0 -1 —2 |
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_ —1 0
Alll = -1 1 1 )
1 -1
-1 1
o = 0o -1’
-1 0
[ —1 —2
r= |7 _3}[81]

Iz blokovskih dekompozicija matrica sledi ¢itav niz reprezentacija za ra-
zlicite klase generalisanih inverza.

Prikaz poznatih blokovskih reprezentacija za razlic¢ite klase generalisanih
inverza, nalazi se u [86, 87, 88].

Teorema 2.7 [89] Moore-Penroseov inverz matrice A € C™*" jednak je
Al = A*(A* A4 A,
. mxn . . o All A12
Stav 2.3 [84] Neka je A € C™™ predstavljena u obliku A = )
Axr A
A € CX". Tada je

Ap |

Al =[ A, Ap |'TY [ A |

gde je

A21

4 -1
Ty = [ A, Ap }A* { A ] .

Moze se koristiti i Hermiteov algoritam, koji se zasniva na slede¢oj formuli

AT = A*(AATAAT)ID 47 = (A4
Pri tome, za izracunavanje inverza ((AA*)Q)(l’z) moze se iskoristiti, na primer
njegova blokovska reprezentacija iz Stavu 2.3, za X =Y = Q. Ako je (AA*)? =
RTI,G, tada je ((AA*)Q)(l’z) =G'ILR = (GT)LTRV, gde (GT)I" i Ry, predstavl-
jaju prvih r kolona matrice G i prvih r vrsta matrice R, respektivno.

Takode, poznate su i blokovske reprezentacije grupnog i Drazinovog in-
verza.
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Stav 2.4 [56] Neka je A € C™, i R regularna matrica, tako da vaZi RAR™' =

T Ty .
[@ @].Tada]e

7' T7°T
# _ p-1 1 1 2
A" =R [ 0 @]R.

Ovaj rezultat je uopstio Hartwig, ¢ime je razvio metod za izracunavanje
Drazinovog inverza.

Stav 2.5 [36] Ako je A € C**", i R nesingularna matrica, tako da je RAR™! =

Uu v .
{@) @}Tada]e

o | Ud UV
Ag=R [@ 0 R.

Teorema 2.8 Uocimo A € C"*" i matrice Wy, Wy kao i

-1 _ Ul
GWl— _U2_7
R = [V, W],
* _ -Sl_
FWl_ _52—7
WoE* = [Ty, T ],
* _ —Cl—
VWl_ _02_7
WoU* = [ Dy, Dy ],
_[@i]
RW, = Q. |

gde Uy, S1, C1, Q1 oznacavaju prvih r vrsta odgovarajucih blokova, dok Vi, T,
Dy predsatavljaju prvih r kolona odgovarajucih blokova. Tada se moZe dobiti
sledeéa blokovska reprezentacija {1,2} inverza za A:
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@ Ay =o| Dot v v R

(G}, A{L,2} =G — g; | (ViBU) ' [ Vi, Vo | R,

G A2 =F| RSV [V TR
(G1,)  A{1,2} =G _ ([2 U+ LK) [T, T» | E,
@, AL} —a| g; | w1 D1, D20,

1) AL =v| g; | eyt v vk

(Gl  A{1,2} =V _ g; _ (DiBCy)™ [ Dy, D, U,

@) AL —F| g; } (Dy(BS, + K52))™ [ Dy, Dy | U,
(G1,) A{1,2} =V _ g; } (B+TK)C) ™' [Ty, Ty ] E,

(G1%)  A{1,2} :F{ }((T1+TQS)A11(81+TSQ))_1[Tl, T, |E,

©) Ay -rg

] (AHSI+A1252)_1A11(T1A11+T2A21)_1[Tl; 1 :|‘E;

1
Q2
Dokaz. (G},) Prema (T1) dobija se sledeca full-rang faktorizacija za A:

<Gi’12> A2y =R [ 9 } (Vl(T1Q1 +T2Q2)_1)_1 [ Vi, Vs ]R7

P:Rl[g], Q=1 0]G.
Sada je,
QW = I, @]G—le[gl]:zfl,
2
WoP =[ Vi, VQ]RR‘l{g]:Vl.
Odatle je:

A{1,2} :WI(QW1)1(W2P)1W2=G{ v :|(‘/1U1)1[ Vi, V2 ]R.
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Matrice Wy i Wy ispunjavaju rank(QW;) = rank(W,P) = r, tako dasu U; i V}
invertibilne matrice. Time je obezbedena egzistencija blokovske reprezentacije
(G1,). Egzistencija ostalih blokovskih reprezentacija (G{,), @€ {2,...,11}
moze da se pokaze analogno.

(G},)  Blokovska dekomporzicija (T5) implicira

o Ir _
P=U [@]’ Q=[1, 0]G™"

Ovaj deo dokaza se moze kompletirati koristeci
w=v| " QW =[1I, 0]G'G =U,
U‘2 ) T U2 )

Wo=[Di, Dy]JU ~ WoP =[ D, DQ}UU*{]T}zDL

(G1,) Lako se proverava da iz (17) sledi
P:U*[@)}, Q=1[1, 0]v.
Prema tome,
QWI :DlBa WQP:CD

Sto proizvodi,

Ch

A{1,2} =V { .

} (D1BCy)™ [ D1, Dy |U.

(G1%) Iz (Tip.) dobija se sledeca full-rang faktorizacija za A:

* I’/‘ *
p:E|iS:|A11, Q:[IT,T]F
Prema tome,
* Sl
QW, = [I,,, T]FF =5+1T585,,
Sy

I,

WP — [T, TQ]EE*{S

] A = (Th + T2S) Ay Il

Sledi opis implementacije blokovskih reprezentacija (G ,), (G ,) 1 (G1,) za
izracunavanje {1, 2} inverza, koje su date u poslednjoj teoremi. Biée iskoriséene
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funkcije 1, t3 i t4 kojima su implementirane blokovske dekompozicije (71), (75)
i (Ty), respektivno [42, 30, 74].

Reflexivell[b_,r1_,r2_]:=

Block[{a=b,w1=r1,w2=r2, ran,r,g,ul,uQ,Vl,V2,pom1,pom2},
{r,g}=t1[a]; ran=rank[a] ;
poml=Inverse([g].wl; pom2=w2.Inversel[r];
ul=Take[poml,ran];
u2=Drop [poml,ran];
vi=Transpose [Take [Transpose [pom2] ,ran]];
v2=Transpose [Drop [Transpose [pom2] ,ran]] ;

Return([g.poml.Inverse[vi.ul] .pom2.r];

Reflexive3[b_,r1_,r2_]:=

Block[{a=b,w1=r1,w2=r2, ran,r,g,s1,s2,k,v1,v2,pom1,pom2,pom3},
{r,f}=t3[a]; ran=rank[a];
pomi=Hermit [f].wl; pom2=w2.Inversel[r];
s1=Take [poml,ran];
s2=Drop [pom1,ran];
vl=Transpose [Take [Transpose [pom2] ,ran]];
v2=Transpose [Drop [Transpose [pom2] ,ran]];
pom3=Take[r.a.f,ran];
k=Transpose [Drop [Transpose [pom3] ,ran]];

Return[f.poml.Inverse[si+k.s2].Inverse[vl].pom2.r];

Reflexived[b_,r1_,r2_]:=

Block[{a=b,w1=r1,w2=r2, ran,r,g,ul,uQ,k,tl,t2,pom1,pom2,pom3},
{e,g}=t4[a]; ran=rank[a];
pomi=Inverse[g] .wl; pom2=w2.Hermit[e];
ul=Take[poml,ran];
u2=Drop [poml,ran];
t1=Transpose[Take [Transpose[pom2] ,ran]];
t2=Transpose [Drop [Transpose [pom2] ,ran]];
pom3=drop[e.a.g,ran];
k=Transpose [Take [Transpose [pom3] ,ran]];

Return[g.poml.Inverse[ul].Inverse[t1+t2.k].pom2.e];
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Primer 2.7 Koristedi

-1 0 1 2
1 1 0 -1 2 0
0 -1 1 3 0 1 3 1.3 1 2 -1
A= 0 1 1 3 M= o "=y 1 00 -2 1
1 -1 0 1 4 2
1 0 -1 =2

izraz x=Reflexivella,w1,w2] dobija se vrednost

2 20 2 2 40 16
B R S (RS GRNPC - B
X = 50 153 5 153 153 153
B8 B & 1
51 153 51 153 153 153
Provera:
In[1]:= a.x.a==a
Out[1]= True
In[2]:= x.ax==x
Out[2]= True
In[3]:= a.x==Transpose[a.x]
Out[3]= False
In[4]:= x.a==Transpose[x.a|
Out[4]= False

Vrednost izraza x=Reflexive3[a,wi,w2] 1 Reflexive4[a,w1,w2] je ista matrica.

Glavne prednosti uvedenih blokovskih reprezentacija jesu njihova jednos-
tavna derivacija i redukcija u blokovsku reprezentaciju {1,2,3}, {1,2,4} in-
verza, Moore-Penroseovog inverza, tezinskog Moore-Penroseovog inverza kao i
grupnog inverza, bez reSavanja odgovaraju¢ih matricnih jednacina.

Teorema 2.9 Neka je A € C"*" i neka su date matrice Wy 1« Wy. Tada se
moZe dobiti sledece blokovske reprezentacije {1,2,3} i {1,2,4} generalisanih
inverza za A, pod uslovom da (GY43) i (GY54) odgovaraju (T;), i € {1,...11}:
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(Gl23)

(G 24)

(G12)

(G 2.4)

(G 23)

(Gl 24)

(G123)

(G12.4)

(G 2.4)

(G123)

A{1,2,3}

A{1,2,4}

A{1,2,3}

A{1,2,4}

A{1,2,3}

A{1,2,4}

A{1,2,3}

A{1,2,4}

A{1,2,3}

A{1,2,4)

A{1,2,3}

A{1,2,4}

A{1,2,3}

a| o |t (wry ) L 0 Yy
[ o ] (reype)
8wy 4]

(G*)*llr (V (G*G)~ 1I:) { “2 ]R,

6 0 ot (ommy ) L0
oL e s,
@t g [ (ee ) me v, B R

(G*)71|T (VlB(G*G)71|r>_1 [ V17 B ]R,

|r

[ S . BT .
Pl } ($1+K8)" (RRY) [ 1, O (R
S x\—1]|7 - £\ —
Pl } ((RR7(S: + K82)) (R
L =1y —
F_K*}(I,«JrKK) W[ v, Va2 |R
(FIr+ P ) (i + KE) ™ [V, Va TR,
[ U — *\ — *
G_U; }U11(1T+KK) '[1,, K*|E
G gl } (I, + KK*)U,) " (B, + K*E,,_,)) ,
L Y2

-1
@] b (@) @anm 1m0 )
@) (@ + BEYG ) [T T E,
G{Ul}Ufl[Ir, 0]U= G{Ul}UllUT
@[ § | (eep) ot b o
@) (puee)y ) [ oy Da U
v @ e (amy) s ey
via | (wrype) ey

(I

33

v @]Vll[Vh Vo JR=VI'ViH [, Vs ] R,
(O ]t et e c .
V_C”cll(BB) ' B, @]U_V{C;](Bcl) U,
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(Gl 24)

(G 23)

(Gl24)
(GY23)

(G?,z,zx)

(G1%3)

(G15.4)

(G1%3)
(G1%4)

(G12,3)

(G12.4)

A{1,2,4}

A{1,2,3}

A{1,2,4}
A{1,2,3}

A{1,2,4}

A{1,2,3}

A{1,2,4}

A{1,2,3}
A{1,2,4}

A{1,2,3}

A{1,2,4}

Izracunavanje generalisanih inverza

V[ f ] (D1B)"'[ D1, Dy JU=VI(DiB)™'[ D1, D ]U,

Pl ] (BS, +KSy) ' [ I, O]U
L 2
F gl ] (BS1 + KS5)~'U,,,
L P2
[ B* * £\ —1
Fl . }(Dl(BB +KK*)™"[ D1, DU,
v| & }((B*B—i—K*K)Cl)_l [ B, K*|E,
L C2
vie } (MB+TK) [T, T, |E

VINnB+ 1K) [T, Tp |E,

F[ g; ] (S1+TS) A (L +5*S) ' [ I, S*]E

F [ g; ] ((Ir + S*S)A11(S1 + T52)) " (Ejy + S*En_y))
L

F_T*

} (L+TT*) A (T +TS) [Ty, T2 |E

(F'T ¥ F”*TlT*) (Ty + ToS)An (I + TT*) [ Ty, Ty |E,

[ S — * * — * *
F S; } (A11S1+ A19S9) TTAL (A AL + A% Agy) 1[ Ay, A5 )E
[ Ax L )
F Ail }(AHA}H + A1) Tt ALTA L +ThAs) 1[ Ty, T3 |E,
| A1z
1| @1 —1p, — 1 x\—1|7 -t —1\*
R 0s (QutTy ToQ2) {TY(RRY) "1 T1) [Ty, OJ(R™)
—1 Ql * x\—1|7 -t -1l *
RO [[ERR) T U(NQui+TQ2)) (R,
Rl oo (Vl [Ty, T2 |RR"| s o )_1[ Vi, Va |R.
(T1 1T2)* (Tl TQ)*

Dokaz. Ove reprezentacije mogu da se razviju pomocu zamena Wy = P* za
{1,2,3} inverze, i W7 = Q* za {1,2,4} inverza u odgovarajuéim reprezentaci-
jama (G ,). Na primer, (G],3) i (G1,,) slede iz

QW1
Q"

PP

= U, WhP =V,
= [ L, O0](GG)™! { {0] = (G"G)7',
= [I, O)(RR)™" { g ] = (RR*)—l}:.

U ostatku dokaza posmatraju se jedino sledece transformacije:
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(Glas) A{1,2,3)

V[ C; }Cfl(B*B)‘l [ B, O]U

Gy

C
- v{gl}(Bcn—l[fm @]UzV[CQ

. ] (BCy)™'U},.

. N}

I: K[I Tlng]RR*[(Tl_lTQ)*D Vi)~ '[vi, Ve]R

)

® [ (TflT;: KVl[ b ]RR*[ (TflT;: D_l[ % R]R 0

Glha 4029 = B gy

Napomena 2.1 Reprezentacije (G 43) i (G',,) ne zahtevaju izracunavange
Moore-Penroseovog inverza nekih blokova, $to je neophodno u [86, 88].

Reflexive31[b_,r1_,r2_]:=
Block[a=b,wl=r1,w2=r2, ran,r,g,ul,u2,rz,poml,pom2,
{r,g}=t1[a]; ran=rank[a] ;
poml=Inverse[g].wl; pom2=w2.Inversel[r];
ul=Take[poml,ran];
u2=Drop [pom1,ran];
rz=Inverse[r.Hermit[r]];
rz=Take[rz,ran];
rz=Transpose [Take [Transpose [rz] ,ran]];
Return[g.poml.Inverse[rz.ul] .Take[Inverse[Hermit [r]],ran]];

]

Reflexive41l[b_,r1_,r2.]:=
Block[a=b,wl=r1,w2=r2, ran,r,g,vl,v2,gz,gzl,pom2,
{r,g}=t1[a]; ran=rank[a] ;
pom2=w2.Inverse[r];
vi=Transpose[Take [Transpose[pom2] ,ran]];
v2=Transpose [Drop [Transpose [pom2] ,ran]];
gz=Inverse[Hermit[g] .g];
gz=Take[gz,ran];
gz=Transpose [Take [Transpose [gz] ,ran]];
gzl=Transpose [Take[Transpose [Inverse [Hermit [g]]],ran]];
Return[gzl.Inverse[vi.gz] .pom2.r];

]

Reflexive33[b_,r1_,r2_]:=
Block[{a=b,w1=r1,w2=r2, ran,r,f,s1,s2,k,v1,v2,pom1,pomS},
{r,f}=t3[a]; ran=rank[a] ;
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poml=Hermit [f].wl;

s1=Take [poml,ran];

s2=Drop [pom1,ran];

pom3=Take[r.a.f,ran];

k=Transpose [Drop [Transpose [pom3] ,ran]];
rz=Inverse[r.Hermit[r]];
rz=Take[rz,ran];

rz=Transpose [Take [Transpose[rz] ,ran]];

Return[f.poml.Inverse([rz. (s1+k.s2)]

.Take[Inverse[Hermit [r]],ran]];

]

Reflexive43[b_,r1_,r2_]:=
Block[{a=b,w1=r1,w2=r2, ran,r,f,v1,v2,k,pom2,pom3},
{r,f}=t3[a]; ran=rank/[a] ;
pom2=w2.Inverse[r];
vi=Transpose [Take [Transpose [pom2] ,ran]];
v2=Transpose [Drop [Transpose [pom2] ,ran]];
pom3=Take[r.a.f,ran];
k=Transpose [Drop [Transpose [pom3] ,ran]];
Return[f.Hermit [pom3] .Inverse[IdentityMatrix[ran]+k.Hermit [k]].
Inverse[vl] .pom2.r];

]

Reflexive34[b_,r1_,r2_]:=
Block[{a=b,w1=r1,w2=r2, ran,e,g,ul,uQ,k,poml,pomS},
{e,g}=t4[a]; ran=rank[a];
poml=Inverse[g] .wi;
ul=Take[poml,ran];
u2=Drop[poml,ran];
pom3=Drop[e.a.g,ran];
k=Transpose [Take [Transpose [pom3] ,ran]];
pom3=Conjugate [Take [Transpose[e.a.g] ,ran]];
Return[g.poml.Inverse[(IdentityMatrix[ran]
+k.Hermit [k]) .ul] .pom3.e];
]

Reflexived44[b_,r1_,r2_]:=

Block[{a=b,w1=r1,w2=r2, ran,e,g,ul,u2,k,gz,t1,t2,pom2,pom3},
{e,g}=t4[a]; ran=rank[a] ;
pom2=w2.Hermit [e];

t1=Transpose[Take [Transpose[pom2] ,ran]];
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t2=Transpose [Drop [Transpose [pom2] ,ran]];
pom3=Drop[e.a.g,ran];
k=Transpose [Take [Transpose [pom3] ,ran]];
gz=Inverse[Hermit[g] .g];

gz=Take [gz,ran] ;

gz=Transpose [Take [Transpose[gz] ,ran]];

gzl=Transpose [Take [Transpose[Inverse [Hermit[g]]],ran]];

Return([gzl.Inverse[(t1+t2.k).gz] .pom2.e];

Primer 2.8 Koristedi

-1 0 1 2
-1 1 0 -1 2 0
0 -1 1 3 0 1 3 1 3 1 2 -1
A=l 0 11 3 M=ol M=o 100 2 1
1 -1 0 1 4 2
1 0 -1 -2
izraz x=Reflexivell[a,wl,w2] dobija vrednost
2 _3 i 1 3 2
LA VS A (A (|
X = 102 Bl 0z 102 Bl 102
B R T .
51 51 51 51 51 51
Provera:
In[l]:= ax.a==a
Out[1]= True
In[2]:= x.ax==x
Out[2]= True
In[3]:= a.x==Transpose[a.x]
Out[3]= True
In[4]:= x.a==Transpose[x.a|
Out[4]= False

U slucaju Wy, = @Q*, Wy = P* dobija se ovakva reprezentacija Moore-
Penroseovog inverza.

Posledica 2.1 Moore-Penroseov inverza date matrice A € C™" se moze
predstaviti kako sledi, pri cemu reprezentacije (Aﬁr) odgovaraju blokovskim dekom-
pozicijama (T;), i € {1,...,9,10a, 10b, 11}:
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(4}) At

(4} At

(Al Al

Izracunavanje generalisanih inverza

(RR") 1\T tele 1|r) 1<R 1“)

(R*“T ) A 1|T)*) 1<R7WB)*

B*(RR*)~ 1|r B(G*G)~ I:)_ B* (Rq‘r)*’
((Rl"') AF[ o D_ (r1")

(FIr+ o=l K) (RS (T + KK*))% (1)
@) ([ 5 K )EA(G »*)’1 (I, K )E
(G ((Ir + KK) (G G)~ 1‘;) (Bjp + K*En_,),
(G71)" (Upa (G’1|r)*)_ Upr=(G"")" ((G*G)’II:)_lUm
vir((R) avi)  (r) =i (R ) (R
yir (J_f;*leV"')_1 B*U, =VI"'B~'U,,

F{ o ](UVAF{ B DIUV—F[ o }(BB*+KK*) U
vir ([ B*, K* ]EAV"“)_l [ B, K* |E
VINB*B+K*'K)'[ B*, K*]E

F[j{ KA;[ .S ]EAF{I{* D_A;[ . S*]E
(FIr+ Fr=rIT) (1 + 8°8) An (I, + TT) ™ (Bl + 57 B, )
Pl | (A s e 4D D_?Awl[ A A ) E

A* * \— * * - * *
F{A* ](AHA FARAL) AN A A+ AL A) [ AL, A3 |E,

" { (Tfszfi K(R“Tl)*AR* [ (TflTQ)Ii Dl@”rn)*
T 1T2§ :|(T1(RR*) } [ T, T2]RR*[(T11T2§QD (R‘l"'Tl)*,

Implementacione procedure za izracunavanje Moore-Penroseovog inverza,
bazirane na reprezentacijama (G1), (G?) i (GY) jesu:
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MPti[a_]:=
Block[{b=a,r,g,ran,pt,qt},
{r,g}=t1[b]; ran=rank [b] ;
qt=Hermit [Take [Inversel[g] ,ran]];
pt=Conjugate[Take [Transpose[Inverse[r]],ran]];
qt.Inverse[pt.b.qt].pt
];MatrixQ[a]

MPt3[a_]:=
Block[{b=a,r,f,ran,pt,qt},
{r,f}=t3[b]; ran=rank[b] ;
qt=f .Hermit [Take[r.a.f,ran]];
pt=Conjugate[Take [Transpose [Inverse[r]],ran]];
qt.Inverse[pt.b.qt].pt
] ;MatrixQ[al

MPt4[a_]:=
Block[{b=a,e,g,ran,pt,qt},
{e,g}=t4[b]; ran=rank[b] ;
qt=Hermit [Take [Inverse[g] ,ran]];
pt=Conjugate[Take[Transpose[e.b.g],ran]].e;
qt.Inverse[pt.b.qt].pt
];MatrixQ[a]

Teorema 2.10 TezZinski Moore-Penroseov inverz AE\/[O@N za A € C™" pose-
duge sledece blokouvske reprezencije, gde reprezentacije (Z;) slede iz blokovskih
dekompozicija (T;), i € {1,...,9,10a, 10b, 11} :

(7)) N(G) ((R7) MaN (G—1|,¢)*)71 (R") M,

(%) N(G) ((R"B) MAN (G*l‘,,)*>_l (rR"B) M,

(Zs) NF [ KI: } ((R—“)*MANF{ KI; Dl (R‘w)*M,

() N(@) ([ L. K ]EMAN(G,)") [ L, K*]EM,

(Z) N (G (UpMAN (G—l‘r)*)_l U, M,
* —1 *
(Zs) NV"”((R*'”‘) MANV"“) (R*l'”) M,
(Z;) NVI"(B*U,MANVI")™ B*U,.M,
* * -1
(Zs) NF { ﬁ* } (UTMANF[ ﬁ* D U, M,

(Zy) NVI'([ B, K*]|EMANVI")"'[ B*, K* |EM,
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1
I * I * *
(Z10a) NF[T* KAH[ . 5 ]EMANF[T* D An[L, S*]EM,
A5 Y ge vt T g AN gt g
(on) 57| 40| ((a10= [ an s Jmarave| 4 ]) () an, g B

(Zn) NR* [ (T;lTQ)Iz K(R—l"'T1>*MANR* [ (T;sz)i D _1(3—1"'T1)*M.

Dokaz. 1z AIMO’O]\, = (QN)*(Q(QN)")"L(MP)*P)~Y(MP)* sledi da AFWO’ON
predstavlja elemenat klase A{1,2} koji ispunjava

= NQ*, W,y= P*M. 0

Sledece reprezentacije mogu da se dobiju iz glavnih osobina tezinskog Moore-
Penroseovog inverza.

Stav 2.6 Tezinski Moore-Penroseov inverz Al S(M.N) 20 A € C™"™ moZe se
predsatviti na sledeéi nacin:

(W) N (G ,)° ((R—l“‘)* MI=tan-1 (G—l‘r)*)_l (R—l‘*>*M[—1]’

(Wa) NI=1 G 1 ) (( ~1"p ) M= AN (G—llr)*>*1(R_1|rB)*J\J[_l]7
e £ e £]) oy e
W) NEUE ) ([ K EEant(e,)) (L K] e

o 1
(Ws) N=1 @1, (UVM[*”AN[*” (G74)7)  OpMt,
* —1 o\
(We) N[—l]Vlr((R—l'r) M[—l]AN[—llvlT) (R—l‘) M=
(W) NEWIr (B0, MEUANTIY I T By, M=,
—1

(Ws) NEURE [ﬁ* } (U7 AN I]F[g* ]) U\7M[71],
(W) NEUWI([ B*, K* |E. M[—HAN[—HVIT)”[B*, K* |EMY,

—1
(Wiow) NI= uF[ ]<A;1 . s*]EMwAN[uFH: D AL, st EMEY,

(¢

(Wigp) NIUF [ ]

E3
X A11

-1

AL, A ]EM JANI- ”F[f1 ])
12

11, A3 }EM[_H’

1
[ A*
-1
I I *
= - UAN -1 r -1 1]
(W) N R[ K Tl) AN R[(Tl_]T2) D (R Tl)M .
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Teorema 2.11 Neka je A kvadratna matrica reda n i ranga r. Tada grupni
inverz postoji ako i samo ako su sledeéi uslovi (E;), zavisni od odgovarajucih
blokouvskih dekompozicija (T;), ispunjeni:

(E1) G_l‘TR_w = (RG)_”T je invertibilno,

|

(E2) G '.RY' B=(RG)” ! }TB je invertibilno,
(Bs) [ I, K ](RF)~'"=(RF)"'" + K(RF)~I" je invertibilno,

| -
(Es) (EG)™, [ é} (BG) + (BG) 1K je invertibilno,

(Bs) UG, = (UG)~ 1‘7" is invertible,
Eg) V* TR_llr RV 1|T je invertibilno,
\

(E7) V*‘TU*‘T = (UV)*}T je invertibilno,

(Bs) [ B, K ]UF) { } =[B, K ](UF)*‘T je invertibilno,

I,
o)
(BEy) [ I, O](EV)" [ [B; } = (EV)*), [ IB; } Jje invertibilno,

(B10a) [ I, T |(EF)* [ Ig, } je invertibilno,
(Briop) | A, Arz ] [ 1; } je invertibilno,
(Bu) [ I, T7'Ts | [ ] =Ty je invertibilno [8].

Takode, grupni inverz, ako postoji, poseduje sledece blokovske reprezentacije:
—2
(AL) A# = R-1Ir ((RG) 1|r) G,
(Aiﬁ) A# = R-llrp-1 ((RG) 1|T) G71|r;
3 # _ p—1]r —1lr —1lr -2 * *
(A4%) A* =R (RF)~M + K(RF)~\_ F*, + KF;_),
—2
(44) A* = (E*I" + B IK) ((EG)—1 +(BG)HT ’“'K) Gy,
5 # 77l 1‘T -2 -1
(43) A* =U ((UG)~ G,
6 # _ p-1lr 1\T 2
(AS) A* =R (RV)~ Vi,
7 # _qrxlrp-1 wlr -2 *
(A) A* =UrlrB=t(OV)) VR,

(4%) A*=U*I"([ B, K |(UF)")*[ B, K ]F*,

) ar=p| 2] (@vre| 2 ]) i,
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(A9 A% = B [ {g ]Au ([ I, T](EF) [ {9 ]A11>2[ L, T]F,

—2
A A
(A%Eb) A# = F* |: A;i :|A11 ([ All; A12 ](EF)* |: A;i :|> [ Alla A12 ]F*a

Tt TR,

11 # _ p—1
(A#) A#* =R { 0 0

}R: R, [17', T7'T» | R
Dokaz. Sledi neposredno iz sledeceg: Ako je A = P(Q potpuna-rang faktor-
izacija za A, tada A% postoji ako i samo ako je QP invertibilna matrica, i
A* = P(QP)?Q. O
Metode za izracunavanje grupnog inverza mogu se implementirati na slede¢i
nacin:
Groupl[b.]:=
Block[{a=b,ran,r,g,rg,pom1,pom2},
{r,g}=t1[a]; ran=rank/[a];
rg=r.g;
rg=Inverse[rg];
rg=Take[rg,ran] ;
rg=Transpose [Take [Transpose [rg] ,ran]];
If [rank([rg]==ran,
poml=Transpose[Take [Transpose[Inverse[r]],ran]];
pom2=Take [Inverse[g] ,ran];
Return[poml.MatrixPower [Inverse[rg],2] .pom2],
Return["Group inverse does not exists"];
1;
]

Group3[b.]:=
Block[{a=b,ran,r,g,pom1,pom2},

{r,f}=t3[a]; ran=rank[a] ;

poml=Transpose[Take [Transpose[Inverse[r]],ran]];

pom2=Take[r.a.f,ran] .Hermit [£];

pom3=pom2.poml;

If [rank[pom3]==ran,
Return[poml.MatrixPower [Inverse [pom3],2].pom2],
Return["Group inverse does not exists"];

1;

]
Group4[b_]:=

Block[{a=b,ran,r,g,k,pom1,pom2},
{e,g}=t3[a]; ran=rank[a];
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poml=Take [Inverse[g],ran];
pom2=Hermit [e] . Transpose [Take [Transpose[e.a.g] ,ran]];
pom3=pom2.poml;
If [rank[pom3]==ran,
Return[pom2.MatrixPower [Inverse [pom3],2] .poml],
Return["Group inverse does not exists"];

1;

9 6 9
Primer 2.9 Za P(Q faktorizaciju matrice A= | 6 6 6 | imamo redom
9 6 9

100 1 -% -1
9 1 3
-1 0 1 0 0 1
9 0 0 1 21
R'=|6 20|, Gt=]0 10
9 0 1 0 0 1
I 9 0 0] 1 0 9 0
P—R‘l[é]: 6 2 0 01|=]|6 2
9 0 1 | 0 0 9 0
(1 2 1
_ 1 00 3 1 21
Q:[Iz@]Glz[ } 0 10 :[ 3 ]
01 0]]g o1 010
-1 1 3 5 7
. . . 1 0 -2 0 4
Primer 2.10 Data je matrica A= 1 1 1 5 15
-1 2 4 10 18
Iz {r1, f1} = t3[a] dobijamo
0 1 0 0
1 1 0 0
Rl - -1 —92 1 0 9 Fl - I5
—2 -1 0 1
Primenom {r2, f2} = t3[Transpose[rl.a.f1]] dobijamo
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
Ro=| 2 -1 1 0 0|, FB=I.
0 -5 0 1 0
—4 —11 0 0 1
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Sada je R=F{' R, G = F|RY, i

-1 1
112 1 0 -1 1 0 -2 0 4
BEo=1 1 1 Ce=lo 1 1 5 11
-1 2
Primenom formule (A%) dobijamo
M 169 _67_ 233 _ 137 7
6720 2240 6720 6720
1 1 1 1
128 128 128 128
At = 781 _ 330 _ 1037 653
= 13440 1480 13440 13440
5 _ 5 _ 5 5
128 128 128 128
_ 197 151 709 59
L 13440 2480 13440 13440
-1 0 1 2
-1 1 0 -1
Primer 2.11 Za A= 0 -1 1 3 dobijamo
0 1 -1 -3
1 -1 0 1
1 0 -1 —2
1 -1
_ -1 0 -1 1 -1 -2
1 _ _
A [ 1 1]’ §= 0 -1 |’ T_[—l —3]
-1 0
Primenom opisanih teorema i posledica za
2 0
0 1 3 1 3 1 2 -1
M=t o W2_{0 -1 0 0 -2 1]’
4 2
dobijamo:
r 10 4 10 _10 88 44 7
7 51 7 51 51 51
13 _ 47 13 13 _ 94 47
A1) 7 51 7 51 51 51
s 22 _5 _5 a2 |
17 51 17 51 51 51
6 _2 6 2 _4 2
L 17 17 7 17 7 17
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r_2 _3 1 _ 1 3 2
17 17 17 17 17 17
19 10 1 1 _10 19
102 51 102 102 51 102
1,2,3) _
Al ) — 7
_ 1 _3 1 _ 1 3 1
17 34 34 34 34 17
e 2 5 _5 _2 _ T
L 51 51 51 51 51 51
r_1 43 _ 1 _ 11 86 _43 7
17 51 17 51 51 51
7 _ 32 e 7 _ 64 32
17 51 17 51 51 51
1,2,4) _
A:2,4) ’
4 _u 4 4 _22 1
17 51 17 51 51 51
1 10 1 1 20 _1o0
L 17 51 17 51 51 51
[ _5 _3 1 1 3 5
34 17 34 34 17 34
4 13 _ 5 13 4
At 51 102 102 102 102 51
5 1 _ 1 __5 __T
102 102 51 51 102 102
1 _ 1 3 _3 1 _ 1
L 17 34 34 34 34 17

Primer 2.12 Uocimo iste matrice. Koristeci prosirenu Gauss-Jordanovu trans-
formaciju, dobijamo slede¢u redukovanu row-echelon formu za A:

1 0o -1 =2

o 1 -1 -3

B:[ITK]: 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

Matrica B je dobijena koriste¢i permutacionu matricu F = Iy, i regularnu matricu

-1 0 0 0 0 0
-1 1 0 0 0 0
-1 1 1 0 0 0
R= 1 -1 0 1 0 0
0 1 0 0 -1 0
1 0 0 0 0 1
Primenom istih matrica W7 i W5 dobijamo:
r_2 _6 10 10 _ 14 8
51 17 17 51 51 17
23 1 _ 13 13 8 _7
A0 _ 51 17 17 51 51 17 ’
_1 _3 5 5 _ 4
51 17 17 51 51 17
14 _ 10 _6 _2 _4 2
L 17 17 17 17 17 17
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r_13 3 11 11 10 7
51 17 17 51 1 17
_1 5 _r _r 11 _6
A28 _ 51 17 17 51 51 7
14 _2 _4 _4 _ 1 _ 1
51 17 17 51 51 7
29 _9 _1 _ 1 _ 13 4
L 51 17 7 51 51 17
-1 0 1 2
. . -1 1 0 -1 ..
Primer 2.13 Za matricud = dobijamo
0 1 1 J
1 1 -2 -5
-1 0 0 0
n— -1 1 0 0 o 1 0 T -1 =2 o1
-1 1 1 of” ‘Y7 lo 1| | -1 =3 -
2 -1 0 1
Koristeéi matrice
2 0
W — 0 1 Wy — 3 1 3 1
=11 o> "o -1 0 o0}
4 2
dobija se:
r_114 38 44 22 7
221 221 221 221
138 46 _ 30 15
221 221 221 221
1,2) _
A2) ,
_ 57 19 22 11
221 221 221 221
a8 16 28 _ 14
L 221 221 221 221 |
r _10 _6 8 2 7
51 17 51 51
13 20 _ T _2
51 51 51 17
1,2,3) _
Al ) — ,
_5 _3 4 1
51 17 51 51
2 4 2 _8
L 17 51 51 51
r_120  _ 40 2 1
221 221 13 13
81 27 _2 1
221 221 13 13
1,2,4) _
S 3 1 ’
= = 0 0
__3 __1 2 _1
L 221 221 13 13 |
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o1 _6 id 4 T
51 17 51 51
i 13 _2 _1
51 51 17 51
Al =
4 5 _1 1
51 51 51 17
1 1 4 _5
L 51 17 51 51
[ =5 4 1 —92
—21 17 4 -9
A#* =
16 —13 -3 7
-1 9 2 -5 |

2.1.4 Metoda pregradjivanja

Prvi metod pregradivanja (partitioning method) potice og Grevile [33]. Ovaj
metod predstavlja rekurzivni algoritam za izracunavanje Moore-Penroseovog
inverza. U ovom metodu se koristi izraz koji povezuje Moore-Penroseov inverz
matrice [Ala] (matrice A sa dodatom kolonom a) i Moore-Penroseov inverz
matrice A.

Algoritam 2.1 Posmatrajmo matricu A dimenzije m X n. Neka je A; pod-
matrica matrice A sastavijena iz prvih © kolona matrice A. Ako i-tu kolonu
matrice A oznacimo sa a;, onda se A; moZe predstaviti kao A; = [ Ai_1la; }

Korak 1. Pocetne vrednosti:

Korak 2. Rekurzivni korak: Za svaku kolonu a;, 2 < i <n matrice A izracunati

fﬂ:{QA—@w]

i b )
gde je

Korak 2.1. d; = Al_a;,

Korak 2.2. ¢; = a; — Ai_1d; = (I — A¢_1A;r,1)ai,

Korak 2.9, b= 4 79 @7y
orak 2.5. b; = ‘A .
#M(Ajil) di, C; = 0
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Korak 3. Kritetijum zaustavljanja: AT = AT.

Grevile-ov algoritam ocenjen je kao relativno komplikovan i numericki sta-
bilan u [58]. Glavni problem nastao u rekurzivnoj implementaciji algoritma
potice iz visestrukog ponovnog izracunavanja pojedinih minora. U Koraku
2, za svako i € {2,...,n}, Moore-Penrose-ov inverz AzT se mora izracunati
n — 1+ 1 puta. Tim pre i u Koraku 2.1 i Koraku 2.3, takode je neophodno
generisati inverz Aj_l prilikom izrac¢unavanja vrednosti d; i b;. Ukupan broj
razli¢itih vrednosti koje su proizvod izrac¢unavanja je relativno mali, ali ove
vrednosti se moraju ponovo izracunavati mnogo puta. Da bi izbegli ovaj
problem, mozemo upotrebiti moguc¢nosti programskog paketa MATHEMATICA
u definisanju funkcija koje pamte vrednosti koje su generisane u medu ko-
racima (0 MATHEMATICA videti, npr [83, 84]).

Prvo su opisane neke pomocéne procedure.

A. Procedura koja generise j-tu kolonu a; matrice A:
Col[a_List,j_]:=Transpose[{Transpose[a][[j]]}]

B. Podmatrica A; = [ ay,---a; ] koja sadrzi prvih j < n kolona matrice
A=A, = [ ai,---a, | moze se pronaci na slede¢i nacin:

TakeFirstI[a_List,j_]:= Return[Transpose[Take[Transpose[al,jll];

Implementacija Koraka 2.1.

DD[a_List,i_]:=DD[a,i]=
Module[{s={}},
s=Simplify[A[a,i-1].Col[a,il];
If[Length[s]==1, Return[s[[1]]], Return[s] 1;
1
Implementacija Koraka 2.2.

CCla_List,i_]:=CCl[a,il=
Module [{s={},vr},
vr=Variables[DD[a,il];
1f [vr=1={},

If [Length[Dimensions[DD[a,i]]]==1,
s=Col[a,i]-TakeFirstI[a,i-1]DD[a,i],
s=Col[a,i]-TakeFirstI[a,i-1].DD[a,i]

1,

If [Length[DD[a,i]]==0,
s=Col[a,i]-TakeFirstI[a,i-1]DD[a,i],
s=Col[a,i]-TakeFirstI[a,i-1].DD[a,i]
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1;
Return[Simplify[s]]
]
Implementacija Koraka 2.35.
Bl[a_List,i_]:=B[a,i]=
Module[{nul,ml,j,k,nl,s={}},
{ml,n1}=Dimensions[CC[a,i]];
nu1=Table[O,{j,1,m1},{k,1,n1}];
If[CC[a,i]l=!=nul,
s=(1/(Transpose[CC[a,i]].CC[a,i]) [[1,1]1])CC[a,i],
If [Length[Dimensions[DD[a,i]]]==1,
s=(1/(14DD[a,11DD[a,i])) Transpose [{A[a,i-1] }1DD[a,il,
s=(1/(1+Transpose[DD[a,i]] .DD[a,i]) [[1,1]])
Transpose[A[a,i-1]].DD[a,i]
11;
Return[Simplify[s]];
]
Implementacija Koraka 1, Koraka 2 i Koraka 3.
Alalist,i_]:=A[a,i]=
Module[{b=a,vr},
If[i==1,
If[Col[a,i]l==Col[a,i]*0, b=Transposel[a] [[1]],
b=(1/(Transpose[a] [[i]].Col[a,i]) [[1]]) Transpose[al [[1]]
1,
vr=Variables[DD[a,il];
If [ve=1={ },

If [Length[Dimensions[DD[a,i]]]==1,
b={A[a,i-1]}—DD[a,i]Transpose[B[a,i]],
b=A[a,i-1]1-DD[a,i] .Transpose[B[a,i]]

1,

If [Length[DD[a,i]]==0,

b={A[a,i—1]}—DD[a,i]Transpose[B[a,i]],
b=A[a,i-1]-DD[a,i] . Transpose[B[a,i]]

1 1;
b=Append [b, Transpose[B[a,i]]1 [[1]]]
1
Return[Simplify [b]]
]

Partitioning[a List]:=
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Block[{m,n}, {m,n}=Dimensions[a]; Ala,n] 1;

Kao $to je opisano u [83, 84], obi¢no je brze naéi odredene vrednosti nego
ih ponovo izracunavati, ali je potrebno malo vise memorijskog prostora da
bi se te prethodno izracunate vrednosti memorisale. Na osnovu numerickih
rezultata uoceno je da je rekurzivna implementacija bazirana na memorisanju
prethodno izracunatih vrednosti je brza nego iterativna implementacija. Cak,
sta vise, rekurzivna implementacija algoritma je jednostavnija i prirodnija, i
vrlo je numericki atraktivna.

Primer 2.14 Sledeéi primer poznat je kao Sy iz [85]:

a+1 a a a a a a a a a a+1
a a—1 a a a a a a a a a
a a a—+1 a a a a a a a a
a a a a—1 a a a a a a a
a a a a a—+1 a a a a a a
S11 = a a a a a a-—1 a a a a a
a a a a a a a+1 a a a a
a a a a a a a a-—1 a a a
a a a a a a a a a+1 a a
a a a a a a a a a a-—1 a
a+1 a a a a a a a a a a+1
Funkcija Partitioning[S11] daje dobro poznat inverz SL:
l-a a _a a _a a _a a _a a l1-a
4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4
3 —1—a a —a a —a a —a a —a a
-2 a l—a a —a a —a a —a a —a
5 —a a —-l-—-a a —a a —a a —a a
-5 a —a a 1l—a a —a a —a a —a
Out[l}: 5 —a a —a a —1-—a a —a a —a a
-5 a —a a —a a l—a a —a a —a
5 —a a —a a —a a —-1l-a a —a a
-5 a —a a —a a —a a l—a a —a
5 —a a —a a —a a —a a —-l-—a a
l1—a a _a a _a a _a a _a a l1—a
4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4

Vise primera sa funkcijom Partitioning[] mogu se naéi u daljem tekstu
prilikom uporedenja drugih metoda sa opisanim.

2.1.5 Determinantska reprezentacija

Pod determinantskom reprezentacijom generalisanih inverza matrice A pod-
razumevamo izracunavanje elemenata tih inverza pomod¢u minora matrice A.
Problem determinantske reprezentacije generalisanih inverza razmatran je jos
u prvim radovima Moorea [15]. Arghiriade i Dragomir su 1963 izveli deter-
minantsku reprezentaciju Moore-Penrose inverza za matrice potpunog ranga.
Uopstenje tog rezultata na matrice nepotpunog ranga dao je R. Gabriel 1965.
On je kasnije uopstio svoj rezultat posmatrajué¢i generalisane inverze u ra-
zlicitim algebarskim strukturama. Bapat, Rao i Manjunatha su u novije vreme
proucavali determinantsku reprezentaciju generalisanih inverza u integralnim
domenima [3, 50, 51].

Sledi kratak opis glavnih rezultata iz pomenutih radova, koji se odnose na
kompleksne matrice.
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Moore je uveo sledece jednakosti, kojima se element a;rj matrice AT pred-
stavlja u obliku razlomka sume determinanti.

Teorema 2.12 Za A € C™", (i, )-ti element inverza AT je dat sa

Z ( J )2 e Jr 12 ir

tg < ... <ip
aT o J2 <...<Jr
ij Z A(sl ST>A*<t1 tr> '
t1 ... tp S1 ... Sp
51 < ... < 8p
1 <...<tp

Problem da se definiSe Moore-Penroseov inverz pomoc¢u opsteg algebarskog
komplementa prvi put je razmatrao Arghiriade. Arghiriade i Dragomir su ge-
neralisali pojam algebarskog komplementa i izveli determinantsku reprezenta-
ciju Moore-Penroseovog pseudoinversa za matrice potpunog ranga. U tom
radu nisu citirali Mooreov rezultat.

Teorema 2.13 Za zadatu matricu potpunog ranga A € C™ ", generalisani
algebarski komplement odgovarajuci elementu a;;, jednak je sa

— 1 ... .. ... m 1 ... .. .. m
A : Aij : , m<mn,

i —( o1 ... an - R i ... Qn
a1<...<zZ<...<a7:4 1 ... ... ...n)A”<1... n)’ nsm.

Norma za A je

— 1 ... m 1 ... m
A A
||A|| _ 1S61<-~Z:<Bm§n < ﬁl cee 5m > < ﬂl cee ﬁm

G @ o oan ), 1 . on Cn<m,
1 ... n 1 ... n

dok je (i, j)-ti element Moore-Penroseovog inverza

1< <...<ap<m

At = A*(AAN™Y m<mn,
T (ATA)TTAY, n<m

jednak

1 1<i<n
N <i<
“ = gt (Kz’ém)'

R. Gabriel je dobio isti rezultat, uvodeéi eksplicitnu formulu za (i, j)-ti element
. X A*-adjAA* adjA*A-A*
matricnog izraza T AL odnosno Jet AT -
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Teorema 2.14 Element na i-toj vrsti j-toj koloni Moore-Penroseovog pseu-
doinverza date matrice A € CI"*™ moZe da se reprezentuje pomocu kvadratnih
minora na sledeci nacin:

1 @l ... j ce. Qp A @l ... ] L. Qp
b’y (,81 R A J B1 . 1 .. Br
1<fi<...<Br<n
AL 1<ai< <ar<m
a.. = — =
] —
- z Aly o)Ay o)
1<61<...<6-<m " "

1<m<...<v%w<m

Matricu sa elementima jednakim Ajj oznacavamo sa adjf(A), i nazivamo
generalisana adungovana matrica za A.

Teorema 2.15 Neka su M € C™*™ N € C™" pozitivno definisane matrice,
i neka je A = PQ potpuna rang faktorizacija za A, tako da je rank(P*MP) =
rank(QNQ*) = rank(M AN) = r. Element tezinskog Moore-Penroseovog in-
verza ALVN, koji se nalazi u preseku i-te vrste i j-te kolone, moZe da se
predstavi pomocéu kvadratnih minora matrica A i MAN kako sledi:

MAN) ar ... ] ce. Qp A @l ... ] ... Qp
1<,81<Z<5 <n( )<61 et B J B ... i ... Br
= r >
1< <...<ar<m

(a;r\/I,N)i]' =

3 a(p o pyemm (P T
1<61<...<6-<n 1 e Or 1 ... O
1<y <...<v<m

Teorema 2.16 Ako je A = PQ potpuna rang faktorizacija matrice A €
Crxn g Wy € Cvr, Wy € C™™ takve da je rank(QW,) = rank(WyP) =
rank(W1Ws) = rank(A), tada se element na i-toj vrsti i j-toj koloni {i,j,k}-
MVErza 12racunava Sa.

T Q.. T ... Qe B [o % S BN 78
1< <;.<Br§n (W) ( Br .o G o Br )AJZ< Br o i Br )
1< <...<ar<m

(12) _
o Mmoo o oo

1<6 <Z<6 <n A(51 5r>(W1W2) (61 5T>

<o <...<6r <

I<m<...<yw<m

SUPLC G R I RV G B A

1<Bi<...<B<n e d e Br i B

Q(12:3) _ 1<a1 <...<ar<m

ij

A<'£ gT>(W1P*)T<’g1 'gr>
1<61<...<6<n e Or o O
1<m<...<v%<m
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. T [o 7 Y Ao 78 N [ U BN o 7%
1<[31<.Z;.<ﬁr<n(QW2) (51 SRR A f@T)A”(ﬁl R A 5r>

a(1’2’4)— 1< <...<ar<m

ij
> A»( no s ) (Q*Wa)T ( sy >
1<61<...<8<nm e Or e Or
1<m<...<v%w<m

#

Teorema 2.17 Grupni inverz A% = (%‘j) matrice A € C" ima ovakvu

determinantsku reprezentaciju:

AT (o1 e j ar>A.i<o¢1 ] ar>
1<(11<Z<oz <n (ﬁl et Br 7 B1 ... i ... Br
1<f1<...<Br<n

>
1<m<...<%<n

1<61<...<6.<n

S

b
H
N
S, 2
[
o2
S s
~——
h S
N
S 2
==
2
30
~

Pravougaone determinante i generalisani inverzi

Definicija 2.1 Determinata matrice A € C™" je funkcija det( ) : C™" i—
C, definisana sa:

) e(al+m+a,,)+(51+“.+,8p)A< %1 %p ) ,  p < min{m,n},
det(A)={ l<m <. <ap<m o
(e,p) 1<pi<...<Bp<n

0, p > min{m,n}.

Za e = 1, i p = r, dobijamo Stojakoviéevu deteminatu, oznacenu sa
det(sp)(A). Slicno, za e = —1 i p = r, dobijamo determinantu uvedenu od
M. Radica (oznacenu sa det(g)(A)). U ovom radu se ove determinante krace
nazivaju pravougaone determinante.

Definicija 2.2 Za A € C"*" generalisani inverz A(_elp) matrice A je matrica

sa (i, 7)-tim elementom
1\ AsY
(A(Evp)>ij - det(e‘,?p)(A).
Ovde je 1 < p < rank(A) < min{m,n} najveci ceo broj, takav da je det;(A) #
0 (oznacen sa 1c(A)), i AS’p) je generalisani algebarski komplement reda p

odgovarajuci elementu aj;;, koji se definise se na sledeci nacin:

AG? = > vttt g (1 g )
1<j1<...<j<...<jp<n P
1<i1<...<i<...<ip<m
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; (eP)(A) — <e,p>> 1<i<n : ‘ ]
Matricu adj'“? (A) <Aij , ( 1<j<m nazivamo generalisana adun

govana matrica za A reda p.

Izracunavanje matri¢nih karakteristika

Sledece procedure sluze za detekciju matrica posebnog tipa.
SquareMatrixQ[a_] :=Length[al==Length[al[[1]]] /; MatrixQ[a]
OrtogonalMatrixQ[a_]:=

a.Transpose[a]==IdentityMatrix[Length[al] &&

Transpose[a] .a==IdentityMatrix[Length[al] /; SquareMatrixQ[a]
HermitianMatrixQ[a_]:= a==Transposel[a] /;

SquareMatrixQ[a]
Rank date matrice A jednak je sumi nenula elemenata koji leze na glavnoj
dijagonali u redukovanoj echelonskoj formi matrice A.

Rank[a_]:=
Block[{b=a, c, m,n, i},
c=RowReduce [b]
{m,n} =Dimensions[c]
Sumlc[[i,i]], {i,Min[m,n]}]
1 /; MatrixQ[al
Indeks kvadratne matrice A je prvi nenula ceo broj k koji ispunjava rank( A1) =
rank(A").
Index[a.]:=
Block[{b=a,c=IdentityMatrix[Length[a]],d=a,k=0},
While[Rank[c]=!=Rank[d],
d=d.b; c=c.b; kt+=1
1;
k
1 /; SquareMatrixQ[a]

Izracunavanje pravougaonih determinanti

DetS[a_]:=
Block[{b=a, £, s, m, k, 1},
m=Simplify[Minors[b, Rank[b]]];
f=Length[m]; s=Length[First[m]];
Sum[ml[[x,111, {x,£}, {1,s}
1/; MatrixQ[al

Generalisana determinanta reda t
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S R(? . ?)A(? o ?)'
1< <...<6,<n 1 -+ Or 1 ... Of
I<m<...<y%n<m

moze da se izracuna pomocu procedure GDetR. Formalni parametri a i r
oznacCavaju matrice A i R, respektivno, dok parametar t predstavlja veli¢inu
selektovanih minora.

GDetR[a_,r_, t_Integer]:=
Block[{b=a, ra=r, f, s, k, 1, ma,mc},
ma=Simplify[Minors[b,t]];
mc=Simplify[Minors[ra,t]];
{:E s s}=Dimensions [ma];
Sum[mc[[k,11] mallk,111, {k,£}, {1,s}
1/; MatrixQ[al] && MatrixQ[r] &&

Dimensions[a]==Dimensions[r] && Rank[a]==Rank[r]

U cilju implementacije opste determinantske reprezentacije, potrebne su
dve korisne funkcije. Prva od tih funkcija generise podmatricu date matrice
A, koja se dobija odbacivanjem i-te vrste i j-te kolone u A.

MatrixComp[a_, i_Integer, j_Integer]:=
Block[{b=a},
b=Drop[b,{1,1}]
b=Transpose [Drop [Transpose [b], {J ) J }] 1;
1/; MatrixQ[al

U drugoj funkciji se generise podmatrica od A determinisana vrstama
p1,-.-.,p¢ 1 kolonama ¢y, ..., q;.

Minor[a_, p_List, gq.List, t_Integer]:=
Block[{b=a,i,j, c},
c=IdentityMatrix[r];
For[i=1, i<=t, i++,
For[j=1, j<=t, j++,
clli,j11=bllpl[il],ql[j1]1]]
] 1;
c

1/; Simplify[MatrixQ[all

Sada je opisana implementacija opste derminantske reprezentacije reda t <
rza Ae Cr ™
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> [ Ryl52[A%]
QR0 _ (BN G e 1<i<n
N DET g (A) ’ 1<j<m )"

Napomenimo da algoritam za generisanje kombinacija reda t skupa {1, . ..

[90] moze da se napise u slede¢em kodu:

While[j>=1,
If[j>=1,
For[i=t, i>=j, i--,
pllil1=p[[j1]1+i-j+1; p1[[il11=p[[il]
] ] 1;

,n}

Konacno, u proceduri Rinverse|, ] je implementirana opsta determinantska
reprezentacija. Formalni parameteri a i r predstavljaju ulazne matrice A i R,

respektivno.

RInversela_,r_]:=
Block[{b=a,ra=r,t,p,q, m,n, w,v, i,j,k, ji, pl,ql,
pr,prl, awv,mr,mrr, mc,s,inv, sw,am},
inv=Transpose[b];
t=Rank [b] ; {m,n}=Dimensions[b];
d=GDetR[b,ra,t];
While[d==0, d=GDetR[b,ra,t]; t-- 1;
p=q=Range[t]; pi=ql=q;
For[v=1, v<=n, v++,
For[w=1, w<=m, wt++,
s=0;
If [t==m, j=1, j=m];
While[j>=1,
If [t==n, ji1=1, ji=n];
While[j1>=1,
pr=pri=1;
While[pr<=t && pllprll=!=w, pr++];
While[pri<=t && qllprill=!=v, pri++];
If [pr<=t && pri<=t,
mr=Minor [b,p,q,t];
mrr=Minor[ra,p,q,t];
mc=Det [mrr];
am=Det [MatrixComp [mr,pr,pril];
awv=(-1) (pr+pr1) am mc,

awv=0
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1;
s+=awv;
If[q[t]]1==n, ji--, ji=t 1;
If[j1>=1,
For[i=t, i>=j1, i--,
qllil1=q[[j1]1]1+i-j1+1;
q1l[[il1=q[[i]1]

1;
ql=g=Range[t];
If[pllt]]l==m, j--, j=t 1;
If[j>=1,

For[i=t, i>=j, i--,

pl[il]=p[[j11+i-j+1; p1[[i]]=p[[il]

1;
inv[[v,w]]l=s/d
p=q=Ranke[t]; pl=ql=q
]
1;
Simplify[inv]
1/; MatrixQ[al

Pomoéu opisane funkcije RInverse mogu se definisati funkcije za izra¢unavanje
svih refleksivnih g-inverza. Posebno, funkcija za izracunavanje Moore-Penroseovog
inverza za A € C"*™ moze da se definise pomocu

MPInverse[a_] := RInversel[a_,a_]
Takode, grupni inverz kvadratne matrice moze da se izrac¢una na slede¢i nacin:

GroupInversel[a_]:=
Block[{b=a},
If[Index[a] == 1,
RInverse[b,Transpose[bl],

Print["Group inverse does not exists"]
]
1/; SquareMatrixQ[a]

Napomena 2.2 [zracunavangje generalisanih inverza pomocu opste determi-
nantske reprezentacije je direktni metod, i ne koristi Gaussovu eliminaciju.
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Primer 2.15 Uocimo test-matricu S iz [86], za slucaj a = 1, tj.

2 1 1 1 2
1 0 1 1 1
Ss= 1|1 1 2 1 1
1 1 1 0 1
2 1 1 1 2
Njena full-rang faktorizacija je, na primer:
2 11 1 0 0 01
Lrol 001 00
P=]1211], Q=
01 0 0 O
Lo 00 0 1 0
2 1 1 1
Za matrice W7 i W5 mogu se uzeti
L2 > 3 2 -2 1 1 =5
2403 3 014 0
Wi=1| 21 0 -2, Wy=
0 2 1 3 4
05 0 ! 7 11 9 -3
7T 2 -3 2
RInverse[Ss, Transpose [W1.Ws]| daje
- 28759 _ 113 1 151 _ 61317
10220 140 28 20 10220
472 399
412 —2 1 -1 — 5%
s = - 1 0 1 2
186 113
156 —1 1 -2 —us
_ 46539 253 27 _ 131 79097
10220 140 28 0 10220 J
RInverse[Ss, P.Transpose [W1]] daje
r223 _ 13 1 151 123 7
140 140 28 20 140
1 1
1 —2 1 1 1
s = | -] 1 0 1 -1
1 1
1 -1 1 —2 -1
_223 253 _27 _ 131 223
L~ 140 140 28 20 140 |
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RInverse[Ss, Transpose [W5].Q] daje

5(1,2,4)

ro_12r 1
146 2
a2
73 2
300

- 1
186 _

73 1

127 1

L 146 2

Vrednost izraza RInverse[ Ss, Ss | je

St =

§to se moze dobiti iz [85].

Primer 2.16 Potpuna rang faktorizacija za A =

O N[ h0 | =

0

je odredena slede¢im matricama:

2
-1
3
-3
1
-2

-1
-1
0

0
1
1

, Q

Primenom funkcje RInverse, za

\}

Wi =

N )
N O = O

dobija se:

RInverse[A, Transpose [W1.Wa]] gives

A(l,Q) —

]

~

1 1
T2 2
1 -1
0 1
1 -2
1 1
T2 2
1 1
T2 2
1 -1
0 1
1 -2
1 1
T2 2

0 _1
3
3

1 3
-1 0
10 _10
17 51
13 13
17 51
5 _35
17 51
6 2
17 17

14 |

O NIHIFIE O
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RInverse[A, P.Transpose [W1]] daje

Izracunavanje generalisanih inverza

2 _3 L _L 3 2
17 17 17 17 17 17
19 10 _1 1 _10 19
5 [
023 _ 102 51 102 102 51 102 7
_L _3 L 3 L
17 34 34 34 34 17
T 2 5 _5 _2 _
L 51 51 51 51 51 51
RInverse[A, Transpose [W2]].Q daje
r—1i 43 1 _u 86 _43 7
17 51 17 51 51 51
i _32 e 7 _64 32
020 _ 17 51 17 51 51 51 ,
4 1 4 4 2 1
17 51 17 51 51 51
1 10 1 1 20 10
L 17 51 17 51 51 51
M PInverse|A] proizvodi
[ 3 _3 1 3 5
34 17 34 34 17 34
4 13 _ _ 13
51 102 102 102 102 51
At =
T 5 1 _ 1 __5 __T
102 102 51 51 102 102
L _L 3 _3 L _L
L 17 34 34 34 34 7
Primer 2.17 Uocimo test-matricu A iz [85]
1+ x z+1
A= x x—1 x
r+1 x z+1
In[1]:=MPInverse[A]
1—x x 1—x
1 2 1
x 1 xT
z B z
Out[1]=A" = 2 2
1—2x x 1—2x
1 2 1

Primer 2.18 Test matrica B data sa

[ 2+5 xz+3 T+ 2
r+3 x+4 xz+2
T+ 2 T+ 2 T+ 2

B=| z+4 z+3 T+ 2
x4+ 3 T+ 3 T+ 2
x4+ 2 T+ 2 z+1

_$+1 T z+1

T+ 4 x4+ 3 z+2
T+ 3 x4+ 3 T+ 2
T+ 2 x + 2 rz+1
x4+ 3 z+3 T+2
r+3 T+ 2 T+ 2
T+ 2 x4+ 2 T

z+1 r+1 z—1
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M PInverse[B] daje rezultat

3. _9+43a; _11159: 44z 34 % 3%_
—3—g G2 1040 3+ 3+ e He
9 _ _ 543z _ 345z 143z 3+
2—zx S 1 2+ 2+ 7 4
Bl=| .. 9+3w Wise  _g_ . _3_,  _5t3  _34z
a 4 a 4
943z 1145z _3_ 4 — _ 543z _ 3tz
3+$ 1 4 3 x 4 x 4 4
543z 745z _9_ _9_ _ 543z _ 3tz
PR - ; 2-x 2-z 1 T

2.1.6 Leverrier-Faddeev metod

Jedan od iterativnihnih metoda za izracunavanje Moore-Penroseovog inverza
potice od Decella [14], i zasniva se na modifikovanom Leverrier metodu za odre-
divanje koeficijenata karakteristicnog polinoma matrice AA*. Metod proizilazi
iz sledece teoreme, koja predstavlja uopstenje Frameovog rezultata.

Teorema 2.18 Za zadatu matricu A € C™™ defiinisati nizove

B]’ j:07]‘7' ) pj? ]207]‘7
POMOCU
1
BO = Im, p; = —,TT(AA*Bj_l), Bj = AA*Bj_l — p]]m
J
Tada je
1
AT == _A*kaly
Pk

gde je k # 0 najveéi prirodan broj za koji je pr, # 0. Ako je p1 = 0, tada je
At = Q0.

Algoritam 2.2 (Mpd1l) Za datu matricu A.
Korak 1. Izracunati C = AA* i postaviti By = I,,, j = 0.
Korak 2. Postaviti j = j + 1.

Korak 3. Izracunati

D=CBj_1, pj=j"Tr(D), Bj=D — Pjl,.
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Korak 4. Ponavljati Korak 2. © Korak 3., sve dok se ne ispuni uslov p; = 0.

Korak 5. Ako je j =1 ip, =0, tada je AT = Q, a inace je AT = p}flA*Bj_g.

Algoritam se moze implementirati na sledec¢i nacin:

Mpdi[t.]:=
Block[{a=t,bj,bj1,bj2,act,amp,e,c,d,j=0,m,n,pj=1},
act=a.Conjugate[Transpose[all;
{m,n}=Dimensions [a]l; e=IdentityMatrix([m];
c=a.act;
bj=bjl=e;
While[pj!=0,
j++; d=c.bj; pjl=pj;
pi=j~(-1) Sumld[[i,i]],{i,m}];
bj2=bj1;bjl=bj; bj=d-pj e;
1;
If[j==1,
amp=Table [{m} , {n}] )
amp=pj1~(-1) act.bj2
1;
Return[amp] ;

]

Postoji analogni metod za izracunavanje Drazinovog inverza. Ovaj metod
koristi da se Drazinov inverz moze predstaviti kao matri¢ni polinom po stepen-
ima polazne matrice. Jednu od tih metoda je izlozio Grevile u [33], dokazujuéi
da je za izracunavanje Drazinovog inverza dovoljno odrediti koeficijente karak-
teristicnog polinoma polazne matrice. U tom metodu, Grevile je koristio metod
za izracunavanje koeficijenata karakteristicnog polinoma koji je jos 1840. go-
dine dao Leverrier, a koji su modifikovali Souriau i Frame.

Teorema 2.19 Ako je za zadatu matricu A € C*™,

BO = [n7
pj = j_lTr(ABj—l)7 Bj = ABj—l _ij"w j = 1727 reey

tada je
Ad — P—k—lAk:BkJrl

s—1»
gde je s najveci prirodan broj za koji je ps # 0, k = r — s, r nagmangi prirodan
broj za koji je B, = Q.
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U slucaju nesingularne matrice A, primenom poslednjeg metoda se dobija
k=0, s=niA; = A" te Drazinov inverz postaje A™' = p 1B, i, §to
predstavlja poznati rezultat koji su izveli Souriau i Frame.

Drzinv[t_]:=
Block[{a=t,bj,bj1,bsl,drz,nul,e,c,j=0,m,n,pj=1,
k,r,s,ps,nadjenr,nadjens},
nadjenr=nadjens=True;
{m,n}=Dimensions[a];
If[m!=n, Print["Matrica nije kvadratna"],
e=IdentityMatrix[m];
bjl=bj=bsl=e;
While[(nadjens || nadjenr),
j*++; c=a.bj;
pj=Simplify[j{-1)*Sumlc[[i,11],{i,m}11;
bj1=bj; bj=Simplify[a.bjl-pj*el;
{m,n}=Dimensions[bj]; nul=Table[O,{m},{n}];
If[pj!=0, s=j; ps=pj; bsl=bjl, nadjens=False];
If[bj==nul, r=j; nadjenr=False ]
1;
k=r-s;
drz=Simplify [ps(-k-1)*MatrixPower [a,k] .MatrixPower [bs1,k+1]];
Return[drz];
11

Primer 2.19 Za test matricu iz [85] primenom funkcije Drzinv[] i Mpdl][]

dobijamo:
In[2]:=Drzinv[{{1+x,x,14+x},{x,x-1,x},{14x,x,1+x}]
pj=1+3 x
bj={{-2 x,x,1+x},{x,-2 (1+x),x},{1+x,x,-2 x}}
pj=2
bj={{-1,0,1},{0,0,0},{1,0,-1}}
pj=0
bj={{0,0,0},{0,0,0},{0,0,0}}
ut|2|= Z —1—-z z
S P A
1 2 1

In[3]:=Mpd1[{{1+x,x,1+x},{x,x-1,x},{1+x,x,1+x}]
pj=7+ 27x 4 272? + 272°
bj={{ = 3(1 + 5z + 4% + 623), 3z (1 + 2z + 32?),4 + 12z + 152% + 923},
{3:E(1 + 22 + 33:2), —2(4 + 12z + 1522 + 9x3),3x(1 + 2z + 3:52) },
{4+ 122 + 1522 + 923, 32(1 + 22 + 322), =3(1 + 5z + 422 + 623) } }
pj=8
bj={{-4,0,4},{0,0,0} ,{4,0,-4}}



64 Izracunavanje generalisanih inverza

pj=0
bJ:{{0,0,0},{0,0,0},{0,0,0}}

1-x i 1-z
2
Out[S]_[ —1-x ]

| o8

l1—z x

H;’
—
ENIENEES
8

2

2.1.7 Generalisani inverzi i grani¢ni procesi

U [91, 90] je uvedena iterativna metoda za implementaciju limit reprezentacije
Moore-Penrose-ovog inverza koja je ustanovljena u [5, 6]. U [71] je opisan
sledec¢i algoritam koji generalizuje taj metod.

Lema 2.1 [71] Neka su date dve proizvoljne kompleksne matrice R i S dimen-
zije p X q, 1 kompleksni vektor y dimenzije px 1. Predpostavimo da su elementi

vektora y oznaceni sa y;, t = 1,...,p. Neka su vrste matrice R 1 .S i jedinicna
matrica I, oznacene sa ry, s; 14, t = 1,...,p respektivno. Sledeci iterativni
metod
QL% (0%
a . a Ve St1Tt+17¢ a_ T 0
Yerr = N — P 0 =4¢, a >0,
QO+ Stp17 T
Q%
Ve Vi1 =
« _ o « Q
Typp = Ty + — (Y1 — Se127), 25 =0
O+ Se117 Ty
,yar*
« . o t ' t+1 . « a
Xy = X'+ o (e — s Xy), Xg =0,
O+ 54175 T4
t=0,....,.p—1

proizvodi sledecu matricu:
X2 =(al,+ R*S)"'R*, a8 =(al,+ R*S)"'R*y, vo=(al,+ R*S) "a.
U [71] je data sledeéa Sema za izracunavanje, koja obezbeduje indirektno
smanjenje vrednosti a.

Algoritam 2.3 [terativni proces zadovoljava
;N:XS/NJ VSN:’YS/NJ N:1727
gde su
;N = (aly + Ryn "S5y )_lRpN 5 7;?N = (al, + Ryn *SpN)_IO‘

t Ryn ™, spn sledece blok matrice

Ryn*=Ry*=[R ... R*],  Syn=09y=
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Glavni problem u implementaciji za limit representaciju obuhvata povec¢anje
reda blok matrice Ry i Sy. Da bi se izbegao ovaj problem, u [71] je predlozena
MATHEMATICA funkcija Mod.

Ulazni parametri algoritma su:

r_, s_: ulazne matrice R i S,

1t_: propisani broj iteracija;

alpha_: pocetna vrednost parametra o.

{p,q}=Dimensions [r];

in=IdentityMatrix[ql; im=IdentityMatrix[p];

g0=in; x0=in-in; i=1;

While[i<=it,j=i;

If[i>p,j=Mod[i,p];If[j==0,j=p] 1;
g1=g0-(g0.Transpose [{r (311 }] . {s [[311 } .g0)/
(alpha+({s[[j11}.g0.Transpose [{r[[311}1) [[1,111);
x1=x0+g0. Transpose [{r [[311 }1. (im[[511-{s[[j11}.x0)/
(alpha+({s [[31] } .g0.Transpose [{r[[j] ] }] YI[1,111);
g0=gl; x0=x1; i=i+1];

Return[x1];

S’obzirom da je konvergencija limit algoritma veoma siromasna [85], data je
implementacija algoritma u delovima odredenim brojem iteracija. Kriterijum
zaustavljanja algoritma je || X;11 — Xy|| < € gde je € najmanji realan broj, X;,4
i X; su dve uspesne iteracije i || X|| je izabrana norma matrice. Na primer, za

X = (wi;) koristi se norma || X|| = 4/ 23, koja je implementirana u sledecoj
funkciji:
norm[a_] :=Block[{m,n,i,j ,s} s
{m,n}=Dimensions [al;
s=Sum[m[[i,311°2,{i,n},{j,n}1;
Return[N[Sqrt[s],20]1]1]

Poboljsanje implementacije je bazirano na slede¢em rezultatu.

Teorema 2.20 Neka su date kompleksne matrice R © S dimenzije p X q. Ako
je b proizvoljno odredeni broj iteracija, ¢ = Quotient|b, p|, d = Mod[b, p], onda
iterativna sekvenca definisana u prethodnom daje sledece vrednosti:

o e} eo VL
V;Mﬁi = N = <;Iq+Rg Sg) -

ajc a -1
Xply = Xp=(SL+RS,) RL

p+d

gde su R, © S, d x q submatrice iz R 1+ S koje sadrze prvih d vrsta u R i
S, respektivno, a R,* je n X d matrica, jednaka konjugovano transponovanoj
submatrici R, .
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Dokaz. Saglasno opisanom algoritmu, posle prvih p iteracija dobija se:

aje

1= e X = X

Preostalim koracima d iteracije dobijaja se

ryzé_{-(cj 7pc+d rYb ) X;—&/-Z = PCer Xb
Ovim je dokaz zavrsen. O

[terativni korak Korak 2 moze se poboljsati na sledeéi nacin.

c=Quotient[it,m]; d=Mod[it,m]; alpha=alpha/c;
While [norm[x1-x0]>=eps, i=1;
While[i<=p+d, j=i;
If [i>m, j=Mod[i,m] ; If [j==0, j=m] ;
g1=g0-(g0.Transpose [{s [[31] }] . {s [[31] } .g0)/
(alpha+({s[[j11}.g0.Transpose [{s[[31]1}1) [[1,111);
x1=x0+g0.Transpose [{s L0311 }] .(im[[3]1] -{s [[311 } .x0)/
(alpha+({s[[j11}.g0.Transpose [{s[[31]1}1) [[1,111);
g0=gl; xO0=x1; i=i+1
1 1

2.1.8 Konac¢ni algoritam za inverze racionalnih matrica

Slede¢om lemom predstavljena je potpuna rang reprezentacija za razlicite
slucajeve generalisanih inverza date racionalne matrice. Ova poznata reprezentacija
generalizuje rezultat iz [55].

Lema 2.2 Neka je A(s) € C(s);"*" proizvoljna racionalna matrica dimenzije
m X n ranga r i neka je A(s) = P(s)Q(s) potpuna rang faktorizacija za A(s).
Sleds kamktemzaczya za razlicite slucajeve generalisanih inverza za A(S):

(a) A(s){2}={G(s)(H(s)A(5)G(5))"'G(s) : H(s)€C(s);"™, G(s)€C(s)]*", t<r}.
(b) A(s){1,2}= {G s)(H(s)A(s)G(s)) "' H(s) - H(s)€C(s);*™, G(s)€C(s)1*" }.
(c) A(s){1,2,3}={G(s)(P(s)"A(s)G(s)) " P(s)" : G(s)€C(s);*"}.

(d) A(s){1,2,4}={Q(s)"(H(s)A(s)Q(s)*) " H(s) : H(s)€C(s);*™}.

(e) A(s)T=Q(s)"(P(s)" A(s)Q(s)") " P(s)".

Koriste¢i Lemu 2.2, u sledec¢oj teoremi predstavljen je generalni konacni
algoritam za izracunavanje razlicitih klasa generalilisanih inverza za A(s).
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Teorema 2.21 Neka su R(s), T(s) i A(s) izabrane racionalne matrice di-
menzije m X n i e > 1 proizvoljni ceo broj. Pretpostavimo da je A(s) =
P(s)Q(s) potpuna rang faktorizacija za A(s). Uocimo racionalne a;(s), aj(s)
i racionalne matrice Bj(s), Bj(s) j = 0,1,...,m koje su definisane sledecim

rekurzivnim algoritmom:

Bo(s) = I, ap(s)=1 (2.1.1)
A;i(s) = T(s)R(s)"Bj_1(s), (2.1.2)
aj(s) = —M, B;(s) = A;(s) +a;(s)ly, j=1,...,m,(2.1.3)
By(s) = In, aos) =1 (2.1.4)
Aj(s) = R(s)T(s)Bj (),
A
a;(s) = B — Bj(s) = Ai(s) +aj(s)ly, j=1,...,n. (2.1.6)

Neka je k najveci ceo broj takav da je ar(s) # 0 i k' najveéi ceo koji zadovoljava
ay.(s) # 0. Posmatrajmo matrice

-1 e]-'“3(5‘)*19;%11(5)e E>1
X.(s) = CU T k2 (2.1.7)
O, k=0
and By, _,(s)°R(s)*
—1)e K s) s B> 1
Xi(s) = G K2 (2.1.8)
O, k' = 0.

U slucaju e = 1 imamo

X1 (s) = X/(5). (2.1.9)

Takode, su ispravna sledec¢a tvrdenja:

(i) U slucaju e = 1, R(s)=T(s)=A(s) imamo X;(s) = A(s)T.

(ii) Ako je A(s) racionalna matrica dimenzije n X n, izborom vrednosti e = 1, m = n,
R(s)* = A(s)!, I > ind(A), T(s) = A(s), dobijamo X;(s) = A(s)".

(iii) Ako je T'(s) = A(s), n > m = rank(A(s)), za proizvoljnu R(s) € C(s);"*", takvu
da je A(s)R*(s) invertibilna, u slucaju e = 1 dobijamo X;(s) = A(s)z".

(iv) Ako je A(s) € C(s)™", m=n, e= 1, R(s)*=A(s)¥, T(s)=1,, onda X;(s) postoji,
ako i samo ako ind(A(s)) = k, i X;(s) = A(s)A(s)P.

(v) Ako je m=n, e=1+1, T(s)R(s)* = A(s), R(s)* = A(s)!, I >ind(A(s)), dobijamo
Xe(s)=X{(s)=A(s)".

(vi) Za A(s) € C(s)™", u sluéaju e = 1, T(s) = R(s)* = A(s)!, I > ind(A(s)), imamo
X1(s) = (A(s)P)".
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(vil) X1(s) € A(s){2} @ e=1, T(s)=A(s), R(s)*=G(s)H(s),
G(s)eC(s)"™*t, H(s)eC(s)"™™, t <r, rank(H(s)A(s)G(s))=t.
(viil) X1(s) € A(s){,2} e e=1, T(s)=A(s), R
G(s)eC(s)"*", H(s)eC(s)"™™™, rank
(ix) X1(s) € A(s){1,2,3} @ e=1, T(s)=A(s), R(s)*=G(s)P(s)",
G(s)€C(s)™*", rank(P(s)*A(s)G(s))=r.
(x) X1(s) € A(s){1,2,4} & e=1, T(s)=A(s), R(s)*=Q(s)"H(s),
G(s)eC(s)™*", H(s)eC(s)"™*™, rank(H (s)A(s)Q(s)*)=r.
(xi) Ako je T'(s) = A(s), m > n = rank(A(s)), za proizvoljnu R(s) € C(s)y**", tako da
je R*(s)A(s) invertibilna, u sluéaju e = 1 dobijamo X (s) = A(s);".

Dokaz. Na pocetku dokazujemo da racionalna matrica X.(s) zadovoljava

X(s) = iii% R(s)*(al, + T(s)R*(s))"°. (2.1.10)

Na slican nacin kao u [19] i [78], nije tesko pokazati da je:

R(s)"(alm+T(s)R(s)") " = (=1)R(s)" (=) I — T(s) R(s)") "
(=)™ ' 4+ (=a)" 2 Bi(s)+- -+ (=) *Byoa(s))

(=)™ + ar(s)(—a)™ ! + -+ + ax(s) (—a)"*)°

(=)' + (=a)*Bi(s) + - + Bi-a(s))”

(ma)f +ar(s) (=)= + - Fax(s)”

Onad (2.1.10) sledi iz w — 0. Sli¢no se moze pokazati i sledece:

—(c1rsyd

X!(s) = lir%(ozfm + R*(s)T'(s)) “R(s)". (2.1.11)
Da bi dokazali (2.1.9), uvodimo sledece tvrdenje:

R(s)"Bi(s) = Bj(s)R(s)"
a; = aj, [ >0.

U slucaju [ = 0 tvrdenje se moze direktno dokazati. Ako tvrdenje tacno za
[ = 7, imamo

(s) = CTe(T(s)R(s)*By(s))  Tr(T(s)Bj(s)R(s)")
= j+1 - j+1
Tr(R(s)*T(S)B;-(s)) Tr(AQH) .

- - ]+1 = ]_|_1 _aj-i-l(S);
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R(s)"Bj11(s) = R(s)"(T(s) R(s)"Bj(s) + a;11(5)Im)
(R(s)"T(5)Bj(s)R(s)" + aji1(s)R(s)")

= (R(s)"T(5)Bj(s) + R(s)" a1 (s)1n) R(5)" = Bjia(s) R(s)"
1.10) i (2.1.11) imamo

lim R*(s)(ad,, + T(s)R*(s)) ™" = lim(ad, + R*(s)T(s)) " R*(s).

a—0 a—0

Sada se tvrdenje moze zavrsiti generalizovanjem poznatog rezultata o granicnim
izrazima lin% R*(al,, + TR*)™¢, iz [62]. O

Shodno rezultatima Teoreme 2.21 data su sledec¢a dva algoritma za izracu-
navanje razlic¢itih generalisanih inverza za A(s).

Algoritam 2.4 Predpostavimo da su A(s), R(s),T(s) € C(s)™*" racionalne
matrice.

Korak 1. Konstruisati niz polinoma {ag(s),...,ax(s)} i niz {Bo(s),..., Bx-1(s)}
polinomijalnih matrica kao uw (2.1.1), (2.1.2) 7 (2.1.3), gde k predstava
k =max{l: a;(s) # 0}.

Korak 2. Naéi racionalnu matricu X.(s) kao u (2.1.7).

Algoritam 2.5 Neka su date racionalne matrice A(s), R(s),T(s) € C(s)™*".

Korak 1. Konstruisati niz polinoma {ag(s ) N
polinomijalnih matrica kao u (2.1 ), (2.

k' = max{l : aj(s) # 0}.

Korak 2. Naéi racionalne matrice X/(s) kao u (2.1.8).

(s
1.

)} i miz {By(s), -, B _y(s)}
5) i

(2.1.6), gde k predstavija

Napomena 2.3 Konacni algoritam definisan u teoremi Teorem 2.21 pred-
stavlja generalnu formu za sve poznate modifikacije Leverrier-Faddeevog al-
goritma za izracunavanje razlicitth generalisanth inverza racionalnih matrica,
koje su razmatrane u [22],[78] i [79].

U slucaju (i) Teoreme 2.21 dobijamo dobro poznati konaé¢ni algoritam za
izrac¢unavanje Moore-Penrose inverza racionalnih matrica, predstavljen u /22].

U sluéaju (ii) dobija se modifikovani Leverrier-Faddeev algoritam za izra-
¢unavanje Drazin inverza date racionalne matrice, razmatran u [78/ 1 [79].

Slicno, u slucaju (v) predstavljena je generalizacija alternativne konacne
reprezentacije Drazin inverza, prestavljen u [19/.
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Algoritam 2.4 i Algoritam 2.5 predstavljaju spoljasnje inverze i g-inverze
za A(s). Sta vise, racionalna matrica X;(s) je u generalnoj formi za neke
specificne izraze uvedenih generalisanih inverza za A(s), kao $to su A(s)A(s)?
ili (A(s)P).

Sada sledi implementacija Algoritma 2.4 u paketu maTHEMATICA. Uglavnom
se koriste slede¢e moguénosti paketa MATHEMATICA, verzija 4.1 (videti [83] i
[84]) u simbolickom izra¢unavanju:

1. Simboli¢na matricna algebra, koja ukljucuje simbolicke operacije nad
vektorima i matricama.

2. Algebarske manipulacije, koje uklju¢uju izracunavanja sa simbolima i
operacijama nad algebarskim izrazima.

3. Ugradena funkcija simplifylexprl, koja algebarski izraz oznacen sa expr,
vrac¢a u pojednostavljenoj formi.

Slede¢om funkcijom izra¢unava se matrica X,(s) definisana u (2.1.7). Napo-
menimo da je u slede¢em kodu standardna funkcija Tr[g_] koja daje trag ma-
trice g.

GeneralRationall([r_, t_,e_]: =
Module[{Bi,Bil,Bi2,inv,nul,im,Ai,ai=ail=1,m,n,i=k=0,log=True,rct=Transpose[r]},
{m,n}=Dimensions[r]; nul=Table[0,{m},{n}];
im=IdentityMatrix[m]; Bi=Bil=Bi2=im;

While[log, i++; Ai=Simplify[t.rct.Bil]; (* Compute A[i] =*)
ail=ai; ai=-Simplify[Tr[Ai]l/i]; (* Compute ali] *)
Bi2=Bil; Bil=Bi; Bi=Simplify[Ai+ai*im]; (* Compute B[i] *)
If[ai===0, k=i-1; log=Falsel];

1;

If[k>0,inv = Simplify[(-1) e*ail”(-e)*rct.Bi2"e];
Return[Simplify[inv]], (*x k>0 *)
Return[Transpose [nul]] (*x k=0 *)

1]

Primer 2.20 Neka je data racionalna matrica iz [22].
I s+1 s
Als) = { 13 1 ] :
s s+1 s+2

U slicaju kad je t = r = A(s) funkcija General Rationall[r,t,1] daje dobro
poznat Moore-Penrose inverz iz [22]:

o 5(124s5+652+125% +4s%) s(1+5)2(2+s)(2—s+2524253)
4—4s+75%2—253+175%4-2255+656 4—45+752—253+17544-2255+656
N (1+5)(—4—252 453 +s* s(145)(2+5)(—2+5—252+3s3+2s*
4—A4s+752—253+175%42255+656 4—4s+T752—253+175442255+656
5(245)(14+15524752) 53 (145)2(245)(5+2s)

4—45+T52—253+175%+2255+656 T 4451752253 1+175% 122551656
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Primer 2.21 Za matricu
s+ 1 S s+ 1
A(s) = s s—1 s
s+1 S s+1

uslucaju kad jer = A(s)T, t = A(s) primenom funkcije General Rationall|r,t, 1]
dobijamo poznati Drazin inverz iz [75]:

1-s s 1-s

4 2 4

D _ S S
A(S) = 15 —]. — S 15
—s S —s

4 2 4

Primer 2.22 Za matricu iz [20]:

s+ s 1 s+ s
A(s) = 1 s*—s 1
s+ s 1 s+ s

u slucaju kad je T'(s) = R(s) = A(s), dobijamo sledeéi Moore-Penrose inverz
za A(s):

(—1+s)s 1 (—1+4s)s
4(—1—s2+s%)  242s2-2s%  4(—1—s2+s?)
t 1 s(1+s) 1
A(s) 97252258  —1-s2+s3 25252250
—1+43)s 1 —1+s)s

4(—1—s2+s1)  2+42s2-2s1  4(—1—s2+s%)
(s)T = A(s)TA(s) zadovoljen a indeks za A(s) je 1, za-
kljucujemo da je A(s)T = A(s)P = A(s)#. Zaista, matrica A(s)” je dobijena
u slucaju R(s) = A(s)", T'(s) = A(s). Drazin inverz za A(s) je poznat iz [20].
U slucaju R(s) = A(s), T(s) = I3 Dobijamo matricu

Kako je uslov A(s)A

T

1 g 1
2 2
Xl (S) = 010
2 0 3
Jednakostr X;(s) = A(s)A(s)” moze biti verifikovana posle primene stan-

dardne maTHEMATICA funkcije Simplify[]. Ovo potvrduje deo (iv) u Teoremi
2.21.

Primer 2.23 Neka je data sledeca test matrica iz [86]

s+4 s+3 s+2 s+1
s+3 s4+3 s+2 s+1
s+2 s+2 s+1 s

s+1 s+1 S s—1

FA(s) =
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U slucaju T'(s) = R(s) = F4(s) dobija se poznati Moore-Penrose inverz za
F4(s) iz [86]:

1 s _1 1
5 1 % & 11
Fas=| Tg 9 9
I A
§ ota 9 ~9 1
Koristedi
4 s+3 s+2 s+1 4 s+3 s+2 s+1
0 0 0 0 0 0 0 0
G(s)= s+2 s+2 s+1 S ) H(s)= s+2 s+2 s+1 S
s+1 s+1 S s—1 0 0 0 0

i R(s) = Transpose[Simplify|G(s)H(s)]], T(s) = Fy(s), dobija se inverz za
F4(s):

2(—4+45—552+553+35°) 5(8—3s+7s2—453—25%)
—58+385—595242253—9s%+6s°>  —58+385—5952+2253—9s%+6s5
0 0
—4+25+45%+53 654355 5(4—145—252+553+s%)

—58+385—595242253—954 465>  —58+385—595242253—954+65°

—1241054+952 455343544355 —29+4754+25%2—3s3 4454 45°
L —58+385—595242253 9544655 —58+385—5952+2253 —9s5%4+65°
4—254+652 45342524255 84+45+9524+9s3+25°

58—385+5952—2253 4954 —65° 58—385+5952—2253 4954 —65°

—2452—s3 445t 45" —4—454+1652+3s%4s°
—58+385—5952+2253—9s54+655  —58+385—5952+2253 —9s54+65°

6—254+125%2—534+35%45° 41—1154+2252 4534254455
—58+385—5952+2253—954+655  —58+385—5952+2253 —9s54+65°

Primer 2.24 Izaberimo slede¢u matricu A(s):

s + §2 1 s+ 52
A(S>:T<S):|: 1 —S+82 1 :|
1 matricu 5 )
s°+ s S S
R(S)_{s—l s — s 3}

koja obezbeduje invertibilnost matrice A(s)R(s)*. Saglasno delu (¢ii) Teoreme
2.21 dobija se sledeéi desni inverz za A(s):

34552 —3534+25*—255 456 14545524253 4+3s%
24+25+2524253—354—-255—56 458 225252253 435%4255 5658
1 s(1+s)
1452 -4 —1—s2+s4
—3425—55%245°—2s145° 343545524253 4254

242542524253 35425556458 242542524253 3542555658
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2.2 INVERZI POLINOMIJALNIH MATRICA

Neka je matrica A = Als] dimenzije m x n data u polinomijalnoj formi sa
nepoznatim parametrom s:

q
A[S] = Al + AQS +-- Aqsqil + Aq+15q = Z Ai+15i (221)
i=0
gdesu A;, i =1,...,¢+ 1 konstantne matrice dimenzije m X n.

2.2.1 Metoda pregradjivanja za polinomijalne matrice

Teorema 2.22 Neka je Als| proizvoljna matrica dimenzije m x n data u poli-
nomigalnoj formi (2.2.1). Oznacimo i-tu kolonu iz Als] sa

q
CLi<S) = Z Ai7j+18j, 1 S ) S n,
7=0

gde su A; j11, 0 < 5 < q konstantni vektori dimenzije mx 1. Takode, oznacimo
prvih i kolona iz Als| sa

q
AZ(S) :Z Ai,j+13j7 1 SZSTL,

J=0

gde su @-JH, 0 < 5 < q konstantne matrice dimenzije m X i. Za svako

v =1,...,n razmotrimo matrice gi(s)T koje su definisane sa
qi .
> Xijr18
~ i—0
Ai(s)f = ) (2.2.2)
> Yins
j=0
gde su

8 +5i—7 Ci\S 07 y
=q g ()io , D=t q 122, =g, p1=2q, (22.3)

qj_{ 4q + 5qi—1, ci(s)
kao i matrice X; ;11 1Y, j41 definisane sa

Xij = Al 0<7<gq, (2.2.4)

J
Yijn = > Al Ak, 0<j <2
k=0
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j
> Oij kWi
k=0
Xijr1 = , 0<j<q, i>2

Z o=k 1 ikt

LN

Yijor = k;q’i’j*’““w‘f“’ “EEO i<y, iz
0

1, ai(s) =
gde su u (2.2.5)

J

Oijr1 = Z(Xi—ld—kﬂw ki1 — dig—kt1Vigrn), 0<7 <1,

k=0
Diji ZYQ Li-kt Wik, 0 <,

L= 4q +3¢i—1, ci(s)
! 2+ 3q¢i—1, ci(s)

[N

0,
0. l2:l1 +Q7

Y

kao i u (2.2.6)

J
diji1 = g XictjkrAigr, 07 <q+ g,
k=0
matrice Vi ji1, Wi j11 definisane sa sledecim pravilima:
Izracunati
J

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

Cijy1 = Z(Ai,j—k+1yi—1,k+1 — A\i—l,j—k-&-ldi,k—l—l)a 0<j<2¢+ ¢-1.(2.2.8)

k=0
U slucaju da su c; ;1 # 0 za neko 3, Vi i1t Wi i1 jednaki sa
J
Vijrn = Z Ci1j-k+1Yip1,  0< 7 <3¢+ 2
k=0
j

Wijn = Z ii—kr1Cidkt1, 057 <4q +2¢;1;
k=

u suprotnom, ako su c; j41 = 0 za svako j, V; i1 @ Wi 11 definisane sa

Vijpr = Z C1jok1ikt1, 0<7<q+ 2g;i1,

J

(2.2.9)

(2.2.10)

Wij1 = Z(i/;'*_ld‘_k_;_l}/i—l,k—f—l —df ;i) s 0<5<2¢+2g;.

k=0
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Onda je Moore-Penrose inverz A(s)! za A(s) jednak gn(s)T.

Dokaz. Jasno je da se i-ta kolona a;(s) u A(s) moze predstaviti u polinomi-

q )
jalnoj formi a;(s)=>_ A;j+157, 1<i<n, gde su A; j+1, 0 < j < ¢ konstantni
=
vektori dimenzije m x 1. Ako je ai(s) # 0, saglasno Koraku 1 u algoritma
osnovnog metoda pregradivanja imamo

Z Al ]+1S Z Al ]+1S
A1(S)T = = .
Z Al JJrISJ ];0 ALj‘HS] Z ( Z Al G k+1A1,k+1)sj

7=0 k=0

Tim pre, mozemo uociti da je /11(3)T specijalan sluc¢aj za i = 1 u (2.2.2), gde
su matrice X ;41 1 Y] ;41 definisane u (2.2.4).
Zasvako ¢ = 2,...,nrazumljivo je izracunati matrice ﬁi(s)T u formi (2.2.2),
za odgovarajuce matrice X; 11, Y; ;11 i odgovarajuce granice g; i p;.
Direktnim izracunavanjem u Koraku 2.1 dobijamo

—1

Z X 1,;+18] q

di(s) = Ari(s)lai(s) = Y Aigars”
> Yii1jp1s8 k=0
7=0

qi-1+q j .
> (2 Xk Aig)s
=0 k=0

Pi—1 ]
> Y1418
=0

Onda se d;(s) moze predstaviti u formi

qi—1+q .
di7j+18j
di(s) = > (2.2.11)

Pi—1 )
> Y418
=0

gde su matrice d; ;1 definisane sa (2.2.7).

Razmotrimo Korak 2.2. Kako se prvih ¢ — 1 kolona u A moze predstaviti
u polinomijalnoj formi

q
= E Aifl,jJrlSJ
J=0
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za odgovarajuée m X (i — 1) konstantne matrice gi_l(s), saglasno (2.2.11)
dobija se

qi—1+q

Z d; ,j-‘rlS

~

ci(s) = ai(s)—Ai—x ZA”_HS _ZAZ 118 pl:

Z Yio1j418
j=
q+pi-1 [ j o 2gqtdir G .
> (Z Ai,j—k-i-lY;—l,k—i—l) s — > (D Aicijokt1diggr)s
_j=0 \k=0 =0 k=0
o qi—1+q )
Yo Y s
7=0

Izjednacavanjem gornjih granica u poslednjim jednakostima dobijamo da je
Pi-1=Gi-1+¢,1

2q¢+qi—1 j

Z (z (Az',j—k+1yi—1,k+1 - A\i—l,j—k-l-ldi,k—l-l))sj
j=0 k=0
Ci(s) - q+qi—1
Z Y;—1,j+15j
4=0

Tim pre, ¢;(s) se moze predstaviti u formi

2q+qi—1

> Cij1s
=0

q+qi—1

>, Y

J=0

ci(s) =

9

gde su ¢; j41 matrice iz (2.2.8), za svako 0<j<2q + ¢;_;.
Posmatrajmo sad Korak 2.3. Ako je ¢; ;41 # 0 za neko j, onda je ¢;(s) # 0
ib;(s), je jednako

2q+qi71 . q+q7, 1
ci(s) Z0 Cigt18 - Z Yi J“S
. i =
bi<5) - Ci(s)*ci(3>_ 2q+qi—1 . 4 2q+q171 )
;} Cijs15 ZO Ci,j+15
j= =
3q+2¢i—1 j
2 (’;)Cifl,jfkﬂykﬂ)
—_ ]: -
_ s ) (2.2.12)

> (X C;‘F,j+1ci,k+1)5j

7=0 k=0
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Jednakost (2.2.12) moze se napisati u formi

3q+2q;—1

>, Vijns
=0

b,(S) - 49+2q; 1 '
> Wijns

j=0

gde su V; ;11 1 W, ;41 matrice definisane u (2.2.9).

Ako je ¢; j41 = 0 za svako j, imamo da je ¢;(s) = 0, i koriste¢i predhodni
rezultat moze se verifikovati sledecée

qi—1 ) q+q; 1 )
.ZO X141 .ZO dij+18’
= i=
q+a; 1 ) Tty )
(A; 1(S)T)*di(8) ]Z;O Vi ]20 Yimtgt1s!
bi(s) — = = -
1 d:(s)*d.(s q+q; 1 ) qa+4a;—1 )
+ 1( ) Z( ) Zo df iy18 'Zo d;i 4187
J= j=
1 + q+q; 1 ) ’ q+q;—1 ]
2 Viigns X Vi
i= 3=
qt2qi—1  j )
* . J
(> Xifl,jkarle,k-f—l)S
B j=0 k=0
T 2¢+2¢i-1
* * j
—~ (k;ZO }/i717j7k+1)/i—1,k+1 + di7j,k+1di,k+1)8]
]: —
q+2q;—1 )
> Vijns
_
T 2g+2¢ 4 ’

>, Wijnsl
=0

gde su V; j11 1 W, ;41 matrice definisane u (2.2.10).

Konacno, primenom Koraka 2 i prethodnih rezultata u slucaju ¢;(s) # 0
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dobija se

qi—1 ) q+q; 1 ] 3q+2q; 1 ]
2 Xio1,j+18 > dijrs’ X Vi
j=0 j=0 =0
q+q;_1 q+aq;—1 49+2q;_1
> Yioi 48 > Yioijqas) > Wi
Jj=0 Jj=0 Jj=0
3q+2q;_1 ]
* J
, Viit1s
j=0
4q+2q; 1
. )
2 Wi
=0

4q+3q; 1

'Zo (kZO(Xifl,jkaWZkH*dz‘,jkaV,-le))Sj
= =

5q+3q;—1 4

.Zo (kzo Yie1j-kr1Wigi)s?
= =

3q+2q; 1
.
. Vij418
j=
4q+2q; 1
"
2 Wi
[ 4q+3¢;_1 ) 7 [ 4q+3q;_1 4q+2q;_1 ) 7
Oi,j+187 > Oy Wi s)
j=0 i—o =0
59+3q;_1 ] 5q+3g;_1 4a+2q; 1 )
> Pigias X P X Wi
3=0 3=0 3=0
3a+2q; 1 ) 3a+2g¢; 1 5q+3q; 1 )
* *
. Vii+1s > Ve X ®igns
j=0 7=0 7=0
4q9+2q; 1 4q9+2q; 1 5q+3q; 1
* 5 * .
X Wi X Wihin X Pigns
L Jj=0 i | Jj=0 Jj=0 i
[ 8q+5q,_1 ]
X (X Ok Wi )8
j=0 k=0
99+5q; 1
T Ll I
= =0 ..
’ Z i,j+15
Jj=0
o TP I
8q+5¢;_1 _ > Y18
> (X V1 ®ik1)s? Jj=0
7=0 k=0
99+5q; 1 )
X (X Pkt W)
j=0 k=0




Simbolicka implementacija generalisanih inverza 79

gde X, ;i1 1Y, 41 zadovoljavaju (2.2.5) a gornje granice ¢;, p; zadovoljavaju
(2.2.3).
Primenom Koraka 2 u slucaju ¢;(s) = 0 dobija se

qi—1 ) q+q;—1 ) q+2q;_q1 )
> Xio1,418 > dijyrs? 2 Vi
Jj=0 Jj=0 Jj=0
atai—1 ) a+qi—1 o 2q9+2¢5 ]
> Y1418 > Yioij418 > Wi
j=0 j=0 j=0
—~
(T =
Ai(s) =
q+2q; 1 )
X
> Vi
7=0
29+2q;_1
. )
. Wiis
- ‘]: -
[ 29+3q;_1 ] [ 2¢+3q;_1 2q+29; 1 _
> Oijns > Oy X WS
j=0 j=0 j=0
3q+3q;_1 3q+3q;_1 29+2q;_1
> Pijps > Py > Wi
j=0 =0 j=0
q+2q;_1 ) q+2q;_1 3q+3q;_1 )
* * L.
X Vijad X Viim X P
j=0 j=0 j=0
2q+2q; 1 2q9+29;1 3q+3g;1
> Wi X Wi X %
j=0 j=0 Jj=0
[ 4q+5q;_1 j ) T
Z (> ei,j—k+1wifk+1)sj
7=0 k=0
59+5¢;—1 4 ]
Z:o (kX:o(I>i’jik+1V(/v’i’ﬁq)sJ S X J
=0 = > Xij18
Jj=0
o T opi I
4q+5q;_1 4 ) Z }/i,jJrlSj
_E (> Vi’fjfk+1q)i,k+1)sj Jj=0
Jj=0 k=0
59+5q; 1 4
(2 ®ijkra Wy
7=0 k=0

gde ponovo X ;11 1Y ;41 zadovoljavaju (2.2.5) a gornje granice ¢;, p; zadovol-

javaju (2.2.3).

En(s)T, ¢ime je
0

Na kraju, Moore-Penroseov inverz date matrice je A(s)
dokaz zavrSen.

U skladu sa prethodnom teoremom moze se predloziti slede¢i algoritam.
Algoritam 2.6 Ulazni parametar je polinomijalna matrica Als| u formi (2.2.1),

q )
¢ija je i-ta kolona predstavijena u formi a;(s)=>_ A; 187, 1<i<n,
7=0
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Korak 1. Inicijalne vrednosti:

Izracunati Xy j41, 0 <j <qiYy 11, 0<j<2q kao u (2.2.4).

Korak 2. Rekurzivne korak:
Za 2 <1 <nizvrsiti Korak 2.1, Korak 2.2 1 Korak 2.3.

Korak 2.1.  Izracunati d; j+1, 0 < j < ¢+ q¢i—1 u skladu sa (2.2.7).
Korak 2.2.  Izracunati c; j41, 0 < j <2q+ ¢—1 kao u (2.2.8).

Korak 2.3.  Ako je ¢; j+1#0 za neko j, izracunati V; j11 @ Wi ji1 kao u (2.2.9).

U slucagu da je c; j11 = 0 za svako j, izracunati V; j11 @ Wi j41 kao
u (2.2.10).

Onda izracunati
Xij+1, 0<5<q;, Yij, 0<)<q+q

kao Sto je definisano u (2.2.5).
Korak 3. Kriterijum zaustavljanja je i = n. U tom slucaju je A(s)t = A\n(s)T.

U tekstu koji sledi opisana su glavni koraci u implementaciji algoritma.
Matrica A[s] definisana u (2.2.1) mozZe se reprezentovati kao lista matrica
{A1,..., Ayt1}. Sliéno, i-ta kolona A;(s) iz A[s| je polinomijalna matrica sa
parametrom s:

q
Ai(s) =D Ay
=0

pa se tim pre moze reprezentovati kao tro-dimenzionalna lista {4;1, ..., Ai g+1},
1 <@ < n. Ovakvu reprezentaciju trebamo imati u vidu kad opisujemo im-
plementaciju algoritma. Takode, ograni¢i¢emo implementaciju na skup poli-
nomijalnih matrica sa realnim koeficijentima u cilju pojednostavljenja koristeci
standardnu MaTHEMATICA funkciju Simplify[]. Nekoliko pomoénih procedura
je opisano na pocetku.

q .
A. Funkcija FrmPoly[M] transformie matricu M(s) = > M;;1s’ u in-
=0

ternu reprezentaciju {My, ..., My}
FrmPoly[M_List]:=
Module[{L={},i,M1=M,v,s},
v=Variables[M];
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1f [v='={},s=v[[1]];
For[i=1,i<=Max[Exponent [M,s]],i++,
AppendTo[L,Coefficient [M,s"i]];
M1=M1-Coefficient[M,s"i]l*s"i;
1
Mi={M1};
For[i=1,i<=Length[L],i++, AppendTo[M1,L[[i111]1;
1;
Return[Simplify[M1]1];
1;
B. Funkcija Col[L, j], listu j-tih kolona iz matrice, predstavljenu kao tro-
dimenzionalna lista L transformise takode u tro-dimenzionalnu listu.

Col[L List,j-]:=
Block[{L1=L2={},i},
For[i=1,i<=Length[L],i++,
Li=Append[L1,Transpose[L[[i]1]]];
AppendTo[L2,L1[[i,j]1]]
1;
Return[L2]
1;
C. Rezultat funkcije T'akeF' Poly[L, j] je tro-dimenzionalna lista koja sadrzi
prvih j kolona iz tro-dimenzionalne liste L.

TakeFPoly[L List,j_]:=
Module[{L1={},1},
For[i=1,i<=Length[L],i++,
Li=Append[L1,Take [Transpose[L[[i]11]1,3j11]1;
Return([L1]
1;
D. Funkcija DopZero[L,i] dopunjuje tro-dimenzionalnu listu L nula ma-
tricama od pozicije Length[L]+1 do i.

DopZero[L List,i_]:=

Module[{L1=L,j,nul},
nul=L[[1]]*0;
For[j=1,j<=i-Length[L],j++,

AppendTo[L1,nul]

1;
Return([L1]

1;
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E. Funkcija LastZeroP[L] brise poslednje nula elemente iz tro-dimenzionalne
liste L.

LastZeroP[L_List]:=
Module [{L1=L,Us=True,nul,dl},
1eL1=1={},
While[Us && Li=!={},dl=Dimensions[L1] [[1]];
If[L1[[d1]1==L1[[d1]1%0, L1=Drop[L1,-1], Us=False]
1 1;
Return([L1]
1;
Implementacija Koraka 2.1.

DDP[L List,i_]:=DDP[L,i]=
Module [{Y={},bound=0,NN,L2={ } ,L1=L,j,nul={}},

L2=XXP[L,i-1];

bound=Length[L]+Length[L2];

nul={Table[0,{j,1,bound}1};

L1=DopZero[L1,bound] ;

NN=Col[L1,i];

L2=DopZero [L2,bound] ;

For[j=0, j<bound-1, j++,
If[(j+1)>Length[Y],Y=Join[Y,nul] ];
Y[[j+11]=Sum[L2[[j-k+1]].NN[[k+1]1],{k,0,j}1;

1;

Y=LastZeroP[Y];

Return[Y]

1;
Implementacija Koraka 2.2.

CCP[L_List,i]:=CCP[L,il=
Module [{Y=L4={ } ,bound=0,NN,L1=L,L2=L3={},j,nul={}},

L2=YYP[L,i-1];

bound=2Length[L]+Length[L2] ;

nul=Table[0,{j,1,bound}];

Li=DopZero[L1,bound] ;

NN=Col[L1,i];

L2=DopZero [L2,bound] ;

L4=DDP[L,i]; If[L4=={}, L4={0}1; L4=DopZero [L4,bound] ;

L3=TakeFPoly[L,i-1]; L3=DopZero[L3,bound];

For[j=0, j<bound-1, j++,
If[(j+1)>Length[Y],Y=Join[Y,null];
If [Length[L4[[1]1]1]==0,
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Y[[j+111=Sum[NN[[j-k+111L2[[k+1]]
- (L3[[j-k+111L4[[k+1]1) [[11],{k,0,5}1,
Y[[j+111=Sum[NN[[j-k+1]11L2[[k+1]]
~Transpose [L3[[j-k+111].L4[[k+111,{k,0,5}]
11;
Return[LastZeroP[Y]];
1;
Implementacija Koraka 2.35.

VVP[L List,i ]:=VVP[L,i]=
Module [{¥={},bound=0,L1=12=13=L4={ },j,nu1={} },
L1=YYP[L,i-1];L2=CCP[L,i];
1f[L2=1={},
bound=3Length[L]+2Length[L1];
nu1=Tab1e[O,{j,1,bound}];
L1=DopZero[L1,bound]; L2=DopZero[L2,bound];
For[j=0, j< bound-1,j++,
If[(j+1)>Length[Y], Y=Join[Y,nul] ];
Y[[j+111=Sum[L1[[j-k+111L2[[k+111,{k,0,3}1;
1,
L3=XXP[L,i-1];L4=DDP[L,i];
bound=Length[L]+2Length[L3];
nu1=Tab1e[O,{j,1,bound}];
L3=DopZero [L3,bound] ;
L4=DopZero[L4,bound] ;
For[j=0, j<<bound-1,j++,

If[(j+1)>Length[Y], Y=Join[Y,nul] ];

If [Length[L4[[11]1]1==0,
Y[[§+111=Sum[L3[[j-k+111L4[[k+11],{k,0,5}1,
Y[[j+1]1]1=Sum[Transpose [L3[[j-k+111].L4[[k+111,{k,0,5}]

110
Return[LastZeroP[Y]];
1;
WWP[L List,i]:=WwP[L,i]=
Module [{Y={},bound=0,L1=L2=L3={},j,nu1={}},
L1=CCP[L,i]; L2=YYP[L,i-1];
1eL1=1={},
bound=4Length [L]+2Length[L2];
nul=Table[0,{j,1,bound}1;
L1=DopZero[L1,bound] ;
For[j=0, j<bound-1, j++,

83
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If[(j+1)>Length[Y], Y=Join[Y,nul] ];
Y[[j+11]1=Sum[L1[[j-k+11].L1[[k+11],{k,0,3}1;
1,
L3=DDP[L,i];
bound=2(Length[L]+Length[L2]);
nul=Table[0,{j,1,bound}1;
L2=DopZero[L2,bound] ; L3=DopZero[L3,bound] ;
For[j=0, j<bound-1, j++,
If[(j+1)>Length[Y], Y=Join[Y,nul] ];
If [Length[L3[[1]]1]==0,
Y[[j+1]1]1=Sum [L2[[j-k+1]]1L2[[k+1]]
+L3[[j-k+111L3[[k+111,{k,0,3}1,
Y[[j+1]]=Sum [L2[ [j-k+1]IL2[ (k+1]1+({L30[j-k+11] }
.Transpose [{L3[[k+111}1) [[117,{k,0,5}1[1]]
111
Y=LastZeroP[Y];
Return[Y];
1;
XXP[L List,i]:=XXP[L,i]=
Module[{Y=Y1={},dq,L0=L1=L2=L3=L4=L5=L6=L7={ },
j,iz={},kl,bound=0,nu1={}},
If[i==1, (* Then *)
nul=L[[1,1]]1%0; dg=Length[L];
For[j=1,j<=dq,j++,
vi={};
For[k=1,k<=Length[L[[1]]],k++,
AppendTo[Y1,L[[j,k,11]1]
1;
AppendTo[Y,Y1]
1;
iz=Y, (* Else x)
LO=XXP[L,i-1];L1=XXP[L,i-1]; L6=YYP[L,i-1];
L2=WWP[L,i] ;L3=DDP[L,i];L4=VVP[L,i];
bound=4Length [L]+3Length[LO] ;
nul=Table[0,{j,1,bound }1;
L1=DopZero[L1,bound-1]; L2=DopZero[L2,bound-1];
If[L3=={}, L3={O}]; L3=DopZero [L3,bound-1] ;
L4=DopZero[L4,bound-1]; Y={};
For[j=0, j<bound-1, j++,
If[(j+1)>Length[Y], Y=Join[Y,nulll;
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If [Length[L3[[1]1]1]1==0,

Y[[j+1]1=Sum[L1[[j-k+1]1]1L2[[k+1]]
-L3[[j-k+1]11L4[[k+111,{k,0,3}1,

Y[[j+1]11=Sum[L1[[j-k+111L2[[k+1]]

-Transpose [{L3[[j-k+111}1.{L4a[[k+111},{x,0,5}]
11;
L5=Y;bound=5Length [L]+3Length [LO] ;nul=Table[0,{j,1,bound }1;
L2=DopZero[L2,bound-1];L6=DopZero[L6,bound-1];Y={};
For[j=0, j<bound-1, j++,

If[(j+1)>Length[Y], Y=Join[Y,null];
Y[[j+111=Sum[L6 [[j-k+1]11L2[[k+11],{k,0,3}1;
1
L7=Y; bound=8Length[L]+5Length[L0]; nul=Table[0,{j,1,bound}];
L5=DopZero [L5,bound-1]; L7=DopZero[L7,bound-1];
L2=DopZero[L2,bound-1]; L4=DopZero[L4,bound-1];
v={}; vi={}; 1z={};
For[j=0, j<bound-1, j++,
If[(j+1)>Length[Y], Y=Join[Y,nul];
Yi=Join[Y1,nul]; iz=Joinl[iz,null];
YL[j+111=Sum[L2[[j-k+1]11L56[[k+11],{k,0,5}1;
Y1 [[j+1]1]1=Sum[L4[[j-k+111L7[[k+111,{k,0,3}1;
If [Length[Dimensions[Y[[1]11]1]==1,
iz[[j+111=Join[{Y[[j+111},{Y1[[+111}1,
iz[[j+111=Join[Y[[j+111, {Y1[[5+111}]

1;
iz=LastZeroP[iz];
1
Return[iz];
1;
YYP[L List,i_]:=YYP[L,i]=
Module [{Y={},L1={},NN,bound=0,iz={ } ,Lo=L1=L2=L5=={ } ,k1,j,nul={}},
If[i==1, (* Then *)
dg=2Length[L]; nu1={0};
L1=DopZero[L,dq]; NN=Col[L1,1];
If [NN==NN*0,
v={1},
For[j=0, j<dq-1,j++,
If[(j+1)>Length[Y], Y=Join[Y,null];
Y[[j+11]=Sum[{NN[[j-k+11]} .NN[[k+111,{k,0,5}1[[11];
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11

iz=LastZeroP[Y], (* Else *)

L1=YYP[L,i-1]; L2=WWP[L,i]; LO=XXP[L,i-1];

bound=5Length [L]+3Length[L0]; nul=Table[0,{j,1,bound}];

Li=DopZero[L1,bound]; L2=DopZero[L2,bound];

For[j=0, j<bound-1, j++,
If[(j+1)>Length[Y],Y=Join[Y,null];
Y[[j+11]=Sum[L1[[j-k+111L2[[k+11],{k,0,5}1;

1;

L5=Y; bound=9Length[L]+5Length[L0]; nul=Table[0,{j,1,bound}];

L5=DopZero[L5,bound-1]; L2=DopZero[L2,bound-1]; Y={};

For[j=0, j<bound-1, j++,

If[(j+1)>Length[Y], Y=Join[Y,null];
Y[[j+11]1=Sum[L2[[j-k+1]1]1L6[[k+111,{k,0,5}1;
1;
iz=LastZeroP[Y];

Return[iz];

Funkcija SimplP[ | u sebi sadrzi pomoé¢nu funkciju PolLC'M| |. Funkcija
PolLC'M[L] izrac¢unava najmanji zajednicki sadrzalac polinoma sadrzanih u
listi L, i sadrzi standardne maTHEMATICA funkcije Polynomial LCM i LCM.

SimplP[M1 List,M2 List]:=
Module[{p,q,r,vr={},m3=ma={},i},

p=Sum [M1[[i+1]1%w"i,{1,0,Length[M1]-1}];

q=Sum[M2[[i+1]11%w"1,{i,0,LengthM2]-1}1;

1;

r=Simplify[p/ql;
M3=PolLCM[Denominator[r]];
If [Variables[M3]=!={}, (* Then %)

1;

M4=Expand [Simplify [r*M3]];
M3=Transpose[FrmPoly[{MB}]][[1]];
M4=FrmPoly[M4], (* Else *)
M4=FrmPoly[r]l; M3={1}

Return[{M4,M3}]

PolLCM[L_List]:=
Module [{m=m1=1,j},
For[j=1, j<=Length[L], j++,

1f [Variables[L]=!={},
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m=PolynomiallLCM[m,L[[j1]1],
m=LCM[m,L[[j1]]

1 1

If[Variables[m]=={},

If [Length[m]l=!=0, (* Then *)
For[j=1, j<=Length[m], j++,
m1=LCM[m1,m[[j]1] ]

11, (x Else *)

If [Not[Head[m]='=List], (* Then *)

For[j=1,j<=Length[m], j++,
mi1=PolynomiallLCM[m1,m[[j]] ]

], (* Else *)
ml=m

1 1

Return[Expand[m1]]

1;
Rezultat funkcije PartPoly|L] je Moore-Penroseov inverz za L.

PartPoly[L_List]:=
Module[{m,n,i,res={},L1=12=13={}},
{m,n}=Dimensions[L];
A=FrmPoly[L];
For[i=1,i<=n-1,i++,
L1=XXP[A,i]l; L2=YYP[A,il;
res=SimplP[L1,L2];
XXP[A,il=res[[1]]; YYP[A,il=res[[2]];
VVP[A,i+1]; WWP[A,i+1];
1;
L1=XXP[A,n]; L2=YYP[A,n];
res=SimplP[L1,L2];
L2=Sum[res[[2,j]](Variables[L][[1]])"(j-1),{j,l,Length[res[[2]]]}];
L1=Sum[res[[1,j]](Variables[L][[1]])“(j—1),{j,l,Length[res[[l]]]}];
Return([Simplify[L1/L2]//MatrixForm]
1;
Primer 2.25 Posmatrajmo slede¢u racionalnu matricu
1/w? w (w+1)/w?

X1 = w w? —1 w
w+1l 1/w w+1

Primenom funkcije Partitioning|] dobijamo rezultat:
In[1]:= Partitioning[X1]
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_w3 —1—wtw’4+ws —1—wtw? 4w —w®
w(727w+w2+w3) —2-wtwitw?
Out [1]= 0 _ ldw _w
—2—wHw?+w3 24+w—w?—w?
w3 _ —1+witw® w—w®+w
—2—wHw?+w3 —2—wHw?+w?

Primer 2.26 Za matricu

14w w 14w
X1= w 14w w
1+w w 1+w

primenom funkcije Partitioning|] dobijamo slede¢i Moore-Penrose inverz za
A:

In[2]:= Partitioning[X1]

DDIX1.2]={{ 77507 }

CC[X1,2]= {{m} { 2+4’L10—~:;ZJJ2} {2+4ww+3w2 }}}

BXL2={{5} {~1 —w} {5}}
A[X12] { 1 w7 ’1 w ; %7_ w7%}}
DDIXL3]={{1}.{0}}

CC[Xl 3]={{0},{0},{0}}

Bag-(( 3Ly
AXL3={{17% 5. 54 5. -1 —w, 5 1. {199, 5, .5
1w w 1-w
Out [2]= ( ERE Ty )
4 2 4

Funkcija PartPoly[X 1] daje identican rezultat:

In[3]:=PartPoly[X1]

XXP[A,1)={{1,0,1},{1,1,1}}

YYP[A,1]={2,4,3}

DDP|A,2]={0,1,3}

CCP[A,2]={{0,-2,0},{1,-2,1}}

VVP[A72}:{{Oa'4a0}a{2a'1272}7{47'1474}7{37'673}}

WWP[A,2]={4,8,6}

XXP[A,2]={{{16,0,16},{0,-32,0}},{{80,32,80},{16,-224,16} },{{168,192,168},
{96,-720,96}},{{152,528,152},{264,-1360,264} },{{-20,832,-20},{416,-1624,416} },
{{-180,792,-180},{396,-1224,396} } {{-162,432-162},{216,-540,216} },
{{-54,108,-54} {54,-108,54} } }

YYP[A,2]={32,192,528,832,792,432,108}

DDP|A,3]={{32,0},{192,0},{528,0},{832,0},{792,0},{432,0},{108,0}}

CCPI[A,3]={}

VVP[A,3]={{512,0,512},{5632,1024,5632},{29184,12288,29184},{92672,70656,926 72},
{196480,256000,196480},{280704,648960,280704 },{245504,1210368,245504 },
{57088,1701376,57088},{-177696,1815552,-177696 } ,{-298080,1460160,-298080},
{-253152,864000,-253152},{-132192,357696,-132192} {-40824,93312,-40824},
{-5832,11664,-5332} }

WWP|A,3]={2048,24576,141312,512000,1297920,2420736,3402752,3631104,2920320,
1728000,715392,186624,23328}

XXP[A,3]={{{33554432,0,33554432},{0,-134217728,0},{33554432,0,33554432} } ,
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{{973078528,67108864,973078528},{67108864,-4160749568,67108864 },
{973078528,67108864,973078528} },{{13841203200,2013265920,13841203200},
{2013265920,-63417876480,2013265920},{13841203200,2013265920,13841203200} },
{{128429588480,29695672320,128429588480},{29695672320,-632501043200,29695672320},
{128429588480,29695672320,128429588480} },- - - ,{
{{-2595812935680,5779357102080,-2595812935680},
{5779357102080,-12734176665600,5779357102080},
{-2595812935680,5779357102080,-2595812935680} }
{{-279172334592,587731230720,-279172334592}
{587731230720,-1234235584512,587731230720}
{-279172334592,587731230720,-279172334592} }
{{-14693280768,29386561536,-14693280768},{29386561536,-58773123072,29386561536 }
{-14693280768,29386561536,-14693280768} } }
YYP[A,3]={134217728,4026531840,59391344640,573109698560,4062267310080,
22516164722688,101458619924480,381515905105920,1219595599872000,
3359626347151360,8056217096159232,16944581899714560,
31436930673541120,51657089860239360,75387534830469120,
97868724073136128,113081302245703680,116228452185538560,
106099641023201280,85781945867304960,61176898573959168,38268243860520960,
20837934194688000,9777835364843520,3900410187448320,1298395518271488,
351376204677120,74358884597760,11558714204160,1175462461440,58773123072}

1—w w 1—w

4 2 4

outf3l= | 5§ —1l—-w 3
I—w w 1—w

4 2 4

Mogu se posmatrati i nekoliko test matrica iz [86].

Primer 2.27 Test matrica [86]:

@«
O VXN oA WL RO

e T I T L )
N HO©O®NO TR W NG
= Hn b B h B ® 6 ®

= O 0 WO U A W NG =
=n 0 W » nh ®»

© 0N A W NG R OO
® N OO R Wy RO OO
No A WN RO O OO
Uk W Ny RO OO0 O
Gk W N OO0 O0O0O
w o

B W Ny R O0O00000O0
W Ny 200000000

®
@

»
Ny mH O 00000000
n HFOO0OO0OO0O0000O0oO0o
L s

@
%

)

R I I R )
W o n ®
W w w » n ®»

W n n @

W W W @

»

)

7}

In[3]:=PartPoly[A]

1+s2
—S8

[eNeNoNeNoNeNoR' N No ol o]

OCO0O00CO0O0OK OO O O
|

Out [3]=

CO0O00uwW mOOOO © O

OCO0O000nW HOOO © O
OO0 HFOOOOO O O
|

OO HOOOOOO O O
|

On RPO0O0OO0O0OO0OO0 O ©

n HFOOO0OO0O0OO0OO0O0 O O
[=NeNoNolololoNeNol el =)
OO0 O0COO0CO0O0O © O

OO0 O0OO0CO0OO0O0On = O O

[=NeloleloleNoNeNo)

1452 1452 |
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Primer 2.28 Izborom test matrice Fy iz [86]:

[SEES BRSNS B S BS IS EES B
FH++++++++
FHEFF AT NN~
S 33 I I IS
FH++++++++
WD F NN~
S 33 I I IS
FH++++t+H++
QOO OoOoOmFNA
S 33 I I IS
F++++++H++
IS S S =T Tl il B
S 33 I I IS
FH+++++H++
00 00 00 I~ © 10 <H 0 A~
S 33 I I IS
FH++++++++
[N Nl SN TalR i A
S 33 I I I IS
FH++++++++
OO~ OIH MmN~
S

I

(=]

—

&

PartPoly[F10]

In[4]

O O O O O O ~oglwnonsg|<t
+ 1
o o

O O O O O O ~jetlorionioy
| |

O O O O O OujogwHos|w
b+

~o o

000001_A N 1ofo—|ea—l©o
[

cooco-HN~HOOO
| |

.I_A2.I_AOOOOOOO

~Ho0ooocococoo
|

Out [4]

Primer 2.29 Za test matricu oznacenu sa Zi2 u [86]:

r a+1

a—1

a+1

3

a

a+1

a

a+1

a

[SERS

a—+1

a
a

Z12

—1.
12 -

Funkcija PartPoly[Z12] daje poznati inverz Z

1—-a

—1—-a

—1—a

—1—-a

a
—a

—1—-a

—1—-a

—1—-a J

Out [7]

Primer 2.30 Primer pozanat kao Sy, iz [86]:

3 I I IS T3S
+ +
3 S}

S 333 I IS8~

a
a

a

1

a a—+1

a

a a+1
a

a

a

a

a+1

a
a
a
a
a
a
a
a
a

a+1
a+

S11

Funkcijom PartPoly[S11] dobijamo poznati inverz Si,:
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H
|
8

e

; A T T T e T
2 —1—a a —a a —a a a a —a a
b a 1l—a a —a a —a a —a a —a
bl a a —-l-—a a —a a a a —a a
5 a —a a l—a a —a a —a a —a
Out [8]= % a a —a a —1—-a a a a —a a
5 a —a a —a a l—a a —a a —a
5 a a —a a —a a —-1l-—a a —a a
5 a —a a —a a —a a 1l—a a —a
5 a a —a a —a a —a a —-l-a a
T e e T T
s 10
Primer 2.31 Nekaje A=| s2 s 1 |.
83 82 S
In[9]=PartPoly[A]
0 0 O 1 0 0 0 0 O , 0 0 O ,
S S S
10 0|+ 0 0 O 1+52 +10 0 0| % 00 0|
01 0 -1 0 1 0 0 0 -1 0 0
s _
lJrls2
Out [9]= T2
75753
1+s2 1+82 1+82

2.2.2 Leverrier-Faddeev algoritam za polinomijalne matrice

Posmatrajmo polinomijalnu matricu A(s) € C[s]™*". U [78] je predlozeno
sledece tvrdenje.

Lema 2.3 [78] Neka je data neregularna polinomijalna matrica A(s) sa jed-
nom promenljivom Predpostavimo da je

a(z,s) = det[z], — A(s)]
= ao(8)2" +ai(s)2" - ran_1(s)z +an(s), ap(s)=1, zeC

karakteristican polinom za A(s). Takode, razmotrimo sledeéi niz polinomijal-
nith matrica dimenzije n X n

Bj(s) = ao(s)A(s)! + ar(s)A(s) 4+ -~ aj_1(s)A(s) + a;(s) I,
ap(s) =1, j=0,...,n

Neka je
an(s) =0,...,a,11(s) =0, ais) #0.
Definisimo skup:
A={s, €C: afs;) =0}.
Takode, predpostavimo da

B,(s)=0,...,B.(s) =0, B, 1(s)#0
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tk=1r—t.
U sluéaju s € C\A i k > 0, Drazinov inverz za A(s) dat je sa

A(s)P = (1) ay(s)F L A(s)* By_1(s)F .

U slucaju s € C\A i k =0, dobijamo A(s)P? = A(s)~".
Za s; € N oznacimo sa t; najveci ceo broj koji zadovoljava a,(s;) # 0, a sa
i nagmangi ceo broj koji zadovoljava By,(s;) = Q. Onda je Drazinov inverz za
A(s;) jednak
A(si)P = (=1)%*  ay, (s;) "1 A(si)" By, ()P H,

gde je k; =1r; — t;.

Saglasno rezultatu prethodne leme moze se predloziti sledeéi algoritam za
izracunavanje Drazinovog inverza.

Algoritam 2.7 Predpostavimo da je A(s) € Cls|™*™ polinomijalna matrica.

Korak 1. Konstruisimo niz brojeva {ao(s),a1(s),...,a,(s)} @ niz polinomijalnih
matrica {By(s), B1(s), ..., Bn(s)} kao sto sledi:

Ap(s)=0, ap(s)=1, By(s)=1,

Ay (s)=A(s)Bo(s), a(s) == AL Bis)=Aus) a9 (g, 13

An(8)=A(8)Bn_1(s),  an(s)=—L426) B (&)= A, (s)+an(s)],.

Korak 2. Neka je
t =max{l:a/s) #0}, r=min{l:B(s)=0}, k=r—t.
Za s € C\A Drazinov inverz A(s)P dat je sa

A(s)P = (=D g, (s)F T A(s) " By_y (s)F ! (2.2.14)

Za one s; € A, oznacimo sa t; nakveéi ceo broj koji zadovoljava ay,(s;) #
0, a sa r; najmangji ceo koji zadovoljava B,,(s;) = O. Za celobrojne
k; = r; — t;, Drazinov inverz za A(s;) jednak je

A(si)D _ (_1)k¢+1atv(Si)fkiflA(Si)kiBtiil(si)ki+1'

(3

Predpostavimo sada da je A(s) € C[s]"*" polinomijalna matrica u formi

As) = AgsT+ Ag1sT + - Ays + Ag € Cls]™ ", (2.2.15)
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gde su A; € C™™ ¢ =0,...,q konstantne kompleksne matrice a s nepoznata
promenljiva. Koeficijent a;(s) moze se posmatrati kao polinom od s.

Takode, matri¢ni koeficijenti B;(s) mogu se posmatrati kao polinomijalne
matrice po stepenima promenljive s. Ovakav pristup daje analognu repre-
zentaciju Drazinovog inverza i analogni algoritam za izracunavanje Drazinovog
inverza.

Teorema 2.23 Neka je A(s) polinomijalna matrica w formi (2.2.15). Uocimo
brojeve {ao(s),a1(s),...,a,(s)} i niz {By(s), Bi(s), ..., Bn(s)}, polinomijal-
nih matrica definisani u Algoritmu 2.7. Napisimo a;(s) i B;(s) kao

ai(s) = Y ays, i=1...n, (2.2.16)
Bi(s) = Y B¢, i=1,..n, (2.2.17)

gde su a;;, i=1,...,n, j=0,...,iq skalari a B;;, i=1,...,n, j=0,...,iq
konstantne matrice koje odgovaraju stepenima s’. Tada je

1 J
i1, = _i+{n<2;&130, (2.2.18)

i=01,...,n—1, j=0,1,...,(i+1)q,

J

Biy1; = ZAjlei,l_FaiJrl,jIna (2.2.19)
1=0
i=0,1,....n—1, j=01,...,(6+1)g,

gde se u (2.2.18) i (2.2.19) predpostava da je Ay = O, k > g+ 1, By, = O,
k>1iqg+1.

Dokaz. Nije tesko pokazati da su iz (2.2.13) najvedi stepen za A;(s) (a takode i
za B;(s)) jednaki iq, 7 = 0,...,n—1. Takode, stepen polinomnih veli¢ina a;(s),
i=1,...,n je ve¢im delom jednak iq. Stoga se a;(s) i B;(s) kogu napisati u
formi (2.2.16) i (2.2.17), respektivno. Takode, iz (2.2.15), (2.2.13) i (2.2.17),
dobijamo sledece
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Aia(s) = A(s)Bi(s)= (ZAjsj> (Z Bi,,sl> (2.2.20)
(i+1)q J
= Z (Z Aj—lBi,l> Sj.
=0

j=0 =

Primena (2.2.13) i (2.2.20) vodi nas ka

Gia(s) = ——Te(As(s)) (2.2.21)

7+ 1
1 j
T A, _B; J
(3 am) |

(i+1)q [
=0
Jednakost (2.2.18) sledi iz (2.2.16) i (2.2.21).
Sa druge strane, koristeéi (2.2.13), (2.2.21) i (2.2.22), dobijamo

BZ'+1<S) = Ai+1(5)+ai+1(8)[n (2222)
(i+1)g / j (i+1)q
= Z (Z Alei,l> s’ + Z g1, 1n s
j=0 1=0 Jj=0
(i+1)qg / 3
= Z <Z A B + aiJrl,j[n) s
j=0 \i=0
Jednakost (2.2.19) sledi iz (2.2.17) i (2.2.22). O

Sada smo u moguénosti da uvedemo slede¢i algoritam za izracunavanje
Drazinovog inverza A(s)” za polinomijalnu matricu A(s) u formi (2.2.15).

Algoritam 2.8 Neka je
Inicijalni postavke:

Byo=1, A,=0, k=q+1,...,nq
Ogranicenja:

BOJ‘ = 0O VYjeN,
Bi’j = @7 22077n—17]:Zq—|—177(n_1>q

Glavni algoritam:
=0
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DO WHILE najmange jedan B; ; <> 0, j =0,1,...,(i+ 1)g:
Inicijalne predpostavke za B;j:
B;,;=0,j=ig+1,...,(n—1)gq.

Rekurzivna relacija za a;(s):

1 j . . .
ai+17j:—i+—1Tr (;Aj—lBiJ), i=0,1,...,n—1, j=0,1,...,(1+ 1)q.

Rekurzivna relacija za B;(s):
J
Bi1j=Y_ AjBi+aigl, i=0,1,...,n—1, j=0,1,... (i + 1)q.
1=0

t=1+1.
END DO.

Kriterijum zaustavljanja: Izracunati prvo t koje zadovoljava
Qg1 = Q2 = =ay,; =0 Vj€eN.
1 prvo r koje zadovoljava
B,; =0, ;7=01,...,rq.

IZlaz: Izracunati k = r —t 1 polinomijalnu matricu

tq k=1l g k [(t—1)q h
A(s)P = (=1)F1 (Z ar_l,jsj> (Z Aisi> Y Biys | (2.2.23)
=0 i=0 1=0
Primer 2.32 Neka je data polinomijalna matrica
1+s S 1+s
A(s) = s —1+s s .
1+s S 1+s
Primenom Algoritma 2.8 imamo
Aog(s) = 033; ao(s) =1; Bo(s) = Is;
Tr(A(s
Ai(s) = A(s)Bo(s)=A(s) ai(s)= _W =—(1+ 3s);
—2s s 1+s
Bi(s) = Ai(s)+ai(s)l3= s -2 —2s s ;

1+s S —2s
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1 0 1
Aofs) = AS)Bis)=| 0 2 ;
1 0 1
B Tr(As(s)) 4
@) = 5 =37
-1 0 1
BQ(S) = A2(5)+a2(s)]3: 0 0 0 s
1 0 -1
—1 0 1
Tr(As(s
A3(S) = A(S)BQ(S): 0 0 0 20373; a3<8) = — (3?( >> O
1 0 -1 )
Prema tome
t=max{l:aq/(s) #0} =2, r=min{l:B)(s)=0=3, k=r—t=1.
Tim pre
A(s)P = ay(s) 1T A(s) Ba(s)' !
1+s s 1+s —2s s 1+s
= (—2)7? s —1+s s s -2 —2s s
1+s s 1+s 1+s S —2s
T Y
= %s —1-s %5
T R S *

Rezultat standardne funkcije Tr/g_/ je trag matrice g. Polinomijalna forma
matrice (2.2.15) reprezentovana je tro-dimenzionalnom listom {ly,..., 1,41},
gde elementi [; oznacavaju matrice A;_1, i=1,...,q¢ + 1. Elementi globalnog
niza A jednaki su

Alli]l =li—1, i=0,...,q, Alli]]=0, i=q¢+1,...,nq.

Rekurzivne realacije (2.2.18) i (2.2.19) za izracunavanje realnog broja a;; i
matrice B; ;, respektivno, implementirani su slede¢im dvema funkcijama.
Fa[il ,j1.]:= -1/i1*Tr[Sum[A[[j1-1+1]].FB[i1-1,1],1,0,j11]
FB[u, v:= Block[{w={}},
nul=Table[O, {n}, {n}];
If [u==0 && v==0, w=IdentityMatrix[n],
If [u==0, w=nul,
If [(v>=u gq+1) && (v<=(n-1) q), w=nul,
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w=Sum[A[[v-k+1]].FB[u-1,k], {k,0,v}]1+Falu,v]*IdentityMatrix[n]]

15
Return [w]
1;
Shodno pomoénoj funkeiji FrmA [a_List,var_] moguée je transformisati poli-
nomijalnu matricu Afvar| u internu reprezentaciju u formi {ly,...,l41}, gde

lista I; predstavlja matrice 4;_1, i=1,...,q¢+ 1.
FrmA[a_List,var_]:=
Block[{L={},L1,nu1,n,n1,m1,i},
{nl,m1}=Dimensions[a]; nu1=Table[0,{i,n1},{j,ml}]; Li=nul;
n=Max [Exponent [a,var,List]];
For[i=1,i<=n,i++,

koef=Coefficient[a,var~il;

L=Append [L,koef] ; Li=Li+koef*var~i
1;
1f[L==={}, Return[{a-L1}1 1;
Li={a-L1};
For[i=1,i<=Length[L],i++, AppendTo[L1,L[[i11]; 1;
Return[L1]

]

Metod za izracunavanje Drazinovog inverza koji je opisan u Algoritmu
2.8, implementiran je slede¢om funkcijom DrzPoly/mat_List], gde se pred-
postavlja da formalni parametri mat_ oznacavaju tro-dimenzionalnu listu u

formi {Ao,..., 4,}.
DrzPoly[mat_List]:=
Block[{A,i,j,nul,k,q,r=t=0,log1=log2=True,var=Variables[mat]},
If[var=={}, A={mat}, A=FrmA [mat,First([var]]];
g=Length[A]-1; {n,n}=Dimensions[A[[1]]]; nu1=Table[0,{n},{n}];
For[i=q+1, i<=n q, i++, A=Append[A, nulll;
For[i=0, i<=n-1, i++,
For[j=0, j<=(i+1) q, j++,
If[Fal[i+1,j]==0, logi=logl && True, logl=logl && False];
If[FB[i+1,j]l===nul, log2=log2 && True, log2=log2 && Falsel;
1;
If[!logl, t=i+1; logl=Truel; If[!log2, r=i+1];
1;
k=r-t;
rezi=(-1) "~ (k+1)*Sum[Falt, jl1#First[var]~j, {j,0,t q}1~(-k-1);
rez2=MatrixPower [Sum[A[[i+1]] Firstl[var]-i, {i,O,q}],k];
rez3=MatrixPower [Sum[FB[t-1,1] First[var]~1, {1,0,(t-1) q}], k+1];
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rez = rezl*rez2.rez3;
Return[Simplify[rez]]
]

Primer 2.33 Polinomijalna matrica

1 0 1 1 1 1 0 0 0 1+s s 1+s
A(s)=| 0 -1 0 |+] o 1 1 |s+] 1 0 0 |s?= 2 —1+4s s
1 0 1 1 1 1 0 0 0 145 s 1+s

reprezentovana je slede¢om trodimenzionalnom listom, generiasana izrazom
mat = FrmA|a, s|:

{{{roa}{o-10} {0} {{i i} {o i} {11} {{0.00}.{1.00}{0.00}}}.
Primenom programa DrzPoly|mat], dobijamo da je t = 2, r = 3 i Drazin
inverz za A(s):

1—s4+2s3—2s4 s 1—s—s24s?
(2—s2+s53)2 2—s2+s3 (2—s2+s3)2
A(S)D = s(=1+s+s°) _ 2 35—2s3
(1+s)(2—2s+52)2 2—2s5+52 (1+s)(2—2s+52)2
1—s4+2s3—2s4 s 1—s—s2+st
(2—s2+s3)2 2—s24s3 (2—s2+s3)2

Napomenimo da su sledece vrednosti dobijene za koeficijente a; ;:
A[1,0]=-1; A[1,1]=-3; A[1,2]=0; A[2,0]=-2; A[2,1]=0; A[2,2]=1; A[2,3]=-1;
A[2,4]=0; A[3,0]=A[3,1]=" "+ =A[3,6]=0.

a sledece za vrednsti matrica B;;:

B[1,00={{0,0,1}.,{0-2,0} {100} }; B={{-2,1.1},{o-2,1} {112} };
B[1,2]={{0,0,0},{1,00}.{0,00} }; Bl2,0={{-1,0,1},{0,0,0},{1,0-1}};
B[2,1]={{0,0,0}.,{1,0-1},{0,0,0} }; B[2,21={{0,0,0}.{0,0,0}.{-1,0,1}};
B[2,3]={{0,0,0}.{-1,0,1} {1,0-1}}; Bl2,4={{0.0,0} {-1,0.1} {1,0-1} };
B[3,0]=B[3,1]=- - - =B[3,6]={{0,0,0}.{0.0,0}.{0.0.0} }.

2.2.3 Efektivni algoritam Leverrier-Faddeevog tipa

Lako se proverava da se broj koeficijenata a;; i matrica B; ; ugradenih u izra-
¢unavanju Drazinovog inverza A(s)P za A(s) € A[s]™*™ jednak

n

Z(iq—i— 1) = WQ—I—TL.

Stoga, cak i u slucaju kad je uz s samo jedan najvedi stepen u A(s), npr. s,
broj matrica koje se koriste za izracunavanje Drazinovog inverza za A(s) je
@80 + n, iako su odsutne matrice stepena s, ...,s. U tom slucaju kad
postoji velike praznine izmedu stepena za s u A(s), predlozen je niz koraka za

poboljsanje algoritma.
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Definisimo sa:

®, = {(u): skupstepena nenula koeficijenata matrice A(s)},
$,y (i) = i—tielement za ®p (neka je (p)),

ng = ¢ = ukupan broj elemenata u ®,.

Onda se polinomjalna matrica A(s) € C[s|™*™ moze predstaviti u formi

q q
A(S) = ZA@A(Z')S@A(“ — ZAIMSI”’ (2224)
=1 =1

gde su Ag,i = A, € C" i = 0,...,q konstantne nenula kompleksne
matrice u (2.2.15)). Takode, napisimo a;(s) i B;(s) kao

ai(s) = D aia,s"V (2.2.25)
j=1
Bi(s) = Z Bia,)s™Y, (2.2.26)
j=1
gde su:
®, = skup stepena nenula koeficijenata matrice B;(s),

®;(j) = j—ti element za ®;,

[®;] = ukupan broj elemenata u ®;.

s
Il

na n;
Ait1(s) = A(s)Bi(s)= (Z ACDA(j)Sq)A(j)> <Z Bi,fbi(k)s(bi(k)>
J=1 k=1

CA nag ng
= Z ZA(I)A(j)BL(pi(k,)S(I)A(])-FCbi(k) = Z ZQ%(j)+<1>i(k)Sq>A(])+¢i(k).
=1 k=1 =1 k=1

S’obzorom da je,
(DZ+1:®1+1U{®A<j)+(I)1(]€)}, 7;:1,...,77,—1, jzl,...,nA, ]{:1,,”1

Izbacimo iz skup ®;,1,7 = 1,...,n—1 one stepene ®;,1(j) koji odgovaraju nula
proizvodima Ag ,(j)B; e,k 1 formitrajmo novi skup ®;;; sa ukupnim brojem
elemenata n;,; umesto n,,1 za ®;,; koji su predhodili.

Zamenom (2.2.24), (2.2.25) i (2.2.26) u rekurzivnim relacijama (2.2.13)
dobija se rekurzivni algoritam koji odreduje a;11,6, () 1 Bit1,0,5,() 28 J =
]., ceey Ny
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Algoritam 2.9 (Izracunavanje Drazinovog inverza za A(s)).
Inicijalizacija:
BO,O - In

Granicni uslovi:

o, = {0}, n;,=1, i=0,1,...,n,

ng = maksimalni eksponent za s u A(s),

Qi = 0, i=0,1,...,2n5 +1,

Dy = {Dy(1),...,Pa(na)}=skup nenula koeficijenata matrica za A(s),
na = ¢ = ukupan broj elemenata u ®4.

Glavni program:

i=0

DO WHILE ®; A0 ANi<n.
Korak 1. Izracunati:

a) koeficijente matrica koji odgovaraju za ®4(j) + P;(k) - stepene s u
A(s)Bi(s),
b) skup ®; 11 u terminima P4 i P;

Qo ()+ai) = Qoa()+aiw) T Ao, Biai),
Piy1 = P U{Pa() + Qi(k)},i=1,....na, k=1,... .0,

Korak 2. Izracunati ukupan broj elemenata u ®;1q

N1 = ukupan broj elemenata u ®;

Korak 3. Izracunati 1,0, () ¢ Biv1,0.40,0)°
Postaviti s =0
Za j=1,...,n;11 obaviti sledece:

Ako je Qo,,, ;) = O onda izvrsiti:
Pip1 =i —{Pina(4)}, s=s+1,

mace 1zracunats

1
Qi 1,041 (j) = _i + 1Tr (Q<1>¢+1(j)) :

kraj uslova.
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Ako je i <n —1 onda

Bi+1y¢i+1(j) = Q‘PiH(J') + ai+17‘1>i+1(j)[7“

kraj uslova.
Postavitt Qg, ;) = O
Uzeti sledece j
Nip1 = Nip1 — S
t=1+1
END DO

Kriterijum prekida:

101

Nacit = max{l: a;,; # 0} i =min{l : Bi(s) = O}, kao i naci

t: At+1,2011(5) = Ut42,@419(5) = ° " = Ony,®n, () = 0,
r: Bre.qy=0,i=1,...,n,.

Za k =r —t postaviti
BCI?‘t_l(j) - Btfl,fbt_l(j)a ] = 17 ceey N1,
ag,(j) = Gpa), J =L, ng.
IZlaz:

ng

k-1, 4
A(s)? = (=1 (Za¢t(j)8q’t(j)) (ZAm(i)S@A(“)
=1

=1

ne_1 k+1
X <Z B<I>t1(l>5®“(l)) :
=1

k

X

Napomena 2.4 Broj potrebnih izracunavanja koeficijenata a; o,(;)  koeficije-

q
nata matrice B; e, jednak je Y n;, koje zavise od n i q.
j=1

Primer 2.34 Neka je polinomijalna matrica A(s) data kao:
1+s S 1+s 1 1 1 1 0
A(s)= s —1+s s =11 1 1 |s+]| 0 -1
1+s S 1+s 1 1 1 1 0

Primenom Algoritma 2.9 dobijamo:
Inicijalno:
By =1, = Is.

0

:A18—|—A0.
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Granicni uslovi:

o, = {0}, n,=1,2ai=0,1,2,3,
b, = {0,1}, Pa(l) =0, P4(2) =1,
na = 2 = ukupni broj elemenatat u ®,,
Qi = 033, =01

Korak 1. Primenimo za ¢ = 0,1, 2 sledec¢e korake.

1=0

Korak 1.1.

0 1

Qo = Qo+ AoBoo = -1 0 (j=1, k=1);
1

Q1 = Q1+ Ai1Boy =

0

11

1 1| (=2 k=1)
11

o, = o, U{0,1} = {0,1}.

Korak 1.2. Izracunati ukupan broj elemenata u &
ny; = 2 = ukupan broj u ;.

Korak 1.5. Izracunati ay ¢, (j) 1 B1,e, ()
Postaviti s =0

Qo # 033 = aio = _%TY(QO) =-1 (j=1);

0 0 1
B = Qo+aiols= 1|0 —2 01;
1 0 0
1 .
Q1# W33 = a1, = —ITT(Ql) =-3 (j=1);
-2 1 1
B = Q1+ a5 = 1 -2 I
1 1 -2

n1:ﬁ1—322—():2.

Izbaciti ulaze Q;:

QO = Ql = @3,3
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1= 1.
Korak 1.1.
[ 1 0 1
Q() = QO —|— AOBl,O = 0 2 O (] = 1, ]{,’ = 1),
1 0 1
[ —1 2 —1
Q1 = Q1 +ABiy=| —1 2 —1 (j=1, k=2);
-1 2 -1

Q1 = Qi +A1Biy=0335 (=2, k=1);
Qs = Q2+A1B11=0335 (j=2, k=2);

@y = B, U {0,1,2} = {0,1,2}.

Korak 1.2. Izracunati ukupan broj elemenata u ®,.
ny = 3 = ukupan broj elemenata u P,

Korak 1.3. Izracunati as o, ;) 1 Ba,a,(j):
Postaviti s =0

Qo # 033 = ago= _%TI(QO) =-2 (j=1);

—1 0 1
Byy = Qo+ agols= 0 0 01;
1 0 —1

le@g,,g = (132:(132—{1}:{0,2}, s=s+1=1 (jZQ),
Q2:©373 = @2:@2—{2}:{0}, s=s+1=2 (]:3),
7”L2:7~l2—8:3—221.

Izbaciti ulaze @);:

Qo = O33.
7= 2.
Korak 1.1.

Qo = Qo+ ABey=035 (=1, k=1);
Q1 = Qi+ ABio=033 (j=2, k=1);

®; = by U {0,1} = {0,1}.
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Korak 1.2. Izracunati ukupan broj elemenata u ®3
ng = 2 = ukupan broj elemenata u P3

Korak 1.3. Iztracunati az e, (j) 1 B3.a, ()
Postaviti s = 0

Q(]:@g’g = (133:(1)3—{0}:{1}, s=s+1=1 (]:1)7
Q1:@373 = (I)gzq)g—{l}:@, s=s+1=2 (]:2),
ng=ng3—s=2—2=0.

1= 3.
®; = () END DO.

Kriteryjum zaustavljanja:
t =2 =max{l,a;4,(j) #0}, r=1i=3=min{l: Bi(s) = O}.

Postaviti
By = 31,0, B, = Bl,l Qg = a20

IZLAZ: Za k =r —t =3 — 2 =1 Drazinov inverz za A(s) je

D _ 2A(S)13271(S)1+1 _ (A0+A15)1(B()+B18)2
A('S) - ( 1) az(s) - az(s)
1 1 1 1 1
-5 + 1 35S -2 + 1
= %s —1—-s %s
1 1 1 1 1
_ZS + 1 58 _ZS + 1

Metod za izracunavanje Drazinovog inverza opisan u Algoritamu 2.9, im-
plementiran je slede¢om funkcijom DrzE f[mat_List], gde se predpostavlja da
formalni parametar mat_ predstavlja tro-dimenzionalnu listu

Al = FrmA[mat, First[Variables|mat]]]

koja sadrzi konstantne koeficijentne matrice Ao, ..., A, iz (2.2.15).

DrzEf [mat_List]:=
Module [{Al ,i,j,ne,na,s,r=t=0,logl=log2=True,
var=Variables [mat] ,FA,FK,m,n},
If [var=={} , Al=mat, Al1=FrmA[mat, First[var]]l];
{n,m}=Dimensions [mat]; nul=Table[O, {i,n} s {j ,n}] ;
FA={} ; ne=Max [Exponent [mat, First([var]]];
For[i=0, i<Length[A1l], i++,
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If[A1[[i+1]]="'=nul, AppendTo[FA, il; A[il=A1[[i+1]];
171
na=Length[FA];
For[i=0, i<=2#*ne+1, i++, Q[il=nul];
For[i=0, i<=n, i++, F[i]={0}; ni[i] = 1];
i=0; B[0,0]=IdentityMatrix[n];
While[(F[il='={}) && (i<n),
For[j=1, j<=Length[FA], j++,
For[k = 1, k <= ni[i], k++,
QLFAL[;1]1+F[i1 [[k]111=Q[FALLj11+F[i] [[k11]
+A[FAL[j11].B[i,Fli1[[k11]1;
F[i+1]=Union[F[i+1], {FAL[j11+F[il[[k1]}1;
171;
nk[i+1]=Length[F[i+1]]; s=0; FK={};
For[j=1, j<=nk[i+1], j++,
If [Q[F[i+1] [[j1]]===nul,
FK=Append [FK,F[i+1]1 [[j1]1]; s=s+1,
ali+1l, FLi+11[[j11]1=-1/(G+1)*Tr [Q[F[i+1]1 [[j111];
If[ali+1, F[i+1]1[[j1]1]1===0,
logl=logl && True, logl=logl && Falsel;
If[i<(n-1),
Bli+1,F[i+1]1 [[j111=Q[F[i+11[[311]
+ali+1,F[i+1]1[[j1]]1*IdentityMatrix[n];
If[B[i+1,F[i+1] [[j1]]===nul,
log2=log2 && True, log2=log2 && False];
1;
Q[F[i+1]1 [[j]1]1]=nul;
11
F[i+1]=Complement [F[i+1],FK];
If[logl, t=i, logl=True]; If[log2, r=i+l, log2=True];
nil[i+1]=nk[i+1]-s; i=i+1;
1;
k=r-t;
If[t==0, Return[Simplify[Inverse[mat]]]];
rezl=(-1)"(k+1)*Sum[al[t,F[t] [[j1]]*First[var] "F[t] [[j]1],
{3,1,0i[]1 }1" (-k-1);
rez2=MatrixPower [Sum[A[FA[[i]]]*First[var] "FA[[i]],
{i,l,na}], k];
rez3=MatrixPower [Sum[B[t-1,F[t-1] [[1]]]*First[var] "F[t-1]1[[1]],
{1,1,ni[t—1]}], k+1];
Clear[Q]; Clear[B]; Clear[ni]; Clear[nk]; Clear[F]; Clear[al;
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Return[MatrixForm[Simplify[rezl*rez2.rez3]]];

]

Primer 2.35 U ovom primeru pokazana je efikasnost Algoritma 2.9 u odnosu

na Algoritam 2.8. Posmatrajmo matricu

1+s S 1+s
B(s) = 51 —1+s s
1+ s S 1+ s

za razlicite vrednosti parametra q.

q DrzPoly[B(s)] DrzEf[B(s)] Timing[DrzPoly[B(s)]] Timing[DrzEf[B(s)]]
1 9 3 0.06Second 0.01Second
2 15 7 0.27Second 0.01Second
3 21 8 0.751Second 0.01Second
4 27 8 1.072Second 0.01Second
5 33 8 3.284Second 0.01Second
6 39 8 5.809Second 0.01Second
7 45 8 9.524Second 0.01Second
8 51 8 14.851Second 0.01Second
9 57 8 22.052Second 0.01Second
10 63 8 31.475S5econd 0.01Second
11 69 8 43.732S5econd 0.01Second
12 75 8 59.286.Second 0.01Second
13 81 8 78.563Second 0.01Second
14 87 8 102.397Second 0.01Second
15 93 8 131.209Second 0.01Second
16 99 8 165.457Second 0.01Second
17 105 8 206.117Second 0.01Second
18 111 8 253.504.Second 0.01Second
19 117 8 310.156Second 0.01Second
20 123 8 374.1885econd 0.01Second
25 151 8 857.342Second 0.01Second
30 183 8 1695.46Second 0.01Second
35 213 8 3044.13Second 0.01Second
40 283 8 — 0.02Second
80 483 8 — 0.03Second

U Tabeli 1 pokazana je efikasnost u odnosu na C'PU vreme i broj poterb-
nih vrednosti za racunanje. Broj vrednosti a,; i matrica B, ;, za funkcijama
DrzPoly|B(s)] i DrzE f[B(s)], upisane su u 2 i 3 koloni Tabele 1. Takode,
C' PU vreme je prezentovano u 4 i 5 koloni, respektivno. Ovi rezultati dobijeni
su pomocu paketa MATHEMATICA verzije 4.1 i Pentium-a III 1.2 GHz.

Napomenimo da crta (-) u tabeli oznac¢ava veoma dugo vreme. Mozemo
primetiti da je ¢ak i za ¢ = 1 broj potrebnih vrednosti a;; i matrica B; ;,
koje koriste funkcija DrzPoly[B(s)] i DrzE f[B(s)] jednaka 9 i 3, respektivno.
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Otuda i zakljucak da Algoritam 2.9 zauzima manje memorijskog prostora cak
i u slucaju kad ne postoji razlike u stepenima polinomijalnih matrica. Stoga
je, efektivni algoritam bolje koristiti nego Algoritam 2.8.

2.2.4 Inverz polinomialnih matrica interpolacijom

Poznato je da postoji jedan i samo jedan polinom stepena ¢ < n sa vrednostima
f(s0), f(s1),..., f(sy) u razlicitim tackama sg, s1,...,s,. Polinom se naziva
interpolacioni polinom qtog stepena. Najvaznija su tri interpolaciona methoda
[10]:

i) direktan pristup kji koristi Vandermondeove matrice;

ii) Newtonova interpolacija;

iii) Lagrangeova interpolacija.

Generalizujuéi ove interpolacione metode na slucaj polinomijalnih matrica
A(s), algoritmi za inverziju polinomijalnih matrica mogu se razviti kao nu-
mericki stabilni algoritmi, koji manipulisu nad konstantnim matricama.

Izmedu ova tri metoda narocito je pogodno koristiti Lagrange-ovu interpo-
laciju.

Sada ¢emo uvesti algoritam za izracunavanje inverza polinomijalnih ma-
trica inverzijom.

Algoritam 2.10 Neka je data matrica A(s) sa nepoznatim parametrom s.

Korak 1. Izabrati razlicite pocetne tacke interpolacije: sg, S1,...,5Sn, © S; € R.

Za svako 1 =10,1,...,n:
Korak 2. Naéi konstantne matrice A; = A(s;), u svakoj pocetnoj tacki s;;
Korak 3. Izracunati Moore-Penrose inverz AZ za sve konstantne matrice A;;

Korak 4. Moore-Penrose inverz A(s)! date matrice A(s) jednak je

A(s)T =D AlLi(s), (2.2.27)
=0
11 (s—sk)
k=0
gde je Li(s) = 2.
1T Gsi=se)
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U proceduralnim programskim jezicima bez moguc¢nosti simbolickog izra-
¢unavanja neophodno je datu matricu A(s) dimenzije m X n, sa nepoznatim
parametrom s, transformisati u polinomialnu formu:

q
Als]=Bo+ Bis+---+ Bq_lsq_1 + Byst = Z B;s" (2.2.28)
i=0
gdesu B;, 1 =0,...,q, ¢ <n, kostantne matrice dimenzije m X n.

U tom slucaju u Koraeku 4. moraju se naci koeficijenti interpolacionog
polinoma L;(s).
Transformacijom L;(s) u polinomijalnu formu

LZ(S> = l@o + li718 + li’282 4+ 4 li’qu, 1= 0, 1, Lo, n

7=0 7 =0

n n q q n q
A(s)T =D AlLi(s) =Y Al> 1,87 = (Z Ajzi,j> s =Y "Ris (2229
i=0 i=0 =0 j=0

gde je

Ry=>Y Ally;, j=01,...4q (2.2.30)
=0

Opisani algoritam treba da se modifikuje samo u Koraku 4. na sledeé¢i naé¢in:

Korak 4. Moore-Penrose inverz A(s)" date matrice A(s) je

q n
A(s) =Y Rl gdeje Rj=Y Alli;,j=0,1,...,q. (2.2.31)

§=0 i=0

Za ovaj algoritam pogodno je da interpolacioni polinom trazimo u malom
broju pocetnih tacaka. Za implementaciju u proceduralnim programskim
jezicima, na primer u peLPHI (metod ¢e biti opisam u sledeé¢em poglavlju),
pogodno je uzeti dve tacke sg i s; za interpolaciju. Za dve tacke postoji jedin-
stvena prava koja ih sadrzi. Stoga je:

— 1
Lo(S) = i il = S + o1 = l0718 + l(]’o (2232)
Sop — $1 Sp — S1 §1 = S0
— 1
Ll(s) = 57 %0 = s+ 50 = l1718 + ll,O
S1 — So S1 — So S0 — 51
S S
Ry = Allgo+ Allyg= Al —— + AT (2.2.33)
S1 — So So — S1
1 1

+ Al

S0 — S1 51 — S0

R1 == Aglo,l + AJ{lLl == A;F]
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Lagrange-ova interpolacija opisana u Koraku 4, Algoritma 2.10, moze se
implementirati na sledec¢i nacin:

Lagr[s_List, var_List, k_]:=
Module [{n=Length[s],p},
p=Product [(var[[1]1]1-s[[1]11)/(s[[k]11-s[[i11),{i,1,k-1}]*
Product [(var[[111-s[[i]11)/(s[[k]1]1-s[[i11),{i,k+1,n}];
Return[Simplify[p]]
]

Kona¢no, Moore-Penrose inverz date matrice A(s) nalazimo kao:

Interpol[A_List, s_List] :=
Module [{n=Length[s] ,var=Variables[A]},
Do[A1[i]l=A/.var[[1]1]1->s[[i]1],{i,1,n}];
Do[A2[i]=Partitioning[A1[i]],{i,1,n}];
A3=Sum[A2[i]*Lagr[s,var,i],{i,1,n}];
Return[Expand [A3]//N]

Umesto opisane funkcije Partitioning|] moze da se upotrebiti i ugradena
MATHEMATICA funkcija PseudoInverse[]. Ali koriséenje ove funkcije na ma-
trice velikih dimenzija, zahteva mnogo viSe vremena za izracCunavanje nego sa
Partitioning|]. Takode, u proceduralnim programskim jezicima,npr. DELPHI,
ne postoji ugradena funkcija za izracunavanje generalisanih inverza. Zato je
Grevile rekurzivni algoritam neophodan.

Primer 2.36 Slede(i primer poznat je kao Sy iz [85]:
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Primenom Algoritam 2.10 i funkcije Interpol[] sa pocetnim tackama za it-
eraciju {1, 2} dobijamo:

In[2] := Interpol[S11, {1, 2}]

Out[2] = {{0.25 - 0.254,0.5a,—0.5a,0.5a,—0.5a,0.5a, —0.5a,0.5a,—0.5a,0.5a,0.25 — 0.25 a},
{0.5a,-1. —1.a,a,—1.a,a,—1.a,a,—1.a,a,—1.a,0.5a},
{-0.5a,a,1. —1.a,a,—1.a,a,—1.a,a,—1.a,a,—0.5a},
{0.5a,—-1.a,a,—-1. —1l.a,a,—1.a,a,—1.a,a,—1.a,0.5a},
{-0.5a,a,—-1.a,a,1. —1.a,a,—1.a,a,—1.a,a,—0.5a},
{0.5a,—-1.a,a,—1.a,a,—1. —1l.a,a,—1.a,a,—1.a,0.5a},
{-0.5a,a,—-1.a,a,—1.a,a,1. —1l.a,a,—1.a,a,—0.5a},
{0.5a,-1.a,a,—1.a,a,—1.a,a,—1. —1l.a,a,—1.a,0.5a},
{-0.5a,a,—-1.a,a,-1.a,a,—1.a,a,1. —1.a,a,—0.5a},
{0.5a,-1.a,a,—1.a,a,—1.a,a,—1.a,a,—1. —1.a,0.5a},
{0.25 — 0.25a,0.5a, —0.5a,0.5a, —0.5a,0.5a, —0.5a, 0.5a, —0.5a,0.5a,0.25 — 0.25a}}
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2.2.5 Drazinov inverz sa viSe promenljivih
)n><n

Predpostavimo da je A(s1, s2) € C(s1, s9 realna matrica sa dve promenljive.
Dokaz sledeceg tvrdenja je slican odgovaraju¢em u [22, 23].

Lema 2.4 Razmotrimo polinomijalnu matricu sa dve promenljive A(sy, Sz2).
Predpostavimo da je

n

a(z,s1,82) = det[z], — A(s1,82)] = Zal(sl, 59)2"
1=0
ap(s1,s2) = 1, zeC

karakteristicni polinom za A(s1,s2). Takode, uocimo sledeci niz realnih ma-
trica dimenzije n X n.

Bj(sl, 52) :Z ai(s1,82)A(s1, Sz)jfl, J=0,...,n.
1=0

Neka je
an<817 32) =0,... ,at+1(51, 82) =0, at(51, 82) # 0.

Takode, predpostavimo da je

B, (51,52) =0,...,B,(51,52) =0, B,_1(s1,52) # O

1k=r—t.
U slucaju da je k > 0, Drazinov inverz za A(s1, s2) dat je sa
A(s1,82)7 = ai(s1,82) " A(s1, 82)  Bii (51, 52)" !
= ay(s1,52) " A(s1,52)" Zal(Sla 52)A(s1,89)" 1
1=0

U sluéaju da je k = 0 imamo A(sy, s0)P = Q.

Na osnovu rezultata Leme 2.4 moze se postaviti slede¢a generalizacija Al-
goritma 2.7

Algoritam 2.11 Drazinov inverz date realne matrice A(sy, s2) € C(s1, s2)™ ™.

Korak 1. Konstruisati niz brojeva {ag(s1,s2), - .., an(s1,52)}

i niz realnih matrica {Bo(s1, 82), - - ., Bu(s1,82)} kao u sledeéem:
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A0(81,S2)=@; ao(Sl,Sz)ZL

30(81,82)=]n

A1(S1,52) A(81,52)Bo(81,52) a1(51752):_wa
Bl<81,82):A1(81,82>+a1(81782)[n (2234)
An(51,52)=A(51,52) Buo1(51, 52), Ay (51, 89) = — LAnlor2),

Korak 2. Neka je
t =max{l:a/s1,s2) #0}, r=min{l: Bi(s1,52) =0}, k=r—t.
Drazinov inverz A(sy, s3)P dat je sa

A(Sl, SQ)D = (lt(Sl, 82)_k_1A(81, SQ)kBt_l(Sl, Sg)k—H. (2235)

Predpostavimo da je A[s, s2| polinomijalna matrica u formi

q1 q2

81, 52 Z Z A]l 3251 52 S (C[Sl, 82]n><n (2236)

71=072=0

gde su A;, ;, € C" 41 =0,...,q1, j2 = 0,..., g2 konstantne kompleksne
matrice i sy, S nepoznate promenljive.

Koeficijenti a;(s1, s2) mogu se posmatrati kao polinomi sa promenljivima s;
i s9. Takode, matriéni koeficijenti B;(s1, s2) mogu se smatrati polinomijalnim
matricama uz stepene za s; i s5. Ovaj pristup daje analognu reprezentaciju
Drazinovog inverza i odgovarajué¢i algoritam za izracunavanje Drazinovog in-
verza.

Teorema 2.24 Neka je Alsy, o] polinomijalna matrica u formi (2.2.34). Neka
su konstante {ag(s1,2), ..., an(S1,52)} @ {Bo(s1,52),..., Bn(s1,52)}, niz poli-
nomijalnih matrica sa dve promenljive koje su definisane u Algoritam 2.8.
Napisimo a;(s1, s2) i Bi(s1,s2) kao

iq1 iq2
_ g1z
a;(s1,82) = E E Qi jy jp51 5y, 1=0,...,n, (2.2.37)
J1=0j2=0
iq1 iq2
_ § :E : g1 ;o
Bi(Sl, 82) = Bi,jl,JQSl Sy, 1= O, e, (2238)

J1=0j2=0
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gde su a; ;, ;, skalari i B, ;, j, matrice sa konstantnim koeficijentima uz stepene

A 5322, za svakoi=0,...,n, j1 =0,...,iq1, j2=0,...,iq:. Onda su skalari
a’L,jl ,J2 1 matrice Bz JJ1,J2 generlsane sa.
0,51, = 1,
1 J2
@it1,1,52 Z Z Aj o1 -1Bin g, | (2.2.39)
1, =01,=0
) :0,...,TL—1, ]1—0,...,(i+1)(]1, jQZO,,(Z-i-l)QQ
Bo7j17j2 = Ina
Ji J2
Bit1j1g. = Z Z Ajy 1y jo—12Bity 1n + @ity joIn, (2.2.40)
l1:0 l2:O

i =0,...,n—=1, j1=0,...,(i41)q, j2=0,...,(i+1)g

Dokaz. Nije tesko pokazati iz (2.2.34) da su najvedi stepeni za A; (s, s2) (a time
i za Bj;(s1,82)) saglasno promenljivima s; i sy jednaki ig; 1 igq, respektivno,
za svako i = 0,...,n — 1. Takode, stepeni polinomijalnih veli¢ina a;(s, $2),
i=1,...,n su jednaki iq; i igs. Otuda se a;(s1,s2) 1 B;(s1, $2) mogu napisati
u formi (2.2.37) i (2.2.38), respektivno. Takode, iz (2.2.34) i (2.2.36), dobija
se

Ai+1(81752> = A<51752)Bi(81752>

q1 q2 iq1 Q2

_ J1  J2 ) l1 02

= E , E :Ajl 7251 52 § § By, 15185 | (2.2.41)
Jj1=0 j2=0 11=012=0

(+D)q1 (i+)q2 / j1 Jo

_ J1 . J2
- § : § : § :E :Ah*llyh*lzBi,ll,b 81 897,

J1=0  j2=0 11=012=0
za svako i = 0,...,n — 1. Primenom (2.2.34) i (2.2.41) sledi da je

1
ai+1(51,52) = 7,7TI‘(A1‘+1(81752)) (2242)

1+ 1
j1 Jj2
J1  J2
E , E Aj 152 -1,Biy 1, 51 5%~

(i+1)q1 (i+1)g2
1:=01,=0

PIEDY

J1=0  j2=0

Jednakost (2.2.39) sledi iz (2.2.37) i (2.2
Sa druge strane, koristedi (2.2.34), (2.2 ) (2.2.41), zasvako i =0, ..., n—1
dobija se

Biy1(s1,52) = Aip1(s1,82) +air1(s1,82) 1
(H1)qi(H)g2/ j1 o (#H1)q1 (1) g2
_ J1 J2
- E E E E AJl—ll,]Q—lz il1,l2| 51 52 +§ § Aitl,5, J2In51 52
71=0 72=0 1=01>=0 71=0 J2=0

(#1)q1(Hl)g2 / j1 jo

j1=0 j2=0 \Il;=0I2=0
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Jednakost (2.2.40) sledi iz (2.2.38) i (2.2.43). O

Sada smo u moguénosti da postavimo sledeéi algoritam za izracunavanje
Drazinovog inverza A(sy, s2)P. Ovaj algoritam moze se smatrati kao prirodni
nastavak algoritma za izracunavanje Moore-Penrose inverza, opisanog u [22,
23] i generalizaciji Grevileovog algoritma iz [30, 31].

Algoritam 2.12 Drazinov inverz za A € C[sy, so]™*".
Inicijalni uslovi:

B0’070:In, Ajth :0, j1=q1—|—1,...,nq1, jQZQQ+1,...,HQQ.

Granicni uslovi:

Bo7j1,j2 = 0 vjl eN, jpeN
Bij 5, = 0, i=0,....,n—1, i=iq+1,...,(n=1)q1, i=iq1+1,...,(n—1)q,
Qa0,j1,j2 = 17j1:07"'7q17 j2:07"'7q2-

Rekurzivni koraci za a;(s1,82), 1 <i <mn— 1 dati su u (2.2.39).
Rekurzivne relacije za Byj, ;,, 1 <i <n —1 date su u (2.2.40).

Kriterijum zaustavljanja: Izracunati prvi t koji zadovoljava

Att11gp = Ot42,51g2 = 0 = Gngrgo = 05 Vj1,J2 € N
i prvi r koji zadovoljava

BT:j17j2:©7 j1:0,...,TQ1, j2:07--~aTQ2-

Za k = r —t postaviti
le,jg = Bt—l,j1,j27 jl = 0, cvey (t — ].)ql, jg = 0, ey (t — 1)(]2,
Aj1,50 = dt,jl,jza jl :07"'7tq1> j2 :07"'7tq2-
IZLAZ:

D tq1  tgo i s Al q1 q2 i i k
As )= [ 3 Saynshs) (z ZA> <

J1=0 j2=0 i1=0i2=0

(=D (t—1)g2 o h
X Z Z Bll,l2$11522 .

11=0 1o=0
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Opisimo sad implementaciju Algoritma 2.12. Matrica A[sy, se] moze se
predstaviti kao tro-dimenzionalna lista { Ay, ..., A(g,+1)(go+1) } matrica. Ogranicimo
implementaciju na skup polinomijalnih matrica sa realnim koeficijentima da
bi obezbedili pojednostavljenje pomocu standardne MATHEMATICA funkcije
Simplify. Nekoliko pomoénih procedura opisane su na pocetku.

Funkcija FrmA2[A] transformiSe matricu Afsy, so] u {A, ..., A@g+1)(ga11) }-

FrmA2[a List]:=
Block[{L={},L1,nul,vart,var2,n1,02,n1,1,j,k,koef,Lp},
{nl,m1}=Dimensions[a];
nul=Table[O,{i,n1},{j,ml}];
Li=nul;
var=Variables[a] ;vari=var[[1]];var2=var[[2]];
nl=Max [Exponent [a,varl,List]]; n2=Max[Exponent[a,var2,List]];
For[i=0,i<=n1,i++,
For[j=0, j<=n2, j++,
If[(i=!=0) | | (j=!=0),
koef=Coefficient[a,varl”i*var2~j];
1f [Variables[koef]=!={},
Lp=Position[koef,Variables[koef] [[1]]];
For [k=1,k<=Length[Lp] ,k++,
koef [[Lp[[k,1]1]1,Lp[[k,2]1111=0

1 1

AppendTo [L,koef] ; Li=Li+koef*varl i*var2~j;
111,
L=Prepend[L,a-L1]; Return[L]

]

Iz interne reprezentacije {A1, ..., A(g4+1)(g+1)} Moguce je naci konstantne
matrice Aj, ;, koje odgovaraju stepenima uz s}'s}’ pomoc¢u funkcije

A — Allji(g2 +1) + g2+ 1], 1 < @1, 52 < g,
A2, J2] = { 0, u suprotnom

koja se implementira kao
A2[§1_,320:=If[(j1<=q1)&&(j2<=q2) ,Return[A[[j1(q2+1)+j2+1]11],
Return[Table[O,{n},{n}]]]
Rezultat pomoc¢ne funkcije tr[a] je trag kvadratne matrice A.
Tr[a_List]:=
Module[{ i,n1,m1},
{nl,m1}=Dimensions[a];

Return[Sum([a[[i,i]], {i,nl}]]
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]

Rekurzivne relacije (2.2.39) i (2.2.40) za izracunavanje realnih brojeva
a; j1,j2 1 matrica B; ji j2, respektivno, implementirana su slede¢im dvema funkci-
jama.
Fa2[il_,j1_,j2.]:=-1/i1+Tr [Sum[Sum[A2[§1-11,j2-12]
.B2[i1-1,11,12],{12,0,32}1,{11,0,51}1]
B2[u_,v1_,v2.]:=B2[u,v1,v2]=Block [{w={},j1,j2,nul},
nul=Tab1e[O,{n},{n}];
If[u==0 && v1==0 && v2==0,w=IdentityMatrix[n],
If [u==0,w=nul,
If [((vi>=u q1+1)&&(vi<=(n-1) q1))&&((v2>=u g2+1)
&& (v2<=(n-1) q2)),w=nul,
w=Sum [Sum [A2[v1-j1,v2-j2] .B2[u-1,j1,52],{j2,0,v2}1,
{jl,O,vl}]+ Fa2[u,v1l,v2]*IdentityMatrix[n]

1115
Return [w]
]
Algoritam 2.12 je implementiran u funkciji DrzPoly2[mat_List], gde se
predpostavlja da formalni parametar mat_ predstavlja {Ai, ..., Agit1)g2+1)}

listu koja odgovara polinomijalnoj matrici.

DrzPoly2[mat List]:=
Block[{A,i,j,j1,j2,s,k,r=t=0,log1=log2=True,var,varl,var2,q1,q2},
var=Variables[mat]; varl=var[[1]]; var2=var[[2]];

If [var =={}, A=mat ,A=FrmA2[mat]];
ql=Max [Exponent [mat,var1l,List]]; q2=Max[Exponent[mat,var2,List]];
{n,n}=Dimensions[A[[1]]]; nul=Table[O,{n},{n}];
For[i=0,i<=n-1,i++,
For[j1=0,j1<=(i+1) ql,ji++,
For[j2=0,j2<=(i+1) q2,j2++,
If[Fa2[i+1,j1,j2]===0 ,logl=logl && True,logl=logl && False];
If[B2[i+1,j1,j2]===nul ,log2=log2 && True,log2=log2 & Falsel;
11
If[logl,t=i,logl=Truel; If[log2,r=i+1,log2=Truell;
If[t==0, Return[Simplify[Inverse[mat]]]]; (* Regular matrix *)
k=r-t; (* Singular matrix *)
rez=Sum[Sum[Fa2[r-1,j1,j2]#vari~ji*var2-32,{j2,0,t q2}1,{j1,0,t q1}1~(-k-1)*
MatrixPower [Sum[Sum[A2[j1,j2]*varl”jixvar2~j2,{j2,0,92}1,{j1,0,q1}1 k.
MatrixPower [Sum[Sum[B2[t-1,11,12]*var1~1i*var2~12,
{12,0,(t) q2}1,{11,0,(t-1) q1}1,k+1];
Return[MatrixForm[Simplify[rez]]]]
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Primer 2.37 Interna reprezentacija polinomijalne matrice sa dve promenljive

2w 1 w— s
X=| &2 3w ws®> | , moze biti generisana izrazom
2 52 — 3w s

In[1]:=FrmA2[X]
Out[11= {{{0,1,0},{0,0,0},{2,0,0}},{{2,0,1},{0,0,0},{0,-3,0}},{{0,0,0},{0,0,0},{0,0,0}},

{{0,0,0},{0,3,0},{0,0,0}},{{0,0,-1},{0,0,0},{0,0,1} },{{0,0,0},{0,0,0},{0,0,0} },
{{0,0,0},{0,0,0},{0,0,0}},{{0,0,0},{0,0,0},{0,0,0}},{{0,0,0},{1,0,0},{0,1,0} },

{{0,0,0},{0,0,1},{0,0,0}},{{0,0,0},{0,0,0},{0,0,0} },{{0,0,0},{0,0,0},{0,0,0} } }

Primer 2.38 Za polinomijalnu matricu sa dve promenljive

w+1 s w+1
X=| wl w-1 w funkcija DrzPoly2[] daje Drazinov inverz:

w+1 w w+1
In[2]:=DrzPoly2[X]

Out[2]=
17w+2w372w2 wl —3w3+2w2 (—2+w1)+3w1+w(—1+4w1+w12) 17w+2w372w2 wl
SSWEew —sw Wl
(27w2+w wl) (27w2+w 'qu)2 (27w2+w wl)
w 2 (1+w) w
2—w2+wwl —24 w2 —wwl 2—w2+wwl
1—w3 4w (—14+wl)+w? (—14wl) 2w 4w (3—4wl)—2w? (—24wl)—wl 1—w3 4w (—14+wl)+w? (—14w1)
(27w2+w wl)2 (27w2+w 'qu)2 (27w2+w wl)2

Primer 2.39 Razmotrimo matricu sa dve promenljive w i s:

1 w 1 w1
1 s 1 s 1
X = s w s w s
S 'LU2 S w2 S
53 w S w S
In[3]:=DrzPoly2[X]
B 527w+s(71+w)w _ w 0
(—14s)s(1+s)(s—w)(—14w) s(1+s)(s—w)(—14+w)
—st—w?4s(—1+w)? (14w)+s2 (1+w?) s+s2 —sw—w? 0
(—1+s)s(1+s) (s—w)(—14w)? s(1+s)(s—w)(—14+w)?
— 2 —ws(—1+w)w w 1
OUt[3]_ (—14s)s(s—w)(—14w) T s(s—w)(—1Fw) —s+s2
$3(—14w)+stwtw? —s(—1+w)w? —s?w(1+w)
(—1+s)s(1+s) (s—w)(—14w)?
_ 5472w+s(73+w)w+53(1+w2)+52(17w+w2) (2+25+52)w 1
L (71+5)5(1+5)(57w)(171+w) s(1+s)(s—w)(—14w) s—s52

w
T s(IFs)(s—w)(—1+w) —s+s3
s+5275w7w2

s+w
s(1+s)(s—w)(—14+w)? (—s+s3)(—14+w)
- w 0
s(s—w)(—14w)

w(—s?4w) _ st+w
AT (- F@Z (s (-1 w)

w(—s24w) 0
s(1+s)(s—w)(—14+w)?

(2+25+52)w 1

s(1+s)(s—w)(—1+w) s—s3 E
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2.2.6 Konac¢ni algoritam za polinomijalne matrice

Implementacija Algoritma 2.4 u terminima simbolicke manipulacije dostupnih
funkcija iz jezika MATHEMATICA proizvodi dobro poznat poteskoce simbolicke
implementacije opisane u [79], kao $to su sporo izvrSavanje i veliki memori-
jski prostor potreban za numericku implementaciju. Zbog toga, u ovom delu
zrazvijen je numericki algoritam koji odgovara Algoritmu 2.4 u slucaju kad
je A(s) polinomijalna matrica. Na ovaj nacin se generalizuje poznati algori-
tam za izracunavanje Moore-Penrose inverza iz [23] i analogni algoritam za
izracunavanje Drazin inverza iz [20] i [75].

Predpostavimo da su R(s) € C[s]™*™ and R(s) € C[s]™*" polinomijalne
matrice u formi

R(s) = R.s"+ R,_1s" " +---+ Ris + Ry,
T(s) = Ts'+Tas"™ '+ +Tis+To, (2.2.44)

gdesu R, e C"™*" ¢ =0,...,riT; € C™*" ¢=0,...,tkostantnet kompleksne
matrice dimenzije m X n, i s nepoznata promenljiva. Koeficijenti a;(s) mogu
biti posmatrani kao polinomi od s. Takode, koeficijenti matrice B;(s) su poli-
nomijalne matrice saglasno stepenu uz promenljivu s. Ovaj pristup daje nam
analognu reprezentaciju matrice X.(s) definisane u (2.1.7), i analognog algo-
ritma za njegovo izracunavanje. Koristed¢i relacije (2.1.1), (2.1.2) i (2.1.3), lako
se pokazuje indukcijom da su stepeni s u a;(s) i B;(s) skoro jednaki i (r +¢).
Zato se, skalarni polinomi ;(s) i polinomijalne matrice B;(s) mogu napisati
na sledec¢i nacin:

i(r+t)
a;(s) = Z ai ;s i=1,...,m, (2.2.45)
=0
i(r+t)
Bi(s) = Y By, i=1,...,m, (2.2.46)
j=0
gde sua;;, i=1,...,m, j=0,...,i(r +t) skalari a B;;, i=1,...,m, j =
0,...,i(r+t) konstantne matrice dimenzije m x n, koje odgovaraju stepenima
s7.

Teorema 2.25 Neka su matrice R(s) i T(s) definisane sa (2.2.44). Posmatra-
gmo polinome {ag(s),...,amn(s)} i {Bo(s),..., Bn(s)} niz polinomijalnih ma-
trica, definisani kao u Algoritmu 2.4. Neka je a;(s) i Bi(s) kao u (2.2.45) 1
(2.2.46), respektivno. Onda je
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) i fik )
Git1j = T W <Z ZTjklRl> Bz‘,k>,
o1 .

1 k=0 \1=0
i=0,1,....m—1, 7=0,1,...,(¢e+1)*(r+1), (2.2.47)
J j—k
Bit1; = Z ( TjklR7> Bik + aiy1,51p,
k=0 \1=0
i=0,1,. .. om—1, j=01,....(Gi+1)x(r+t),  (2.248)

gde se u (2.2.47) i (2.2.48) predpostavlja da je R, = O, u >r+ 1, T, = O,
u>t+1iBy, =0, u>ix(t+r)+1.

Dokaz. 1z (2.1.2), (2.2.44) i (2.2.46), dobijamo sledece

t r i(r+t)
Aipi(s) = T(s)R(s)Bi(s)= (ZTjsﬂ’) (Z st’“> (Z Busl)
3=0 k=0 1=0

r+t J i(r+t)
z;) (kZ TijZ> 5! ZE: Bius' (2.2.49)
Jj= =0 =0
D+ [
> (=

7=0 k=0

j—

k
Z Tj—k—lR;) Bi,k) s7.

=0
Zamenom (2.2.49) u (2.1.3) i koriste¢i (2.2.45) dobijamo (2.2.47).
Sa druge strane, koristeci (2.1.3), (2.2.45) i (2.2.49), dobijamo

Bi+1(5) = Ai+1(5) + (11'+1(S)In (2250)
G+1)(r+t) / §  /i—k (i+1) (r+t)
= Z <Z (Z Ajklek> Bqu) sT + ai+1’jInSj
j=0 k=0 \I1=0 j=0
(1) (r+t) j j—k
= <Z ( Aj—k—lR7> Biy + ai+1,j1n> s’
j=0 k=0 \1=0
Jednakost (2.2.48) sledi iz (2.2.46) i (2.2.50). O

Sledi algoritam za izra¢unavanje polinomijane matrice X,(s). Ovaj algo-
ritam je numericki ekvivalentan Algoritmu 2.4, i primenljiv na polinomijalne
matrice.

Algoritam 2.13 Data je matrica A(s) € C[s]™ ™. Izabrati R(s),T(s) €
Cls]™™ u formi (2.2.44).
Pocetni uslovi:
Boo = In, Ry=0,u=r+1,....mx(r+t), T, =0, u=t+1,....mx(r+t)
g0 = ]., ao’j:O, ]zl,,m(r-i—t)
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Ogranicenja:
By ; 0O Vvj>1,
B, = 0, i=0,...,m—1, j=ix(r+t)+1,....,(m—1)*(r+1).

Glavni algoritam:

1=0

DO WHILE najmange jednom B; j <> 0, j =0,1,..., (i +1) % (r+1):

Pocetni uslovi za B;;:
Bij=0,j=ix(r+t)+1,....,(n—1) % (r+1).

Rekurzivne relacije za a;(s) su definisane u (2.2.47).

Rekurzivne relacije za B;(s) su definisane u (2.2.48).

1 =1+ 1.

END DO.

Uslov prekida: Izracunati prvo k koje zadovoljava

Apq1) = Apq2 =+ = Qppq; =0 V7 €N,

IzZlaz: Vraéa polinomijalnu matricu

s (r+t) € r (k—1)*(r+t)
Xe(s)=(=1)* | Y ap;s (ZRM) By_18'
§=0 i=0 1=0

(2.2.51)

Evidentno je da samo zeljena simbolicka manipulacija u Algoritmu 2.183,
postignuta simplifikacijom elemenata rezultujuc¢e matrice X.(s).

Primer 2.40 Neka je data polinomijalna matrica A(s) kao u (2.1.10). Da bi
generisali trazeni inverz za A(s) izaberimo matrice R(s) i T'(s) kao:

14+s+2s2 3s 1— s+ 252
0 0 0 , T(s)
14+s+2s2 3s 1—s+2s2

R(s) =

Konstantne matrice R; i T; su

Ry = , Ri=

—_O =
o O O

1
0
1

Kako je r +t = 4, pocetni uslovi su:

Rs=Ry=0, Ty=T,=0,
ap,o =1, ap,1 = ag2 = ap,3 = aps = ag,;5 = ag,e = 0,
Bo,o =13, By,1 = Bo2 = Bos = Boa = Bos = Bog = 0.
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U slucaju ¢ = 0, gde je sa TZRJT oznacen proizvod matrica T; i RJT, a Tr oznacen trag
date matrice, imamo sledece:

aro=—1/(i+ 1) * Tt[Ty.RE .Bo o] = 0,
ar1 =—1/(i+1)* Te[(T1.RY + To.RT).Boo + To.RE .Bo 1] = —10,
a1o=—1/(i+ 1) * Te[(T2.RY + T1.RT + Ty.RY). By o+
(Ty.RY + Ty.RY).Bo1 + TR .Boo] = —4,
a13=—1/(i+ 1)« Tr[(T3.RY + To.RT + T1.RY + Ty.RY). By o+
(To.RY + T1.RT + Ty.RY).Bo 1+
(T1.RY + Ty.RT).By 2 + To.RE By 3] = -8,
ara=—1/(i + 1) * T[(T4.R} + T5.RT + To.RY + T1.R} + Ty.RY).Bo o+
(T3.RY + To.RT + Ty.RY + Ty.R3).Bo1 + (To.RY + T1.RY + Ty.RY).Bo o+
(Ty.RY + Ty.RY).Bo 3 + Typ.RY .Bo4) = -8,

Bl,O :T()Rg + ay o * I3 = @,

-5 0 5
By1 =(Ty.RY + Ty.RY).Boo + To.RE .Boy +ar1xI3=1| 0 —10 0 |,
5 0 =5
By o=(To.RE +T1.RT +To.RY).Bo o +(T1.RY +Ty.RT).Bo1 + To.RY .Boa+ay o % I3 =
-2 0 2
1 -4 1 |,
2 0 -2

Bi3 =(T3.RY + To.RT + T1.RY + Ty.R3).Boo + (To.RE + T1.RT + To.R3).Bo.1+
(Tle + TO.R,{)-BOQ + To.Rg.BQg + a1 313

-4 0 4
= 3 -8 3
4 0 -4

B4 =(Ty.RY + T3.RT + T5.RY + T1.RY + Ty.RY).Bo o+
(T3.RY + To.RY + T1.RY + Ty.RY).Bo 1+
(To.RE + Ty.RT + Ty.RY).Bo o + (T1.RY + To.RY).Bo s + To.RE .Bo s + a1 4 * I3

-4 0 4
= 0 -8 0
4 0 -4
Za i=11imamo asg =ag1 = --- = agg = 0, tj. k = 1. U skladu sa (2.2.51) za slucaj

e = 1 dobijamo trazeni inverz za A(s):

Xe(s) = — (al’() + 1,18 + a17282 + a1,383 + a1)4s4)71 (Z Rf82> Bo)o

=0
1+s+252 0 lJrer2s2
) 3 i1 105+4s2§853+834 1OS+4S2§883+884
= (10s +4s” +8s” +8s") " R(s) = 10+ 4518521857 0 10+45+857 1857
1—s42s 0 1—s+42s

10s+4s2+8s3+8s% 105+452 18531852
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2.3 INVERZI RETKO POSEDNUTIH MATRICA

Operacije sa matricama, koje postoje u MATHEMATICA ne mogu se koristiti za
rad sa retko posednutim matricama predstavljenim u vidu liste uredenih trojki
{i,j,k}, gde je sa i oznacena vrsta, sa j kolona a sa k element date matrice
na poziciji {7, j} koji je razli¢it od nule. Zbog te Cinjenice mora se napraviti
kompletno nova algebra za rad sa ovakvim listama uredenih trojki, odnosno
retko posednutim matricama.

Implementacija potrebnih funkcija.

Nab[X] - predstavlja matricu X u obliku liste uredenih trojki (reprezentacija
za retko posednute matrice);

Nab[a List]:=
Block[{a1=b1=1={}},
{m,n}=Dimensions [a];
For[i=1,i<=n,i++,
For[j=1,j<=m, j++,
1£[alli,j11=1=0,1=Append[1,{i,],al[i,31]1 }1111;
Print["1=",1];
For[i=1,i<=Length[l],i++,
al=Union[a1,{1[[i,1]1}]; bi=Union[bt,{1[[i,21]}1];
{at,b1,1}1;
UzmiK[X,1i] - iz matrice X uzima i-tu kolonu;

UzmiK[a_List,broj_]:=
Block[{A=a,Ak={}},
For[i=1,i<=Length[A],i++,
1£[A[[i,2]1==broj, Ak=Append[Ak, {A[[i,111,1,A[[1,3]1]1}111;
Ak] ;
MaxDim[X,i] - za i = 1 daje maksimalnu dimenziju vrste, a za i = 2
maksimalnu dimenziju kolone date matrice X;

MaxDim[a_List,broj_]:=
Block[{A=a,l={}},
For[i=1,i<=Length[A],i++,
1=Append[1,A[[i,brojl1]1];
Max[1]];
SS[X,1,7] - daje vrednost elementa {i,j} date matrice X, kao i njegovo
mesto u listi reprezentacije te matrice;

SS[aList,il_,i2.]:=
Block[{A=a,nadj i=True, i=1} s
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While[nadji,
Tf[(AL[i,1]1]==i1)&&(A[[i,2]]==i2),
s=A[[i,3]];mesto=i;nadji=False,
If [i==Length[A],s=0;nadji=False,i++]]];
{s,mesto}];
Mnz[X,Y] - daje proizvod matrica X i Y u obliku liste uredenih trojki;

Mnz[a_List,b_List]:=
Block[{A=a,B=b,c={ },amb={}},
mi=MaxDim[A,1]; m2=MaxDim[B, 1] ;ni1=MaxDim[A,2];
n2=MaxDim[B,2]; m=Max[ml,m2]; n=Max[n1,n2];
For[i=1,i<=m,i++,
For[j=1, j<=n,j++,
C=Append[C,{1i,j,Sun[SS[A,1,k] [[111#sS[B,k,j1[[11],{k,1,n}]1}111;
For[i=1,i<=Length[C],i++,
If[C[[i,3]1=!=0,Amb=Append [Amb,C[[i]1]1111;
Amb] ;
MnzSk[X,br] - daje proizvod matrice X i skalara br u obliku liste ured
enih trojki;
MnzSk[a_List,b_]:=
Block[{A=a},
For[i=1,i<=Length[al,i++,A[[i,3]1]1=A[[i,3]1]*b];
Al;

Repu[X] - daje matricu €iji su elementi recipro¢ne vrednosti matrice X

Rcpv([a_List]:=
Block[{A=a},
For[i=1,i<=Lengthla],i++,A[[i,3]1]1=1/A[[1,3]]1];
Al;
Hermitl[X] - daje transponovanu matricu X;

Hermiti[a_]:=
Block[{A=a,t},
For[i=1,i<=Lengthla],i++,
t=A[[i,111;A004,1]1]=al[i,2]];A00i,2]1]=t];
Al;
Odz[X,Y] - oduzima od matrice X matricu Y i daje rezultat u obliku liste

uredenih trojki. Funkcija se koristi i za sabiranje dve matrice ako se za matricu
Y uzme Y = MnzSk[Y, —1];

0dz[a List,b_List]:=
Block[{A=a,B=b,g,c={},t,t1},
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For[i=1,i<=Length[A],i++,

s1=A[[1,1]1]; s2=A[[i,2]]; g=SS[B,s1,s2];

t=g[[1]]; t1=gl[[2]1];

If[t==0,C=Append[C,A[[i]1]],
1£[AL[[1,3]]=!=t,C=Append[C,{s1,s2,A[[1,3]1]1-t }11;
B=Complement [B, {B [[t1]] }]

1 1;
For[i=1,i<=Length[B],i++,

C=Append [C,{B[[i,111,B[[i,21],-B[[4,31]1}11;
Cl;

Adopl[X,i] - daje matricu koja sadrzi prvih i kolona date matrice X.

Adopi[a_List,j_]:=
Block[{A=a,i,C={}},
For[i=1,i<=Length[A],i++,
If[A[[i,2]]1<=j,C=Append[C,A[[i]1111];
Cl;

Primer 2.41 Neka su date matrice:

10 1 2 13
10 0 -1 130 1] . 0 1
A= 00 1 3’Y1_[2010]221_ 2 0
00 -1 -3 0 0

Matrice Y1 i Z1 se mogu predstaviti kao liste uredenih trojki respektivno, na slede¢i
nacin:

Y = {{17 1, 1}7 {17 2, 3}7 {17 4, 1}7 {27 1, 2}7 {25 3, 1}}

Z ={{1,1,1},{1,2,3},{2,2,1},{3,1,2}}
In[1]:=Nab[{{-1,0,1,2},{-1,0,0,-1},{0,0,1,3},{0,0,-1,-3} }]
Out[1]={{1,2,3,4},{1,3,4},{{1,1,-1},{1,3,1},{1,4,2},

{2,1,-1},{2,4,-1},{3,3,1},{3,4,3},{4,3,-1},{4,4,-3} } }
In[2]:=UzmiK][Y,1]
Out[2]={{1,1,1},{2,1,2}}

In[3]:=MaxDim[Y,2]

Out[3]= 4
In[4]:=SS[Y,2,3]
Out[4]={1,5}
7 3 3 1
1 6 2 01 0
Y1.71 = { 16 } odnosno Z1.Y1 = 9 6 0 2
0 0 0 O

In[5]:=Mnz[Y,Z]
Out[5]={{1,1,1},{1,2,6},{2,1,4},{2,2,6}}
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In[6]:=Mnz[Z,Y]
Out[6]={{1,1,7},{1,2,3},{1,3,3},{1,4,1},{2,1,2},{2,3,1},
{3,1,2},{3,2,6},{3,4,2} }
In[7]:=MnzSk[Y 5]
Out[7]={{1,1,5},{1,2,15},{1,4,5},{2,1,10},{2,3,5}}
In[8]:=Rcpv[Y]
Out[8]:{{17 1, 1}7 {17 2, %}7 {1747 1}7 {27 1, %}7 {2’37 1}}
In[9]:=Hermit1[Y]
Out[9]={{1,1,1},{2,1,3},{4,1,1},{1,2,2},{3,2,1}}
In[10]:=0dz[Y,Z]
Out[10]={{1,4,1},{2,1,2},{2,3,1},{2,2,-1},{3,1,-2} }
In[11]:=Adopl[Y,3]
Out[11]={{1,1,1},{1,2,3},{2,1,2},{2,3,1} }

2.3.1 Metoda pregradjivanja za retkoposednute matrice

Metoda pregradivanja moze se modifikovati za retko posednute matrice, imajuci
u vidu napred navedene funkcije za rad sa listama uredenih trojki.

Implementacija metoda

DD1[a List,i_]:=DD1[a,i]=
Block[{s={}} s
s=Mnz[A1[a,i-1],UzmiK[a,i]];
If [Length[s]==0,Return[0] ,Return[s]]
1;

CCi[aLlist,i]:=CCi[a,i]=
If [Length[DD1[a,i]l]==0,
0dz[UzmiK[a,i] ,MnzSk[Adopl([a,i-1],DD1[a,i]]1],
0dz[UzmiK[a,i] ,Mnz[Adopl[a,i-1],DD1[a,i]]]
1;

Bi[a List,i]:=Bl[a,il=
Block[{b=a} s
If [Length[CC1l[a,i]l]==0,
If [Length[DD1[a,i]]==0,
MnzSk[A1[a,i-1],DD1[a,i]/(1+DD1[a,il)],
Mnz [MnzSk([Al1[a,i-1],1/(1+Mnz[Hermit1[DD1[a,i]],DD1[a,i]l])],
DD1[a,il]
1,
b=Rcpv [Mnz[Hermit1[CC1[a,i]],CC1[a,i]]];
If [Length[b]==0,MnzSk[CC1[a,i],b[[1,3]1]],Mnz[CC1[a,i],b]]
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1;

AllaLlist,i]:=Alla,il=
Block[{b=a,h=h1={},j,mx},
If [i==1,Mnz[Rcpv [Mnz [Hermit1 [UzmiK[a,1]],UzmiK[a,1]]],
Hermit1[UzmiK([a,1]]1],
If [Length[DD1[a,i]]==0,
b=0dz[A1[a,i-1] ,MnzSk[Hermit1[B1[a,i]],DD1[a,i]]1],
b=0dz[A1[a,i-1] ,Mnz[DD1[a,i] ,Hermit1[B1[a,i]]1]]
1;
For[j=1, j<=Length[b], j++,
If[b[[j,3]11=!=0,h=Append[h,b[[j]11]]
1;
b=h; mx=MaxDim[b,1]; hil=Hermiti[Bi[a,i]];
For[j=1, j<=Length[hl], j++,
h=Append [h, {mx+1,h1[[j,211,h1[[j,311}]
1;
b=Union[b,h]]
1;

PregradRet [a_List]:=
Block[{X=a,n,m} s
X=Nab[a] [[3]];n=MaxDim[X,2];
Print ["MOORE-PENROSE INVERZ="];
A1[X,n]
]

1
Primer 2.42 Za matricu X1 = | 2 ogdgovarajuca reprezentacija u ob-
3

— N W

liku tro-dimenzionalne liste je:

X ={{1,1,1},{1,2,3},{2,1,2},{2,2,2},{3,1,3},{3,2,1} }.

In[1] =A1[X,1]

Out[1 {{1 L, 14} {1 277} {1 3, 14}}
In[2] DDl[

Out[2]=2

In[3] —CC1[X 2]
Outf3]={{1,1, 5}, {2,1,2}, {3, 1, -7 }}

In[4] =A1[X,2]

Outid]={{1,1, =5}, {L.2. 13 }. {1.3, 5} {{2. 1, 5}, {2.2. 13}, {2.3. =5 } }}
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1
Primer 2.43 Zamatricu X = [ 0 3 1 | pomoé¢u funkcije Partitioning|]
0

dobijamo:

In[5]:=Partitioning[X]

A[X,1]={1,0,0}

DDI[X,2]=0

CC[X2] {{0}.{3}.{-1}}
{{0} {i6h{ -}
{{1 0 O} {O’ 10>_1o}}

DDX3 J={{-2} {15 }}

ceX.3={{0}. {1 }- {i5}}

BIX,3]={{0}.{1}.{3}}
AX,3]={{1,2,6},{0,0,-1},{0,1,3}}

Out[5]=MOORE-PENROSE INVERS={{1,2,6},{0,0,-1},{0,1,3}}

Ako matricu X predstavimo kao listu uredenih trojki imamo:

X:{{]'?l?]'}?{1’3’_2}’{27273}7{27371}a{3’2a_1}}
Pomoé¢u funkcije PregradRet[] dobijamo sledece rezultate:

In[6]:=PregradRet[X]

A1X1)={{1,1,1}}

DD1[X,2]=0
CC1[X,2)={{2,1,3},{3,1-1},{1,1,0}}
BIX2]={{2,1, 1}, {3, 1. — 15 } }
AIX2={{1 11} {2.2. 3 1 {25~ 5 1)

DD1[X,3]={{1,1,-2},{2,1, 3 }}
CCIX3={{2,1, 4}, {31, 5}}

B1[X,3]={{2.1
A1[X,3]={{1.1

11{3,1.3}4}
11,{1,2,2},{1,3,6},{2,3,-1},{3,2,1},{3,3,3}}

Out[6]=MOORE-PENROSE INVERS={{1,2,6},{0,0,-1},{0,1,3}}

2.3.2 Determinantska reprezentacija i retke matrice

Algoritam za izracunavanje Moore-Penroseovog inverza implementiran funkci-
jom M PlInverse|| opisan je u ranije. Ovde ¢emo opisati modifikaciju ovog
algoritma za retko posednute matrice. Naime, ako je veliki broj elemenata
matrice jednak nuli, onda je izracunavanje svih elemenata inverza nepotrebno.

Funkcija Nab[] kao izlaz daje tri liste. Prva lista je sa elementima za « a
druga za 3, po kojima se trebaju vrsiti izracunavanja. u algoritmu za funkciju
M PInverse[]. Bez ove funkcije izracunavali bi se svi elementi za o € {1, m}

a (e {l,n}.



Simbolicka implementacija generalisanih inverza 127

Primer 2.44 7Za matricu

-1 0 1 2
-1 0 0 -1
X = 0 0 1 3
0 0 -1 -3

pozivom funkcije Nab[| dobijamo:
In[1]:=Nab[X][[1]
Out[1]={1,2,3,4}
In[2]:=Nab[X][[2]]
Out[2]={1,3,4}

Koristeé¢i funkciju Nab|], modifikacija za M PInverse|] se moze izvrsiti na
slede¢i nacin:

MPInvN[a_]:=
Block[{b=a,c,p,q,tf={ },ra,m,n, d,w,v,i,j,k, ji, pl,ql,
pr,pril, awv,mr,mc,s,inv,am},
inv=Transpose[b]; ra=rank[b]; d=Dimensions[b];
m=d[[1]]; n=d[[2]]; d=GDet1[bl; p=Table[k,{k,ra}l;
q=Table[k,{k,ra}]; ff=Nab[bl; pp=tf[[11]; qg=ff[[2]];
Print["pp=",ppl; Print["qq=",qql; ql=q; pl=p;
For[v=1, v<=n, v++,
For[w=1, w<=m, w++,
If [MemberQlqq,v] && MemberQ[pp,w],
s=0;
If [ra==m, j=1, j=m];
While[j>=1, If([ra==n, jl=1, jl=n];
While[j1>=1,pr=1; pri=1;
While[pr<=ra && pllprll=!=w, pr++];
While[pri<=ra && ql[lprill=!=v, pri++];
If [pr<=ra && pri<=ra,
mr=Minori[b,p,q,ral; mc=Det [mr];
am=Det [MatrixComp [mr,pr,pril];
awv=(-1) " (pr+prl) am mc,
awv=0
1;
s+=awv;
If[q[[ral]l==n, j1--, jil=ra ];
If[j1>=1,For[i=ra, i>=j1, i--,
ql[i]11=q[[j1]1]+i-j1+1;
q1l[[il]=ql[i]]
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1 1 1
If[ra<n, jl=n; q=Table[k,{k,ra}]; ql=q, j1=0];
If[p[[ral]l==m, j--, j=ra ];
If[§>=1,
For[i=ra, i>=j, i--,
pl[ill=p[[j11+i-j+1; p1[[il11=p[[ill
] 1;
If [ra==m, j=0]
1;
inv[[v,w]]l=s/d; p=Tab1e[k,{k,ra}]; q=Tab1e[k,{k,ra}];
ql=q; p1=pl
1131;
MatrixForm[Simplify[inv]]
1/; MatrixQ[al
Algoritam se razlikuje od osnovnog M PInverse[], u delu u kome se izbacuju
izracunavanja minora koji su sigurno jednaki nula.

ff=Nab[b]; pp=ff[[1]]; qg=ff[[2]]; ql=q; pl=p;
For[v=1, v<=n, v++,
For[w=1, w<=m, w++,

If [MemberQ[qq,v] && MemberQ[pp,wl,
1] ]
Ovakva modifikacija je posebno znacajna za izracunavanje inverza retko

posednudih matrica jer se visestruko skrac¢uje izracunavanje nepotrebnih ele-
menata.

-1 0 3 0
Primer 2.45 Za retko posednutu matricu A = 7(1) 8 (1) 8 pozivom
00 -1 0

funkcije M PInvN|] dobijamo rezultat za 0.77 sekunde.
In[2):=MPInvN[{{-1,0,3,0},{-1,0,0,0},{0,0,1,0},{0,0,-1,0}}]

1N={{1,1-1},{1,3,3},{2,1,-1},{3,3,1},{4,3-1}}

pp={1,2,3,4}
qq={1,3}
2 _1n 3 _3
1(3) 18 1% 1(3)
Out2]=| 5 5 o _2
13 13 13 13
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Za istu matricu A primenom funkcije M PInverze[] opisane ranije, rezultat
se dobija za 1.27 sekunde.

Razlika u vremenu izracunavanja inverza se drasticno povecava sa povecanjem
dimenzija matrice.
In[3]:=MPInverse[{{-1,0,3,0},{-1,0,0,0},{0,0,1,0},{0,0,-1,0} }]

Rezultat se dobija za 1.27 sekunde.

2 _1n 3 _3
13 13 13 13

0 0 O 0

13 13 13 13

0 0 0 0

Primer 2.46 Za matricu A datu sa:
In[4]:=MPInvN[{{-1,0,3,0},{0,0,-1,0},{0,0,2,0},{0,0,0,0} }]
n={{1,1,-1},{1,3,3},{2,3,-1},{3,3,2} }

pp={1,2,3}

qq={1,3}

Rezultat se dobija za 0.61 sekunde.
-1 =2 ¢ 9o
0 000

Out[4]=

0 -1 2
0O 000

In[5]:=MPInversel[{{-1,0,3,0},{0,0,-1,0},{0,0,2,0},{0,0,0,0} }]
Rezultat se dobija za 1.32 sekunde,

3 6
o 50,
Out[5]=
0 -t 29
0 0 0 0

Algoritam za R — inverza, funkcijom RInverse[], se takode moze modi-
fikovati u istom delu kao i algoritam za M PInverse|]. Naravno, ovde je
potrebno obraditi matrice A i R, pa se algoritam malo razlikuje. Kada su
pronadeni a4, ag, 64 1 Br, potrebno je naéi a kao presek ay i ag, i § kao
presek B4 i Bgr. Ovo proizilazi iz ¢injenice da ukoliko se neki element iz a4 ne
nalazi u ar njega ne treba uzimati pri izracunavanju. Isto vazi i za 4 i Bg.
Na ovaj nacin se, visestruko skracuje izracunavanje R-inverza.

Deo u kome se modifikacija razlikuje od implementirane funkcije RInverse|]
je slededi:

££=Nab[b] ;pp1=f£[[1]1]; qqi=f£[[2]]1; ff={}; ff=Nablt,m,nl;
pp2=£f£f[[1]1]; qq2=ff[[2]];pp=Intersection[ppl,pp2];
gq=Intersection[qql,qq2];

For[v=1, v<=n, v++,
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For[w=1, w<=m, w++,

If [MemberQ[qq,v] && MemberQ[pp,wl,
1] ]
Modifikovana funkcija je RInvN|].

Primer 2.47 Za retko posednute matrice

10 00 10 20
00 -1 0. 00 -1 0
A=1 00 20|'B=| 10 2 0
10 00 10 00

pozivom funkcije RInverze[] dobijamo rezultat za 1.65 sekunde.

In[6]:=Rlnverse[{{-1,0,0,0},{0,0,-1,0},{0,0,2,0},{1,0,0,0} },
{{-1,0,2,0},{0,0,-1,0},{1,0,2,0},{1,0,0,0} }]
9 1 5
T 14 7 14

Out[6]=

oI O
oI O
ol om"‘
oI O

Dok se modifikovanim algoritmom rezultat dobija za upola kra¢e vreme.

In[7]:=RInvN[{{-1,0,0,0},{0,0,-1,0},{0,0,2,0},{1,0,0,0} },
{{-1,0,2,0},{0,0,-1,0},{1,0,2,0},{1,0,0,0} }]]

n={{1,1,-1},{2,3,-1},{3,3,2},{4,1,1}}

n={{1,1,-1},{1,3,2},{2,3,-1},{3,1,1},{3,3,2},{4,1,1}}

pp:{1727374}

qq={1,3}

Rezultat se dob%ja za 0.85 sekunde,

o= oEl‘o

Out[7]=

|
ONI= O
o= o:k"

=l
oW O

Za merenje rezultata koriséena je funkcija Timing]].
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3 GENERALISANI INVERZI 1
BAZE PODATAKA

Pristup kojim se izbegavaju ponovna izracunavanja nekih vrednosti, pri reku-
rzivnim pozivima, bazira se na konstrukeiji nekoliko baza podataka. Potrebne
vrednosti izracunavaju se samo jednom i smestaju u odredenu bazu. U izrazu
koji koristi ranije izracunate vrednosti potrebno je samo procitati vrednost iz
odgovarajuée baze podataka u koju je smesten [74, 80].

Za manipulaciju bazama podataka u tezi je koris¢éen programski paket DEL-
pHI 6.0. Takode, je koriS¢en DATABASE DESKTOP 7.0 FOR WINDOWS 95 & WINDOWS
NT za pravljenje potrebnih baza [37, 11, 12].

3.1 METODA DETERMINANTSKE
REPREZENTACIJE

Metoda determinantske reprezentacije vodi ponovnom izracunavanju istih mi-
nora za dve date matrice. Tim pre, algoritam zahteva izracunavanja znac¢ajnog
broja razli¢itih minora. Pomoc¢u baza podataka, potrebni minori izracunavaju
se samo jednom i memorisu. U izrazu koji koristi ranije izracunate minore
potrebno je samo procitati njegovu vrednost iz odgovarajuce baze podataka u
koju je smesten [74].

Algoritam 3.1 Neka su A i R dim m x n kompleksne matrice ranga r. Ako
skup Qpm X Qtn, t < 1 = rank(A) oznacimo sa N(t), onda generalizovanu
determinantu reda t, oznacavamo sa DET (g ) (A), moZemo pisati na sledeci
nacin:

DETry(A) = Y [RsI[A]]. (3.1.1)
(16)EN (1)

Ako uvedemo sledeca oznacavanja:
T(at)={I: 1€ Qum, I20a}, TBt)={J: JE Q. J 2B},

N(a, B,t) =I(a,t) x T(B,t), t<r,

onda generalna determinantska reprezentacija reda t za A € C"™", moze biti
napisana kao:

>, [Rylae[Ag]
gii = NGy | ( 1<i<n )
Y DET(r ) (A) ’ '

(3.1.2)



132 Izracunavanje generalisanih inverza

Definicije generalizovane determinante i generalne determinantske repre-
zentacije razli¢itog reda su korisne u slucaju kad je rang date matrice A
nepoznat.lzracunavanja koja pocinju sa (3.1.2) gde je t = min{m,n} i prvi
ceo integer ¢ koji zadovoljava DET (g 4)(A) # 0 jednak je rangu rank(A).

Implementacija algoritma

Algoritam zahteva veliki broj izracunavanja razli¢itih minora. Ako su ma-

trice A1 R reda m x n iranga r, izrazi (3.1.1) i (3.1.2) zahtevaju T X

( 7; ) razli¢itih minora matrice A kao i ( T ) X < Z ) razli¢itih minora ma-

trice R. Cak §ta viSe izraz (3.1.2) zahteva ( T—_ll ) X ( :"L:Ell ) razlicitih

minora matrice A.

Pri implementaciji algoritma u proceduralnim programskim jezicima glavni
problem je tzv. memory overflow. Ako matrice A, R, G deklarisemo kao dvo-
dimenzionalne nizove, onda su dimenzije matrica A, R, G ograni¢ene unapred.
Kada su matrice A, R, G implementirane kao dinamicke strukture, povezane
liste, mnogo memoriskog prostara se zauzima, i nastaje tzv. stack overflow
problem. Kao resenje ovog problema preporucena je manipulacija bazama
podataka. Glavna ideja je ta da se matrice i svi rezultati smeste u odgovarajuéu
bazu, umesto u memorijske promenljive. Koristec¢i baze, u moguénosti smo da
resimo dva velika problema: ponovno izracunavanje minora nizeg reda kao i
ponovno izra¢unavanje istih minora [74].

Glavna ideja koja je korist za realizaciju ovog pristupa je opisana u slede¢im
koracima:

Korak 1. Inicijalne vrednosti. Izracunavamo 2x2 minore matrica A1 R, i smeStamo
vrednosti u bazu.

Korak 2. Rekurzivni korak. Svaki minor reda d x d moze biti izracunat koristeci
razvoj po njegovoj prvoj vrsti i smestenim vrednostima za (d—1) x (d—1)
minore u bazi. Trazena vrednost minora reda (d — 1) x (d — 1) se ne
izracunava svaki put kad nam treba, veé¢ se jednostavno uzme iz baze.

Korak 3. Zaustavni kriterijum. Proces prekidamo u slucaju kad su svi smesteni
minori identicki jednaki nuli.

Mogucnost ove implementacije je da izbegne ponovo izracunavanje istih
minora i sadrzna je u koraku 2. Bilo koja trazena vrednost za (d—1) x (d —1)
minore se ne izracunava ve¢ se jednostavo uzima iz baze.
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Zaustavni kriterijum opisan u koraku 3 daje moguc¢nost za eksplicito nala-
zenje ranga date matrice A. Preciznije, u slucaju kad su sve smestene vrednosti
minora reda d x d jednake nuli, dat je rank(A) = d — 1. Ovo je jedna od ko-
risnih osobina ”dobrih” numeric¢kih algoritama za izracunavanje generalisanih
inverza, predlozenih u [46].

Svaki minor reda 2 x 2 moze biti izracunat pomoc¢u 3 operacija. Skup svih
2 X 2 minora matrice A 1 R moze se formirati u

(5)(5)

operacija. Svaki minor reda d > 3 moze se izracunati sa samo d mnozenja.
Skup svih d x d minora za A1 R (d > 3) je formiran uz pomo¢

() ()

mnozenja. Ukupan broj operacija za sve r X r minore za A i R je

se() (3)ee(5) (5) 2

Na kraju, izracunavanje trazenog g-inverse saglasno (4.2) zahteva
- m n m n
mn(ZQ( d)(d>-d+2< 9 )(2)-3>-2
d=3
operacija.

U implementaciji se koriste Sest baza: MATRICA.DB, MINORL.DB, PREMINORI.DB
i TRENUTNA.DB i definisane su na slede¢i nacin:

Field_ Name Type Size Key
1 Vr_kol A 10 *
2 Vrednost N
3 Vrednl_R N

Simbol * je klju¢ za pretrazivanje u ovim bazama. Slovo A oznacava alfanu-
mericko polje, a slovo N oznacava numericko polje.
Baza ¢13B.DB ima oblik:

Field Name Type Size
1 Vr_kol A 10
Dim N
3 Vrednost N

\)
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Baza koMBIN.DB ima oblik:

Field Name Type Size Key
Dim A 3 *
Rbr A 7 *
Tip A 1 *
Kom A 255

= W DN -

Primarni indeks pretrazivanja je Key="Dim;Rbr;Tip”, dok je sekundarni in-
deks pretrazivanja Key="Dim;Tip;Kom”. Tip polje ima dve vrednosti "v” ili
"k”, saglasno tome dali se radi o kombinaciji za vrstu ili kolonu.

KOMBIN.DB, sa oznakom 7Tablel: je baza u kojoj se smestaju kombinacije
vrsta i kolona,

MATRICA.DB, sa oznakom Table2: je baza za elemente matrica A i R,

TRENUTNA.DB, sa oznakom Table3: je baza za trenutno izra vcunate vred-
nosti,

MINORI.DB, sa oznakom 7Tablej: je baza za minore reda d — 1,

PREDMINORLDB, sa oznakom 7Table5: je baza za minore reda d — 2,

G1JB.DB, sa oznakom Table6: je baza u kojoj se smeStaju elementi rezul-
tujuce matrice G.

U svakoj itraciji sadrzaj iz Table4 se kopira u Tabled, a sadrzaj iz Table3
se kopira u Table4, dok se sadrzaj Table5 brise. Kombinacije u bazi Tablel
su smestene kao stringovi odvojeni simbolom razlicitim od decimalne cifre
0,...,9. Na primer, koris¢en je simbol ’,".

Primer 3.1 Matrice

01 -1 0 0
2 0 7 1
11 -1 1 0

1 2
A= . R=10 —2
1 1

su smeStene u bazi M AT RICA.DB na sledeéi nac¢in:

Vr_kol Vrednost Vrednl_ R
1/1 0 1
1/2 -3
1/3 2
1/4
2/1
2/2
2/3
2/4
3/1
3/2
3/3
3/4

—_

=== =0 0O N O
|
o

OR O FNOO
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Primer 3.2 Za matrice Ai R date u Primeru 4.1, baza KOM BIN.D B sadrzi
sledece podatke:

Dim Rbr Tip
2

=
3
B

WO W W WNNNINLINDNDDNN
BN = = O U WWN N
TS FITIIITS TS ISR
OO NN R WO NN M
B R 0o G0 R G GO W O N DO

N = =

Na primer kada trazimo 2. kombinaciju dimenzije 3 od 4 elementa, po
kolonama, onda je klju¢ pretrazivanja baze koMBIN.DB dat sa:
Key="3;2;k”, a rezultat je '1,2,4".
Ako bi recimo trazili redni broj kombinacije po vrsti ’2,3’, kju¢ pretrazivanja
baze bio bi:
Key="2;v;2,3”, a rezultat je 3.

Sledi izvorni kod funkcije gener, kojom se u bazu KoMBIN.DB, upisuju di-
menzija, redni broj, tip i izgled kombinacije. Za vrstu je parametar baz="v",
a za kolonu baz="k”.

function TDetForm.gener(k,n:Integer;baz:String) :integer;
type TNiz=Array[1..90] of Integer;
var c¢:Tniz; z,i,brk:Integer;
k1,brl,prl,prm,ddim,bbrk:string;
begin
If k<n then
begin
for I:=1 to k do c[I]:=I;
z:=k; brk:=0;
while z>>1 do
begin
brk:=brk+1l; prm:=’’;
for I:=1 to k-1 do prm:=prm+IntToStr(c[I]])+’,’;
prm:=prm+IntToStr(c[k]); ddim:=IntToStr(k); bbrk:=IntToStr (brk) ;
with Tablel do
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begin
append;
fieldbyname(’dim’) .asstring:=ddim; fieldbyname(’rbr’).asstring:=bbrk;
fieldbyname (’kom’) .asstring:=prm;
if baz=’k’ then fieldbyname(’tip’).asstring:=’k’;
else fieldbyname(’tip’).asstring:=’v’;
end;
if c[k]=n then z:=z-1 else z:=k;
if z>>1 then for I:=k downto z do c[I]:=c[z]+I-z+1;
end; end
else begin
brk:=1; prm:=’’;
for I:=1 to k-1 do prm:=prm+IntToStr(I)+’,’;
prm:=prm+IntToStr(k); ddim:=IntToStr(k); bbrk:=IntToStr (brk);
with Tablel do
begin
append;
fieldbyname(’dim’) .asstring:=ddim; fieldbyname(’rbr’).asstring:=bbrk;
fieldbyname (’kom’) .asstring:=prm;
if baz=’k’ then fieldbyname(’tip’).asstring:=’k’;
else fieldbyname(’tip’).asstring:=’v’;
end; end;
generisi:=brk;
end;

end;

Minori [Ag] i R3], (a,B) € Ny reda d se izracunavaju u proceduri calc,
koriste¢i prethodno izracunate minore reda d — 1, koji su smesteni u bazi
MINORI.DB. Vrednost minora reda d — 1 uzima se iz baze MINORI.DB u proceduri
readBaz. Procedura readBaz uzima sledec¢e formalne parametre:

k1,k2:string; - parametri koji sadrze kombinaciju vrsta i kolona, respek-
tivno, u zahtevanom minoru reda d — 1.

dd:integer; - parametar reprezentuje stvarnu dimenziju (jednaku d — 1)
prethodno izracunatog minora.

var mt,mt1:real; - ovi izlazni parametri predstavljaju vrednosti minora reda
d — 1, koji su uzeti iz baze MmiNORI1.DB, (Tables).

procedure TDetForm.readBaz(kl,k2:string;dd:integer; var mt,mtl:real);
var i,j,fd,gde:string;
begin

if dd=1 then gde:=ki1+’/’+k2

else begin
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fd:=IntToStr(dd); tablel.indexfieldnames:=’Dim;Tip;Kom’;
Tablel.FindKey([£fd,’v’,k1]);
i:=Tablel.Fields[1] .AsString;
Tablel.FindKey([£fd, k’,k2]);
j:=Tablel.Fields[1] .AsString;
gde:=i+’/’+j; tablel.indexfieldnames:=’Dim;Rbr;Tip’;
end;
Table4.Open; Table4.FindKey([gdel);
mt:=Tabled4.Fields[1] .AsFloat; mti:=Table4.Fields[2].AsFloat;

end;

procedure TDetForm.pozicija(rec,podrec:string; var element:integer);
var di1,d2,brojac:integer;
jil,v1,j2,v2:string;
rad,dobro:boolean;
begin
dl:=length(rec);d2:=length(podrec);jl:=copy(podrec,1,1);
j2:=copy(podrec,2,d2-1); brojac:=1; dobro:=false; rad:=true;
element:=1;
while rad do
begin
vl:=copy(rec,brojac,1); v2:=copy(rec,brojac+1,d2-1);
if v1=’,’ then element:=element+1
else if jl=vl1 then
if j2=v2 then begin
rad:=False; dobro:=true;
end;
brojac:=brojac+1;
if brojac>dl then rad:=false
end;
if not dobro then element:=0;
end;
Procedura pozicija(’1,2,10,11,12,13°,’11’,element) kao rezultat vraca promen-
ljivu elemetn=4, tj. poziciju stringa 11’ u stringu ’1,2,10,11,12,13".

procedure TDetForm.take(rec:string;br:integer;
var ol,recbezol:string);
var dl,u,brojac:integer;
slovo:string;
rad:boolean;
begin

dl:=length(rec); u:=0; ol:=’’; recbezol:=’’;
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brojac:=1;

while u<>br-1 do

begin
slovo:=copy(rec,brojac,1);
if slovo=’,’ then u:=u+l; recbezol:=recbezol+slovo;
brojac:=brojac+1

end;

slovo:=copy(rec,brojac,1); rad:=true;

while rad do

begin
ol:=ol+slovo; brojac:=brojac+l;
slovo:=copy(rec,brojac,1);
if slovo=’,’ then rad:=false;
if slovo=’’ then rad:=false;

end;

if brojac>=dl
then recbezol:=copy(recbezol,1,length(recbezol)-1)
else recbezol:=recbezol+copy(rec,brojac+l,dl-brojac)

end;
Procedura take(’1,2,10,11,12,13°,4,01,recbezol) kao rezultat vraéa string
01="11" i string recbezo1="1,2,10,12,13".

U proceduri calc su koriséeni slede¢i formalni parametri:

i,7:1nteger; - redni broj kombinacije vrsta i kolona, respektivno.

d:integer; - red minora ¢ija se vrednost izracunava.

var s,s1:real; - vrednost rezultuju¢eg minora reda d, koji odgovara A i R,
respektivno.

Ako su redni brojevi kombinacija o i § reda d jednaki I i J, respektivno,
onda pisemo |Af[4 umesto [Af].

procedure TDetForm.calc(i,j,d:integer;var s,sl:real);
var t,znak,poc,dl:integer;Rij,Aij,mt,mtl:real;
ist, jst,dst,slovo,vr,kol,al,ost,a2,tt,zk:string;
begin
s:=0; s1:=0; ist:=IntToStr(i); jst:=IntToStr(j);
dst:=IntToStr(d); Tablel.FindKey([dst,ist,’v’]);
vr:=Tablel.Fields[3].AsString;
Tablel.FindKey([dst,jst.’k’]);
kol:=Tablel.Fields[3].AsString;
dl:=length(vr); al:=’’; poc:=0;
while slovo <> ’,’ do
begin



Generalisani inverzi i baze podataka 139

poc:=poc+1l; al:=al+copy(vr,poc,1);
slovo:=copy(vr,poc+l,1)
end;
poc:=poc+l; ost:=copy(vr,poc+l,dl-poc); znak:=1;
for t:=1 to d do
begin
take(kol,t,a2,zk); tt:=al+’/’+a2; Table2.FindKey([tt]);
Aij:=Table2.Fields[1].AsFloat;
Rij:=Table2.Fields[2].AsFloat;
readBaz (ost,zk,d-1,mt,mt1);
s:=s+znak+*Aij*mt;sl:=sl+znak*Rij*mtl;znak:=(-1)*znak;
end;
Table3.0pen;
with Table3 do
begin
append;
fieldbyname (’vr_kol’) .AsString:=ist+’/’+jst;
fieldbyname (’vrednost’) .AsFloat:=s;
fieldbyname (’vrednl R’) .AsFloat:=s1;
refresh;
end;

end;

Primer 3.3 Razmotrimo matrice A i R iz prethodnog primera. Njeni minori
| A3]3 1| R3|3 su izracunati simultano u proceduri calc(1,3,3,mt,mt1). U izlaznu
promenljivu mt je upisana vrednost za trazeni minor A, a u promenljivu mt1
1,2,3

1.3.4 L), koristeci

je upisana vrednost za R. Ra¢unanjem minora |A}|3= A {

razvoj po prvoj vrsti ovog minora, dobijamo:

1. _ 2,3 B _ 2,3 2,3
|Azls —I*O*A[ 34 L—k( 1) ( 1)*A[ 14 ]2+1*0*A[ 13 L.

Y

Umesto ponovnog ra¢unanja minora A { 3 4
Y

} dovoljno je samo procitati
2

vrednost iz baze MINORI.DB.
To je uradeno pozivom procedure readBaz(’2,3’,°3,4",2,t,t1).
Odgovarajuéi minor u bazi MINORLDB trazi se pomoc¢u kjuca Key="3/6",
jer je '2, 3’ tre¢a kombinacija vrsta matrice A reda 2,1'3, 4’ je Sesta kombinacija
reda 2 kolona matrice A. Dobijamo mt =7, a mtl = 1 i imamo:
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[2,3] _
A_3’4_2—Key(3/6)—7
[2,3] _
A_1,4_2—Key(3/3)—2
Al 23| —Key3/2)=0
_1’3_2

U tom slucaju ¢e baza miNorR1.DB sadrzati sledeée podatke:

Vr_kol Vrednost Vrednl R

1/1 7 6
1/2 —2 -3
1/3 2 3
1/4 7 -3

Prilikom izracunavanja minora matrica A i R eksplicitno odredujemo da
je rank(A) jednak rank(R), koristeéi slede¢u ideju:

- u slucaju kad su svi elementi u bazi TRENUTNA.DB jednaki nuli, za-
kljuéujemo da je r = rank(A) = rank(R) = d — 1. U tom slucaju, u bazi
MINORIDB su smestene vrednosti mimora reda r, izabranih matrica A i R.

Procedura GIJCalc smesta rezultat u bazu cuB.DB (Table 6.) matrice
G, izracunat saglasno (3.2.2). Pretpostavimo da su I, J redni redni brojevi
kombinacije «, (3, respektivno, i da su K, L redni brojevi kombinacije o\ {j}
i \{i}, respektivno. Tada se vrednost izraza (4.2) moze napisati na sledeéi
nacin: ]

= RY|(—=1)P%(5, o) +poz(i, B)| AF |4-
045= gz 2o IRA(-1 ) +pouti DIAE s

Kombinacije I i J su generisane iz KoNBIN.DB kljucem Key="d;I;’v’”, odnosno
Key:77d;J;7k777 .

U funkciji M AK su izracunate vrednosti algebarskog komplementa

0
8aj2-

[A3], i=1,....m, j=1,...,n

Formalni parametri koji su koris¢eni u ovoj funkciji su:

vik : string; - string oblika 'i/j’, gde je ¢ redni broj vrste, a j redni broj
kolone.

d :integer; - dimenzija podmatrice Aj.
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function TDetForm.MAK(vik:string;j,i,r:integer):real;
var cr,ii,jj:integer;
ist,jst,rst,vr,kol,d_j,b_i,ipre, jpre,
ml,gdel:string;ddd:real;
begin
cr:=pos(’/’,vik);ist:=copy(vik,1,cr-1);
jst:=copy(vik,cr+l,r-cr); rst:=IntToStr(r);
Tablel.FindKey([rst,ist,’v’]);
vr:=Tablel.fields[3].AsString;
Tablel.FindKey([rst,jst,’k’]);
kol:=Tablel.fields[3].AsString; jst:=IntToStr(j);
cr:=poz(vr, jst);
if cr=0 then MAK:=0
else begin
jj:=cr; take(vr,cr,ml,d_j); ist:=IntToStr(i);
pozition(kol,ist,cr);
if cr=0 then MAK:=0
else begin
ii:=cr; take(kol,cr,ml,b_i);
rst:=IntToStr(r-1);
Tablel.Indexfieldnames:=’Dim;Tip;Kom’;
Tablel.findKey([rst,’v’,d_j1);
ipre:=Tablel.fields[1] .AsString;
Tablel.FindKey([rst,’k’,b_il);
jpre:=Tablel.Fields[1].AsString;
gdel:=ipre+’/’+jpre;
Tablel.Indexfieldnames:=’Dim;Rbr;Tip’;
Table5.FindKey([gdell);
ddd:=Table5.fields[1] .AsFloat;
MAK:=na(ii,jj)+*ddd;
end;
end;

end;

Izracunavanje {2} inverza

Elemente matrice G {reda d=2,3,..}, koji ustvari predstavljaju {2} in-
verze nalazimo odmah posle izracunavanja minora datog reda, pozivom proce-
dure GijCalc, koja kao parametar ima trenutni red minora u bazi MINORI.DB
[74]. Saglasno formuli (3.1.2) moze se generisati slede¢a procedura kojom se
racunaju {2} inverzi:
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procedure TDetForm.GijCalc(dd:integer);
var detRA,s,GIJ:real;
i,j,Ndim,Mdim,rang:integer;gde:string;
begin
detRA:=0;
with Table4 do
begin
first;
while not(eof) do
begin
detRA:=detRA+fields[1] .AsFloat*fields[2].AsFloat;
next;
end;
end;
tabled.open; rang:=StrTolnt(rang.text);
Ndim:=StrToInt (NPolje.text); Mdim:=StrToInt(MPolje.text);
for i:=1 to Mdim do
for j:=1 to Ndim do
begin
s:=0;
with Table4 do
begin
first;
while not eof do
begin
gde:=Fields[0] .AsString; s:=s+Fields[2].AsFloat*MAK(gde,j,i,rang);
next;
end;
end;
Gij:=s/detRA;
gde:=inttostr(i)+’/’+inttostr(j);
with Table6 do
begin
append;
fieldbyname (’vr_kol’) .AsString:=gde;fieldbyname(’dim’) .AsFloat:=rang;
fieldbyname (’vrednost’) .AsFloat:=Gij;
refresh;
end;
end;

end;
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Program sadrzi slede¢e Query-je (upite) za rad sa bazama podataka:
DelTreQuery je Query za brisanje elemenata iz daze TRENUTNA.DB;

DELETE FROM trenutna;

InsMinQuery je Query za prepisivanje podataka iz baze TRENUTNA.DB u
bazu MINORI.DB;

INSERT INTO minori (vr_kol,vrednost,vrednl R)
SELECT Trenutna.vr_kol, Trenutna.vrednost, Trenutna.vrednl R

FROM Trenutna;

InsPreMinQuety je Query za prepisivanje podataka iz baze MINORLDB u
bazu PREMINORIDB;

INSERT INTO PreMinori (vr_kol,vrednost,vredni R )
SELECT Minori.vr_kol, Minori.vrednost, Minori.vrednl R

FROM Minori.

U programu koji je generisan u izvrsni fajl Ginverz.exe mozemo koristiti
matrice ranga i do 88. Ovo je jedina restrikcija, koja je prouzrokovana defini-
cijom cetvrtog reda baze KOMBIN.DB:

Field Name Type Size Key
4 Kom M

Kombinacija ( 22 ) ='1,2,3,...,86,87,88 sadrz string duzine 254 znaka!

Ova restrikcija se moze izbeci ako polje Kom ne bude deklarisano kao al-
fanumericko, ve¢ kao Memo polje. Svaki znak do 254 karaktera u Memo polju
se smesSta u datu bazu, a ostatak se smesta u novu bazu, sa isto deklarisanim
Memo poljem. Ova baza se automatski vezuje za datu bazu kad se zahteva
¢itanje znaka posle 254. U ovom slucaju, cetvrto polje baze KOMBIN.DB se
deklarise kao:

Field Name Type Size Key
4 Kom M

gde slovo M oznacava Memo polje.

Primer 3.4 Za matricu, generalisanu zamenom vrednosti a = 1 u test matrici
preporucenoj u [87] str. 143, naéi {2} inverze.

1 2 3 4 1 0 1 2 3 0
1 3 4 6 2 0 2 3 5 1
2 3 4 5 3 |. 1 2 3 4 2
Za A= 5 1 5 6 4|1 R = 9 3 4 5 3 rezultat u
4 5 6 7 6 3 4 5 6 5
6 6 7 7 8 5 5 6 6 7

bazi GIJB, dobijamo sledeée {2} inverze:
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—0.0041 —0.0005 —0.0006 0.0008 0
—0.0005 —0.0063 0.0005 0.0016  0.0016
G, = | —0.0006 0.0016 —0.0114 0.0025  0.0019
0.0008 0.0063 0.0034 —0.0118 —0.0025
0 0.0095 0.0038 —0.0038 —0.0227
0.5904 —0.3142 —0.1523 0.006 0.0535
—0.0076 —0.0326 —0.0884 0.363 —0.2434
Gs = 0.1247 —0.0492 —0.01 0.0605  —0.014
—0.003 0.115 0.0874 —0.2613 0.0236
—0.4398 0.232 0.1346 —0.0771 0.1526
0.5 —0.125 -1 0.875 —0.625
-1 1.875 —4.5 2.875 —0.625
G=Gy = 1.25 —1.626 3.25 —1.875 0.125
—0.25 0.375 —0.25 0.125 0.125
-0.5 —0.25 1.5 —1.25 0.75
Kad je R = A, dobijamo Moore-Penrose inverz za A:
4 -1 -8 7 -5 3
-8 15 —36 23 -5 3
At=1] 10 -13 26 —15 1 -1
-2 3 -2 1 1 -1
—4 -2 12 -10 6 -2
Primer 3.5 Za matricu Ajp.1 datu sa:
(1 2 3 4 1 1 3 46 2]
1 346 2 2 3 4 5 3
2 3 45 3 3 45 6 4
345 6 4 45 6 76
4 56 76 6 6 7 7 8
A=]16 6 7 7 8 1 2 3 4 1
3 41 1 3 4 6 2 1 2
4 6 2 2 3 45 3 1 3
4 5 3 3 45 6 4 2 3
5 6 4 45 6 7 6 3 4
| 6 7 6 6 6 7 7 8 4 5 |
dobija se Moore-Penroseov inverz
0.294371 —0.168563 —1.51113 1.41468
—0.0665814 —0.0736365 1.22658  —1.06364
0.226663  —0.178769 —0.692492  0.705403
—0.164739 0.547244 —0.656536  0.375969
AT — —0.296725 —0.0104986 1.03479 —0.972437
—0.00818833  —0.473753 1.66304  —1.31891
0.0619243 0.368475  —1.34903 1.08137
—0.0806039 0.157918  0.0289882 —0.143698
0.195087  —0.484252 1.19782 —0.791344
—0.0806039 0.157918 —0.971012  0.856302

0.0044
0.0032

0.006
0.0038
0.0132

0.0911
—0.0997
0.0037
0.0419
0.126

0.375
0.375
—0.125
—0.125
—0.25

—0.390817
0.229515
—0.213752
—0.115828
0.359073
0.352318
—0.32958
—0.0341059
0.211391
—0.0341059
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0.0414486 —0.0402081  —0.259697  0.454236 —0.264066 0.230377
0.000526393  —0.192068 0.649101 —0.103239 —0.190912 —0.102084
—0.00878296  —0.253651  —0.237774 1.51422  —1.31922 0.448655

0.0147536 0.179273  —0.196037 —0.456054  0.531094 —0.104233

0.107833 0.237939 0.0435639  —1.06532 0.937535 —0.365726
—0.102915  —0.428182 0.224424 1.82997  —1.84384 0.414315
0.00597066 0.425623 —0.433811 —0.441829 0.711873 —0.155578
—0.0212507  0.0871716 —0.0192523  —1.49888 1.44795 —0.138105
0.00491787  —0.190242 0.267988 0.764649 —0.906302 0.048589
—0.0212507  0.0871716 —0.0192523 —0.498879 0.447946 —0.138105

Primer 3.6 Na sledecoj slici je dat izgled ekrana prilikom izracunavanja gen-
eralisanog inverza za matricu A; x 6.

1 DetForm LI

— Vi kol |\-’rednnsl |Vredn1_H | E
kambin M= El -1::3 3 j
: g [ {1 ! ¢
U El [ [1/5 3 3

146 2 2|~

Yi_kal |D|rn |Vrednost | - Vi_kol |Vrednnst |Vredn1_H | -
HEL B 3 Din[Rbr [ TipfKem B 0 0
|52 628\ Mo g 12387 41 0 0
512 E o 2m 5 7 v 12456 51 1 1
5 £ TA0s 8 v 12457 6 1 1
5 6 S5 s v o1assr M7 0 0

|5 5 18 s 1« 12345 B -

_2::' E -'1?'2 e 1 v 123458 Vikol  [Viednost  [viednd B[ [a
| s 2 v 123457 92 4 4
[ |52 B 5 e v 123467 BEE 3 3
Wik B 1.75 E 4 v 123567 o 2 2
HEZ B 2 0 le 5 v 124587 a5 3 3
HE: B 2 0 ls 8 v 134587 DE: 3 3

B/ B 15 | Ks 7 v 234557 = | -

M7 B -n.?5F _TI_I

Slika 1.
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3.2 METODA PREGRADJIVANJA

Grevile [33] rekurzivni algoritam za izracunavanje generalisanih inverza moze
se upotrebiti i u programskim paketima koji koriste baze podataka. Algoritam
je opisan u prethodnim glavama, pa je u daljem tekstu data samo njegova
implementacija pomoc¢u baze podataka.

Definisimo matri¢ni tip podataka na slede¢i nacin:

type Matrica = record
m,n:integer;
Element:array[1..80,1..80] of real;
end;
NizMatrica=array[1l..10] of Matrica;
public A,R,Z:NizMatrica;

Pomoc¢ne funkcije za realizaciju algoritma su:

- funkcija isZero( ) sa formalnim parametrom A tipa Matrica koja vraca
True ili False u zavisnosti dali je matrica A nula matrica ili ne;

function TForml.isZero(A:Matrica) :boolean;
var i,j:integer; Nula:boolean;
begin
Nula:=True;
for i:=1 to A.m do
for j:=1 to A.n do
if A.Element[i,j]<>0 then Nula:=False;
isZero:=Nula;
end;

- funkcija MatNum() koja za matricu 1zl vraéa vrednost njenog jedinog
elementa;

function TForml.MatNum(A:Matrica) :Real;
begin

if (A.m=1) and (A.n=1) then MatNum:=A.Element[1,1];
end;

- funkcija ithCol( ') vraca i-tu kolonu matrice;

function TForml.ithCol(i:integer; A:Matrica):Matrica;
var R:Matrica;k:integer;
begin

R.n:=1; R.m:=A.m;

for k:=1 to A.m do R.Element[k,1]:=A.Element[k,i];
ithCol:=R;

end;

- funkcija FirstiCol() izdvaja prvih i kolona matrice;
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function TForml.FirstiCol(i:integer; A:Matrica):Matrica;
var R:Matrica;b,k:integer;
begin

R.n:=i; R.m:=A.m;

for b:=1 to i do

for k:=1 to A.m do R.Element[k,b]:=A.Element[k,b];

FirstiCol:=R;

end;

- funkcija AppRow(X,Y : Matrica) matrici X dodaje matricu Y kao m+1
vrstu matrica Y je matrica vrsta;

function TForml.AppRow(X,Y:Matrica) :Matrica;
var i,j:integer;
begin

for i:=1 to Y.m do

for j:=1 to X.n do X.Element[X.m+i,j]:=Y.Element[i,]j];

X.m:=X.m+Y.m;

AppRow:=X;

end;

- funkcija ZeroMat() vra¢a nula matricu mxn;

function TForml.ZeroMat(m,n:integer):Matrica;
var i,j:integer; R:Matrica;
begin

R.m:=m; R.n:=n;

for i:=1 to m do

for j:=1 to n do R.Element[i,j]:=0;

ZeroMat:=R;

end;

- funkcija SubsMat(X,Y : Matrica) oduzima maticu Y od matrice X, uz
pretpostavku da su istih dimenzija;

function TForml.SubsMat(X,Y:Matrica) :Matrica;
var i,j:integer;
begin
for i:=1 to X.m do
for j:=1 to X.n do
if abs(X.Element[i,j]-Y.Element[i,j])<1.0e-10
then X.Element[i,j]:=0
else X.Element[i,j]:=X.Element[i,j]-Y.Element[i,j];
SubsMat:=X;
end;

- funkcija MultSk(k : Real; A : Matrica) mnozi matricu A skalarem k;
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function TFormil.MultSk(k:Real;A:Matrica):Matrica;
var i,j:integer;
begin
for i:=1 to A.m do
for j:=1 to A.n do A.Element[i,j]:=k*A.Element[i,]j];
MultSk:=A;
end;

- funkcija Trans(A : Matrica) daje transponovanu matricu matrice A;

function TForml.Trans(A:Matrica) :Matrica;
var i,j:integer; T:Matrica;
begin
for i:=1 to A.m do
for j:=1 to A.n do T.Element[j,i]:=A.Element[i,j];
T.n:=A.m; T.m:=A.n; Trans:=T;
end;

- funkcija MultMat(X : Matrica;Y : Matrica) daje proizvod matrica X i
Y redom;

function TForml.MultMat(X:Matrica; Y:Matrica):Matrica;
var R:Matrica; i,j,k:integer;
begin
R.m:=0; R.n:=0;
if X.n=Y.m then
with R do
begin
R:=ZeroMat(X.m,Y.n);
for i:=1 to m do
for j:=1 to n do
for k:=1 to X.n do
Element[i, j]:=Element[i,j]+X.Element [i,k]*Y.Element [k, j];
end;
MultMat:
end;

R;

Procedura ReadFile(varA : Matrica;ime : String) ucitava elemente ma-
trice iz fajla.

procedure TForml.ReadFile(var A:Matrica;ime:String);
var fajl:TextFile;i, j:integer;
begin
AssignFile(fajl,ime); Reset(fajl);
Read(fajl,A.m); ReadLn(fajl,A.n);
for i:=1 to A.m do
begin for j:=1 to A.n do Read(fajl,A.Element[i,jl);
ReadLn(fajl);
end;
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CloseFile(fajl);
end;

function TForml.Grevile(A:Matrica):Matrica;
var P,AR,AA,BB,CC,DD:Matrica; pom:Real;i:integer;
begin
{Korak 1}
AA:=ithCol(1,A);
if isZero(AA) then AR:=Trans(AA)
else begin

AR:=MultMat (Trans (AA) ,AA); pom:=MatNum(AR);

AR:=MultSk(1/pom,Trans(AA));
end;
{Korak 2}
for i:=2 to A.n do
begin
{Korak 2.1}
DD:=MultMat (AR,ithCol(i,A)); WriteTable(i+1,DD);
{Korak 2.2}
CC:=SubsMat (ithCol(i,A) ,MultMat (FirstiCol(i-1,A),DD));
{Korak 2.3}
if isZero(CC) then
begin
P:=MultMat (Trans(DD) ,DD); pom:=1+MatNum(P);
BB:=MultSk(1/pom,MultMat (Trans (AR),DD));
end else begin
P:=MultMat (Trans(CC),CC); pom:=MatNum(P);
BB:=MultSk(1/pom,CC) ;
end;
{Korak 2}
AR :=SubsMat (AR,MultMat (DD, Trans (BB))) ;
AR :=AppRow (AR, Trans(BB)) ;
end;
Grevile:=AR;
end;
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Primer 3.7 Za matricu Ajp.; iz Primera 3.5 primenom funkcije Grevile(A)

dobija se Moore-Penrose inverz:

0.294371  —0.168563  —1.51113 1.41468  —0.390817
—0.0665814 —0.0736365 1.22658  —1.06364 0.229515
0.226663  —0.178769 —0.692492 0.705403  —0.213752
—0.164739 0.547244 —0.656536  0.375969  —0.115828
—0.296725 —0.0104986 1.03479 —0.972437 0.359073
—0.00818833  —0.473753 1.66304  —1.31891 0.352318
0.0619243 0.368475  —1.34903 1.08137 —0.32958
—0.0806039 0.157918  0.0289882 —0.143698 —0.0341059
0.195087  —0.484252 1.19782 —0.791344 0.211391
—0.0806039 0.157918 —0.971012 0.856302 —0.0341059
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Primer 3.8 Na sledecoj slici je dat izgled ekrana prilikom izracunavanja gen-

0.0414486
0.000526393
—0.00878296
0.0147536
0.107833
—0.102915
0.00597066
—0.0212507
0.00491787
—0.0212507

—0.0402081
—0.192068
—0.253651

0.179273
0.237939
—0.428182
0.425623
0.0871716
—0.190242
0.0871716

eralisanog inverza za matricu

—0.259697
0.649101
—0.237774
—0.196037
0.0435639
0.224424
—0.433811
—0.0192523
0.267988
—0.0192523

DY W N ==
SO W W N
N O U W

Izracunavanje generalisanih inverza

0.454236
—0.103239
1.51422
—0.456054
—1.06532
1.82997
—0.441829
—1.49888
0.764649
—0.498879

N OOt
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—0.264066
—0.190912
—1.31922
0.531094
0.937535
—1.84384
0.711873
1.44795
—0.906302
0.447946

0.230377
—0.102084
0.448655
—0.104233
—0.365726
0.414315
—0.155578
—0.138105
0.048589
—0.138105
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Slika 2.
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3.3 METODA INVERZIJE INTERPOLACIJOM

Za implementaciju algoritma interpolacije pogodno je da vrednost interpola-
cionog polinoma prolazi kroz mali broj tacaka. Ovde su koriS¢ene dve tacke
S0 1 81 za implementaciju u paketu perLrui. U tom slucaju je

— 1
L()(S) = i il = S + il = 10718 + 1070 (331)
So — S1 So — S1 S1 — S0
s— s 1 s
Li(s) = 0 — s+ L liis+ 1o
S1 — S0 S1 — S0 So — S1
S S
Ry = Allgo+Allg=A—— 4 A2 (3.3.2)
51— 950 S0 — S1
1 1
Ry = Allgr+ Al = A —— A1 —
S — S1 S1 — So

Inverzija polinomilalnih matrica interpolacijom koristi modifikovani Algo-
ritam 2.10 w Koraku 4. sa dve pocetne tacke so i s1, u formi (3.3.1) i (3.3.2)
data je sa:

Veci broj funkcija je opisan ranije. Za implementaciju je potrebno modi-
fikovati samo deo za citanje i upis elemenata elemenata polinomijalne matrice
iz fajla i u fajl na sledeé¢i nacin:

procedure TForml.ReadFile(var A:NizMatrica;ime:String);
var fajl:TextFile; k,i,j,m,n,dim:integer;
begin
AssignFile(fajl,ime) ;Reset(fajl);
Read(fajl,dim) ;Read(fajl,m) ;ReadLn(fajl,n);
for k:=1 to dim do
begin
A[k] .m:=m; A[k] .n:=n;
for i:=1 to m do
begin
for j:=1 to n do Read(fajl,A[k].Element[i,jl);
ReadLn(fajl);
end;
ReadLn(fajl);
end;
CloseFile(fajl);
end;

procedure TForml.WriteR(A:NizMatrica);
var i,j:integer;
begin
for i:=0 to 80 do
for j:=0 to 80 do
begin
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StringGridR1.Cells[i, j]l:="’; StringGridR2.Cells[i,jl:="";
end;
Label3.Caption:="R[1] : ’+IntToStr(A[1].m)+’x’+IntToStr(A[1].n);
for i:=1 to A[1].m do
for j:=1 to A[1].n do
StringGridR1.Cells[j-1,i-1] :=FloatToStrF(A[1] .Element[i,j], ffFixed, 6, 2);
Labeld.Caption:="R[2] : ’+IntToStr(A[2].m)+’x’+IntToStr(A[2].n);
for i:=1 to A[2].m do
for j:=1 to A[2].n do
StringGridR2.Cells[j-1,i-1] :=FloatToStrF(A[2] .Element[i,j], ffFixed, 6, 2);
end;

Procedura WriteFile() upisuje rezultujuce matrice u fajl "rez.tat”.

procedure TForml.WriteFile(A:NizMatrica);
var fajl:TextFile;
i,j,k:integer; imel:string;
begin
imel:=’rez.txt’; AssignFile(fajl,imel); Rewrite(fajl);
for k:=1 to dim do
begin
for i:=1 to A[k].m do
begin
for j:=1 to A[k].n do Write(fajl,A[k].Element[i,jl:6:2,’ ’);
WriteLn(fajl);
end;
WriteLn(fajl);
end;
CloseFile(fajl);
end;

Interpolacija je realizovana sa:

procedure TForml.InterpolClick(Sender: TObject);
var tl1,t2:real;
begin
{t1 is first interpolation point}
t1l:=strtofloat(first.Text);
{t2 is second interpolation point}
t2:=strtofloat(seconds.Text);
Z[1] :=Grevile(SubsMat (MultSk(t1,A[1]) ,MultSk(-1,A[2])));
Z[2] :=Grevile(SubsMat (MultSk(t2,A[1]) ,MultSk(-1,A[2])));
R[1] :=SubsMat (MultSk(1/(t1-t2),Z[1]) ,MultSk(1/(t1-t2),Z2[2]));
R[2] :=SubsMat (MultSk(t2/(t2-t1),Z[1]) ,MultSk(t1/(t2-t1),Z[2]));
{Write results matrices on screen}
WriteR(R);
{Write results matriced in file}
WriteFile(R);
end;
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i baze podataka

1sani imverzi

General

Primer 3.9 Startne tacke 11 2 su u Edit komponentama ’first. Text’” i 'sec-

iz [36):

je iz

onds.Text’ respektivno, a matrica Si;

—————————
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+
Sl
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a—+1

a—+1

a+1

[SERSERS RS RS IS RS BRI R
+
3

a—+1

S11

i

Ulazni fajl je u form
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je dat izgled ekrana prilikom implementacije.
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Primer 3.10 Na slede
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INTERPOLATION-GENERALIZED INVERSES
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Slika 3.

Primer 3.11 Efektivnost Algoritma 2.10 u paketima MATHEMATICA 4.0 i DEL-
PHI 6.0 U odnosu na C'PU vreme, na Pentium II procesoru na 433 MHz. Sa

Sny A, 1 F, su oznacene test matrice iz [86], u tacki {1,2}.

| Dimension | Test matrix | MATHEMATICA | DELPHI
4 S 0.22 Second 0.51 Second
4 A 0.22 Second 0.51 Second
4 F 0.22 Second 0.51 Second
11 S 0.27 Second 1.01 Second
11 A 0.27 Second 1.01 Second
11 F 0.27 Second 1.01 Second
35 S 4.50 Second 2.01 Second
35 A 2.52 Second 2.01 Second
35 F 2.47 Second 2.01 Second
50 S 12.64 Second 3.01 Second
50 A 6.09 Second 3.01 Second
50 F 5.54 Second 3.01 Second
79 S 48.17 Second 5.01 Second
79 A 17.52 Second 5.01 Second
79 F 16.31 Second 5.01 Second

Tabela 2.
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4 ZAKLJUCAK

Moj cilj nije bio da ispitujem implementaciju svih poznatih metoda za izra-
cunavanje generalisanih metoda. Takode mi nije bio cilj da poredim di-
rektne i iterativne metode. Ja sam proucavao pojavu problema povecanje
broja operacija u pokretnom zarezu, tokom iteracije, prouzrokovane ponovnim
izracunaranjem pojedinih izraza, u numerickim izracunavanjima pseudoin-
verza, kao i vezu proceduralnih i neproceduralnih programskih jezika i njihovu
mogucénost u uzracunavanju generalisanih inverza.

Predlozio sam nove metode i nove algoritme, kao i modifikacije postojecih
metoda i algoritama, koji resavaju pomenute probleme. Sve je bazirano na
mogucnostima paketa MATHEMATICA kao tipi¢nog primera programskog paketa
za simbolicko izracunavanje, i paketa peELPHI kao predstavnika proceduralnih
programskih jezika.

Metodi i algoritmi koje sam predlozio implementirani su i testirani na nu-
merickim i racionalnim matricama, polinomijalnim matricama, retkoposednu-
tim matricama i na bazama podataka. Oni su primenljivi na sve proceduralne
programske jezike.

Pokazao sam da je u nekim situacijama pogodnije koristiti proceduralne
programske jezike za izraCunavanje generalisanih inverza. Kroz veliki broj
primera testirao sam algoritme za izracunavanje generalisanih inverza, i vrsio
uporedenje pojedinih metoda u paketu MATHEMATICA i DELPHI.

Uspostavio sam relaciju izmedu baza podataka i generalisanih inverza i
preporucio ovo resSenje kao koristan alat u slicnim problemima i situacijama.
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