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Tenzorski racun u prostorima simetri¢ne i nesimetricne afine
koneksije i primene u linearnom programiranju i projektovanju
fazi regulatora

Tema ove disertacije je izu¢avanje uopsStenog pristupa najkracih ras-
tojanja izmedu dve tacke na povrsi, ¢ime se doSlo do novih pris-
tupa razmatranja teorijski zadatih pojmova diferencijalne geometrije.
VaZnost dobijenih rezultata tenzorskog racuna ogleda se i u primeni
u tehnikama linearnog programiranja, gde se primenom skalarnog
proizvoda generisanog simetri¢nim kontravarijantnim metrickim ten-
zorom na novi nacin definiSe ciljna funkcija i upotpunjuje koncept
transportnog problema. Definisani su i povrSinski fazi skupovi,
vazan alat u opisivanju neodlu¢nosti, viSeznacnosti i neodredenosti,
sa ciljem projektovanja optimalnog upravljanja kod sistema au-
tomatskog upravljanja, kao i1 poboljSanja performansi fazi regulatora.
Glavni doprinosi disertacije ticu se odredivanja komponenti alter-
nacije dvostrukog kovarijantnog izvoda i ispitivanje odnosa izmedu
tenzora i1 pseudotenzora krivine prostora nesimetricne afine konek-
sije, kao i uopStavanja pojma invarijante geometrijskog preslikavanja
i odredivanje familija invarijanti preslikavanja definisanih na prostoru
GAN.
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UvVOD

Naucna istrazivanja u inZenjerstvu su oduvek bila bazirana na primeni bogatog
matematickog aparata. Posebno u vreme intenzivnog tehnoloSkog razvoja, pri-
menjena matematika nalazi svoje uporiSte u razliitim inZenjerskim granama. Ge-
ometrijski problem kretanja duz najkradih rastojanja na povrsima daje moguénost
generalizacije promena najrazliCitijih veli¢ina u tehnici. Tema ove disertacije je,
izmedu ostalog, i izu€avanje uopStenog pristupa najkracih rastojanja izmedu dve
taCke na povrsi, ¢ime se doSlo do novih pristupa razmatranja teorijski zadatih poj-
mova diferencijalne geometrije. Vaznost dobijenih rezultata tenzorskog racuna
ogleda se i u primeni u tehnikama linearnog programiranja, gde se primenom
skalarnog proizvoda generisanog simetricnim kontravarijantnim metrickim ten-
zorom na novi nacin definiSe ciljna funkcija i upotpunjuje koncept transportnog
problema. Definisani su i povrSinski fazi skupovi, vazan alat u opisivanju neo-
dlu€nosti, viSeznaCnosti i neodredenosti, sa ciljem projektovanja optimalnog up-
ravljanja kod sistema automatskog upravljanja, kao 1 poboljSanja performansi fazi
regulatora.

Glavni doprinosi disertacije su sledeci:

1. Odredivanje komponenti alternacije dvostrukog kovarijantnog izvoda i ispi-
tivanje odnosa izmedu tenzora i pseudotenzora krivine prostora nesimetricne

afine koneksije.

2. Uopstavanje pojma invarijante geometrijskog preslikavanja i odredivanje

familija invarijanti preslikavanja definisanih na prostoru GA y.

3. Primena tenzorskog racuna u linearnom programiranju gde je primenom

skalarnog proizvoda generisanog simetri¢nim kontravarijantnim metrickim



UvOD

tenzorom na novi nacin definisana ciljna funkcija i upotpunjen koncept
transportnog problema. Ovim postupkom se, pronalaZzenjem novog nacina
odredivanja ekstremnih vrednosti funkcija datog sistema moZe unaprediti

automatsko upravljanje.

4. Koriscenje geodezijskih linija povrS$i umesto velikih krugova sfere za odredi-
vanje rastojanja izmedu dva fazi broja ¢ime se generalizuju sferi¢ni fazi bro-
jevi i time poslednja koordinata posmatra kao funkcija, a ne kao konstanta,

omogucavajuci donosiocima odluka ve¢i stepen slobode.

5. Koriséenje povrSinskih fazi skupova i drugih fazi brojeva i razli¢itih nacina
fazifikacije i defazifikacije Cime se bolje i preciznije definiSu ulazne i izlazne
veli¢ine fazi regulatora i time poboljSavaju performanse sistema automatskog

upravljanja.

U prvom poglavlju su opisani osnovni pojmovi diferencijalne geometrije ne-
ophodni za dalji rad: definisane su povrSi u trodimenzionalnom euklidskom pros-
toru £ zajedno sa njihovim osobinama, prvim kvadratnim formama i osnovama
tenzorskog racuna na tim povrSima. Nakon toga, definisani su tenzori u opera-
torskom 1 indeksnom obliku, uz podsecanje na definicije Rimanovog i genera-
lisanog Rimanovog prostora zajedno sa odgovaraju¢im kovarijantnim izvodima
i tenzorima krivine. UopSteni pojmovi Rimanovog i generalisanog Rimanovog
prostora do nivoa prostora simetri¢ne i nesimetrine afine koneksije i uopstenja
veli¢ina prisutnih u razmatranju Rimanovih i generalisanih Rimanovih prostora
upotpunjuju ovaj deo. Definicijom geometrijskih preslikavanja prostora afine
koneksije pri, ¢emu je posebna paznja posveCena geodezijskim preslikavanjima
prostora simetri¢ne afine koneksije 1 njihovim invarijantama (Tomasovom projek-
tivnom parametru i Vejlovom projektivnom tenzoru) zavrSava se prvo poglavlje.

U drugom poglavlju paznja je posvecena kovarijantnim izvodima prostora ne-
simetri¢ne afine koneksije i odgovaraju¢im Ricijevim identitetima. Najpre je, na
osnovu rezultata koji dokazuju da se na osnovu alternacije dvostrukog kovari-
jantnog izvoda definisanih na osnovu afine koneksije sa torzijom tenzora tipa
(1,1), ne dobijaju pseudotenzori krivine kao komponente tih razlika, potvrdeno

da to isto vaZzi i za alternaciju dvostrukih kovarijantnih izvoda tenzora tipa (p, q)

2
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definisanih na osnovu afine koneksije sa torzijom. Nakon toga, razmotreni su Rici-
jevi identiteti, generisani afinom koneksijom sa torzijom, u operatorskom obliku
1 dobijene su odgovarajuce familije tenzora krivine. Prouceni su i linearno neza-
visni tenzori krivine prostora nesimetri¢ne afine koneksije. U ovom poglavlju,
uspostavljena je veza izmedu tenzora krivine prostora nesimetricne afine konek-
sije 1 tenzora krivine Rimanovog prostora. Razmotren je i slu¢aj tenzora krivine
prostora semi-simetri¢ne afine koneksije.

Naredno, trece poglavlje, posveceno je invarijantama transformacija afinih ko-
neksija prostora nesimetri¢ne afine koneksije. Rezultati dobijeni u tom poglavlju,
uopStenja su odgovarajucih radova koji su poslednjih godina objavljeni u emi-
nentnim medunarodnim cCasopisima. U tom uopstenju, definisane su dve vrste
invarijanti: vrednosne i totalne. Dobijene invarijante su analizirane u indeksnom
1 u operatorskom zapisu.

Naredni deo disertacije bavi se primenom tenzorskog racuna u linearnom pro-
gramiranju, preciznije u problemu transporta. Definisanjem kona¢nodimenzione
matri¢no vrednosne funkcije koja predstavlja matricu koStanja transportnog prob-
lema, kao dela linearnog programiranja, i predstavljanjem funkcije koStanja kao
kompozicije dva Kronekerova delta simbola sa komponentama matrice kostanja i
matrice robe, dobija se odnos izmedu pocetnog i generalisanog transportnog prob-
lema, ¢ime je omoguéeno razmatranje slucaja vremenski zavisnih cena.

U petom delu disertacije predstavljena je istorija fazi skupova i fazi logike,
razlicite relacije i operacije na prostorima fazi skupova, kao i neka uopstenja fazi
skupova sa posebnim osvrtom na sferi¢ne fazi skupove. Definisanjem povrSinskih
fazi skupova/brojeva 1 nekih njihovih algebarskih osobina, doSlo se do poboljSanja
1 preciznijeg opisivanja neodredenih i viSeznacnih odluka, Sto svakako dovodi do
unapredenja pojma sfericnog fazi skupa i konkretnijeg i odredenijeg definisanja
ulaznih veli¢ina AKO-ONDA pravila. Na taj naCin, kao i primenom razli¢itih
metoda fazifikacije i defazifikacije trougaonih i trapezoidnih fazi brojeva mogu
se, skra¢enjem potrebnog vremena za izvrSavanje racunskih operacija, poboljSati
performanse fazi regulatora, a samim tim, i sistema automatskog upravljanja sa

fazi regulatorima.



GLAVA 1

OSNOVNI POJMOVI

U ovom odeljku ¢e najpre biti navedene definicije osnovnih pojmova od ko-
jih pocinju istrazivanja u diferencijalnoj geometriji. Nakon toga bi¢e navedena
definicija Euklidskog prostora i prikazano kako se uopStenjem metrike Euklid-
skog prostora doSlo do Rimanovih i generalisanih Rimanovih prostora. Na kraju,
pomenuce se osnovne definicije u vezi sa prostorima simetri¢ne i nesimetri¢ne

afine koneksije.

1.1 Povrsiu E°

U ovom odeljku najpre se navode osnovni pojmovi koris¢eni u [[87]].

Definicija 1.1. Neka je dat podskup U Euklidske ravni E*. Ako svakoj tacki (ure-
denom paru) (u,v) € U, po nekom pravilu, odgovara vektor a(u,v) trodimen-
zionalnog vektorskog prostora V3, onda je a(u,v) vektorska funkcija skalarnih
argumenata u i v.

Ako bi prostor V3 bio prikazan u pravouglom kordinatnom sistemu sa or-

tovima i, j, k, onda bi vektor a(u, v) bio zapisan na sledeéi nacin

a(u,v) = (a1(u,v), as(u,v), az(u,v)), (1.1)

gde su a;(u,v) skalarne funkcije (projekcije) pomocu kojih mozZemo proucavati

funkciju a(u,v).
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Granicna vrednost i neprekidnost vektorske funkcije a(u, v) se definisu analo-
gno slucaju funkcije jedne promenljive.
Parcijalni izvod funkcije a(u, v) po jednom od argumenata se dobija kao izvod

te funkcije pod pretpostavkom da je drugi argument konstanta, tj.

a(u + Au,v) — a(u,v)

au(u,v) = AlllLILlO Au ’ 12)
a,(u,v) = Jim 2%+ AV) —alw,v) (1.3)

Av—0 Av

Parcijalni diferencijali i totalni diferencijal vektorske funkcije a(u,v) su
d,a = a,du, dy,a=a,dv, da= a,du+ a,dv. (1.4)

Definicija 1.2. Parametrizovana povrs klase C*, k > 1, u E? je bijektivno pres-

likavanje
r:U— E*: (u,v) — (x(u,v),y(u, U),Z(U,U)) =r(u,v). (1.5)

Definicija 1.3. Regularna parametrizovana povrs klase C* je parametrizovana
povrs klase C*, ako vazi v, x r, # 0 za svako (u,v) € U. Za k = 1, povrs je

glatka.
Definicija 1.4. Neka je U C E? otvoren skup. Slika
r(U) =r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) C E3, (1.6)
pri preslikavanju Jje nosac parametrizovane povrsi r.
Definicija 1.5. Jednacine
u=u(t), v=uv(t) (1.7)

zovu se unutrasnje jednacine krive na povrsi r(u, v).

Kriva na povrsi r zadata unutrasnjim jednacinama (1.7) se oznacava sa r(t).

5
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Definicija 1.6. Ravan koja prolazi kroz tacku M povrsi S : r(u,v) i odredena je
vektorima r, i r, Cija je pocetna tacka M naziva se tangentna ravan (tangentni

prostor) povrsi S u tacki M, i oznacava se sa Ty, S.

Definicija 1.7. Prava koja stoji normalno na tangentnu ravan u nekoj tacki povrsi,

zove se glavna normala povrsi u posmatranoj tacki.

Primedba 1.1. Vektor pravca glavne normale povrsi r = r(u,v) odreden je vek-

torskim proizvodom r,, X 1.

Prva osnovna kvadratna forma povr$i S : r = r(u,v) je

ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv?, (1.8)
pri cemu je
E=r,-ry, F=ry-ry=1r,-1y, G=r1,-1,, (1.9)
gde je sa” -7 oznacen skalarni proizvod indukovan jedinicnom matricom.

Primedba 1.2. Prva osnovna kvadratna forma povrsi S nastaje kao rezultat po-
meranja iz tacke M (u,v) na povrsi du? krive c na toj povrsi u beskonacno blisku

tacku M'(u + du,v + dv) € S i dobija se kvadriranjem totalnog diferencijala

(T.4).

Da bi dalje izlaganje bilo konciznije, koristiCe se sledece oznake
u=ux, v=2a* g;=r7; (1.10)

Na ovaj nacin odredena je matrica tipa 2 x 2 ¢ije su komponente g;; = L,
g12 = g21 = F, g2 = G 1 to su komponente kovarijantnog metrickog tenzora g
tipa (0, 2).

Pod pretpostavkom da je det [gij} = EG — F? # 0, definisan je kontravarijan-

tni metricki tenzor ¢ije su komponente odredene jedna¢inom

[64] = [95] " (1.11)



GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI

Jasno je da vazi jednakost
2
9“Gjo =Y _ 9295 = 0. (1.12)
p=1

U jednacini (|1.12)) prikazana je AjnStajnova konvencija o sabiranju za dvodi-
menzionalni prostor pri ¢emu, kada su jedan gornji i jedan donji indeks identi¢ni
u proizvodu, onda se podrazumeva sabiranje po tim indeksima pocev od 1 do
maksimalne vrednosti koju indeks moZe uzeti (u ovom slucaju, to je 2).

Kristofelovi simboli prve vrste povrsi » = r(z', z?), prikazani su u sledecoj
jednacini

1
Ligk = 5(9iik = Gy + 9ik). (1.13)
gde je zarezom oznaceno parcijalno diferenciranje, tj. gij x = 9gi;/ oz*.

Kristofelovi simboli druge vrste definisani su jedna¢inom

7 1 e 7
T = 59 (Gjok — Gjta + Jaks) = 9T i (1.14)

1.2 Tenzori

U ovom delu bice predstavljene definicije koje se odnose na posebne geometrij-
ske strukture. Te definicije ¢e biti dvojake. Biée predstavljene najopstije definici-

je, a onda Ce se, na osnovu opsteg, dati analogne definicije u posebnom slucaju.

Definicija 1.8. [88] Tenzor 11; tipa (v,s) nad vektorskim prostorom V je linearno
S

preslikavanje po svim argumentima

E:Vx .. xVxVx.. xVoR, (1.15)
r puta s puta
odnosno
t: (V) x (V)" =R, (1.16)
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pri Cemu

*

(W' ) € VYA (v, 00) €V) = Hw',. .. W' r,. .., 00) € R
(1.17)

Neka je nad vektorskim prostorom V dimenzije N, sa bazom (e;) i dualnom

) *
bazom (e') prostora V, zadat tenzor

*

E (V) x (V) >R (1.18)

Za svaki sistem indeksa 4, ..., %, j1, ..., Js, KOji nezavisno jedan od drugog
uzimaju vrednosti 1, ..., N, odreduje se broj

g(eil,...,ei*;ejl,...,ejs) :té-ll"":g-’;. (1.19)

Definicija 1.9. [88] Brojevi tﬁ'_'ji, zadati jednacinom , nazivaju se kompo-
nente tenzora g za datu bazu (e;) vektorskog prostora V.

Donji (kovarijantni) indeksi u komponenti t;llz odgovaraju baznim vektorima
vektorskog prostora V, dok gornji (kontravarijantni) indeksi odgovaraju baznim
vektorima dualnog prostora \*f
Teorema 1.1. [88] Ako je (e;), (¢') jedan, a (ey), (") drugi par baze i dualne

baze vektorskog prostora V i vaZe razlaganja
€y = Aé’e’ia eil = A’ZZ@Z” (1.20)

.,
tada za komponente tenzora t u jednom i drugom paru baza vaZi
S

il il i a1 Jo gt i
tjg...j; = A .. .AZ-TAJ.i . 'Ajgtj1...j5’ (1.21)
a matrice [AH i [Aﬂ su inverzne jedna drugoj. [

Definicija 1.10. [88,[89] (klasi¢na definicija tenzora) Tenzor tipa (r, s) (r puta
kontravarijantan i s puta kovarijantan) nad vektorskim prostorom V je sistem od

N brojeva (komponenata) t'"r koji se pri smeni baza 1i transformisu

J1---Js
prema (L21)
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Definicija 1.11. [88,89] Neka je T! (V) = {2} skup svih tenzora tipa (v, s) nad

vektorskim prostorom V. Na tom skupu su definisane sledece operacije:

T T
- Sabiranje tenzora istog tipa: Zbir t + T tenzora t i T tipa (r,s) odreden je
S S S S
Jednakoscu

oo 1 r. — r.
(B o010 0 = Hh 500 0

(1.22)

.
e, WU, V)

Sabiranje tenzora t i T, tipa (r,s), zadatih klasicnom definicijom se definise
Jjednacinom

(t n T)il-..i:r — it i (1.23)

J1---Js T Yj1eds Ji-Js”

,
- MnoZenje tenzora realnim skalarom: Proizvod tenzora t i realnog skalara o
S
definisan je jednacinom
T T

(at)(wl,...,wr;vl,...,vs) =a-t(w

LW, ). (1.24)

Proizvod tenzora t, tipa (r, s), zadatog klasicnom definicijom i realnog skalara

a se definise jednacinom

(at)ill...ilr — oy i (1.25)

J1---Js Ji--Js”

Lako se proverava da je skup 77 (V), snabdeven operacijama sabiranja tenzora

istog tipa i mnozZenja tenzora skalarom, realan vektorski prostor.

Znacajna, za dalje istraZivanje u ovoj oblasti, je afina koneksija data sledeCom

definicijom.

Definicija 1.12. [65,88,[89,/110] Afina koneksija NV na N-dimenzionalnoj mno-

gostrukosti My = My(xt,... 2V je preslikavanje koje svakom paru polja

9
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(X,Y) na My pridruzuje polje V xY tako da vaZi

V(Y +2Z) = VY +VxZ, (1.26)
Vx(fY) = fVxY + (X[)Y. (1.27)
VfX+gyZ = vaZ + gVyZ, (128)

gde su f i g diferencijabilne funkcije definisane na mnogostrukosti M y.

1.3 Rimanov i generalisani Rimanov prostor

Dok su komponente metrickog tenzora u Euklidskom prostoru zadate stan-
dardnim skalarnim proizvodom parcijalnih izvoda povrS$i po promenljivama koje
je odreduju, L. P. Ajzenhart je dao definiciju Rimanovog prostora [27]. U tom
uopstenju, broj promenljivih koje odreduju Rimanov prostor je Ajzenhart povecao
na konacan broj V€ N. U svojim radovima, tu definiciju Rimanovog prostora su
koristili J. Mike$ sa svojim saradnicima [65]], N. S. Sinjukov [|110]], i mnogi drugi

autori.

Definicija 1.13. [27,65,110] N-dimenzionalna mnogostrukost My = My(z!,

.., 2V) snabdevena simetri¢nim metric¢kim tenzorom § tipa (0, 2), ¢ije su kompo-

nente gij, 9ij = gji» naziva se Rimanov prostor i obeleZava se sa Ry. Operatorski
oblik simetricnog metrickog tenzora g je g(X,Y).
Pretpostavlja se da je matrica [gg] regularna, tj. det [gij} # 0.

Kontravarijantni metricki tenzor Rimanovog prostora Ry je odreden jednaci-

nom
-1

(9] = [94] (1.29)

Simetri¢nim metrickim tenzorom ¢ je jedinstveno odredena afina koneksija

0 0
V9, V9§ X, ¢iji su koeficijenti Kristofelovi simboli druge vrste

% 1 Yo}
T = 59" 9ok = Giko + Gatj)- (1.30)

Zakon transformacije Kristofelovih simbola F; & pri promeni koordinatnog sis-

10
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tema Ox u sistem O'2’ je

F;’,i:x/xﬁ,asz, §l+xgx?,k,, (1.31)
8:10"/ oxP 0z
de je z* = a%,, =
£de] T oge I Oz IR T 9ad’ Ok

Na osnovu zakona transformacije (1.31)) zakljucujemo da Kristofelovi simboli

druge vrste nisu tenzori, pa se zato nazivaju parametri.
Parcijalni izvod tenzora tipa (7, s), pri ¢emu je r% + s? # 0, nije tenzor. Stoga

0
je uvedeno kovarijantno diferenciranje tenzora na osnovu afine koneksije V9 Ri-

manovog prostora odredene Kristofelovim simbolima Fé. e

Definicija 1.14. [65,/110] Neka je a tenzor tipa (r, s) ije su komponente azlllj:

0
Komponente kovarijantnog izvoda tenzora a, na osnovu afine koneksije V9 - u

praveu vektora x* - su zadate sledecom jednacinom
’il...iT (m Z 'Lu 1alu+l _
a ]s|gk ]9k+zr .71 .7 ZF ]’u 1a]v+1 .s’ (1'32)
u=1

§to su komponente tenzora tipa (r, s + 1).

1.0

Zanimljivo je razliku a —al rastaviti na ¢inioce. Nakon
] |9m\9n J1...jr|9n|9m

neophodnog izraCunavanja, dObl]a se Ricijev identitet

il...ir _ i1..‘ Jkm Z 1u_1aiu+1.‘.ir
@G omion ~ Gy jonlolm = ZRamn 5,5

- (1.33)
- Z Rgimnaz’ll..:,}:,_lajv+1...js7
v=1
gde su
Rg;mn = F;m n = F;n m T F]O‘ml“fm — F;’nf"am, (1.34)

komponente tenzora krivine prostora R .

11



1.3. RIMANOV I GENERALISANI RIMANOV PROSTOR

Komponente Ricijevog tenzora i skalarne krivine prostora Ry su, redom,

_ a _ o @ B pa B Pa
RO = g R%5 = g2 (T .0 — Tas + TosTha — T05T55). (1.36)

0
U operatorskom obliku, a na osnovu afine koneksije V9, tenzor krivine prostora

Ry zadat je sledeCom jednac¢inom [65,88]:

0 0 0 0 0
RY(X,Y)Z = V4V Z — VoINS Z + VY 1 2 (1.37)

(X Y]

U radu [26], L. P. Ajzenhart je generalizovao koncept prethodno predstavljenih

Rimanovih prostora.

Definicija 1.15. [26,89] N-dimenzionalna mnogostrukost My = My(z!, ... o)
snabdevena nesimetricnim metrickim tenzorom g, cCije su komponente g;;, gde je
gij 7 gji za bar jedan par indeksa (i, j) € {1, ..., N }2, naziva se generalisani
Rimanov prostor GR y.

Operatorski oblik nesimetri¢nog metrickog tenzora g je g(X,Y'). Simetric¢ni i

antisimetricni deo metrickog tenzora § su

1, N
g=50G+9") i 9=50G-9"), (1.38)
Y

dok su odgovarajuce komponente simetricnog i antisimetricnog dela metrickog

tenzora §
(9i5 — 9ii)- (1.39)

N —

(957 +95) i 9ij =

N | —

Gij =

Generalisani Kristofelovi simboli jedinstveno odreduju nesimetri¢nu afinu ko-

neksiju V7, V¥, X, ¢iji su koeficijenti generalisani Kristofelovi simboli druge vrste
[89]

. 1 .
;‘k = égﬂ(gja,k — Gjk,a T gak,j)- (1.40)

Kako postoji par (j, k) € {1,..., N} za koji je I';; # I}, simetri¢ni i an-
tisimetri¢ni delovi generalisanog Kristofelovog simbola su definisani na slede¢i

12
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nacin [|89]

9 (gjak — Gika + Jak.j) (1.41)

(G0 — Gyt + Gags)- (142)
Iz jednacine (I.42)) direktno sledi da je

1
_ T af o
0= Fz’va = §gf(gz'g,ﬂ ~ Jipa + gavﬂ,i) = —F%i. (1.43)

Kako je zadovoljena jednakost

% = ahala)T%, (1.44)
\ \%

a™)

antisimetri¢ni deo F;k generalisanog Kristofelovog simbola su komponente ten-
v

zora tipa (1,2). Tenzor T tipa (1,2) &je su komponente T, = 2I" jie S naziva
tenzor torzije prostora GR .

S. M. Min¢i¢ je, po ugledu na AjnStajnova razmatranja, najpre uveo a potom
1 proucavao Cetiri tipa kovarijantnog diferenciranja generisanih na osnovu nes-
imetricne afine koneksije [76,80,84]. Ta Cetiri tipa kovarijantnog diferenciranja
tenzora a tipa (1,1), u odnosu na afinu koneksiju prostora GRy, zadata su na

slededi nac¢in

@yo, = @y, + Thpaf — Dal,, (1.45)
1
@ o = iy + Thaaf — Tijal, (1.46)
2
@0 = aﬁ,k + T as — Tl (1.47)
3
a§|gk ] Kt Fka j ija’ (1.48)
4
Familija tenzora krivine, dobijena na osnovu razlika a;'. mln — a§'|n\m je [[76./80./84,
138]]
ngmn = Rg;mn+ul“jm|gn+u an‘gm+vF§“man+Ufr;’n1“;m+w1“%nr;], (1.49)

13
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gde su u, v/, v, v, w skalarne invarijante.

Familije Ricijevih tenzora i skalarnih krivina prostora GR y su

Ky = K7, = ROy 4 o0, — (0 w)l0Y, (1.50)
K9 =gPK% ;=R — (v + w)gﬁF,‘;‘BF%. (1.51)

Simetri¢na matrica jedinstveno odreduje skalarni proizvod [50]. Matrice [gij} i

[gﬂ}, kao simetri¢ne, odreduju skalarne proizvode.
Ukoliko je [dz] = [dz! da™]", tada je

[ds?] = [dz]" [gy] [dz], (1.52)

matri¢no zapisana prva kvadratna forma ds* = g%dxadxﬁ povrsi koja odgovara
Rimanovom prostoru R y.

Naglasimo i to da, ako su [u’] = [u! o~ }Ti [v;] = [v1 vn]| matrigno
prikazani kontravarijantni vektor u' i kovarijantni vektor v;, onda se AjnStajnova

konvencija o sabiranju primenjena na u“v, svodi na
[u%a} = [ul] In [vj] , (1.53)

gde je I jedini¢na matrica dimenzije N x N.

1.4 Prostori simetricne i nesimetricne afine konek-
sije

Naredno uopstenje koncepta afine koneksije jeste uvodenje simetri€ne afine
koneksije i njenih koeficijenata nezavisno od metrickog tenzora. Time su se bavili,
ijoS uvek se bave, mnogi autori. Neki od njih su J. Mikes sa svojom istrazivaCkom

grupom [65], N. S. Sinjukov [110] 1 jo§ mnogi drugi.

Definicija 1.16. [65,110] N-dimenziona mnogostrukost My = My(z!, ... 2)
0 0 0
snabdevena afinom koneksijom V, takvom da je V xY — Vy X = [X,Y] - gde je

(X,Y] = XY — Y X komutator - naziva se prostor simetricne afine koneksije i
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obeleZava se sa A .

0 ,
Koeficijenti afine koneksije V su L%,. Ti koeficijenti zadovoljavaju jednacinu
ik = L. (1.54)

Zakon transformacije koeficijenata afine koneksije L;k pri promeni koordi-

natnog sistema Oz u sistem O'x’ je

-/ =/ -/
Line = xhalal, Ly, + ahaSy, (1.55)
2/

ozt

ox®’

gde je, kao i u sluCaju transformacije Kristofelovih simbola, mf; =
5 Odf 9%

Analogno slu¢aju Rimanovog prostora, 1 iz istog razloga, kovarijantni izvod
0

na osnovu afine koneksije V je predstavljen u sledecoj definiciji.

01l

Definicija 1.17. [65,/110] Neka je a tenzor tipa (r, s) Cije su komponente a]1 e

Komponente kovarijantnog izvoda tenzora a, na osnovu afine koneksije V -u

k

pravcu vektora x" - su zadate sledec¢om jednacinom

N
11...0p 7«1 Ar 11l —1 Qg1 - B - o 1.y
G = g Js,ﬁZLak a7y N oLggalh o (156)

§to su komponente tenzora tipa (r, s + 1).

1.y I 5 2
~Jslmln j1..jsInim

vine prostora A y Cije su komponente

Rastavljanjem razlike aj na ¢inioce, otkriven je tenzor kri-

R =1L L' +L%L —L%L (1.57)

Jmn Jjm, jn,m Jjm~an Jjn~am:*
Komponente Ri¢ijevog tenzora Ay su

Rij= Ry = L5 o — L + L 30 — i

ijo i, o]

(1.58)

Xe] ],6"
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0
U operatorskom obliku, a na osnovu afine koneksije V, tenzor krivine prostora

Ay je zadat slede¢om jednacinom [65)87]:

0 0 0 0 0
R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ+ VixyZ. (1.59)

Uopstenje prostora A y dato je u sledecoj definiciji.
Definicija 1.18. [89] N-dimenzionalna mnogostrukost My = My (x!, ... o)
snabdevena afinom koneksijom V, takvom da je VxY — Vy X # [X, Y], naziva

se prostor nesimetricne afine koneksije GA y.

Koeficijenti afine koneksije V su L;k S obzirom na nesimetri¢nost afine
koneksije V, postoji bar jedan par indeksa (j, k) tako da je L}, # Lj;. Zbog
toga, simetri¢ni i antisimetri¢ni delovi koeficijenata L: “x su definisani na sledeci

nacin [89]

. 1, . N 1, . ;
Lﬁzi(ij-i-ij) i Ljvk:§(ij—ij). (1.60)
Zakoni transformacije geometrijskih struktura LJ &> L; ks L;k pri prelasku sa
koordinatnog sistema Oz na O'z’ su
L = abalal, Ly, + xﬁ, ) (1.61)
Ly = abal o) Lg, + xhasiy, (1.62)
L e =T ﬁ,;z:k,Lﬁ7 (1.63)

0 .
Prostor Ay odreden afinom koneksijom V, iji su koeficijenti L%, - zadati jed-

nac¢inom (I.60) - je pridruZen prostor prostora GA y.

Antisimetri¢ni delovi L;k koeficijenata L;k afine koneksije V su, na osnovu

\%
jednacine (1.63), komponente tenzora koji je jednak polovini tenzora torzije pros-
tora GA .

Cetiri tipa kovarijantnog diferenciranja tenzora & tipa (1,1) na osnovu afine
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koneksije prostora GA y, S. M. Min¢i¢ je uveo na sledeci nacin [[76180,/84,89]

@y = afy + Liga — Lal,, (1.64)

\k—%wLm & — Lyay, (1.65)
ajgk = a}, + Ll — Lal, (1.66)
J\k_ajk—'—Lka § — Livag. (1.67)

Na osnovu tako definisana Cetiri tipa kovarijantnog diferenciranja, i uredujuci ra-

zlike o’ ]\ Im p,q,r,s € {1,2,3,4}, S. M. Minci¢ je dobio $est tenzora

Jlmln N
p

krivine i petnaest pseudotenzora krivine prostora GAy. N. O. Vesi¢ je [138],
analizirajuéi postupak dobijanja tenzora i pseudotenzora krivine prostora GA y,
doSao do zakljucka da pseudotenzori krivine ne igraju ulogu komponenti u ra-

zlici a’ Zbog toga, pseudotenzori krivine mogu biti posmatrani kao

lmln %l
specualnl geometrijski objekti, ali ne 1 kao objekti koji imaju teZinu zakrivljenja
prostora.

Familija tenzora krivine prostora GA y je

Lol LE 4L [P 4wl L (1.68)

]n|m jm an jn am mn a]?

K;mn = R;mn + uL]m‘ +u' L
gde su u, v/, v, v/, w skalarne invarijante. Familija Ri¢ijevih tenzora prostora
GA N je

K=K, =Ry +uL®

ijo

+ oL L2 — (o +w)L Lﬁ (1.69)

+u' L i Lag

1]|o¢ za|]

1.5 Preslikavanja prostora afine koneksije

Na jednoj mnogostrukosti M y, moguce je definisati neprebrojivo beskonacno
mnogo afinih koneksija u istom koordinatnom sistemu. Razlike koeficijenata tih
afinih koneksija su tenzori deformacije.

U diferencijalnoj geometriji, zanimljivo je odrediti zakone transformacije ko-

eficijenata afine koneksije, tenzora krivine, Ri¢ijevih tenzora i, eventualno, skalarne
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1.5. PRESLIKAVANJA PROSTORA AFINE KONEKSIJE

krivine pri promeni afine koneksije. Posledi¢no, odreduju se geometrijski objekti

koji ostaju nepromenjeni pri promeni afine koneksije.

Definicija 1.19. Transformacija afine koneksije ¥ u afinu koneksiju ¥V, definisa-

nim na mnogostrukosti My = My(z, ..., 2), naziva se preslikavanje pros-

tora (My, V) (na prostor (M, V)).

Posebnu paznju privlace geodezijska preslikavanja i njihove invarijante. Kriva
0= 0(t) = (¢(t),...,0N(t)), Ciji tangentni vektor A = = zadovoljava sistem
diferencijalnih jednacina [|65, 110]

% + L;ﬁko‘)\ﬁ = p\, (1.70)
gde je p skalarna funkcija, naziva se geodezijska linija prostora A .

Transformacija f : Ay — Ay koja svaku geodezijsku liniju prostora Ay
transformise u geodezijsku liniju prostora A y naziva se geodezijsko preslikavanje
[65./110] prostora A .

Veli¢ine koje ostaju nepromenjene pri geodezijskim preslikavanjima prostora
A su Tomasov projektivni parametar i Vejlov projektivni tenzor, i zadate su

slede¢im jednacinama [|65}/110]
i i 1 o i o si
Th, = L — N—H(L,ﬂ&j + L5,01), (1.71)

Vijn = ijn + N—HéjR[mn] + N1 [ij ]+ mé[mRn]J" (1.72)

Kako je u prostoru Ry, RY;; = RY;;, Tomasov projektivni parametar i Vejlov

projektivni tenzor Rimanovog prostora jednaki su

¢ i 1 o St o i
T = Dot = 7 i) + Thadi) (1.73)
Whmn = B jonn + 57— (08,9, — 61 Y1), (1.74)

i te veli¢ine su invarijante geodezijskog preslikavanja f : Ry — Ry.
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GLAVA 2

KOVARIJANTNI IZVODI 1
RICIJEVI IDENTITETI

2.1 Komutacione formule pri nesimetricnoj afinoj

koneksiji

Ricijevi identiteti [|65}76,(78} 79,81, (83,186,199, 101} |102,|110,|128,152] su
izuzetno vazni kao polazna osnova za istraZivanja u oblasti diferencijalne ge-
ometrije i razli¢itih primena.

Na osnovu simetri¢ne afine koneksije, dobijen je jedan tenzor krivine. Familija

tenzora krivine je dobijena prilikom razmatranja Ricijevih identiteta na osnovu
nesimetri¢ne afine koneksije [[764/78,(79,81,83,86.,/99,101,[102,|128,/152].

2.1.1 Motivacija

Jedan od Ricijevih identiteta koji su motivisali ovo istrazivanje je [27,(76,[78,
79,[81183186,99,[101,/102, 128, 152]]

i AL ot i
T Qjinim = 44 Aamn - aaAjmn ]<mn> + 4a]<mn> + 2Lmn ]|a7 (2.1)
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2.1. KOMUTACIONE FORMULE PRI NESIMETRICNOYJ. ..

A;mn = R;mn + L;m\n - jn\m L;lmszn + L;anf;vm
(2.2)
— QL?mLfm + QL?nLLm,
A;mn = R;mn + L]m\ ]n\m L?mLzom + L?nijm
(2.3)
— QLj‘mLZDm + ZL?‘nL;m,
7 1 7 @ 1 % 1 « i 1 @ z'
aj<7r€n> = §L0@na’j,n - ELavnajm - §ij a,n + 2L]n a,m’ (24)
< 1
ey = S8 (sl — Dl Loy 4 L) 29

Geometrijski objekti Ajmn i Ai  su komponente pseudotenzora krivine A i A
1 2

o Jmn

tipa (1,3). Ti objekti su predstavljeni kao komponente krivine prostora GA y

ravnopravne sa tenzorima krivine tog prostora.

Razlika a j‘ i P24, 75 S € {1,2, 3,4} jerazlika dva tenzora. Postavilo

J\mln
T s

se pitanje da 11 Je svaku od tih razlika moguce zapisati tako da se ona rastavlja na
zbir sabiraka u kojima su i kompozicije takode tenzori. Time bi, izmedu ostalog,

i jednakost (2.1)) bila drasti¢no pojednostavljena i promenjena.
U radu [[138], i na osnovu L k= =Lt ik +LE * jednacina 1D je pojednostavljena
do

= 2L 2L

am ]\n an ]|m

- 2L]m aln + 2Ljn alm + 2Lmn jla

(Rj;vmn + Layﬂn - Lf;yvn|m
5 5 i 5 (2.6)
- Lam Bn + Lan Bm 2Lmn Ba)
v v vy vy
ot (B + L~ Ly

B B B a
—L L,Bn+Ljv71 —2L )

\/
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GLAVA 2. KOVARIJANTNI IZVODI I RICIJEVI IDENTITETI

Stavige, u [138] je dobijena familija dvostrukih kovarijantnih izvoda

i 1 % A «
@ n = Gl + Colagnin + Cwliog@im
v

+d, LS, +dL +dyL;,

]m a|n a|m mn ]\a

+G? (CU o@n|n + CquL [Jz n + Cv(c’w +d )Lgn Zﬂm _ CvderﬁnnLi a)

\

al,(—d,L2 —dv(cw—i—d)LﬁLﬁn dd[ﬁ +ddL5 a)

]m\n

a$(cod Lme;m + cydy LfnL;m)

2.7)
gde je v, w € {0,1,2,3,4}. Ovaj rezultat sugerise da Ricijev identitet jeste
tacan, ali da ga treba dodatno transformisati. Naime, sabirci koji se anuliraju u
razlici a§| n — azmm nisu skraceni pa su uzrokovali postojanje pseudotenzora kri-
vine. N e

Nakon upro$éavanja izraza o’ dokazana je naredna Teorema.

jlm|mn j\m|n’
v wy vy wy

Teorema 2.1 (Prva Teorema o Ricijevim Identitetima). [138|] Familija Ricijevih
identiteta izvedena na osnovu nesimetricne afine koneksije V je

7 7 o 7 @ 7 «@
a; |m|n a; |n|m — (CUI - CwQ) a\cnaﬂn + (Cwl - Cvz) avnaj\m

v w1 v2 w2

+ (d'Ul - dw2) ?maiu|n + (dw1 - dv2) P aiu\m

v (2.8)
(dwl + dw2) mna;|a
ayi a B
+ CL Xom’m - aoay;mn + aﬁZ]mna
gde je
X(;mn = Rf:vmn + Coy am\n CU2Lf)m\m
+ [cvlcun — Cuy (CwQ + de):| LB Z
(2.9)

+ [Cvl (Cw1 + d’wl) - CU2CU’2:| LB ﬁm

- (Cv1dw1 + Cvzdwz)LB Z
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2.1. KOMUTACIONE FORMULE PRI NESIMETRICNOYJ. ..

Y = R d'Ul jm|n + dU2 ]n|m

jmn Jmn

— [dv1 (cu}1 + dwl) - dvgdwz} jim gn

- [dmdwl - dv2 (CWQ + d“’?)} L]ﬁ\? g

+ (dy, du, + dv2dw2)L5 Lﬂj

VA = ag{(cwldv1 - cvzde)LB L

jmno ]m an

+ (Coy Ay — Cuydy) L2 L}

jn am’

za vy, vy, wi, we € {0,1,2,3,4}.

(2.10)

2.11)

O

U radu [138], doslo se do zakljucka da su geometrijski objekti aé‘ o aé‘ ko @5
1 2 3

linearno nezavisni, a da je geometrijske objekte az‘ gl a§| , moguce na jedinstven
4

nacin prikazati kao linearne kombinacije prethodna tri linearno nezavisna objekta.

2.1.2  Cetiri plus jedna vrsta kovarijantnog diferenciranja

Osnovu daljeg istrazivanja Cine naredne propozicije.

Propozicija 2.1. Kovarijantni izvodi definisani jednacinama (1.64] [1.63] [1.66]
i kovarijanti izvod zadat jednacinom (1.56) zadovoljavaju sledece jednacine

11...0p i1 Zu ...zu 1041 zp
al"? . =a. E L E L
le]qlk J1---Jalk +

q
11...0p 11...0p 1.l —1QUy41...1p a
Upgale = Dl ZLak%---'q +ZLJ@k“
v=1

11...0p o i1.dp iu 11...zu 1QUy41.-.1p
il = Yyl T E :Lak Ay, . g, + E L
3 _
ui

i..ip
J1e-Jv—1QFut1---0q

(2.12)

i1..0p
J1--Jo—1QJu+1---Jq

(2.13)

i1 ip
J1--Jo—1QJvt1---Jg?

(2.14)
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GLAVA 2. KOVARIJANTNI IZVODI I RICIJEVI IDENTITETI

q
i1...0p 11 “p fu bl lu—10uglolp a _t1..p
aj,.. Jq\k Qj...jglk ZLak @j1...5q ZLjvkaj1~-~jv—1ajv+1~~jq'
v=1 v
(2.15)
Primedba 2.1. Na osnovu jednacina (1.56] [1.64H1.67), dobija se
11...0p 21 ip 11y — 100yt 1.0.0p
aj,.. Jqlk A, .. dq |k+czzLak @ji...dq
(2.16)

.. zp
+d; ZLJ kD51 o101 dq?

za slucaj z = 0,...,4, i odgovarajuce koeficijente co = dy =0, c; = 1, co = —1,
C3:1,042—1,d1:—1,d2:1,d3:1,d4:—

Odredimo komutacione formule na osnovu kovarijantnih izvoda tenzora a tipa
(1,1), u tipa (1,0) i 0 tipa (0, 1).
Propozicija 2.2. U slucaju tenzora a tipa (1,1), tri od geometrijskih objekata
o @ Qg @jp0 O3, SU linearno nezavisna.

0 1 2 3 4
Dokaz. Na osnovu jednacine (2.16), broj linearno nezavisnih medu geometri-
jskim objektima af;, aj ;. a’;, aj ., a5, je jednak rangu matrice
0 1 2 3 4

1 0 0
1 —1
M=]1 -1 1
1 1 1
1 -1 -1 |
Kako je Rank(M) = 3, tri od geometrijskih objekata aj ;. aj,, aj ., @} 4
0 1 2 3
aj.l , Su linearno nezavisni. L
4

Posledica 2.1. U slucaju tenzora u tipa (1,0), dva od geometrijskih objekata uﬁk,
0
u’| = uz‘ . u’| L= u" i Su linearno nezavisna.
2 4
U slucaju tenzora v tipa (0, 1), dva od geometrijskih objekata vj|y, vk = Vi|k,
0 1 4

Vj|k = Vj|k Su linearno nezavisna. []
2 3
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2.1. KOMUTACIONE FORMULE PRI NESIMETRICNOYJ. ..

Posledica 2.2. Trojke

i
@ik @ik @ik @ik
1 1 1 2
A G;W A G A G;W A Qg
1 2 2 2 3 3 4 3
@ik @ik @ik @k
\ 3 \ 4 \ 4 \ 4
(2.17)
(i (i (i (i
@ik @ik @ik @ik
0 0 0 0
A G;W A: a;.“c, A: a;‘ka A: a;“ka
5 1 6 1 7 2 8 2
@ik @ik @ik @l
\ 3 4 \ 3 \ 4
su trojke linearno nezavisnih geometrijskih objekata aj.‘ w2=0,...,4
Parovi
uz|k, uﬁk, uﬁk,
U : 0 U: 0 U : L
Pl e 2 e P e
1 2 2 (2.18)
Vj |k Vj|k» U5k
V: 0 V: 0 V: !
1 Vjlk, 2 Vjlg, 3 Uj ks
1 2 2
su parovi linearno nezavisnih geometrijskih objekata u’l w Vil 2=0,...,4. [
2.1.3 Ricijevi Identiteti na osnovu tenzora a tipa (1, 1)
Uopstimo Prvu Teoremu o Ricijevim Identitetima.
Teorema 2.2 (Druga Teorema o Ricijevim Identitetima). Neka je
i1 1 i 1, 1 1 i
Xik = Pt + P10 + P25, + P305 1k F P10 ks (2.19)
1 2 3 4
i 2 2 i 2 i 2 i 2 i
Y = 0ot + P15, + 205, + p3a5), + P15, (2.20)
1 2 3 4
. y 5 y 5 3
Zjr = Pt + P15 + Paag), + P305), + P10 (2.21)
1 2 3 4
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GLAVA 2. KOVARIJANTNI IZVODI I RICIJEVI IDENTITETI

1 2 3 4

Vjik = Pga;"w + P?a§'|k + Pga;"uc + Pga;'\k + Piaéma (2.23)
1 2 3 4
gde je a tenzor tipa (1,1) i p§, p3, p5, 05, p5 2 € {1,...,5}, za koje vaZi da je

PG+ P+ p5 + p5 + pi = 1, proizvoljni skalari.

VaZi naredna jednacina

- cw2)Lz X5+ (Cuy, — Cop) L4, Y

% i _
aj|m\n_aj|n\m_<cv1

vi o wy vy wy e
+ (dy, = du )Lfmem + (dw, — dy )LfnUém
+ (dwl + dw2>L%nVY]Zoc
+a] {Ramn + Coy am|n Cszim|m
(2.24)
+mﬂaqh+mL Um+p¢ La}
_aa{ jmn T Ul jm|n + dUQ ]n|m
+aql] U2+@L-Wm+%L L%
+%V¢%qm+mML%}
gde je
P1 = Cyy Cuyy — Coy (Cw2 + dw2) - (Cwl - CUQ)(p% - p% + p% - ngl)v (225)
P2 = Cy (Cwl + dwl) = CuyCwy — (C’Ul - Cw2)(p% - p% + pé - pi)? (226)
P3 = —Co, tuy, — Copusy + (du, + duy) (0] — P3 + P5 — P3), (2.27)

a1 = _dv1 (Cwl + dwl) + dvzdw2 - (dU1 - dw2>(p§ - pg - Pg + pi)v (2.28)
g2 = —dy dy, + dvz(cw2 + de) - (dwl —dy )(plll - pg - p§ + P3)7 (2.29)

43 = dv1dw1 + dv2dw2 - (dw1 + dw2)( Pg + :0151)7 (2.30)
(pi

r = Cwldvl - Cvgdwg + (Cwl Cv2> P p p3 + p4) (2 31)
— (duy = duy) (07 — p3 + 3 — P3),
ro = Cvldwl - ngdvz + (Cvl Cw2)<p p3 + p4) (2 32)

— (dw, — du,) (P} — p3 + P35 — P1)-
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2.1. KOMUTACIONE FORMULE PRI NESIMETRICNOYJ. ..

Dokaz. Vaze naredne jednacine

LognXju = LognGin + (o1 = p2 + 3 = p3) Ly L5

am jln
. ) ) - (2.33)
—(p—p—ps+ p4>LamLJnaﬂ,
Llomy;cryn - ioavnajo'im + (p% - p2 + p3 - p4)LzﬁnL§m ?
) ) ) 5 (2.34)
- (pl —py— P35t p4)L:)mL]m&57
L]amZém L]m a|n + (p? - p2 + p3 )Lme?:m
; , | (2.35)
- (Pl - /02 — P35+ P4)L Lgn Agys
L;anosz - ?[naidm + (1041l - p2 + p3 )Ljﬁanxm 3
Z 4 4 Bra 4i (2.36)
—(p1—p2—p3+ P4)L Lﬁm @
Lgfmvya - %na’;\a + (p? - 102 + p3 - p4)L§:¢/an1,3aj
v (2.37)

= (P} = 03 = P53 + P Ly, Lja g

Nakon prikazivanja geometrijskih objekata

(C”U1 - Cw2>LZam ?\m (Cw1 - C’U2)Llan ;X|m7 (dm — dy )L?m fx|n7

(dw1 - d )La : (dwl + de) mna§|a’

]n a|m’

pomocu jednakosti (2.33H2.37) i zamene tako prikazanih objekata u jednacinu
(2.11), dolazi se do zakljucka da je zadovoljena jednacina (2.5T]). O

Vaze naredne jednakosti

pi =545 =i = (D"l + (FD)P s 4+ (1) s 4+ 0, (238)

pi— 05— i+ i = )Lt g+ Ll oLt
(2.39)
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GLAVA 2. KOVARIJANTNI IZVODI I RICIJEVI IDENTITETI
z=1,...,5, ceo deo funkcija | x| (funkcija koja realan broj z transformise u ceo
broj koji je manji ili jednak x).

Neka je jo3 i {n1,na,n3,ns} = {1,2,3,4}. Na osnovu Propozicije[2.2] sledi
da je dovoljno razmotriti slu¢aj p§ = p;, = 0, n4 € {1,2,3,4}\{n1, n2,n3}.

Za cele brojeve ny,ng,n3, 1 < ny < ny < ng < 4, i na osnovu zapisa (2.3§]

[2.39) smenjenih u jednacinu (2.51)), vaZi naredna Teorema.

Teorema 2.3 (n; — ny — ng - Druga Teorema o Ricijevim Identitetima). Neka je

i i 2 i 2 i 2 i
Xak pm J|k+p”2 J\k+pn3 Jlk’ Yj’f_pnlajIk+pn2aj\k+pn3ajlk’
ni n n3
74 i 4 i 4 i 4
ij pnl j|k+p’n2 J‘k+pn3 ]|k;7 U]k_pnla]‘k+pn2aj|k+pn3a‘]‘k7
ny ng n3

7 5 i
o= P kT PGkt Oy g

(2.40)
gde je a tenzor tipa (1,1).
Vazi jednacina
e T cm)y X5, + (cuy — Cvz)LénY?m
v]  wiy vy wo
+ (dvl — dy )L?mzzom + (dwl - dUQ)L?nUiam
+ (dwl + dwz)LgrmV;'a
+a] {Ramn + Coy am|n cv2LZm|m
! (2.41)

+ ﬁngm an +p2L§VnL;3m + ﬁ?’LS@n ZB\/O[}
_aoc{ jmn Ul ?Cnm +dv2 ]n|m
+~L5.La+~L.L + gL, L%}

+ag{mL], L —|—7“2LB L

]m an ]n am
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gde je

D1 = Cop,Cuy — Coy(Cwy + dusy)

— (Cuy = o) (D)™ 700, + (D)™ 700, + (=)™ 07,),
Do = Coy (Cupy + dupy) — ConCuy

— (Co, = ) (1) g, + (1), + (1), ),
D3 = —Cpy Ay — Coyluy

+ (dwy + duy) (1), + (1) 700, + (1) pp),
G1 = —dy, (Cwy + duy) + dyydu,

— (dyy — du) (D2 4 B L],
(_?2 = _dvldwl + dv2 (sz + dw2)

— (duy — ) (D)t Bt 3,
63 == dm dw1 + dUQdUJQ

— (duy + ) (~D)LF] 3 4 (1)l
T1 = Cy @y, — Cpyu,

t(ew — e (D2, 1l bl

oy — ) (~1) L2, (~1)72 48 4 (—1)m 18 ),
To = Cyy Ay, — Cuydy,

T (en — e (“DF w2l Ll

— (dw, — du,) (1) + (=1)™ o 4+ (1) ) ),

QJ 5 n3
2 pn 2

+nlEles),

2

o, P35, +pn, =1, 2 € {1,2,3,4,5}.

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

Na osnovu Propozicije @ sledi da je dovoljno razmotriti slucaj p;,. = 0,
pfm = 0’ 1 S ny < N4 S 4" {n17n2} = {1727374}\{n37n4}’ <n17n2) c

{(1,3),(1,4),(2,3),(2,4) } kao 3to je to ucinjeno u narednoj Teoremi.
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Teorema 2.4 (n; — ny - Druga Teorema o Ricijevim Identitetima). Neka je

i 1 1 i 1 i i 9 2 i 2 i

Xk = P0Gk T Pry @5 | &t Py 1o Yk = P0Gk & Py @ | g+ Py @
_ ny na B ny na

7i . 3,0 3 i 3 i i A 4 0 4 i
2k = Pok + Py @5 |t Py @G e U = 0@ & Pny @5 | g+ Py @5 g
_m na ny ng

N 5 i 5 i
k= Po%ik T Pry@ |k T Py | g

ni

ny

(2.50)
gde je a tenzor tipa (1, 1).
Vazi sledeca jednacina
a;" |m | n CL;- |n|m — (Cvl - Cw2)Lz Xa + (Cwl - CUQ)Lf;vnY(JXm
+ (dvl - d )L?mzlom (dwl - dUQ)L?nUiam
+ (dwl + dwz)LgnnV;'a
+CL {Ramn + Coy am|n - cv2LZm|m
@51
+p1L LG+p2LanLﬁm+p3Lmn a}
_aoc{ Jmn dvl ij|n + dUQ L]n|m
+q L] L,gn + qu,nLam + Q3Lan
+ag{r 1Lmecm + T2LfnLLm
gde je

]31 = Cy Cwy — Cv2(cw2 + dwz) - (Cwl - Cv2)(< 1)n1 1;0,211 + ( 1)n2 lpig)

(2.52)

52 = Cv1(cw1 + dw1) — CyyCuwy — (CUI - Cw2)(< 1)n1 1p71n + ( 1)712 1107112)
(2.53)

D3 = —Coyduy, — Copduny + (duy + duy) (1) 700, + (=1)™7100,),  (2.54)
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51 - _dUI (Cw1 + dw1> + dv2dw2 - (dm _dwz) ((_1) \‘%J p?zl +(_1) \‘%J pig)?
(2.55)

n

52 - _dvldwl - dv2 (sz + dwz) - (dw1 - dv2) ((_1) \‘TIJ pi1+(_1) \‘TQJ pig)a
(2.56)

s = oy + oy, — (duy + ) () F] 5

FL = cuydey — Copduy + (Con — ) (1)L F] 2
= (dy, = du,) ((=1)™ 5, + (=1)"27"p} ),

Py = corduy — Cundoy + (cor — can) ()2 oL 1+ (1) l2 1)
— (duy = d,) (1) pp, + (=1,

po+ L, +ph, =1, 2€{1,2,3,4,5}. O

Teorema 2.5 (Teorema o Komutacionim Formulama). Petnaest od geometrijskih
i

(m |0 % n |

vy w1 v2 w2

objekata aé. v1, Vg, wy, we € {0,1,2, 3,4}, je linearno nezavisno.

Dokaz. Na osnovu posledice i jednacine (2.17)) u toj Posledici, dobijaju se

naredne jednaCine

i i i i
a5 m = xlajlm + xgajém + xgajtlgm, (2.60)
vl s

@ | | 0 = Y105 | min T Y205 | 1 T Y305 | s (2.61)
v, 1 v12 vy 3

v wy

gde su x1, 9, T3, Y1, Yo, y3 odgovarajuci skalari.

Nakon zamene zapisa (2.60) u jednacinu (2.61), dolazi se do zakljucka da

je dupli kovarijantni izvod @} |, | ,,
'Ul wl
a5 |, | oo &de je vy, wy € {1,2,3}.

/ ’
’Ul u;l

linearna kombinacija geometrijskih objekata

U1 —2 — 3 - Teoremi o Komutacionim Formulama [138]], dokazano je da je

fieled : % % : A / /
petnaest od geometrijskih objekata a; min = @ | m gde je v}, v), wi, wy €
Ui U}i Ulz 1[)/2
{1, 2, 3}, linearno nezavisno, ¢ime je dokaz ove Teoreme zavrsen. O
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2.1.4 Ricijevi Identiteti na osnovu tenzora a tipa (p, q)

Vazi jednacina
11...0p o 11 dp 21 R AREEYeY AN 21 10y 10 0p
a. = c L c Liw
Jredalmin = Djijglmin T Z am%jy...jgln - wz an®jy . jom
v w

d, E LY “ i dy E LY “ i
+ Jlm Ui 109141 Jqln+ Jm T 105141-+-Jg|m

o dy, L at

mn ]1 ] |a

p k-1

i 11 k1Bt 110010 0p
+C“Cw{ ZL 6Hn J1---Jq
k=1 k=1

p p

i 11 A 1Qig g1l —1 BTkt 1.0p
D 2 LibLhay }
k=1 k=k+1
q

11 p
+dvdw{ ZLJM sz J1 Je—1BJesr1--Ji—10141---Jg
=1 (=1

q

11 p
+Z Z LJZ” Jim Qjr . gir0giprde Biesr - Jq}
I=1 ¢=I+1
1l 1 Q1.0
+Zaj11...jz R P( LZm\ +CvaLgngcn
—MA%+d)U?%m—%dL@@%)
v v
q
i1 B
- Z aj1~--]'zl7—10¢jl+1-~~jq< d Lsz\n - dv(cw +d )Lﬂm an

B ra
~dydyy Ly L + o L Lm)

]ln

S
i)

_|_ Zai}...i.}c,lazikJrl...'ip( d Lﬁ le +Cvd Lﬁ le )

J1---Ji—1BJ141---Jq Jim Jinam
k=1 [=1

(2.62)

Na osnovu jednacine (2.16), generalizuju se rezultati dobijeni u prethodnom

poglavlju. Ti generalizovani rezultati, prikazani su u sledecoj Teoremi.
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Teorema 2.6 (Opsta Prva Teorema o Ricijevim Identitetima). Familija Ricijevih

Identiteta dobijenih na osnovu nesimetricne afine koneksije V i tenzora a tipa

(p,q), p,q €N, je

. . . . 1. .
i1...9p _d1edp oty i1..ip
ajl---jq |m|n ajl---jq [n|m ™ 8-71"‘3‘17”” T 8]1 -Jqmn

+ (duy + du,) L o

mn Jl Jqlo

LA 1
71 Zk 1 Ol’Lk+1 ’Lp Zk
D% Ritn

(2.63)
. . 2
. i1...0p ey
Z ajl~-~jl71ajl+1~~~qujlmn
ik laik+1 [ 3ﬁl
§ : - -tp k
+ Zaﬂ Ji-1BJ141---Jq Rajlm"’
k=1 =1
gde je
11.1 11l 1 Q] b
Zk +1---2p
Sjl...qun E :{ Cop ™ Cuy Lamajl Jqln
(2.64)
. i 01 Tk—1Qg 41 0p
+ (Cwl CUQ)Lom J1...Jg|m }’
2.
Sl~1m { 7'1 ip
J1.--Jgmn § : v sz J1edl-10d141 - dg|n
(2.65)
e z1 Jp }
+(dw1 d )len J1eeJr—1QJry1..dglm S

7 _ 7 7 7
R]mn R]mn + Cyy jmln — CUQLjn\m
v

+ [Cm Cuwy; — Cuy (Cw2 + dw2)} LJamLZm

+ [CUI(Cwl + duw,) — CUQC’LU2]L§YnLZo¢m (Cor @y + Cvzdwz)Lgleaga
(2.66)

RZ =R —dy L jm|n + d, L] Jnlm - [dvl (Cwl + dwl) - dv?dw?] L?WL;”

jmn jmn
- [dvldwl - dvz (sz + dwz)] L, Ll (dv1dw1 + vadWQ)L?nanxﬁ

]n am

(2.67)

32



GLAVA 2. KOVARIJANTNI IZVODI I RICIJEVI IDENTITETI

Rgémn - (Cwldvl - CUdez)LgmL;n (C'Uldwl - CWQdUQ)LgnL;m7 (268)
i vy, 09, wy,wy € {0,1,2,3,4}. H

2.2 Ridijevi identiteti u operatorskom obliku

U ovom poglavlju se razmatra operatorski zapis tenzora, kovarijantnog difer-

enciranja 1 tenzorskog racuna.

Diferencijalna mnogostrukost M snabdevena nesimetricnom metrikom
G = G(X,Y), gde su X iY tangentna vektorska polja mnogostrukosti, pri ¢emu

je tenzor G razloZzen kao
G(X,Y) = g(X,Y) + F(X,Y), (2.69)

gdeje g(X,Y)=g(Y,X)i F(X,Y)=—F(Y, X) je razmatrana u [[103]].

Jedna afina koneksija, V%Y, dobija se na osnovu simetri¢nog dela g(X,Y")

na osnovu metrickog tenzora G(X,Y') (KoZzulova formula)
g(Vﬁ(Y,Z) = %[Xg(KZ)+Yg(X,Z) —Zg(X,Y)}. (2.70)
Odgovarajuci tenzor krivine je
RIX,Y)Z =V4NVyZ —ViV%Z — VQXY] (2.71)
Afine koneksije

1 2 1
VxY and VyY =VyX +[X,Y], (2.72)

razmatrane su u radu [[103]].
1 2
Tenzori torzije T'1 T, koji Ce biti koriS€eni u ovoj sekciji, zadati su narednom

jednacinom
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1 2

1 1 2 2
T(X,Y)=VyY —VyX - [X,Y] i T(X,Y)=VyY - VyX — [X,Y].

(2.73)
Afina koneksija bez torzije je
0 1 1 2
VxY = §(VXY + VxY). (2.74)

Na osnovu jednacina [2.74), dobija se da vaZi naredna jednacina

0 1 1 1 1 1.2 2 1
VXY=§(VXY+VYX)+§[X7Y]:§(VXY+VYX)+§[X7Y]' (2.75)

Zadovoljene su i naredne dve jednakosti
1 0 11 2 0 11
VXY:VXY+§T(X,Y) 1 VXY:VXY—ﬁT(X,Y). (2.76)
1 2

0
Propozicija 2.3. Dve od afinih koneksija V xY, VxY, VxY su linearno nezavi-

sne. L]

Pet tenzora krivine analiziranih u [[103]], i jo§ jedan - linearno nezavisan sa tih

pet - zadati su slede¢im jednainama

0 0 0 0 0 0

R(X, Y)Z = VXVyZ - VYVXZ - V[ny]Z, (277)

1 11 11 1

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ —Vxy|Z, (2.78)

2 2 2 2 2 2

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — VixvZ, (2.79)

3 2 1 12 2 1

R(X,)Y)Z =VxVyZ -NyNxZ—-N. Z-V, Z (2.80)
Vy X VxY

4 2 1 1 2 2 1

R(X,)Y)Z =VxVyZ -NyNxZ -V, Z-V. Z (2.81)
Vy X VxY

5 1.1 1 2 1 2 2 1 2

R(X,Y)Z = §(VXVYZ —VyVxZ +VxVyZ — VYVXZ)

11 ) (2.82)
—5(VixnZ + Vixy Z).

34



GLAVA 2. KOVARIJANTNI IZVODI I RICIJEVI IDENTITETI

U ovom razmatranju, posebno mesto zauzimaju semisimetri¢ne afine konek-
sije. Tenzor torzije prostora GA na kome je definisana semisimetri¢na afina
koneksija je

1

T(X,Y) =n(X)Y —x(Y)X. (2.83)

2.2.1 Motivacija

Tenzori krivine prostora simetricne 1 nesimetricne afine koneksije razmatrali
su mnogi autori. N. S. Sinjukov [110] i J. Mikes sa svojom istrazivackom grupom
[65] odredili su tenzore krivine prostora simetri¢ne afine koneksije i Rimanovog
prostora. L. P. Ajzenhart [28] je zapoCeo istraZivanje o prostorima nesimetri¢ne
afine koneksije. Ajzenhartov rad je nastavio S. M. Minci¢ [76.(77,82] i mnogi
drugi autori. Za razliku od S. M. Mincica, koji je dobio pseudotenzore krivine
prostora nesimetri¢ne afine koneksije, dokazano je [138] da pseudotenzori krivine
nisu komponente krivine prostora snabdevenih nesimetricnom afinom koneksijom
u smislu alternacije dvostrukih kovarijantnih izvoda [[108]].

U radu [[103]], tenzori krivine generalisanog Rimanovog prostora GR ; u smislu
definicije koju su zadali Ivanov i Zlatanovi¢ [39] su prikazani u funkciji tenzora
krivine R9(X,Y)Z Rimanovog prostora Ry u smislu Ajzenhartove definicije.

Afina koneksija bez torzije V%Y Rimanovog prostora se transformiSe u afinu

koneksiju bez torzije % xY pridruZzenog prostora }1% ~ u smislu definicije koju su
zadali Ivanov i Zlatanovié.

Razlika % xY — V%Y = P(X,Y) je tenzor bez torzije tipa (1, 2). Transfor-
macija tenzora krivine ]()%(X ,Y')Z na osnovu specijalnog oblika tenzora P(X,Y)

je razmotrena u [[103].
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2.2.2 Linearno nezavisni tenzori Kkrivine

Na osnovu jednacina (2.72H2.76)), dobija se

1 1 0

VxVyZ = VXVyZ += ! (VXT)(Y, Z)
11 11 0 11 0 11 1
+ 5T(X, Vyz) — 5T(Y, VxZ)+ 5T(Z, VxY) + ZT(Y, T(X,Z)),
(2.84)
1 2 0 0 1,0 1
VxVyZ =VxVyZ - 5(VXT) (Y, 2)
11 0 11 0 11 0 11 1
+ 5T(X, VyvZ) + §T(Y, VxZ) — 5T(Z, VxY) — ZT(X, T(Y,Z)),
(2.85)
ViVyZ = VxVyZ 4 © (VXT)(Y, Z)
11 11 0 11 0 11 1
— §T(X, Vyz) - 5T(Y, VxZ) + 5T(Z, VxY) — ZT(X,T(Y, Z)),
(2.86)
2 2 0 0 1,0 1
VxVyZ =VxVyZ — 5(VXT) (Y, 2)

11 0 11 0 11 0 11 1
— 3 T(X.VyZ) + ST(Y.VxZ) = 5T(Z.VxY) + T(X.T(Y, 2)),

(2.87)
1 0 1 1
Vi 7= Vi VY 4o (VZT)( Y)+ [VxY, Z]
— % (X, VZY) + ;T(Y VzX) — %T(Z VxY) - iT(Z T(X,Y)),
(2.88)
V. Z=V,VyY - [VxY, 7], (2.89)
VxY
1 0 O 1
Ve Z=V;VxY - %(VZT) (X,Y)+ [Vy X, Z] + [[X,Y], Z]
1%(X, %Zy) - —T(Y vzx) — %T(Z VxY) + iT(Z T(X,Y)),
(2.90)
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2 0 0 1,0 1 1
Vi Z=V;VxY+ —(VZT) (X,Y)+ [VxY, Z]

VxY
11 11 11 11
-3 T(X, VZY) + 2T(Y VZX) + 2T(Z VXY) + 4T(Z T(X Y)),
(2.91)
1 1 1 1 1 1 1
T(X,T(Y,Z) =Vx(VyZ—-VzY)— V% ZX + V% YX, (2.92)
0 0 0 0 0 0
VzVyX =V VxY = =V [X,Y] = [[X,Y], Z] — VixyZ. (2.93)

Vazi naredna lema.

1 5 0
Lema 2.1. Tenzori krivine R(X,Y)Z,..., R(X,Y)Z i tenzor krivine R(X,Y)Z

zadovoljavaju jednacine

T(X,VyZ) —T(Y.VxZ) ~ T(IX.Y]. 2) (2.94)
11
1 )

(Y,VxZ) + T(IX,Y].2) (2.95)

+

- T(X,VyZ) - T(Y. %Xz) - %([X, Y], Z) (2.96)
T(Y.T(X.2)) - T(2.T(X.Y),

)
f%(X, Y)Z = IQ{(X, Y)Z + (%X%)(Y, Z) + %(%y%)(x, Z)

CT(X,VyZ) - T(Y,VxZ) — T(X,Y). Z) (2.97)

1%()( T(Y,Z)) + i%(}/, 11”(X Z)) + ;T(Z T(X.Y)),

R(X Y)Z = 192()( Y)Z + iT(X T(Y,Z)) + iT(Y T(X,2)), (2.98)

,4;
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0 1 2
Posledica 2.3. Akoje R(X,Y)Z = koR(X,Y)Z+k\R(X,Y)Z+kR(X,Y)Z+
3 4 5
ks R(X,Y)Z + kR(X,Y)Z + ksR(X,Y)Z, za ko,...,ks € R, jednacine

(2.94H2.98)) se transformisu u

1

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z

421 [(VxT)(Y: 2)  27(V, VxZ) — 211X, Y], 2)]

— Do =

— (1 — ky) [(%Y%)(X, Z) — 2%()(, %yz)] + %l%j(z,%’(x, Y))

il \V]

1 1 1

+-(1— %3)T(X,%(Y, 7)) - }1(1 — k)T (V,T(X, 2)),

W

(2.99)

2

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z

- %(1 + ) [(VAT) (V. 2) = 2T (Y. Vx Z) — 21 ([X. Y], Z)]
+ 5+ B [(VrT) (X, 2) = 2T (X, Vv 2)] + 3isT (2. T(X.Y))
+ i(l L) T(XT(Y, 2)) - ;L(l —k)T(Y.T(X, 2)).

(2.100)

R(X.Y)Z = R(X,Y)Z

N %(1 i) [(VAT)(Y, Z) — 2T (Y,Vx Z) — 2T([X,Y), Z)]
214 k) (V1) (X, 2) - 27(X. Vy 2)

~ 0= E)T(Z (X, V)

_ }1(1 4 /;3)%()(,%’(1/, Z)) + i(l + 754)%(3/, %(X> Z)),

(2.101)
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4

R(X.Y)Z = R(X,Y)Z

+

NG ORI R E NO R

(1— i) [(VxT) (Y, 2) — 2T(Y.Vx Z) — 2T(IX. Y], Z)]

+=(1+ ko) [(%yi}“) (X,Z) - 2:1F(X, %yz)}

1 1

(1+k)T(Z,T(X,Y))

_|_

(14 123)71”()(, 11”(Y, 7)) +

(2.102)

RX,Y)Z = R(X,Y)Z

_ %;;1 [(%X)(Y, Z) - 2%(1/, %XZ) - 2%([)(7 Y], 2)]

+ SRal(VVT)(X.2) — 2T (X, V4 2)] + kol (2.7(X.Y))
i i@ ~ ]};3)111“(X,71“(Y, Z)) + i(l + 154)21F(Y, ClF(X, 7)),

(2.103)

20%1:]@1—/1‘24-193%—]64, 1232:kl—kz—k’s—]%%3:k1+k2—k3—k4+k35,
by =k + ko — ks — ky — ks, ks = ks — ka.

Propozicija 2.4. VaZe naredne jednacine

(VAT) (Y. 2) = (VAT) (Y. 2) ~ 5T(X.T(Y. 2))
(2.104)

+ %%(Y,%(X, Z)) — %%(27%(X7 Y)),
(VAT)(Y.2) = (VxT)(Y. 2) ~ T(X,T(Y, 2))
) o (2.105)
- ST T(X, 2)) + 5T (2,T(X,Y))

Dokaz. DokazZimo tacnost jednacine (2.104). VaZe naredne jednakosti.

%X{%(Y, Z)} = (%X%) Y, 2) - %(%XY, Z) - %(Y, VxZ),
%X{%(Y, Z)} = (%X%) v, 2) - %(%XY, Z) — 11“(Y, éxz).
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1
Na osnovu ta dva prikaza, linearnosti tenzora torzije 7'(X,Y) i razlike

1 0 11

VxY — VxY = §T(X ,Y'), kompletira se dokaz da je zadovoljena jednacina

2.104).

Na isti nacin, na osnovu jednakosti

0 2 0o 2 2 0 2 0
Vx{T(Y.2)} = (VxT)(Y,Z) = T(VxY,Z) = T(Y,VxZ),
2 2 2 2 2 2 2 2
Vx{T(Y,.Z)} = (VxT)(Y,Z) = T(VxY,Z) = T(Y,VxZ),

2 0 11 0 12
VxY = VxY = 2T(X,Y) = VxY + ST(X.Y),

dokazuje se da vazi jednacina (2.103).
[

2.2.3 Tenzori krivine Rimanovog i prostora nesimetri¢ne afine

koneksije

Dokazimo naredna tvrdenja.

0
Propozicija 2.5. Akoje VxY = VY +P(X,Y), P(X,Y) = P(Y, X), naredne

Jjednacine su zadovoljene

(%XT) = (V% T) (Y, Z) + P(X, T(Y Z))
) (2.106)
+T(Y,P(X,Z)) - T(Z, P(X,Y)),
%(X, %YZ) = %(X, Vi Z) + %(X, P, Z)). (2.107)

Dokaz. Jednacina (2.106) vazi na osnovu jednakosti
0 1 10 10
VX{T (Y,2)} — VY {T Y. 2)} = (VxT)(Y.Z) - T(VxY,Z) = T(Y,VxZ)
1 1 1
— (VD) (Y, Z)+ T(V4Y,Z) + T (Y, V% Z),

0
VxY = VLY = P(X,Y).

Jednacina je ekvivalentna uslovu ove propozicije. O
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0 5
Teorema 2.7. Tenzori krivine R(X,Y)Z,..., R(X,Y)Z zadati jednacinama
(2.77H2.82)) i tenzor krivine Rimanovog prostora RI(X,Y)Z zadat jednacinom
(2.71) zadovoljavaju jednacine
0
R(X,)Y)Z =RI(X,Y)Z+P(X,Y, Z), (2.108)

J%(X, Y)Z =R(X,Y)Z +P(X,Y,Z) + %(vgﬁ)(y, 7Z) — %(vﬁ) (X,2)

%P(X T(Y, 7)) - ;P(Y,ilf(X, 2)) + T(X,V42) ~ T(Y, V% 2)
+%%(X,P(Y, 7)) — %%(Y P(X,Z)) —%([X,YLZ)
n i%(X,%(Y, 7)) — }ﬁ(Y,%(X, 7)),

(2.109)

}2%(X, Y)Z =RI(X,Y)Z+P(X,Y,Z) - %(vgﬁ) (Y, Z) + %(Vfﬁ) (X, 2)

_ %p(X,%(Y, 7)) + %P(Y,%(X, Z)) — %(X, V4.2) +%(Y> V% Z)
%%(X, P(Y,Z)) + %%(Y,P(X, 7)) + 1(1X.Y1.2)
n i%(x,%(y, 7)) — i%(Y,%(X, 7)),

(2.110)

J?%(X, Y)Z =RI(X,Y)Z +P(X,Y,Z) + %(vgﬁ)(y, 7Z)+ %(vgﬁ)(x, Z)

— ZlF(X, Vi Z) - %(Y V4 Z) ilr([X Y],Z)+T(P(X,Y),Z)
—~ %%(X, P(Y,Z)) - —T(Y P(X,Z)) + ;P(X,T(Y, 2))

£ SP(VT(X,2)) — JT(XT(Y. 2)) + ;T (V. T (X, 2)
~ST(ZT(XY)),

(2.111)
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R(X,Y)Z = RU(X,Y)Z + P(X,Y, Z) + %(vgj) (V. 2) + 5 (V4T) (X, 2)

- T(X,V42) ~ (Y, V42) - T(IX,Y), Z) + T(P(X.Y), 2)
L P 2)) - S P 2) + p(x. T 2)
+%P(YT X, 7)) —% (X, T(v, 2)) J&%(Y’%(sz))
+%%(z,%’ X,Y)),

(2.112)
5 11 1 11 1
R(X,Y)Z = R/(X,Y)Z +P(X,Y, 2) + {T(X,T(Y, 2)) + (T (Y. T(X, Z)),

(2.113)

gde je

P(X.,Y,Z) = (V&P)(Y,Z) — (V§P)(X,Z)+2P(X,V$Z) = 2P(Y,V%2)
—2P(Z,[X,Y]) + P(X,P(Y,2)) — P(Y,P(X, 2)).
(2.114)

Dokaz. Dokazacemo jednacine (2.108] [2.109). Ostale se dokazuju analogno.
0
Na osnovu jednakosti VxY = V%Y + P(X,Y), P(X,Y) = P(Y, X), nakon

jednostavnog izracunavanja, dobija se da vazi
0 0
VxVyZ =V5%V3. 7 + P(X, \UAEE P(Y, vg(z)
— P(Z,V%Y) + P(X,P(Y, 2)),

V[X v1Z = Vi Z + P(X,Y],Z).
Na osnovu tih jednakosti i jednacina (2.71] 2.77)), sledi da je
VVyZ = VyVxZ = Vixy Z = VEV9LZ — VIV Z
— VikyZ +P(X,Y, Z),

gdeje P(X,Y, Z) zadato jednaCinom (2.114). Na taj nacin, dokazana je jednacina

(2.108).
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Nakon zamene jednakosti (2.106}[2.107] [2.108) u jednacinu (2.94), kompletira

se dokaz ove teoreme. ]

2.2.3.1 Tenzori krivine i semi-simetri¢na koneksija

1
U slucaju semisimetri¢ne afine koneksije, tenzor torzije 7'(X, Y") zapisan je u

formi (2.83). VaZe naredne propozicije.

0 1
Propozicija 2.6. U slucaju afine koneksije V i tenzora torzije T(X,Y), pros-

tora semisimetricne afine koneksije, zadatog jednacinom ([2.83), vaZe naredne jed-

(VAT (Y. 2) = (Vam)(Y)Z = (Vxm) ()Y +22(Y)VxZ - 2(Z) VY.,
(2.115)
P(X, %(Y, 7)) =P(X,n(Y))P(Z) - P(X,n(Y))P(Z), (2.116)
%(X, P(Y,2)) = n(X)P(Y,Z) — n(P(Y, Z)) X, (2.117)
Z}”(X, %Yz) = W(X)%yz — w(%yz)x, (2.118)
ZlF([X,Y],Z) =7([X,Y))Z - n(2)[X,Y], (2.119)
T(X,T(Y.2)) = n(X)n(Y)Z — 7(X)n(2)Y — 2(V)n(Z)X + (Z)n(Y)X,
(2.120)
gde je m(X) = 7 (7 (X)). O

1
Propozicija 2.7. U slucaju afine koneksije V9 i tenzora torzije T(X,Y), pros-

tora semisimetricne afine koneksije, zadatog jednacinom [2.83), vaZe naredne jed-

(%Xn)(Y) = (V4m)(Y) +7(P(X,Y)) — P(X,=(Y)), (2.121)

(vgﬁ) Y, Z) = (V5m)(Y)Z — (V%) (2)Y + 27(Y)VEZ — 2r(Z)VSY,
(2.122)

71’(X, Vi Z) =n(X)VyZ —n(ViZ). (2.123)
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Nakon zamene jednakosti (2.1T5H2.123)) u jednacine (2.9412.98)), upotpunjuje
se dokaz sledece teoreme.

Teorema 2.8. Neka je V, VxY = % xY + %(X ,Y') semisimetricna afina konek-
sija, gde je %(X ,Y') tenzor torzije tipa (1,2), i neka je % afina koneksija koja
odgovara simetricnom metrickom tenzoru g. Akoje T(X,Y) = m(X)Y —7(Y)X
tenzor torzije afine koneksije V, tada su tenzori krivine ]%(X, Y)Z,... ,;}E(X, Y)Z

zadati jednacinama (2.78H2.82)) prikazani na sledeci nacin

1 0

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + 7(Z)|X,Y]

+ g(q(X)%yZ - W(Y)%XZ) —n([X,Y])Z

3 a®y2) - L) (12) + 1) - 2 e(2) X

+ {7 (VaZ) - £ [n(X) (7(2) + 1(2)) - (Om(2)]}Y,
(2.124)

RX,Y)Z = R(X,Y)Z — n(Z)[X,Y]

_ ;(W(X)%YZ - W(Y)%XZ) +n([X,Y])Z

+ §{w<%yz> + % [7(V)(7*(2) + 7(2)) — P*(Y)=(Z)] } X

-3 r(®2) + L) () #12) — 02
(2.125)

RX,Y)Z = R(X,Y)Z — 2x(2)VxY +27(Z)[X, Y]

—|—%{(%X7T) (Y)+ (%Yﬂ') (X) — 27 ([X,Y])
— P (X)m(Y) + 7 (V)r(X)} Z
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2 , (2.126)

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z — 22(Z)VxY + 21(2)[X, Y]

AL {(Vxm) ) + (Fym) (X) = 20((X, V)
+(X)r(Y) - (YV)r(X)} Z

—{(Vym)(2) — 20(Vy 2) (2.127)
- % [7(2)(P(¥V) + (V) = 7 (Z)x (V)] } X
{( XW) — 27T(VXZ)
+ % [7(2) (7*(X) + (X)) — 7*(2)m(X)]}Y,
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + %W(X)W(Y)Z

(Z)+n(2))]X (2.128)

za T (X) = 7(7(X)). O

0
Kako je VxY = V%Y + P(X,Y), gde je P(X,Y) tenzor tipa (1,2) i kako

0
vazi jednakost R(X,Y)Z = RY(X,Y)Z + P(X,Y,Z) gde je P(X,Y, Z) tenzor

zadat jednacinom (2.114), vaZi naredna teorema.

1
Teorema 2.9. Neka je V, VxY = V%Y + P(X,Y) + T(X,Y) semisimetricna
1

afina koneksija, gde je P(X,Y) simetri¢ni tenzor i T(X,Y') tenzor torzije, oba
tipa (1,2), i neka je V9 Rimanova afina koneksija koja odgovara simetri¢nom
metrickom tenzoru g. Ako je T(X,Y) = n(X)Y — n(Y)X tenzor torzije afine
koneksije V, tada su tenzori krivine JI%(X Y)Z,. .. ;%(X .Y')Z zadati jednac¢inama
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zapisani kao
R(X,Y)Z = RI(X,Y)Z + P(X,Y, Z) + n(Z)[X.Y] —7(X,Y))Z
——{w(vg Z) +7(P(Y,Z))
[ *YV)m(2) = w(Y)(7*(2) + 7(2))] } X
+= {w(vg Z)+7(P(X,Z))
+ = [P(X)7(Z) — 7(X)(7*(2) +7(2))] }Y
+g[7r( )(V$2Z + P(Y, 2)) = 7(Y)(V4Z + P(X, 2))).
12%()(, Y)Z =R(X,Y)Z+PX,Y,Z) - n(Z)[X,Y]+=([X,Y])Z

(2.129)

+2{n(V2) + 7 (P(Y, 2)

_ é[WQ(Y)w(Z) —7(Y)(7*(2) + 7(2))] } X

— < [PX)m(2) - 7 (0 (x%(2) + 7(2))] }Y

_ g [7(X)(V4Z + PV, 2)) = (V) (V4 Z + P(X, 2)) .
(2.130)

R(X Y)Z =R(X,Y)Z+P(X,Y,Z)

2 )(V9X+PXY)+27T )X, Y]

(Z
+1 { (Vo) (V) + (Vi) (X) — 27 (X, Y]) + 27 (P(X,Y))

+P(X, W(Y)) + P(Y, 7(X)) = 2(X)m(Y) + WQ(Y)w(X)}Z

46



GLAVA 2. KOVARIJANTNI IZVODI I RICIJEVI IDENTITETI

S (Wm)(2) - 2 (94.2) = 7(P(Y, 2)) + P(¥,7(X)

_ %[W(z) (2(Y) = 37(Y)) = xX(Z2)m(¥)] } X .
5 (V4m)(2) — 2m(V42) — m(P(X, 2) + P(X =(2))

451 () = 3r(X))n(2) — 7 Y.

RX,Y)Z = RY(X,Y)Z + P(X,Y. Z)
—2m(2)(V$X + P(X,Y)) +2n(2)[X,Y]

o (VA1) + (Fm) (%) — 20 (X, V]) + 27 (P(X, V)

+ P(X,7(Y)) + P(Y,7(X)) + 2(X)m(Y) — 7r2(Y)7r(X)}Z
—%{ (Vi) (2) = 2n(V$2Z) —n(P(Y,Z)) + P(Y, (X))
D)) + 7)) - 22 2)e(v)] fx
5 { (V4m)(2) = 2n(V42) — m(P(X. 2)) + P(X.7(2)

2
300 + 7 (X)7(2) (2] J,
(2.132)
R(X,Y)Z = RY(X,Y)Z + P(X,Y. Z) + %W(X)W(Y)Z
— T )R(2) = 7(V) (7(2) + w(2) }X (2.133)
— HPOm(2) — 1(X) (7(2) + w(2)},
gde je 7*(X) = n(7(X)) i tenzor P(X,Y, Z) zadat jednacinom (2.114). O

2.2.3.2 Jos jedan prikaz linearno nezavisnih tenzora krivine

Neka je Tr{X — w(X)} = m. Kako je Tr{U — [U,X]} = Tr{U —
0 0 0
(X,U] = 0,1 VxY — VyX = [X,Y], vazZice jednakosti T?"{U — VUX} =
0 0
Tr{U — VxU} = VX.
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Dokazimo naredne teoreme.

Teorema 2.10. Neka je V, VxY = % XY—l—%(X ,Y') semisimetri¢na afina konek-
sija, gde je tenzor torzije % (X,Y) tipa (1,2), i neka je % afina koneksija koja
odgovara simetricnom metrickom tenzoru g. Akoje T(X,Y) =nm(X)Y —7(Y)X
tenzor torzije afine koneksije V, tada se tenzori krivine jl%(X, Y)Z,... ,;%(X, Y)Z

zadati jednacinama (2.78H2.82) predstavljaju kao

1

1 1 1
R(X,Y)Z = 5= (Ric(Y, Z)X = Ric(X, Z)Y)
0 0 0
— R(X,Y)Z — ﬁ(Hic(Y, 2)X - Rie(X, 2)Y)

+7(2)X, Y] -n(X,Y])Z + g(ﬂ'(X)%yZ - W(Y)%XZ)

"y Z - n(YIVZ)X — (xVxZ — W(X)%Z)Y),

ﬁ((

(2.134)
2

R(X,Y)Z - ﬁ (Rie(Y, Z)X — Rie(X, Z)Y)
~ R(X,Y)Z - ﬁ (Rie(Y, Z)X — Rie(X, Z)Y)
—m(2)X,Y]+7([X,Y])Z - g(ﬂ(X)%yZ — W(Y)%Xz)

+ ﬁ ((w%yz _r(Y)VZ)X — (aVxZ W(X)%Z)Y),
(2.135)

]?%(X, Y)Z + 1 (1312(}/, Z)— (N — 1)1?%¢C(Y, Z)X

+ Nzl_ 1(?2()(, Z)— (N — 1)13%¢C(X, Z))Y

= ?z(X, Y)Z + N21_ : (?z(Y, Z) — (N — 1)19%@'0(1/, Z))X

+ ﬁ(?{(}(, Z)— (N — 1)?{@(){, Z))Y — QW(Z)%XY

0 N — 0
+27(2)[X, Y] + N#H <27TVyX _? lw(vxy))z
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—%{3(}/, Z) — zn(%yz)
- %[Wm (R(Y) — 3n(Y)) — 2X(Z)r(Y)] } X (2.136)
—%{3(}(, 7) — 21 (Vx 2)

) 00— 3n(x)) - (2RO,

2
}4%(X, Y)Z + ﬁ(f‘a(x Z) — (N — 1)24%@(1/, Z)X
+ Nzl_ : (f%(X, Z)— (N — 1)?—‘2@(){, Z))Y
= ]OQ(X, Y)Z + Nzl_ : (Z%’(Y, Z)— (N — 1)10%2'(;(5/, 2)X
- ﬁ(f{(x, Z) — (N — 1)10%¢C(X, Z))Y — ZW(Z)%XY
0 N — 0
on(Z)[X, Y] + Ni - (27rva 3 17r(vxy)>z
-2 gv__i) (R (X)m(Y) — 2 (V)r(X)) Z

2
—%{é(X, Z) — 2%(%)(2)
+ 2 [r(2) (720) = Tx(X) — (2] Y,

(2.137)

5 1 5 5
R(X,Y)Z — ol (Ric(Y,Z)X + Ric(X,Z)Y)

0 1 0 0
=R(X,Y)Z — ol (Ric(Y,Z)X + Ric(X,Z)Y)  (2.138)

1
2(N + 1)

m(Z)(r(Y)X + w(X)Y),
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gde je
MX,Y) = %(QW%YX + (N + 1) ([X,Y]))
~ Niﬂ(zﬂm%x CAlXY] 3N — Da(X)n(Y))  (2.139)
+ﬁfﬂ<><> <><»

&(X,Y) = &(X,Y) ( yr(Y)

-1 (2.140)
— (2N - x<><> mm»
Dokaz. Nakon kontrahovanja jednacine (2.124) po X, dobija se
s [F)(#(2) + 7(2)) - 7(¥)(2)]
2 1 0
— 3N D) (RZC(Y, Z) — Ric(Y, Z)) (2.141)
b (Y Z - w(V)VZ) - (V5 2)

Nakon zamene prikaza (2.141)) u jednacinu (2.124)) dobija se da vazi jednacina
Jednacine (2.135] [2.138), dobijaju se na isti nacin.

Nakon kontrahovanja jednacine (2.126) po X i Z, sledi da je

(LN (%Xw)(y) + %(%m) (X) = }?%z'c(X, Y) - ?%z'c(X, Y)+ 27r(y)%X

2
3(N —1)

7(X)m(Y) — 7[X, Y]

N1 (%Xw) (V) + %(%m) (X) = 1?%()(, Y) — I%(X, Y) + QW%yX

— 27r(%XY) + (N + Dr([X,Y])

\ + L @ (0m(y) - 22V ().
(2.142)
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0 0
Resenja sistema (2.142) po (Vxm)(Y) i (Vy7)(X) su

(%Xw) (Y) = &(X,Y) + Nf_ : (13%()(, Y)— (N — 1)}332'0()(, Y))
2 0 0
— ——(R(X,Y) = (N = 1)Ric(X,Y)),
. A i . , 3) (2.143)
(Vym)(X) =B(X,Y) + oo 1R(X, Y)+ N 1ch(x, Y)
_ szi ROV + Ni Rie(X,V),
gde je
E(X, Y) = Ni‘]i 171'%1/)( - 2(]?[]2\]—__11%(%)(1/) + 5 17r([X, Y])
2 0 3(N —1)
+ N—H(zw(y)vx —7[X,Y]) + N—HW(X)FO/)
+ Nf—]il(ﬂ(x)w(y) — 1 (Y)7r(X)).

Nakon uvodenja resenja (2.143)) u jednacinu (2.126), potvrduje se tacnost jed-

nacine (2.136).
Da se dokaze jednacina (2.137)), potrebno je razmotriti razlike

fz(X, Y)Z — fz(X, Y)Z = Cll“(Z, 71“(X, Y))

=1(X)m(2)Y —7(Y)n(2)X — 7*(X)n(Y)Z + 2 (V)7 (X)Z,
(2.144)

4

R(X,Y) - R(X,Y)=—N(m*(X)n(Y) — 7*(Y)n (X)), (2.145)

w

Ric(X,Y) — Rie(X,Y) = —(N — Dr(X)n(Y) + 72(X)r(Y) — 2(Y)r(X).
(2.146)

Nakon uvodenja jednaCina (2.144] 2.145 2.146)) u (2.136)), sledi tatnost jed-
nacine (2.137). O

1
Teorema 2.11. Neka je V, VxY = V5Y + P(X,Y) 4+ T(X,Y) semisimetricna

1
afina koneksija, gde je T'(X,Y') tenzor torzije tipa (1, 2), i neka je V9 afina konek-
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sija koja odgovara metrickom tenzoru g. Ako je T(X,Y) = n(X)Y — n(Y)X
1 5
tenzor torzije afine koneksije V, tada se tenzori krivine R(X,Y)Z,...,R(X,Y)Z

zadati jednacinama (2.78H2.82)) zapisuju u oblicima

1

1 1 1
R(X.Y)Z — 57— (Rie(Y. Z)X — Ric(X, 2)Y)

— RI(X,Y)Z — ﬁ(mcg(x 2)X — Ri"(X, Z)Y)
3

+ 5 (T(X)V4Z —n(Y)V% Z)
- ﬁ((w@z =TV X — (xV4Z — n(X)VZ)Y )
+P(X.Y.Z) +7(Z)X.Y] - n (X, Y))Z

3

+ 5 (r(X)P(Y, 2) = n(Y)P(X, 2))

- L(P(Y, Z)X —P(X,2)Y)

N—1
_ ﬁ(ﬂa(x Z) - =(Y)P(2)) X
N ﬁ(ﬂ?(x, 7) = n(X)P(2))Y,

(2.147)

2 1 2 2
R(X.Y)Z — 57— (Rie(Y. 2)X — Rie(X, 2)Y)
1
= RI(X,Y)Z — = (Ric"(Y. 2)X — Ric*(X, Z)Y))
3

- 5(w(X)vg,Z —n(Y)V%Z)

n ((wgyz —1(V)VIZ)X — (nV%Z — 7T(X)V”"Z)Y)

3
2(N —1)
+P(X,Y,Z) - n(2)[ X, Y]+ 7([X.Y])Z
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;@mwm@—ﬂWHX@)
1

_ m(73(3/, Z2)X —P(X,2)Y)

3 (2.148)

+ 2N 1) (P(Y,2) —n(Y)P(Z))X
- s g (TP.2) — =) P)Y
_axyw+xgjﬂﬁxzy4N—nimxzﬁx

+N?_1Uaxgn—(N—1ﬂm¢x2»Y

:R%XJQZ+JWL_JR%KZ)—UV—UR%%KZ»X

Ao (RY(X,Z)— (N = 1)Ric(X,2))Y —2m(Z)VLY

N —
+Aﬁ+1@wvax—3 ~ EWV§YDZ

+P(X,Y, Z) + 27(Z)([X, Y] = P(X,Y))
+7(P(Y, 2))X +7(P(X, Z))Y

3N — 1
_ mﬂ'(P(X, Y))Z+

{(Q(Y, Z)— (N -1)P(Y,2))X

2
P(X.Y)Z
N+17T(’)

_|_

N -1
+(Q(Y, Z) — (N = )P(Y, Z))Y}

N -2
2(N — 1)

(7*(X)(Y) = 7*(Y)n(X)) Z

_%{39(1/, Z) - 21(VL.Z)
1

— 5 [M(2)(F(Y) = 37(Y)) = 7(2)m(Y)] } X

5 {8(X,2) — 2n(v4.2)
1

+ 3 [W(Z) (7T2(X> — 37T(X)) — Wz(Z)W(Xﬂ }Y’

(2.149)
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f%(X, Y)Z + e (f%(Y, Z)— (N — 1)j4%z‘c(Y, Z))X
+ Ngl_ : (fz(X, Z)— (N — 1);?2'0()(, 2))Y
= RY(X,Y)Z + FTE (RU(Y,Z) — (N = 1)Ric*(Y, Z)) X
+ ﬁ(Rg(X, Z)— (N —=1)Ric/(X, Z))Y — 2r(Z)V%Y
1 g 3N -1,
+ NH(zvaX— T (V4Y))Z

+P(X,Y,Z)+27(2)([X,Y] - P(X,Y))
+7(P(Y,2))X +n(P(X,2))Y

3N — 1 2
_ 2N T (PX.Y)Z P(X.Y)Z
N(N+1)7T( (X,Y)) ty TP Y)

(Q(Y,2)— (N-1)P(Y,Z))X

TN 1

(Q(Y,Z) — (N = 1)P(Y, Z))Y

(2.150)

5 5 5
RIX.Y)Z — - (Rie(Y. 2)X + Rie(X, 2)Y)
N1
~ RIX,Y)Z — —(Ri(Y, 2)X + Ric*(X, Z)Y)
N +1 2.151)

+PX,Y, Z) - NLH (P(Y.2)X + P(X, 2)Y)
1

2N T 1)7T(Z) (7(Y)X + 7(X)Y),

gde je
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P(X,Y) = P(Y,X),P(X) = Tr{U — P(U,X)}, (2.152)
P(X,Y) =Tr{U = P(U,X,Y)},Q(X,Y) = Tr{U = P(X,Y,U)},
(2.153)
89X, Y) = AT (27TV‘§]/X +27P(X,Y) + (N + 1) ([X, Y])>
2 g
— g (27(Y)VOX + 27(Y) P(X) = 7X, Y]+ 3(N = Dn(X)m(Y))
S (P (X)R(Y) — 2 (Y)r(X),
(2.154)

aI(X,Y) = &Y(X,Y)
+ % (UV — 1)*r(X)m(Y) — (2N = 1) (7*(X)7(Y) — W(Y)W(X))>,
(2.155)

Dokaz. Ova teorema je direktna posledica prethodne teoreme, u slucaju kada je

0
R(X,Y)Z = RY(X,Y)Z + P(X,Y)Z. 0
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INVARIJANTE

3.1 Invarijante geometrijskih preslikavanja

U ovom delu disertacije, bie razmotren opsti oblik invarijanti preslikavanja
prostora nesimetri¢ne afine koneksije. Specijalan slucaj tog razmatranja bice in-
varijante preslikavanja prostora simetri¢ne afine koneksije. Kao metodoloska os-

nova, koristice se rezultati prikazani u [[142].

3.1.1 Osnovne invarijante preslikavanja

Na pocetku treba odrediti invarijante preslikavanja f : GAy — GA y koje ko-
eficijente afine koneksije Lé « pridruZenog prostora A y transformise u koeficijente

afine koneksije f;'- . pridruZenog prostora Ay po zakonu

Ly, = Ly + Wy — Wiy, (3.1)

gde su w’, i W}, geometrijski objekti tipa (1,2) simetri¢ni po indeksima j i .

PridruZene invarijante Tomasovog i Vejlovog tipa preslikavanja f su [[142]

i T i
A 7 _ i i i a i a i
jmn — ijn - wjm\n + wjn|m + wjmwan - wjnwam‘ (33)
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Bide ispitano koliko pridruzenih invarijanti Tomasovog i Vejlovog tipa (inva—
rijante oblika ) preslikavanja f postoji. Kao posledica tog istrazivanja,
bice odredene invarijante preslikavanja prostora simetricne afine koneksije

Stavise, kori§¢enjem jednakosti L, — L%, = @i, — wi i LY, — Li, =74, —

- - \% \%
Ths gde su T, Ty, Th = =T, T = —T},; odgovarajuci geometrijski objekti,
dobice se invarijante preslikavanja f na osnovu zakona transformacije L;k, =
Ly Ly EN Z;mun, i L5 Ly L;me;n Na osnovu tih invarijanti, bice

generahsane invarlj ante Vejlovog tipa preshkavanja f

Biée razmotreno preslikavanje f : GAy — GAy &iji je tenzor deformacije
;k = ;0 + 1/%5;" +E§'k - ;k‘ S 7 ‘I’k(s; +E§‘k - ;‘kv (3.4)

gde su zp] i W; 1-forme i d), djk, Di,., Di, tenzori tipa (1,2) takvi da je di), = dj ;,

i ’L 7 i i

3.1.2 PridruZene invarijante

Najpre treba dokazati da vazi naredna lema.
Lema 3.1. Neka je geometrijski objekat
% z 1 ) 7 P

j ]mn

invarijanta preslikavanja f : GAy — GAy. Tada su geometrijski objekti

T i i 1
Wi = B+ L + N% (Rimn) = Yimal = Zétn) + 61 Yo, (3.6)
: % % % N 1 7
W] ijn + Z]mn + N + léjR[mn] + N2 _ 1 [ijn] + ﬁa[mRn]j
+ 5;X[m"] B N — 15;n (X[]n] Z]ana) + m&l (X[jm] - Zjama)a
3.7)

invarijante preslikavanja f.
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Neka je geometrijski objekat

(2) _ % 7 ) ) 1 )
W& = R+ Ly + N 0 Bt + 5o O R + 5 O P
—i—(S;X[mn} —f-(;fm n]
(3.8)

invarijanta preslikavanja f : GAy — GAy. Tada su geometrijski objekti

117(2) % 7 % 7 1 7
Wi = R+ Zjyn = 570 R + 570 Bt + 5z Ol
- N(S; (Yv[mn] + ngn) + 5[m gn>
(3.9)
z( % 7 % 7 1
ijn R + ijn N 1(5JR[mn e 5 o in) + NT 5[mR
+ (S;X[mn] - N — 16%(‘)([]”] o Z]qnoz) + N 5Z ( ZjamOé)
(3.10)
invarijante preslikavanja f.
Dokaz. Vazi jednakost 0 = WEPWZL — Wj(;);f ) 1.
% % 1 i (D
0= R]mn ijn + N—éj (R[mn] - R[m”])
+ 0 (X g = X)) + 62 (Vi = Vi) = 64 (Vi = Yim) + Zh — Zlams
(3.11)
gde su R]mn, Ry Xij, Zij, 7§mn slike geometrijskih objekata ijn, Rij, Xij,

Y, 2t imn POd dejstvom preslikavanja f.
Nakon kontrahovanja jednacine (3.11)) po i i j, kao i po ¢ i n, dobija se da je
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1
X i) — Xpig (Rpij) — Ruij))
]1\[(N 1) 1 (3.12)
- N(Y[mn} - Y‘[mn]) o N(ngn - ngn)7
_ N 1 -
Yij =Yy = 35— (B — Rij) + 55— (Rii — Rii)
1 B 1 B (3.13)
= 1 Kl = X)) + 57— (Ziia = Zija)-

Nakon zamene rezultata (3.12],[3.13) u (3.11)), dobija se da vaZe jednakosti

—~
—

Wi Wi s e _

jmn jmn jmn jmn>

gde su Wﬁifl 1 Wﬁ; geometrijski objekti zadati jednacinama 1, .
U slu¢aju Vejlovog projektivnog tenzora W?

imn» VaZi sledeca jednacina

Invarijantu VV]%)TZ preslikavanja f je moguce zapisati u obliku

(2t _ prri i i i
Winn = Winn + 05 Xmn) + 5[ijn] + Zimns (3.15)
gde je W, Vejlov projektivni tenzor.
Nakon kontrahovanja jednakosti 0 = Wﬁ)”i — W](frz;f poiij,kaoipoiin,a
na osnovu jednacine (3.14), sledi da je
B l — 7o 1 «
Xiig) = Xjig) = =~ (Vi + Zaig) + + Yy + Zayy), (3.16)
N N
N 1 5% o 1 «
YVij =Yy = =57 (X = Z85a) + 57— (Kt — Zija)- G.17)

Nakon zamene rezultata (3.16} [3.17) u jednakost W@)‘i — W(z)‘i = 0, dobija

jmn jmn

se da vaZe jednakosti

W(Q).z’ W W(z).i _ ’W‘“(Q).i

jmn jmn jmn gmn?
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¢ime je dokaz ove leme zavrsen. [

Geometrijski objekti w S i W S "suprvai druga pridruZena izvedena invar-
(2).4 .

ijjanta preslikavanja f na osnovu invarijante wb ‘. Geometrijski objekti wt jmn 1

jmn*
Wg,gm su prva i druga pridruZena izvedena invarijanta preslikavanja f na osnovu

invarijante W](m)n

Primedba 3.1. Na osnovu jednacina (3.16}[3.17)), zakljucuje se da su geometrijski
objekti

i 1
), Agf.):}éﬁm(Xu Z3,), (3.18)

aij

) 1 o
Ay = Xy + 5 (Vi + 2
invarijante preslikavanja f : GAy — GAy.
Nakon simetrizacije jednacine (3.4) po j i k, zakljuCuje se da vazi jednacina
Ly, = Ly + ¥0) + ud + djy, — . (3.19)
Nakon kontrahovanja te jednacine po 7 i k, dobija se da je

1 —a = 1
N O o L W
Y N+ 1( jo = o) N+1
Zamenom jednakosti (3.20) u jednacinu (3.19), dobija se da je

(LS, — d3,). (3.20)

—. ) 1 o — 1 R — —.
L), =L +—5?(La —dp ) + 0Ly, —d2,) + d
jk ka 7 ka ka 7k
= N+ Nl | 3.21)
T 15; (Lo — di) — N——H(s’i (Lza —d3,) —diy.
Poredenjem jednacina (3.1)) i (3.21)), dolazi se do zakljucka da je
Wiy, = N 16k(L°‘ —dj) + — 15;1(% —dpy) + iy (3.22)

Na osnovu jednacina (3.2} 3.3] [3.22), sledi da su osnovne pridruZene invari-
jante Tomasovog i Vejlovog tipa preslikavanja f
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Tie = L = 0 (Eja — d5) = N—H(S;(Lg—“ —dp,) — diy, (3.23)
’l 7 1
ijn = R]mn + N—_H(Sj (R[mn}
+ d([);nam]) - djm\n + dln|m + d;xmd;n - d?ndzam
1 o B &) (03
NIl ; 15m( faln = G + (Las daﬁ)djn> (3.24)
i B o
+ —5 (Lo = g+ (L2 = d) )
0 = 45 (05 (5 = d0) = 6Ly — ) ).
(N + 1) ( ) ( ) n( mﬂ)
Osnovna invarijanta W]mn je oblika
W;mn = R;mn N 6 Rimn) + 5 - X(mn] + L A Z;mn, (3.25)
gde je
Xij = diyjs (3.26)
1 o a(rB _ 1B
Y = =g Ll — iy + 455 (Lag — dag))
1 5 5 (3.27)
- W(ina — diy,)(Ljg — djg),
Z]’mn = d]m‘n + d’n|m + dj‘mdfm — djo‘nd;m (3.28)

Oblik ove invarijante se poklapa sa oblikom invarijante V[/J(m)n zadate jednaci-

. Na osnovu jednacina (]317}, @) i jednakosti Lg, , — L5, ; = — Ry,
sledi da je

Yv[m”] = N;H(R[mn} + d[O;na\n]) 1 ngn - da + d (329)

am|n an|m®

Prva i druga izvedena invarijanta, dobijena na osnovu osnovne invarijante

61
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Wi =i oy

jmn jmn>?

Wit = R = Linia) + Anlny + Ni 05 (Rin] + o)
— N;H( im LSain) = OnBapn) T Fmdny (Lag — dig) (3.30)
~ T e — ) Ol ~ S
’ﬁmn =R+ N;H(SJ(R[’”"] + dfapn) T % PR + N21 81 R
g+ A+ Doy — Aol 4 60— 810 d s 6 dSd
N2

T Jo 1 T Jo
~ 32 =10 T 2 =7 Om ol

(3.31)

Vazi naredna teorema.

Teorema 3.1. Neka je f : GAy — GAy preslikavanje koje transformise si-
metricne delove L; koeficijenata afine koneksije prostora GA N po zakonu lb

Geometrijski objekti W%m i Wﬁmn su pridruZene izvedene invarijante Vejlovog

tipa preslikavanja f. [

Nakon kontrahovanja jednacine

Py = 0j(tx — t) = 0, (; — 1;) + Dy — Dj (3.32)

po ¢ i k, dobija se da je

1
N1V el TN

(L;?El - D5,). (3.33)
Nakon zamene prikaza (3.33)) u jednacinu (3.32)), dobija se

7i, = Di, — 1[(Lga Dy — (L5, - DG (334

N —

Odatle sledi da je osnovna antisimetri¢na invarijanta Tomasovog tipa preslika-
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vanja f

i -t 7 1 a o ) o o )
= L = D+ 57— | (L — D)3 — (L5, =~ D)3 (339)

N —

Zarad dobijanja antisimetri¢nih invarijanti Vejlovog tipa preslikavanja f Ve-

jlovog tipa, bice kori¥¢ene invarijante dobijene na osnovu razlika 0 = 7, T4, —

70T, 10 = T il — 72;m|n Prva od tih invarijanti je
o =TTt = L Ll + 8 (336)
gde je
N . 1 . .
) _ [e% 7 ) ﬁ /3 (07 5 5 7
i o o i i ey ey o B8 B8 i
- LavnDjm + Dijom - m [Djm (anoz - Dna) o Djm<LaVB - Daﬁ)an]
1 a 7 a a 7
+(N _ 1>2 [(Lmvoz - Drﬁnﬁ) (Lgvﬁ - DS,B)&] - (L’rr\z/oz - Dma) (L]BVB o Dfﬂ)én
— (Lo = D) (g = Dyig) 01— (L = Do) (Lyyg = Dis) 0,
(3.37)
VaZe jednakosti
chnlln o ;‘C"bln - _@Ep)dmn + @Ep)d'mn’ (3.38)
g.
Np).jmn = T(p).jmn:
zap=1,...,8,
Np) jmn = L}Vm\n + Olp) jmns (3.39)
gde je
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@Z('l).jmn = ]m\n - Ll (La O:n) + L;);n(Lloz\W ) + La (Ll ioz)
(3.40)
622).jmn - jm\n - LZ ( L, 7;%) + L;in(Llacn - Tézm) + d%n(‘[/;c:v - T;a)
1 ) . 1 , )
LY — 4o Ll'—~l La—aLZ-—?
(3.41)
7&3).jmn = ]m\n - LZ (L;Xz/n T ) + LOc (Ll :a) + d;xn(fo@n - T(im)
1 . 1 . ,
(L8, — do (L (L, — o) (L, — 7
+ N+1( jo ja)( ncn )+ N+1( na)( gm T]m)7
(3.42)
6)Z('4).jmn = T]m\n - L’L ( L5 7;(7171) + d]an<L?)z\7/n - Tém) + drarm(L;a - T;a)
1 . 1 .
(L8, — ) (I 7 L — ) (L — 7
+N—|—1< jo ja)( n@n )+N—|—1( ma)( jTL)
Lo — o LZ 7
bt (= )y~ ),
(3.43)
@Z('S).jmn = ]m\n + La (Lla\zn - T ) + La (LZ ) dl (L?zn - quﬂ'b)
(L — ) (LS — ) =~ (L — d) (L — 74)
N+1 n af ]\T/n jm N—f-]_ no ]\T/n jm/»
(3.44)
626).jmn = ]m\n + La (Lza\;n - 7Zm) + da (LZ ) dl (L]O}/n - Tj(':;n)
(e, dn ) (L — T — B (L2 — P ) (L% — 7%)
N1 mae ma n Jn N+1™ aff af Jm Jjm/s
(3.45)
®Z(‘7).jmn = ]m\n + La ( Z 7?0() + dq (LZ ) dz (L;Xm - Tjoqtn)
1
— (L%, —do (L, — T ) — ———§! PO, — T8
(L 5Lk~ T (L — ) (5, — ),
(3.46)
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@%8).jmn = Jmln + da ( Z@n - T(im) + da (LZ ) dl (L?\Cn B TJQ;R)
1 , , 1 .
La . da Li LY — 4% Lz i
b (L~ 5By o)+ o (U — ) (L — 7
1 , 1 .
B B i i/78 B a a
+— N1 (L —dg) (LY = 7)) — N—%—lén(L% - daﬁ)(Lj\T/n = Tim)»

(3.47)

i odgovarajuce @ép)' imn 1 Tj), Zadati jednaginom (3.34).

Ako je W;mn pridruZena invarijanta Vejlovog tipa preslikavanja f : GAy —
GA v, tada vazi jednakost

W;mn + unépl).jmn + ulnépQ).jnm + v(;mn + Ul(;'nm + wginnj
:W;mn + uﬁzpl).jmn + ulﬁfz 2).jnm + UC]mn +v C]nm + ownj

Na osnovu te jednakosti sledi da je

Tl

Wty @2) jmn = Wp1).02)

Jmn .gmn>

gde je

W(Zpll(pz)-jmn - W}mn + u( ;'Cnln + @Epl)d'mn) +u'(L; JNIm + @ Jnm)

+v (L;lmLixn + Q;mn) +wv (L;lanxm + Q;nm) + w(L%n a] + 9:7171])
(3.48)

UsluCajudaje W!: = Ri + cé}R[mn] + Vjynn» 2de je ¢ realna konstanta, i v

jmn Jmn ]mn

geometrijski objekat tipa (1, 3), invarijanta W(pl).( se transformise u

p?).jmn

Wity ) 3mn = Ko + €85 (Kpmn) = 2uLihy = ' Loy = 20L5, Liys)

(p1).(p2).jmn jmn mn|a mn aﬂ
+tv jmn + U@ (pt).jmn + ulgl(pQ).jnm +v ejmn +tv eznm + we:nn]
(3.49)

Invarijante W(ipl).(pz). mn 2adate jedna¢inom |D ili ekvivalentno jednac¢inom
(3.49), su izvedene invarijante preslikavanja f.
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Vazi naredna teorema.

Teorema 3.2. Neka je f : GAy — GAy preslikavanje prostora nesimetricne
afine koneksije GA . Familija geometrijskih objekata W ).jmn zadata jed-
nacinama (3.48 [3.49)) jeste familija izvedenih invarijanti Ve]lovog tipa preslika-
vanja f. [

Posledica 3.1. Ako je f : GAy — GAy ekvitorziono preslikavanje prostora

GA, familija invarijanti W preslikavanja f zadata jednacinom ||

).jmn

se redukuje na

—~

Wépl)‘(p2).jmn W;mn (Lj)mL;Xm - L?nL;m - L%n ]a + @1 jmn)

(3.50)
ol (Lo LS, — Lo L — Lo L + 6,

am j?’L Jjm™~an mn ]a jnm)’

odnosno ekvivalentno, na

= K + 0% (K — 2uLy

i
(p1).(p?).gmn jmn mn|a mn aﬁ

W LR o — 2012, LD )

+ Vipn + u@’ ) jmn U @ ). jrms i)

gde su Wi, = R+ Ry + V) 0 @ ).jmn dobijeni na osnovu jednacina

(3.4013.47) u slucaju Tjk = 0, pri Cemu su u, v/, v, V', w odgovarajuci koeficijenti.
[
Primer 3.1. Na osnovu jednacine (2) u radu [7]

Ly = Ly + 005, + 90, + Fjog + Foj, (3.52)

za F-planarno preslikavanje f : Ay — Ay, dobijaju se odgovarajuce invarijante

tog preslikavanja na osnovu jednacine (3.2).

3.2 Skoro geodezijska preslikavanja treceg tipa

Mnogi autori se bave dobijanjem invarijanti preslikavanja medu prostorima

simetri¢ne i nesimetricne afine koneksije. Neki od njih su J. MikeS sa svojom
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istrazivaCkom grupom [6, 8, 9,65,/ 114] N. S. Sinjukov [110]], M. S. Stankovi¢
(100,124,127, [140], M. Lj. Zlatanovi¢ [151,[152], M. Z. Petrovi¢ [98,|100] i

mnogi drugi.
3.2.1 Geodezijske i skoro geodezijske linije i skoro geodezijska

preslikavanja

Kriva ¢ = /(t) u pridruZenom prostoru A y ¢iji tangentni vektor A = o sistem

parcijalnih diferencijalnih jednacina [[65,/110]

dx .
T L;i)\a/\ﬂ = (N, (3.53)

gde je ( skalar, naziva se geodezijska linija prostora A .
Definicija 3.1. [8,/9,65}|110,|114] Kriva 7= ?(t) u pridruZenom prostoru Ay Ciji

= dA
tangentni vektor A\ = T zadovoljava sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina

N =X + N, N = XA, X = Ay, A, (3.54)

gde sua(t), b(t) skalarne funkcije i kovarijantni izvod generisan afinom koneksi-

, naziva se skoro geodezijska linija prostora A y.

Jjom prostora Ay oznacen sa

Preslikavanje f : Ay — Ay je skoro geodezijsko preslikavanje ukoliko svaku
geodezijsku liniju prostora Ay transformiSe u skoro geodezijsku liniju prostora
Ay (vidi [8.9,65,[110,114]).

Sinjukov je dokazao [[110] da postoje tri tipa skoro geodezijskih preslikavanja
prostora A . Ti tipovi, prvi, drugi i treéi, su oznaeni sa 7y, Ta, 3.

Dokazano je [110] da je inverzno preslikavanje skoro geodezijskog preslika-
vanja f : Ay — Ay tipa 73 takode skoro geodezijsko preslikavanje tipa 3. Za
skoro geodezijska preslikavanja treceg tipa Cija su inverzna preslikavanja skoro
geodezijska preslikavanja treceg tipa, kaze se da zadovoljavaju osobinu reciproci-
teta (vidi [[110], str. 191).

M. S. Stankovi¢ [[124126] je uopstio Sinjukovljev koncept skoro geodezijskih

=~ =~ =~ drl
preslikavanja. Kriva ¢ = /(t) ¢iji je tangentni vektor A = 7 reSenje sistema
parcijalnih diferencijalnih jednacina [98},100}/124-127,|140]
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Moy = AON + DN, Ny = Aok Moy = &ngam (3.55)
k € {1,2}, naziva se skoro geodezijska linija k-te vrste prostora GA y.

Preslikavanje f : GAy — GAy koje svaku geodezijsku liniju prostora GA y
transformise u skoro geodezijsku liniju k-te vrste, k = 1, 2, prostora GA y naziva
se skoro geodezijsko preslikavanje k-te vrste prostora GA .

Preslikavanje f : GAy — GAy je ekvitorziono [85] ukoliko su anti-simetri¢ni
delovi L%, i L', koeficijenata afine koneksije L%, i L, L LY, prostora GA y
i GAy jevdnakg U nastavku istrazivanja, fokus ¢e biti na ekvitorzionim skoro
geodezijskim preslikavanjima tipa 73 prve vrste.

Motivisan Sinjukovljevim radom [[110], M. S. Stankovi¢ [[124-126] je odredio
dva tipa skoro geodezijskih linija. Svaki od tri tipa skoro geodezijskih preslika-
vanja da se podeliti na dve vrste. Te vrste skoro geodezijskih preslikavanja su T,
T T = 1,2,3.

Skoro geodezijsko preslikavanje vrste 3, k = 1,2, ima osobinu reciprociteta
ako je njegovo inverzno preslikavanje skoro geodezijsko preslikavanje iste vrste
1 istog tipa. Za razliku od skoro geodezijskih preslikavanja prostora simetricne
afine koneksije, skoro geodezijska preslikavanja treeg tipa prostora GA y nemaju
osobinu reciprociteta u opStem slucaju.

Cilj je odrediti invarijante skoro geodezijskih preslikavanja treeg tipa prostora

GA y koja imaju ili nemaju osobinu reciprociteta.

3.2.2 Dve vrste invarijanti preslikavanja

Invarijante preslikavanja prostora simetri¢ne i1 nesimetri¢ne afine koneksije
su takvi geometrijski objekti Cije se vrednosti 1 oblici ne menjaju pod dejstvom
preslikavanja. Ukoliko skoro geodezijska preslikavanja f : GAy — GAy ili
f : Ay — Ay nemaju osobinu reciprociteta, invarijante tih preslikavanja (ge-
ometrijski objekti ¢ije se vrednosti i oblici oCuvavaju) je nemoguce odrediti. 1z tog
razloga, da bismo dobili invarijante skoro geodezijskih preslikavanja na osnovu

odgovarajuéeg zakona transformacije tenzora krivine, neophodno je pretpostaviti
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da posmatrana preslikavanja imaju osobinu reciprociteta.
U fizici postoje dve vrste invarijantnosti (preuzeto iz knjige B. Musicki,
B. Mili¢, Matematicke osnove teorijske fizike [90], str. 103):

- Invarijanta preslikavanja f je objekat ¢ija se vrednost ne menja, ali ¢iji oblik se

menja pod dejstvom tog preslikavanja.

- Totalna invarijanta preslikavanja f je objekat ¢iji se vrednost i oblik ne menjaju

pod dejstvom tog preslikavanja.

Invarijante geometrijskih preslikavanja koje su dobijene do danas su analogne
totalnim invarijantama u fizici. Da bismo oslabili uslov invarijantnosti u diferen-

cijalnoj geometriji, potrebno je da uvedemo narednu definiciju.
Definicija 3.2. Neka je f : GAy — GAy preslikavanje i neka je Ujl1 Z’
ometrijski objekat tipa (p, q).

- Ukoliko preslikavanje [ ocuvava vrednost geometrijskog objekta U ]11 e "’ ali me-

nja njegov oblik tmnsformzsucz gau Vi tada je invarijantnost geometri-

Ji.. J ’
Jjskog objekta U f * pod dejstvom preslikavanja f vrednosna.

- Ukoliko preslikavanje | ocuvava i vrednost i oblik geometrijskog objekta U ;11 ;p,
tada je invarijantnost geometrijskog objekta U f *? pod dejstvom preslikavanja

f totalna.

Primer 3.2. Invarijanta geodezijskog preslikavanja f : Ay — Ay je Vejlov pro-

Jjektivni tenzor

% % 1 ) N 7 1 %

W]mn = ijn N + 15]R[mn] + N2 _ 5 —N2 1 [mRn]j7 (356)
gde je R[mn} = Rmn - an) [mR]n] = (5 Rjn 5 R]m’ Rn]] = 5%1an -
0 B

Geodezijsko preslikavanje f transformise Vejlov projektivni tenzor W;mn
YA/ % % 1 5)
ijn = ijn N——H(S]R[mn] + N2 — 5[ijn] + N2 — 5[mRn]J (3.57)
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Vazi jednakost W! = W' i oblici tenzora W i W°

jmn jmn jmn jmn

vani pod dejstvom geodezijskog preslikavanja f. Iz tog razloga, invarijantnost

ostaju ocu-

7

geometrijskog objekta W,
Ako je R;; # Rj; iR-j = Eﬂ, kao sto je to bilo slucaj u [|151)], oblik invarijante

., preslikavanja f je totalna.

W  ostaje nepromenjen ali se invarijanta W*,  transformise u

jmn jmn
T i 1 i i
Jednakost W]’mn = W;'»mn vaZi (vrednosti koje dobijaju geometrijski objekti

Winn 8 Wiy, su jednake) ali njihovi oblici se razlikuju. Zbog toga, invarijantnost

geometrijskog objekta W;mn Jje vrednosna.

Invarijante skoro geodezijskih preslikavanja treéeg tipa su objekti izu¢avanja i

za kojima se traga u nastavku.

3.2.3 Prethodni rezultati

Zakoni transformacije koeficijenata afine koneksije pod dejstvima skoro geo-
dezijskih preslikavanja treeg tipa prostora simetri¢ne i nesimetri¢ne afine konek-

sije su

Ly, = Liy + 40, + ¥ud; + 0
(3.59)
Liy = Liy + ¢;60k + Yl + i’ + &y,
gde je 1; 1-forma, ¢' kovarijantni vektor i tenzori oy, i f;k tipa (0,2) i (1,2)
simetri¢ni i antisimetri¢ni po kovarijantnim indeksima j i k, redom.

Da bi uopstio Vejlov projektivni tenzor kao invarijantu skoro geodezijskog
preslikavanja treeg tipa prostora Ay, N. S. Sinjukov je u razmatranje uveo
([110], str. 193) geometrijski objekat g; za koji vazi jednakost ¢, p* = e, e = £1.
Nakon neophodnog ra¢unanja, Sinjukov je uopStio Tomasov projektivni param-
etar 1 Vejlov projektivni tenzor kao invarijante skoro geodezijskog preslikavanja
I

M. S. Stankovié [124] je nastavio Sinjukovljeva istraZivanja o invariajntama

skoro geodezijskih preslikavanja treCeg tipa. Motivisan rezultatima predstavl-
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jenim u [[124], N. O. Vesi¢, Lj. S. Velimirovi¢ i M. S. Stankovi¢ [140] su do-
bili familiju invarijanti ekvitorzionih skoro geodezijskih preslikavanja treceg tipa
prostora nesimetricne afine koneksije. Taj rezultat Ce biti generalizovan u nas-

tavku.

Istorijski, najpre je N. S. Sinyukov [110] generalizovao Vejlov projektivni ten-
zor pronalazeéi analognu invarijantu skoro geodezijskog preslikavanja prostora
A . Nakon toga, M. S. Stankovié¢ [[124] je uopstio Sinjukovljeve rezultate dobi-
janjem generalizacije Vejlovog projektivnog tenzora kao invarijante skoro geodez-
ijskog preslikavanja treeg tipa prostora nesimetrine afine koneksije na osnovu
odgovarajuée  transformacije  tenzora  krivine  pridruzenog  prostora.
N. O. Vesié, Lj. S. Velimirovi¢, M. S. Stankovi¢ [[140]] su dobili familiju invarijanti
ekvitorzionih skoro geodezijskih preslikavanja treeg tipa prostora nesimetricne

afine koneksije, Sto je dalja generalizacija Vejlovog projektivnog tenzora.

U radu [142]], dobijene su dve invarijante preslikavanja prostora simetri¢ne
afine koneksije koje su analogne Vejlovom projektivnom tenzoru po uzroku svog
postojanja. Te invarijante su nazvane invarijante Vejlovog tipa. To je glavna moti-
vacija da se pokusa da se dobiju dve invarijante skoro geodezijskih preslikavanja

treceg tipa prostora nesimetricne afine koneksije.

U radu [142], odredene su opste invarijante preslikavanja f : GAy — GAy.

Ukoliko je tenzor deformacije P}, = L%, — Li, preslikavanja f

i _ T i i i =i
T N i T N S = N = T
gde je wiy = wy;, Wi = Wi, Tjp = —Thj» Tjp = —Tk;» OSnOVRE pridrulene

invarijante Tomasovog i Vejlovog tipa preslikavanja f su

T = Li — wiy, (3.61)
W;mn = R;mn jm|n + w]n\ + w]mwom - w}xnwjxm' (362)

Primedba 3.2. Geometrijski objekat w' % zavisi od preslikavanja f. Ukoliko je
preslikavanje f : GAy — GAy geodezijsko, taj objekat je ij = Lg, 8t + L%a(;;
Ukoliko je preslikavanje f : GAn — GAy skoro geodezijsko presllkavan]e treceg

tipa, objekat w} . Ce imati drugi oblik Sto ce biti prikazano u nastavku.
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Da bismo uprostili zapise, uvedimo sledeéi geometrijski objekat [[142]

]m\n - L;mn + L?:mL?m - L;]nLlam - L?nnL;oz (363)
Ako je
Wik = Oppj + 0Pk + Oy, (3.64)

gde je 0!y, = o}, invarijante preslikavanja f, date jednacinama (3.61} [3.62), se

transformisu u

i i i 1 @ « i « @ i
Ty = L = o = 7 (L — o)01 + (L — 072)53). (3.65)
Whn = Rl = Subitn] = O3Plmin] = hiontal = O30} + OlnPa g + 05T

(3.66)

Izvedena invarijanta Vejlovog tipa preslikavanja f je [[142]]

i i 1 i a N 1
ijn = R]mn + N + 16] (R [mn] + Ua[m\n}) + N2 — 1] [ijn] + N2 — 6[mR
jm\n + J jnlm + Ujmaan - O-?no-(ixm

7 o « a B a B
~ 2z {%m ( s + (V +1)( Jn\a_Uja\"_ajnaaﬁ+aj50na)>

1 .
i «a a P a B
+ N2 — 16n< alj|m] + (N + 1)( ]m\a O-joz\m - Ujmaaﬁ + Ujﬁgma)> :
(3.67)

Osnovna invarijanta ekvitorzionog preslikavanja f : GAy — GAy dobijena

na osnovu transformacije antisimetri¢nog dela L; .. koeficijenta afine koneksije L; &
\

je
ik = L;k (3.68)
\
JednakostlT min TJmln P 7'0‘ —Pa ’7'Z —-P T;a, ’ W(l) " Wﬁ).jk’

P’k = wz( 9).jk w(2 ).ji» dobija se [142]
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O).gmn = Vip)

(p)-jmn gmn>

gde je p = (p1, p2, p3), P1, P2, 03 € {1,2},1

Otw).gmn = Limin = Timin = WpryanT jm + @pa).gn T am + Wpg)mn T ja - (3.69)

(p).gmn j@n\n J

Familija invarijanti ekvitorzionog preslikavanja f dobijena na osnovu trans-

formacije familije K}mn o tenzora krivine prostora GA y je [[142]

i

I/‘/Z - jmn + U@Epl)]mn + U//QEPQ)Jmn’ (3'70)

(p1)-(p?).5mn
gde je p' = (p1,p2.p3), p* = (P73, p3), p; € {1,2} i odgovarajuce invarijante
Hépl)_ > HZPQ)_jmn, date jednaCinom Ib
3.2.4 Invarijante ekvitorzionih skoro geodezijskih preslikavanja

Neka je f : GAy — GAy ekvitorziono skoro geodezijsko preslikavanje

treCeg tipa prve vrste. Osnovne jednacine tog preslikavanja su [[124]]

Ty, = Liy + 0304 + 0l + 20558

: ; ; 3.71
Py = ie' + oy G
Zapisimo prvu od prethodnih osnovnih jednacina kao
Ly, = Liy + 036, + w0 + Dy {3.71 (3.72)
gde je DY, tenzor tipa (1,2) Cije su komponente D}, = Dj; = 20"
U sluéaju inverznog preslikavanja f~' : GAy — GAy, tenzor E;k,
Di, = Dj,, Di), = =D, postoji, tako da je
Ly, = Ly — ;0 — ud; — Dy = Ly, — 430, — udy + Dy (3.73)
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3.2. SKORO GEODEZIJSKA PRESLIKAVANJA TRECEG TIPA

Zbog toga, jednacina (3.72) se transformise u

— 1 4
Ly = Liy + 10} + ¥8; — 5 (Djy, = Diy). (3.74)
Kontrakcijom prethodne jednakosti po ¢ i k, dobijamo

e 1,
N—H(LB+§DM) —N+1( fa T 5D%)- (3.75)

Nakon zamene prikaza (3.75) u jednacinu (3.74) i zbog D%, = 20", sledi

da je

Y =

) 1
Wik = N1 1%

1 .
(LO‘ +0jap ) + N 15; (LO‘ + Opalp ) —ojrp'.  (3.76)

Druga od osnovnih jednacina (3.71)) je ekvivalentna jednacini

cpfj = —Lljap + yj<p + ,ué’ (3.77)
Nakon uporedivanja jednakosti (3.64) i (3.77)), dolazimo do zakljucka da je

1

N1 (La + 0jalp ) 1 aj?,g = —orp". (3.78)

Pj =
Zbog toga, dobijaju se sledece jednakosti
_aji‘mln = (Ujmgpi) In — Ujm|”§0i - O’ijfxvncpa + Ujmlfn‘:pi + Ujmllléfw
—Oila = (0o = Tijlatp™ — %‘ngs@a + Uz'jVasoa + Nl”m
\4

_Uallﬂ - (Jo‘ispa)\j - (Oiagpa)b‘ = Oailj 9" — UﬁzLﬁﬁp + UanJ‘:D + MUU

(3 79)
Nakon uvodenja rezultata (3.76] [3.78] [3.79) u jednacine (3.63] [3.67] [3.70),
dobijamo
= Lk = g0 (L + 0108™) — 530 (L + 01a™) + o
(3.80)
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YA i B o
W]mn R]mn + N—_’_l(sj (R[mn] o (U[maln] - O-[mﬁLavn} + U[malf”])(‘p )

+ U][m‘n]gp + 0jm0 an) 900{901 - O-j[mLivn] goa + O-j[mlfn} QOZ - 5fm/ito-]n]
1

i i i B i o i
N +1<5 Liatn) + (8mOialn) = im0 L) + Sjm0iaknl)# +5[ml;0'jn1)

1 )
i B8 o
+ N——l-lé[mo-jn] (L% + aagwﬁ)go

1 . A
- (N+1) (La +0-joz90 )(5EmL§]7/B+5[ZmO'nm(pﬂ)7

(3.81)

7 7 1 () N 7 1 i
ijn = ijn N+ 15jR[mn] + N2 _ 5 N2 ] [mRn]j

+ Uj[mm] ' = Ojtm Ly + Tjm¥n" + OjimOanp™ '

- o B @
B N + 15] (Ua[m|n] Uﬁ[mLavn] + Ua[mqn})SO

1 ) B 7 e
+ 7 =7 Chnmle = G in L + G inita) ¢ (3.82)

1 7 7 «
+ m(fﬂm%n}%ﬂ - 5[m0ja0nw)90 ¥’
N
N2 -1
1 .
m(é[ Tan]|j 5[m05n L it §[maom]l/])g0 .

i i B i a
(5[maaj|n} - 5[maﬁjLavn] + §[maajlf”})90

PrikaZimo invarijantu ijn u obliku

1 1 2 N 7

+ 5;)1([7””] + (5[m Y ) + %zmn,

—5imRn]'
NZ— 1 36

gde se koriste sledeci tenzori
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)1(ij — _N:— : (Caij — amLﬁvj + Uaﬂ{j)@aa
* ﬁ(aijaaﬁ — 0ia0j5) "
N %(%lj - %Lgy‘ + Oaily) ¢
_ ﬁ(o’aﬂi — O'gchii + Uajqi)goav

Zjmn = Ojlmin)?" ~ Tjm L ¢ + Ojml/n)0" + OjimTan 0"

Nakon kontrakcije jednakosti 0 = Vle — /V}/v;mn po i i 7j, dobija se

jmn

~ I — 7 1 o
)I([m"] - )f[mn] = _N(}f[mn] + %amn) + N(}f[mn} + %amn)’

gde je

1
Y

_ B o
T TN (Fapi — UB[iLavj] + aa[ij])so :

Nakon uvodenja zapisa (3.83] [3.86} [3.87] [3.88)) u

-i i I w5
+ 5z 7 O Rin) = i im) + 53— (O Rty = Sl B )

+ 05 (Xmn) = Xmn) + (1Y o) = Y 1) + Zin = Zjonns

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

76



GLAVA 3. INVARIJANTE

dobijamo da vaZi jednakost ijn I/I/;mn gde je

() % 1 () N ) 1 ()
ijn = ijn N + 1(SJ'R[m"] + N2 _1 [ij”} + N2 _1 [mR"]j
+ jimpnl?" = Ty Loy 0+ Tyimt/al @'+ OjimOan) "

«

N 8
= 579 (Tatmin = Tsim Ly + Tatmbnl)

N+17

1 % 7 for

t+ 57— G inlie: = O Tini Ls + O initia) (3.90)
1 % ) for

+ N —1 (6[m0-jn}0-065 - 5[m0-j040-n]ﬁ)90 90/3
N ) () B % for
1 .

— NI _1 (5[ Oan]|j 5[m0'ﬁn L + (S[mO'an]l/])SO .

Na osnovu invarijanti ijn i Wzmn, zakljuCujemo da je geometrijski objekat

(Gapiy) — 05[1Laj] + aa[ﬂ{j])gp invarijanta preslikavanja f. Iz tog razloga, invari-

janta ijn data jednacinom (3.82) se redukuje na

mejn} + 6[imRn]j

N
1M jmn + N—i—lj N2 -1 N2 -1
+ O'j[m|n}g0 — Uj[mLOcvn}Spa + Uj[mlfn]gOi + Uj[maan}tpagoi

W = Ry + 0" Ry +

+ N -1 ( [mO-J"HOC - 6fm0-jn]L§v/3 + 5fmo-jn]71/o<)90a

1 . , (3.91)
+ 7 GOm0 = Ofn0iaoms) 76"

N ( 1 B 7 o

1 )
- N2 _ 1 (5[ Oan)|j 5[m0-,8n L + (S[mgom]l/])@ .

Nakon kontrakcije jednakosti 0 = WZ W;mn (ekvivalentne jednagini (3.89))

jmn
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po ¢ i n i antisimetrizacije kontrahovane jednacine po j i m, dobija se

— N-1, i .
Xijm] = Xijm) = === Vim) = Yiim) + 5 (Zfmja = Zhmia). (3.92)

Nakon uvodenja zapisa (3.92) u jednacinu (3.89)), dobija se W]mn fl/?;mn, gde

je

1 . 1
WZ =R 4 —— Ryt~ -
jmn ]mn N + 1 7 [mn] + N2 —1

+ Ojimin " = Ojim Lo @ + jm¥n) " + OjimTan) P ¢’

Olm

Ry

N -1
) B o
+ 2(N + 1)5] (O—C“[m‘n] - Uﬁ[mLavn] + Oa[mgn])(ﬁ
1, .
= 505 (Tmatn) = Tmp Ly + Tlmakin))#
1 . (3.93)
+ N1 (5Em0jn]|a 5[majn]Laﬁ + 5 T in) qa)QOQ
1 ; ; N
N1 (01,0 m00p — OlmTiatms) "
N . . ‘
_— ? 7 5 (2 (6%
o N2 —1 (5[m0aj\n] - 5[m‘7,6’jLan] + 5[m0aj7n])<,0
1

= 37 =7 Olnens = Ff0sni Loy + Ouanits) 9"

—~
—

Nakon uporedivanja invarijanti W]mn i ,V?;mn preslikavanja f, zakljuCujemo da

se invarijanta V}/;mn data jednacCinom (3.93) redukuje na invarijantu I/}/;mn datu

jednacinom (3.91).

Na osnovu transformacije familije (T.68) tenzora krivine prostora GAx pod

dejstvom preslikavanja f se dobija:

Vo). gmn = Wimn + Ljmjn + me

- u(wzp%).an[’jo’ém - w&%).jn[’;m - Wg; )an;a) (3.94)
/ 7 a 7 a
—u (w( )amL]n - (p )gmLom - ( 2).mn jfé)’
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V}/B-(pl) (p?).jmn — I/}/;mn + ULJm\n Tu Lmlm
o u(wzp%).an[’?m o wg) )]anxm - ( )an;o) (395)
(wzp )amL;ln - ( )]mfon - w(p )an;a)
gde je pi,...,p3 € {1,2}, w = Ljj, i iy, jj, = Wi za geometrijski objekat
w?, dat jednacinom (3.76 -

Vazi naredna teorema.

Teorema 3.3. Neka je f : GAy — GAy ekvitorziono skoro geodezijsko preslika-

vanje tipa Ts.

Geometrijski objekat Té-k, zadat jednacinom (3.80), je osnovna invarijanta

Tomasovog tipa preslikavanja f. Invarijantnost tog geometrijskog objekta je to-

talna.

Geometrijski objekat Wi zadat jednacinom (3.81)) je osnovna pridruZena

jmn

invarijanta Vejlovog tipa preslikavanja f. Invarijantnost tog geometrijskog ob-
jekta je vrednosna. Invarijantnost geometrijskog objekta )/N\szn je totalna ako i

samo ako preslikavanje f ima osobinu reciprociteta.

Geometrijski objekat Wi zadat jednacinom (3.91)) je pridruZena izvedena

jmn

invarijanta Vejlovog tipa preslikavanja f. Invarijantnost tog geometrijskog ob-
jekta je vrednosna. Invarijantnost geometrijskog objekta Wémn je totalna ako i

samo ako preslikavanje f ima osobinu reciprociteta.

Geometrijski objekti W T/}/;mn, zadati jednacinama (3.94,3.95), su invari-

jmn?

jante Wejlovog tipa ekvztorzionog skoro geodezijskog preslikavanja f.
Invarijantnosti tih geometrijskih objekata su vrednosne. Te invarijantnosti su to-

talne ako i samo ako preslikavanje [ ima osobinu reciprociteta. ]

3.3 Invarijante preslikavanja u operatorskom obliku

0
Tenzor krivine Rimanovog prostora Ry u smislu definicije predstavljene u

radu (Ivanov, Zlatanovié, [39]) je

0 0 0 0 0 0
R(X,Y),Z =VxVyZ —NVyVxZ —VixyZ, (3.96)
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0
gdeje VxY = = (VY 4+ VyX).

N | —

Primedba 3.3. Tenzor krivine koincidira sa tenzorom krivine prostora si-
metricne afine koneksije AN u Ajzenhartovom smislu. Razlika je u tome Sto
metricki tenzor nije definisan u prostoru A . Rezultati koji ¢e biti dobijeni u ovoj
sekciji daju se primeniti u istraZivanjima o Rimanovim prostorima i prostorima

simetricne afine koneksije u Ajzenhartovom smislu.
Tenzor krivine Rimanovog prostora R u Ajzenhartovom smislu je

RI(X,Y)Z = V4V Z = V4V Z = Vi 2. (3.97)

3.3.1 Invarijante preslikavanja

0 0
Neka je f : Ry — Ry preslikavanje medu Rimanovim prostorima u smislu

0
definicije Ivanova i Zlatanovi¢. Zakon transformacije afine koneksije VxY u
0

VxY je

o 0

ViY = ViV +@(X,Y) — w(X,Y), (3.98)
gde suw(X,Y)iw(X,Y) tenzori za koje vaze jednakosti w(X,Y) = w(Y, X) i
wX,)Y)=w(Y, X).

Na osnovu jednacine ([3.98), dobija se da vazi

TX.V) = T(X.Y)

gde je
0 0
TX,)Y)=VxY —w(X,)Y), (3.99)

i odgovarajuée T (X,Y).

Vazi naredna lema.

0

Lema 3.2. Geometrijski objekat T (X,Y) zadat jednacinom (3.99) je osnovna
0 0

pridruZena invarijanta Tomasovog tipa preslikavanja f : Ry — Ry. [
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Vaze naredne jednakosti.

0

’Or(X, 70'(Y, Z)) =T(X, VyZ - w(Y, Z))
= %X{%YZ —w(Y,2)} —w(X, VyZ - w(Y, Z))
— VAV 7 - w(X, %YZ) +w(X,w(,2)) - (%Xw) (Y, 2)

+w(%XY, Z) +w(Y, %XZ).

Odatle sledi da su sledeée jednacine zadovoljene.

0 0 0 O 0
T(X,T(Y,2)) =VxVyZ —w(X,VyZ) + w(X,w(Y, Z))

. . ) (3.100)
— (Vxw) (Y, Z2) +w(Y,VxZ) +w(Z,VxY),

’OF(Y, 70’(X, 7)) = %OY%XZ —w(Y, %Xz)0+ w(Y,w(X, f)) G100
— (Vyw) (X, 2) + w(X,VyZ) + w(Z,VyX),

’Or([X, Y], Z) = %me—w([X, Y], Z). (3.102)

Na osnovu jednakosti

0

T(X,T(Y.2)) - 7( T( 7)) = T(X, ]Z)
_T(X T, 2)) - T,

dobija se da vazi

0
W(X,Y,Z)=W(X,Y, Z),

gde je

X, Y)Z 4 2w(Y, %XZ) +2w([X,Y],Z)
X,w(Y,Z)) —w(Y,w(X, Z)) (3.103)

0 0
W(X,Y,Z) =R
_l’_

= (

A/_\

xw) (Y, Z) + (%yw) (X, 2).

o
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Na taj nacCin, dokazana je sledeca lema.

0

Lema 3.3. Geometrijski objekat W(X,Y, Z) zadat jednacinom (3.103) je os-
0 D

novna pridruZena invarijanta Vejlovog tipa preslikavanja f : Ry — Ry. O

3.3.2 Invarijante preslikavanja prostora u A jzenhartovom smislu

Ukoliko vaZi jednacina
0
VxY = V%Y =P(X,Y), (3.104)
0
gde je P tenzor tipa (1, 2), osnovna pridruZena invarijanta 7 se transformiSe u

T(X,Y) = V%Y + P(X,Y) — w(X,Y). (3.105)

StaviSe, vaze naredne jednakosti

R(X.Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — %[X v Z
= VAV Z + VEA{P(Y,2)} + P(X,V$Z) + P(X,P(Y, Z))
— VYV Z - Vi{P(X,2)} = P(Y.V%Z) - P(Y,V%Z)
+P(X,P(Y,2)) —P(Y,P(X,Z)) - P([X,Y],2).

Na osnovu tih jednakosti, dobija se da vaZzi jednacina

]O%(X, Y)Z =RI(X,Y)Z + (V&P)(Y,Z) — (V§P)(X, 2)
—2P([X,Y), Z) +2P(X,V{Z) — 2P (Y, V% Z) (3.106)
+P(X,P(Y,2)) - P(Y,P(X, Z)).
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Zadovoljena je i naredna jednakost

%X{w(y, 2)} = Vi{w(Y, 2)} + P(X,w(Y, Z))

— (Vxw) (Y. 2) = (V%Y. 2) —w(P(X, 1), 2)
~w(Y,V%Z) —w(Y,P(X, Z))
= (V4w)(Y, Z2) —w(V%Y, Z) —w(Y,V4Z) + P(X,w(Y, Z)).

Odatle sledi da vaZzi naredna jednacina.

(%Xw) (Y,2) = (V4w) (Y, Z) + w(Y, P(X, Z))
+w(Z,P(X,Y)) +P(X,w(Y, Z)).

(3.107)

Nakon zamene jednacina (3.106] u jednacinu (3.1I03), invarijanta

0
W(X,Y, Z) se transformiSe u

VOV(X, Y,Z)=RI(X,Y)Z+ (V4P)(Y,Z) - (V§P)(X,Z)

—2P([X,Y], Z) +2P(X,V{ Z) — 2P(Y, V% Z)
+P(X,PY,2)) —P(Y,P(X,2)) +2w(Y,V5%Z)  (3.108)
+2w(Y,P(X,2)) + 2w([X,Y],Z) + w(X,w(Y, Z))
—w(Y,w(X,2)) - (V4w) (Y, Z2) + (Viw) (X, 2).

3.3.3 Invarijante preslikavanja Rimanovih prostora u Ajzen-

hartovom smislu

Neka je tenzor deformacije preslikavanja f : Ry — Ry medu Rimanovim

prostorima u Ajzenhartovom smislu

PIX,Y) =V5YI - VLY =(X)Y + (V)X + F(X,Y).  (3.109)

U ovoj jednacini, 9 je 1-forma, dok je F tenzor tipa (1, 2).
Neka je F(X,Y) tenzor suprotnog znaka u odnosu na tenzor F(X,Y),
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F(X,Y)=—-F(X,Y), jednacina (3.109) se transformise u

PIX,Y)=V%Y — VLY
1 1_ (3.110)
= (XY + (V)X + S F(X,Y) = S F(XY).

Nakon kontrahovanja jednacine (3.110) po Y, dobija se da vaZi jednacina

1

1
S Wl

VIX + %7(){)) - —— (VX + %f(X)), (3.111)

V() N +1

za VIX = Tr{U — V4U} i F(X) = Tr{U — F(X,U)} i odgovarajuce
VIXiF(X).
Odatle sledi da se jednacina (3.109) transformise u

1 ey 1 - 1= 1
PUX,Y)= —— (VS + = F(X))Y + (VI + = F(YV)) X| - = F(X,Y)
Nfl[(x ! e ! . 2 (3.112)
N1 [(V% + 5JT(X))Y + (V§ + 5JT(Y))X] +5F(X,Y).
Odatle sledi da vaZi jednakost
TI(X.Y) = TUX,Y),
gde je
THUX,Y) = VLY + %F(X, Y)
1 1 1 (3.113)
e [(VIX + SFX))Y + (VY + 5 F (V) X],

i odgovarajuée T9(X,Y).

Vazi sledeca lema.

Lema 3.4. Neka je f : Ry — Ry preslikavanje Rimanovog prostora Ry u Ajzen-
hartovom smislu odredeno tenzorom deformacije P9(X,Y") zadatim jednacinom
(3.110). Geometrijski objekat T9(X,Y') zadat jednacinom (3.113)) je osnovna

pridruZena invarijanta Tomasovog tipa preslikavanja f.
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Ako je
FX,)Y)=0(X)FY)+o(Y)F(X)+ pp(X,Y), (3.114)

gde je @ vektor, o 1-forma, F afinor i p simetric¢an kovarijantni tenzor tipa (0, 2),

onda se invarijanta T9(X,Y) transformiSe u

THX.Y) = V&Y + L[o(X)F(Y) +o(V)F(X) + ¢p(X, V)]

— NLH [VIX + %(J(X)F +F(o(X)) +p(X,9)]Y  (3.115)

_ NLH [VIY + %(O'(Y)F + F(a(Y)) +p(Y,9))] X,

gdeje F =Tr{U — F(U)}. O
Ako je
Q(X,Y) = ﬁ [(V9X + %]—'(X))Y + (VY + %]—'(Y))X] - %]—'(X, Y), (3.116)

onda se invarijanta 79(X,Y’) transformise u
TIX,Y) = V%Y — Q(X,Y). (3.117)

Vaze naredne jednakosti

Q(X,Y) - Q(Y, X) =0, (3.118)
TUX,TY,Z)) = V4VYZ — Q(X, Vi Z) + Q(X,Q(Y, 2)) G119)
= (VXQ)(Y.2) + Q(Y. V4 Z) + Q(Z, V&Y,
TYTIX, 2)) = ViVAZ - Q(V,VhZ) + Q. QX 2)
—(V$Q)(X,2)+ Q(X, V4 Z) + Q(Z, Vi X),
T([X,Y],Z) = Vi Z — Q([X,Y],2). (3.121)

Na osnovu linearne kombinacije jednacina (3.119)-(3.120)-(3.121]), sledi da je

WO(X,Y, Z) = W(X.Y, 2),
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gde je

WIX,Y,Z)=RI(X,Y)Z — (V%Q)(Y.Z) + (V§Q) (X, Z)
—2Q(X,V{Z) +2Q(Y,V%Z) (3.122)
+9(X,9(Y.2)) — Q(Y, Q(X, Z)) +29([X,Y], Z).

Vazi naredna lema.

Lema 3.5. Geometrijski objekti T9(X,Y) i WI(X,Y, Z) zadati jednacinama

(3.115] [3.122)), osnovne su invarijante Tomasovog i Vejlovog tipa preslikavanja
f Ry — Ry medu Rimanovim prostorima Ry i Ry u Ajzenhartovom smislu.

]

3.3.4 Invarijante preslikavanja medu Rimanovim prostorima

u razli¢itom smislu

0
Razmotrimo preslikavanje f : Ry — Ry medu Rimanovim prostorima Ry u

0
Ajzenhartovom smislu i R u smislu definicije Ivanova, Zlatanoviéa.

Tenzor deformacije tog preslikavanja je

0 0
P(X,Y)=VxY - VLY = U(X)Y + U(Y)X + F(X,Y),  (3.123)

pri ¢emu je F tenzor tipa (1, 2).

Da bismo primenili prethodne rezultate, potrebno je definisati tenzore
0
F(X,)Y) = F(X,Y)iFI(X,Y) = —F(X,Y). Na osnovu tih tenzora, jed-

nacina (3.123)) se transformise u

0 0

P(X,Y)=VxY — V%Y
Lo | (3.124)
= V(XY + (V)X + F(XY) - S FI(XY).

Nakon $to kontrahujemo jednacinu (3.124)), dobijamo da je

U(X) = %H(%X — %JOT(X)) — N;H(VgX — %FQ(X)).
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Odatle sledi da se jednacina (3.124) transformise u

0 1 0 0 10
VxY — V%Y = ol [Q(X)Y +Q(Y)X] + §;E(X, Y)

1 1 (3.125)
- g g _ _TF9
N+1[Q (X)Y +Q (Y)X} 2}" (X,Y),
gde je
0 0 10 1
Q(X)=VX — §}"(X) i Q9(X)=VIX — 5}'9()(). (3.126)
Analogno prethodnom, vaZze naredne jednakosti
TXLY) = T9X,Y) i W(X,Y,Z) = WI(X,Y,2),
gde je
0 0 1 0 0 10
T(X,)Y)=VxY — ol [Q(X)Y + Q(Y)X] — §}"(X, Y), (3.127)
T9X,Y) = VLY — NLH [QU(X)Y + Q/(Y)X] — %]-"g(X, V) (3.128)
Kako je

T9(X,T9(Y. 2)) = V5, VI 7 — ﬁ [Q4(X)VY Z + Q¥(V4 2)X]

1
- 3FUX,V82)
1

~7 7 (TR0 () @ (V%Y)

1 g g g g
- m[@ (X)QU(Y) +Q7(QU(Y))X]
- %F’ (X, Qg(Y)))Z
(V%@ (2) - (V% 2)
+Q(Q(2))X]

S FXQ2))Y

1

1 1
N+1

7 lQQ(2)

(V%P 2)~ FIVRY. 2) - FIY.%2)
1

g g g ) 1 g g
T Q) FY.2) + QO (FUY. 2))X] — 3 FO (X FOY, Z))),
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0o o
i odgovarajuée T (X, T(Y, Z), sledi da je

1 1
XY, Z)=RI(X,Y)Z + —— —_
1

_N:TMan—ijj—%WGWXY»

AY, Z2)X — AX, 2)Y

_ %Qg(}“g(Y, X)) - Qg([X7 Y])]Z
1,y 1igs
- ?(VX]:) (¥, 2) + Q(Vlyf)“’ %) (3.129)
+ P (X, Y, 2)) = 1P (Y. F(X, 2)
— FUX,V$Z) + FI(Y, V% 2)
1
N +1

1 9 g g g
o [QEOF Y. 2) - QUNFX, 7))

(QUX)VSZ - QI(Y)VLZ — QU(Z)[X, Y]]

0
odgovarajue W(X,Y, Z) i geometrijski objekat

A(X,Y) = (V4Q)(Y) — S (X,QU(V) + 5Q7 (FU(X, V)

1 g g 9 g
- T O Y) - QU (@) X].

(3.130)

Time je dokazano da vaZi naredna lema

0

Lema 3.6. Neka je VY — VxY = V%Y + P(X,Y), gde je P(X,Y) tenzor

Jjednak desnoj strani jednacine (3.123)). Geometrijski objekat W9(X,Y, Z) zadat
0

jednacinom (3.129) i odgovarajuci objekat W(X,Y, Z) su osnovne pridruZene

invarijante Vejlovog tipa posmatranog preslikavanja. [

0
Vazi jednakost W(X,Y, Z) — W9(X,Y, Z), .

OZHXYM—R%&HZ+MK@X—WXZW
— [W(X)Y) = (Y, X)]Z + [)02()(, Y) - VI(X,Y)]Z (3.131)
+£1(X,Y,Z) —~UI(X,Y, Z),
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0
gdeje (N +1y(X,Y) = AX,Y) - A9(X,Y).
Nakon kontrahovanja jednacine (3.131)) po X pa po Z, sledi da vazi

(

0= Ric(X,Y) — Ric"(X,Y) + No(X,Y) — (Y, X)

0 0

S* v
0=R(X,Y) - RY(X,Y)+ (N + 1D)(Y, X) — (N + 1)(X,Y)

| +N: [10;(X, Y) = VIX,Y)] +L01(X, Y, —U(X,Y,"),
(3.132)
0
= Tr{Z — UZX)Y)}, U X)Y)

0
gde je koris¢eno U(-, X,Y) =

0 0
— Tr{Z = U(Z, X, V), UX,Y,") = Tr{Z = U(X,Y, 2)},U*(X,Y,") =

Tr{Z - UI(X,Y, Z)}.
Resenja sistema S* po (X, Y) i (Y, X) su

'w(X,Y) Nl_ [Ric?(X,Y) — Jo%z'c(x,y)]

0/

+ [RY(X,Y) - R(X,Y)]
+Mg<)(1> Y) _M<X7Y)7 o (3133)
WY, X) = - [Ric?(X,Y) — Ric(X,Y)]

N
N O y
e [R(X,Y) — R (X,Y)]

+9(X,Y) — V(X,Y),

\

0’ 0
gde je korid¢eno B9 = Tr{Z — RY(X,Y)Z},R(X,Y) =Tr{Z — R(X,Y)Z},

kaoi
p(X,Y) = [U(X,Y,) + NVI(X,Y)]
N -1 (3.134)
T WX Y) F VY X)),
0
MXYﬁnw_JMXJJ+NWKYﬂ
o , (3.135)
tv 1 UCXY)+ V(Y. X)],
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PXY) = — U,V ) + NPVI(X,Y)]
N1_ 1 (3.136)
+ m[ug(.’x,y) + VY, X)],
DX Y) = o [U(X Y, )+ NV(XY)
T ) (3.137)
+ 7 U X Y) VY, X))

Nakon zamene reSenja ¢ (X, Y) i ¢ (Y, X) zadatih jednacinom (3.133) u jednacinu

(3.131)), dobijamo da je

0 0
0=R(X,Y)Z - RIX,YV)Z+UX,Y,Z) —UX,Y, Z)

+ Ngl_ | (N + D) Ric!(Y, Z) + RY(Y, Z) + (N* — )p#(Y, Z)] X
- ﬁ (N + D)Ric%(X, Z) + R¥ (X, Z) + (N? = 1)u9(X, Z)]Y

1 » iy
+m[}% (X,Y) +2Ric?(X,Y)

+ (N =) (X, Y) + 19X, Y) + V(X,Y))]Z

~ N1 [(N + 1)10%z'c(Y, Z) + %(Y, Z)+ (N? — 1)&(3/, Z)}X
TNz 1 (N + 1)?%ic(X, Z)+ %(X, Z)+ (N2 = D)u(X, Z)]Y

1 v 0
V1 [R(X,Y) + 2Ric(X,Y)

+ (N = D (X, Y) +19(X,Y) + V(X NN

Sto znaci da vazi jednakost

0
W(X,Y, Z) = WX, Y, Z),

gde je
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W9(X,Y,Z) = RY(X,Y,Z) + U(X,Y. 2)

0

(N DRiC(Y.2) + R (Y. 2)
+(N? = (Y, 2)] X
Tz gV DRIE(X, 2) + RT(X, 2) (3.138)
+(N? = 1) (X, Z)]Y
. .
_ﬁ[R (X,Y) +2Ric?(X,Y)

1
N2 —1

+

+ (N =-1)(W(X,Y)+19(X,Y)
+V(X,Y))]Z,

0
W(X,Y,Z) = R(X,Y,Z) +U(X,Y, Z)

(N + D) Ric(Y, 2) + R(Y, Z)
+ (N2 = )Y, Z)] X

(N + 1)1(332'@()(, Z)+ ?%(X, Z)

N2 -1 (3.139)

+(N? = )X, 2)]Y

1 v

0
N1 [R(X,Y) + 2Ric(X,Y)

0

+ (N = D (X, Y) + (X, Y)
+V(X,Y))]|Z

0
Teorema 3.4. Neka je V.Y — VxY = VY + P(X,Y), gde je P(X,Y)
tenzor jednak desnoj strani jednacine (3.123)). Geometrijski objekat W9 (XY, Z)
0

zadat jednacinom

3.138

i odgovarajuci geometrijski objekat W (X,Y, Z) zadat

Jjednacinom (3.139) pridruZene su izvedene invarijante Vejlovog tipa posmatrane

transformacije.

O
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Neka je f : Ry — Ry geodezijsko preslikavanje. Osnovna jednacina tog

preslikavanja je
PIX,Y) = VY — VY = (X)Y +9(Y)X. (3.140)

Nakon uporedivanja jednac¢ina (3.140) i (3.109), dolazi se do zakljucka da je
F(X,Y) = 0. Zamenom te jednakosti u (3.113]), dobijamo osnovnu pridruzenu

invarijantu Tomasovog tipa geodezijskog preslikavanja f

1
TYX,Y)=V%Y — N—H(VQXY + VIY X), (3.141)
Sto je identicno Tomasovom projektivnom parametru prostora Ry. Na osnovu
jednacine (3.116), dolazi se do zakljucka da je

9(X,Y) = [VIXY + VIV X]. (3.142)

N +1

Iz tog razloga, vazi sledeca jednacina

vi{aw,z)} = ﬁv_&{vgyz +VIZY }
1
CN+1
1
TN+l
= (V& QY. 2) - Q(V&Y. Z2) - Q(V, V42)

T VAV Z 4+ VY VEZ 1+ VR {VIZ)Y 4+ VOZVLY ]

———[V&VY Z + VS NIZY + NVIYNZ + VIZVSY ]

1
= (V%Q)(Y.2) - N1 [VINLY Z + VIZVSY

+ VYV Z 4 VIV ZY]
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Odatle sledi da je
(VXY 2) = 7 (VAVIZ + VOVRZ)Y
1 g g I\79
3.143
+N+1(v VIY + VIVLY)Z (3.143)
2
g 9 g g
N+1(V YV4Z +VIZVLY),
Q(X, Vi Z) 1 [vngg/z + VIV ZX], (3.144)
1
Q(X, Q(Y, Z)) aEEEE (\VIXVYZ + VIV ZX]. (3.145)

Stoga, osnovna pridruZena invarijanta Vejlovog tipa preslikavanja f je

1
Y)Z - N—H(vg(vgz + VIV Z)Y

EVIY + VIVLY) Z

g

WI(X,Y, Z) =

=
>

|_|

V%
VIYVGZ 4+ NVIZVEY)

)—l

}_\

IVIX + VIV X)Z (3.146)

)_l

il
il
—— (W92 +VIViZ)X
v 1V
ot

22222

VIXVYZ + VIZVEX)
i [
N +1)?

1
TINEIE [VIYV4Z +VIVEZY |

2 g g
~ v (VX YIZ 4 vz y)).

+ VIXVYZ 4+ VIV ZX]

—~
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GLAVA 4

TENZORSKI RACUN I
LINEARNO PROGRAMIRANJE

4.1 Osnovne osobine linearnog programiranja

Jedan od najcesc¢ih problema sa kojima se menadZeri preduzeca Cesto sus-
recu je optimizacija: minimizacija troSkova, maksimizacija produktivnosti, opti-
mizacija raspodele resursa itd. Generalno, to je problem odredivanja, pod odrede-
nim uslovima ili ograni¢enjima, maksimalne ili minimalne vrednosti funkcije vise
promenljivih-ciljne funkcije. Kada su nam poznate ciljna funkcija i funkcije koje
odreduju ogranicenja, proces odredivanja optimalnog reSenja se naziva linearno
programiranje (LP). Opsti pristup formulisanju LP problema ukljucuje sledece
standardne korake: razumevanje problema, identifikaciju promenljivih, odredi-
vanje ciljne funkcije kao linearne kombinacije promenljivih, formulisanje ciljne
funkcije 1 svih ogranicenja kao linearne kombinacije promenljivih i odredivanje
globalnih gornjih i donjih granica promenljivih.

Jedan od prvih problema koji se moZe smatrati optimizacionim javio se u
staroj Gr¢koj, odredivanje najkraceg rastojanja izmedu dve tacke. 1 princeza
Dido, osniva¢ Kartagine, opevana u Vergilijevom epu Eneida, takode se susrela sa
problemom optimizacije kada su joj, nakon proterivanja, rekli da moze da dobije
parce zemlje koja moZe da stane pod jednu volovsku kozu. Poznata kao mudar i

preduzimljiv voda, slede¢i pravila linearnog programiranja (poStovanje grani¢nih
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uslova i maksimizacija ciljne funkcije), naredila je da se koZa isece na vrlo tanke
trake 1 da se od njih napravi uZe kojim je sasvim neocekivano ogradila znaca-
jan deo zemlje. Dakle, da bi maksimizirala svoj dobitak, princeza se suocila sa
slede¢im problemom: Od uZeta fiksne duZine napraviti konturu kojom se moze
ograditi najveca povrSina zemlje. U suStini, ovaj bi se problem mogao mate-
maticki formulisati na slede¢i nacin: Koja kriva, od svih zatvorenih kontura u
ravni, ogranic¢ava oblast najvece povrsine? KlasiCan dokaz ovog problema pred-
stavljen je krajem X/7X veka. [92]]. Jo$ jedan interesantan primer optimizacije
je reSenje brahistohronog problema univerzitetskog profesora Johana Bernulija.
Formulacija problema je sledeca: U vertikalnoj ravni date su dve tacke A i B.
TraZi se trajektorija (putanja) AM B materijalne tacke M duZ koje ova, pod uti-
cajem samo zemljine teZe, za najkrace vreme prelazi put od A do B. ReSenje da
se duz AB, mada je to najkraci put izmedu A i B, ne prelazi pod datim uslovima
za najkrace vreme zaintrigiralo je mnogo znacajne umove tog vremena: Njutna,
Lajbnica, Lopitala i Jakoba Bernulija, koji su ubrzo ponudili svoja videnja prob-
lema [92}/131]].

Linearno programiranje se, kao matematicka tehnika, koristi za odredivanje
optimalnih ishoda u matematickom modeliranju sa linearnim uslovima. Primen-
juje se direktno u projektovanju sistema upravljanja i ima vaZznu ulogu u opti-
mizaciji razlicitih aspekata sistema omogucavajuci inZenjerima da pronadu opti-
malna reSenja za neke segmente upravljanja. Neke od Cestih primena LP pred-

stavljene su u nastavku.

1. Projektovanje sistema upravljanja: Linearno programiranje se moze koris-
titi da optimizuje parametre sistema upravljanja radi ostvarivanja nekih specifi¢nih
ciljeva. U procesu proizvodnje mogu se optimizovati upravljacki parametri kako
bi se smanjila potroS$nja energije uz ocuvanje kvaliteta proizvoda. U sistemima
pametnih zgrada, industriji ili vozilima, LP se moZe primeniti za optimizaciju
potro$nje energije regulacionih sistema, ¢ime se doprinosi energetskoj efikasnosti.
Kod raspodele signala, u sistemima komunikacije i bezZi¢nih mreza, LP se moze
koristiti za optimizaciju raspodele signala kako bi se postigao odredeni kapacitet
ili minimalizovala interferencija, dok se kod racunarskih mreza, LP koristi za op-

timizaciju resursa kao Sto su propusnost i latencija, radi obezbedivanja efikasne
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komunikacije. U svim ovim situacijama LP pomaze u odredivanju optimalnih
vrednosti parametara predstavljajuéi problem kao optimizacioni problem sa lin-
earnim ogranicenjima.

2. Alokacija resursa: Primena LP u alokaciji resursa igra klju¢nu ulogu u
razliitim oblastima, ukljucujuci ekonomiju, inZenjering, logistiku i upravljanje
projektima. U industriji se linearno programiranje koristi za optimalno rasporedi-
vanje resursa kao $to su radna snaga, masine i materijali kako bi se postigla mak-
simalna proizvodnja ili minimizovali tro§kovi proizvodnje, §to se moZe sprovesti
rasporedivanjem radnika na smene, planiranjem proizvodnje i optimizacijom pro-
izvodnih kapaciteta. U upravljanju projektima, kako bi se ispoStovali zadati vre-
menski okvir 1 predvideni budZet, primena LP se sastoji u optimalnom rasporedi-
vanju resursa kao $to su radnici, oprema i budzet, dok se kod raspodele budzeta i
postizanja definisanih ciljeva LP koristi za rasporedivanje sredstava na razlicite
projekte, programe ili sektore. Upravljanje zalihama kako bi se minimizirali
troSkovi drZanja zaliha i istovremeno obezbedile dovoljne koli¢ine proizvoda za
isporuku, kao i rasporedivanje medicinskih resursa, postelja, osoblja i medicinske
opreme radi efikasnijeg odgovora na potrebe pacijenata glavn su zadatak LP u op-
timizaciji zaliha, odnosno raspodeli medicinskih resursa. U oblasti obrazovanja,
LP se mozZe koristiti za rasporedivanje nastavnika, ucionica i budZeta, kako bi se

obezbedilo efikasno obrazovanje.

3. Projektovanje regulatora: Primena LP u projektovanju i podeSavanju regu-
latora omogucava inZenjerima da pronadu optimalne parametre regulacije kako bi
se postigli Zeljeni performansni ciljevi, uzimajuéi u obzir specifi¢ne zahteve sis-
tema 1 ogranicenja. Ovo je posebno korisno u industriji, procesnoj automatizaciji
1 drugim oblastima gde se regulatori koriste za upravljanje sloZenim sistemima.
Kod identifikacije optimalnih PID parametara, LP se koristi za postizanje Zel-
jenog odziva sistema: minimizacije vremena regulacije, smanjenja prekoracenja,
ili optimizacije nekog drugog performansnog kriterijuma. Postizanje maksimalne
stabilnosti sistema uz ispunjavanje odredenih performansnih kriterijuma, $to je od
posebne vaznosti u kriticnim primenama, kao $to su stabilnost aviona ili procesa
kontrole nuklearnog reaktora, osnovni je zadatak LP u procesu maksimizacije sta-
bilnosti, dok se kod robustnog podeSavanja regulatora njegov zadatak sastoji u

projektovanju regulatora koji su robustni na promene parametara sistema ili pore-
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mecaje, smanjujuéi osetljivost regulatora na nesavrsenosti u modeliranju sistema.
Optimalno podeSavanje regulatora u prisustvu ogranicenja, recimo ograni¢enja na
upravljacke signale, brzinu promene signala ili nivo upravljanja i optimalna kon-
trola regulatora na svakom vremenskom koraku u cilju odredivanja optimalnih
upravljackih zakona za svaki korak vazni su zadaci LP u optimalnom upravljanju
sa ogranicenjima i optimizaciji MIMO sistema.

4. Optimizacija puta(nje): Linearno programiranje se moze primeniti u op-
timizaciji putanja u razli¢itim kontekstima, gde je cilj pronaci optimalnu putanju
izmedu tacaka ili lokacija uzimajuéi u obzir razlicite kriterijume ili ogranicenja.
Kao deo navigacije u autonomnim vozilima, dronovima i drugim mobilnim robo-
tima, LP se mozZe koristiti za planiranje optimalnih putanja od tacke A do tacke B,
uzimajuéi u obzir faktore kao $to su vreme putovanja, potros$nja goriva, i bezbed-
nost putovanja. Kako bi se postiglo najbolje funkcionisanje vazdusnog saobradaja,
uz minimalne zastoje i smanjenje potroSnje goriva, LP se koristi za optimizaciju
putanja aviona i raspored letova, a sli¢na ideja se koristi i u optimizaciji putanja
vozila za dostavu kako bi se minimizirali troSkovi isporuke 1 optimizovalo vreme
dostave. Za efikasno automatizovano rukovanje i manipulaciju objektima, izbe-
gavanje prepreka i smanjenje troSkova kretanja, LP se koristi u robotici, dok je
njegova primena u logistici i transportu prvenstveno u optimizaciji transportnih
ruta, vodeci racuna o minimizaciji ukupnih troskova transporta, maksimizaciji ka-
paciteta i optimizaciji raspodele tereta. Za optimizaciju putanja u skladiStima,
efikasno rasporedivanje proizvoda i smanjenje potreba za dugackim putevima za
skladiStenje 1 izdavanje robe, kao 1 optimizaciju putanja poljoprivrednih maSina
za postizanje maksimalne efikasnosti pri obradi polja ili berbi takode se koriste
osnove linearnog programiranja.

5. Regulacija elektroenergetskog sistema: Primena linearnog programiranja
u regulaciji energetskih sistema omogucava efikasno upravljanje resursima, op-
timizaciju proizvodnje 1 distribucije energije i smanjenje troSkova, uzimajuci u
obzir promenljive faktore kao Sto su zahtevi za energijom i promenljivi izvori en-
ergije, Sto je klju¢no za odrZivu i efikasnu upotrebu energije u modernom drustvu.
U elektroenergetskim sistemima, primena LP se sastoji u optimizaciji proizvod-
nje elektricne energije, uzimajuci u obzir razlicite izvore energije, kapacitete elek-

trana i zahteve za elektricnom energijom. Cilj je minimizacija troSkova proizvod-
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nje uz odrzavanje stabilnog snabdevanja. Takode, optimizacija distribucije elek-
tricne energije, uz planiranje ruta, kontrolu napona i upravljanje tokovima energije
kako bi se maksimizovala efikasnost distribucije i smanjila potroSnja energije, kao
1 optimizacija prenosa elektri¢ne energije u mreZama visokog napona i reSavanje
problema raspodele optere¢enja na mreZi vazne su primene LP. I kod obnovljivih
izvora energije, solarnih panela i vetrogeneratora, LP moZe biti od koristi u opti-
mizaciji proizvodnje u zavisnosti od vremenskih uslova i zahteva potroSaca, kao i

u skladiStenju energije ¢ija proizvodnja tokom dana Cesto nije uravnotezena.

Narednim primerom bice prikazana osnovna ideja linearnog programiranja.

Primer 4.1. [92| 136|]] Neka su S| i Sy stovarista neke robe, a P, Py i P;
potroSaci. Koli¢ina robe u stovaristu S; je jednaka a;, (i = 1,2), a potrosac P; ima
potrebu za kolicinom b; (j = 1,2, 3), ove robe, pri cemu je a; + ay = by +by+bs .
Cena prevoza jedinice koli¢ine ove robe iz stovarista S; do potroSaca P; jednaka
Jjecij (1=1,2;7=1,2,3). Neka je x;; koli¢ina robe koja se preveze iz stovarista

S; do potroSaca P; (i = 1,2;j = 1,2,3). Tada je ukupna cena C prevoza robe

C = ciir11 + 1212 + C13713 + C21T21 + CoaTa2 + C23T23.
Cilj je odrediti minimalne troskove prevoza, odnosno minimum funkcije C' uz

postovanje uslova x11 + 12 + T13 = a1, To1 + Tz + Taz = ag, T11 + 21 = by,
T1g + Tog = ba, T13 + Ta3 = by, 145 > 0(i=1,2;j=1,2,3).

Opsti zadatak linearnog programiranja formuliSe se na sledeéi nacin:
Odrediti ekstremnu vrednost (maksimum ili minimum) linearne funkcije
Y=CT1 + o+ ...+ Crly 4.1)
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uz uslove
111 + a9 + ...+ a1y < b1

ap1T1 + oy + ..+ Ay < by
A(k+1)1%1 + Akt2)2T2 + - oo F A 1)n@n > by
4.2)

apnry + aprs + ...+ apTy, 2 bl

a4+1)171 + a@42)2T2 + ...+ AurnTn = b

Am1T1 + Q2% + ... + Amnn :bm
r; >0,¢=1,2,...,n,

gde vazi da je m—[ < n, jer bi u suprotnom vrednosti x; bile jedinstveno odredene
ili preodredene. Buduci da je ciljna funcija koja se minimizira data sa (4.3) linear-
na, kao i ogranicenja (4.4) koja su data u vidu linearnih jednacina ili nejednacina,

ovaj metod optimizacije poznat je kao linearno programiranje.
U nastavku Ce biti navedena joS jedna formulacija LP.

OgranicCenja sacinjena od m—I[ jednaCina sa m—[ nepoznatih izrazena su preko
n 4+ [ —m promenljivih, odakle se, zamenom u ciljnu funkciju, dobija problem LP
manje dimenzije od originalnog problema, Cije je reSavanje, osim kada je veliki

broj ogranicenja, mnogo jednostavnije.

Bez gubljenja opstosti, moZemo pretpostaviti da su vrednosti b;, 7 = 1,2, ..., m,
nenegativne. Uvodenjem novih, takozvanih izravnjavaju¢ih promenljivih x; > 0,
it =n+1,n+ 2 ...,n+ [, nejednakosti se transformiSu u jednakosti, pa se

problem linearnog programiranja moZe iskazati na nacin:

Odrediti ekstremnu vrednost linearne funkcije

Yy =121 + CoTo + ...+ Ty + Cpi1Tpgr + - Cppi T (4.3)
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uz uslove

1171 + A12%2 + ...+ A1 Ty + Ty = by

Ak1T1 + AgaTo + ...+ ATy + Tpyk = bg

Ak 1)1T1 + Qg 1)2T2 + - oo+ Qg 1)nTn — Tnik1 = Opg1

4.4)
anTy + apTs + ...+ QpTy — Tng = b

a@+1)171 + aag1)2T2 + ..o+ AT = b

Am1T1 + QmoXo + ...+ Ty, = by,

x; >0, 1=1,2,....,n+1,

pricemujec; =0,i=n+1n+2,...,n+1.

Uvodenjem pomo¢nih izravnjavajucih promenljivih ne menja se ciljna funkcija.
Svakako, broj jednac¢ina ogranicenja (m) uvek je manji od broja nezavisnih pro-

menljivih (n + ).

Cesto je, u sistemima automatskog upravljanja, znaajno problem linearnog

programiranja predstaviti u matricnom obliku:

Odprediti ekstremne vrednosti funkcije
y=clx 4.5)

uz uslove Ax=B x>0, (4.6)

gde su
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Q1

A(k+1)1

an

A(+1)1

(07%)

A (k+1)2

a2

a(141)2

Am2

L4l j| ) c

Qkn

A(k+1)n

Qp

A(14+1)n

Amn 0O

|: C1 €9
0 O
1 0
0 -1
0 O

Cn

Np+1 :| )

“.7)

Vektori x, koji zadovoljavaju sve uslove (4.6), nazivaju se dopustivi vektori za

zadati problem linearnog programiranja. Dopustiva reSenja, koja minimiziraju

(maksimiziraju) funkciju cilja (4.5)), su minimalna ili maksimalna dopustiva rese-

nja. Dakle, u postupku primene tehnike linearnog programiranja treba odrediti

maksimalno ili minimalno dopustivo reSenje zadatog problema.

Ukoliko matricu A, dimenzije m X (n + [), razlozimo (dekomponujemo) na

sledeci nacin

Poi=| . |,

am1

Am?2

cey

ann

Pn+l -

0

(4.8)

uz oznaku Py = B, dobijamo formulaciju problema linearnog programiranja u
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vektorskoj formi:

Naci ekstremum funkcije y=clx
uz uslove P14+ 2Py+ ...+ anvPy=Py N=n+l
i x > 0,

Sto moZe znatno olakSati primenu LP u automatskim sistemima, ubrzati proces i

pojednostaviti izraCunavanja.

Linearno programiranje ima viSestruku primenu u problemu transporta, uklju-
¢ujudi optimalno upravljanje transportnim resursima i efikasno i ekonomi¢no plani-
ranje rute za prevoz robe ili ljudi. Optimizacija raspodele tereta izmedu razlicitih
izvora i odrediSta uz minimiziranje ukupnih tro§kovi transporta, $to moZe obuh-
vatiti transport robe iz skladiSta do prodavnica ili distribuciju energenata i resursa
izmedu razlicitih lokacija, kao i planiranje optimalnih ruta vozila za javni prevoz
putnika, samo su neke od primena LP. I adekvatno upravljanje zalihama, odabir
ruta za transport i rasporedivanje resursa u cilju smanjenja zaliha i troSkova pre-
voza primena su LP u optimizaciji lanca snabdevanja. U projektovanju mreze
saobracaja linearno programiranje pomaze u postavljanju trasa za javni prevoz,
semafora i parkinga, dok kod optimizacije Zeleznickog i vazduSnog saobracaja
ima znacajnu ulogu u rasporedu letova i reda voZnje vozova, kao i kori$éenja ka-

paciteta.

4.2 Transportni problem i osobine

Transportni problem (TP), jedan od osnovnih problema protoka transporta, je
posebna vrsta LP problema koji se koristi za smanjenje troSkova transporta dis-
tribucije jedne robe iz viSe izvora snabdevanja na brojne destinacije potraznje koje
postuju ograniCenje ponude i zahtev potraZznje. Logistika i upravljanje lancem
snabdevanja za smanjenje troSkova u velikoj meri zavise od transportnih modela
koji, u slucaju kada su koeficijenti troskova i koli¢ine potraznje poznati, mogu

dovesti do efikasnih algoritama. Jedan od pionira TP (kao deo problema preto-
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vara) je A. N. Tolstoi [106,/137] koji je napisao rad o pronalaZzenju minimalne
ukupne kilometraze u prevozu tereta u svemiru objavljenoj u knjizi o planiranju
transporta koju je izdao Nacionalni komesarijat za transport Sovjetskog Saveza.
On je predstavio 1 objasnio nekoliko pristupa za transport tereta duz pruge u Sov-
jetskom Savezu. Prva matemati¢ka formulacija TP u sadasnjoj formi, kao i odgo-
varajuce metode, poti¢u od F. L. Hitchcock 1 [34]], T. C. Koopmansa [51], a u ob-
liku simpleks metode, od G. B. Dantziga [23]]. Kasnije su usledili mnogi nau¢ni
radovi sa primenama u industriji i biznisu. Iako je TP prilicno star, jo§ uvek ima
dovoljno naucnih radova i diskusija koji se bave specificnim pitanjima prakti¢ne
primene analiti¢kih metoda za njegovo resavanje [29,43]. Stavise, osim origi-
nalnog zadatka, zadaci iz oblasti proizvodnje, usluga, menadzmenta, marketinga,
optimalnog upravljanja (optimalan plasman masina, pomo¢nih usluga, magacina,
izbor lokacije usluga ili energetskih objekata, protok i skladiStenje podataka, izbor
radnika, smanjenje potros$nje energije, raspodela signala, distribucija medicinskih
sredstava, projektovanje regulatora za odrzavanje stabilnosti aviona ili procesa
kontrole nuklearnog reaktora, smanjenja ukupnih troskova transporta) sve vise se

formuliSu i reSavaju u obliku TP.

DefiniSimo transportni problem (TP).
Neka je dato m proizvodnih centara nekog proizvoda, Sy, So, ..., Sn, 1 n desti-
nacija potrazivanja, Dy, Do, ..., D,. Neka su sa a; predstavljeni kapaciteti pro-
izvodnih centara ¢, a sa b; potraZivanja destinacija j, gde je sa ¢;; oznaCena cena
transporta jedinice proizvoda od centra S; do destinacije D).

Prethodne uslove moZemo tabelarno predstaviti u obliku

D, | Dy|...|D;|...| D,

Sl C11 Ci2 | -« | Ci5 | ---| Cin aq

SQ C21 C2 | oo | Co5 | ... | Cop a9

Si Ci1 Ci2 s | G oo | Cip a;

S|l Cm1 | Cm2 |- | Cmj | -+ | Coun || @m
by | by | by | ] by

103



4.3. OSNOVNO DOPUSTIVO (IZVODLIJIVO) RESENJE TRANSPORTNOG
PROBLEMA

Cilj je odrediti optimalnu koli¢inu proizvoda z;; koja se transportuje od S; do
D tako da cena transporta bude najmanja.
Matemati¢ki model TP je definisan na sledeci nacin [3},132,|144]

m n
Minimizirati Z = E E CijTij
i=1 j=1

n
E Tij = Qq, z:l,...,m,
j=1

m
E ZEij:bj, ]:17...,71,
i=1

ﬁUUZO’ i:1,...,m,j:1,...,n.

(4.9)

Poznato je da vektori 1 matrice, osnovni pojmovi TP mogu da se posmatraju
kao specijalni slucajevi tenzora (tenzora prvog i drugog tipa), pa se samim tim
moZe razmatrati i primena tenzora u TP.

Rimanov prostor i metricki tenzor su proucavani teorijski [65] 1 primenjeni
u razli¢itim oblastima [139,/141]. U nastavku ¢emo opisati jo§ jednu primenu

simetriénog metrickog tenzora.

4.3 Osnovno dopustivo (izvodljivo) reSenje Trans-
portnog problema
Podsetimo se nekih pojmova i ¢injenica u vezi sa TP (4.9) 104} 106].

* Matrica X = [z;;] _  nenegativnih pojedinacnih alokacija (z;; > 0) koja

ispunjava uslove vrsta i kolona naziva se dopustivo resenje.

* Dopustivo reSenje koje ne sadrzi vise od m + n — 1 nenegativnih alokacija

naziva se osnovno dopustivo resenje.

* Osnovno dopustivo resenje koje minimizira ukupnu cenu transporta naziva

se optimalno resenje.
Poznato je da TP ima optimalno reSenje ako i samo ako je balansiran (uravnotezen),
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odnosno ako vaZzi da je Z a; = Z b;. Nebalansiran TP se moze balansirati do-
i=1 j=1
davanjem pomo¢nih (dopunskih, laznih) izvora ako je ponuda manja od potraznje,

ili pomo¢nih destinacija, u suprotnom, ¢ija bi cena bila nula.

Proces reSavanja transportnog problema se obi¢no odvija u dve etape: nalaZenje
pocetnog osnovnog resenja i provera njegove optimalnosti uz poboljSanja dok se
ne dode do optimalnog reSenja. Postoji nekoliko razli¢itih metoda za svaku etapu.
Sa namerom predstavljanja novog pristupa TP zasnovanog na tenzorskom racunu,
bi¢e navedena dva osnovna metoda za odredivanje pocetnog osnovnog resenja,
Metod severozapadnog ugla i Metod najmanje cene (najmanjih troSkova).

Razni istrazivaci su se bavili odredivanjem reSenja transportnog problema.
Neki od njih su G. Appa [3], J. R. Meyer, J. F. Kain, M. Wohl [63], W. L. Win-
ston [[145] i mnogi drugi. U knjizi [49] su opisani razli€iti metodi reSavanja trans-
portnog problema.

G. Appa [3] je ustanovio da je, kod razmatranih problema linearnog programi-
ranja, moguce: (i) ciljna funkcija je neogranicena, (i¢) problem je neresiv, (iii)
problem se mozZe resiti odredivanjem reSenja odgovarajuceg transportnog prob-
lema.

U nastavku e biti objasnjene ove metode i dat primer njihovog funkcionisanja.

[3,149,63,145]] Algoritam 1: Metod severozapadnog ugla (NWC Metod)

Korak 1: Ako transportni problem nije balansiran, balansirati ga dodavanjem
pomocnih izvora ili destinacija tako da vazi > ", a; = Y77, b;, sa
troSkovima transporta jednakim nuli u dodatim ¢elijama.

Poceti sa severozapadnim (gornjim levim) uglom (1, 1), odnosno uzeti
vrednost s = j = 1.

Korak 2: Dodeliti vrednost x;; = min{a;, b;} i u skladu sa tim smanjiti ponudu
a; ili potraznju b;.

Korak 3: Ako je vrednost a; iscrpljena, i¢i jednu celiju vertikalno naniZe,
odnosno uzeti da je 7 := ¢ + 1. Ako je vrednost b; iscrpljena, i¢i jednu
¢eliju horizontalno desno, odnosno uzeti da je j := 7 + 1.

Korak 4: Ponoviti korake 2 i 3 dok se raspoloZiva koliina ne iscpi.
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[3,49.,/63,145]] Algoritam 2: Metod najmanje cene (MC Metod)

Korak 1: Odrediti ¢eliju (7,7) sa najmanjom cenom c¢;; i locirati z;; =
min{a;, b;}.

Korak 2: Ako vazi da je min{a;,b;} = a;, precrtati i-ti red i smanjiti b;; za
vrednost a;. Ako vazi da je min{a;,b;} = b;, precrtati j-tu kolonu i
smanjiti a;; za vrednost b;. Ako vazi da je min{a;, b;} = a; = bj,
precrtati ili ¢-ti red ili j-tu kolonu.

Korak 3: Ponoviti korake 1 i 2 sa neprecrtanim Celijama dok se raspoloZiva
koli¢ina ne iscrpi.

Moguénost implementacije prethodna dva algoritma biée prikazana u nared-

nom primeru.

Primer 4.2. Neka su date tri rute za transfer podataka A, B, i C' i tri pomocna
skladista P, ), i R u kojima se podaci ¢uvaju pre slanja u glavno skladiste na
kraju dana. Kapacitet prenosa podataka po rutama A, B, i C' redom iznosi 80,
70, i 60 hiljada terabajta (TB), a dnevni kapaciteti skladista su redom 50, 110, i
50 hiljada TB. Cena prenosa jednog TB podataka razlikuje se od svake rute do
skladista, zavisi od rastojanja, i moZe se prikazati na sledec¢i nacin: ruta A: 16,
18 i 21; ruta B: 17, 19, i 14, ruta C': 32, 11, i 15 sve redom ka skladistima P, Q), i
R. Pitanje je koliko hiljada TB treba poslati sa svake rute da bi se dobilo osnovno

izvodljivo reSenje ukupne cene transfera.

Predstavijajuci ogranic¢enja u Tabeli i primenom Algoritma 4.3\ dobijamo

Toy = min{70,110 — 30} = 70; x3, = min{60, 110 — 30 — 70} = 10;

€T33 = 50,
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| P | Q | R ||
A 80
16 18 21
B 70
17 19 14
c 60
32 11 15
[ 50 | 110 | 50 [ 210

Dobijeno osnovno izvodljivo resenje i odgovarajuca cena kostanja su

20 30 O
X=1|0 70 0|, Z=16-50+18-30+19-704+11-10+15-50 = 3530.
0 10 50

Primenom metoda najmanje cene dobija se bolje pocetno resenje stavljanjem

akcenta na najjeftiniju rutu. ResSenje je prikazano u obliku

min{c;;, 1,7 =1,2,3} =11 = 32, 30 = min{60, 110} = 60;
min{c;;, 1 =1,2,7 =1,2,3} = 14 = ¢93, x93 = min{50, 70} = 50;
min{c;;, 1,7 = 1,2} =16 = ¢11, 211 = min{50,80} = 50;

min{cy, i = 1,2} = 18 = ¢12, 12 = min{110 — 60,80 — 50} = 30;
Too = 20.

| P | Q| R ||
A 80
16 18 21
B 70
17 19 14
c 60
32 11 15
[ 50 | 110 | 50 [ 210
50 30 O
X=10 20 50|, Z=16-50+18-30+19-204+14-50+ 11-60 = 3080.
0 60 O

(4.10)

107



4.4. TRANSPORTNI PROBLEM I METRICKI TENZOR

4.4 Transportni problem i metricki tenzor

Predstavimo TP (4.9) u tenzorskoj notaciji. Pretpostavimo da je m = n = N.
Ako ovaj uslov nije ispunjen, dodacemo pomocne vrednosti izvora ili destinacija

sa komponentama jednakim nuli.

Vektori ponude 1 potraznje su tenzori prvog reda u Euklidskom prostoru K :

T
a as -+ GanN :[ai]Ta by by --- bN]:[bj]7 i;j€{1727-~~7N}-

Matrica cena je tenzor drugog reda

Ci1 Ci2 -+ CIN
Co1 Cog -+ CoN
[ci;]
CnN1 CN2 ... CNN
Promenljive proizvoda su

11 T2 - TIN
To1 X2 -+ I2N [:p ]

= [z
N1 IN2 ... INN

Na ovaj nacin se TP (4.9), posStujuéi Ajnstajnovu konvenciju o sabiranju, ek-

vivalentno moZe zapisati u obliku

Minimizirati Z = 5““’565604,3%5,
5o‘ﬁeaxi5 = a,,
§eqxp; = bj, (4.11)
zi; > 0,
i,j=1,...,N,

gde je 0 Kronekerova delta sa gornjim indeksima i e; = 1.

Kao Sto smo ve¢ rekli, d;; su komponente metrickog tenzora Euklidskog pros-
tora Ey. Iz tog razloga, tenzorski oblik ciljne funkcije Z dat u (4.11)) moZe se
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ekvivalentno izraziti u obliku
Z = cagxaﬂ ii Z= caﬁxa[g. (4.12)

Ako je z¥ reSenje transportnog problema (4.12), odgovarajuce reSenje sa do-

njim indeksima x;; dobija se na sledeci nacin
Tij = 0ia0;57. (4.13)

U nastavku Ce, uz poStovanje uslova m = n = N, biti generalizovan trans-
portni problem (4.11]). Umesto simbola Kronekerove delte sa gornjim indeksima
koristi¢emo simetricni metricki tenzor sa gornjim indeksima. Na taj nacin ciljna
funkcija postaje opstija i dozvoljava uticaj nekih novih parametara.

U generalizovanom transportnom problemu sa simetricnim metrickim ten-

zorom g, ciljna funkcija Z je izraZena u obliku
Z= gﬂg@cagxw.
Komponente odgovarajuce matrice cena su
Cl — gﬁgﬁcﬁ, (4.14)
Resenje ovoga problema predstavljeno je u narednoj teoremi.

Teorema 4.1. Neka je [c;;] konstantna matrica i neka je [C"7], za CV = g"*giPc,4

matrica cena. Osnovno izvodljivo resenje transportnog problema

Minimizirati Z = gﬂg@caﬁxw

5aﬂeaa:i5 = a;

(5aﬁ€al'lgj = bj (415)
Tij Z 0
,7=1,...,N
je
Tij = Gaigpr™” (4.16)
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gde je % osnovno izvodljivo reSenje transportnog problema

Minimizirati Z = 50‘755‘500459375,
0Peyrig = aj,
5a66a3§'5j — bj’ (417)
Tij 2 07
i,j=1,...,N.

Ako je G = [gij} matrica sacinjena od komponenata metrickog tenzora i ako
je X = [2%] matrica sacinjena od reSenja 1V = §'*6"% x5 problema (4.17),

matrica reSenja problema {.15)) je
[2:;] = GXG. (4.18)

Dokaz. Transportni problem je ekvivalentan problemu

Z = Copr™”,

gde su indeksi u *” podignuti u skladu sa nekonstantnim metri¢kim tenzorom .
Primenom nekog od metoda za reSavanje TP, dobijamo odgovaraju¢e kompo-

nente 2. ReSenje problema (4.15) se dobija nakon sniZzavanja indeksa iz 2.
Kako levi indeksi u elementima matrice m;; oznaCavaju red, a desni kolonu

gde je element smesten, jednacina (4.18]) vazi direktno iz tenzorskog zapisa ovog

resenja. [

Primer 4.3. Razmotrimo problem predstavljen u Primeru I sa dodatnim informa-
cijama o pouzdanosti prenosa podataka.

Neka g;; oznacava specijane pogodnosti ako skladista P, (), R koriste redom
rute A, B, C.
Ako vaZi da je 2 = 6Y, vaZi naredna jednakost
3 3
Z=2_ D i
i=1 j=1

Znajucida je g simetricni metricki tenzor &ije su komponente g;;, dobija se sledeca
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GLAVA 4. TENZORSKI RACUN I LINEARNO PROGRAMIRANIJE

Jjednacina
3 3

Z = Z Z dijxij

i=1 j=1
za
din = c11(911)” + 12911012 + 21911012 + C22(g12)*
+ 13911918 + C31911013 + C23012918 + C32012013 + C33(913)°,
diz = cingugiz + c21(912)* + 31912913 + 1291192
+ C22012922 + €32013922 + C13911923 + C23G12023 + 33913923,
dis = 11911913 + C21912913 + 31(913)” + C12911023
+ C22012923 + €32013923 + C13911933 + C23012033 + 33913933,
da1 = 11911912 + C12(9g)2 + 13912913 + €21911922
+ 22912922 + C23913922 + €31911923 + C32012923 + €33913923,
dyy = C11(gg)2 + 12012922 + C21912922 + 622(92)2 4.19)
+ C13012923 + C31912923 + C23922023 + C3292223 + C33(g23)’,
dag = 11912013 + 21913922 + C12912923 + C31913923
+ 22922023 + C32(923)° + C13912933 + C23922933 + C33923733,
ds1 = c11911913 + 12912013 + C13(g13)° + C21911923
+ C22012923 + C23913923 + €31911933 + 32912933 + 33013933,
ds2 = C11012913 + 12913922 + €21912923 + 13913923
+ C2202293 + C23(923)° + 31912033 + C32022938 + 33923033,
d33 = c11(g13)” + C12913923 + C22(g23)°
+ 13913933 + 31913033 + C23923033 + C32923933 + C33(g33).

Pretpostavimo da metricki tenzor § odgovara matrici [g;;] = diag{K,L, M} i

vaZi da je [g] = [gi;] 7' = diag{ K, L', M~'}. Transformisana matrica cena
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je
16 K2 18(KL)*1 21(KM)*1

C=C"=g2¢lcos=| 17(KL)"" 19L°2 14(LM)!
32(KM)™' 11(LM)™'  15M~2

ReSavanjem transformisanog problema dobijamo resenje koje ukljucuje dodatne

parametre. Na primer, za K = 2, L = 10, M = 5, imamo da je

4 09 21
C=10.85 0.19 0.28
3.2 022 0.6

Primenom MC metoda objasnjenim u Algoritmu4.3|dobijamo osnovno izvodljivo

resenje i odgovarajucu ukupnu cenu

50 0 30
X=10 70 0|, Z=16-50+21-30+19-70+11-40+15-20 = 3500.
0 40 20

Primetimo da je ukupna cena veca nego cena dobijena primenom MC metoda
primenjenog na netransformisani problem , ali ovde izbor reSenja ukljucuje

i ponudene pogodnosti.

4.5 Generalizovano dopustivo resenje Transportnog

problema

Neka su date tri rute za transfer podataka A, B, i C' i tri pomo¢na skladista
P, @, 1 R u kojima se podaci ¢uvaju pre slanja u glavno skladiSte na kraju dana.
Kapacitet prenosa podataka po rutama A, B, i C' redom iznosi 80, 70, i 60 hiljada
terabajta (TB), a dnevni kapaciteti skladiSta su redom 50, 90, 1 70 hiljada TB. Cena
prenosa jednog TB podataka sa svake rute razlikuje se od svake rute do skladista,
zavisi od rastojanja, i moze se prikazati na slede¢i nacin: ruta A: A;(t), As(t) i
As(t); ruta B: By(t), Ba(t), i Bs(t); ruta C: Cy(t), Ca(t), i C5(t) sve redom ka

112
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skladiStima P, (), and R. Pitanje je koliko hiljada TB treba poslati u intervalu

od sat vremena (0 < ¢ < 60) sa svake rute kako bi se minimizirala ukupna cena
transfera.

Funkcije koStanja 1 uslovi su predstavljeni u sledecoj Tabeli

I r_| Q| r_||
A || [ z11(2) x12(t) x13(t) a1 (t)
A1 (?) Aa(t) As(t)
B 221 (t) 222 (t) x23(t) as(t) (420)
Bi(t) Ba(t) Bs(t)
C || | z31(t) x32(t) x33(t) as(t)
C1(t) Ca(t) Cs(t)
B0 0 [ ba() |

7a bs(t) = a1 (t) + as(t) + as(t) — by(t) — ba(t).

Primenom Metoda severozapadnog ugla dobijamo vrednosti osnovnog izvo-

dljivog resenja [z;;].

Postujuéi zadate uslove a;(t) = 80, as(t) = 70, as(t) = 60, by(t) = 50,
bg(t) = 90, b3(t> = 70,ifunkcije Az = Az(t), Bz = Bz(t), Oz = Oz(t),l = 17 2, 3,

2
_z 7
31150, te€[0,45) — 470, te(0,45),
Ay = Az={ B As= —Ltq60, telo,60]
20, t € [45,55) 4 6 ’ ey
—t—50, t& [45,60]
6t — 310, t € [55,60], 3
4 8 r60, te [0,45)
—gt +80, te€l0,50) 9 ’ ’ 3
By = By = P—25,  te[45,55) By = —1t+50, t € [0, 60]
t—10,  t € [50,60]
4t — 190, t € [55,60]
6 i 460 t € [0,45)
——t+70, te][o0,50), 9 ’ ’
Ci= —t+80, tel0,60], Cy= 5 8=19 _2t4130, ¢ [45,55)
3t — 140, t € [50,60], ’ ’
—2t + 140, t € [55,60].

dobijamo naredno osnovno izvodljivo resenje

50 30 O
X=10 60 10},
0 0 60

Z(t) = 50- A (t)+30-As(t)+60- Bo(t)+10- B3 () +60-Cs(t).
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PROBLEMA

Ukupna funkcija troSkova je

(251
—%t+12300, t € [0,45)
55
Z(t) =4 =t +6300, 1€ 45,5) (4.21)
905

| 5t 19500, ¢ € [55,60].

Graficki prikaz funkcije predstavljen je na narednoj Slici[4.1]
Az

15000 |-

10000 |-

5000} —_—

Slika 4.1: Grafi¢ki prikaz funkcije Z(t)

Sa Slike se moze zakljuliti da je funkcija Z(t) koja predstavlja protok
informacija opadajuca na intervalu ¢ € [0,45], takode opadajuca na intervalu
t € [45,55], 1 u poslednjem delu, gde ¢ € [55, 60] funkcija Z(t) raste.

S obzirom na metricki tenzor g, ¢ije su komponente izraZene u sledecoj matrici

f) 0
g =1 0 @ o |, (4.22)
0 f(t)
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za funkciju f, f¥(t) = f(t) - ... f(t), dobijamo transformisanu funkciju troskova
—_—
k puta

Zi(t), 0< <45
Z5(t), 45 <z <50

zi = 2, Hse (4.23)
Z4(t), 50 <z < 55
Z,(t), 55 <z < 60,

gde je
Zy(t) = 50 - (—§t+50> () + 30 - (—4—75t+70> Cf3(t) + 60 - <—§t+80> )
+10- <—§t+60) - FA(t) + 60 - (—gt+60> L f5(0),
Zy(t) = 5020 f2(t) + 30 - (%t—50> F2(t) + 60 - <—§t+80>-f3(t)
+10- (t —25) - f4(t) +60 - (—2t + 130) - £(¢),
Zy(t) = 50 -20 - f2(1) + 30 - (gt—a)) F3(1) + 60 - (£ — 10) - £3(1)
+10 - (t —25) - f4(t) + 60 - (=2t + 130) - £(¢),

Zu(t) = 50 - (6t — 310) - F2() + 30 - (%t - 50) ) 60 - (E—10) - F3(t)

+ 10 - (4t —190) - f4(t) + 60 - (—2¢ + 140) - f°(2).

S obzirom na metricki tenzor g zadat jednacinom (4.22), dobija se

~1 _ ] . u_ Ly 1 s _ L gl =
g (9] : T3 Y TRy T T Pa 0, i # J,

Z = gmg’%caﬁ%é

= gHgtlenzn + g g ciarn + g g ez + 922 g en v + g*2g% a0

+ 2933103 + 229 cz1131 + §229P 3030 + §22g22 33133

~ 50A1(t) | 30Ax(t)  60Ba(t)  10Ch(t)  60Cs(t)
TTRn CTPRn CRn P e
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PROBLEMA

paje
50 30
X=[z;]=|0 60 0 |,
0 10 60
50 30 ]
f2(t) f‘”ég)
X=[gi=glaglt=| 0 0
f%t)
, 60
I fot) o) |

Matrica troskova transportnog problema (#.11)) je konstantna. Generalizovali
smo ovaj pristup definisanjem matrice troskova C sa (#.14). Matrica C je matri¢no
vrednosna funkcija. Zbog toga, ona generalizuje pocetni pristup (4.9) uzimajuéi u
obzir razli¢ite promenljive. Takode, predstavljeno je dopustivo reSenje problema
transporta zasnovano na tenzorskom racunu. Standardni transportni problem (4.9)
zasnovan je na skalarnom proizvodu sa jedinicnom matricom (Euklidov prostor).
Koriste¢i simetri¢nu matricu (metric¢ki tenzor u Rimanovom prostoru) umesto je-
dini¢ne matrice uopstili smo pristup reSavanja TP. Ova generalizacija omogucava

razmatranje TP sa dodatnim faktorima koji uticu na ciljnu funkciju.
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GLAVA 5

PRIMENE TENZORA U
PROJEKTOVANJU FAZI
REGULATORA

5.1 Fazilogika

Glavna tema ovog poglavlja bice fazi skupovi i fazi logika, razlozi za njeno
nastajanje i osnovni pojmovi koji se u njoj javljaju. Nakon toga, definisace se
fazi brojevi i trougaoni fazi brojeva, bi¢e opisane njihove osobine i navedena neka

uopstenja.

5.1.1 Istorija fazi skupova i fazi logike

Jedna od mnogih paradigmatskih promena u nauci dvadesetog veka svakako
je razumevanje i prihvatanje pojma neizvesnosti. Ova se promena u nauci desila
tako Sto se sa tradicionalnog stava po kome nauku treba da krase preciznost, os-
trina 1 doslednost, a neizvesnost je nepozeljna i treba je izbegavati po svaku cenu,
postepeno preslo na blazi, alternativni stav, kojim ne samo S$to nespecificnost, ne-
jasnost, nedoslednost i neizvesnost nisu nenaucni, ve¢ mogu biti od velike koristi
za nauku, Cak 1 suStinski [48]. Prekretnicu u ovom nau¢nom zaokretu predstavlja
rad Lotfija A. Zadeha [149] koji je prvi uveo fazi skupove, skupove sa nepre-
ciznim granicama kod kojih funkcija pripadnosti skupu nije stvar potvrdnog ili
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odri¢nog odgovora, veC stvar stepena. Za dati fazi skup A i element = sintagma
x pripada skupu A nije uvek, kao u dvovrednosnoj logici, tacna ili netacna, vec
moZe biti tatna samo do odredenog stepena, onog stepena dok z zaista pripada
skupu A. Uobicajeno je da se stepen Clanstva/pripadnosti fazi skupu izrazava
brojem iz zatvorenog intervala [0, 1], gde krajnje vrednosti 0 i 1 predstavljaju re-
dom nepripadanje i pripadanje elementa fazi skupu. Osobina fazi skupova kojom
se objaSnjava lagan prelaz sa pripadnosti elementa skupu ka nepripadnosti daje
nam snazno orude kojim se mozZe opisati i meriti neizvesnost i prirodnim jezikom
smisleno predstaviti nejasni koncepti. Crisp skup je definisan tako da sve ele-
mente univerzalnog skupa deli u dve grupe: ¢lanove, oni koji sigurno pripadaju
nekom skupu i neclanove, one koji sigurno ne pripadaju skupu. U realnom svetu
se mnoge klasifikacije ne primenjuju na ovako strog nacin, ve¢ se uz neprecizne
granice lako prelazi iz Clanstva u neclanstvo. Neki od primera kojima se ovo
pokazuje su skupi automobili, visoko zarazne bolesti ili visoki [judi. Fazi skupovi
se matematicki mogu definisati tako Sto se svakom elementu univerzalnog skupa
dodeli vrednost kojom se opisuje stepen pripadnosti tog elementa fazi skupu, Sto
u stvari predstavlja sli¢nost elementa sa predstavljenim fazi skupom. To znaci da
element moZe u vecoj ili manjoj meri pripadati fazi skupu, Sto je naznaceno
funkcijom pripadnosti, odnosno 0 < u(x) < 1. Kako se vrednostima 0 i 1 opisuje
nepripadanje i pripadanje elementa fazi skupu, klasi¢an (obiCan, crisp) skup se
moze smatrati restrikovanim slucajem opsteg fazi skupa sa samo dve moguce

vrednosti funkcije pripadnosti.

Definicija 5.1. Neka je X univerzalni skup i x € X. Fazi skup A se na skupu X

definise kao skup uredenih parova

A= {(xuU/A(x))l x e X, NA(I) < [07 1]}7 (5.1

gde je pua(x) funkcija pripadnosti kojom je odreden stepen kojim neki element
x € X pripada skupu A. Uobicajeno je da se fazi skup oznacava velikim slovima,
a kako bi se oznaka razlikovala od klasicnog skupa, fazi skupove cemo oznacavati

znakom tilda iznad slova, odnosno A.

Moguce je fazi skup poistovetiti sa svojom funkcijom pripadnosti, pa se cesto
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fazi skup moze definisati kao funkcija koja elemente skupa X preslikava u interval
[0, 1], odnosno
pa(x): X —[0,1]. (5.2)

Ukoliko fazi skup ima konacan broj elemenata, mogu se navesti elementi sa odgo-
varajuc¢im vrednostima funkcije pripadnosti, uz cesto izostavljanje elemenata Cija

je vrednost funkcije pripadnosti jednaka nuli.

Primer 5.1. [15] Neka je dat skup X = {x1, x9,x3, x4, T5, T, X7} [ Njegov pod-
skup A = {x1,x3, x5, 6, T7}.

Ukoliko govorimo o crisp skupovima, podskup A se moZe predstaviti koris¢enjem
funkcije pripadnosti sa vrednostima 0i 1: pa(z1) =1, pa(zz) = 1, pa(zs) =1,
pa(zy) = 0, palzs) = 1, pa(zs) = 0, pa(zr) = 1, na osnovu Cega skup A
zapisujemo u obliku

A= {<x17 1)7 ($2, 1)7 (x37 1)7 (I4> 0)7 (ZL’5, 1)7 (x67 0)7 (ZE7, 1)}

Graficki prikaz skupa A se moZe videti na Slici

1.0 1 [ ] ] ] ] ]
0.8 1
0.6
0.4
0.2+

0.0 4 ] | ]

x1lx2lx3lx4lx5Ix6Ix7
Slika 5.1: Graficki prikaz klasi¢nog skupa A

Ako izostavimo elemente Cija je funkcija pripadnosti jednaka nuli, skup A ima
oblik

A= {(xla 1)7 (.1'2, 1)7 (x37 1)7 (*1'57 1)7 (x77 1)}
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Ukoliko govorimo o fazi skupovima, za svaki element skupa funkcija pripadnosti
Ce imati neku vrednost iz intervala [0, 1] u zavisnosti od stepena pripadnosti ele-
menta skupu, odnosno od toga da li element pripada skupu delimicno ili potpuno.

Tada bi funkcije pripadnosti imale, recimo, sledece vrednosti: pa(x1) = 0.8,

pa(ze) = 0.25, pa(rs) = 1, pa(rs) = 0, pa(ws) = 0.6, palws) = 1, palzr) =
0.4. Skup A Jje graficki moguce predstaviti kao na Slici

084 =

0.6 1 ]

0.4 u
0.2

0.0 4

T T T T T T T T T T T T T
x1 X2 x3 x4 x5 X6 X7

Slika 5.2: Grafi¢ki prikaz fazi skupa A

U narednim definicijama [10,/11,/14,32,/95,/149] bice navedeno nekoliko os-
novnih osobina fazi skupova i operacija nad fazi skupovima objasnjenih koriscée-
njem njihovih funkcija pripadnosti.

Neka je X univerzalni skup i A i B fazi skupovi definisani na sledeéi nadin:

A={(z,pz(x)) z € X, psi(z) € [0,1]},

B

{(@, pp(@))[ 2 € X, pp(x) € [0, 1]}

Definicija 5.2. Dva fazi skupa A i B su jednaka, $to oznacavamo sa A = B, ako
i samo ako vaZi da je
pi(r) = pa(x),ve € X. (5.3)
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GLAVA 5. PRIMENE TENZORA U PROJEKTOVANJU FAZI REGULATORA

Dakle, ako je za neko = € X pu;(x) # pg(x), ondaje A # B, pa kako bismo
odredili stepen jednakosti dva skupa koristimo meru jednakosti

E(A,B) = . (5.4)

Definicija 5.3. Fazi skup A je podskup fazi skupa B $to oznacavamo sa A C B
ako i samo ako vaZi
pilr) < pplz), Vo e X. (5.5)

Fazi skup A Jje pravi podskup fazi skupa B $to oznac¢avamo sa A C B ako i samo

akovazi A C Bi A+ B, odnosno

pilz) <pglz)ipz(e) < pgx), Vo e X. (5.6)

Definicija 5.4. Fazi skup Ae je komplement fazi skupa A ako i samo ako vazi

pilx) + pge(x) = 1. (5.7)

Funkcije 0 ;() i pu z.(x) su simetricne u odnosu na pravu j1 = 0.5.

Trougaone norme i konorme, prvenstveno uvedene u teoriju verovatnosnih

metrickih prostora, generalizuju veze izmedu fazi skupova.

Definicija 5.5. Neka su preslikavanja T,S : [0,1]> — [0,1]. Posmatrajmo

naredne osobine:

e [dentitet
T1:T(x,1) =x
S1:8(x,0) =z,

o Komutativnost
T2:T(x,y) =T(y,x)
S2:8(x,y) = S(y, ),

* Asocijativnost
T3: T(x,T(y,2)) = T(T(z,y), z)
S3: S(x,S(y, 2)) = S(S(z,v), 2),
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* Monotonost
T4: Ako je v <wuiy <w, ondajeT(z,y)
S4: Ako je x < uiy < v, ondaje S(x,y)

T(u,v)
S(u,v).

IACIA

Trougaona norma (T-norma) je preslikavanje T : [0,1]*> — [0, 1] koje zado-
voljava osobine T1-T4.
Trougaona konorma (T-konorma ili S-normay) je preslikavanje S : [0,1]*> —

0, 1] koje zadovoljava osobine S1-54.

Definicija 5.6. Za T-normu i S-normu, T, S : [0,1]*> — [0, 1] i proizvoljne fazi

skupove fl, Be X definisemo operacije u tacki na sledeci nacin:
AT B(z) = A(z)TB(z),
ASB(z) = A(x)SB(z),

za svakiz € X

Posledica 5.1. Za svaku T-normu i svaku S-normu vazi da je T(x,0) = 0 i
S(xz,1) =1, za svaki x € |0, 1].

Posledica 5.2. Za svaku T-normu i svaku S-normu vaZi da je T(x,y) < z Ay
i S(xz,y) > xVy, za svaki x,y € [0,1], gde simboli \ i V oznacavaju redom

infimum (presek) i supremum (uniju).

Naredne dve definicije unije i preseka dva fazi skupa zasnovane su na Zade-

hovoj originalnoj definiciji.

Definicija 5.7. Unija fazi skupova Ai B, §to oznacavamo sa AU B definisana je

na sledeci nacin:

paup(@) = maz{pz(x), pp(x)}, Vo € X (5.8)

Definicija 5.8. Presek fazi skupova A i B, $to oznacavamo sa AN B definisan je

na sledeci nacin:

pang(@) = min{ps(x), pp(x)}, Vo e X. (5.9)
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Primer 5.2. [44] Neka su dati fazi skupovi

( 1, 40 < x < 50,
1, 40 <z < 50, —50
- 1—=50 s x—, 50 < x < 60,
A= 1-—2 50<x<60, iB= 10 ¢y
10 1— , 60 <x <70,
0, 60 <z <100, 10
L 0, 70 <z < 100.
Unija i presek fazi skupova AiB Jjednaki su
1, 40 < z < 50
_ 0 40 < 50
1= <<y o — 50 ==
o ! o - 50<z<55
AUB= ——, 55<z<60 iANB= 10,
:%0—60 1- , 95 <2z <60
1— . 60<z <70 10
10 0, 60 < 2 < 100.
0, 70 < z < 100.
0, 40 <z < 50
Komplement skupa A Jjednak je Ac={ 2 1050, 50 <z < 60

1,  60<a < 100.

Za date fazi skupove A i B predstavljene na Slici|5.3|funkcije pripadnosti unije

i preseka bice prikazane na Slikama[5.4]i[5.5]

Lo

x

Slika 5.3: Graficki prikaz dva fazi skupa
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7

weo /

x \/

Slika 5.4: Funkcija pripadnosti unije fazi skupova A i B

Qoo

Slika 5.5: Funkcija pripadnosti preseka fazi skupova AiB

Definicija 5.9. Nosac (engl. support) fazi skupa A Jje skup koji se sastoji od onih

elemenata cija je vrednost funkcije pripadnosti veca od nule, odnosno,

supp(A) = {z € X| psi(x) > 0}. (5.10)
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Fazi skup A se, kori§¢enjem svog nosaca, moze prikazati u obliku

~ H1 Hn . i
A=t N
$1+ +xn izz;xi’

(5.11)

gde je znakom + oznacena unija elemenata, a ¢ predstavlja stepen pripadnosti

elementa z; skupu A.

Definicija 5.10. Jezgro (engl. core) fazi skupa A je skup koji se sastoji od onih

elemenata cija je vrednost funkcije pripadnosti jednaka 1, odnosno,
core(A) = {x € X| pz(x) =1}. (5.12)

Definicija 5.11. Visina (engl. height) fazi skupa A predstavlja supremum funkcije

pripadanja, odnosno

hgt(A) = sup p;(x). (5.13)

zeX

Kada je skup A konacan, onda se visina fazi skupa odreduje po formuli

hgt(A) = mag ju5(z). (5.14)

Na Slici|5.6|moZemo videti graficki prikaz nosaca 1 jezgra fazi skupa A.

X

Slika 5.6: Nosac 1 jezgro fazi skupa A
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Definicija 5.12. Fazi skup A je normalizovan ako je, za neko © € X, ispunjen
uslov
pi(z) = hgt(A) = 1. (5.15)

Definicija 5.13. Fazi skup A Jje konveksan ako i samo ako je za x1,x5 € A,

A € [0, 1] ispunjen uslov

palAzy 4+ (1= X)) = man{pz(z1), pi(z2)}- (5.16)

Neka je, za odredenu vrednost A € [0, 1], Azy + (1 — A)ze = z3. Kao $to se
moZe videti sa Slike [5.7|uslov p 5(x3) > min{pz(x1), uz(z2)} vazi za sve kon-

veksne fazi skupove, dok za nekonveksne fazi skupove ovaj uslov nije ispunjen.

(%) £y (x)

Ml ) -—-—--—~-- ————————
(%) ===

syl Xy )

. | —————.

Slika 5.7: Konveksan i nekonveksan fazi skup

Definicija 5.14. Za dati fazi skup A njegov o — presek, u oznaci A, se definise

kao skup svih elemenata x koji fazi skupu A pripadaju bar sa stepenom o, odnosno

A, ={z e X|pi(x) > a}, a €|0,1]. (5.17)
Takode, definise se i strogi o — presek
Apr ={z € X| psi(z) > a}, a €10,1]. (5.18)
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Primer 5.3. Neka je dat fazi skup A = {(1,0.5), (2,0.9), (3,0.7), (4,1.0), (5,0.2),
(6,0.8), (7,0.7), (8,0.6), (9,0.4), (10,0.5)}.

Skupovi Agg i Ag g+ su redom jednaki
Aos = {(2,0.9),(3,0.7), (4,1.0),(6,0.8),(7,0.7),(8,0.6) },

odnosno

Ao+ = {(2,0.9),(3,0.7), (4,1.0), (6,0.8), (7,0.7)}.

Totalno uredenje vrednosti o € [0, 1] kod a—preseka i strogog a—preseka je
(obrnuto) ocuvano relacijom C. Naime, za svaki fazi skup A i vrednosti Qay, Qg €

[0, 1] za koje vaZi c; < g imamo da je

+- (5.19)

A UA,, = Ay, Ay NA,, = A, (5.20)
i
Aaf U Aa; = Aa;t, AO‘T N Aa; = Aa;. (5.21)
Teorema 5.1. [48]] Svaki fazi skup se moZe razloZiti pomocu familije a— preseka,
odnosno
A= | A, (5.22)
a€l0,1]

ili ekvivalentno, koris¢enjem funkcije pripadnosti,

A(z) = sup ady(z). (5.23)

a€l0,1]

5.1.2 Funkcije pripadnosti, fazi brojevi i njihove osobine

U ovom poglavlju bi¢e navedeni najcesci tipovi funkcije pripadnosti (¢lanstva).

Uopsteno govoredi, svaka funkcija
X —[0,1] (5.24)
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moZe biti funkcija pripadnosti koja opisuje odgovarajuéi fazi skup. Oblik funkcije
4 treba da bude takav da opisuje uslove na osnovu kojih definiSemo fazi skup,

kontekst u kome ¢e biti kori§€en, njegov dizajn i eventualnu primenu [[17,30].

* Trougaona funkcija pripadnosti (A funkcija):
Ovo je najjednostavnija moguca funkcija p odredena sa tri parametra a, m
i b. Njihovo znacenje je jednostavno: m predstavlja modalnu (ocekivanu)

vrednost dok su a i b redom donja i gornja granica. Najces¢i oblik ove

funkcije je
0, r<a
r—a
, a<xz<m
pu(x,a,m,b) = Tg__xa (5.25)
, m<zx<b
b—m
0, x > b.

\

Jos jedan, kraci oblik ove funkcije pripadnosti je

w(z, a,m,b) = max{min[(x —a)/(m —a), (b—x)/(b—m)],0}. (5.26)

» Trapezoidna funkcija pripadnosti (11 funkcija):
Ovo je funkcija odredena sa Cetiri parametra a, m,n i b koji odreduju Cetiri
linearna dela. Parametri a i b su temena/granice donje, duZe osnovice, dok
parametri m 1 n predstavlaju temena gornje, krace osnovice. Ako je m = n,

trapez postaje trougao. Njen oblik je:

( 0, r<a
r—a
, a<z<m
m—a
w(x,a,m,b) = 1, m<z<n (5.27)
b—x
, n<zx<b
b—n
L 0, x>0

Kraci oblik ove funkcije je

w(z, a,m,n,b) = max{min[(z —a)/(m —a),1,(b —x)/(b —n)],0}.
(5.28)
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* ['- funkcija pripadnosti: Ova funkcija se javlja u dva oblika

0 r<a
x) = ’ ) - 5.29
u@) {1—6_’“(1’_“), T >a ( )
ili
0, r<a
w@) =4 k(z - a) (5.30)
—, r>a
1+ k(z —a)?
* L-funkcija pripadnosti
1, r<a
b—ux
w(x,a,b) = L 4<¢ <b (5.31)
—a
0, T > b.

* S-funkcija pripadnosti: Ova funkcija ima oblik

0, r<a
z—a\’
2(b > , a<z<m
—a
p(x) = e\ (5.32)
1—2( ) , m<xz<b
b—a
L 1, x>b
e e . . ) a+b
U vecini slucajeva se uzima da je a = Zyin, b = Tz, 1 M = , gde

SUQ = Tpin 10 = Tmar Minimalna 1 maksimalna vrednost svih elemenata
skupa.

* Gausova funkcija pripadnosti: Ova funkcija ima oblik

1 - 2

gde y predstavlja aritmeticku sredinu, a o standardnu devijaciju.

Fazi skupovi definisani na skupu realnih brojeva R su, zbog Ceste primene u
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raznim oblastima, od posebnog znacaja za nauku. Oni se, ukoliko zadovoljavaju

neke uslove mogu posmatrati kao fazi brojevi.

Definicija 5.15. [70] Oznacimo sve fazi skupove definisane na skupu realnih
brojeva R sa F(R). Broj A € F(R) je fazi broj ako postoji xo € R tako da vazi
pa(zo) =1, i skup Ay = [z, pa, (x) > a je zatvoreni interval za sve o € [0, 1].

Funkcija pripadnosti, komponenta trougaonog fazi broja (TFB) A, je funkcija

wi: R — [0, 1], definisana sa

xz—1
R ZS'ISma
m —1
uU—m
0, inace,

gde vaZi nejednakost [ < m < wu. Promenljive [, m, i u predstavljaju redom
levu (donju, najmanju), modalnu (srednju, najperspektivniju), i desnu (gornju,
najvecu) vrednost, a za [ = m = u, TFB postaje crisp broj. U nastavku Ce se
trougaoni fazi brojevi oznacavati sa A = (I, m, u).

Slede neke algebarske osobine trougaonih fazi brojeva.

Definicija 5.16. [16,|130,/143] Neka su data dva trougaona fazi broja, A; =
(ly,mq,uy) i Ay = (lo,mo, uz), i skalar k > 0, k € R. Osnovne aritmeticke
operacije (unarne i binarne) definisane su na sledeci nacin:
Sabiranje:

A @Ay = (I, my,ur) ® (lo,ma, uz) = (I1 + lo,mq + ma, ug +ug), (5.35)

Oduzimanje:
Al o AQ = (ll)mhul) S <l27 ma, UQ) = (ll — U2, M1 — M2, Uy — l2)7 (536)

MnoZenje:
/11 X /12 = (l1,m1,u1) ® (la, ma, ug) = (I - la, My - Mo, uy - us), (5.37)

MnoZenje skalarom:

k-Ay=k-(Iy,my,u) = (k-1 k-my, k). (5.38)
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Reciprocna vrednost:
~ 1 1 1

ATt = (I, my,uy) ™t = (u—l, o E)' (5.39)
Za odabir trougaonih fazi brojeva primenjuje se Satijeva skala po koji se va-
Znost jednog kriterijuma u odnosu na drugi oslikava slede¢im pravilima: Jed-
naka vaznost = (1, 1,1 + ¢), Umerena vaznost = (3 — 0, 3,3 + 9), Jaka vaznost =
(5 —6,5,5+ ¢), Veoma jaka vaznost = (7 — 6,7,7 + J) i Ekstremna vaznost
= (9 — 4,9,9). Kako bi se dobili $to konzistentniji rezultati poredenja kriteri-
juma [115]], za neparne fazi brojeve ¢emo koristiti vrednost 6 = 2, a za parne
fazi brojeve rastojanje 6 = 1, odakle dobijamo sledece trougaone fazi brojeve
[70,71]: 1 = (1,1, 3) = jednaka vaZnost: oba kriterijuma su podjednako vaZna,
3= (1,3,5) = umerena vaznost: jedan kriterijum je nesto vazniji od drugog, 5=
(3,5,7) = jaka vaznost: jedan kriterijum je dosta vaZniji od drugog, 7 = (5,7, 9)
= veoma jaka vaZnost: jedan kriterijum je mnogo vazniji od drugog, 9 = (7,9,9)
= ekstremna vaznost: jedan kriterijum je ekstremno vazniji od drugog; meduvred-
nosti koje se koriste kada je potreban dogovor ili kompromis donosioca odluka su
2=1(1,2,3),4=(3,4,5),6 = (5,6,7)i8 = (7,8,9).

Prethodni trougaoni fazi brojevi predstavljeni su na Slici[5.8]

1.0 1 O O @ © A * o (1,1,3)
o (1.23)
- (1,3,5)
O—(3,4,5)
—hA=—(35.7)
——(5,6,7)
Y= (5,7,9)
== (7,8,9)
== (7,9,9)

0.5 -

Slika 5.8: Trougaoni fazi brojevi
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Funkcija pripadnosti trougaonog fazi broja se moze posmatrati iz dva dela,

levo i desno od modalne vrednosti m, kao Sto se moze videti na Slici[5.9] ¢ime se

dobijaju dve funkcije,
L PP (5.40)
e '
1 - = -
|
|
|
: Hi
|
|
|
|
|
0 |
/ m u

Slika 5.9: Predstavljanje delova trougaone funkcije pripadnosti

Inverzne funkcije funkcija /HA 1 p'; definisane su na sledeci nacin:
1)1 P\l
() =i+ m =Dy, () =ut(m—u)y, yel0,1. (54D

Leva i desna integralna vrednost trougaonog fazi broja A, prema [53]], defini-

sane su na sledeci nacin:

I(A) = /0 (/ng)fldy = /0 (I+ (m—1)y)dy = %(m +1), (5.42)

1 1
- _ 1
Ir(A) = / (175) Yy = / (u+ (m—uw)y)dy = i(m + u). (5.43)
0 0
Ukupna (totalna) integralna vrednost [53]], kao kombinacija leve i desne inte-
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gralne vrednosti, izraCunava se na sledeéi nacin:

IH(A) = Mg(A) + (1 — NIL(A) = %)\(m +u) + %(1 —AN)(m+1)
(5.44)

1
2()\u+m+ (1=M)1), A€ [0,1],

gde A predstavlja indeks optimizma, odnosno stav preuzimanja rizika donosioca
odluke. Pesimistican stav se karakteriSe uzimanjem vrednosti A = 0, odakle se
dobija da je I9(A) = Ip(A), dok se uzimanjem vrednosti A\ = 1 oslikava opti-
misti¢an stav donosioca odluke i tada je I},(A) = Iz(A). Za A = 0.5 imamo

da je I°(A) = 5([ r(A) + Ir(A)), $to predstavlja umeren indeks optimizma.
Ukupna integralna vrednost moZe posluZiti i za uporedivanje trougaonih fazi bro-
jeva. Naime, ako je I}}(A;) < I)(Ay), ondaje Ay < Ay, dok za I} (Ay) = I} (Ay)
i I} (Ay) > I} (Ay) imamo da je A; = Aj, odnosno A; > A,.

Koristeéi formulu

P(A) > Ay) = sup [min(juz, (=), iz, (v)] (5.45)

>y

moZe se izraCunati stepen verovatnoce daje A; = (I, my,u1) > Ag = (lo, Mo, us).
TraZena verovatnoca, kao §to se mozZe videti na Slici[5.10]odredena je drugom ko-

ordinatom g presecne tacke GG dveju datih funkcija pripadnosti.

#2 'y

A m, 1, u, m, u,

Slika 5.10: Presek funkcija pripadnosti y 5, 1 14, trougaonih fazi brojeva A A,
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Racunanjem vrednosti g dobijamo

1, my > Mo
P(Al Z AQ) = hgt(Al M AQ) = Oa 12 2 Uy,
e — inace
(M1 —u1) — (mo — lp)’ '
(5.46)

Stepen verovatnoce da je konveksan fazi broj A veéi od k konveksnih fazi

brojeva A;, i € {1,2,..., k} odredujemo po formuli

P(A> Ay, Ay, ... A) =minP(A > A;),i € {1,2,... k}. (5.47)

Ukoliko uvedemo oznaku w; = P(A; > A}),k € {1,2,...,n}, k # i, onda je

tezinski faktor w jednak

w = (wy,ws, ..., w,)". (5.48)

5.1.3 Neka uopstenja fazi skupova

Pri donoSenju odluka, kako na li¢nom tako i na profesionalnom nivou, ljudi
nisu u moguénosti da odaberu najbolju od mogucih opcija zbog nesigurnosti ili
netacnih informacija. Takode, zbog nepotpunih podataka o posmatranoj pojavi,
Cesto je nemoguce pravilno odrediti znacaj jednog elementa u odnosu na drugi.
Zadeh je [148], zasnivanjem teorije fazi skupova (fazi skupovi tipa 1), defini-
sao koristan alat za reprezentaciju nesigurnih i nepreciznih informacija primenom
matematickog alata. Na osnovu funkcije pripadnosti, koja transformiSe opsti skup
u segment [0, 1], 4 : R — [0, 1], element op$teg skupa pripada odredenom skupu
uz izvesnu verovatnocu. Fazi skupovi tipa 2 [[150] su uvedeni da olakSaju odredi-
vanje funkcije pripadnosti jer je stepen njihove funkcije pripadnosti fazi skup tipa
1. Kombinacijom funkcija pripadanja i nepripadanja (¢ 1 v), Atanasov [3] je uveo
Intuitionisticke fazi Skupove (IFS) i Intuitionisticke Fazi Skupove drugog tipa [4].
Da bi prosirio domen odlucivanja, Jager [146] je koristio dodatni uslov u? + 1% €
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[0, 1]. Pitagorejski brojevi su definisani na taj nac¢in. Uvodenjem Neutrosofi¢nih
fazi skupova, Smarandahee [111H113] je smanjio nivo neodluc¢nosti/kolebljivosti
kod nekonzistentnih informacija. Detaljiji opis generalizacije Intuicionistickih
fazi Skupova zasnovanih na Bulovoj algebri i MARCOS tehnici mogu se pro-
naci u [25,/72]]. Neke od najnovijih generalizacija, poredenja razli¢itih pristupa
rangiranju i primenama Neutrosophickih fazi Skupova u unapredenju e-biznisa su
proucavani u [45,[129]. Skore primene teorije fazi skupova u masSinskom ucenju
u vezi sa procenom rizika sistema za iskopavanje uz primenu Pitagorejskog i
sfericnog fazi TOPSIS-a i veStacke inteligencije, kao i operacijama na interpo-
lacionim Bulovim algebrama sa oCuvanjem ideje o intuicionizmu i unapredjiva-
njem AjnStajnovih operatora agregacije prikazani su u radovima [38.73,/105]] kao
1 u mnogim drugim istraZivanjima.

Jo$ od definisanja u radovima Mahmuda 1 saradnika [60] kao 1 Giindogdu 1
Kahramana [55], kao spoj Neutrosophickih i Pitagorejskih fazi skupova, Sferi¢ni
fazi skupovi, koji su deo Sfericnog AHP, VIKOR, TOPSIS, MULTIMOORA ili
WASPAS metoda, koriste se u mnogim oblastima. Neke od tih oblasti su izbor
lokacije skladiSa [54], primena obnovljivih izvora energije [56]], izbor proizvodnih
sistema [61]], procena lanca snabdevanja i izbor dobavljaca [135]], izbor lokacije
distributivnog centra [47]], medicinska dijagnostika [60], vladine strategije protiv

pandemije Sars-Cov 2 [93]], i mnoge druge.

5.1.4 Definicija i osnovne osobine sferi¢nih fazi skupova

Gong i saradnici [56] su izmerili duZine lukova na sferi, ne koristeéi rasto-
janje u Euklidovom smislu. U [55]], Giindogdu i Kahraman su se bavili ¢vrstom
sfernom zapreminom, ne samom sferom, i zakljucili da za svake dve tacke na
sferi postoji sfera kojoj one pripadaju. U tom slucaju, koriS§éenjem velikog kruga
sfere, Euklidsku distancu je moguce poistovetiti sa rastojanjem medu sferi¢nim
fazi skupovima.

Sferi¢ni fazi skup S nepraznog univerzalnog skupa X se defini$e na slede¢i

nadin:

S = {(pg(x),vg(x), mg(x)) |z € X}, (5.49)

135



5.1. FAZI LOGIKA

gde su pg(z) : X — [0,1], vg(z) : X — [0,1] i mg(x) : X — [0,1] funkcije
pripadanja, nepripadanja i neodlu¢nosti, pri ¢emu je zadovoljen uslov

0 §u%+yé—l—7r% <1. (5.50)

Za dva sferi¢na fazi skupa S} = (ug,,vg .75, ) i Sz = (pg, vs, mg,) defi-
nisana na nepraznom univerzalnom skupu X, osnovne operacije (presek, unija,
sabiranje, mnoZenje, mnozenje skalarom k, stepenovanje) se definiSu sledeéim

jednacinama:

Sl N SQ :{ min {ugl,u§2},max {I/gl, 1/52},

max {y/1 - (min{pug, g, })? — (max{vs,, vg, })? min{rg, ms,}} |
(5.51)

S;U S, :{ max {;Lgl,ugz},min {ugl, 1/52},

min{ /1~ (max{pg, , g, })? — (minfug,, v, })% max{rg,ms, }} }.

(5.52)
& 2 2 2,2 .
S1 &Sy —{ Mg, T Hg, = Hg Hg, V5V, (5.53)
RO =) -,
S ® S, ={u51u32> v, + V5, VEVs,
\/ S S. S S (554)

S ={y1- 0 A0 -0 s

8 = {ut 1 - (=) J1 - ) = (12 - m2)*). (5.56)

Navedimo jo$ neke osobine sferi¢nih fazi skupova.

Za sferi¢ne fazi skupove S; = (1g,,vs,,mg, ) i Sy = (13, Vs,, T3, ), i skalare
k, ki 1 ks > 0, komutativnost, distributivnost i zakoni stepenovanja operacija &,
® su dokazani u [55]].

Neka su S i S, sferi¢ni fazi skupovi. Zarad poredenja tih skupova, funkcija
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ocenjivanja i funkcija tacnosti su definisane na sledeci nacin:

~ & +2(1—vg ) —7s5
S(Sl):'usl ( z 51) 51’

a(Sy) = p +vE + 75 (5.58)

(5.57)

Indeksi Rezultata (SI) sferiénih fazi skupova S = (pg,vg, mg) su

10\/}/{2@ —2m5(pg —vg) — vi|, zaE, AS,ES, VS, FS,
1

ST

. za AW, EW, VW, Fw, 59
10\/\/{% —2m5(ug — vg) — V3|

gde su vrednosti E, AS, ES, VS, FS, AW, EW, VW, FW, objasnjene u Tabeli
[5.1][40,/56,093].

Tabela 5.1: Vrednosni indeksi, lingvisticke mere kriterijuma i TFB

SI LM Znacenje LM SFNs

9 AS  Apsolutno jaka vaznost  (0.9,0.1,0.0)

7 ES  Ekstremno jaka vaznost (0.8,0.2,0.1)

5 VS Veoma jaka vaznost (0.7,0.3,0.2)

3 FS  Umereno jaka vaznost  (0.6,0.4,0.3)

1 E Jednaka vaZnost (0.5,0.4,0.4)
1/3 FW  Umereno slaba vaznost  (0.4,0.6,0.3)
1/5 VW  Veoma slaba vaznost  (0.3,0.7,0.2)
1/7 EW Ekstremno slaba vaznost (0.2,0.8,0.1)
1/9 AW  Apsolutno slaba vaznost (0.1,0.9,0.0)

Sferi¢na fazi ponderisana aritmeticka sredina (SEF'W AM) na osnovu k =
(k1, ko, ... k) by € [0,1]; >0 ki = 1, vrednost SFW AM je

SFWAMw(ASh ASQ, ey Asn) = k1f~151 + kQASQ + ...+ kn[lsn
[ R | TP TP
=1 =1

i=1 i=1
(5.60)

Sferi¢na fazi ponderisana geometrijska sredina (SE'WGM) na osnovu k =
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(k1 ko, ... kn)s ki €0,1]; D20 ki = 1, vrednost SFWGM je
SFWGM,(As1, Asa, ..., Asy) = A%y + A% + ...+ A,

n n n n
:{E“%s’\ll_gl_y J[{l 1—vg )k 1:[(1—1/%5—77%3)’*’1}.

(5.61)

5.2 Povrsinski fazi skupovi

Rotiranjem krive ¢ : © = p(u) > 0,y = 0,z = 9(u) oko Oz-ose, jednacina
rezultujuée povrsi je [87]

r = r(u,v) = (plu) cosv, p(u) sinv, (u), (5.62)

u € [a,b], v € [0,2m).

Zapremina te povrsi je

V=nm /“2 @Q(U)%du. (5.63)

Parcijalni izvodi povr$i r po wiv sur, = dr/0uir, = dr/dv. Koeficijenti

prve kvadratne forme povrsi r su

gu=FE=r,-ry gQZQEZF:ru'Tva gﬂszrv'rv- (5.64)

Ukoliko su A = r(uy,v1) i B = r(ug,vs) dve razliite tacke na povrsi r
najkraca kriva na povrsi 7 koja povezuje te dve tacke je geodezijska linija odgo-
varajuéeg Euklidskog prostora [65]. Sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina

koji odreduje geodezijsku liniju v = () = (7', 7?,~7%) na povrsi r je [65]

>y o1 dry’ d’y
di2 + g (ggk’ gjkp+gpk]) dt dt
2

pri emu je z = z', y = 2%, 2 = 23, dok je parcijalni izvod g;;/Ox* oznalen sa

= p7', (5.65)

Gij ks 15 Jy k = 1,2,3. U prethodnoj jednacini, koristili smo AjnStajnovu Konven-

ciju o Sabiranju, g2g;y. , = )y 9**Gjk,q- 1 analogno za g2g;, 1 gPgpy ;. U tom
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zakonu, kori§¢ena je struktura g odredena jednakoscu [¢4] = [g;] -

Geodezijske linije sfere su veliki krugovi sfere. To je glavna motivacija za

sledeca razmatranja.

5.2.1 Uvodna razmatranja
Razmotrimo ravnu krivu ¢ = ¢(u) i povr$
r=r(u,v) = (€(u) cosv, {(u) sinv, h(v)), (5.66)
gdeje(:U — [0,1],h:V —[0,1,U,V CR.

Parcijalni izvodi povrsi r, r,, = Or/Ouir, = Or/dv, su

{ Ty = (éu(u) Cos v, Eu (u) sin v, 0)’ (5.67)

ro = (= £(u) sinv, £(u) cos v, hy(v)),

gde je hy(v) = d{h(v)}/dv.

Vektor glavne normale N povrsi r je
N =1y X1y = (Lu(w)hy(v) sinv, =, (u)h, (v) cosv, £(u)ly(u)).  (5.68)
Vektor glavne normale NV u tacki A = r(ug, vg) je
No = (lu(uo)ho(vo) sinvg, —€y(uo)hy(vo) cos v, £(ug)ly(u)). (5.69)

Glavna normala povrsi r u tacki r(ug, vg) je

v —Ll(ug)cosvg  y—AL(ug)sinvg  z— h(vo)

(n) Cu(uo)ho(vg) sinvy — —Ly(ug)hy(vg) cosvy — £(ug)ly(ug) =t 70

Parametarski, normala (n) je izraZena na slede¢i nacin

x = tly(ug)hy(vo) sin vy + £(ug) cos vy
(n) : %y = —tly(u)hy(vo) cos vy + £(ug) sin vy (5.71)
z = tl(ug)ly(ug) + h(vp).
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Razmotrimo i tatku B = r(uy, v1). Jednalina ravni koja sadrzi normalu n i
tacku B je odredena vektorom normale te ravni, d = (dy, ds, d3) = Ny X AB, gde

je

dy = 0(ug) [(h(uo) — h(v1)) hu(v) cos vy + £(11g) (€(uy) sin vy — £(ug) sin UO)},

(5.72)
dy = £ (1) [zz(uo) cos vy — £(1g)0(uy) cos vy + (A(v1) — h(vo))hu(vp) sin UO} ,

(5.73)
dz = Ly (ug)hy(vo) [E(ul) cos(vg + v1) — £(ug) cos 21}0] . (5.74)

Stoga, jednacina ravni («) koja sadrzi pravu odredenu vektorom n i tacku B je
() : di - (z—0(ug) cosvg) +da- (y—L(ug) sinvg) +d3- (z—h(vg)) = 0. (5.75)

Nakon uporedivanja jednacina (5.79) i (5.66), dolazimo do zakljucka da je

jednacina preseka povrsi r i ravni « kriva y = y(v) zadata jednac¢inom
(7) : (v(v) cosv, v(v) sinv, h(v)), (5.76)

gde je
y(v) _ €(u0) (dl COS Vg + dg sin Uo) —. d3 (h(U) — h(UQ)) . (577)
di cosv + dy sinwv

Rastojanje izmedu ta¢aka A = y(v;) i B = v(vs) je

dis(A, B) = /U2 V14 02(v) + 12(v) + h2(v)dv. (5.78)

5.2.2 Definicija i osobine povrsinskih fazi skupova

Jedini¢na sfera je povr$ sa najve¢im mogucim brojem simetrija. Zbog toga,
ogranicenje sferom daje najveci broj mogucénosti zadavanja trece koordinate sfe-
ri¢cnog skupa. Da bi se dodatno ogranicile moguénosti zadavanja vrednosti trece
koordinate pod dodatnim uslovima, neophodno je koristiti povrsi koje se nalaze

unutar sfere. Takvim izborom, moguce je zadrzati prve dve koordinate sferi¢nih
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fazi brojeva i dodatno ograniciti vrednosti tre¢e koordinate. Na taj nacin, funkciju
neodlucnosti je moguce odabrati na najpodesniji nacin koji najbolje opisuje ana-

liziranu situaciju.

DonoSenje odluka je slozen zadatak koji uklju¢uje mnogo podataka, Cesto
tacnih (objektivnih) i nesigurnih (subjektivnih), $to zahteva od donosioca odluke
da svoje razmatranje zasnuje na nepreciznim, delimi¢no poznatim, i nesigurnim
informacijama. Pri uporedivanju kriterijuma, podkriterijuma, ili alternativa, dono-
sioci odluka zasnivaju svoje stavove na brojnim primenama fazi brojeva 1 njihovih

proSirenja da bi opisali uticaj jednog kriterijuma nad drugim na precizan nacin.

U nastavku, biée prikazana proSirena tabela nivoa vaznosti lingvisti¢kih ter-

mina. Nakon toga, generalisacemo koncept Sferi¢nih Fazi Skupova [47,55,56.60]

Tabela 5.2: Indeks rezultata, lingvisticke mere kriterijuma, i povrSinski fazi
skupovi

Nivoi vaznosti lingvisti¢kih termina (u,v,m) SI

Nivo 1 (/Ll, V1,7 (t)) 2k +1

Nivo k (/Lk7Vk,7Tk(t)) 3

Nivo k + 1 (0.5,0.4,0.4) 1

Nivo k + 2 (l/k, My 7Tk<t)) 3_1

Nivo 2k + 1 (vi,p,mi(t)) (k4 1)1
Veli¢ine 7g, S = 1,...,k + 1 su funkcije 7 : [0,1] — [0, 1] ¢ije su vred-

nosti treée koordinate tacaka (,ug, Vg, 7Ts<t)> unutar rotacione povrsi takve da su
(s, vs,ms(0)), (ps, vs, ms(1)) tacke na povrsi.

Uredene trojke (1, v, 7(t)) su Povrinski Fazi Skupovi.

Osnovne operacije definisane na PovrSinskim Fazi  Skupovima
AS = (MAS’ I/AS, WS}S (t)) i BS = (MBS’ VBS, WS*BS (t)) na nivou S, S = 1, ceey
2k+1,gdeje(k+1+r) =ri(k+1—r) =k+1—r,r=1,...,k, definiSu

se na sledeci nacin:
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- Unija

;15 U BS = {maX {H“AS’NBS}’HHH {VAS’VBS}

min{(l — \/me{NASaNBS} + maxQ{VAS’éS},max {ﬂ'zs(t),wgs (t)}

(5.79)
- Presek

AsNBg = {min{uAs,uBS},maX{VAS,Z/BS}

min{(l - \/maXQ{MASa/JBS} + miDQ{VAS,éS}’min {wzs(t),wg,s (t)}

(5.80)
- Sumiranje

As® By = {\//%243 + gy B Mg VisVBs

\/(1 - u%s)wﬁs(t) +(1- ,u%s)wz

2 (6) 73 (072 (1)

(5.81)
- MnozZenje

As® Bg = {ugsugs, \/Vfis +vi — 12

V=2 O+ (-2,

(5.82)
- MnoZenje skalarom \ > 0:

)\-Agz{Vl—(l—u%s)k,ygs,\/(l—ﬁ

5 (L=, =7 )
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- Stepenovanje na \ > 0:

. {ugs, NPT LN /TR T w,asun*}

(5.84)
Kao u [55]], vaZe naredne jednacine

As @ Bsg = Bs @ Ag, (5.85)
Ag ® Bg = Bs @ Ag, (5.86)
A(As @ Bs) = Mg @ ABs, (5.87)
MAg @ MAs = (M + M) Asg, (5.88)
(As ® Bs)* = Ay @ B}, (5.89)
AV @ Ay = Ay, (5.90)

zZa )\, )\1, Ag > 0.

Teorema 5.2. Za Povrsinske Fazi Skupove A, = (ul, vy, T (t)), Ay = (,ug, Vs, 7T2(t)),
Az = (ps, v3, m3(t)), operacije @ i @ su asocijativne.

Za Povrsinske Fazi Skupove (u, v, 7r(t)), vaZe naredne jednacine

(,u, l/,ﬂ'(t)) @ (0,1,0) = (0,1,0) ® (,u, V,T('(t)) = (,u, l/,ﬂ'(t)), (5.91)
(1, v, 7(t)) ®(1,0,0) = (1,0,0) ® (p, v, w(t)) = (p, v, 7(t)), (5.92)

tj. PovrSinski Fazi Skupovi e = (0,1,0) i e; = (1,0, 0) su neutrali operacija & i
®, redom.

Naredne jednakosti su zadovoljene
eg D ey =eg i e1®e =eq. (593)

Za Povrsinske Fazi Skupove (u, v, ﬂ(t)) & {eo, €1} ne postoji Povrsinski Fazi
Skup sy takav da je (p, v, w(t)) ® sy = eq ili (p, v, 7(t)) ® sy = eq.
Za proizvoljne Povrsinske Fazi Skupove Ay i As, jedini Povrsinski Fazi Skupovi
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As za koje je zadovoljen identitet (A, & Ag) ® Az = (A1 ® Ag) &) (A2 ® A3) su
Az, = (1,0,0)i A3, = (0,1,0).

Dokaz. Na osnovu definicije operacije & date jednacinom (5.81)), sledi da vazi

(b1, 01, ™1 () @ (pa, v, ma(t))

T
VI3 3 — p3d,
= Vo,
V(@ = 2)m3(t) + (1 — pd)w2(t) — w2 (t)m3(t)
(5.94)

Druge koordinate Povriinskih Fazi Skupova A; = (A; @ Ay) @ A3 i A, =
A1 ® (A ® A3) su trivijalno jednake. Prva koordinata PovrSinskog Fazi Broja A

2 2
je \/(W@ + 3 — u?u%) + 3 - (\/M? + 5 — M%M%) 113, 4.

Ay = 18+ 18 — 203 + 13— 1203 — 1303+ 1R,

Nakon smene p3 u jednacini (5.94)) sa p3 + p2 — p3u2, dobijamo da je prva koor-
dinata Povriinskog fazi broja 4; ® (A, ® Aj3) jednaka

2

2
\/M% v (Vi) -t (Vi)

odnosno

Ap = \/ PE 3+ g — paHE — RS — PR+ pipses = Ay
Na osnovu jednacine (5.94)), kvadrati treé¢ih koordinata fazi skupova A; i A, su
Ajy = mi(t) — pami () — psmi(t) + oy (t) + my(t) — pimy(t) — psmy ()
+ pipamy(t) — mi () (t) + w3 () + pami ()3 (t) — pims(t) — pams(t)
+ pipmy(t) — mE () (t) + pamt ()3 (t) — w5 (w3 ()
+ iy ()3 () + mi()ma ()T (t) = A,

¢ime je dokazana asocijativnost operacije .
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Nakon zamene p, <> v, k = 1,2, 3, u dokazu asocijativnosti operacije &,
zakljuCujemo da je i operacija ® asocijativna.

Naredne jednakosti vaze,

(v, (1)) @ (0,1,0) = (p, v, 7(2))

\/M2+02—M2'07 r
= v-l, )
V(I =072 (t) + (1 - p2) - 0 —72(t) - 0
(v, 7(t)) @ (1,0,0) = (p, v, 7(1))
w1, !
— \/V2+02—V2-02, ,
\/(1—02)7r2+(1—1/2) -02 — 72 02
(5.95)

¢ime je potvrdena tacnost jednacina (5.91][5.92).

Kako je reSenje jednacine z2 + y* — 22 - 4> = 0 po z zadato jednakoSéu
r =z - (—1+ 2%)71/2, §to je kompleksan broj za x € (0, 1), inverzni povrSinski
fazi skupovi za (u, v, w(t)) & {eo, €1}, na osnovu operacija &, @ ne postoje.

Za Povrsinske Fazi Skupove Ag, = (,ul,l/l,m(t)), Ag, = (m,yg,ﬂg(t)),
Ag, = (3, vs, m3(t)), prve dve komponente rezultata operacija (Ag, ® As,)® Ag,
i (As, ® Ag,) @ (As, ® Ag,) su

prva komponenta
(As, @ As,) ® As, - pay/ 13 + 3 — pdud (5.96)
(As, © Asy) ® (As, © Asy) © s/ 13 + 13 — 33

druga komponenta
(AS1 & ASQ) ® Ag, : N R

(As, ® As,) @ (As, ® As,) © Vi + 08 —vivi - V13 +v5 — 1313
(5.97)

Za proizvoljne i1, 112, prethodne prve komponente su jednake ako i samo ako

JC,LL3:0111,[L3:1

Nakon kvadriranja i izjednacavanja drugih komponenti u jednacinama (5.96]
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[5.97), dobijamo da vazi jednakost
1/3?(1 — l/g) (1 — V-t 1/%1/22) =0. (5.98)

Za proizvoljne vy, v, jednakost (5.98)) vazi ako i samo ako je 3 = 0ili 3 = 1.

Zbog 113 + V3 + (7r3(t))2 < 1, jedini PovrSinski Fazi Skupovi kod kojih su obe
komponente prikazane jedna¢inama (5.96} [5.97) jednake su (1,0,0) 1 (0,1,0).

Za (ps,v3, m3(t)) = (1,0,0) ili (ps,vs,m5(t)) = (0,1,0), nakon izvesnog
izraCunavanja, dobija se da su tre€e koordinate rezultata operacija (AS1 D ASQ) ®
ASg 1 (AS1 X Agg) D (AS2 X AS3> jednake. ]

Na osnovu w = (wi,...,wy,), w; € [0,1], >°r  w; = 1, PovrSinska fazi

ponderisana geometrijska sredina (S;WGM) je

SWGM,(As,, ..., Ag,) = A2 + ... + A

{1 - TT0 -4,

=1

H (1 B Visi)“’i o H (1 - Vz%\si - Trzlsi (t>)M}
=1 =1

(5.99)

Odgovarajuce funkcije bodovanja i tacnosti su

~ 2
Ss(As) = (na, —m4,)" — (va, —74,(1)), (5.100)
Sa(As) = p5, +vi, + 75, (1) (5.101)
Kao u [55], naredne relacije su ekvivalentne

Ag < Bs, (5.102)
Ss(As) < Ss(Bs), (5.103)
Ss(As) = Ss(Bs) A Sa(As) < Sa(Bs). (5.104)
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5.2.3 Primena povrSinskih fazi skupova

Donosioci odluke, n njih, daju svoja misljenja o m kriterijuma. Ti rezultati su

prikazani kao matrice M,..., M,, tipam X m.

Odgovarajuca crisp matrica je
M, = [Mij}, (5.105)

zat,j=1,...,m.

Normalizovana crisp matrica je

pri cemu je
My = (Y M) ' M. (5.107)

k=1

Ako su f = (uh, v, mh(t) ..o fR(ulvlr, w(t)) fazi brojevi koji odgo-
varaju misljenjima donosilaca odluka o korelaciji i-tog i j-tog kriterijuma, odgo-

varajuca Integrisana povrSinska fazi matrica poredenja je

F=[F], (5.108)
gde je
1
Fj=—(f5+.-+15) (5.109)
TeZina r-tog kriterijuma, r = 1,...,m, je w, = (u,, vy, 7(t)), gde je

n 0.5
por = [1 -1Ia- u?)“”] , (5.110)

=1
ve = [ v, (5.111)
= n n 0.5
m(t) = [H (=) =] (0= = m2(t))" (5.112)
=1 =1
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Zawi,...,wyp >0, w1 +...+w, = 1.

Funkcija ocene/bodovanja je

SSk(t) =

100 - {(3,% — 7T’f(t))Z (& - wk(t))Q} ‘ (5.113)

Normalizovana tezina kriterijuma je

— SSk(t)

5.2.3.1 Primer

U [109], autori su se bavili definisanjem i rangiranjem kriterijumima koji uticu
na B2C vebsajtove. Od pet grupa kriterijuma 1 devetnaest podkriterijuma, izabe-
rimo grupu koja se tiCe Sigurnosti, privatnosti i autorizacije podataka. Podkrite-
rijumi te grupe su Al: Bezbedno pladanje, A2: Sigurnost naloga, A3: Bezbedno
deljenje podataka. Primeni¢emo PovrSinske fazi skupove u sistem donoSenja od-
luka, odredivanja teZina podkriterijuma i zaklju¢ivanja o njihovoj vaznosti za ceo

sistem.

Povrs koju ¢emo koristiti je elipsoid

x = 0.9 cos ¢ cos
(e): ¢ y=0.9cos¢siny (5.115)
z = 0.7sin ¢,
¢ €10,2m),¢ € [0, 7).
U tacki (zo,yo) = (0.9 cos ¢g cos 1y, 0.9 cos ¢g sin 1y, 0.7¢y ), m-funkcije za
svakog donosioca odluke su jednake

ij(t) = m;;(t) = 0.7sin (arctan @) cos ( — % + gt) (5.116)
Zo

Imacemo kriterijume i pet donosilaca odluke.

Misljenja donosilaca odluke izraZena su u obliku matrica
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1 3 5 1 5 3 1 3 5
M, =] 37! 31, My=1]5" 5 My;=131' 1 5
i 571 371 1 ] i 371 57t 1 | 571 57t 1
[ 1 3 5] 1 5 3
My=1|3' 1 3 , Ms = 511 3
i 571 37t 1 ] i 371 37t 1 i
(5.117)
Odgovarajuca crisp matrica je
1 3.8 4.2
M.=1026 1 3.8 (5.118)
0.24 0.26 1
Normalizovana crisp matrica je
0.67 0.75 047
M,=1| 017 0.20 0.42 (5.119)
0.16 0.51 0.11
Integrisana povrSinska fazi matrica poredenja je
(0.5,0.4,0.4), (0.64,0.36, 7 (¢ ),(06603477 )
Mp = (5.120)

(0.36,0.64,7(t)), (0.5,0.4,0.4), (0.64,0.36, 7(t))
(0.34,0.66, 7 (t)), (0.36,0.64, 7(t)), (0.5,0.4,0.4)

Tezine podkriterijuma koje odgovaraju povrSinskim fazi skupovima jednake

su

Ar: (061,07, V0.63 - 0.84- (0.56 — 72(1)/* - (0.59 — (1))

(0.52,0.45, V073 0.84- (0,59 — 72(1)* - (0.87 - (1))
1/3

(5.121)

PWagp=| Ay:

Ag: (041,055, V0.83 - 0.84- (0.87 — 72(1)* - (0.88 — 72(1))
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Ay : (a1,by,e1)
Uslucajudaje Mp = | Ay: (ag,bs,co) |,o0dgovarajuci crisp brojevi su

] As: (as,bs,c3)
\/100((3a1 _a (

S(w) = \/100((3 2——) (——02) ) . (5.122)
(

_ \/ 100( (305 = )" -

Grafici crisp teZina tri posmatrana podkriterijuma i njihov odnos prikazani su

na SlikamaB. 1111 [5.121

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 5.11: Crisp vrednosti posmatranih podkriterijuma

Crisp tezina koja odgovara prvom kriterijumu opadaod ¢t = O do t = 0.5. Za
t > 0.5, crisp tezina raste. Dobijeni minimum je 11.8282.

Crisp tezina koja odgovara drugom kriterijumu dostize minimum za ¢ = 0.5
koji je jednak 8.76022.

Crisp teZina koja odgovara treCem kriterijumu dostiZze minimum za ¢ = 0.692172
1 taj minimum je jednak 4.04456.

Crisp vrednosti koje odgovaraju kriterijuma A1, A2, A3, za razliCite vrednosti
t € [0, 1], predstavljene su u Tabeli[5.3]

Sa Slike vidimo da odnosi kriterijuma A;, i = 1, 2, 3, odreduju vrednosti
parametra ¢t za koje proporcije dostiZu svoje ekstremmne vrednosti.

Maksimum koli¢nika A; /A, iz Tabele|5.3[je 1.35021 i dostiZe se za t = 0.5.
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Slika 5.12: Odnos crisp vrednosti posmatranih podkriterijuma

Maksimum koli¢nika A; /A3 iz Tabele[5.3|je 2.94275 i dostiZe se za t = 0.3 i
t=0.7.

Maksimum koli¢nika A,/Aj3 iz Tabele [5.3]je 2.20869 i dostiZe se za t = 0.3 i
t=0.7.

Tabela 5.3: Crisp vrednosti podkriterijuma i njihov odnos

Crisp vrednosti Odnos crisp vrednosti

t\ Al Al A2 A3 Al/A2  A1/A3  A2/A3
0.0 | 13.8863 11.4153 8.42506 | 1.21646 1.64822 1.35493
0.1 |12.4598 10.3395 7.40156 | 1.20507 1.6834 1.39693
0.2 |12.0964 10.3755 6.09738 | 1.16686 1.98386 1.70163
0.3 | 11.9253 8.95058 4.05244 | 1.33235 2.94275 2.20869
0.4 | 11.8493 8.78391 4.37498 | 1.34898 2.70843 2.00776
0.5 | 11.8282 8.76022 4.57419 | 1.35021 2.58585 1.91514
0.6 | 11.8493 8&.78391 4.37498 | 1.34898 2.70843 2.00776
0.7 | 11.9253 8.95058 4.05244 | 1.33235 2.94275 2.20869
0.8 |12.0964 10.3755 6.09738 | 1.165685 1.98386 1.70163
0.9 |12.4598 10.3395 7.40156 | 1.20507 1.6834 1.39693
1.0 | 13.8864 11.4153 8.41406 | 1.21646 1.64822 1.35493

Fazi logika i njena primena u oblasti automata nad poluprstenima i drugim al-
gebarskim strukturama iscrpna je oblast kojom se bavi tim istraZivaca sa Prirodno-
matematickog fakulteta Univerziteta u NiSu predvoden profesorima Miroslavom

Ciri¢em i Jelenom Ignjatovi¢. Oni se bave proutavanjem teorije kvantitativnih
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automata, posebno fazi i tezinskih automata nad poluprstenima, dajuci, na taj
nacin, doprinos reviziji vazne oblasti teorijskog racunarstva u kojoj se klasicne
Bulove metode za modelovanje i analizu hardverskih i softverskih sistema sve
viSe zamenjuju kvantitativnim metodama. Tokom istraZivanja prvenstveno se raz-
matra nekoliko izuzetno vaznih problema teorije automata: poredenje ponasanja
automata, pronalaZenje simulacija i bisimulacija, redukcija i minimizacija stanja,
determinacija, rekonstrukcija automata iz njegovog ponasanja i izdvajanje au-
tomata iz modela crne kutije. Trenutno se ovi problemi vezuju za opsti kon-
tekst teZinskih konacnih automata nad poluprstenima, ali jo§ intenzivnije za tri
posebno vazna tipa teZinskih automata — teZinski konac¢ni automati nad poljem re-
alnih brojeva, max-plus automati i konacni fazi automati. Metodologija kojom se
reSavaju pomenuti problemi zasnovana je na linearnom predstavljanju teZinskih
automata nad poluprstenima, a takvo predstavljanje dozvoljava primenu metoda i
ideja linearne algebre i teorije matrica. Konkretno, problemi pronalaZenja simu-
lacija 1 bisimulacija, kao i problem smanjenja broja stanja, svode se na problem
reSavanja specijalnih sistema matri¢nih nejednacina i jednacina, dok se problemi
rekonstrukcije i minimizacije zasnivaju na matricnim faktorizacijama i generalizo-
vanim inverzima matrica. Jasno je da je istraZivanje zasnovano na matematickim
problemima reSavanja matri¢nih sistema nejednacina i jednacina, matri¢ne fak-
torizacije i izraCunavanje generalizovanih inverza. Noviji rezultati koji se ticu
tezinskih automata zadiru i u oblast masinskog ucenja.

Pored opstih konacnih teZinskih automata (Weighted finite automata- WFA)
sa teZinama u proizvoljnim poluprstenima, istraZivanje se fokusira na tri znacajna,

specijalna modela WFA nad poluprstenima:

* WFA nad poljem realnih brojeva, koji kao svoje posebne sluc¢ajeve ukljucuju

stohasticke 1 probabilisticke automate,

* WFA nad max-plus poluprstenima i ovi automati se nazivaju max-plus au-

tomati,

* WFA nad poluprstenom redukata kompletnih reziduiranih mreza, koji se

nazivaju konacni fazi automati.

TeZinski automati sa realnim teZinama imaju brojne prakti¢ne primene u for-
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malnoj specifikaciji i verifikaciji sistema, kao i u oblasti masSinskog ucenja, gde se
ovi automati uspesno koriste kao alternativa rekurentnim neuronskim mrezama.

Max-plus automati su nastali kao sredstvo za predstavljanje ponasSanja diskret-
nih event sistema dogadaja za sinhronizaciju zadataka i raspodele resursa, kao
Sto su, na primer, proizvodni sistemi, Zeleznicke mreze, mreze gradskog saobra-
¢aja, sistemi Cekanja, nizovi procesora, itd. Motivacija za koriS¢enje max-plus
poluprstena, kao strukture istinitosnih vrednosti, proizilazi iz ¢injenice da mnoge
pojave, poput sinhronizacije, koje su nelinearne u klasi¢noj teoriji sistema, postaju
linearne prelaskom iz polja realnih brojeva na max-plus poluprsten.

Fazi automati formiraju poseban model teZinskih kona¢nih automata nad polu-
prstenovima, ali su definisani i prouc¢avani odvojeno, uglavnom inspirisano teori-
jom fazi logike. Kod originalnih modela fazi automata, istinitosne vrednosti koje
se dodeljuju prelazima uzimaju se iz realnog jedini¢nog intervala [0,1] sa uobica-
jenim operacijama maksimuma i minimuma. Kasnije su fazi automati takode is-
traZivani nad opStijim strukturama, kao $to su reSetke, reziduirane mreze, kvantali,
mreZzno-uredeni monoidi i drugi. Znacaj fazi automata leZi u tome §to su u stanju
da se nose sa neizvesnos$cu i nepreciznoséu, koji su vrlo Cesto prisutni u radu sa
sloZenim sistemima.

Jedan od najznacajnijih opstih problema u teorijskoj informatici je problem
ekvivalencije — pitanje utvrdivanja da li dva modela apstraktnih maSina rade isti
posao ili ne. Primenjeno na WFA, ovo je pitanje da li dva WFA imaju isto pona-
Sanje (izraCunavaju istu funkciju jezika). Srodni problem je problem poredenja ili
problem inkluzije. Za dva konacna teZinska automata nad uredenim poluprstenom,
ovo je pitanje utvrdivanja da li je funkcija izraCunata od strane jednog WFA manja
ili jednaka funkciji koju je izraCunao drugi automat. SloZenost i moguénost od-
lucivanja ovih problema odluc¢ivanja zavise od vrste automata koji se razmatraju.
U slucajevima kada je problem inkluzije i ekvivalencije neodluciv ili raCunski
tezak, prirodno se postavlja pitanje da li je moguce efikasno odrediti nesto $to im-
plicira inkluziju ili ekvivalentnost. To nesto su za klasi¢ne tranzicione sisteme i
nedeterministicke automate obezbedili Milner i Park u ranim 1980-im, uvodenjem
odnosa simulacije 1 bisimulacije, koji su se pokazali kao veoma mocan alat koji
se koriste u mnogim oblastima informatike za uskladivanje 1 uporedivanje pon-

aSanja razlicitih sistema, kao i za smanjenje broja stanja ovih sistema. Upotreba
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simulacija i bisimulacija stekla je dugu i bogatu istoriju i njihovi razliciti oblici su
bili definisani i primenjeni na razlicite sisteme. Posebno je vazno da simulacije
1 bisimulacije specificiraju odnose izmedu stanja razlicitih tranzicionih sistema,
Sto Cesto nije slucaj kada se odreduje inkluzija ili ekvivalencija izmedu ovih sis-
tema. Da bi se postigla puna snaga kvantitativne analize, simulacije i bisimulacije
takode treba da budu kvantifikovane, treba da obezbede neku kvantitativhu meru
odnosa izmedu stanja razmatranih sistema. U sluCaju WFA to znaci da bi tre-
balo da budu teZinske relacije, odnosno matrice sa vrednostima iz poluprstena.
Takav pristup simulacijama i bisimulacijama koriS¢en je pri definisanju dve vrste
simulacije, a Cetiri vrste bisimulacija su uvedene za konacne fazi i teZinske auto-
mate. Na osnovu toga, konstruisani su algoritmi za testiranje postojanja i izracu-
navanje najvecih simulacija i bisimulacija za ove automate. Oni su zasnovani na
iterativnim procedurama koje se u nekim slucajevima ne zavrSavaju u konacnom
broju koraka. Za takve slucajeve razvijeni su modifikovani algoritmi koji testi-
raju postojanje i izracunavaju najvece slabe simulacije i bisimulacije. Ovim su
pokazane velike prednosti kvantitativnih simulacija 1 bisimulacija u odnosu na
klasi¢éne Bulove. Problem minimizacije je opSti problem teorije automata koji za-
hteva pronalaZenje automata sa najmanjim mogucim brojem stanja, koji je ekviva-
lentan datom automatu. Iako takav automat postoji za bilo koju vrstu automata sa
kona¢nim brojem stanja, Cesto nije lako konstruisati ovakav automat. Za mnoge
tipove automata sa konacnim stanjima problem minimizacije je neizvodljiv, kao
na primer za nedeterministi¢ke kona¢ne automate. 1z tog razloga, problem mini-
mizacije je u mnogim slucajevima zamenjen problemom redukcije broja stanja,
kojim se pronalazi automat ekvivalentan datom automatu koji nije nuzno mini-
malan, ali ima razumno mali broj stanja i moZe se efikasno konstruisati. Svaki
nedeterministicki konacan automat (NFA) moZe se determinizovati, u smislu da
se konvertuje u ekvivalentan determiniisticki kona¢ni automat (DFA). Ova dobro
poznata Cinjenica je osnovni uzrok svojevrsne ravnoteZe u klasi¢noj teoriji au-
tomata izmedu prednosti DFA u prakti¢nim primenama i bolje efikasnosti NFA
u opisivanju jezika. Medutim, teZinski konacni automati su u potpuno drugacijoj
situaciji, posSto se ne moZe svaki WFA prevesti u ekvivalentan konacan determin-
isticki teZinski automat, Sto C¢ini ovaj problem jo$ vaznijim. Definisane su dve

vrste determinizacije teZinskih automata:
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» kompletan deterministicki tezinski automat (skraceno CDWA) i

¢ deterministicki tezinski automat (skraceno DWA).

Osnovna razlika medu njima je u tome Sto konacni DWA mogu samo da racu-
naju funkcije konacnog opsega, dok konaéni CDWA mogu da izracunaju i funkcije
beskonacnog opsega. Jos jedan izuzetno vaZan praktic¢ni problem je kako konstru-
isati maSinu koja obavlja dati posao. U kontekstu teZinskih kona¢nih automata
to je problem kako rekonstruisati ovaj automat iz njegovog ponasanja. Postoje
dve verzije ovog problema. Prvi je da se rekonstruiSe obican WFA bez izlaza iz
funkcije reci koju izraCunava, a drugi je da se rekonstruiSe WFA sa izlazom iz
sekvencijalne teZinske ulazno-izlazne transformacije koju obavlja. Dodatni prak-
ti¢ni zahtev je da rekonstruisani WFA ima S$to je moguée manje stanja, poZeljno
je da bude minimalan. Problem usko vezan za rekonstrukciju problema izdva-
janja tezinskog konacnog automata iz rekurentnih neuronskih mreza o ¢emu se
raspravljalo u velikom broju novijih radova. Osnovni problemi teorije kvantnih
automata razmatraju se i na problemima kvantnih socijalnih mreza, gde je pristup
malo viSe zasnovan na metodama 1 alatima iz teorije grafova.

Najznacajniji radovi ove grupe istrazivaca sa departmana za Racunarske nauke
predstavljeni su u radovima [[18-21},35-38.141, 42,64, 116-123]]

5.3 Fazi regulatori

5.3.1 Fazilogika i regulatori

Cesto se reSenja za razne problemati¢ne situacije traZe u sposobnosti taénog i
apstraktnog izrazavanja misli i tumacenja Culnih stimulansa (pokret, govor, slika),
definiSuci time osnovu ljudske inteligencije. Iskustvo nas uci da, ¢ak i kada ulazne
informacije nisu dovoljno precizne, ljudi mogu da obraduju veliku koli¢inu infor-
macija i donose adekvatne, ucinkovite odluke. Svakako, stepen obrazovanja i
iskustvo imaju veliki uticaj na stvarni uspeh postupaka ljudi. InZenjeri mnogim
metodama veStacke inteligencije pokuSavaju da oponasaju model ljudskog razmis-
ljanja i donoSenja odluka i implementiraju ga u razna prakti¢na reSenja tehnickih

problema. KoriS¢enje nedovoljno poznatih ili neprecizno definisanih pojmova,
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uz Cesto oslanjanje na intuiciju ili subjektivni osecaj, donelo je teoriji fazi logike
mnogo protivnika, naro¢ito medu zapadnim zemljama, tvrdeéi da je ova teorija
bez potencijala za prakti¢nu primenu, uz obrazloZenje da se sve neodredenosti i
nepreciznosti mogu opisati teorijom verovatnoée. Cak su i na polju automatskog
upravljanja naucnici tvrdili da su tradicionalne tehnike upravljanja mo¢nije od
fazi logike. U dana$nje vreme, promenom osnovnog pristupa nau¢noj analizi, in-
Zenjeri shvataju da je klasiCna teorija skupova samo granic¢ni slucaj teorije fazi
skupova i da se zamenom crisp skupova fazi skupovima svaka teorija moze faz-
ifikovati. Tako je i klasi¢an proporcionalno-integralni regulator samo jedan ob-
lik fazi regulatora, a i neki klasi¢ni metodi upravljanja se analiziraju primenom
fazi logike [13,|134,|147]. Nemogucnost identifikacije svih mogucih dogadaja
nekog sistema, njihovo nepotpuno poznavanje i nepredvidiva ucestalost njihovih
pojavljivanja znatno oteZavaju opisivanje sistema i namecu upotrebu pribliznih
sistemskih modela. U tu svrhu, u teoriji upravljanja sistemima postoje alati za pri-
blizno modelovanje sistema i dizajn analiticki zasnovanih algoritama upravljanja
kao Sto su linearni modeli drugog reda za dizajn PI 1 PID regulatora. Postoji direk-
tna proporcija izmedu podudaranja procesa i modela i odziva sistema regulisanog
upravljackim algoritmima dizajniranim po pribliZnom modelu sistema. Prob-
lem neprakticnog dizajna regulatora uslovljen nepoznatim sistemom, njegovom
sloZenoscu ili visokim stepenom promena parametara, moze se resiti upotrebom
adaptivnih metoda upravljanja koji zbog komplikovanog matematickog aparata
obi¢no zahtevaju veliki broj racunskih iteracija [46L57]. Za reSavanje visoko neli-
nearnih procesa na koje veliki uticaj imaju spoljasnji faktori presudnu ulogu imaju
viSegodisnje iskustvo i znanje operatera, narocito u oblasti statickih i dinamickih
karakteristika sistema, gde operater, praenjem stanja vaznih promenljivih i odstu-
panja od referentnih vrednosti, odlucuje gde i koliko treba da deluje na proces
kako bi ostvario cilj, izvrSavajuéi time svoj upravljacki program. Odluka operatera
se sprovodi po pravilu AKO (su stanja promenljivih takva...) — ONDA (je potrebna
ovakva upravljacka radnja...). Iskustvo i znanje operatera su od neprocenjive
vaznosti, ali se kao moguci problem javlja njihova primena u upravljacki algo-
ritam. Upotrebom visevrednosne logike lingvisticki izrazi u AKO-ONDA pravili-
ma koja opisuju radnje operatera se mogu efikasno pretvoriti u potpuno strukturi-

rani regulacioni algoritam primenljiv u fazi procesorima [31,91,96]]. Kako fazi
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algoritam ima karakteristike univerzalnog aproksimatora, skupom AKO-ONDA
fazi pravila moze se modelirati nepoznat proces, ¢ak i opisati stanje kada opera-
teri nisu u mogucnosti da opisu pravila koja spovode [133]]. Jo$ jedna primena
fazi logike u dizajnu regulatora tice se znacajnog skracenja vremena potrebnog za
dizajn i primenu [107].

Oblascu Automatike, primenom fazi logike i regulatora, bavi se katedra za

Automatiku na Elektronskom fakultetu Univerziteta u NiSu. Neki od vaZnijih

radova grupe nastavnika sa ove katedre su [[1,[2,/66-691(741[75,/94,97]

5.3.2 Fazi regulatori i osobine

Struktura fazi regulatora zavisi od objekta upravljanja i potrebnog stepena
kontrole. Kako je moguénost primene fazi regulatora velika, oni ¢e se razliko-
vati po broju ulaza i izlaza, obliku funkcija pripadnosti, formi pravila ili ¢ak de-
fazifikaciji. Za sve njih je zajednicko to Sto se fazi regulator, najvazniji deo fazi
sistema automatskog upravljanja, moZe predstaviti kao veStacki donosilac odluke
koji radi u sistemu sa zatvorenom spregom u realnom vremenu [22,/52]]. Struk-

tura fazi regulatora prikazana u formi blok dijagrama predstavljena je na Slici

B.13][22).

L E—

Slika 5.13: Struktura fazi regulatora

U nastavku Ce biti objasnjene Cetiri komponente fazi regulatora.

[1] Uloga bloka za fazifikaciju sastoji se u preslikavanju fizickih vrednosti
ulaznih promenljivih u odgovarajuce normalizovane domene definisnosti, i kon-
vertovanje ulaznih podataka u odgovarajuce lingvisticke vrednosti i fazi skupove.

Kao jednostavan primer moZe se navesti brzina automobila v = 70km/h koju
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prvo treba transformisati kako bi je regulator razumeo. Ulazna veli€ina, brzina
automobila, transformise se u fazi skup odreden nekim domenom, recimo: vrlo
mala brzina (ty57), mala brzina (1), srednja brzina (ug), velika brzina (py) 1

vrlo velika brzina (pyv).

Slika 5.14: Fazifikacija brzine automobila za vrednosti vy = T70km/h

ivg = 110km/h

Kao §to se moZe videti sa Slike [5.14] fazifikacijom determinisane vrednosti
automobila vy = 70km/h odredene su funkcije pripadnosti pp; = 0.7, g = 0.3
ipya = py = pyy = 0. Naistoj Slici [5.14] prikazane su i vrednosti j1g = 0.4 1
py = 0.625 koje se dobijaju za brzinu automobila vy = 110km/h.

[2] Sva znanja koja se ticu primene i ciljeva upravljanja nalaze se u bazi
znanja koja se sastoji iz baze podataka i baze pravila. Elementi baze podataka
su funkcije pripadnosti i faktori skaliranja. Najcesée se, zbog male upotrebe me-
morije i lakoée opisivanja parametara, koriste trougaona i trapezoidna funkcija
pripadnosti, Sto ima veliki uticaj na performanse fazi logickog operatora. Za dve
date funkcije pripadnosti p; i po koje opisuju dve razli¢ite vrednosti lingvisticke
promenljive x, tatka ukrStanja predstavlja vrednost z* za koju vazi da je p; (z*) =
po(x*) > 0. Vrednost p (x*) predstavlja stepen pripadnosti vrednosti z*. Na slici
[5.14] je predstavljena tatka preseka z* = 70 za koju je upy = pps = 0.33.
Kada se skup vrednosti ulaznih promenljivih preslikava u funkcije pripadnosti,
mora se voditi ratuna da svaka vrednost ulaznog skupa pripada najmanje jednoj

fukciji pripadnosti Ciji je stepen pozitivan broj. Time se osigurava aktiviranje
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svih zadatih pravila i nesmetan protok upravljanja. Kako bi upravljanje bilo opti-
malno, preporucuje se koriS¢enje simetri¢nih funkcija pripadnosti (osim na kraje-
vima domena definisanosti) sa nivoom preseka dve susedne funkcije 0.5. Takode,
savetuje se da broj lingvisti¢kih vrednosti, zbog simetrije oko nule, bude neparan
i ne veci od 7, kako ne bi doSlo do nepotrebnog otezavanja procesa defazifikaci-
je. Faktori skaliranja imaju veliku ulogu u odredivanju performansi i stabilnosti
sistema. Mogu se odrediti analitickim putem, uspostavljanjem veze izmedu fak-
tora skaliranja i ponaSanja sistema, ili metodom probe i greske. Da bi baza pravila
fazi regulatora bila ispravno formirana, treba obratiti paznju na izbor promenljivih
stanja sistema 1 izlaznih upravljackih promenljivih, kao i sadrZaj premisa i posledi-
ca pravila. Cilj fazi regulatora je da oponasa razmisljanje operatera i da, koristeci
znanja o upravljackom sistemu, donosi odluke slicne ljudskim. To se postize fazi
pravilima koja generiSu bazu pravila. Fazi pravila ¢ine centralnu komponentu fazi
regulatora 1 predstavljaju inteligenciju svakog fazi upravljackog algoritma [12].
Na osnovu znanja i iskustva operatera mora ispravno da se formira skup pravi-
la. Fazi pravilo je oblika AKO-ONDA, gde premisa (AKO...) opisuje uslove, i
posledica (ONDA...) objasnjava posledi¢ne radnje upravljacke aktivnosti. Ovakav
oblik fazi pravila omogucéava definisanje raznih nelinearnih kontrolnih funkcija
koje omogucavaju fazi regulatorima da se uspesno izbore i sa nelinearnim upra-
vljackim problemima. NajceS¢i oblik fazi pravila sadrzi dve premise povezane
relacijom i jedan izlaz kojim se daje predlog aktivnosti. Organizacija baze pra-
vila se smatra najzahtevnijim korakom u procesu definisanja fazi regulatora jer
su svi ostali delovi, broj ulaznih elemenata, odabir funkcije pripadanja i postu-
pak odredivanja izlaza regulatora manje znacajni od same baze. Veli¢ina baze
pravila zavisi od broja fazi pravila, koji je pak uslovljen brojem ulaznih i izlaznih
promenljivih 1 njihovim vrednostima. Svaka baza pravila mora biti konzistentna
- da ne postoje pravila koja imaju iste premise, a daju razliCite posledice. Moze
se desiti da posledi¢ni deo fazi pravila sadrzi funkciju kojom se odreduje veza
izmedu ulaza i izlaza regulatora. Ovaj tip regulatora, baziran na Takagi - Sugeno

tipu fazi zakljucivanja, ima oblik
AKO (z; - osobina), ..., i/ili AKO (x,, - osobina), ONDA (u = f(x1,...,T,)),
gde je f funkcijai xy,...,x, su numericke (kvantitativne) vrednosti ulaza. Ako
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je funkcija f linearna, f = ag +axy + ...+ a,x,, 1 koeficijentia; = as = ... =
a, = 0, onda pravila Takagi - Sugeno regulatora postaju jednaka pravilima fazi

regulatora koji u posledicnom delu sadrZi singlton, odnosno,
AKO (x; - osobina), ..., i/ili AKO (z,, - osobina), ONDA (u = ag).

[3] Logika za zakljucivanje bice predstavljena primerom funkcionisanja sis-

tema za grejanje 1 hladenje.

Primer 5.4. [52] Neka je dat sistem za grejanje i hladenje (klima uredaj) Ciji je
rad uslovljen spoljnom i unutrasnjom temperaturom i definisanim fazi pravilima

(bazom pravila). Definisimo sledece lingvisticke promenljive:

ST=spoljna temperatura={niska, srednja, visoka}
UT=unutrasnja temperatura={hladna, topla, vruca}

KU=rad klima uredaja={hladenje, stanje mirovanja, grejanje.

Premisa, povezana fazi relacijom predstavijace spoj ulaznih promenljivih ST i UT,
dok ¢e KU oznacavati izlaznu promenljivu fazi pravila.

U nastavku ¢emo opisati 9 mogucih fazi relacija (FR).

FRy= ST je niska i UT je hladna
FRy= ST je niska i UT je topla
FR3= ST je niska i UT je vruca

FRy= ST je srednja i UT je hladna
F Rs= ST je srednja i UT je topla

F' Rg= ST je srednja i UT je vruca
F R7;= ST je visoka i UT je hladna
F Rg= ST je visoka i UT je topla
F Rg= ST je visoka i UT je vruca

Navedimo i 3 moguce vrednosti izlazne promenljive (IP).

I P,= KU hladi
1 P,= KU je u stanju mirovanja
1Py = KU greje
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Nakon definisanja AKO i ONDA delova moZemo uspostaviti fazi pravila i time
formirati bazu. Logicno je da, ako je napolju niska temperatura, i unutrasnja
temperatura je hladna, klima uredaj treba da greje. Ovaj zakljucak je prikazan

pravilom F'P Ry, za kojim su navedena jos neka pravila.

FPRy=AKO FR,, ONDA IPs.
FPRy=AKO F'R5, ONDA I P.
FPRs= AKO F Rs, ONDA I P,.
FPRy=AKO F Ry, ONDA I Ps.
FPR;=AKO F'Ry, ONDA I P,.
FPRs= AKO F Rs, ONDA I P;.
FPR;=AKO F Ry, ONDA IPs.

Naredni zadatak je tumaciti definisana pravila, odnosno, odrediti kako AKO
deo utice na ONDA deo. Ovaj postupak se naziva fazi implikacija. Kako se
znacenje premisa i fazi pravila mozZe objasniti funkcijama pripadnosti, na taj nacin
¢e se interpretirati i fazi implikacija. Najcesce koriSceni oblici definisanja fazi
implikacije su Implikacija zasnovana na proizvodu, gde je funkcija pripadnosti
odredena sa jippr, = WFR, - M1p, 1 Mamdanijeva ili min implikacija za koju je
prpr, = min{prg;, trp, }- Nekada se, radi preciznijeg izrazavanja, kako bi bilo
jasno koje se ulazne i izlazne promenljive koriste, umesto pppg, piSe prr, —

Kip;-
U narednom primeru Ce biti objasnjena oba tipa fazi implikacije.

Primer 5.5. [52] Neka su data dva diskretna fazi skupa, A i B sa trougaonim

Sfunkcijama pripadnosti
pa = {(0.25,2),(0.5,3),(0.75,4), (1,5),(0.75,6), (0.5,7), (0.25,8) },
up = {(0.33,10),(0.67,11), (1,12), (0.67,13),(0.33,14) }.
Neka je dato fazi pravilo FPR= AKO F' R, ONDA IP, gde je FR fazi relacija

oblika x je A iy je B. Operator min bic¢e predstavljen T-normom.

Za konkretne vrednosti x = 4 i y = 10, postupkom fazifikacije se dobija da je
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pa(4) = 0.75i up(10) = 0.33, odakle sledi da je
prr(4,10) = min{ua(4), pp(10)} = min{0.75,0.33} = 0.33.

Neka je I P posledica fazi pravila F'PR oblika I P: u je C, gde je u lingvisticka

promenljiva, a C lingvisticka vrednost odredena sa
ue = {(0.25,20), (0.5, 30), (0.75,40), (1, 50), (0.75,60), (0.5, 70), (0.25,80)}.

Interpretacija fazi pravila F'PR bice predstavljena funkcijom pripadnosti jippg

odredenom primenom pravila proizvoda
:U’FPR(47 107 U) = ,U/FR(47 10) ’ ,uc(U) =0.33- :uC<U>7

a njen graficki prikaz moZe se videti na Slici[5.15]

Hrpr (4 10 u)

1 90

min = prmzvcd

Slika 5.15: Implikacija fazi proizvoda (prilagodeno iz [52]])

Funkcija pripadnosti pppgr kojom se predstavlja fazi pravilo F'PR, korisce-

njem Mamdanijevog, odnosno min pravila, ima oblik

wrpr(4,10,u) = min{urr(4,10), po(u)} = min{0.33, uc(u)}.

Graficki prikaz ovog pravila moZe se videti na Slici

Sa prethodne dve slike se jasno vidi razlika u primeni dva pravila fazi impli-
kacije. Primenom pravila proizvoda |ippg funkcija pripadnosti se dobija skalira-
njem pc(w) i zadrZava svoj trougaoni oblik, dok, primenom min pravila pocetna
funkcija pc(u) prelazi u trapezoidni oblik. Prethodna situacija navodi na za-

kljucak da tip fazi implikacije igra vaznu ulogu u dizajniranju fazi regulatora, sa
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! Nz

Slika 5.16: Mamdanijeva (min) fazi implikacija (prilagodeno iz [52])

min=Mamdani

10 50 90

velikim uticajem na strukturu upravljackog fazi algoritma.
Ukoliko ONDA deo fazi pravila sadrZi singlton (jednoelementan) fazi skup,
oba tipa fazi implikacije, i Mamdanijeva i pravilo proizvoda, daju istu funkciju

pripadnosti fazi pravila. U nasem primeru bi to bilo
,U/FPR(47 10, u) = /vLFR(47 10) : ,U,0<u> =0.33-1=0.331

purpr(4,10,u) = min{urg(4,10), po(u)} = min{0.33,1} = 0.33.

Fazi implikacijom se, za svako aktivirano pravilo, kao rezultat dobija fazi
skup, ali nije jasan uticaj tog skupa na crisp izlaz fazi regulatora. Crisp vred-
nost svake ulazne promenljive obicno pripada u bar dva ulazna fazi skupa, Sto
dovodi do aktiviranja vise od jednog fazi pravila, pa vise od jednog izlaznog fazi
skupa daje svoj doprinos izlaznoj velicini.

Nakon aktivacije svih fazi pravila sa po jednim izlaznim fazi skupom treba doci
do konacnog fazi skupa koji predstavlja reSenje i koji ce se, procesom defazifikaci-
Jje, prevesti u obican, crisp broj, kao izlaznu vrednost. Za ovaj postupak se koristi
proces agregacije. Najcesce koriséeni operatori agregacije su max operator i sum

operator.

[4] Kako bi se fazi skup, izlaz iz fazi regulatora, mogao primeniti na objekat
upravljanja, on mora biti razumljiv (Citljiv), odnosno, mora se primeniti postupak
defazifikacije. Postoji viSe verzija ovog postupka koji se moZe objasniti kao ope-
racija kojom se, na osnovu dobijene funkcije pripadnosti ;i (u), dobija izlazna
veli¢ina u, za u € C.

Jedan od najceSc¢e koriS€enih metoda defazifikacije je metod TeZista (COA-
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center of area method) definisan sa

Zui : MC(% Y, Uz)

(5.123)

o ;Mc(l’, Y, u;)
gde u predstavlja izlaznu vrednost fazi regulatora, u; € C' su elementi diskretnog
izlaznog fazi skupa, dok su odgovarajuce funkcije pripadnosti oznalene sa
pe(x, y, u;). Ukoliko je fazi skup C' neprekidan, sume iz prethodne formule treba
zameniti integralima.

Jo$ jedan metod koji se Cesto primenjuje u sistemima za regulaciju je metod

Gravitacije (COG-center of gravity method) koji je definisan na slede¢i nacin

Zui Z;:1 /vLFPR(x7 Y, uz)
- Z 22:1 MFPR(Ia Y, ul) 7

gde r predstavlja broj fazi pravila.

(5.124)

Uop

Moze se uociti da se u metodu Gravitacije javljaju pojedinacni rezultati pri-
mene fazi pravila, zbog Cega se ne koristi postupak agregacije. Osnovne karak-
teristike ovog metoda su jednostavnost i mala zahtevnost pri racunanju, $to kod
sistema za upravljanje omogucava Ceste kontrole u malim intervalima. Ukoliko je
primenjena max agregacija i nekoliko aktiviranih pravila imaju isti rezultat, metod
Gravitacije ¢e racunati svaki slucaj i doprinos svakog od pravila, bez obzira na ¢i-
njenicu da ¢e svi delovi biti isti, dok ¢e metod TeZiSta raCunati samo onaj slucaj
Cija je funkcija pripadnosti najvisa.

Metod Gravitacije se nekada naziva 1 metodom suma zato $to se u njegovoj
definiciji nalazi suma funkcija pripadnosti. Takode, nekada se metod Gravitacije
naziva i metodom TeZiSta zato Sto je individualni fazi skup dobijen kao izlaz kod
metoda Gravitacije jednak funkciji pripadnosti kod metoda TeZiSta dobijenoj agre-
gacijom kori§éenjem operatora suma.

Narednim primerom biée objasnjena razlika izmedu ova dva metoda defazifi-
kacije [52].

Primer 5.6. Neka su fazi skupovima F PRy (4,10, u) i F PR (4,10, u) definisanim
na sledeci nacin FPR, = {(0.25,20), (0.25,30), (0.25, 40), (0.25, 50), (0.25, 60),
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(0.33,70), (0.33,80), (0.33,90), (0.33, 100), (0.33,110), (0.25,120) } i FPRy =
{(0.25,60), (0.33,70), (0.33,80), (0.33,90), (0.33,100), (0.33, 110), (0.25, 120) }
predstavljena dva aktivirana pravila. Na osnovu njih treba odrediti crisp izlazne

vrednosti.

Proces defazifikacije pocecemo metodom TeZista za koji je potrebno uraditi
agregaciju pravila FPRy i F'PRs. Koris¢enjem max operatora agregacije dobija

se da je
C'(u) = {(0.25,20), (0.25, 30), (0.25,40), (0.25, 50), (0.25, 60), (0.33, 70),

(0.33,80), (0.33,90), (0.33,100), (0.33, 110), (0.25, 120)},

odakle sledi da je

up = (0.25-204-0.25-30+-0.25-40+0.25-50+0.25-60+4-0.33-70+. . .+0.25-120) /

228.5
(0.254+0.25+0.254+0.254+0.25+0.33+ ...+ 0.25) = 315 72.5397.

Kada se za agregaciju primeni operator sume, dobija se da je
C(u) = {(0.25,20), (0.25, 30), (0.25, 40), (0.25, 50), (0.5, 60), (0.58, 70),

(0.58,80), (0.33,90), (0.33, 100), (0.33, 110), (0.25, 120)},

odakle sledi da je

up = (0.25-20+0.25-30+0.25-40+0.25-50+0.5-60+0.58-70+. . .4-0.25-120) /

281
(0254 0.25+0.254+0.254+ 0.5+ 0.58 4+ ...+ 0.25) = 39~ 72.0513.

Odradimo sada proces defazifikacije metodom Gravitacije.
up = (0.25-20+0.25-30+0.25-40+0.25-50+(0.2540.25)-60+(0.254-0.33) - 70+

+...+40.25-120)/

(0.25+0.25+0.25 4+ 0.25 4 (0.25 4+ 0.25) + (0.25+0.33) 4+ ... +0.25) =
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281
= — = 72.0513.
3.9

Ovim je primerom potvrdeno da metod TeZista i metod Gravitacije daju isti rezul-
tat kada se za agregaciju koristi metod sume.

Vrednost ugy se kod mestoda TeZista racuna tako Sto se svaka diskretna vred-
nost u; € C pomnoZi odgovaraju¢om funkcijom pripadnosti uc, dok se vrednost
ug kod metoda Gravitacije izracunava mnoZenjem svake diskretne vrednosti u;
sumom funkcija pripadnosti aktiviranih fazi pravilima. Razlika izmedu ova dva
metoda moZe se videti na Slici gde je osencena povrsina koriscena jednom
kod COA i dva puta kod COG metoda.

[ A\
kgo

10 50 130

[ metod Gravitacije [ metod TezZista ]

Slika 5.17: Primer razlike izmedu metoda TeZiSta i metoda Gravitacije (pri-
lagodeno iz [52])

Ukoliko izlazne fazi skupove sa trougaonim funkcijama pripadnosti zamenimo
Jjednoelementnim skupovima, recimo C1(u) = {(1,50)} i Co(u) = {(1,90)}, u
velikoj meri Ce se, koriscenjem samo nekoliko operacija sabiranja i mnoZenja za
dobijanje crisp vrednosti, pojednostaviti proces defazifikacije.

Tada je
prpri(4,10,u) = min{prri(4,10), po(uw)} = min{0.25,1} = 0.25,

prpre(4,10,u) = min{purre(4,10), pc(u)} = min{0.33,1} = 0.33,

odakle je

0.25-50+0.33-90  42/2

= = 72.7586.
0.25+0.33 0.25

Ug
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5.3.3 Primena razli¢itih metoda defazifikacije na projektovanje

fazi regulatora

U narednom primeru Ce biti viSe reci o razli¢itim metodima defazifikacije i

vremenu potrebnom za izvrSenje te operacije.

Primer 5.7. Projektovati fazi regulator Mamdanijevog tipa za reaktor A u nuk-
learnoj elektrani. Na radioaktivnost jezgra uticu tri glavna faktora: kolicina vo-
dene pare u sistemu - VP (vise pare => veca radioaktivnost), toplota nuklearnog
goriva — NG (toplije gorivo => manja radioaktivnost) i koncentracija ksenona
u jezgru — KS (vise ksenona => manja radioaktivnost). Nuklearnom reakcijom
gra reaktora - BO. Sto je veci deo Sipki ubacen u jezgro, to ée one upijati vise
slobodnih neutrona za fisiju i tako smanjivati nuklearnu reakciju.

Dakle, fazi regulator ima 3 ulaza: VP na domenu [0,100] , NG na domenu
[0,1000] i KS na domenu [0, 10|, kao i jedan izlaz BO na domenu [0,100] (VP,
KS i BO se izraZavaju u procentima, dok se NG izraZava u stepenima Celzijusove
skale).

Lingvisticke promenljive su definisane preko svojih funkcija pripadnosti na

slededi nacin:
VP : L(10,40), A(20, 50,80),1'(60,90),
NG : L(100,300), I1(200, 250, 400, 500), I1(400, 600, 700, 800), I (650, 750),
KS:L(3,8),I'(2,7),

BO : L(10, 30), T1(10, 20, 40, 50), A (40, 50, 60), TI(50, 60, 80, 90), I'(70, 90).

Odgovarajuci skupovi lingvistickih vrednosti koje odgovaraju zadatim funkcijama
pripadnosti su: L(V P) = {Mala, Srednja,Velika},

L(NG) = {Hladno, Mlako, Vrue,Vrelo}, L(KS) = {Niska, Visoka},
L(BO) = {Izvuci — Brzo,lzvuci — Polako, Nema — Promene, Spusti —
Polako, Spusti — Brzo}.
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Definisana su sledeca pravila:

Pravilo 1: Ako NG je Vrelo i KS je Visoka onda BO je Izvuci-Brzo,

Pravilo 2: Ako VP je Srednja i KS je Visoka onda BO je Izvuci-Polako,
Pravilo 3: Ako VP je Srednja i NG nije Hladno onda BO je Nema-Promene,

Pravilo 4: Ako VP je Velika ili NG je Mlako ili KS je Niska onda BO je Spusti-
Polako

Pravilo 5: Ako VP je Velika i NG je Hladno i KS je Niska onda BO je Spusti-
Brzo

Operacija ili se definise preko operatora mazx, operacija i preko operatora
man, implikacija onda se izvrSava prostim odsecanjem, a defazifikacija se vrsi
metodom teZista (centroid).

Prikazati graficki proceduru fazi zakljucivanja i izracunati vrednost ubacivanja
kontrolnih Sipki u jezgro reaktora (BO) ako je VP = 70, NG=360 i KS=4.

U nastavku c¢emo prikazati nekoliko reSenja: koriscenjem MATLAB funkcija
Fuzzy logic toolbox, metodima defazifikacije predstavljenim u radovima [24,59] i
odredivanjem prave v = x kojom je (fazifikacijom) dobijeni poligon podeljen na

dva dela jednakih povrsina.

Resenje 1: Korisc¢enjem MATLAB fuzzy toolbox-a odredujemo parametre fazi reg-
ulatora. Lingvisticke promenljive odabrane za ulaz su VP, NG i KS,
dok je za izlaz odredena promenljiva BO. Njihove funkcije pripad-
nosti prikazane su na Slici

Detaljan prikaz procesa fazifikacije, zakljucivanja, odredivanja izlaza
i defazifikacije za konkretne vrednosti VP =70, NG = 360i KS = 4
moZe se videti na Slici na kojoj se uocava da je trenutna vrednost

izlaza za zadate ulaze jednaka BO = 58.2.

Upravljacka povrsina dobijena na osnovu datih ulaznih parametra

moZe se videti na Slici

Vreme potrebno za izvrsavanje potrebnih proracune procesa defazi-
fikacije je 0.765s.
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mala sednja elica Hadno misko veude wrelo

input variable "VP" input vasiable "NG*

nnnnn visoha . lzv-Brzo  lzv-Polako  Mema-Promene  Sp-Polako  Sp-Brzo
input variable *K5" cutput variable “BO"

Slika 5.18: Funkecije pripadnosti za vrednosti lingvistickih promenljivih
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Slika 5.20: Upravljacka povrSina fazi regulatora
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Resenje 2: Agregacijom u ReSenju 1 dobija se poligon sa Slike Tacke na

x — ost u kojima se nalaze temena duZe osnovice dobijenih trapeza

i podnoZja njihovih visina su redom oznacene sa r; = 10,29 =
A0 130 140 50 160

137(7) 3 s L4 3 s 45 3 » L6 y LT 3 s L8

T,l‘g = 60,%10 =80 il'll = 90.

Slika 5.21: Poligon dobijen agregacijom

Koriséenjem ideje predstavljene u radu [24|] po kojoj se trapezoidni

fazi broj A= (a, m,n,b) defazifikuje formulom

KV = %((H—Z(m—i—n) 1), (5.125)

~ 40 170
crisp vrednosti (KV) tri trapeza A1 = (10, —, —

37 3
~ 160 170
i Az = (50, R 60) koja su odredena poligonom jednake su re-

dom KV, = 35, KV, = 701 KV3 = 55, pa je traZena vrednost
povrsine poligona jednaka P = 50.

,60), Ay = (50,60, 80, 90)

Vreme potrebno za izvrsavanje potrebnih proracuna procesa defazi-
fikacije je 0.686s.

Resenje 3: KoristeCi ideju predstavljenu u radu [59)] po kojoj se trapezoidni fazi
broj A = (a,m,n,b) defazifikuje formulom
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80

60

4

[=]

2

=]

=

KV = %((1—)\)(a+m)+)\(b+n)), (5.126)

gde vrednost \ € [0, 1], oznacava indeks optimizma,
za umereni stepen optimizma, A = 0.5, dobijamo da su crisp vrednosti
trapeza jednake vrednostima dobijenim u ReSenju 2, dok je greska u

odnosu na vrednost dobijenu u Resenju 1 jednaka 14.09%.

Na Slici [5.22] bice prikazan odnos greske ReSenja 3 u poredenju sa

prva dva dobijena ReSenja, za razli¢ite vrednosti parametra \.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 03 1

W zredka u odnosu nareienje 1 M greska u odnosu na resenje 2

Slika 5.22: Odnos greSaka medu reSenjima izraZzen u procentima

Uocavamo da se sa obe strane vrednosti A = 0.5 procenat greske u
odnosu na Resenje 1 simetri¢no povecava za 14%, dok je u poredenju
sa ReSenjem 2 taj procenat jednak priblizno 12% i $iri se simetricno
pocev od vrednosti dobijene za vrednost A = 0.6 u kojoj je procenat
greske jednak 2.062%. U prvom slucaju, najmanji procenat greske
se javlja za umeren stav donosioca odluke, dok se procenat greske
povecava kada se misljenje donosioca odluke bliZi optimisticnom ili
pesimisticnom stavu. Slicna je situacija i u drugom slucaju kada je
najmanja greska nastala za indeks optimizma malo vece vrednosti A =

0.6 u odnosu na umeren stav donosioca odluke, povecavajuci gresku
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Resenje 4:

menjanjem vrednosti indeksa optimizma. Ovi su zakljucci saglasni sa
Cinjenicom da se realni rezultati u donosenju odluka uglavnom dobi-

Jjaju za srednju vrednost indeksa optimizma.

Vreme potrebno za izvrsavanje potrebnih proracuna procesa defazi-
fikacije je 0.67s.

Primedba 5.1. Uporedivanjem vremena ponudenih resenja potrebnih
za izvrSavanje procesa defazifikacije uocava se da je najmanje vre-
mena potrebno u Resenju 2, 0.67s, zatim u ReSenju 3, 0.686s, dok
se najvise vremena utrosi za postupak prikazan u Resenju 1, 0.765s.
Ako bi se uporedivala potrebna vremena za pojedine delove postup-
ka defazifikacije, ona su po reSenjima jednaka: Resenje 1 = 0.686s +
0.68654-0.701s, Resenje 2= 0.675s+0.67s+0.67s, dok je kod ReSenja
3, podelom poligona na delove i koris¢enjem formule [5.123) za resa-
vanje odredenih integrala cije su granice sa x-ose odgovarajucih po-
deonih tacaka poligona, potrebno redom za brojilac 0.779s+0.785s+
0.811s + 0.826s + 0.826s i imenilac 0.826s + 0.826s + 0.826s +
0.82654-0.841s. Odavde se jasno uocava da su postupci defazifikacije
prikazani u Resenju 2 i ReSenju 3 znatno brZi od uobicajenog postupka

prikazanog u Resenju 1.

Ideja ovog resenja se svodi na odredivanje prave x = x kojom ce
dobijeni poligon AK PQM RS sa Slike[5.23|biti podeljen na dva dela

Jednakih povrsina.

Koordinate tacaka na Slici su

A(z1,0), B(x9,0), C(z3,0), D(x4,0) FE(x5,0),
F<x6a0)7 G(._'E7,0), H(ZL’g,O), K(ng,O), M@Saﬂ),
P(l‘&?h), Q($67y2>7 R($4,yl)7 S $27y1>7 U(OHU);
(

(5.127)
Povrsina mnogougla AK PQM RS je jednaka zbiru povrsina P, =

Prags,
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A
P
W Q
S R
74
U M
L L \. L P x
A B C DE FGH K

Slika 5.23: Dva trapeza sa zajednickom povrSinom

P, = Papprs, P35 = Papemr, P = Poerom, P5 = Poruapo,
Ps = Paykp. Ta povrsina je jednaka

1 1
P=-AB-BS+BD-DR+-DE-(DR+ EM)
2 2 (5.128)
1 1 '
+ 5EF(EM+FQ) +FH-HP+ §HK-KP.
Na osnovu koordinata x4, ..., xo, Y1, Y2, |4, povrsina P zadata jed-

nacinom (5.128)) se transformise u

1 1 1
P = 5(:1:4 +x5— 21 —T2)1 + 5(1‘8 + 29— x5 —T6)Y2 + 5(1’6 — Ty b
(5.129)

VaZi jos i
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1
P = 5(33'2—361)%, P, = (964—1132)3/17
1 1
Py = 5(# +y1)(zs —14), Py= 5(# +y2) (w6 — x5),  (5.130)
1
Py = (5178 - l‘ﬁ)y% Ps = 5(359 - 378)3427
kao i
~ 1 1
P = EP = 1(1’4 +ZL’5 — 1 — Ig)yl
1 1 (5.131)
+ 1_1(3:8 + Tg — Ty — x6)y2 + Z(xﬁ — $4),u,
1
P12:P1—|—P2:5(2x4—x1—x2)y1, (5.132)
1 1
Pios =P+ P+ P = §($5—$4)M+§($4+$5—$1 — T2)Y1,
(5.133)
Piyss =P+ P+ P+ Py
1 1 1
= §($4 + 25— — Ig)yl + 5(936 — $5)y2 + §(SB6 — 334),&.
(5.134)
Razmotrimo tacku Xo = (x0,0) i odgovarajuci presek prave v =

g i izlomljene linije ASRMQPK koji je tacka X o(xq, ). Postoje

sledeci slucajevi:

(a) Ako je o € [x1,3), onda se tatka X nalazi na duzi AB. Trou-
glovi NAX X i AABS su slicni kao pravougli sa zajednickim

S XA
ostrimuglom £/ XqAXy = ZSAB. Na osnovu proporcije BO 1=
XA
L9 dolazimo do zakljucka da je

SA
Lo — T :@:>y0:xo_xl )
T2 — I Y1 T2 — I
- 1 ~ 1 (ZL‘() - $1)2
= P =—(xg— =P=_"—"""7 4.
2(1‘0 $1)y0 2 4y —x n
(5.135)
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Odatle sledi da x zadovoljava kvadratnu jednacinu

Y1 (m )2_2 T1Y1 o + (x1)2y1

0= 0
To — X1 To — X1 Ty — 1
1 1
- §($4+$5 — T —1‘2)91 - §(IE8+$9 — s —1‘6)92
1

- Z(xﬁi — $4),U,
(5.136)

(b) U slucaju da je xo € [x2,x4), vaZi yo = yi. Odatle sledi da je
P, + BX,-BS =P, i
1 1
(@2 =2y + (20 — 22)y1 = (24 + 25 — 21— 22)y
+ Z(l‘g + Tg9g — Ty — .Z‘G)yg

1

+ 4(1’6 — Z4) UL

Na osnovu toga zakljucujemo da je

1 1 1
To = Z(x1+m2+x4+x5)y1+zl(:E8+:v9—9:5—356)y2—|—1(;B6—:1:4)u.
(5.137)

(c¢) Ukoliko je xq € [x4,x5), tada je Xy = Xo(xo,yg) tacka pre-
seka prave v = xq i duZi RM. U tom slucaju, vaZi AXOXOG ~
ARDG (pravougli trouglovi sa zajednic¢kim ostrim uglom). Oda-

tle sledi da je S @, 4. yo = — y1. Povsina mno-
X7 — T4 U1 X7 1— Ty

gougla AXoX RS je jednaka P, + P; + 5(1:0 —x4)(Yo +11) =

1 1 Ty — X

5(2x4 — 1 —To)y1 + §(x0 — 9134)(m — mi Y1+ y1). Sredivanjem

7
ove jednakosti, dolazimo do zakljucka da je x resenje jednacine

175



5.3. FAZI REGULATORI

Y1 2 T7 1
0= - ~ (14—
(w1 — 1) (o) - mﬂfo + 4(374 6 )1
1,2
S (= T T4 — Ty — T2 — $5)y1 (5.138)
4 Ty — X7
1
+ Z(l’gg + Tg — T8 — 239)3/2.

(d) Razmotrimo slucaj kada je xo € [x5,x6). U tom slucaju, prava
xr = xg (koja sadri tacku Xy = Xo(x0,0)) sece duz M Q u tacki
Xy = Xo(xo,yo). Trouglovi AQFC i AXX,C su slicni kao

pravougli sa zajednickim ostrim uglom /QCF = /XoCXo. Na
To — T3 Yo . Ty — T3

=0 Y =
Te — T3 Y2 Te — I3

Povrsina poligona AXoXoMRS je jednaka P, + Py + Py +

5(1‘0 — x5)(yo + 1). Sredivanjem tog izraza, i izjednacavanjem

istog sa P, zakljucujemo da vy zadovoljava narednu kvadratnu

osnovu te slicnosti sledi da je Yo.

Jjednacinu

Yo 2 (x5 + 25)Y2 1
xg—xﬁ(xo) (M+ pr— )$0+2#(~’B4+$6)
1
+ §(£E1 + Lo — Ty — :175)y1

1 x5(xs+x
+_( 5(z3 6)

2 T3 — Tg

0=

+ Tg + Tg — $6)y2-
(5.139)

(e) U slu¢aju kada je xo € |xg,x3), tacka Xo = (x¢,0) je na duZi
FH dok prava x = xq seCe duZ PQ) u tacki XO = Xo(xo, y2).
Povrsina etvorougla AXo X QM RS je jednaka P, + Py+ P+

Py + (20 — 26)ya. Izjednacavanjem te povrsine sa P, dobijamo

da je
1 1
Ty = —4—M($6 —x4) — 4—(534 + x5 — 1 — T2)Us
. Y2 Y (5.140)
- @@9 — Ty — Tg — $5)Z/2
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(f) U slucaju kada je xqy € [xg, x9), trouglovi APHK i AXoXoH
gde je Xo = Xo(0,0) i Xo = Xo(x0,y0) tacka preseka duzi
PK iprave x = xq, su slicni kao pravougli trouglovi sa zajed-
nickim ostrim uglom /PKH = /XK X,. Odatle sledi da je
Y2 _ L9 — Ts 4 Yo = Tg — To

Yo Tg — Ty’ Lg — Ty
povrsinu mnogougla AK PQM RS sledi da je povrsina trougla

AXOXOK]ednaka P. To znaci da je KX - XOXO =P 1.

Yo. Kako prava x = xq polovi

Tg — Xo)> 1
(s _0) Yo = = (T4 + x5 — 21 — T2)11
Tg — I8 2
1
bolrtag—a gy (514D
1
+§(£E6—ZU4);L.

Sredivanjem ove jednacine, dobijamo da vaZi

2x 1
0= b2 (5100)2 - L To — (4 + 15 — 11 — 22)Y1
Tg — Xg Tg — I8 2
1 2 1
- 5(558 + L9 — T — Tg — xffi)%)w + 5(306 — Tg) .
(5.142)

Razmotrimo sada specijalan slucaj sa Slike [5.23] kada je M = R
odnosno ekvivalentno x5 = x4 1 = y1. OpStih Sest slucajeva,

prethodno obradenih, svode se na

2
T T

n ($0)2 _9 141 To + ( 1) Y1

To — X1 To — X1 T2 —I1

Ts + Tg — Ty — Tg)Ya,

(5.143)

= 5(%4 + X — 1 — .CL'Q)yl -+ 5(

1
—(x8 + x9 — T5 — X6)Ya, (5.144)

1
Ty = Z(ﬂh + xo + x4 + x6)Y1 + 1
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(0 2 7Y 1
2(:E4 — .I‘7) (l’o) Ty — x7ZL’0 + 4(1‘4 + T s xg)yg
1 21’4[1)7
_ — — — =0
4(:104 — T Ty — T — T2 1’6)1/1 )
(5.145)
Y2 2 1 xy(xs + )
(w0)” + 5 (= + s + w9 — 76) >
T3 — Tg 2 T3 — Tg
T3+ x 1
- (yl + M)xo + —(1‘1 + x9 + 16 — 354)?/1 = O,
T3 — Tg 2
(5.146)
1 1
Ty = —4—y2($4 + a6 — 21 — T2)Y1 — 4—y2($9 — Xy — T — T5)Yo,
(5.147)
2 2x 1
2 ([E0> — oYz o — —(3234 — Tg — L1 — 232)’3/1
Tg — I8 Tg — X8 2
X (20)? (5.148)
—§(x8+$9—$5—566— )y2 = 0.
Tg — Ty
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GLAVA 6

ZAKLjUCAK

Ova teza je sublimat razlicitih razmatranja u diferencijalnoj geometriji i odgo-
varajuéih primena u reSavanju problema transporta i konstruisanja fazi regulatora.

Sama teza, saCinjena je od Uvoda i pet poglavlja.

U prvom poglavlju, navedeni su osnovni pojmovi definisani u diferencijalnoj
geometriji. Nakon definicije povrsi u trodimenzionalnom euklidskom prostoru
i definicije tenzora, prikazani su Rimanov i generalisani Rimanov prostor, pros-
tori simetricne i nesimetri¢ne afine koneksije, kao i1 preslikavanja prostora afine

koneksije.

U narednom poglavlju, unapredena su istraZzivanja o tenzorima krivine pros-
tora nesimetricne afine koneksije. Motivisani dosadaS$njim rezultatima, gde se
insistira na postojanju tenzora krivine, izvedenih tenzora krivine i pseudotenzora
krivine prostora nesimetricne afine koneksije, razmotreno je da li pseudotenzori
krivine postoje kao veliine smisleno ravnopravne sa tenzorima krivine prostora

nesimetri¢ne afine koneksije.

U sledecem poglavlju, razmatrane su invarijante preslikavanja prostora ne-
simetricne afine koneksije. U prvom delu tog poglavlja su navedeni prethodno
dobijeni rezulti o univerzalnim oblicima invarijanti preslikavanja prostora nesi-
metricne afine koneksije. U drugom delu ovog poglavlja su uvedene dve vrste in-
varijanti geometrijskih preslikavanja (vrednosna i totalna), koje su karakteristicne
za skoro geodezijska preslikavanja treceg tipa. U treCem delu ovog poglavlja,

prikazani su do sada neobjavljeni rezultati koji invarijante preslikavanja prostora
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nesimetricne afine koneksije prikazuju u operatorskom obliku.

Cetvrti deo ove disertacije je posvecen linearnom programiranju i transport-
nom problemu kao specijalnom obliku linearnog programiranja. Nakon razma-
tranja, transportni problem je uopSten na taj nacin Sto u njemu ucestvuje i simetri-
¢an metricki tenzor. Zamenom dve Kronekerove delte kontravarijantnim simet-
ri¢nim metri¢kim tenzorima uopstena je ciljna funkcija.

Peto poglavlje ove disertacije je posve€eno primenama tenzorskog raCuna u
fazi logici. U prvom delu tog poglavlja, prikazani su osnovni pojmovi fazi logike.
U drugom delu uvedeni su povrSinski fazi skupovi koji su nastali kao uopStenje
sferi¢nih fazi brojeva, opisana su njihova algebarska svojstva i primena u teoriji
odlucivanja. U treem delu je razmotrena primena razli¢itih fazi brojeva u cilju
preciznijeg definisanja ulaznih veli¢cina AKO-ONDA pravila. Na taj nacin, kao i
koriS¢enjem razliCitih metoda defazifikacije skracuje se vreme potrebno za izvr3a-
vanje nekih racunskih operacije i time poboljSavaju sistemi automatskog upravlja-

nja sa fazi regulatorima.
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M3JABA O AYTOPCTBY

UsjaBibyjem 1a je JOKTOpCKa JIMCepTaLfja, MOJl HACIOBOM

Ten3opckH pauyH y NPOCTOPHMA CHMETPHYHE M HECHMETPUHHC aduHe KOHEKCcHje H
npHMeHe Y JIHHEAPHOM HPOTPaMHpaIby U MPOjeRTOBAY (asu peryjaropa

Koja je onbpambena Ha ENeKTpOHCKOM dakynrery Yuusepsuteta y Hutuy:

e pesynrar COINCTBEHOI HCTPAXKKUBAYKOL paja;

e i@ OBy AMCEpTaLUjy, HA Y LEJMHM, HATA y JEJNOBUMA, HHCAM npujaBbHBac/ia Ha
ApYTHM (aKyITeTHMa, HUTH YHUBEP3UTETUMA;
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Vuupepzureta y Huiy, kao u y nyGnukatujaMa YHUBEP3UTETa Y Huwy.
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M3JABA O MICTOBETHOCTH EJEKTPOHCKOT M ITAMIIAHOI' OBJIMKA
JOKTOPCKE JUCEPTAIIUJE

Hacnos gucepranuje

Ten3opcku padyH y HPOCTOPHMA CHMETPHYHE M HECHMETpHUHE aduHe KOHeKCHje H
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