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Glava 1

Uvod

Xiroko je prihva�eno da je kosmoloxka inflacija neophodna dopuna Stan-

dardnog kosmoloxkog modela [1]. Uvedena je sa �eǉom da se otklone problemi

koji se javǉaju u opisu i razumevaǌu (ranog) svemira, me�u kojima se, kao

najupeqatǉiviji, izdvajaju problem horizonta i problem ravnog svemira [2].

Opis fiziqkog procesa koji vodi inflaciju se vremenom meǌao, ali je kǉuqna

ideja, koja je u osnovi svakog modela inflacije, ostala ista - obezbediti veoma

kratku, ranu, fazu (10−35 − 10−34 s) tokom koje se svemir ubrzano xirio i dra-

stiqno uve�ao (oko e60 puta) [3].

Predlo�en je veliki broj inflatornih modela [4]. Oni sadr�e razliqite

fiziqke mehanizme. ǋihova predvi�aǌa su u velikoj meri u skladu sa kri-

terijumima koji se definixu na osnovu rezultata astrofiziqkih mereǌa i po-

smatraǌa, a ne protivureqe Standardnom kosmoloxkom modelu. I daǉe nije,

nedvosmisleno, utvr�eno koji je to fiziqki mehanizam u osnovi inflatornog

procesa odgovoran za proces eksponencijalnog xireǌa ranog svemira. Ve�ina

predlo�enih modela bazira se na postojaǌu
”
inflatornog“ skalarnog poǉa -

inflatona, qija priroda, generalno, nije poznata i qijom je evolucijom odre-

�ena dinamika inflatornog procesa. Tako�e, qetrdesetogodixǌe iskustvo u

razvoju kosmoloxke inflacije sugerixe da se potencijal (standardnog kanon-

skog) inflatornog poǉa sporo meǌa, odnosno da ima pribli�no konstantnu

vrednost. Vaǉa naglasiti da je veliki broj inflatornih modela koji se pojavio

tokom vremena u literaturi, ponekad i ponegde, izazvao skepsu prema teoriji

inflacije i da se moglo prigovoriti da skoro svaki od ǌih mo�e biti
”
taqan“.

Me�utim, drastiqno poboǉxaǌe posmatraqkih tehnika, posebno posledǌih de-

cenija, a pre svega Plank (Planck) misija, dovela je do drastiqnog smaǌeǌa

broja i klasa modela, kao i spektra prihvatǉivih vrednosti kǉuqnih parame-

tara modela, koji su u skladu sa prikupǉenim podacima [5, 6].
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Glava 1. Uvod

Razvoj fizike qestica i teorije struna omogu�io je da se ideje i rezulta-

ti tih teorija primeǌuju u kontekstu kosmologije. To je podstaklo razvoj

novih inflatornih modela u qijoj su osnovi savremene ideje i dostignu�a iz

oblasti fundamentalne fizike. Va�na karakteristika ve�ine
”
novih“ modela

je razlika u izvedenim Fridmanovim jednaqinama u odnosu na one iz standardne

kosmologije [7]. Jedan od prvih modela u kome je inflacija odre�ena dinamikom

brana bio je Randal-Sundrum II model. U ovom modelu Fridmanove jednaqine

su modifikovane usled postojaǌa dodatne dimenzije prostornog tipa [8, 9].

Va�no je napomenuti da postoji popularna klasa inflatornih modela bazi-

rana na dinamici tahionskog poǉa. Ova klasa modela tako�e je motivisana

teorijom struna i brana [10, 11]. Dinamika tahionskih modela je najqex�e

odre�ena lagran�ijanom nestandardnog oblika, iz klase Dirak-Born-Infeld

(Dirac-Born-Infeld, DBI) lagran�ijana [12]. Pokazalo se da predvi�aǌa i rezul-

tati modela sa tahionskim poǉem imaju odre�eni presek sa predikcijama mode-

la sa kanonskim skalarnim poǉem. Stepen slagaǌa zavisi od izbora tahionskog

potencijala [13].

Na izbor teme doktorske disertacije uticala je i
”
istorija“ istra�ivaǌa

grupe teorijskih fiziqara iz Nixa. Devedesetih godina proxlog veka aktivno

se istra�ivala dinamika fiziqkih sistema na malim rastojaǌima (nearhime-

dova, p-adiqna geometrija) u okviru kvantne teorije [14] i kvantne kosmologije

[15].

Nakon inicijalnih radova A. Sena1 [16] o ulozi tahionske
”
materije“ u te-

oriji struna i kosmologiji i ideje S. Kara2 [17] o mehaniqkim analogonima

dinamike tahionskih poǉa, istra�ivaǌa su nastavǉena u nekoliko paravaca.

Navex�emo dva: tahionska inflacija [18, 19] i kvantna dinamika
”
tahionskih

qestica“, bazirana na lokalno ekvivalentnim lagran�ijanima,
”
izvornim“ DBI

lagran�ijanima, na Arhimedovim i nearhimedovim prostorima [20–22]. Istra-

�ivaǌa tahionske dinamike, sa indicijama primene u kosmologiji, sumirana

su u doktorskoj disertaciji [23] i radovima [24, 25].

Nakon velikog entuzijazma, da su tahioni i ǌihove a priori nestabilne

strukture izvanredna osnova za
”
prirodni“ inflatorni proces, ubrzo se poka-

zalo [26, 27] da
”
standardna tahionska inflacija“ pati od, barem, dva osnovna

problema: (nedovoǉno dugo) trajaǌe tahionske inflacije i
”
rihiting“.

Zadr�avaǌe tahionske dinamike, ali u drugom,
”
suptilnijem“, fiziqkom

kontekstu, kao xto je Randal-Sundrum II model, o�ivelo je interesovaǌe za

1 eng. Ashoke Sen.
2 eng. Sayan Kar.
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Glava 1. Uvod

tahionsku dinamiku. U tom kontekstu znaqajni su radovi [28–30], kao i dok-

torska disertacija [31]. Slede�i prirodni korak, koji se delom qini ovom

disertacijom, je razmatraǌe holografskog pristupa u Randal-Sundrum II mo-

delu i AdS5 prostoru.

Predmet ove doktorske disertacije je, dakle, analiza inflatornog Randal-

Sundrum II modela sa branom koja je lokalizovana u blizini granice AdS5

prostora. Materija na brani je opisana tahionskim lagran�ijanom. Zbog

uoqene holografske strukture [32] pogodno je analizirati razmatrani model

koriste�i AdS/CFT korespondenciju (holografsku dualnost) [33]. Zbog toga,

razmatrani model mo�emo svrstati u klasu inflatornih modela u holografskoj

kosmologiji [34]. Usled modifikacije Fridmanovih jednaqina [35], u odnosu

na standardnu kosmologiju, koje slede iz efektivnih Ajnxtajnovih jednaqina

na holografskoj granici, prirodno je oqekivati da �e inflacija u ovom mo-

delu imati modifikovani karakter i osobine. Osnovni elementi disertacije

su: analiza inflatorne dinamike na osnovu dinamiqkih jednaqina dobijenih u

okviru Hamiltonovog formalizma, nala�eǌe analitiqkih rexeǌa u aproksi-

maciji sporog kotrǉaǌa, kao i analiza rexeǌa u odnosu na kriterijume koji

odre�uju inflatorni atraktor. Izlo�en je postupak dobijaǌa analitiqkih

izraza za kǉuqne posmatraqke parametre (skalarni spektralni indeks i tzv.

koliqnik tenzora i skalara). Nala�eǌe ǌihovih brojnih vrednosti omogu�ava

upore�ivaǌe sa rezultatima posmatraǌa. Pri tome je proxiren domen primene

teorije perturbacija u odnosu na do sada poznate pristupe za modele iz stan-

dardne kosmologije.

Izlagaǌe u disertaciji je organizovano na slede�i naqin. Nakon uvoda, u

drugoj glavi, su prikazani osnovni elementi standardne (neinflatorne) kos-

mologije.

U tre�oj glavi date su osnove inflatorne teorije, pre svega za modele sa

kanonskim skalarnim poǉem.

U nastavku, u qetvrtoj glavi, uvedene su kosmoloxke perturbacije u standar-

dnoj kosmologiji, sa akcentom na model tzv. k-inflacije [36]. Tako�e, uvedeni

su i posmatraqki parametri.

U petoj glavi se analizira dinamika tahionskog poǉa u standardnoj kosmo-

logiji.

Tema xeste glave je
”
kosmologija sveta na brani“. Date su osnovne postavke

holografskog modela u okviru koga se prouqava inflacija. Izvedene su holo-

grafske Fridmanove jednaqine kao osnova za centralni model ove disertacije.
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Glava 1. Uvod

Najva�niji originalni rezultati su prikazani prete�no u sedmoj glavi.

Prikazana su izraqunavaǌa posmatraqkih parametara i diskutovani su u svetlu

posmatraqkih rezultata.

U osmoj glavi, prikazani su rezultati numeriqkih izraqunavaǌa parametara

inflacije u holografskom modelu.

U zakǉuqku su sumirani najva�niji rezultati, i predlo�eni pravci daǉih

istra�ivaǌa.

Kako bi se izbeglo optere�ivaǌe osnovnog teksta tehniqkim detaǉima, u

Dodatku su dati detaǉi izraqunavaǌa spektra snage skalarnih perturbacija

i posmatraqkih parametara, qime se zaokru�uje sadr�aj disertacije.
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Glava 2

Elementi Standardnog
kosmoloxkog modela

Moderna kosmologija se bazira na Opxtoj teoriji relativnosti (OTR), koja

je obezbedila i matematiqki aparat neophodan da se potpunije definixu i

primene klasiqne fiziqke zakonitosti koje vladaju u svemiru. U ovoj glavi

dajemo pojmove i definicije iz Standardnog kosmoloxkog modela, relevantne

za daǉa razmatraǌa. Detaǉi se mogu na�i u bogatoj literaturi iz oblasti

kosmologije [1, 3, 37, 38].

2.1 Metrika homogenog i izotropnog svemira

Na osnovu OTR je pokazano da postoji suxtinska veza izme�u geometrije

prostor-vremena i materije u prostoru, odnosno ekvivalencija izme�u pos-

tojaǌa, distribucije i dinamike materije-energije i zakrivǉenosti prostor-

-vremena. Za razliku od ǋutnove teorije gravitacije, koja za opis gravita-

cionih efekata uvodi gravitaciono poǉe, u OTR je gravitacija
”
kodirana“ u

geometriju prostor-vremena. Iako se do pojedinih rezultata u kosmologiji

(ravan svemir) mo�e do�i samo na osnovu ǋutnove teorije gravitacije [39],

OTR pru�a znatno potpuniji i precizniji pristup, na nivou sadaxǌeg razvoja

fizike.

Geometrija prostor-vremena je opisana ukoliko je poznata metrika, odnosno

funkcija ds2, koja definixe kvadrat rastojaǌa izme�u dve taqke u prostoru na

infinitezimalnom rastojaǌu. Opxta forma metrike za n dimenzioni prostor

5



Glava 2. Elementi Standardnog kosmoloxkog modela

u kome su definisane koordinate xµ = (x1, . . . , xn) ima oblik [40]

ds2 =
n∑

µ,ν=0

gµνdx
µdxν ≡ gµνdx

µdxν , (2.1)

gde se veliqine gµν(xµ) nazivaju metriqkim funkcijama, koje su u opxtem sluqaju

funkcije prostorno-vremenskih koordinata. Metrika oblika (2.1), kvadratna

po diferencijalima koordinata, definixe Rimanov tip geometrije. Kod ovog

tipa metrike metriqke funkcije su simetriqne u odnosu na izmenu redosleda

koordinata (gµν = gνµ). Tako�e, invarijantnost metrike na koordinatne tran-

sformacije odre�uje simetriju koja definixe osobine prostora i obrnuto.

Prema Kosmoloxkom principu [1] svemir je na velikim rastojaǌima (skala-

ma) homogen i izotropan, xto znaqi da ne postoji privilegovan polo�aj niti

privilegovan pravac u svemiru. Pomenuti pristup je obezbedio osnovu za ko-

nstrukciju prvih kosmoloxkih modela, u vreme kada ǌegova struktura nije

bila dovoǉno poznata. Kosmoloxki princip je uveden vixe intuitivno nego

xto je bio zasnovan na preciznim rezultatima posmatraǌa [37]. Danas se na

osnovu astrofiziqkih mereǌa i posmatraǌa zna da je na
”
maǌim“ rastojaǌima

materija u svemiru grupisana u formi galaksija, ǌihovih jata i superjata, te

da je na rastojaǌima koja su maǌa, ili uporediva sa dimenzijama pomenutih

formacija, svemir veoma nehomogen i neizotropan. Me�utim, na rastojaǌima

dimenzija galaktiqkih superjata i ve�im materija je raspore�ena homogeno i

izotropno. Kosmoloxki princip primenǉiv je na skali ve�oj od 100 Mpc1 [41].

Astrofiziqka posmatraǌa su pokazala da se svemir xiri [42], odnosno, da se

na velikim skalama rastojaǌe izme�u udaǉenih objekata u svemiru vremenom

uve�ava. U skladu sa navedenim osobinama svemira, odgovaraju�a metrika 3+1

dimenzionog prostor-vremena se mo�e zapisati u Fridman-Lemetr-Robertson-

-Voker (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker , FLRW) formi [2]

ds2 = gµνdx
µdxν = dt2 − a2(t)

(
dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

)
, µ, ν = 0, 3, (2.2)

gde je dΩ2 = dϑ2+sin2 ϑdϕ2 diferencijal prostornog ugla, x0 = t vremenska2, a xi =

{x1, x2, x3} = {r, ϑ, ϕ} su prostorne koordinate. Ova vremenski zavisna forma

metrike, homogenog i izotropnog prostora, u zavisnosti od vrednosti konstante

1 Megaparsek, 1 Mpc ' 3, 26 · 106 svetlosnih godina.
2 Ako drugaqije nije naglaxeno, u radu su veliqine izra�ene u prirodnom sistemu jedinica

(c = ~ = 1).
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Glava 2. Elementi Standardnog kosmoloxkog modela

k definixe tri razliqita tipa geometrije: ravan (Euklidski) prostor (k = 0),

prostor sa pozitivnom krivinom (k = 1) i prostor sa negativnom krivinom

(k = −1). Prostorne koordinate xi su koordinate taqaka u pokretnom (comoving)

koordinatnom sistemu. Fiziqke koordinate xip su definisane preko proizvoda

xip = a(t)xi, gde je a(t) funkcija vremena, koja nosi naziv (kosmoloxki) faktor

skale. U svemiru koji se xiri faktor skale je rastu�a funkcija vremena.

Fiziqko rastojaǌa rp izme�u dva objekta (galaksije) u npr. ravnom svemiru,

du� radijalnog pravca (ϑ = const, ϕ = const), iznosi

rp(t) = a(t)r. (2.3)

Diferenciraǌem (2.3) po vremenu3 dobija se izraz za relativnu brzinu ṙp

ṙp = H(t)rp, (2.4)

gde je faktor proporcionalnosti izme�u relativne brzine objekata ṙp i ǌi-

hovog rastojaǌa rp u trenutku t

H(t) =
ȧ

a
. (2.5)

Iz izraza (2.4) se mo�e zakǉuqiti da udaǉeniji objekti imaju ve�u rela-

tivnu brzinu. Isti zakǉuqak je dobijen na osnovu astronomskih posmatraǌa

E. Habla4 1929. godine. Izraz (2.4) nasi naziv Hablov zakon5, a veliqina H(t)

Hablov parametar. Inverzna vrednost Hablovog parametra H−1, kao i proizvod

brzine svetlosti i H−1 se mogu uzeti kao karakteristiqne vrednosti za izra�a-

vaǌe vremena (Hablovo vreme, tH) i du�ine (Hablov radijus, H−1). Trenutna

vrednost Hablovog parametra H0 ≡ H(t0) nosi naziv Hablova konstanta. Uo-

biqajno je da se vrednost Hablove konstante izra�ava preko bezdimenzionog

parametra h

H0 = 100h km s−1 Mpc−1, (2.6)

za qiju se trenutnu vrednost najqex�e uzima h = 0, 677 [44]. To znaqi da se,

u principu, svi objekti u svemiru udaǉeni od nas 100 Mpc udaǉavaju brzi-

nom od 6770 km s−1. Daleki objekti se udaǉavaju zato xto se svemir xiri

(prostor izme�u objekata postaje ve�i), mada postoji i (sopstveno) kretaǌe na

3 Taqka iznad veliqine predstavǉa izvod po vremenu t.
4 eng. Edwin Hubble.
5Zvaniqan naziv, od 2018. godine, za izraz (2.4) je Habl-Lemetrov zakon [43].
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Glava 2. Elementi Standardnog kosmoloxkog modela

lokalnom nivou, pre svega usled gravitacionog delovaǌa. Kod bliskih galak-

sija (udaǉenih nekoliko Mpc ili nekoliko desetina Mpc) brzina lokalnog kre-

taǌa vp . ±500 km s−1 (peculiar velocity) je ve�a ili uporediva sa brzinom kojom

bi se galaksije udaǉavale usled xireǌa svemira, tako da se efekat xireǌa

svemira ne uoqava [45].

Invarijantnost metrike (2.2) u odnosu na istovremena skaliraǌa

a→ λa, r → r/λ, k → λ2k, (2.7)

proizvoǉnom konstantom λ, omogu�ava da se redefinixe faktor skale a i uvede

kao bezdimenziona veliqina, za qiju je vrednost u sadaxǌem trenutku t0, za

sluqaj ravnog svemira, pogodno odabrati a0 ≡ a(t0) = 1.

Koordinatnom transformacijom se metrika (2.2) mo�e prepisati u oblik

ds2 = dt2 − a2(t)dΩ2
k, (2.8)

gde je

dΩ2
k = dχ2 +

sin2(
√
kχ)

k
(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2). (2.9)

Ako se uvede tzv. konformno vreme

τ =

∫
dt

a(t)
, (2.10)

izraz za metriku se transformixe u

ds2 = a2(τ)

(
dτ 2 − dχ2 − sin2(

√
kχ)

k
(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2)

)
. (2.11)

Ovakav oblik metrike je pogodan za razmatraǌe uzroqno-poslediqnih doga�aja

(kauzalne strukture prostor-vremena). Trajektorije koje odgovaraju kretaǌu

fotona (ds2 = 0) du� radijalnog pravca su oblika

χ = ±τ + const . (2.12)

U (τ, r) ravni trajektorije (fotona) su prave linije koje se seku pod uglom od

±45◦. Trajektorije koje se seku u jednoj taqki formiraju svetlosni konus, a

taqke na grafiku su prostorno-vremenske koordinate doga�aja. Taqke koje su u

8
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unutraxǌosti konusa su koordinate kauzalno povezanih doga�aja, dok se taqke

van konusa odnose na doga�aje izme�u kojih ne postoji kauzalna veza [2].

2.2 Ajnxtajnove jednaqine

Neposredno nakon objavǉivaǌa OTR 1915. godine A. Ajnxtajn6 je nastojao

da novu teoriju primeni na svemir kao celinu, uz predube�eǌe da je svemir

(bez materije) statiqan7. Ubrzo je (1917. godine) V. de Siter8 razmatrao

model svemira koji se eksponencijalno xiri (danas bismo rekli na raqun ener-

gije vakuuma). Tek 1922. godine A. Fridman9 je postavio realistiqan model

koji opisuje dinamiqki svemir i koji je i danas u velikoj meri u skladu sa

posmatraqkim podacima.

Ajnxtajnove jednaqine predstavǉaju jednaqine gravitacionog poǉa u OTR.

Jednaqine odre�uju vezu izme�u veliqina koje se definixu na osnovu prostor-

no-vremenskih funkcija i veliqina koje opisuju osobine, raspodelu i gravi-

tacionu interakciju materije u svemiru. Na osnovu rexeǌa jednaqina mo�e se

odrediti evolucija faktora skale, kao kǉuqne veliqine koja opisuje dinamiku

homogenog i izotropnog svemira. Ajnxtajnove jednaqine se (najqex�e) zapisuju

u tenzorskom obliku, koriste�i tzv. komponente Ajnxtajnovog tenzora Gµ
ν i

komponente tenzora energije-impulsa T µν [40, 46]

Gµ
ν = 8πGNT

µ
ν , (2.13)

gde je GN ǋutnova gravitaciona konstanta. Komponente Ajnxtajnovog tenzora

Gµ
ν ≡ Rµ

ν −
1

2
δµνR, (2.14)

definixu se preko komponenti Riqijevog tenzora Rµ
ν

Rµ
ν = gµρ(Γλρν,λ − Γλρλ,ν + ΓλρνΓ

σ
λσ − ΓλρσΓσνλ), (2.15)

gde zarez oznaqava parcijalni izvod po odgovaraju�oj koordinati, δµν je Kro-

nekerov simbol i gµρ su komponente inverznog metriqkog tenzora (δµν = gµρgρν).

6 eng. Albert Einstein.
7 U to vreme eksperimentalnih dokaza u suprotno (svemir koji se xiri) nije bilo.
8 eng. Willem de Sitter.
9 eng. Alexander Friedmann.
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Kontrakcijom Riqijevog tenzora dobija se Riqijev skalar krivine R

R ≡ Rµ
µ. (2.16)

Veliqine Γσµν su Kristofelovi simboli druge vrste, definisani preko metri-

qkih funkcija, odnosno komponenata gµν metriqkog tenzora

Γσµν =
1

2
gσλ(gνλ,µ + gλµ,ν − gµν,λ). (2.17)

Mo�e se pokazati da je kovarijantni izvod komponenti Ajnxtajnovog tenzora

jedanak nuli

∇µG
µ
ν ≡ Gµ

ν;µ = 0. (2.18)

Uobiqajno je da se ka�e da su sve pomenute veliqine, koje figurixu na levoj

strani jednaqine (2.13), odre�ene geometrijom prostora. Za sluqaj FLRW metri-

ke komponente Ajnxtajnovog tenzora su

G0
0 = 3

(
H2 +

k

a2

)
, (2.19)

G0
i = 0, (2.20)

Gi
j =

(
2
ä

a
+H2 +

k

a2

)
δij. (2.21)

Ajnxtajnove jednaqine se mogu dobiti varijacijom dejstva [47, 48]

S = SEH + Smatt, (2.22)

gde je SEH Ajnxtajn-Hilbertovo (Einstein-Hilbert) dejstvo

SEH = − 1

16πGN

∫
d4x
√−gR, (2.23)

a Smatt dejstvo za materiju

Smatt =

∫
d4x
√−gLmatt, (2.24)

zadato preko (gustine) lagran�ijana za materiju Lmatt i gde je g determinanta

metriqkog tenzora, g = det(gµν). Ako je poznat lagran�ijan materije, onda se
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mo�e uvesti tenzor energije-impulsa, qije se komponente dobijaju iz (defini-

cionog) izraza

Tµν =
2√−g

δ(
√−gLmatt)

δgµν
. (2.25)

Na taj naqin (2.13) postaje sistem (u opxtem sluqaju parcijalnih) diferenci-

jalnih jednaqina, qija rexeǌa opisuju dinamiku svemira i materije u ǌemu.

2.3 Tenzor energije-impulsa

Kao xto smo videli, na desnoj strani Ajnxtajnovih jednaqina figurixu

komponente tenzora energije-impulsa Tµν koje su povezane sa osobinama i raspo-

delom materije. U sluqaju FLRW metrike tenzor energije-impulsa je dija-

gonalan i (zbog osobine izotropnosti) ima iste prostorne komponente. Oblik

Ajnxtajnovog tenzora (Gij ∝ gij) name�e ograniqeǌe Tij ∝ gij. U sluqaju ho-

mogenog prostora koeficijenti proporcionalnosti su funkcije vremena i ne

zavise od prostornih koordinata, tako da se nenulte komponente tenzora mogu

zapisati u obliku

T 0
0 = ρ(t), T ij = −p(t)δij, (2.26)

gde su ρ(t) i p(t) gustina i pritisak fluida materije, respektivno. Komponente

tenzora energije-impulsa za idealan fluid su oblika

T µν = (ρ+ p)uµuν − pδµν , (2.27)

gde su uµ ≡ dxµ/dτ komponente qetvoro-vektora brzine fluida u pokretnom ko-

ordinantom sistemu, sa osobinom uµuµ = 1. Osobine tenzora energije-impulsa

odre�ene su i simetrijama koje va�e za Ajnxtajnov tenzor. Bez obzira na

konkretan oblik tenzora energije-impulsa, na osnovu izraza (2.18) dolazimo

do izraza

T µν;µ = 0. (2.28)

Za ν = i izraz je indentitet [41], a za ν = 0 dobija se jednaqina koja opisuje

vremensku promenu gustine materije (fluida) u svemiru

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0, (2.29)

koja se, u skladu sa terminologijom u dinamici fluida, naziva jednaqinom

kontinuiteta i predstavǉa zakon odr�aǌa energije.
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2.4 Fridmanove jednaqine

Simetriqnost metriqkog tenzora ima kao posledicu da se 16 Ajnxtajnovih

jednaqina (2.13) svodi na sistem od 10 parcijalnih diferencijalnih jednaqina

drugog reda. Postojaǌe dodatnih simetrija smaǌuje broj nezavisnih diferen-

cijalnih jednaqina. Tako, u sluqaju FLRW metrike taj broj iznosi dva.

Iz jednaqine (2.13), za µ = 0 i ν = 0, sledi prva Fridmanova jednaqina

H2 =
8πGN

3
ρ− k

a2
, (2.30)

a za µ = i i ν = i sledi jednaqina u kojoj figurixe drugi izvod faktora skale

po vremenu

2
ä

a
+H2 = −8πGNp. (2.31)

Iz prethodne dve jednaqine mo�e se eliminisati eksplicitna zavisnost od

Hablovog parametra. Tako se dolazi do druge Fridmanove jednaqine10

ä

a
= −4πGN

3
(ρ+ 3p). (2.32)

Iz jednaqine (2.32) se, uz korix�eǌe izraza

ä

a
= Ḣ +H2, (2.33)

mo�e odrediti promena Hablovog parametra u vremenu u funkciji pritiska i

gustine

Ḣ = −4πGN(ρ+ p). (2.34)

Rexeǌe Fridmanovih jednaqina odre�uje evoluciju faktora skale. Za sve

poznate tipove materije va�i uslov (strong energy condition)

ρ+ 3p ≥ 0, (2.35)

tako da za svemir koji se xiri va�i ä < 0, odnosno, xireǌe mora biti usporeno.

Mo�e se pokazati da, pod navedenim uslovom, postoji trenutak u proxlosti

tBB = 0, koji se naziva Veliki prasak (Big Bang, BB), u kome je faktor skale bio

a(tBB) = 0 i u kome je gustina materije (energije) imala veoma veliku beskonaqnu

10 U literaturi se umesto naziva druga Fridmanova jednaqina qesto koristi i naziv
”
jedna-

qina za ubrzaǌe“.
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vrednost. Singularitet u tBB = 0 je jedan od kǉuqnih problema u Standardnom

kosmoloxkom modelu.

2.5 Parametar staǌa i kritiqna gustina

Dinamika homogenog i izotropnog svemira opisuje se sistemom jednaqina

koji qine Fridmanove jednaqine i jednaqina kontinuiteta. Inaqe, jednaqina

kontinuiteta (2.29) nije nezavisna od preostalih jednaqina i mo�e se dobiti u

Fridmanovim kosmoloxkim modelima kombinovaǌem prve i druge Fridmanove

jednaqine. Sistem jednaqina nije potpun jer je broj linearno nezavisnih jed-

naqina maǌi od broja nepoznatih veliqina. Da bi se sistem rexio potrebno je

poznavati osobine fluida materije, odnosno vezu izme�u gustine i pritiska,

koja se definixe jednaqinom staǌa p = p(ρ). Kod barotropnih fluida postoji

linearna veza izme�u pritiska i gustine

p(ρ) = ωρ, (2.36)

gde je parametar staǌa ω veliqina koja mo�e imati konstantnu vrednost. Vred-

nost parametra staǌa odre�ena je tipom materije.

Pogodno je sve dinamiqke veliqine prikazati kao funkcije u kojima fi-

gurixe parametar staǌa, kako bi se lakxe analizirala rexeǌa dinamiqkih

jednaqina. Koriste�i parametar staǌa, jednaqina kontinuiteta (2.29) se mo�e

prepisati u obliku diferencijalne jednaqine

d ln ρ

d ln a
= −3(1 + ω), (2.37)

qijom integracijom se dobija izraz za promenu gustine u funkciji faktora

skale

ρ ∝ a−3(1+ω). (2.38)

Evolucija Hablovog parametra u ravnom svemiru se mo�e odrediti na osno-

vu prve Fridmanove jednaqine. Dobija se izraz

H ∝ a−
3
2

(1+ω). (2.39)

Inaqe, parametar staǌa ima razliqite vrednosti kod razliqitih tipovi mate-

rije. Nerelativistiqka (ili barionska) materija se opisuje idealnim fluidom

kod koga usled odsustva interakcije ne postoji pritisak, xto ima za posledicu

13
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ω = 0. Relativistiqka materija (ili zraqeǌe) se sastoji od qestica koje se

kre�u relativistiqkim brzinama. Parametar staǌa u ovom sluqaju mo�e se

odrediti na osnovu osobine da je trag tenzora energije-impulsa relativis-

tiqke materije jednak nuli11 [41], tako da je p = 1/3ρ i ω = 1/3. Za oba tipa

materije va�i uslov ω > −1/3, u skladu sa (2.35). Uobiqajno je da se nerelativi-

stiqka materija naziva samo materijom, a relativistiqka materija zraqeǌem.

Prirodno, gustina materije se smaǌuje ukoliko se zapremina svemira, usled

xireǌa, pove�ava. Gustina energije zraqeǌa (ρ ∝ a−4) opada br�e od gustine

energije barionske materije (ρ ∝ a−3). Odavde sledi: ukoliko je u ranoj fazi

razvoja svemira zraqeǌe imalo dominantu ulogu, onda �e doprinos materije

postati dominantan nakon trenutka kada �e se gustina materije i zraqeǌa iz-

jednaqiti.

Dinamika faktora skale data je izrazom

a(t) ∝ t
2

3(1+ω) , (2.40)

koji se dobija na osnovu (2.39), a na osnovu koga se mo�e odrediti vremenska

evolucija Hablovog parametra

H(t) =
2

3(1 + ω)t
. (2.41)

Kritiqna gustina predstavǉa vrednost12 gustine materije (energije) ravnog

svemira (k = 0). Na osnovu prve Fridmanove jednaqine kritiqna gustina ρcrit

je

ρcrit ≡
3H2

8πGN

. (2.42)

Ukoliko se u razmatraǌe uzme vixe razliqitih tipova materije istovremeno,

pod pretpostavkom da one me�usobno ne interaguju, ukupan pritisak i gustina

se mogu prikazati kao zbir pritisaka pω i gustina ρω za svaki tip materije

ρ =
∑
ω

ρω, p =
∑
ω

pω. (2.43)

11 Istu osobinu ima Maksvelov tenzor u elektrodinamici.
12 Trenutna vrednost kritiqne gustine, u funkciji bezdimenzionog parametra h, iznosi

ρcrit0 =
3H2

0

8πGN
= 1, 87h2 · 10−29 g cm−3 [41].

14



Glava 2. Elementi Standardnog kosmoloxkog modela

U dinamiqkim jednaqinama �e figurisati ukupne vrednosti, u skladu sa uve-

denim oznakama. Za svaku komponentu materije mo�e se uvesti parametar gu-

stine

Ωω ≡
ρω
ρcrit

, (2.44)

i prva Fridmanova jednaqina se mo�e zapisati u obliku

1− Ω = − k

a2H2
, (2.45)

gde je

Ω =
∑
ω

Ωω. (2.46)

Formalno, qlan na desnoj strani izraza (2.45) je parametar gustine koji je u

vezi sa krivinom prostora Ωk = −k/(aH)2, tako da se prethodna jednaqina mo�e

zapisati u obliku

Ω + Ωk = 1. (2.47)

Ako parametar staǌa ima vrednost Ω ' 1, onda je svemir ravan.

2.6 Tamna materija i tamna energija

Analizom sjaja i spektra eksplozija supernovih tipa Ia doxlo se do za-

kǉuqka da se svemir posledǌih nekoliko milijardi godina xiri ubrzano [49].

Da bi se objasnilo ubrzano xireǌe svemira pretpostavilo se da postoji neko

dodatno
”
neobiqno“ svojstvo svemira, odnosno da postoji globalno

”
antigra-

vitaciono“ delovaǌe. Opxte prihva�en naziv za takvo delovaǌe, odnosno tip

materije, je tamna energija (Dark Energy, DE).

Najjednostavniji naqin da se matematiqki opixe ubrzano xireǌe svemira

je dodavaǌe dodatnog qlana u Ajnxtajnove jednaqine, koji je proporcionalan

veliqini koja nosi naziv kosmoloxka konstanta13 Λ

Gµν + Λgµν = 8πGNTµν . (2.48)

Iako navedena modifikacija ne sledi direktno iz OTR, ona je dozvoǉena i

opravdana u smislu da metriqke funkcije tako�e zadovoǉavaju jednakost gµν ;µ =

0, kao xto to va�i za komponente Gµν i Tµν, izrazi (2.18) i (2.28). Modifikacija

13Prvo uvo�eǌe Λ qlana potiqe od Ajnxtajna, doduxe u drugom kontekstu.
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u Ajnxtajnovim jednaqinama dovodi do dodatnog qlana u Fridmanovim jednaqi-

nama [41]

H2 =
8πGN

3
ρ+

Λ

3
− k

a2
, (2.49)

ä

a
= −4πGN

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
. (2.50)

Porede�i Fridmanove jednaqine (2.49) i (2.50) sa izrazima (2.30) i (2.32), bez

kosmoloxke konstante, uoqavamo da se doprinos kosmoloxke konstante dinami-

ci svemira (faktora skale) mo�e povezati sa postojaǌem dodatne komponente

materije, gustine ρΛ i pritiska pΛ

ρΛ =
Λ

8πGN

, pΛ = −ρ. (2.51)

Kako je gustina materije po definiciji veliqina koja mo�e imati samo po-

zitivne vrednosti, sledi da je pritisak koji odgovara kosmoloxkoj konstanti

negativan. Na osnovu jednaqine kontinuiteta dolazi se do zakǉuqka da gustina

i pritisak imaju konstantne vrednosti. Hablov parametar, za sluqaj ravnog

svemira i materije iskǉuqivo u formi kosmoloxke konstante (vrednost parame-

tra staǌa ω = −1), ima tako�e konstantnu vrednost

HΛ =

√
Λ

3
. (2.52)

Ako u svemiru postoje istovremeno i materija i zraqeǌe, ǌihovi doprinosi

dinamici su kǉuqni samo u ranoj fazi, jer se ǌihova gustina smaǌuje. Stoga se

za Hablov parametar u veoma ranom svemiru, kao i u veoma dalekoj budu�nosti,

mo�e uzeti vrednost HΛ. Kosmoloxki model u kome je prostor ravan i koji ne

sadr�i obiqnu materiju ve� samo tamnu energiju, predstavǉenu kosmoloxkom

konstantom Λ, nosi naziv
”
de Siterov“ svemir (de Sitter universe).

Postoji nekoliko naqina da se odredi koliqina materije u svemiru: na

osnovu zraqeǌa koje emituje materija (ako je poznata veza izme�u mase i lumi-

noznosti), na osnovu gravitacionih efekata koji potiqu od rasporeda materije

u svemiru, itd. Mereǌem rotacionih brzina kod spiralnih galaksija uoqeno

je da postoji znatno odstupaǌe izmerenih vrednosti od teorijski predvi�enih

[50]. Rezultati mereǌa ukazuju na to da mora postojati jox neki tip materije,

razliqit od barionske koji se direktno opservira posmatraǌima. Taj dodatni

tip materije, koja nije barionske prirode, nosi naziv tamna materija (Dark
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Matter , DM). Alternativni pristup ovom pitaǌu je modifikovana gravitacija

[51, 52], ali se time ne�emo baviti u ovoj disertaciji.

2.7 Hablov radijus i qestiqni horizont

Na osnovu Hablovog zakona, brzina kojom se daleki objekat u svemiru udaǉa-

va od posmatraqa pove�ava se linearno sa rastojaǌem, proporcionalno Hablo-

vom parametru. To znaqi da �e na rastojaǌu ve�em od H−1 brzina udaǉavaǌa

objekta biti ve�a od brzine svetlosti. Inverzna vrednost Hablovog parame-

tra definixe karakteristiqno rastojaǌe koje nosi naziv Hablov radijus, i

predstavǉa polupreqnik opservabilnog svemira, koji iznosi oko 28, 5 Gpc [53].

Prema tome, oblasti u svemiru koje su od posmatraqa na ve�em rastojaǌu od

Hablovog radijusa trenutno nisu i ne�e ni u budu�nosti biti u kauzalnoj

vezi, jer fotoni ne mogu da prenesu informaciju izme�u oblasti koje se jedna

u odnosu na drugu kre�u relativnom brzinom ve�om od brzine svetlosti. Na

taj naqin Hablov radijus ima smisao horizonta14.

Horizont se mo�e definisati i na osnovu maksimalnog rastojaǌa koje pre�u

fotoni. Foton od trenutka emitovaǌa ti do trenutka detektovaǌa t pre�e koor-

dinatno rastojaǌe koje je jednako χp(τ) = τ−τi. Odgovaraju�e fiziqko rastojaǌe

iznosi

dp(t) = a(t)χp = a(t)

∫ t

ti

dt

a(t)
. (2.53)

Ako dp ima konaqnu vrednost, onda to rastojaǌe definixe polupreqnik sfere

koja odre�uje granicu izme�u oblasti koja se mo�e opservirati i oblasti iz

koje svetlosni signali nisu stigli do posmatraqa, do trenutka t. Tako�e,

uslovi koji vladaju na ve�em rastojaǌu od dp u trenutku t ne utiqu na ǌegovu

evoluciju u budu�nosti. Rastojaǌe dp nosi naziv qestiqni horizont (particle

horizon). Ako u svemiru dominira materija koja je opisana parametrom staǌa

ω > −1/3, evolucija faktora skale, odre�ena jednaqinom (2.53), ima oblik ste-

pene funkcije a ∝ tn (n = const) i rexeǌe integrala u izrazu (2.53) ima konaqnu

vrednost [54]. Qestiqni horizont je u tom sluqaju [41]

dp(t) =
2

1 + 3ω
H−1, (2.54)

14 Termin horizont preuzet je iz teorije crnih rupa, i u kosmologiji oznaqava granicu
oblasti gde kauzanost prestaje da va�i.
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i tokom vremena se linearno uve�ava (dp ∝ t), xto je uslovǉeno promenom

Hablovog radijusa (H−1 ∝ t). Iako je u ovom sluqaju qestiqni horizont do

na numeriqki faktor jednak Hablovom radijusu, izme�u uvedenih veliqina po-

stoji konceptualna razlika. Oblasti koje su na ve�em rastojaǌu od dp nikada

nisu bile u kauzalnom kontaktu, jer nije bilo dovoǉno vremena da do�e do

razmene, recimo, fotona. Ukoliko je rastojaǌe ve�e od H−1 oblasti (sada)

nisu u kauzalnom kontaktu. To znaqi, da ukoliko je dp > H−1 qestice danas ne

mogu da interaguju (razmeǌuju fotone), ali su u proxlosti bile u kontaktu.

2.8 Energetski bilans modela

Standardni model u kosmologiji, kako ga danas tretiramo, ukǉuquje nerela-

tivistiqku materiju i zraqeǌe, kao dobro opisane i prouqene komponente ma-

terije, a podrazumeva i postojaǌe tamne energije (kosmoloxke konstante Λ) i

nerelativistiqke tamne materije (Cold Dark Matter, CDM), qija priroda i daǉe

nije dovoǉno poznata. U literaturi se (ovaj) model sre�e pod nazivom ΛCDM

model. Prva Fridmanova jednaqina koja uraqunava doprinos svih komponenti

materije u modelu ima oblik [44](
H

H0

)2

=
∑
ω

Ωωa
−3(1+ω) + Ωka

−2. (2.55)

Na osnovu procena izvedenih iz astrofiziqkih posmatraǌa i mereǌa, u sada-

xǌoj epohi najve�u zastupǉenost ima tamna energija u formi kosmoloxke kon-

stante [5]

ΩΛ = 0, 6911± 0, 0062, (2.56)

dok preostali deo u najve�oj meri qine tamna i barionska15 materija

ΩCDM0h
2 = 0, 1188± 0, 0010, Ωb0h

2 = 0, 02230± 0, 00014. (2.57)

Xto se tiqe relativistiqke materije, pre svega fotona i neutrina, ǌihov udeo

je jako mali

Ωγ0h
2 ≈ 2, 47 · 10−5, Ων0h

2 ≈ 1, 68 · 10−5. (2.58)

15 Kada se govori o nerelativistiqkoj materiji obiqno se misli na materiju barionskog
tipa, zato xto je masa ve�ine barionskih qestica znatno ve�a od mase ve�ine leptona.

18



Glava 2. Elementi Standardnog kosmoloxkog modela

Vrednost aktuelnog parametra gustine koji odgovara krivini prostora je Ωk0 =

0, 0008 i ukazuje na to da je svemir, u sadaxǌoj epohi16 ravan.

2.9 Problemi Standardnog kosmoloxkog modela

I pored toga xto Stadardni kosmoloxki model dobro opisuje fiziku svemira

i daje predvi�aǌa koja su empirijski potvr�ena, postoje qiǌenice za koje model

ne daje adekvatna ili potpuna objaxǌeǌa. One su oznaqene kao
”
problemi

u Standardnom kosmoloxkom modelu“. U ovom odeǉku ukazujemo na dva (od

petnaestak) problema koji se sre�u u ranoj epohi svemira: problem ravnog

svemira i problem horizonta.

Problem ravnog svemira vezuje se za dinamiku parametra gustine, koja je

odre�ena jednaqinom (2.45)

Ω− 1 =
k

(aH)2
. (2.59)

Da bi se analizirao problem pogodno je definisati Hablov radijus u pokret-

nom koordinatnom sistemu (comoving Hubble radius) (aH)−1 i izraziti qestiqni

horizont u pokretnom koordinatnom sistemu τ(t) u funkciji od (aH)−1 [2]

τ(t) =

∫ a

0

da

a
(aH)−1. (2.60)

Promene Hablovog radijusa i qestiqnog horizonta uslovǉene su promenom fak-

tora skale [2]

τ ∝ (aH)−1 ∝ a
1
2

(1+3ω). (2.61)

Astrofiziqka mereǌa su pokazala da je svemir ravan, odnosno da je trenutna

vrednost parametra gustine Ω0 ≈ 1. Koordinatni Hablov radijus se uve�ava

tokom vremena, u skladu sa jednaqinama (2.40) i (2.61), xto znaqi da je vrednost

parametra gustine u ranim epohama svemira bila ekstremno blizu jedinice, a

za to ne postoji fiziqko opravdaǌe u okviru Standardnog kosmoloxkog modela.

Za talas talasne du�ine λp = aλ ka�e se da je unutar Hablovog radijusa

ukoliko je λp < H−1 [55]. Talasna du�ina se u skladu sa promenom faktora skale

uve�ava po zakonu λp ∝ tn (n < 1). Kako Hablov radijus linearano raste H−1 ∝ t

koliqnik λp/H
−1 ∝ tn−1 opada sa vremenom, xto znaqi da talas ostaje unu-

tar Hablovog radijusa [56], ali je u proxlosti bio izvan ǌega. Kako Hablov

16Vide�emo kasnije da je od perioda inflacije svemir ravan.
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radijus odre�uje veliqinu kauzalne oblasti zakǉuqak je da u ranom svemiru

postoji veliki broj kauzalno nepovezanih oblasti.

Zraqeǌe u vidu fotona koje se danas detektuje u svemiru, kosmiqko mikro-

talasno pozadinsko zraqeǌe (Cosmic Microwave Background , CMB), nastalo je u

trenutku kada se svemir usled xireǌa dovoǉno ohladio (T ∝ a−1), a energija

fotona smaǌila i time omogu�ilo formiraǌe stabilnih staǌa prvih atoma

vodonika. Od trenutka kada su se fotoni dekuplovali od materije oni slobodno

propagiraju. Na osnovu ǌih se mogu prouqavati uslovi koji su vladali u ranom

svemiru. Spektar CMB zraqeǌa danas odgovara spektru apsolutno crnog tela

na temperaturi TCMB = 2, 728 K [57], xto implicira da je postojalo staǌe ter-

modinamiqke ravnote�e u trenutku dekuplovaǌa (odvajaǌe fotonskog gasa od

ostatka materije). Zraqeǌe odlikuje visok stepen homogenosti i izotropnosti

koji se ogleda u malim varijacijama u temperaturi u razliqitim pravcima u

kojima se detektuje zraqeǌe (δT/T ∼ 10−5). To tako�e znaqi da je svemir u ovoj

fazi bio homogen i izotropan. Navedene qiǌenice ukazuju na to da su fotoni

zraqeǌa u proxlosti bili u kauzalnoj vezi, xto je u kontradikciji sa qiǌe-

nicom da su fotoni u trenutku dekuplovaǌa bili izvan qestiqnog horizonta

[2].

Polupreqnik opservabilnog svemira li je u proxlosti, u trenutku vremena

ti, bio je ai/a0 puta maǌi

li ∼ t0
ai

a0

. (2.62)

Veliqina kauzalnog svemira u tom trenutku bila je lc ∼ ti, a broj kauzalno

nepovezanih oblasti
li
lc
∼ t0
ti

ai

a0

. (2.63)

Primera radi, u trenutku kada je starost svemira reda Plankovog vremena

(tPl ∼ 10−44 s, TPl ∼ 1032 K), dobija se ogroman broj [3]

li
lc
∼ 1028, (2.64)

gde je uzeto T0 = TCMB.
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Inflatorna kosmologija

Dominantna paradigma koja uspexno rexava brojne probleme u Standar-

dnom kosmoloxkom modelu nosi naziv kosmoloxka inflacija. U osnovi teorije

kosmoloxke inflacije je pretpostavka da je u ranom svemiru postojala kratko-

trajna faza tokom koje se svemir naglo i eksponencijalno xirio. Iako su

se ideje o faznom prelazu i ubrzanom xireǌu svemira pojavile sedamdesetih

godina dvadesetog veka, osnove inflatorne teorije postavǉene su od strane A.

Gata1 1981. godine [58] u modelu baziranom na pojavi faznog prelaza u svemiru,

generisanim spontanim naruxeǌem simetrije u trenutku kada je temperatura

svemira dostigla kritiqnu vrednost. Suxtina ovog pristupa je da svemir iz

inicijalnog, metastabilnog staǌa, prelazi u stabilno staǌe sa ni�om energi-

jom, procesom koji podse�a na kvantnomehaniqko tunelovaǌe kroz potencijalnu

barijeru. Ubrzo je uoqeno da je potrebno na�i adekvatniji mehanizam koji bi

doveo do inflatorne epohe i redefinisati inicijalni model inflacije, koji

sada nosi naziv
”
stara“ inflacija (old inflation). U radu A. Lindea2 [59] postav-

ǉene su osnove
”
nove“ inflatorne teorije (new inflation), koja se bazira na ideji

da je inflacija vo�ena skalarnim poǉem, qiji je potencijal skoro
”
ravan“ (kon-

stantan). Ve�ina aktuelnih modela pripada klasi haotiqne inflacije (chaotic

inflation), kod koje je inflatorni proces mogu� za xirok interval poqetnih

uslova [60]. Model qija se predvi�aǌa trenutno najboǉe sla�u sa astronom-

skim posmatraǌima predlo�en je od strane A. Starobinskog3 (Starobinsky infla-

tion) [61].

1 eng. Alan Guth.
2 eng. Andrei Linde.
3 eng. Alexei Starobinsky.
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3.1 Rexeǌe problema horizonta i ravnog svemira

Kao xto je navedeno u odeǉku 2.9, problemi horizonta i ravnog svemira

uslovǉeni su dinamikom Hablovog radijusa u pokretnom koordinatnom sistemu,

u svemiru sa
”
konvencionalnim“ tipom materije. Oba problema bi nestala u

sluqaju da je (aH)−1 opadaju�a funkcija vremena. Kod problema ravnog svemira

to je oqigledno, qlan na desnoj strani jednaqine (2.59) vremenom ima sve maǌu

vrednost, tako da vrednost parametra Ω te�i jedinici. Tako�e, tokom vremena,

vrednost Hablovog radijusa u pokretnom koordinatnom sistemu postaje maǌa

od vrednosti qestiqnog horizonta. To znaqi da su fotoni, koji
”
sada“ ne

”
ko-

municiraju“, nekada bili u kauzalnoj vezi, usled qega je CMB zraqeǌe skoro

idealno homogeno i izotropno.

3.2 Kosmoloxka inflacija

Ako je (aH)−1 opadaju�a funkcija po vremenu, tada va�i nejednakost

d

dt
(aH)−1 < 0, (3.1)

na osnovu koje se dobija uslov za promenu faktora skale

ä > 0. (3.2)

Da bi se obezbedila navedena promena faktora skale, iz jednaqine (2.32) sledi

ograniqeǌe na vrednost pritiska

p < −1

3
ρ. (3.3)

Teorija kosmoloxke inflacije nudi opis ranog perioda u evoluciji svemira

u kome su svi navedeni uslovi ispuǌeni. Tokom inflacije dinamika svemira

mo�e se opisati ako se uvede
”
materija“ sa negativnim pritiskom (ω < −1/3),

koja usled navedene osobine obezbe�uje ubrzano xireǌe svemira.

U skladu sa navedenim uslovima, materija u formi kosmoloxke konstante

Λ obezbe�uje inflatornu dinamiku tokom koje Hablov parametar HΛ ima kon-

stantnu vrednost, a faktor skale eksponencijalno raste sa vremenom

a ∝ eHΛt. (3.4)
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Me�utim, model sa kosmoloxkom konstantom ne zadovoǉava sve zahteve koji se

odnose na inflaciju, tako da se mo�e prihvatiti samo kao (gruba) aproksi-

macija inflatornog procesa [3]. Jedan od glavnih problema u ovom modelu je

nemogu�nost da se kreira materija i zraqeǌe nakon inflatorne faze. Da bi

se dobio realistiqan model potrebna je kvazi-eksponencijalna promena fak-

tora skale. Hablov parametar se mora razmatrati kao funkcija vremena qija

je vrednost pribli�no konstantna (Ḣ ∼ 0).

OTR je u osnovi klasiqna teorija, xto znaqi da ne ukǉuquje kvantne efekte.

Postojaǌe inicijalne singularnosti u Standardnom kosmoloxkom modelu ogra-

niqava validnost fiziqkih zakona u najranijoj epohi svemira, gde se klasiqne

jednaqine poǉa ne mogu primeniti. Inflacija kao period u razvoju svemira

mora da obezbedi uslove kako bi se daǉa evolucija svemira odvijala u skladu

sa predvi�aǌima Standardnog kosmoloxkog modela i mereǌa. Da bi se proces

bariogeneze (formiraǌe prvih qestica, bariona) nesmetano odvijao potrebno

je da se period inflacije zavrxi ne kasnije od 10−34 s [3].

Kao xto je ve� reqeno, do sada je predlo�en veliki broj inflatornih mode-

la, me�u kojima, znaqajno mesto imaju inflatorni modeli sa skalarnim poǉem.

Model kvintesencije4 (quintessence) je jedan od jednostavnijih modela na osnovu

koga se mo�e ste�i precizan uvid u osobine inflatornog procesa i smisao

veliqina koje se uvode kako bi se opisala inflatorna dinamika [62].

3.3 Inflacija vo�ena kanonskim skalarnim poǉem

Osnovna pretpostavka u inflatornim modelima je da se mehanizam koji vodi

inflaciju mo�e opisati klasiqnom fizikom, koriste�i jedno ili vixe skalar-

nih poǉa. Skalarno poǉe φ, odgovorno za proces inflacije, nosi naziv in-

flaton. Generalno, dinamika kanonskog skalarnog poǉa se odre�uje na osnovu

kanonskog lagran�ijana

L =
1

2
gµνφ,µφ,ν − V (φ), (3.5)

gde je V (φ) potencijal datog poǉa φ. Komponente tenzora energije-impulsa

nalaze se varijacijom lagran�ijana (3.5) na osnovu izraza (2.25). Pod pretpo-

stavkom da je metrika FLRW oblika i da je poǉe prostorno homogeno φ = φ(t),

tenzor energije-impulsa definisan za kanonsko poǉe ima oblik koji odgovara

tenzoru za idealan fluid, qije su komponente zadate izrazom (2.27). Gustina

i pritisak takvog idealnog kosmoloxkog fluida u funkciji poǉa φ zadati su

4 Naziv potiqe od latinske reqi za peti element.
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izrazima

ρ =
1

2
φ̇2 + V, (3.6)

p =
1

2
φ̇2 − V. (3.7)

Parametar staǌa ω je u ovom sluqaju dinamiqka veliqina, qija vrednost zavisi

od odnosa kinetiqkog qlana 1/2φ̇2 i potencijala poǉa

ω =
1/2φ̇2 − V
1/2φ̇2 + V

. (3.8)

U prvoj Fridmanovoj jednaqini (2.30) se, usled kvazi-ekponencijalne promene

faktora skale tokom inflacije, mo�e zanemariti sabirak u kome figurixe

konstanta koja opisuje zakrivǉenost prostora. Na osnovu izraza (3.6) prva

Fridmanova jednaqina se mo�e zapisati u obliku

H2 =
8πGN

3

(
1

2
φ̇2 + V

)
. (3.9)

Koriste�i jednaqinu kontinuiteta (2.29) dobija se jednaqina Klajn-Gordonovog

(Klein-Gordon) tipa, kojom je odre�ena vremenska evolucija poǉa

φ̈+ 3Hφ̇+ V,φ = 0, (3.10)

pri qemu je uvedena oznaka V,φ ≡ dV/dφ. Jednaqina (3.10) je po obliku ekviva-

lentna jednaqini koja opisuje linearni harmonijski oscilator sa
”
frikcijom“.

Poznato je da se qlan φ̈ u jednaqini (3.10) mo�e zanemariti ukoliko je vrednost

”
frikcionog“ qlana 3Hφ̇ dovoǉno velika [3].

3.4 Aproksimacija sporog kotrǉaǌa

Sistem jednaqina koji opisuju inflatornu dinamiku, jednaqine (3.9) i (3.10),

ima egzaktno rexeǌe za potencijal eksponencijalnog oblika [63]. Kada je zbog

oblika potencijala texko na�i, ili ne postoji, analitiqko rexeǌe, uobiqajeno

je da se sistem jednaqina rexava koriste�i aproksimaciju sporog kotrǉaǌa

(slow-roll approximation). Aproksimacija podrazumeva da je promena Hablovog
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parametra u vremenu tH = H−1 jako mala [53]

|Ḣ|
H2
� 1, (3.11)

qime se posti�e kvazi-eksponencijalni rast faktora skale. Diferenciraǌem

jednaqine (3.9) po vremenu i zamenom φ̈ iz jednaqine (3.10) dobija se jednakost

Ḣ = −4πGNφ̇
2, (3.12)

na osnovu koje se uslov sporog kotrǉaǌa |Ḣ| � H2 mo�e zapisati u obliku

φ̇2 � |V (φ)|. (3.13)

Jednostavnije reqeno, aproksimacija sporog kotrǉaǌa se primeǌuje kada je ki-

netiqki qlan mnogo maǌi od potencijalnog. Time je odnos pritiska i gustine

p ' −ρ. Sve dok je uslov (3.13) zadovoǉen, skalarno poǉe mo�e da obezbedi in-

flatnornu dinamiku koja je analogna dinamici koju ima svemir sa kosmoloxkom

konstantom. Prva Fridmanova jednaqina, uz korix�eǌe aproksimacije (3.13),

dobija oblik

H2 ' 8πGN

3
V. (3.14)

Kako se vrednost potencijala sporo meǌa, Hablov parametar ima pribli�no

konstantnu vrednost, qime se obezbe�uje kvazi-ekponencijalna promena faktora

skale.

Dodatni uslov, koji nala�e aproksimacija sporog kotrǉaǌa, se odnosi na

promenu φ̇
1

H

|φ̈|
|φ̇|
� 1. (3.15)

To znaqi da se u navedenoj aproksimaciji u jednaqini (3.10) mo�e zanemariti

doprinos prvog sabirka (φ̈� φ̇H) i razmatrati diferencijalna jednaqina prvog

reda

3Hφ̇ ' −V,φ. (3.16)

Vidimo da su jednaqine (3.9) i (3.10) u aproksimaciji sporog kotrǉaǌa svedene

na jednaqine (3.14) i (3.16), za koje se ka�e da va�e u re�imu sporog kotrǉaǌa.
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3.5 Parametri sporog kotrǉaǌa i broj e-foldova

Da bi se opisao re�im sporog kotrǉaǌa veoma je pogodno definisati parame-

tre sporog kotrǉaǌa [64], kroz bezdimenzioni odnos dinamiqkih veliqina.

Veza izme�u ä i Hablovog parametra, zadata izrazom (2.33), mo�e se prepisati

u obliku [2]
ä

a
= Ḣ +H2 = H2(1− ε), (3.17)

gde je ε

ε ≡ − Ḣ

H2
=

d

dt

(
1

H

)
, (3.18)

prvi parametar sporog kotrǉaǌa.

Tokom inflacije je ä > 0, xto je ispuǌeno sve dok je ε < 1. Na osnovu

Fridmanovih jednaqina dobija se veza izme�u parametra ε i parametra staǌa

ω

ε =
3

2
(1 + ω), (3.19)

xto znaqi da parametar ε kvantitativno opisuje odstupaǌe od de Siterovog

re�ima (ω = −1).

Da bi se osiguralo da period inflacije traje dovoǉno dugo, kako bi se

eliminisali problemi horizonta, ravnog svemira itd., uvodi se parametar η.

Ako se parametar ε diferencira po vremenu i iskoristi jednakost (3.12) dobija

se izraz [44]

ε̇ = 2Hε(ε− η), (3.20)

na osnovu koga je odre�ena vrednost drugog parametra sporog kotrǉaǌa η

η ≡ − φ̈

Hφ̇
. (3.21)

Re�im sporog kotrǉaǌa va�i sve dok su vrednosti oba parametara jako male

ε� 1, |η| � 1. (3.22)

Navedeni uslovi su dovoǉni da se obezbedi postojaǌe procesa inflacije.

Parametri sporog kotrǉaǌa se mogu izraziti u funkciji potencijala. Na
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osnovu definicija parametara, koriste�i jednakost (3.12), izvode se aproksi-

mativni izrazi, koji su validni tokom sporog kotrǉaǌa [54]

ε ' 1

16πGN

(
V,φ
V

)2

≡ εV , (3.23)

η ' 1

8πGN

V,φφ
V
≡ ηV . (3.24)

Na osnovu navedenih parametara i uslova da su tokom sporog kotrǉaǌa vredno-

sti parametara mnogo maǌe od jedinice slede ograniqeǌa na oblik potencijala

|V,φ/V | � 1, |V,φφ/V | � 1. (3.25)

Potencijal koji je
”
skoro ravan“ mo�e obezbediti re�im sporog kotrǉaǌa.

To je potreban ali ne i dovoǉan uslov sporog kotrǉaǌa, jer se parametrima

definisanim u funkciji potencijala ne ograniqava vrednost φ̇. Kako je jed-

naqina (3.10) diferencijalna jednaqina drugog reda, vrednost φ̇ u poqetnom

trenutku se mo�e odabrati proizvoǉno, ali u skladu sa izrazom (3.16). U

literaturi se mogu na�i i druge definicije parametara sporog kotrǉaǌa, ali

ne meǌaju suxtinu opisa i pra�eǌa perioda inflacije.

Tokom inflacije faktor skale se uve�ava kvazi-eksponencijalno, qime se

svemir drastiqno xiri. Za opis inflatornog uve�aǌa svemira uvodi se veli-

qina u funkciji koliqnika faktora skale na kraju (af) i poqetku inflacije

(ai). Pogodno je definisati broj e-foldova (e-folds) N kao (prirodni) logaritam

koliqnika af/ai

N ≡ ln
af

ai

. (3.26)

Ako je poznata funkcija promene Hablovog parametra, mo�e se izraqunati N

N =

∫ af

ai

Hdt. (3.27)

Koriste�i jednaqine (3.14) i (3.16), u re�imu sporog kotrǉaǌa dobija se

N ' −8πGN

∫ φf

φi

V

V,φ
dφ, (3.28)

gde su φi i φf vrednosti poǉa na poqetku i kraju inflacije, redom. Da bi in-

flacija uspexno rexila probleme Standardnog kosmoloxkog modela potrebno

je da je N ' 60.
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3.6 Hamilton-Jakobijeva formulacija inflacije

Inflacija se mo�e realizovati i bez re�ima sporog kotrǉaǌa. Hablov

parametar i poǉe φ su funkcije koje zavise od vremena, xto znaqi da se im-

plicitno mo�e definisati funkcija H = H(φ). Ako se sa izvoda po vremenu

pre�e na izvod po poǉu (Ḣ = φ̇H,φ), jednaqina (3.12) se mo�e zapisati u obliku

φ̇ = −2M2
PlH,φ, (3.29)

gde je MPl = (8πGN)−1/2 redukovana Plankova masa. Zamenom φ̇ u jednaqinu (3.9)

dobija se Hamilton-Jakobijeva (Hamilton-Jacobi) jednaqina

H2
,φ −

3

2M2
Pl

H2 = −V (φ)

2M4
Pl

. (3.30)

Jednaqina se mo�e rexiti za konkretan oblik potencijala, ili se iz ǌe mo�e

rekonstruisati potencijal ukoliko je poznata funkcija H = H(φ).

Kako bi se i ovde pratio tok inflacije pogodno je definisati odgovaraju�e

parametre u funkciji Hablovog parametra. Prvi parametar, εH ≡ ε, definixe

se izrazom

εH ≡ −
Ḣ

H2
= 2M2

Pl

(
H,φ

H

)2

. (3.31)

Definixe se i parametar ηH po analogiji sa definicijom za parametar η

ηH = 2M2
Pl

H,φφ

H
. (3.32)

Parametri se mogu izraziti i u funkciji vrednosti poǉa i potencijala [57]

εH = 3
1/2φ̇2

1/2φ̇2 + V (φ)
=
d lnH

d ln a
, (3.33)

ηH = −3
Ḧ

3Hφ̇
= −d ln φ̇

d ln a
=
d lnH,φ

d ln a
, (3.34)

qija je vrednost tokom perioda sporog kotrǉaǌa ograniqena nejednakostima

εH � 1, |ηH | � 1. (3.35)

Ako su navedeni uslovi ispuǌeni opravdano je zanemariti prvi qlan na levoj

strani u Hamilton-Jakobijevoj jednaqini (3.30). Vrednosti parametara εH i

ηH nisu aproksimativne, za razliku od vrednosti parametara εV i ηV . Izme�u
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dve grupe parametara postoje veze oblika [53]

εH ' εV , ηH ' ηV − εV , (3.36)

validne tokom perioda sporog kotrǉaǌa.

Polaze�i od definicije za broj e-foldova (3.27), koriste�i (3.29), dobija

se izraz

N = −
∫ φf

φi

1√
2εH

dφ, (3.37)

koji se mo�e primeniti generalno.

3.7 Osobine inflatornog atraktora

Pojam atraktora u kosmologiji ne zadovoǉava u potpunosti definiciju koja

se inaqe koristi u literaturi [65]. Jedna od osobina koju mora da poseduje

inflatorni model je prediktivnost. To znaqi da evolucija skalarnog poǉa ne

bi trebalo da zavisi od poqetne vrednosti za poǉe i za izvode poǉa po vre-

menu. Jednaqina za poǉe je diferencijalna jednaqina drugog reda po vremenu.

Da bi se naxlo ǌeno rexeǌe potrebno je zadati poqetnu vrednost φ̇. Svakoj

poqetnoj vrednosti φ̇ odgovara po jedno partikularno rexeǌe jednaqine. Me�u-

tim, rexeǌe diferencijalne jednaqine (3.10) ima osobinu atraktora u sluqaju

da sabirak 3Hφ̇ ima dovoǉno veliku vrednost [66]. To znaqi da inicijalne

razlike koje postoje izme�u rexeǌa, usled razliqitih poqetnih uslova, vrlo

brzo ixqezavaju i sva rexeǌa konvergiraju ka jedinstvenom rexeǌu. Navedeni

uslov, ekvivalentan uslovu φ̈� φ̇H, ispuǌen je u re�imu sporog kotrǉaǌa, xto

znaqi da je aproksimacija sporog kotrǉaǌa od suxtinske va�nosti za prouqa-

vaǌe perioda kosmoloxke inflacije.

Postojaǌe atraktora mo�e se pokazati koriste�i Hamilton-Jakobijevu jed-

naqinu (3.30) [67]. Neka je H0(φ) rexeǌe jednaqine (3.30). Ako se rexeǌe per-

turbuje, zamenom H(φ) = H0(φ)+δH(φ) u jednaqinu (3.30), ǌenom linearizacijom

dobija se diferencijalna jednaqina [57]

(H0),φδH,φ '
3

M2
Pl

H0δH. (3.38)
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Rexeǌe jednaqine (3.38) ima oblik

δH(φ) = δH(φi) exp

(
3

2M2
Pl

∫ φ

φi

H0

(H0),φ
dφ

)
, (3.39)

gde je δH(φi) vrednost perturbacije u (poqetnom) trenutku kada je vrednost

poǉa φi. Koriste�i jednaqinu (3.37) dobija se

δH(φ) = δH(φi) exp (−3(Ni −N)) . (3.40)

Zbog eksponencijalnog qlana δH brzo opada, qime se posti�e jedinstvena di-

namika - osobina atraktora.

3.8 Kraj inflacije i ponovno zagrevaǌe

Kriterijum za kraj inflacije mo�e se definisati na osnovu vrednosti para-

metara sporog kotrǉaǌa. Period inflacije traje sve dok jedan od parametara

sporog kotrǉaǌa ne dostigne vrednost jednaku jedinici. Postoje izuzeci od

navedenog pravila, kod inflatornih modela (model hibridne inflacije) sa

dodatnim fiziqkim efektima, gde se inflacija zavrxava pre nego xto se ispuni

navedeni uslov [57].

Nakon inflacije, evolucija svemira nastavǉa se u skladu sa dinamikom

predvi�enom Standarnim kosmoloxkim modelom. Zbog toga inflatorni meha-

nizam mora da obezbedi adekvatne uslove na kraju inflacije (ä < 0), odnosno

da inflacija ima
”
graciozan izlaz“ (graceful exit).

Ako potencijal, koji obezbe�uje infatornu dinamiku, ima lokalni minimum

blizu kraja inflacije (pravi vakuum), mogu�a je faza ponovnog zagrevaǌa, tzv.

rihiting (reheating), perioda koji se nadovezuje na inflaciju. Tokom rihitinga

vrednost skalarnog poǉa osciluje oko minumuma potencijala sa faktorom pri-

guxeǌa koji je proporcionalan Hablovom parametru. Usled priguxeǌa os-

cilovaǌa energija skalarnog poǉa se smaǌuje i poǉe ixqezava. Energija koja

se osloba�a se troxi na kreaciju qestica
”
konvencionalne“ materije. Drugim

reqima, eksponencijalno xireǌe svemira ima i eksponencijalni pad tempera-

ture koja �e na kraju inflacije pasti znatno ispod temperature bariogeneze

(i drugih temperatura kǉuqnih za kreaciju qestica u svemiru koji poznajemo).

Mehanizam postinflatornog rihitinga je jedan od ve�ih izazova sa kojima se

susre�e teorija inflacije a posebno tahionska inflacija [68, 69].
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Teorija kosmoloxkih perturbacija

Uspeh inflatorne teorije ogleda se i u mogu�nosti da se objasni poreklo,

kako opservabilnih, tako i inicijalnih nehomogenosti u svemiru. Inici-

jalne nehomogenosti uve�ane u toku perioda inflacije i kasnije, usled gravi-

tacione interakcije, dovele su do formiraǌa struktura na velikim skalama

(Large Scale Structure, LSS). Inflatorni mehanizam obezbe�uje opis evolucije

poqetnih kvantnih fluktuacija u fluktuacije gustine materije na klasiqnom

nivou. Usled inflatornog xireǌa neke od karakteristika (spektar perturba-

cija) ostaju nepromeǌene. Formalizam kosmoloxkih perturbacija omogu�ava

da se teorijska predvi�aǌa, dobijena iz inflatornih modela, uporede sa re-

zultatima mereǌa. Razvoj ovog perturbativnog formalizma baziran je na gej


(gauge) invarijantnom pristupu. Zapoqet je pionirskim radom �. Bardina1

[70]. U ovom odeǉku su izlo�eni najva�niji elementi formalizma potrebni

za daǉe razmatraǌe, kako bi se na osnovu ǌih izraqunale vrednosti posma-

traqkih parametara za inflatorni model koji �e biti razmatran. Detaǉniji

prikaz dat je u preglednim radovima [71] i [72].

4.1 Osnovne postavke i ideje

Osnovna strategija u teoriji kosmoloxkih perturbacija je da se svaka di-

namiqka veliqina X(t, ~x) prika�e kao zbir prostorno homogenog dela X̄(t) (da-

kle, zavisi jedino od vremena) i prostorno-vremenski zavisnog dela δX(t, ~x),

koji se naziva perturbacijom

X(t, ~x) = X̄(t) + δX(t, ~x). (4.1)

1 eng. James Bardeen.
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Po pravilu (definiciji) perturbacije su male, xto znaqi da je δX � X̄.

Perturbacija uvedena na ovaj naqin nema uvek fiziqki smisao, jer se deko-

mpozicija na prostorno homogeni deo i perturbaciju mo�e realizovati kao

posledica koordinatne transformacije. Tako uvedena perturbacija ne opisuje

realne nehomogenosti i zavisi od izbora koordinata. Za razliku od homogenog

i izotropnog svemira u kome simetrija prostora odre�uje oblik metrike i

name�e izbor koordinata, kod nehomogenog svemira ne postoji kriterijum za

izbor adekvatnog koordinatnog sistema u kome bi se analizirale perturbacije.

Problem koji nastaje usled proizvoǉnog odabira koordinata mo�e se rexiti

uvo�eǌem veliqina koje ne zavise od izbora koordinata. Jedino tako uvedene

veliqine relevantne su za razmatraǌe jer imaju fiziqki smisao i nose naziv

gej
 invarijantne veliqine.

Nakon xto se veliqine u jednaqinama perturbuju u skladu sa izrazom (4.1),

potrebno je izvrxiti linearizaciju. To znaqi, da u jednaqinama treba za-

dr�ati samo sabirke koji su linearni (ili u narednom redu, kvadratiqni)

po perturbacijama, a odbaciti sabirke koji sadr�e qlanove vixeg reda po

perturbacijama.

4.2 Perturbacija metrike

Metrika FLRW tipa adekvatno opisuje svemir na velikim skalama. Na ra-

stojaǌima na kojima prostor (malo) odstupa od homogenog i izotropnog metrika

se mo�e zapisati u obliku

ds2 =
(
g(0)
µν (t) + δgµν(t, ~x)

)
dxµdxν , (4.2)

gde su g
(0)
µν komponente metriqkog tenzora FLRW metrike (k = 0)

g(0)
µν dx

µdxν = a2(τ)
(
dτ 2 − δijdxidxj

)
. (4.3)

Perturbacije metriqkog tenzora mogu se razlo�iti na skalarne (S), vektorske

(V) i tenzorske (T) komponente (SVT dekompozicija). U teoriji linearnih

perturbacija razliqite komponente perturbacija me�usobno ne
”
interaguju“

i ǌihova se evolucija mo�e analizirati nezavisno. Perturbacije δgµν, zbog
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osobina simetrije, mogu se zapisati na slede�i naqin [3]

δg00 = 2a2φ, (4.4)

δg0i = a2(B,i + Si), (4.5)

δgij = a2(2ψδij + E,ij + Fi,j + Fj,i + hij), (4.6)

gde je i, j = 1, 3 i pri qemu za uvedene veliqine va�i

Si,i = 0, (4.7)

F i
,i = 0, hii = 0, hij,i = 0. (4.8)

Usled toga je broj nezavisnih funkcija potrebnih da se definixe δgµν jednak

broju nezavisnih komponenti gµν. Skalarne perturbacije opisane su skalarnim

funkcijama: φ, ψ, B i E. One su indukovane razlikama u gustini energije u

svemiru. Zbog toga je ǌihova uloga u evoluciji gravitacionih nestabilnosti

veoma va�na. Vektorske perturbacije opisane su vektorima qije su komponente

Si i Fi. Pokazano je da tokom evolucije svemira vektorske perturbacije brzo

ixqezavaju, tako da su one irelevantne sa aspekta kosmologije. Tenzorske per-

turbacije opisane su veliqinama hij i vezuju se za pojavu gravitacionih talasa.

Pri infinitezimalnoj koordinatnoj transformaciji

xµ → x̃µ + εµ, (4.9)

gde za komponente infinitezimalnog qetvoro-vektora εµ ≡ (ε0, εi) va�i

εi = εi⊥ + ε,i, εi⊥,i = 0, (4.10)

perturbacije metriqkog tenzora transformixu se u skladu sa izrazom

δgµν → δg̃µν = δgµν − g(0)
µν,ρε

ρ − g(0)
ρν ε

ρ
,µ − g(0)

µρ ε
ρ
,ν . (4.11)

Perturbovana metrika, u funkciji skalarnih veliqina, ima oblik

ds2 = a2
[
(1 + 2φ)dτ 2 + 2B,idx

idτ − ((1− 2ψ)δij − 2E,ij) dx
idxj

]
. (4.12)
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Na osnovu (4.11) mo�e se pokazati da su transformacije veliqina koje opisuju

skalarne perturbacije odre�ene izrazima [3]

φ → φ̃ = φ− 1

a
(aε0)′, (4.13)

B → B̃ = B + ε′ − ε0, (4.14)

ψ → ψ̃ = ψ +
a′

a
ε0, (4.15)

E → Ẽ = E + ε, (4.16)

gde su primovane veliqine izvodi tih veliqina po konformnom vremenu τ , koje

je definisano izrazom (2.10). Postoji beskonaqan broj linearnih kombinacija

uvedenih skalarnih veliqina, u metrici (4.12), koje su gej
 invarijantne. Naj-

jednostavnije, po obliku, su tzv. Bardinovi potencijali

Φ ≡ φ− 1

a
(a(B − E ′))′ , (4.17)

Ψ ≡ ψ +
a′

a
(B − E ′)′ . (4.18)

Transformacija veliqina koje opisuju skalarne perturbacije odre�ena je

sa ε0 i ε. ǋihov izbor, izbor gej
a, mo�e pojednostaviti oblik gej
 invari-

jantnih veliqina i time olakxati izraqunavaǌa. Ekvivalentno, gej
 se mo�e

fiksirati zadavaǌem vrednosti za dve od qetiri uvedene skalarne funkcije.

Uslovi

E = 0, B = 0, (4.19)

definixu tzv. longitudinalni (longitudinal) gej
. Na osnovu definicija (4.17)

i (4.18), u longitudinalnom gej
u Bardinovi potencijali odre�eni su nenultim

skalarnim funkcijama

Φ = φ, Ψ = ψ. (4.20)

Metrika (4.12) se tada svodi na oblik

ds2 = a2
(
(1 + 2Φ)dτ 2 − (1− 2Ψ)δijdx

idxj
)
, (4.21)

u kojem figurixu samo gej
 invarijantne veliqine Φ i Ψ.

Perturbovana metrika, koja sadr�i samo komponente tenzorskog tipa, je

oblika

ds2 = a2
(
dτ 2 − (δij − hij)dxidxj

)
. (4.22)

34



Glava 4. Teorija kosmoloxkih perturbacija

Tenzor, qije komponente hij predstavǉaju tenzorske perturbacije, je po defini-

ciji invarijantan na opxte koordinatne transformacije.

4.3 Linearizovane Ajnxtajnove jednaqine

Linearizovane Ajnxtajnove jednaqine sada dobijaju oblik

δGµ
ν = 8πGNδT

µ
ν , (4.23)

gde je δGµ
ν perturbacija komponenti Ajnxtajnovog tenzora, a δT µν perturbacija

komponenti tenzora energije-impulsa.

Koriste�i metriku (4.21), iz Ajnxtajnovih jednaqina izvode se jednaqine

za skalarne perturbacije

∆Ψ− 3H(Ψ′ +HΦ) = 4πGNa
2δT 0

0 , (4.24)

(Ψ′ +HΦ),i = 4πGNa
2δT 0

i , (4.25)(
Ψ′′ +H(2Ψ + Φ)′ + (2H′ +H2)Φ +

1

2
∆(Φ−Ψ)

)
δij

−1

2
(Φ−Ψ),i,j = −4πGNa

2δT ij , (4.26)

gde je ∆ Laplasijan i H = aH = a′/a. Komponente perturbovanog tenzora

energije-impulsa, u sluqaju idealnog fluida (2.27), dobijaju oblik

δT 0
0 = δρ, δT 0

i = (ρ+ p)δui, δT ij = −δpδij. (4.27)

Na osnovu jednaqina (4.26), za i 6= j se mo�e zakǉuqiti da su Bardinovi poten-

cijali Φ i Ψ me�usobno jednaki

Φ = Ψ. (4.28)

U tom sluqaju se jednaqine za skalarne perturbacije pojednostavǉuju

∆Φ− 3H(Φ′ +HΦ) = 4πGNa
2δT 0

0 , (4.29)

(Φ′ +HΦ),i = 4πGNa
2δT 0

i , (4.30)(
Φ′′ + 3HΦ′ + (2H′ +H2)Φ

)
δij = −4πGNa

2δT ij . (4.31)
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Perturbacija pritiska δp u opxtem sluqaju zavisi od perturbacije gustine

δρ i perturbacije entropije δS [3]

δp = c2
sδρ+

(
∂p

∂S

)
ρ

δS, (4.32)

gde c2
s je kvadrat adijabatske brzine zvuka definisan izrazom

c2
s ≡

(
∂p

∂ρ

)
S

. (4.33)

Na osnovu jednaqina (4.29) i (4.31) dobija se diferencijalna jednaqina za po-

tencijal Φ [3]

Φ′′ + 3(1 + c2
s )HΦ′ − c2

s∆Φ +
(
2H′ + (1 + 3c2

s)H2
)

Φ = 4πa2

(
∂p

∂S

)
ρ

δS. (4.34)

Evolucija tenzorskih perturbacija odre�ena je jednaqinom koja se dobija iz

Ajnxtajnovih jednaqina za metriku (4.22). U sluqaju tenzora energije-impulsa

za idealan fluid, jednaqina za vektorske perturbacije ima oblik

h′′ij + 2Hh′ij −∆hij = 0. (4.35)

Generalno, jednaqine za perturbacije su diferencijalne jednaqine koje sadr-

�e izvod po vremenu i prostornim koordinatama. Pogodan i opxte prihva�en

pristup za ǌihovo rexavaǌe je dekompozicija perturbacija na komponente pri-

menom Furijeove transformacije

δX(τ, ~x) =
1

(2π)3

∫
d3qei~q·~xδXq(τ), (4.36)

gde je u eksponentu skalarni proizvod talasnog vektora ~q i vektora polo�aja

~x. Svaka komponenta perturbacija u razvoju je ravan talas talasne du�ine

λ, kome odgovara talasni broj q = 2π/λ. Primenom Furijeove transformacije

dolazi se do diferencijalnih jednaqina (po vremenu) za Furijeovu amplitudu

δXq(τ).

Perturbacije se nalaze izvan Hablovog radijusa ako je qcs � aH (qcsτ � 1),

odnosno unutar ǌega ako je qcs � aH (qcsτ � 1). Tokom inflacije Hablov radi-

jus (aH)−1 se smaǌuje, dok vrednost q−1 ostaje nepromeǌena (cs ima skoro kon-

stantnu vrednost). Perturbacije koje su tokom inflacije zapoqele svoju evolu-

ciju unutar Hablovog radijusa, nakon trenutka (horizon crossing, HC) u kome je
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qcs = aH, izlaze izvan ǌega. Oblasti izvan Hablovog radijusa nisu kauzalno

povezane. To znaqi da prestaje daǉa evolucija perturbacija sve do trenutka

kada se vrednost Hablovog radijusa, usled dinamike koju svemir ima nakon

inflacije, dovoǉno uve�a da se perturbacije ponovo na�u unutar Hablovog

radijusa.

Analiza adijabatskih perturbacija (δS = 0) se mo�e olakxati ako se uvede

gej
 invarijantna veliqina koja nosi naziv perturbacija krivine ζ (curvature

perturbation on uniform-density hypersurfaces)

ζ =
2

3

Φ +H−1Φ′

1 + ω
+ Φ. (4.37)

Koriste�i jednaqinu (4.34) pokazuje se da je [47]

ζ ′q = −2

3

H
1 + ω

c2
s

( q
H
)2

Φq, (4.38)

xto znaqi da veliqina ζq ima konstantnu vrednost u re�imu u kome su talasne

du�ine perturbacija mnogo ve�e od Hablovog radijusa

ζ ′q ' 0, (q � H). (4.39)

4.4 Perturbacije u modelu k-inflacije

Xiroka klasa inflatornih modela sa skalarnim poǉem φ, kojoj pripada i

inflatorni model koji se razmatra u ovoj disertaciji, odre�ena je dejstvom

oblika [36, 73, 74]

S = SEH +

∫ √−gp(X,φ)d4x, (4.40)

gde je dejstvo SEH zadato izrazom (2.23) i X = 1/2gµνφ,µφ,ν kinetiqka energija

poǉa. Klasa modela kod kojih je dejstvo oblika (4.40) nosi naziv k-inflacija

(k-inflation). Kod ove klase modela kinetiqki qlan u lagran�ijanu p(X,φ) dovodi

do inflatornog re�ima.

Varijacijom dejstva (4.40) dobijaju se komponente tenzora energije-impulsa

(idealnog) kosmoloxkog fluida

Tµν = (ρ+ p)uµuν − pgµν , (4.41)
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pri qemu je gustina fluida zadata izrazom

ρ = 2Xp,X − p, (4.42)

i uµ = φ,µ/(2X)1/2. U skladu sa uvedenom oznakom lagran�ijan p(X,φ) definixe

pritisak fluida u funkciji poǉa φ.

Izvod gustine fluida po vremenu mo�e se izraqunati na osnovu jednaqine

kontinuiteta (2.29). Na osnovu izraza

ρ̇ = p,XẊ + ρ,φφ̇, (4.43)

i jednaqine kontinuiteta, mo�e se napisati izraz za izvod pritiska po vremenu

ṗ = p,XẊ + p,φφ̇ = −3c2
sH(ρ+ p) + φ̇(p,φ − c2

sρ,φ), (4.44)

gde je kvadrat adijabatske brzine zvuka, u skladu sa izrazom (4.43), zadat izra-

zom

c2
s =

p,X
ρ,X

=
ρ+ p

2Xρ,X
. (4.45)

4.4.1 Skalarne perturbacije

Perturbovana FLRW metrika za ravan svemir, u longitudinalnom gej
u u

funkciji vremena t, ima oblik

ds2 = (1 + 2Φ)dt2 − (1− 2Φ)a2(t)δijdx
idxj. (4.46)

Perturbacija skalarnog poǉa

φ(t, x) = φ0(t) + δφ(t, x), (4.47)

dovodi do perturbacije komponenti tenzora energije-impulsa

δT 0
0 = δρ = ρ,X + ρ,φδφ =

ρ+ p

c2
s

[(
δφ

φ

).
− Φ

]
− 3H(ρ+ p)

δφ

φ̇
, (4.48)

δT 0
i = (ρ+ p)

(
δφ

φ̇

)
,i

. (4.49)

U izrazima (4.48) i (4.49) je, zbog jednostavnijeg zapisa, vrednost φ0 oznaqena

sa φ i taqka oznaqava izvod po vremenu. Zamenom izraza za perturbovane kom-

ponente tenzora energije-impulsa u linearizovanim Ajnxtajnovim jednaqinama
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(4.29) i (4.30) dobija se sistem jednaqina za Φ i δφ/φ̇(
δφ

φ̇

).
=

(
1 +

c2
s∆

4πGa2(ρ+ p)

)
Φ, (4.50)

(aΦ). = 4πGNa(ρ+ p)
δφ

φ̇
. (4.51)

U skladu sa (4.37) uvodi se promenǉiva ξ, tako da je [75]

Φa = 4πGNHξ, (4.52)

δφ

φ̇
=

ζ

H
− 4πGN

a
ξ. (4.53)

Perturbacija krivine ζ zadata je preko potencijala Φ

ζ =
5ρ+ 3p

3(ρ+ p)
Φ +

2

3

ρ

ρ+ p

Φ̇

H
. (4.54)

Sistem jednaqina (4.50) i (4.51), koriste�i (4.52) i (4.53), se svodi na

ξ̇ =
a(ρ+ p)

H2
ζ, (4.55)

ζ̇ =
c2

sH
2

a3(ρ+ p)
∆ξ. (4.56)

Da bi se izvrxilo kvantovaǌe perturbacija, neophodno je poznavati oblik

dejstva na osnovu koga se izvode jednaqine (4.55) i (4.56). Pokazuje se da dejstvo

ima opxti oblik [75]

S =

∫ (
ξÔζ̇ − 1

2

H2c2
s

a3(ρ+ p)
ξÔ∆ξ +

1

2

a3(ρ+ p)

H2
ζÔζ

)
dtd3x. (4.57)

Za operator Ô, za ravan svemir, imamo Ô = ∆. Zamenom izraza (4.56) u (4.57)

i uvo�eǌem konformnog vremena τ , izraz (2.10), dobija se [75]

S =
1

2

∫
z2
(
ζ ′

2
+ c2

sζ∆ζ
)
dτd3x, (4.58)

gde je pomo�no skalarno poǉe z definisano izrazom

z ≡ a(p+ ρ)1/2

csH
. (4.59)

39



Glava 4. Teorija kosmoloxkih perturbacija

Ako se uvede nova promenǉiva v = zζ, dejstvo se svodi na oblik

S =
1

2

∫ (
v′

2
+ c2

sv∆v +
z′′

z
v2

)
dτd3x, (4.60)

qijom se varijacijom dobija diferencijalna jednaqina za v

v′′ − c2
s∆v − z′′

z
v = 0. (4.61)

Furijeovom transformacijom

v(τ, ~x) =
1

(2π)3

∫
d3qei~q·~xvq(τ), (4.62)

iz jednaqine (4.61), sledi tzv. Muhanov-Sasaki (Mukhanov-Sasaki) jednaqina [76]

v′′q +

(
c2

sq
2 − z′′

z

)
vq = 0. (4.63)

Koriste�i smenu
z′′

z
=

1

τ 2

(
ν2 − 1

4

)
, (4.64)

gde je ν realan parametar, Muhanov-Sasaki jednaqina se mo�e prepisati u

obliku

v′′q +

[
q2c2

s −
1

τ 2

(
ν2 − 1

4

)]
vq = 0. (4.65)

Mo�e se pokazati da je jednaqina (4.65) diferencijalna jednaqina Beselovog

tipa
d2fq
dx2

+
1

x

dfq
dx

+

(
1− ν2

x2

)
fq = 0, (4.66)

gde je vq =
√−τfq i x = csqτ . Rexeǌa jednaqine (4.63) koja zadovoǉavaju uslov

lim
τ→−∞

vq =
e−icsqτ√

2csq
, (4.67)

su oblika

vq =

√
π

2
(−τ)1/2H(1)

ν (−csqτ), (4.68)

gde je H
(1)
ν Henkelova funkcija prve vrste i ranga ν. Aproksimativni izraz

Henkelove funcije kada csqτ → 0 je [77]

H(1)
ν (−csqτ) ' − i

π
Γ(ν)

(−csqτ

2

)−ν
, (4.69)
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gde je Γ(ν) gama funkcija. Izraz (4.67) predstavǉa uslov za postojaǌe vakuum-

skog rexeǌa Banq-Dejvisovog (Bunch-Davies) tipa, dok vakuumsko staǌe defini-

sano funkcijama oblika (4.68) nosi naziv Banq-Dejvisov vakuum [76].

Kvantovaǌe poǉa vq podrazumeva uvo�eǌe operatora poǉa [72]

v̂q = vqâ~q + v∗−qâ
†
−~q (4.70)

gde su â~q i â†~q operatori koji zadovoǉavaju komutacionu relaciju

[â~q, â
†
~q′ ] = (2π)3δ(~q − ~q ′). (4.71)

Spektar poǉa ζ = v/z se dobija na osnovu dvotaqkaste korelacione funkcije

〈ζ̂q ζ̂q′〉 = 〈v̂qv̂q′〉/z2 = (2π)3δ(~q + ~q ′)|ζq|2, (4.72)

gde je ζ̂q operator pridru�en Furijeovoj amplitudi ζq. Spektar snage skalarnih

perturbacija definixe se na osnovu izraza

PS(q) =
q3

2π2
|ζq|2 =

q3

2π2z2
|vq|2, (4.73)

gde je vq dato izrazom (4.68) i ǌime se karakterixu skalarne perturbacije.

4.4.2 Tenzorske perturbacije

Da bi se naxlo rexeǌe jednaqine (4.35), kao i u sluqaju skalarnih pertur-

bacija, pogodno je koristiti Furijeovu transformaciju

hij(τ, ~x) =
1

(2π)3

∫
d3qei~q·~x

∑
s

hsq(τ)
∑
s

esij(q), (4.74)

gde za komponente tzv. polarizacionog tenzora esij(q) va�i: qiesij(q) = 0 i esije
s′
ij =

2δss′, za dve mogu�e polarizacije s = +,×. Amplituda hsq(τ) zadovoǉava jedna-

qinu

h′′ + 2aHh′q + q2hq = 0, (4.75)

u kojoj je zavisnost od s zanemarena i bi�e uraqunata u konaqnom rexeǌu.

Uvodi se nova promenǉiva

vq =
a

16πGN

hq. (4.76)
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Prethodna jednaqina se transformixe u

v′′q +

(
q2 − a′′

a

)
vq = 0. (4.77)

Jednaqina ima isti oblik kao jednaqina (4.63) u kojoj je cs = 1, a z je zameǌeno

sa a. Rexeǌe jednaqine (4.77) je oblika

vq =

√
π

2
(−τ)1/2H(1)

ν (−qτ), (4.78)

gde je ν2 = 9/4 + 3εH. Kvantizacija se sprovodi na sliqan naqin kao kod

skalarnih perturbacija. Spektar poǉa hq = (16πGN/a)vq se dobija na osnovu

dvotaqkaste korelacione funkcije

〈ĥqĥq′〉 = 〈v̂qv̂q′〉
(16πGN)2

a2
= (2π)3δ(~q + ~q ′)|hq|2. (4.79)

Spektar snage tenzorskih perturbacija ima oblik

PT(q) =
q3

π2
|hq|2 =

q3

π2

∣∣∣∣16πGN

a
vq

∣∣∣∣2 , (4.80)

gde je vq dato izrazom (4.78).

4.5 Posmatraqki parametri

Da bi se teorijska predvi�aǌa uporedila sa rezultatima posmatraǌa uvede-

ni su tzv. posmatraqki parametri. Najva�niji od ǌih su: skalarni spektralni

indeks (scalar spectral index) ns i odnos tenzorskog i skalarnog spektra snage, tj.

koliqnik tenzora i skalara (tensor-to-scalar ratio) r.

Skalarni spektralni indeks definisan je izrazom [78]

ns − 1 =
d lnPS(q)

∣∣∣
HC

d ln q
, (4.81)

gde je PS(q)
∣∣∣
HC

spektar snage u trenutku prolaska skalarnih perturbacija kroz

horizont

PS(q)
∣∣∣
HC
≡ PS(q)

∣∣∣
qcs=aH

. (4.82)
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Glava 4. Teorija kosmoloxkih perturbacija

Koliqnik tenzora i skalara definisan je koliqnikom tenzorskog i skalarnog

spektra snage

r =
PT(q)

∣∣∣
HC

PS(q)
∣∣∣
HC

. (4.83)

Analizom spektra CMB zraqeǌa postavǉena su ograniqeǌa na vrednosti

opservabilnih parametara sa odgovaraju�im nivoom povereǌa (Confidence Level ,

CL). Na osnovu mereǌa satelita Plank objavǉenih 2018. godine odre�ene su

vrednosti i ograniqeǌa za posmatraqke parametre [6]

ns = 0, 9668± 0, 0037, (68% CL), (4.84)

r0,002 < 0, 058, (95% CL). (4.85)

Na slici 1 su prikazani rezultati za posmatraqke parametre, dobijeni na

osnovu razliqitih inflatornih modela, u tzv. (ns, r) ravni i ograniqeǌa iz

[6]. Razliqitim bojama prikazana su ograniqeǌa koja proizilaze na osnovu

spektra snage (TT,TE,EE) i polarizacije (BICEP2/Keck Array [79], BK15) CMB

zraqeǌa, bario-akustiqnih oscilacija (Baryon Acoustic Oscillations, BAO) i po-

dataka dobijenih na osnovu gravitacionih soqiva (lensing), itd.
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Slika 1: Ograniqeǌa za opervabilne parametre i predvi�aǌa razliqitih infla-
tornih modela [6].

Pored navedenih parametara, koji se najqex�e izraqunavaju kod infla-

tornih modela, ograniqeǌa za modele name�u se i dodatnim parametrima. Oni
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Glava 4. Teorija kosmoloxkih perturbacija

se definixu preko izvoda prvog i vixih redova parametara ns i r po ln q, tzv.

raning (running) parametri. Astrofiziqka mereǌa i posmatraǌa nala�u da

vrednosti dodatnih parametara moraju biti mnogo maǌi od jedinice [6].
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Glava 5

Tahionska dinamika u standardnoj
teoriji inflacije

5.1 Tahioni

Istorijski gledano, termin tahion oznaqava qesticu koja se kre�e brzinom

ve�om od brzine svetlosti. Na osnovu izraza za intenzitet brzine (v > 1 u

prirodnom sistemu jedinica) relativistiqke qestice mase m

v =
p√

p2 +m2
, (5.1)

gde je p intenzitet impulsa, sledi zakǉuqak da je tahionu - qestici - pridru�en

negitivan kvadrat mase [80].

Pojam mase u kontekstu kvantne teorije poǉa se razlikuje od konvencionalnog

pojma mase. Neka je V (φ) potencijal skalarnog poǉa φ. Razvoj potencijala u red

u okolini taqke ekstremuma generixe qlan oblika 1/2V,φφφ
2 u lagran�ijanu. U

teoriji poǉa, konstanta sa negativnim predznakom koja mno�i kvadrat (kanon-

skog) poǉa predstavǉa kvadrat mase qestice koju to poǉe opisuje (m2 = V,φφ).

Jasno je da kvadrat mase ima negativnu vrednosti kada je V,φφ < 0. Osnovno

staǌa u teoriji poǉa naziva se vakuumom, a ekscitovana staǌa odgovaraju

qesticama. Spektar teorije dobija se perturbacijom osnovnog staǌa. Pojava

tahionskih staǌa pri kvantizaciji (skalarnog) poǉa objaxǌava se time da je

izvrxen razvoj potencijala u taqki ǌegovog maksimuma (la�ni vakuum), a ne

minimuma. Iz tog razloga se pojava tahionskih staǌa vezuje za nestabilne

konfuguracije i fazne prelaze. Kvantovaǌe tahionskih poǉa ostaje intere-

santno i otvoreno pitaǌe u fizici.
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Glava 5. Tahionska dinamika u standardnoj teoriji inflacije

5.2 Tahioni u teoriji struna i kosmologiji

U teoriji struna razliqiti modovi kojima osciluju strune karakterixu se

energijom E i impulsom p. Svakom modu odgovara qestica sa kvadratom mase

E2 − p2. Kod tahionskih qestica je E2 − p2 < 0 [80].

Primena tahionskog poǉa u kosmologiji motivisana je, pre svega, radovima

A. Sena iz oblasti teorije struna [10, 11]. U radovima je pokazano da je ra-

spad nestabilnih sistema D-brana pra�en pojavom tahiona. Proces je oznaqen

terminom tahionska kondenzacija [81]. Preko tahionskog poǉa mo�e se opisati

materija u vidu idealnog fluida, qiji parametar staǌa ω uzima vrednost u

intervalu [−1, 0]. Tahionsko poǉe minimalno kuplovano sa gravitacijom mo�e

obezbediti inflatornu dinamiku u najranijoj epohi evolucije svemira i po-

tencijalno opisati dinamiku svemira sa tamnom materijom u epohama nakon

inflacije [82]. To je motivacija za radove objavǉene proteklih godina [30, 83,

84], kao i za ovu disertaciju.

5.3 Inflatorna dinamika tahionskog poǉa

Dinamika tahionskih poǉa dobro je prouqavana u standardnoj teoriji in-

flacije [19, 23, 27, 85–88], u okviru koje je evolucija faktora skale odre�ena

Fridmanovim jednaqinama (2.30) i (2.32). Dejstvo za tahionsko skalarno poǉe

θ, u okviru efektivne teorije, ima oblik

Stach = −
∫
d4x
√−gV (θ)

√
1− gµνθ,µθ,ν , (5.2)

gde je V (θ) potencijal tahionskog poǉa, pri qemu je

L = −V (θ)
√

1− gµνθ,µθ,ν , (5.3)

tahionski lagran�ijan DBI tipa [12, 89]. U najopxtijem sluqaju lagran�ijan

DBI tipa ima oblik [2]

L(X, θ) = −f−1(θ)
√

1− 2f(θ)X + f−1(θ)− V (θ), (5.4)

gde je f(θ) proizvoǉna funkcija poǉa. Odgovaraju�i hamiltonijan, lagran�i-

janu (5.3), je

H =
V (θ)√

1− gµνθ,µθ,ν
. (5.5)
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Potencijal tahionskog tipa podrazumeva one potencijale koje imaju osobine

V (0) > 0, V,θ(θ > 0) < 0, V (|θ| → ∞)→ 0. (5.6)

Neki od potencijala koji zadovoǉavaju gore navedene uslove, razmatrani u mo-

delima u okviru standardne teorije inflacije, su:

- eksponencijalno opadaju�i potencijal [82]

V (θ) = V0e
−ωθ, V0 = const, ω = const, (5.7)

- inverzni kosinus hiperboliqki potencijal [13]

V (θ) =
V0

cosh(ωθ)
, V0 = const, ω = const, (5.8)

- inverzni stepeni potencijal [90]

V (θ) = V0θ
n, V0 = const, ω = const, (5.9)

gde je n negativan i realan broj.

Komponente tenzora energije-impulsa za materiju koja se opisuje tahionskim

poǉem, definisane izrazom (2.25), imaju oblik [91]

Tµν =
V (θ)√

1− gρλθ,ρθ,λ
θ,µθ,ν − gµνV (θ)

√
1− gρλθ,ρθ,λ. (5.10)

Ako se uvede qetvoro-vektor brzine, qije su komponente

uµ =
θ,µ√

gρλθ,ρθ,λ
, (5.11)

onda se iz izraza za komponente tenzora mogu
”
proqitati“ gustina ρ i pritisak

p idealnog kosmoloxkog fluida

Tµν = (ρ+ p)uµuν − pgµν . (5.12)

Za metriku FLRW tipa

ds2 = dt2 − a(t)2δijdx
idxj, (5.13)
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uz uslov da je poǉe prostorno homogeno i izotropno θ ≡ θ(t), izraz za lagran�i-

jan tahionskog poǉa se pojednostavǉuje i svodi na oblik

L = −V (θ)
√

1− θ̇2. (5.14)

Pritisak i gustina efektivnog fluida u funciji tahionskog poǉa postaju

ρ ≡ H =
V (θ)√
1− θ̇2

, p ≡ L = −V (θ)
√

1− θ̇2, (5.15)

na osnovu kojih se za parametar staǌa ω dobija izraz

ω = −1 + θ̇2. (5.16)

Parametar staǌa ω ima vrednosti u intervalu −1 ≤ ω ≤ 0 i za razliku od

inflacije sa kanonskim skalarnim poǉem ne zavisi od oblika potencijala.

Kvadrat adijabatske brzine zvuka je

c2
A ≡

ṗ

ρ̇
= −ω

(
1 +

2

3

V,θ

Hθ̇V

)
, (5.17)

dok je izraz za efektivnu brzinu zvuka

c2
s =

∂p/∂θ̇2

∂ρ/∂θ̇2
= −ω. (5.18)

U sluqaju adijabatskih perturbacija ove dve brzine su jednake [13].

5.3.1 Uslovi za inflaciju i parametri sporog kotrǉaǌa

U tahionskoj inflaciji, u ravnom svemiru, ukupno dejstvo za model u kome

je prostorno homogeno tahionsko poǉe minimalno kuplovano sa gravitacijom je

S = SEH + Stach. (5.19)

Prva Fridmanova jednaqina dobija oblik

H2 =
1

3M2
Pl

V (θ)√
1− θ̇2

, (5.20)
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dok jednaqina kontinuiteta (2.29), koja odre�uje vremensku evoluciju tahion-

skog poǉa, postaje
θ̈

1− θ̇2
+ 3Hθ̇ +

V,θ
V

= 0. (5.21)

Za θ̇ � 1 jednaqina (5.21) se svodi na jednaqinu Klajn-Gordonovog tipa za

homogeno skalarno poǉe, gde qlan V,θ/V ima formalnu ulogu (kanonskog) poten-

cijala. Druga Fridmanova jednaqina se mo�e zapisati u obliku

ä

a
=

1

3M2
Pl

V

(1− θ̇2)1/2

(
1− 3

2
θ̇2

)
, (5.22)

na osnovu koje se dobija ograniqeǌe1 za vrednost izvoda poǉa tokom infla-

tornog perioda

θ̇2 <
2

3
, (5.23)

i razlikuje se od sluqaja kada je inflacija vo�ena standardnim (kanonskim)

skalarnim poǉem (φ̇2 < V (φ)). Kako bi se obezbedilo inflatorno xireǌe, da

podsetimo, neophodno je da parametar staǌa ima negativnu vrednost (ω < −1/3).

Inflacija traje dovoǉno dugo ukoliko je u jednaqini (5.21) qlan θ̈/(1 −
θ̇2) maǌi od

”
frikcionog“ qlana 3Hθ̇. Uslovi koji obezbe�uju period sporog

kotrǉaǌa imaju oblik

θ̇2 � 1, θ̈ � 3Hθ̇. (5.24)

U re�imu sporog kotrǉaǌa pojednostavǉuje se oblik jednaqina (5.20) i (5.21)

H2 ' V

3M2
Pl

, (5.25)

θ̇ ' − V,θ
3HV

. (5.26)

Parametri sporog kotrǉaǌa, kod modela inflacije sa tahionskim poǉem i

drugim nestandardnim inflatornim modelima, mogu se definisati na slede�i

naqin [92]

ε0 ≡
H∗
H
, εj+1 ≡

d ln |εj|
dN

, j ≥ 0, (5.27)

gde je H∗ vrednost Hablovog parametra u proizvoǉnom trenutku vremena i va�i

εj+1 =
ε̇j
Hεj

. (5.28)

1Korisno je napomenuti da ovaj uslov (θ̇2 < 2
3 ) u znatnoj meri olakxava ispitivaǌe dinamike

tahionskog poǉa u tahionskoj inflaciji jer je qlan
√

1− θ̇2 u (5.14) uvek realan.
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Prva dva parametra sporog kotrǉaǌa mogu se zapisati u obliku

ε1 = − Ḣ

H2
, (5.29)

ε2 =
1

H

Ḧ

Ḣ
+ 2ε1. (5.30)

Koriste�i Fridmanove jednaqine, parametri sporog kotrǉaǌa se mogu napisati

u funkciji tahionskog poǉa i Hablovog parametra

ε1 =
3

2
θ̇2, (5.31)

ε2 = 2
θ̈

Hθ̇
. (5.32)

Koriste�i izraze koji va�e u re�imu sporog kotrǉaǌa mogu se izvesti izrazi

za parametre ε1 i ε2 u funkciji potencijala [13].

Evolucija Hablovog parametra u zavisnosti od tahionskog poǉa odre�ena

je Hamilton-Jakobijevom jednaqinom

H,θ
2 − 9

4
H4(θ) +

1

4M2
Pl

V 2(θ) = 0, (5.33)

i ǌeno rexeǌe ima osobine atraktora [13]. Prva Fridmanova jednaqina u in-

flatornom modelu sa standardnim skalarnim kanonskim poǉem φ, kome odgovara

potencijal V (φ), mo�e se zapisati u obliku

H2

[
1− 1

3
εH(φ)

]
=

1

3MPl

V (φ), (5.34)

gde je parametar εH = ε1 definisan izrazom (3.31). Iz (5.20) dobija se

H2

[
1− 2

3
ε1(θ)

]1/2

= H2

[
1− 1

3
ε1(θ)

]
+O(ε2

1) =
1

3MPl

V (θ), (5.35)

xto znaqi da je dinamika tahionskog poǉa sliqna dinamici kanonskog skalarnog

poǉa.
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5.3.2 Skalarni spektralni indeks i koliqnik tenzora
i skalara

U tahionskoj inflaciji, na osnovu (4.59), koriste�i (5.15) i (5.31), dobija

se

z =
a

cs

√
ε1

4πGN

. (5.36)

Spektri snage skalarnih i tenzorskih perturbacija za inflaciju vo�enu tahi-

onskim poǉem su zadati izrazima [13]

P1/2
S =

H

2
√

2MPl
√
ε1cs

[
1− (1 + C − α)ε1 −

1

2
Cε2

]
, (5.37)

P1/2
T =

√
2

π

H

MPl

[1− (1 + C)ε1] , (5.38)

gde je C = −2 + ln 2 + γ ' −0.72, γ Ojlerova konstanta i konstanta α = 1/6. Na

osnovu dobijenih izraza se izvode izrazi za opservabilne parametre u stan-

dardnoj (standard, st) tahionskoj teoriji inflacije

ns|st = 1− 2ε1 − ε2 − 2ε2
1 − (2C + 3− 2α) ε1ε2 − Cε2ε3, (5.39)

r|st = 16ε1(1 + Cε2 − ε1/3). (5.40)

Izrazi za opservabilne parametre za tahionsko poǉe u prvom redu razvoja po

parametrima sporog kotrǉaǌa identiqni su sa izrazima za model inflacije

sa kanonskim skalarnim poǉem [13].

5.4 Problemi sa tahionskom inflacijom

Na odre�ene probleme modela sa tahionskim poǉem ukazano je relativno

brzo nakon Senovih pretpostavki [26]. Dinamika koju ima inflacija sa tahion-

skim poǉem ne mo�e obezbediti dovoǉno dug period inflacije, neophodan da bi

predvi�aǌa inflatornih modela bila konzistentna sa ograniqeǌima dobijenim

na osnovu mereǌa CMB zraqeǌa. Slobodnije govore�i: tahionska inflacija je

”
prebrza“, ili traje

”
prekratko“.

Tahionski potencijal nema ni potrebne osobine kako bi proces rihitinga

bio mogu� (
”
graciozni“ izlaz iz inflacije). Modeli sa tahionskim poǉem su
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generalno suoqeni sa texko�ama da se nakon inflatorne faze kreira
”
konven-

cionalna“ materija. Uprkos navedenim nedostacima, tahinski modeli uspexno

i
”
prirodno“ opisuju poqetak inflacije i ǌenu ranu fazu. Tako�e, nudi

”
zani-

mǉivu“ vezu izme�u teorije struna i nastanka - inflatorne faze svemira. Zato

se uloga tahionskih poǉa razmatra u okviru nekih drugih modela, kao xto su

kosmologija
”
sveta na brani“, Randal-Sundrum modeli i drugi. Ovim �emo se

baviti vixe u slede�im glavama.
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Kosmologija sveta na brani

Intenzivna teorijska razmatraǌa, mogli bismo re�i - pre svega u teoriji

struna, dala su potporu ideji o postojaǌu dodatnih (skrivenih) dimenzija.

Pored primena u teoriji elementarnih qestica, modeli sa dodatnim dimenzi-

jama imaju i znaqajne kosmoloxke implikacije [93, 94]. Kosmologija sveta na

brani (braneworld cosmology) bazirana je na ideji da se materija nalazi na brani

(svojevrsna, vixedimenziona generalizacija pojma (jednodimenzione) strune),

koja se nalazi u vixedimenzionom prostor-vremenu, pri qemu jedino gravitacija

deluje i u dodatnim dimenzijama [95]. Kod ove klase modela Fridmanove jed-

naqine nemaju isti oblik kao u sluqaju standardne kosmologije. Logiqno je

oqekivati da �e usled navedene razlike i inflacija imati drugaqiji karakter

i osobine. Tim pitaǌem se bavimo u ovoj i slede�oj glavi.

6.1 Ideje o dodatnim dimenzijama

Ideje o dodatnim dimenzijama imaju znaqajanu ulogu u modernim fiziqkim

teorijima. U teoriji gravitacije, nakon zasnivaǌa OTR, T. Kaluca1 je pre-

dlo�io da se prostor-vremenu doda peta dimenzija, sa ciǉem da se postigne

jedinstven opis gravitacionih i elektromagnetnih pojava na klasiqnom nivou

[96]. Istra�ivaǌa na ovom poǉu sa aspekta kvantne mehanike proxirena su

radom O. Klajna2 [97]. Naziv za vixedimenzione teorije gravitacije ovog tipa

su Kaluca-Klajnove (Kaluza-Klein, KK) teorije.

Pojava teorije struna i ǌen razvoj koji traje vixe od pet decenija pokazuje

da
”
dodatne“ dimenzije nisu samo mogu�e ili po�eǉne, ve� neophodne da bi

teorija struna bila konzistentna. Zavisno od pristupa, ukupan broj prostorno-

-vremenskih dimenzija bi mogao biti 10, 11 ili 26 [98]. Pri tome, uvek je

1 eng. Theodor Kaluza.
2 eng. Oskar Klein.
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samo jedna dimenzija vremenska, tri su makroskopske, a preostale prostorne ne

opa�amo jer su, u realnosti, kompaktifikovane, savijene, sa radijusom koji je

jako mali, mogao bi biti i reda Plankove du�ine (lPl ∼ 10−35 m) [99].

Znatno kasnije, sa ciǉem da se rexi problem hijerarhije u fizici qestica,

konstruisan je ADD (Arkani-Dimopoulos-Dvali) model [100]. Model se bazira na

ideji da su qestice Standardnog modela lokalizovane na brani, koja je smexte-

na u ravan prostor, sa brojem (prostornih) dimenzija ve�im od tri. Qestice ne

ose�aju prisustvo dodatnih dimenzija, jer u ǌima jedino deluje gravitacija.

Model dozvoǉava postojaǌe dodatnih dimenzija koje ne moraju biti
”
male“, za

razliku od predvi�aǌa KK modela.

Model L. Randal3 i R. Sundruma4, tzv. prvi Randal-Sundrum model (RSI),

predlo�en je, inicijalno, u teoriji elementarnih qestica, tako�e sa ciǉem

da se rexi problem hijerarhije [8]. Model predvi�a postojaǌe jedne dodatne

prostorne dimenzije, kompaktifikovane na krugu, usled qega se ona ne opa�a.

Dinamika modela odre�ena je sa dve 3 + 1 brane, suprotnih tenzija (tension),

u 4 + 1 dimenzionom, anti de Siterovom (AdS) prostoru [101], qije komponente

metriqkog tenzora predstavǉaju maksimalno simetriqno rexeǌe Ajnxtajnovih

jednaqina sa negativnom kosmoloxkom konstantom. Qestice Standardnog mode-

la nalaze se na brani sa (konstantnom) negativnom tenzijom brane. Rastojaǌe

izme�u brana meri se u dodatnoj dimenziji u kojoj deluje samo gravitacija. Po

standardnoj terminologiji, prostor u kome propagiraju brane (strune) naziva

se balk (bulk), dok se prostor-vreme sa dimenzijom maǌe naziva granicom. Jedna

od bitnih razlika u odnosu na ADD model je xto je prostor u balku zakrivǉen.

6.2 Randal-Sundrum II model

Modifikacijom RSI modela nastao je Drugi Randal-Sundrum model (RSII)

[9], u kome je brana sa negativnom tenzijom smextena u beskonaqnost (u dodatnoj

dimenziji). U ovom modelu ne postoji potreba za kompaktifikacijom i naxao

je mnogo primena u kosmologiji.

Ako se uvedu koordinate xa = (xµ, y) metrika u balku se mo�e zapisati u

obliku [102]

ds2 = Gabdx
adxb = e−2A(y)ηµνdx

µdxν − dy2, a, b = 0, 4, (6.1)

3 eng. Lisa Randall.
4 eng. Raman Sundrum.
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gde je A(y) funkcija dodatne prostorne dimenzije y, a ηµν komponente qetvorodi-

menzionog metriqkog tenzora metrike Minkovskog5. Oblik metrike je u skladu

sa zahtevom da je prostor u tri prostorne dimenzije homogen i izotropan.

Eksponencijalni faktor u metrici, vorp (warp) faktor, je funkcija koordi-

nate koja odgovara dodatnoj (petoj) dimenziji, usled qega se prostor ne mo�e

prikazati (faktorizovati) kao proizvod prostora Minkovskog i mnogostrukosti

dodatne dimenzije.

Ukupno dejstvo za RSII model qine dejstvo za gravitaciju u balku

S =
1

8πG5

∫
d5x
√
G

[
−R

(5)

2
− Λ5

]
, (6.2)

i dejstvo za branu (bez materije) [103]

Sbr[γ] = −
∫
d4x
√−γσ, (6.3)

gde je G5 gravitaciona konstanta, Λ5 kosmoloxka konstanta u (petodimenzi-

onom) balku, σ tenzija brane i γ determinanta metriqkog tenzora metrike na

brani sa komponentama γµν, γ = det(γµν).

U orginalnoj postavci je pretpostavǉena Z2 simetrija, xto znaqi da je do-

datna dimenzija invarijantna na (ogledalsku) transformaciju oblika y → −y.
Nepoznata funkcija A(y) u metrici (6.1) se mo�e na�i na osnovu rexeǌa Ajn-

xtajnovih jednaqina za balk [102]

6A′
2

= −Λ5, (6.4)

3A′′ = 8πG5σδ(y), (6.5)

gde je A′ = ∂A/∂y i δ(y) Dirakova delta funkcija. Integracijom prve jednaqine

dobija se

A(y) =

√
−Λ5

6
y ≡ y/`, (6.6)

xto znaqi da kosmoloxka konstanta Λ5 mora biti negativna. Metrika u obliku

ds2 = e−2|y|/`ηµνdx
µdxν − dy2, (6.7)

5 nem. Hermann Minkowski.
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definixe AdS5 prostor [104] polupreqnika krivine ` [105]

R(5) = −20

`2
. (6.8)

Nakon integracije jednaqine (6.5), u granicama od −ε do ε, pri qemu ε → 0,

dobija se izraz

6A′
∣∣∣
0

= 8πG5σ, (6.9)

na osnovu koga sledi izraz koji daje vezu izme�u tenzije brane i petodimenzione

kosmoloxke konstante

σ =
6

8πG5

√
−Λ5

6
=

6

8πG5`
. (6.10)

U statiqkom balku tenzija brane
”
podexena“ je kosmoloxkom konstantom Λ5.

Da bi se obuhvatio sluqaj kada ne va�i Z2 simetrija, tenzija brane se mo�e

zapisati u funkciji parametra s (sidedness parametar) [103, 106]

σ =
3s

8πG5`
, (6.11)

qija je vrednost u tom sluqaju s = 1, dok je u sluqaju postojaǌa Z2 simetrije

s = 2.

U orginalnoj postavci RSII modela prostor na brani je statiqan. Za pri-

menu u kosmologiji u RSII modelu je potrebno uzeti metriku na brani u FLRW

formi. Pokazuje se da je u tom sluqaju prva Fridmanova jednaqina [106, 107]

H2 =
1

3M2
Pl

ρ
(

1 +
ρ

2σ

)
+
µ`2

a4
, (6.12)

gde je vrednost tenzije brane odre�ena izrazom (6.11). Vrednost parametra µ

je povezana sa masom crne rupe Mbh [108]

µ =
8G5Mbh

3π`2
, (6.13)

koja mo�e nastati u AdS5 prostoru [101]. Posledǌi sabirak, na desnoj strani

jednaqine (6.12), formalno opisuje
”
tamno“ zraqeǌe (dark radiation). Oqigledno

je da ova jednaqina ima drugaqiji oblik u odnosu na prvu Fridmanovu jednaqinu

u standardnoj kosmologiji (2.30).

Dinamika dodatne brane u RSII modelu se efektivno mo�e opisati dinamikom

tahionskog skalarnog poǉa sa potencijalom V (θ) ∝ θ−4 [29], usled qega se javilo

interesovaǌe da se tahionska inflacija prouqava kod ove klase modela [30].
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6.2.1 Modifikovani RSII model

Drugi Randal-Sundrum model se proxiruje ukǉuqeǌem materije i u balku.

Prisustvo materije meǌa vorp faktor koji dovodi do modifikovane inflatorne

dinamike.

U konformnim koordinatama, 4 + 1 dimenzioni linijski element ima oblik

ds2 = Gabdx
adxb =

1

χ2(z)

(
gµνdx

µdxν − dz2
)
. (6.14)

Za AdS5 balk funkcija χ je χ = z/`. Mo�e se uvesti parametrizacija xa =

(xµ, θ), gde je koordinata z zameǌena tahionskim poǉem θ(xµ), za koju se indukuje

metrika na brani u obliku [69]

γµν =
1

χ2(θ)
(gµν − θ,µ θ,ν ) . (6.15)

Dejstvo, za branu (6.3), se svodi na oblik dejstva za tahionsko poǉe DBI tipa

Sbr = Stach = −σ
∫
d4x

1

χ4(θ)

√
1− gµνθ,µ θ,ν , (6.16)

sa lagran�ijanom

L = −V (θ)
√

1− gµνθ,µ θ,ν , (6.17)

i (tahionskim) potencijalom stepenog oblika

V (θ) =
σ

χ4(θ)
. (6.18)

Na osnovu metrike (6.14) izvodi se prva Fridmanova jednaqina [109]

H2 =

√
8πGN

3
H
(

1

k
χ,θ +

2πGN

3k2
H
)
, (6.19)

gde je k = GN/G5 i H hamiltonijan tahionskog poǉa zadat izrazom (5.5). In-

flacija u ovom modelu prouqena je u radovima [110, 111] i kratko pore�eǌe sa

rezultatima standardne tahionske kosmologije i rezultatima Plank misije su

dati u glavi 8.
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6.3 Holografska dualnost

AdS/CFT korespondencija se zasniva na hipotezi o ekvivalenciji teorije

gravitacije u n+1 dimenzionom AdS prostor-vremenu i konformne teorije poǉa

(Conformal Field Theory, CFT) na n-dimenzionoj granici tog prostor-vremena [34,

112]. Orginalno je uvedena kao veza izme�u IIB teorije superstruna na AdS5×S5

i N = 4 supersimetriqne Jang-Milsove (Yang-Mills) teorije definisane na M4,

koji predstavǉa konformnu granicu prostora AdS5×S5 [33]. Ekvivalentnost dve

fiziqke teorije koje su definisane u prostorima razliqitih dimenzija nosi

naziv holografska dualnost.

Dejstvo, za teoriju definisanu u balku, ima opxti oblik

S[Φ] =

∫
d5x
√
GL(Φ, Gab). (6.20)

Vrednost poǉa Φ u balku odre�ena je jednaqinama koje se dobijaju na osnovu

varijacionog uslova
δS

δΦ
= 0. (6.21)

Neka je vrednost poǉa na granici Φ(x, z = 0) ≡ φ(x) i neka su γµν komponente

metrike indukovane na granici. Mo�e se definisati funkcional

S[φ, γ] = Ssh[Φ[φ, γ]], (6.22)

gde je Ssh dejstvno na granici (shell bulk action).

Osnovna ideja je da poǉe na granici predstavǉa izvor za koji se kupluju

operatori u dualnoj teoriji definisanoj na granici. Na osnovu AdS/CFT ko-

respondencije va�i [113]

S[φ, h] ≡ ln

∫
dψ exp

{
−
∫
d4x
√
−|γ|

[
LCFT(ψ(x))− Ô(ψ(x))φ(x)

]}
, (6.23)

gde je LCFT CFT lagran�ijan, a Ô(ψ) CFT operator (konformne) dimenzije ∆.

Korelacione funkcije se izraqunavaju pomo�u izraza

δ2S

δφ(x)δφ(x)
= 〈Ô(ψ(x))Ô(ψ(y))〉 − 〈Ô(ψ(x))〉〈Ô(ψ(y))〉. (6.24)
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Oqekivane vrednosti komponenti tenzora energije-impulsa zadate su izrazom

[113]

〈TCFT
µν 〉 =

1

2
√
|γ|

δS

δγµν
. (6.25)

6.4 Holografska kosmologija

Ve� smo govorili o odre�enim problemima
”
standardne“ tahionske kos-

mologije. Rezultati [83] ukazuju na odre�eno, ali ne i sasvim zadovoǉavaju�e,

slagaǌe sa rezultatima Plank misije. Kosmoloxki RSII model, tako�e bazi-

ran na tahionskoj dinamici, ali u drugom fiziqkom kontekstu, pokazuje znatno

boǉe slagaǌe sa dostupnim opservabilnim rezultatima [30]. Holografska kos-

mologija je
”
prirodan“ nastavak u ovom pravcu istra�ivaǌa i predstavǉa na-

jva�niji, orginalni, deo i doprinos disertacije.

Razmotrimo kosmoloxki model odre�en dinamikom 3 + 1 dimenzione brane,

koja je lokalizovana u blizini granice asimptotskog AdS prostora [32, 114–

118]. Zbog naglaxene holografske strukture, pogodno je analizirati RSII

model koriste�i AdS/CFT korespondenciju.

Metrika AdS5 prostora u Feferman-Graham (Fefferman-Graham) koordinatama

ima oblik [119]

ds2 = Gabdx
adxb =

`2

z2

(
gµνdx

µdxν − dz2
)
. (6.26)

Izme�u koordinata y i z postoji veza z = `ey/` [103]. U taqki z = 0 definisana

je (konformna) granica u kojoj je metrika singularna. U blizini granice se

metriqke funkcije mogu razviti u red

gµν(z, x) = g(0)
µν (x) + z2g(2)

µν (x) + z4g(4)
µν (x) + · · · , (6.27)

gde se funkcije g(2n)
µν , n = 0, 1, 2, zadaju preko g(0)

µν [120].

Dejstvo (6.2), za gravitaciju u balku, je divergentno i mo�e se regulari-

zovati dejstvom za RSII branu koja je lokalizovana u blizini granice, tj. u

z = ε`, ε� 1. Na brani se indukuje metrika oblika

γµν =
1

ε2
gµν(ε`, x) =

1

ε2
(
g(0)
µν + ε2`2g(2)

µν + · · ·
)
. (6.28)

Brana se nalazi izme�u dve oblasti u balku: 0 ≤ z < ε` i ε` ≤ z < ∞. U

razmatraǌima u nastavku, zbog jednostavnosti [113], ograniqimo se na oblast

z ≥ ε` .
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Regularizovano dejstvo (6.2) ima oblik [121]

Sreg[γ] =
1

8πG5

∫
z≥ε`

d5x
√
G

[
−R

(5)

2
− Λ5

]
+ SGH[γ] + Sbr[γ], (6.29)

gde je SGH Gibons-Hoking (Gibbons-Hawking) graniqni qlan, a Sbr dejstvo za branu

Sbr[γ] =

∫
d4x
√−γ(−σ + Lmatt[γ]), (6.30)

gde je Lmatt lagran�ijan materije (na brani). Dejstvo se renormalizuje doda-

vaǌem dodatnih qlanova

Sren[γ] = Sreg[γ] + S1[γ] + S2[γ] + S3[γ], (6.31)

u limesu ε→ 0. Dodatni qlanovi su oblika [120]

S1[γ] = − 6

16πG5`

∫
d4x
√
|γ|, (6.32)

S2[γ] = − `

16πG5

∫
d4x
√
|γ|
(
−R|γ|

2

)
, (6.33)

S3[γ] = − `3

16πG5`

∫
d4x
√
|γ| log ε

4

(
Rµν [γ]Rµν [γ]− 1

3
R3[γ]

)
. (6.34)

Sada, kada imamo renormalizovano dejstvo, imamo mogu�nost da izvedemo efek-

tivne Ajnxtajnove jednaqine na holografskoj granici, a zatim holografske

Fridmanove jednaqine na osnovu kojih �emo prouqavati inflaciju.

6.4.1 Fridmanove jednaqine u holografskoj kosmologiji

Varijacija regularizovanog dejstva, po indukovanoj metrici γµν

δSreg[γ] = 0, (6.35)

se mo�e, na osnovu izraza (6.31), zapisati u obliku

δ
[
Sren − S3 −

(
σ − 3

8πG5

)∫
d4x
√−γ

+

∫
d4x
√−γLmatt −

`

16πG5

∫
d4x
√−γR[γ]

2

]
= 0. (6.36)
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Izraz se pojednostavǉuje zahtevom da je tenzija brane
”
podexena“ kosmoloxkom

konstantom u balku, xto znaqi da je vrednost tenzije odre�ena izrazom (6.11).

Efektivne Ajnxtajnove jednaqine na holografskoj granici su oblika

Rµν −
1

2
Rg(0)

µν = 8πGN

(
〈TCFT

µν 〉+ Tµν
)
, (6.37)

gde se za T µν komponente tenzora energije-impulsa materije za idealni fluid

na brani uzima

T µν = diag(ρ,−p,−p,−p). (6.38)

Na osnovu AdS/CFT korespondencije, oqekivane vrednosti komponenti tenzo-

ra energije-impulsa u konformnoj teoriji raqunaju se na osnovu izraza

〈TCFT
µν 〉 =

2√−γ
δSren

δγµν
− 2√−γ

δS3

δγµν
, (6.39)

ili

〈TCFT
µν 〉 =

2√
−g(0)

∂Sren

∂g(0)µν
= lim

ε→0

2√−g
∂Sren

∂gµν
. (6.40)

Tako se dobija [121]

〈TCFT
µν 〉 =

`3

4πG5

{
1

8

[
(Trg(2))2 − Tr(g(2))2

]
g(0)
µν +

1

2
(g(2))2

µν −
1

4
Trg(2)g(2)

µν g
(2)
µν − g(4)

µν

}
, (6.41)

gde je trag tenzora g(2) definisan izrazom

Trg(2) = g(0)µνg(2)
µν . (6.42)

Veza izme�u G5 i GN zadata je izrazom [106]

G5 =
`GN

2
. (6.43)

Ukoliko je metrika na holografskoj granici FLRW tipa

ds2
(0) = g(0)

µν dx
µdxν = dt2 − a2(t)dΩ2

k, (6.44)

dobija se [35, 122]

〈TCFT
µν 〉 = tµν +

1

4
〈TCFTα

α〉g(0)
µν , (6.45)

gde je

〈TCFTα

α〉 =
3`3

16πG5

ä

a

(
H2 +

k

a2

)
. (6.46)
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Trag tenzora qije su komponente tµν je jednak nuli. Vrednosti nenultih kompo-

nenti su

t00 = −3tii =
3`3

64πG5

[(
H2 +

k

a2

)2

+
4µ

a4
0

− ä0

ȧ0

(
H2 +

k

a2

)]
. (6.47)

Na osnovu efektivnih Ajnxtajnovih jednaqina, izraz (6.37), izvode se Fridma-

nove jednaqine u holografskoj kosmologiji [35]

H2 +
k

a2
− `2

4

(
H2 +

k

a2

)2

=
8πGN

3
ρ+

`2µ

a4
, (6.48)

(
Ḣ − k

a2

)[
1− `2

2

(
H2 +

k

a2

)2
]

= −4πGN(ρ+ p). (6.49)

Razlike u holografskim Fridmanovim jednaqinama, u odnosu na Fridmanove

jednaqine u standardnoj kosmologiji (jednaqine (2.30) i (2.32)), su qlanovi

direktno proporcionalni `2.

Jednaqine,
”
holografske“, su osnova za izraqunavaǌe opservabilnih parame-

tara
”
baziqnog“ modela koji razmatramo u disertaciji.
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Model tahionske inflacije u
holografskoj kosmologiji

U nastavku �e biti prikazani originalni rezultati, koji predstavǉaju os-

novu ove doktorske disertacije [110, 123–127].

7.1 Dinamika tahionske inflacije u holografskoj
kosmologiji

Kao xto smo videli, dinamika tahionskog poǉa odre�ena je lagran�ijanom

(5.3). Pogodno je uvesti tahinsko poǉe sa dimenzijom du�ine i razmatrati

lagran�ijan oblika

L = −`−4V (θ/`)
√

1− gµνθ,µθ,ν , (7.1)

sa kinetiqkim qlanom

X = gµνθ,µθ,ν . (7.2)

Ako se uvede bezdimenzioni Hablov parametar h ≡ `H, Fridmanove jednaqine

u holografskoj kosmologiji, jednaqine (6.48) i (6.49), za sluqaj k = 0 i µ = 0,

mogu se zapisati u obliku [123]

h2 − 1

4
h4 =

κ2

3
`4ρ, (7.3)

ḣ

(
1− 1

2
h2

)
= −κ

2

2
`3(p+ ρ), (7.4)

gde je κ tzv. fundamentalna konstanta kuplovaǌa [69]

κ2 =
8πGN

`2
. (7.5)
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Jednaqina (7.3), kvadratna po h2, ima dva rexeǌa

h2 = 2

(
1±

√
1− κ2

3
`4ρ

)
. (7.6)

Fiziqki prihvatǉivo rexeǌe se, u limesu malih gustina (κ2`4ρ� 1), svodi na

Fridmanovu jednaqinu (2.30) za standardnu kosmologiju. Iz navedenog razloga

”
holografsko“ rexeǌe koje sadr�i znak (+) ne uzima se u razmatraǌe. Hablov

parametar je zadat izrazom

h =

√√√√2

(
1−

√
1− κ2

3
`4ρ

)
. (7.7)

Maksimalnoj vrednosti bezdimenzionog Hablovog parametra hmax =
√

2, odgo-

vara maksimalna vrednost gustine materije u svemiru ρmax = 3/(κ2`4) [128]. Ako

je ispuǌen uslov p+ρ ≥ 0 parametar h je monotono opadaju�a funkcija vremena,

u skladu sa jednaqinom (7.4). Evolucija svemira poqiǌe u trenutku t = 0 u kome

je hi ≤ hmax i pri konaqnim vrednostima za gustinu energije i faktora skale.

Prema tome, u holografskoj kosmologiji ne postoji inicijalna singularnost,

xto je jedna od karakteristika i znaqajna prednost modela sa modifikovanim

Fridmanovim jednaqinama [129] u odnosu na mnoge druge.

7.1.1 Dinamiqke jednaqine

Hamiltonijan, pridru�en lagran�ijanu (7.1), ima oblik [69]

H = `−4V
√

1 + η2, (7.8)

gde je

η = `4V −1
√
gµνπµπν , (7.9)

a πµ je koǌugovani impuls definisan izrazom

πµ =
∂L
∂θ,µ

. (7.10)

Iz sistema Hamiltonovih jednaqina

θ,µ =
∂H
∂πµ

, πµ;µ = −∂H
∂θ

, (7.11)
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slede diferencijalne jednaqine1 (jednaqine kretaǌa), qija rexeǌa opisuju di-

namiku tahionskog poǉa θ

θ̇ =
η√

1 + η2
, (7.12)

η̇ = −3hη

`
− V,θ

V

(√
1 + η2 +

η2√
1 + η2

)
. (7.13)

Gustina energije i pritisak ovakvog fluida zadati su, kao i obiqno, izrazima

p ≡ L = −`−4V
√

1−X = − `−4V√
1 + η2

, (7.14)

ρ ≡ H =
`−4V√
1−X = `−4V

√
1 + η2, (7.15)

gde je sada X = θ̇2.

7.1.2 Eksponencijalni potencijal

Za dodatno preciziraǌe modela neophodno je odabrati konkretan oblik po-

tencijala. Izbor oblika potencijala odre�en je uslovima (5.6), koji definixu

klasu potencijala tahionskog tipa. Potencijal oblika

V = V0e
−ω|θ|/`, (7.16)

je jedan od najjednostavnijih i
”
najprirodnijih“. Intenzivno je prouqavan u

radovima posve�enim tahionskim konfiguracijama u teoriji struna [82, 130,

131]. Slobodni parametri V0 i ω su bezdimenzioni i imaju pozitivne vrednosti.

Ako se redefinixe vrednost poǉa θ → θ − θi, gde je θi = −`ω−1 lnV0 ǌegova

inicijalna vrednost, u fiziqki relevantnoj oblasti θi ≤ θ < ∞, potencijal

dobija oblik

V = e−ω(θi+|θ−θi|)/` = e−ωθ/`. (7.17)

Time se parametar V0 mo�e eliminisati. Vrednost θi je proizvoǉna i fiksira

se izborom poqetne vrednosti Hablovog parametra h.

Ako se uvede bezdimenziono vreme t̃ = t/` i nova promenǉiva y kao funkcija

poǉa θ

y =
κ2

3
e−ωθ/`, (7.18)

1 U jednaqini (7.13), prilikom analize dinamike modela u referenci [123], zanemaren je
doprinos drugog sabirka u zagradi.
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dinamiqke jednaqine (7.12) i (7.13) se mogu zapisati u obliku

dy

dt̃
= − ωyη√

1 + η2
, (7.19)

dη

dt̃
= −3η

(
2− 2

√
1− y

√
1 + η2

)1/2

+ ω

(√
1 + η2 +

η2√
1 + η2

)
. (7.20)

Va�no je naglasiti da u sluqaju potencijala eksponencijalnog oblika u di-

namiqkim jednaqinama ne figurixe konstanta kuplovaǌa κ. Time se iz modela

eliminixe jox jedan parametar.

Procena poqetnih uslova

Oblik dinamiqkih jednaqina (7.19) i (7.20) ukazuje na neophodnost da se

ovaj sistem jednaqina rexava numeriqkim putem2. U konkretnom sluqaju za

numeriqko rexavaǌe jednaqina neophodno je uzeti poqetne vrednosti funkcija

θ (ili y) i η. Sistem jednaqina se rexava uz pretpostavku da je u trenutku

t = 0 vrednost Hablovog parametra hi ≤
√

2 unapred poznata. Za proizvoǉno

izabranu poqetnu vrednost ηi, poqetna vrednost θi (ili yi) se mo�e proceniti

i izraqunati na osnovu jednaqine (7.3). Ovde razmatramo poqetne uslove koji

mogu biti: ηi = 0 ili η̇i = 0.

U sluqaju ηi = 0, na osnovu jednaqina (7.14) i (7.15), dobija se izraz

pi = −ρi. (7.21)

Vrednost ḣ je konaqna, qak i za hi =
√

2, xto sledi iz jednaqine (7.4). Inici-

jalna vrednost poǉa θi se izraqunava pomo�u izraza

V (θi) =
3

κ2

(
h2

i −
h4

i

4

)
, (7.22)

koji, pak, sledi iz (7.3) i (7.14). Za sluqaj eksponencijalnog potencijala (7.17),

koriste�i (7.3) i (7.15) dobija se

θi = − `
ω

ln

[
3

κ2

(
h2

i −
h4

i

4

)]
, (7.23)

2Analitiqko rexavaǌe sistema jednaqina (7.19) i (7.20) bi zahtevalo takva pojednostavǉeǌa
da bi na ovom nivou bile izgubǉene sve kǉuqne karakteristike modela.
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odnosno

yi = h2
i −

h4
i

4
. (7.24)

Drugi sluqaj (η̇i = 0) se razlikuje od prvog po tome xto su rexeǌa jednaqina

u skladu sa uslovima sporog kotrǉaǌa, xto �e biti pokazano u nastavku (ode-

ǉak 7.2). Iz jednaqine (7.13) se dobija

ηi =
(`V,θ/V )i√

9h2
i − 4(`V,θ/V )2

i + 3
√

9h4
i − 4h2

i (`V,θ/V )2
i

, (7.25)

dok iz (7.3) sledi (
1− h2

i

2

)2

= 1− κ2

3
V (θi)

√
1 + η2

i . (7.26)

Za konkretan oblik potencijala, na osnovu jednaqina (7.25) i (7.26), mogu

se odrediti poqetne vrednosti ηi i θi. Za eksponencijalni potencijal (7.17),

poqetne vrednosti se mogu izraqunati na osnovu izraza3

ηi =
ω√

9h2
i − 4ω2 + 3

√
9h4

i − 4h2
i ω

2

, (7.27)

θi ≈ −
`

ω
ln

[
3

κ2

(
h2

i −
h4

i

4

)√
1− ω2

9h2
i

]
. (7.28)

Vrednost promenǉive y u poqetnom trenutku iznosi

yi ≈
(
h2

i −
h4

i

4

)√
1− ω2

9h2
i

. (7.29)

Na osnovu izraza (7.27) slede ograniqeǌa: 0 < ω < 3/2
√

2 i hi > 2/3ω. Vrednost

ηi je uvek pozitivna. Ako je hi =
√

2 brojna vrednost za ḣi je negativna i nije

konaqna. Prilikom numeriqkih izraqunavaǌa potrebno je odabrati vrednosti

slobodnih parametara modela, kao i poqetne uslove, u skladu sa dobijenim

ograniqeǌima.

3Na osnovu izraza (7.28) izraqunava se pribli�na vrednost za θi. Izraz (7.28) je dobijen u
aproksimaciji sporog kotrǉaǌa, koriste�i izraz (7.13) u kome je zanemaren doprinos drugog
sabirka u zagradi.

67



Glava 7. Model tahionske inflacije u holografskoj kosmologiji

7.1.3 Inverzni kosinus hiperboliqki potencijal

Pored eksponencijalnog potencijala u holografskom modelu inflacije raz-

matramo i tahionski potencijal oblika

V =
V0

cosh(ωθ/`)
. (7.30)

Za razliku od eksponencijalnog potencijala, za potencijal oblika (7.30) nije

mogu�e eliminisati konstantu κ iz dinamiqkih jednaqina (7.12) i (7.13), a

samim tim ni smaǌiti broj parametara u modelu. Me�utim, kako u dinamiqkim

jednaqinama parametar V0 uvek figurixe u obliku proizvoda κ2V0, mo�emo re-

definisati konstantu κ

κ2V0 → κ2, (7.31)

i razmatrati potencijal sa jednim slobodnim parametrom (ω)

V =
1

cosh(ωθ/`)
. (7.32)

Procena poqetnih uslova

U sluqaju ηi = 0, poqetna vrednost poǉa θi izraqunava se na osnovu izraza

θi '
`

ω
arccosh

 κ2

3
(

1− (1− h2
i

2
)2
)
 , (7.33)

koji se dobija na osnovu jednaqine (7.3).

Odre�ivaǌe poqetnih vrednosti ηi i θi, u re�imu sporog kotrǉaǌa η̇i = 0,

bazira se na numeriqkom rexavaǌu jednaqine dobijene zamenom (7.25) u (7.26),

za date vrednosti κ i hi. Alternativni pristup, koji se tako�e mo�e primeniti,

je da se za unapred zadatu vrednost hi na osnovu izraza (7.25) izraquna ηi i

vrednost κ koriste�i izraz [125–127]

κ2 =
3

V (θi)
√

1 + η2
i

(
1−

(
1− h2

i

2

)2
)
, (7.34)

koji se tako�e dobija iz jednaqine (7.3).
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7.2 Inflacija na holografskoj brani

U ovom odeǉku razmatramo inflaciju u holografskom modelu sa eksponen-

cijalnim potencijalom (7.17).

Re�im sporog kotrǉaǌa definixu uslovi sporog kotrǉaǌa zadati nejed-

nakostima (5.24). Na osnovu jednaqine (7.12) sledi ekvivalentan oblik ovih

uslova za η

η � 1, |η̇| � 3h

`
η. (7.35)

Druga nejednakost je konzistentna sa poqetnim uslovom η̇i = 0. U re�imu sporog

kotrǉaǌa opravdano je zanemariti faktor (1− θ̇2)−1/2 = (1 +η2)1/2 u jednaqinama

(7.14) i (7.15). Sledi da se kvadrat Hablovog parametra, u re�imu sporog

kotrǉaǌa, mo�e zapisati na naqin

h2 ' 2(1−
√

1− κ2V/3). (7.36)

Ako se uslovi (5.24) i (7.35) primene na (7.12) i (7.13) dobija se

θ̇ ' − `V,θ
3hV

, (7.37)

θ̈ ' `V,θḣ

3V h2
+

[(
V,θ
V

)2

− V,θθ
V

]
`θ̇

3h
. (7.38)

Na osnovu rekurentnog izraza za parametre sporog kotrǉaǌa (5.28) za prva

dva parametra se dobija

ε1 ≡ −
Ḣ

H2
' 4− h2

12h2(2− h2)

(
` V,θ
V

)2

, (7.39)

ε2 ≡
ε̇1

Hε1

' 2ε1

(
1− 2h2

(2− h2)(4− h2)

)
+

2`2

3h2

[(
V,θ
V

)2

− V,θθ
V

]
. (7.40)

Tokom inflacije je ε1 < 1 i ε2 < 1, a inflacija se zavrxava u trenutku kada

jedan od predhodna dva uslova prestane da va�i. Usled jednakosti(
V,θ
V

)2

=
V,θθ
V

=
ω2

`2
, (7.41)

posledǌi sabirak u izrazu (7.40) je jednak nuli xto je dodatna pogodnost kod
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eksponencijalnog oblika potencijala. Kako je uslov h2 � 1 ispuǌen pri kraju

perioda inflacije, va�i aproksimativna relacija ε2 ' 2ε1, stoga se kraj in-

flacije mo�e definisati uslovom ε2f = 1.

Parametar ε3, u sluqaju eksponencijalnog oblika potencijala u aproksi-

maciji sporog kotrǉaǌa, je zadat izrazom

ε3 ≡
ε̇2

Hε2

' ε2 +
4h2(8− h4)

(2− h2)(4− h2)(8− 8h2 + h4)
ε1. (7.42)

Vrednost parametra ε3 je potrebna za izraqunavaǌe vrednosti posmatraqkih

parametara (Dodatak B) u razvoju do drugog reda po parametrima sporog kotrǉa-

ǌa .

Integracijom jednaqine (7.37) dobija se izraz za vreme t u funkciji Hablovog

parametra h, koji va�i tokom re�ima sporog kotrǉaǌa,

t =
3`

ω2

[
2(hi − h) + ln

(2− hi)(2 + h)

(2 + hi)(2− h)

]
. (7.43)

Ovde je konstanta integracije izabrana tako da je h = hi u trenutku t = 0. U

numeriqkim izraqunavaǌima vrednost za h2
i se uzima u intervalu 0 ≤ h2

i ≤ 2.

Aproksimativna vrednost za broj e-foldova se izraqunava na osnovu izraza

N ' −3

∫ θf

θi

h2V

`2V,θ
dθ, (7.44)

dobijenom na osnovu (3.28) i (7.37). Integral koji se javǉa u izrazu (7.44) se

mo�e rexiti analitiqki ukoliko se uvede nova promenǉiva

x ≡ 1− h2/2 =
√

1− κ2e−ωθ/`/3. (7.45)

Dobija se izraz

N =
6

ω`
(θf − θi)−

12

ω2

∫ xf

xi

x2dx

1− x2
, (7.46)

gde je

xi,f = 1− h2
i,f/2 =

√
1− κ2e−ωθi,f/`/3. (7.47)

Vrednost poǉa na kraju inflacije odre�uje se na osnovu uslova za kraj infla-

cije

ε2f '
ω2

κ2Vf

=
ω2

κ2
eωθf/` = 1, (7.48)
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na osnovu koga se dobija

θf =
`

ω
ln
κ2

ω2
, (7.49)

kao i

xf =
√

1− ω2/3. (7.50)

Vezu ime�u parametra ω, broja e-foldova N i inicijalne vrednosti hi nalazimo

koriste�i izraz (7.46)

N =
12

ω2

[√
1− ω2

3
− 1 +

h2
i

2
+ ln

(
2− h2

i

2

)
− ln

(
1 +

√
1− ω2

3

)]
. (7.51)

Izraz (7.51) za broj e-foldova N se mo�e aproksimirati tako da se dobija

N ' 12

ω2

[
h2

i

2
+ ln

(
1− h2

i

4

)]
− 1. (7.52)

Za eksponencijalni potencijal (7.17), vrednost N , kao i vrednost parametara

sporog kotrǉaǌa, ne zavisi od konstante kuplovaǌa κ. Na osnovu izraza (7.52)

mo�e se odrediti vrednost parametra ω za zadate vrednosti N i hi, xto �e

biti korix�eno pri numeriqkom izraqunavaǌu posmatraqkih parametara.

7.3 Inflatorni atraktor

Na znaqaj inflatornog rexeǌa sa osobinama atraktora ukazano je u odeǉku

3.7. Analiziramo holografski model sa ciǉem da ispitamo da li poseduje

osobine koje definixu inflatorni atraktor.

Opxti oblik jednaqine kretaǌa u faznom prostoru je oblika [125]

dθ̇

dθ
= g(θ, θ̇). (7.53)

Funkcija g(θ, θ̇) se mo�e odrediti na osnovu lagran�ijana modela.

Pritisak i gustina idealnog fluida materije, qije su osobine odre�ene

lagran�ijanom L (i hamiltonijanom H) su

p ≡ L, ρ ≡ H. (7.54)
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Ukoliko je poznat lagran�ijan materije, hamiltonijan se mo�e izraqunati ko-

tiste�i Le�androvu transformaciju

H = θ̇L,θ̇ − L. (7.55)

Diferenciraǌem po vremenu izraza (7.55) dobija se

ρ̇ = θ̇
dp,θ̇
dt
− p,θθ̇. (7.56)

Zamenom (7.54) u (7.55) dobija se jednaqina na osnovu koje se jednaqina konti-

nuiteta (2.29) mo�e zapisati u obliku

ρ̇ = −3
h

`
θ̇p,θ̇. (7.57)

Zamenom (7.56) u (7.57) dobija se jednaqina [36]

d

dt
p,θ̇ + 3

h

`
p,θ̇ = p,θ. (7.58)

Ako se prvi sabirak zapixe u obliku

d

dt
p,θ̇ = p,θ̇θ̇θ̈ + p,θ̇θθ̇, (7.59)

jednaqina (7.58) se svodi na oblik

θ̈

θ̇
= − 1

θ̇p,θ̇θ̇

[
3
h

`
p,θ̇ + θ̇p,θ̇θ − p,θ

]
. (7.60)

Koriste�i jednakost
dθ̇

dθ
=
dθ̇

dt

dt

dθ
=
θ̈

θ̇
, (7.61)

na osnovu (7.53) za g(θ, θ̇) dobija se izraz [36]

g(θ, θ̇) = − 1

θ̇p,θ̇θ̇

[
3
h

`
p,θ̇ + θ̇p,θ̇θ − p,θ

]
. (7.62)

Inflatorno rexeǌe ima osobine atraktora ukoliko va�i uslov [3]

dθ̇

dθ
' 0, (7.63)
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xto je ekvivalentno uslovu g(θ, θ̇) ' 0. U modelima inflacije sa tahionskim

poǉem, qija je evolucija odre�ena jednaqinom (5.21), navedeni uslov ima oblik

[124]

−
(

3
h

l
θ̇ +

V,θ
V

)
1− θ̇2

θ̇
' 0, (7.64)

i jednak je nuli, ukoliko je izraz u zagradi jedak nuli. Uslov je ispuǌen

tokom re�ima sporog kotrǉaǌa, kada se vrednost izvoda poǉa po vremenu meǌa

u skladu sa (7.37). Uslov je konzistentan sa dobro poznatim tvr�eǌem da apro-

ksimacija sporog kotrǉaǌa obezbe�uje dinamiku modela sa osobinama atrak-

tora [64]. U aproksimaciji sporog kotrǉaǌa jednaqina (7.53) postaje [125]

dθ̇

dθ
' −1

θ̇

(
3
h

l
θ̇ +

V,θ
V

)
. (7.65)

Koriste�i jednaqine (7.3) i (7.4) za izvod poǉa θ po vremenu dobija se izraz

θ̇ = −2

3
`

1− 1
2
h2

h2 − 1
4
h4
h,θ, (7.66)

na osnovu koga se iz jednaqine (7.3) dobija Hamilton-Jakobijeva jednaqina

9

(
h2 − 1

4
h4

)2

− 4`2

(
1− 1

2
h2

)2

h2
,θ = κ4V 2. (7.67)

Da bismo pokazali da rexeǌe dobijene jednaqine ima osobine atraktora kori-

stimo postupak prikazan u odeǉku 3.7. Zamenom h(θ) = h0(θ) + δh(θ) u jednaqinu

(7.67), a zatim linearizacijom, dobija se diferencijalna jednaqina po δh(θ)

9

4
h3

0

4− h2
0

2− h2
0

dθ

(h0),θ
=
dδh

δh
. (7.68)

Rexeǌe jednaqine (7.68) je oblika

δh(θ) = δh(θi)e
−3N . (7.69)

Eksponencijalni faktor u rexeǌu i pozitivna definitnost za N obezbe�uju da

inflatorna rexeǌa za razliqite poqetne uslove konvergiraju ka jedinstvenom

rexeǌu.

U nastavku tra�imo rexeǌa jednaqine (7.65) za konkretne oblike potenci-

jala.
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Eksponencijalni potencijal

Za eksponencijalni potencijal oblika (7.17) jednaqina (7.65) se svodi na

oblik
dθ̇

dθ
' −1

θ̇

(
3
h

l
θ̇ − ω

`

)
. (7.70)

Vrednost parametra ω u potencijalu odre�ena je izborom hi i N , i mo�e se

izraqunati na osnovu jednaqine (7.51). Primera radi, za hi = 0, 6 i N = 60

dobija se ω = 0, 164. Za numeriqko rexeǌe jednaqine (7.70) potrebno je pozna-

vati vrednost izvoda poǉa po vremenu u poqetnom trenutku. U re�imu sporog

kotrǉaǌa izme�u θ̇ i θ postoji veza oblika

θ̇ ' ω√
18(1−

√
1− κ2

3
e−ωθ/` )

, (7.71)

koja je dobijena korix�eǌem izraza (7.36) i (7.37). Vrednost parametra κ se

fiksira, izborom κ = 1, kako bi se na osnovu poqetne vrednosti poǉa izraqu-

nao izvod poǉa po vremenu u poqetnom trenutku. Vrednost poǉa θf na kraju

inflacije je zadata izrazom (7.49). Na slici 2 prikazana su numeriqka re-

xeǌa jednaqine (7.70) za razliqite poqetne vrednosti θ̇i.
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Slika 2: Numeriqka rexeǌa jednaqine (7.70) za razliqite poqetne vrednosti θ̇i. Puna
linija odgovara rexeǌu koje je dobijeno za poqetnu vrednost θ̇, odre�enu na osnovu
izraza (7.71). Vrednost parametra ω u potencijalu je ω = 0, 164.
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Inverzni kosinus hiperboliqki potencijal

U ovom sluqaju jednaqina (7.65) se svodi na oblik

dθ̇

dθ
' −1

θ̇

(
3
h

`
θ̇ − ω

`
tanh(ωθ/`)

)
. (7.72)

Da bi se odredila vrednost parametra ω potrebno je na�i numeriqko rexeǌe

integrala (7.44). Izvod poǉa po vremenu izraqunava se na osnovu izraza

θ̇ ' − ω tanh(ωθ/`)√
18(1−

√
1− κ2

3
1

cosh(ωθ/`)
)

, (7.73)

koji je dobijen na osnovu (7.3), (7.15) i (7.32). Na slici 3 prikazana su nu-

meriqka rexeǌa jednaqine (7.72) za razliqite poqetne vrednosti θ̇i.
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Slika 3: Numeriqka rexeǌa jednaqine (7.72) za razliqite poqetne vrednosti θ̇i. Puna
linija odgovara rexeǌu koje je dobijeno za poqetnu vrednost θ̇, odre�enu na osnovu
izraza (7.73). Vrednost parametra u potencijalu je ω = 0, 164.

Sa grafika, na slici 2 i slici 3, se vidi da za razliqite poqetne vrednosti

θi i θ̇i trajektorije u faznom prostoru konvergiraju ka jednoj trajektoriji. Za-

kǉuqak je da u razmatranom modelu rexeǌe ima osobine atraktora. U skladu

sa tim, potvrdili smo da holografski model zadovoǉava neophodan uslov da

bi se razmatrao kao inflatorni.
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7.4 Perturbacije u holografskom modelu
inflacije

U ovom odeǉku analizaramo kosmoloxke perturbacije u holografskom mode-

lu inflacije. Kako se holografske Fridmanove jednaqine, jednaqine (6.48)

i (6.49), razlikuju od jednaqina (2.30) i (2.32), nije opravdano koristiti

izraz za skalarni spektar snage iz modela standardne tahionske inflacije [13].

Pokaza�emo da se uvo�eǌem efektivnih vrednosti za gustinu i pritisak ide-

alnog fluida, kojim se opisuje tahionska materija, mo�e izraqunati spektar

snage. Koristi�emo postupak koji je razvijen kod modela k-inflacije. U ana-

lizi perturbacija koristimo aproksimaciju sporog kotrǉaǌa. Pokaza�e se

da se doprinos
”
konformnog“ fluida (perturbacije tenzora energije-impulsa

u konformnoj teoriji) skalarnim perturbacijama mo�e zanemariti4.

Jednaqina (7.3) se mo�e formalno zapisati u formi prve Fridmanove jedna-

qine u standardnoj kosmologiji

H2 =
8πGN

3
ρ̃, (7.74)

gde je ρ̃ efektivna gustina

ρ̃ =
6

κ2`4

(
1±

√
1− κ2

3
`4ρ

)
. (7.75)

Oblik jednaqina (7.74) i (7.75) sugerixe uvo�eǌe lagran�ijana L̃ = L̃(X, θ),

koji po obliku odgovara modelu k-inflacije. Na osnovu toga je

ρ̃ = 2XL̃,X − L̃. (7.76)

Dejstvo S̃ za model koji razmatramo ima oblik

S̃ =

∫
d4x
√−g

[
− R

16πGN

+ L̃(X, θ)

]
. (7.77)

4Perturbacije tenzora energije-impulsa u konformnoj teoriji se mogu na�i na osnovu izraza
(6.41). Analiza perturbacija koja ukǉuquje tenzor energije-impulsa u konformnoj teoriji
izlazi iz okvira ove disertacije.
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U Ajnxtajnovim jednaqinama koje slede iz izraza (7.77)

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGNT̃µν , (7.78)

figurixe efektivni tenzor energije-impulsa qije su komponente oblika

T̃µν = (p̃+ ρ̃)uµuν − p̃gµν , (7.79)

gde je

p̃ ≡ L̃, uµ =
θ,µ√
X
. (7.80)

Ekplicitni izraz za lagran�ijan L̃, u funkciji od X i θ, se mo�e na�i integra-

cijom izraza (7.76). Ako se pretpostavi prostorna homogenost i izotropnost,

iz Ajnxtajnovih jednaqina (7.78) se izvode holografske Fridmanove jednaqine,

jednaqine (6.48) i (6.49), kao i jednaqina kontinuiteta

˙̃ρ+ 3H(p̃+ ρ̃) = 0. (7.81)

Kako dejstvo (7.77) ima oblik (4.40), za izraqunavaǌe posmatraqkih parame-

tara mo�emo koristiti rezultate teorije perturbacija u modelu k-inflacije.

Pri tome imamo u vidu da je dinamika modela odre�ena holografskim Frid-

manovim jednaqinama (7.3) i (7.4).

Perturbacijom Ajnxtajnovih jednaqina (7.78) i tenzora energije-impulsa

(7.79) dobijamo jednaqine indentiqne jednaqinama (4.29) i (4.30), kojima se

opisuju skalarne perturbacije(
δθ

θ̇

).
=

(
1 +

c̃2
s∆

4πGNa2(p̃+ ρ̃)

)
Φ, (7.82)

(aΦ). = 4πGNa(p̃+ ρ̃)
δθ

θ̇
, (7.83)

gde taqka oznaqava izvod po vremenu t. Dobijene jednaqine ne zavise od oblika

Fridmanovih jednaqina, tj. istog su oblika u standardnoj i holografskoj ko-

smologiji. Direktnim izraqunavaǌem pokazuje se da je c̃s = cs. Ako se uvedu

nove promenǉive

ξ =
aΦ

4πGNH
, (7.84)

ζ = Φ +H
δθ

θ̇
, (7.85)
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uz korix�eǌe jednaqine (7.4), dobija se sistem jednaqina za nove promenǉive

ξ̇ = a
p+ ρ

H2
ζ − `2HḢ

2
ξ, (7.86)

ζ̇ =
c2

sH
2

a3(p+ ρ)
∆ξ +

`Ḣ

2

(
ζ − 4πGN

a
Hξ

)
. (7.87)

Sabirci proporcionalni izvodu Hablovog parametra po vremenu Ḣ su posle-

dica razlika izme�u Fridmanovih jednaqina u standardnoj i holografskoj

kosmologiji. Sistem koji qine jednaqine (7.86) i (7.87) se mo�e rexiti nu-

meriqki, me�utim, da bismo bili u prilici da uporedimo rezultate ovog mo-

dela sa rezultatima drugih modela, pogodno je na�i rexeǌe u aproksimaciji

sporog kotrǉaǌa. Ako se iskoriste aproksimativni izrazi

|ξ̇| ≈ H|ξ|, |ζ̇| ≈ H|ζ|, (7.88)

pokazuje se da je opravdano zanemariti posledǌi sabirak na desnoj strani jed-

naqine (7.86), koji je ε1`
2H2/2 puta maǌi od qlana na levoj strani. Odatle

sledi

H|ξ| ≈ a(p+ ρ)

H2
|ζ|. (7.89)

Sliqan zakǉuqak va�i i za jednaqinu (7.87), jer je u trenutku prolaska per-

turbacija kroz horizont

|∆ξ| ≈ q2|ξ| ≈ H2a2c−2
s |ξ|. (7.90)

Kako je uz navedene aproksimacije opravdano zanemariti sabirke proporcionalne

Ḣ, jednaqine za perturbacije (7.86) i (7.87) se mogu zapisati u obliku

aζ̇ = z−2∆ξ, (7.91)

aξ̇ = z2c2
sζ, (7.92)

gde je

z =
a(p+ ρ)1/2

csH
. (7.93)

U holografskom modelu inflacije, koriste�i jednaqinu (7.4), za poǉe z se

dobija

z =
a

cs

√
ε1

4πGN

√
1− h2

2
. (7.94)
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Da bi se rexila Muhanov-Sasaki jednaqina (4.63), u re�imu sporog kotrǉa-

ǌa, pogodno je izraziti faktor z′′/z u funkciji parametara sporog kotrǉaǌa

εi. Koriste�i jednakost [132]

τ = −1 + ε1

aH
+O(ε2

i ), (7.95)

koja sledi iz definicije parametra ε1, na osnovu (7.94) dobijamo, u prvom redu

razvoja po parametrima εi izraz

z′′

z
=
ν2 − 1/4

τ 2
, (7.96)

gde je

ν2 =
9

4
+

3

2

(
2 +

h2

2− h2

)
ε1 +

3

2
ε2. (7.97)

U limesu, za svemir de Siterovog tipa, svi parametri sporog kotrǉaǌa su

jednaki nuli i ν = 3/2. Sledi da je rexeǌe jednaqine (4.63) oblika

vq =
e−icsqτ√

2csq

(
1− i

csqτ

)
. (7.98)

Kako za trenutak prolaska perturbacija kroz horizont va�i ζ ≈ vq/z, ko-

riste�i izraz (7.95), dobija se

ζ̇ ≈
(vq
z

).
≈
(
αH − ż

z

)
ζ, (7.99)

gde je α kompleksna konstanta. Na osnovu (7.94) nalazimo da je ż/z = H +O(ε2
i ),

xto je ekvivalento sa uvedenom aproksimacijom |ζ̇| ≈ H|ζ|.
Suxtinska razlika u holografskom modelu u odnosu na standardnu tahion-

sku inflaciju ogleda se u izmeǌenoj definiciji za z i u modifikaciji vq zbog

izraza za ν, xto za posledicu ima i razlike u izrazima za opservabilne parame-

tre. Izrazima i vrednostima za ns i r �emo se pozabaviti u slede�em odeǉku.

7.4.1 Skalarani spektralni indeks i koliqnik tenzora
i skalara

Jedan od najva�nijih zadataka i rezultata holografskog inflatornog mo-

dela je procena vrednosti opservabilnih parametara ns i r. Ovaj odeǉak

zapoqiǌemo razmatraǌem izraza za kvadrat brzine zvuka. Na osnovu ǌegove
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definicije, date izrazom (4.45), za brzinu zvuka materije tahionskog tipa u

holografskoj kosmologiji se dobija

c2
s = 1−X = 1− 4(2− h2)

3(4− h2)
ε1. (7.100)

Umaǌilac u posledǌoj jednakosti je dobijen na osnovu Fridmanovih jednaqina

(7.3) i (7.4). U sluqaju kada h → 0 (xto va�i pri kraju perioda inflacije)

izraz za kvadrat adijabatske brzine zvuka se svodi na izraz dobijen u okviru

standardne kosmologije

c2
s |st = 1− 2

3
ε1. (7.101)

Spektar snage skalarnih perturbacija izraqunavamo na osnovu (4.73), kori-

ste�i (7.94), (7.97) i (4.68). Detaǉno izraqunavaǌe dato je u Dodatku A. U

najni�em redu po parametrima sporog kotrǉaǌa se za spektar snage skalarnih

perturbacija dobija izraz

PS '
κ2h2

8π2(1− h2/2)csε1

[
1− 2

(
1 + C +

Ch2

2− h2

)
ε1 − Cε2

]
. (7.102)

Va�na razlika u odnosu na standardnu tahionsku inflaciju je da izraz za PS

sadr�i faktor 1−h2/2 u imeniocu i sabirak u zagradi proporcionalan faktoru

h2/(2− h2).

Za spektar snage tenzorskih perturbacija, na osnovu (4.73) i koriste�i

(4.78), dobija se [13]

PT '
2κ2h2

π2
[1− 2(1 + C)ε1] . (7.103)

Na osnovu definicija za skalarni spektralni indeks ns i odnos tenzora i

skalara r, izrazi (4.81) i (4.83), dobijamo

ns = 1−
(

2 +
2h2

2− h2

)
ε1 − ε2 −

(
2 +

2h2

2− h2
− 8h2

3(4− h2)2
− 8Ch2

(2− h2)2

)
ε2

1

−
(

8

3
+

h2

3(4− h2)
+

4C

2− h2

)
ε1ε2 − Cε2ε3, (7.104)

r = 8(2− h2)ε1

[
1 + Cε2 + 2

(
Ch2

2− h2
− 2− h2

12− 3h2

)
ε1

]
, (7.105)

gde se za h, ε1 i ε2 uzimaju vrednosti na poqetku inflacije. Naglasimo da

se dobijeni izrazi razlikuju od izraza za posmatraqke parametre u okviru

standardne tahionske inflacije, izrazi (5.39) i (5.40). U sluqaju kada h → 0
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razlika izme�u izraza izqezava. Izvo�eǌe izraza za posmatraqke parametre

dato je u Dodatku B.

7.4.2 Odstupaǌe perturbacija od Gausove raspodele

U standardnoj kosmologiji postoji pretpostavka da se inicijalne nehomoge-

nosti mogu tretirati kao sluqajne veliqine sa Gausovom raspodelom. Pokaza-

no je da se u
”
jednostavnim“ inflatornim modelima, poput inflatornog modela

sa kanonskim skalarnim poǉem, generixu perturbacije koje malo odstupaju od

Gausovog profila raspodele [133, 134]. U inflatornim modelima sa dva i vixe

skalarnih poǉa, kao i u modelima sa jednim skalarnim poǉem i kinetiqkim

qlanom u nestandardnom obliku, mogu se oqekivati merǉiva odstupaǌa per-

turbacija od Gausovog profila raspodele.

Spektar snage definixe se na osnovu vrednosti dvotaqkaste korelacione

funkcije, koja za perturbacije sa Gausovim profilom raspodele daje najpot-

puniju informaciju koja se mo�e dobiti izraqunavaǌem samih korelacionih

funkcija. Korelacionom funkcijom [2]

〈ζ̂q1 ζ̂q2 ζ̂q3〉 = (2π)3δ(~q1 + ~q2 + ~q3)fNLF (q1, q2, q3), (7.106)

gde je ζ̂q operator pridru�en Furijeovoj amplitudi perturbacije krivine (4.37),

se mo�e opisati odstupaǌe perturbacija od Gausovog profila raspodele. Bez-

dimenzioni parametar fNL nosi naziv amplituda i daje kvantitativnu meru

odstupaǌa. U zavisnosti od vrednosti talasnih brojeva q1, q2 i q3 definixu se

karakteristiqne konfiguracije kod kojih je odstupaǌe za dati model najve�e.

Kako razmatramo model iz klase k-inflacije, izraqunavamo amplitudu jed-

nakostraniqne (equilateral , equil) konfiguracije definisane uslovom q1 ∼ q2 ∼ q3,

kod koje je, za ovu klasu modela, najve�e odstupaǌe perturbacija od Gausovog

profila raspodele. Ampituda se za opxti oblik lagran�ijana izraqunava na

osnovu izraza [135]

f equil
NL = − 35

108

(
1− c2

s

c2
s

)
+

20

81
Λ, (7.107)

gde je

Λ ≡ X2
L2
,XX − (1/3)L,XL,XXX
L2
,X + 2XL,XL,XX

. (7.108)

Za lagran�ijane DBI tipa je Λ = 0. Kod inflatornih modela u standardnoj

kosmologiji (u kojoj je dinamika svemira odre�ena jednaqinama (2.30) i (2.32))

amplituda f equil
NL je proporcionalna 1− c2

s [136]. U tahionskom modelu inflacije
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(u standardnoj kosmologiji) amplituda je zadata izrazom

f equil
NL

∣∣∣
st

= − 35

108

(
1− c2

s

c2
s

)
, (7.109)

gde je kvadrat brzine zvuka cs zadat izrazom (7.101).

Amplituda f equil
NL u holografskom modelu se mo�e proceniti na osnovu ra-

zlika izme�u standardne i holografske kosmologije. Spektar snage skalarnih

perturbacija u hologafskom modelu sadr�i faktor 1−h2/2 u imeniocu, stoga je

prirodno oqekivati da je amplituda (7.109) uve�ana za (1− h2/2), stepenovano

na neki faktor. Me�utim, kako je pri kraju perioda inflacije h2 � 1, taj

doprinos je zanemarǉiv. Ako se u izraz (7.109) unese izraz za kvadrat brzine

zvuka (7.100), uz uslov ε1 = 1, dobija se

f equil
NL ≈ − 70(1− h2/2)

108(1 + h2/4)
≈ f equil

NL

∣∣∣
st

= − 70

108
. (7.110)

Izraqunata vrednost je u granicama dobijenim na osnovu rezultata Plank mi-

sije objavǉenih 2018. godine [137]

f equil
NL = 2, 6± 61, 6 i f equil

NL = 15, 6± 37, 3, (7.111)

pri qemu su vrednosti amplitude f equil
NL dobijene na osnovu temperature i na

osnovu temperature i polarizacije CMB zraqeǌa, respektivno. Preciznija

ocena odstupaǌa perturbacija od Gausove raspodele izlazi izvan okvira ove

disertacije.
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Glava 8

Numeriqko izraqunavaǌe
parametara inflacije u
holografskom modelu inflacije

U ovoj glavi prikazujemo i diskutujemo orginalne numeriqke rezultate za

parametre sporog kotrǉaǌa i opservabilne parametre u holografskom modelu

inflacije. Upore�ujemo dobijene vrednosti sa rezultatima Plank misije [6] i

rezultatima drugih modela u kojima je dinamika tako�e odre�ena tahionskim

poǉem, a koji imaju sliqnosti sa razmatranim modelom.

8.1 Numeriqko rexeǌe dinamiqkih jednaqina za
eksponencijalni potencijal

U ovom delu se u razmatraǌima ograniqavamo na eksponencijalni oblik po-

tencijala, zadat izrazom (7.17). Za to postoji nekoliko razloga. Pokazali smo

da se u sluqaju ekponencijalnog potencijala redukuje broj slobodnih parame-

tara u potencijalu sa dva (κ, ω) na jedan (ω) i izveli smo analitiqke izraze na

osnovu kojih se mo�e izraqunati vrednost poǉa na poqetku i kraju inflacije.

Izraqunali smo, analitiqki, poqetne uslove koji znatno olakxavaju numeriqko

rexavaǌe dinamiqkih jednaqina. Ne postoji suxtinska razlika u postupku uko-

liko se koriste drugi oblici (tahionskih) potencijala.

Sistem jednaqina (7.19) i (7.20) se rexava numeriqki, za poqetne uslove

date u odeǉku 7.1.2. U ovom istra�ivaǌu korix�en je metod iz referenci [30,

31, 83, 84]. Za proizvoǉno odabranu vrednost N (u intervalu 60 ≤ N ≤ 90) i

proizvoǉno odabranu vrednost hi (u intervalu 0 < h2
i < 2) vrednost parametra

ω odre�uje se na osnovu izraza (7.52). Uporedo sa sistemom jednaqina (7.19) i
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(7.20) rexava se jednaqina za broj e-foldova N

dN = hdt̃, (8.1)

za poqetno t = 0 do nekoliko stotina, u jedinicama `. Na slici 4 prikazana

je evolucija parametara sporog kotrǉaǌa (ε1 i ε2), dobijena na osnovu izraza

(7.39) i (7.40). Inflacija se zavrxava u trenutku tf, qija se vrednost, u holo-

grafskom modelu, odre�uje na osnovu uslova da je ε2(tf) = 1.

Slika 4: Parametri sporog kotrǉaǌa ε1 (isprekidana crvena linija) i ε2 (puna
plava linija) u holografskom modelu sa eksponencijalnim potencijalom V = e−ωθ/`.
Na levom grafiku su prikazane vrednosti izraqunate analitiqki (u aproksimaciji
sporog kotrǉaǌa). Na desnom grafiku su prikazane vrednosti izraqunate numeriqki
bez aproksimacije sporog kotrǉaǌa. Za vrednosti ω2 = 0, 027 i h2i = 0, 6, u skladu sa
izrazom (7.51), dobija se N = 60.

8.2 Numeriqko izraqunavaǌe posmatraqkih
parametara za eksponencijalni potencijal

Vrednost tf dobijena analitiqki, koriste�i aproksimaciju sporog kotrǉa-

ǌa, je maǌa od vrednosti dobijene numeriqki, xto se mo�e videti na slici

4. To znaqi da �e vrednost N(tf) izraqunata numeriqki biti primetno ve�a

od pretpostavǉene vrednosti N , tako da je poqetak inflacije trenutak ti > 0,

odnosno

N(tf)−N(ti) = N. (8.2)
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Koriste�i izraqunatu vrednost za ti izraqunavamo inicijalne vrednosti para-

metara ε1(ti) i ε2(ti), na osnovu kojih odre�ujemo vrednosti posmatraqkih para-

metara ns i r koriste�i izraze (7.104) i (7.105).

Na slici 5 i 6 prikazani su grafici za r i 1 − ns u funkciji inicijalne

vrednosti h2
i , za fiksirano N i ω koje se meǌa. Svakom paru (h2

i , N) odgovara

jedinstvena vrednost ω, dobijena na osnovu izraza (7.52).

Slika 5: Za eksponencijani potencijal V = e−ωθ/` prikazana je zavisnost parame-
tra r od inicijalne vrednosti h2i izraqunata analitiqki (puna linija) i numeriqki
(isprekidana linija) za N = 60 (crvene linije) i N = 90 (plave linije). Vrednost
parametra ω se meǌa du� linije u skladu sa izrazom (7.52).

Slika 6: Za eksponencijani potencijal V = e−ωθ/` prikazana je zavisnost 1−ns od ini-
cijalne vrednosti h2i izraqunata analitiqki (puna linija) i numeriqki (isprekidana
linija) za N = 60 (crvene linije) i N = 90 (plave linije). Vrednost parametra ω se
meǌa du� linije u skladu sa izrazom (7.52).

Na slici 7 prikazan je odnos vrednosti parametara r i ns u tzv. (ns, r) ravni.

Taqkama su oznaqene numeriqke vrednosti za sluqajno izabrane vrednosti N u

intervalu od 60 do 90 i h2
i u intervalu od 0 do 2. Promena N i hi je oznaqena

razliqitom bojom. Numeriqke vrednosti su ograniqene linijama analitiqki

izraqunatim za N = 60 i N = 90, gorǌa i doǌa strana grafika, respektivno.
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Analitiqki rezultati dobijeni su u aproksimaciji sporog kotrǉaǌa na osnovu

izraza (7.39), (7.40), (7.42) i (7.52).
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Slika 7: Za eksponencijani potencijal V = e−ωθ/` prikazani su dobijeni rezultati
za posmatraqke parametre u (ns, r) ravni. Razliqita boja odgovara razliqitim vred-
nostima N (levi grafik), i razliqitim vrednostima h2i (desni grafik). Analitiqki
rezultati dobijeni u aproksimaciji sporog kotrǉaǌa za N = 60 i N = 90 su oznaqeni
crnom punom i crnom isprekidanom linijom, respektivno.

Na slici 6 vidi se da za ve�e vrednosti h2
i analitiqko rexeǌe odstupa od

numeriqkog. Nakon maksimuma koju ima kriva analitiqkog rexeǌa za 1 − ns

aproksimacija sporog kotrǉaǌa vixe nije validna. To znaqi da analitiqki

rezultati koji odgovaraju
”
doǌim“ delovima krivih, (paralelni ns osi), na

slici 7 nisu fiziqki relevantni.

Na slici 8 su analitiqke i numeriqke vrednosti za ns i r upore�ene sa

ograniqeǌima koja proizilaze iz posmatraqkih rezultata Plank misije [6]. Ra-

zliqitim bojama prikazana su ograniqeǌa. Najrestriktivnija oblast odre�ena

je kombinacijom razliqitih mereǌa i oznaqena je na grafiku plavom bojom.

Da bi se boǉe uoqila zavisnost izraqunatih vrednosti opservabilnih pa-

rametara od vrednosti za N , na slici 9 u (ns, r) ravni su prikazani rezultati

za nekoliko fiksiranih vrednosti N u intervalu od 60 do 140. Sa grafika se

vidi da je slagaǌe numeriqkih vrednosti sa najnovijim rezultatima dobijenim

posmatraǌem [6]

ns = 0, 9668± 0, 0037, (68% CL), (8.3)

r0,002 < 0, 058, (95% CL), (8.4)

znatno boǉe za ve�e vrednosti N .
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Slika 8: Za eksponencijalni potencijal V = e−ωθ/` prikazani su dobijeni rezultati za
posmatraqke parametre u (ns, r) ravni i ograniqeǌa iz [6]. Kao i na slici 7, taqkama su
prikazane izraqunate vrednosti parametara dobijene numeriqki na osnovu jednaqina
kretaǌa za proizvoǉno izabrane vrednosti za N i h2i .
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Slika 9: Za eksponencijalni potencijal V = e−ωθ/` prikazana je me�usobna zavisnost
r i ns, za nekoliko razliqitih vrednosti N i za h2i u intervalu od 0, 01 do 2.
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8.3 Uporedna analiza posmatraqkih parametara
holografskog i

”
neholografskih“ tahionskih

modela

Da bi smo bili u prilici da jasnije predstavimo, uporedimo i diskutu-

jemo dobijene vrednosti za opservabilne parametre u holografskom modelu

u disertaciji i vrednosti opservabilnih parametara u modelima sa tahion-

skim poǉem koji su mu prethodili, pravimo kratak osvrt na procene vrednosti

posmatraqkih parametara iz
”
neholografskih“ tahionskih modela. Postupak

izraqunavaǌa parametara prikazan je u odeǉku 8.2. Vrednost parametra κ u

modelima meǌa se u intervalu 0 < κ < 12. Jedna od krucijalnih razlika izme�u

razliqitih modela ogleda su u obliku prve Fridmanove jednaqine (Tabela 1),

xto dovodi do razlika u izrazima za skalarni spektar snage, kao i u vrednos-

tima za opservabilne parametre.

Tabela 1: Oblik prve Fridmanove jednaqine u inflatornim modelima sa tahionskim
poǉem. U jednaqinama je, radi pore�eǌa, uzeto ` = 1.

Model
prva Fridmanova

jednaqina
Tahionski model u standardnoj

kosmologiji h2 = κ2

3
ρ

Tahionski model sa RSII
kosmologijom h2 = κ2

3
ρ
(

1 + κ2

12
ρ
)

Modifikovani RSII model sa
tahionskim poǉem h2 = κ2

3
ρ
(
χ,θ + κ2

12
ρ
)

Holografski RSII model sa
tahionskim poǉem h2 − 1

4
h4 = κ2

3
ρ

Na graficima (Slike 10-12) su prikazane izraqunate vrednosti posmatraqkih

parametara u (ns, r) ravni za: tahionski model u standardnoj komologiji (ode-

ǉak 5.3.1), tahionski model sa RSII kosmologijom i modifikovani RSII model

(odeǉak 6.2.1). Razliqita boja odgovara razliqitim vrednostima N . Vrednost

parametra u potencijalu uzima se u intervalu 0 < ω < 2. Usled pove�aǌa ta-

qnosti korix�enih numeriqkih metoda i promene intervala parametara postoje

male razlike na prikazanim graficima u odnosu na grafike iz referenci [84]

i [111].
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Slika 10: Dobijeni rezultati za posmatraqke parametre u (ns, r) ravni u tahion-
skom modelu u standardnoj kosmologiji za potencijale: e−ωθ (levi grafik) i 1/ cosh(ωθ)
(desni grafik).

Slika 11: Dobijeni rezultati za posmatraqke parametre u (ns, r) ravni u tahionskom
modelu sa RSII kosmologijom za potencijale: e−ωθ (levi grafik) i 1/ cosh(ωθ) (desni
grafik).

Slika 12: Dobijeni rezultati za posmatraqke parametre u (ns, r) ravni u modifiko-
vanom RSII modelu sa tahionskim poǉem za potencijale: e−ωθ (levi grafik) i 1/ cosh(ωθ)
(desni grafik).
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Uporedni prikaz rezultata svih pomenutih modela sa rezultatima holo-

grafskog modela dat je na slici 13 i slici 14.

Slika 13: Dobijeni rezultati za posmatraqke parametre u (ns, r) ravni za razliqite
modele sa potencijalom oblika e−ωθ.

Slika 14: Dobijeni rezultati za posmatraqke parametre u (ns, r) ravni za razliqite
modele sa potencijalom oblika 1/ cosh(ωθ).
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Vrednosti opservabilnih parmetara u
”
neholografskim“ modelima izraqu-

navamo na osnovu izraza (5.39) i (5.40). Konstanta α, u izrazu za skalarni

spektralni indeks (5.39), u RSII kosmologiji ima vrednost α = 1/12 [30].

Na osnovu prikazanih grafika za posmatraqke parametre, mo�emo izvesti

zakǉuqak da su predvi�aǌa holografskog (RSII) modela sliqna sa predvi�a-

ǌima ranije uvedenih modela sa tahionskim poǉem, xto se donekle oqekivalo.

Treba imati u vidu da ne mo�emo na osnovu prostorne raspodele taqaka u

(ns, r) ravni pouzdano tvrditi koji se model u ve�oj meri sla�e sa ograniqeǌi-

ma Plank misije. Da bi imali preciznu ocenu u kojoj meri postoji slagaǌe

potrebno je statistiqki analizirati dobijene rezultate.

Koren sredǌe kvadratne grexke (Root Mean Square Error , RMSE), se mo�e uzeti

kao pokazateǉ koji od navedenih modela daje najpribli�nije vrednosti izmere-

nim vrednostima za opservabilne parametre. Vrednost RMSE izraqunava se na

osnovu izraza

RMSE =

√∑m
i=1[(nsi−n̄s

n̄s
)2 + ( ri−r̄

r̄
)2]

m
, (8.5)

gde je m broj taqaka (nsi, ri), za svaki model, a n̄s i r̄ izmerene vrednosti.

Tipiqna vrednost koju koristimo u simulacijama je m ' 10000. Za izmerenu

vrednost skalarnog spektra snage uze�emo, u skladu sa rezultatima Plank

misije [6], n̄s = 0, 9668. Na vrednost koliqnika tenzora i skalara postoji

ograniqeǌe (r < 0, 058). U proceni koristimo vrednost, na polovini 1σ in-

tervala (plava oblast na grafiku ns − r), r̄ ' 0, 035. Dobijene vrednosti za

RMSE su prikazane u tabeli 2.

Tabela 2: Izraqunate vrednosti RMSE.

Model
Eksponencijalni

potencijal

Inverzni kosinus
hiperboliqki
potencijal

Tahionski model u
standardnoj kosmologiji

0, 827 10, 116

Tahionski model sa RSII
kosmologijom

0, 789 2, 194

Modifikovani RSII model
sa tahionskim poǉem

0, 787 1, 476

Holografski RSII model sa
tahionskim poǉem

0, 720 0, 703
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Upore�uju�i dobijene vrednosti RMSE, kod razliqitih modela i za dva tipa

potencijala, nalazimo da je ǌena najmaǌa vrednost za rezultate iz holograf-

skog modela. Izvodimo zakǉuqak da od razmatranih modela dobijene vrednosti

opservabilnih parametara u holografskom modela, za oba tipa potencijala, se

najboǉe sla�u sa izmerenim vrednostima. Vrednost RMSE mo�e biti kriteri-

jum na osnovu koga mo�emo uporediti modele. Na osnovu navedenog, dajemo

”
prednost“ holografskom modelu u odnosu na ranije uvedene modele sa tahion-

skim poǉem koje smo analizirali u disertaciji.
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Zakǉuqak

U ovoj disertaciji je razmatran holografski inflatorni model sa tahion-

skim poǉem, zasnovan na dinamici RSII brane koja je lokalizovana u blizini

granice AdS5 prostora, qime se regularizuje dejstvo u balku. Fridmanove jed-

naqine izvedene iz efektivnih Ajnxtajnovih jednaqina na holografskoj granici

se razlikuju od Fridmanovih jednaqina u standardnoj kosmologiji, xto je

glavni motiv za razmatraǌe inflacije u ovom pristupu.

Analizom dinamiqkih jednaqina modela pokazano je da rexeǌa imaju oso-

bine atraktora, xto je neophodan uslov za validnost i prediktivnost modela.

Postojaǌe atraktora kao rexeǌa je odlika ovog holografskog modela koja ne

zavisi od oblika (tahionskog) potencijala, u skladu sa jednaqinama (7.44) i

(7.69).

Jednaqine kretaǌa su izvedene korix�eǌem Hamiltonovog formalizma. Iz-

raqunata su ǌihova analitiqka rexeǌa koriste�i aproksimaciju sporog kotr-

ǉaǌa, za potencijal eksponencijalnog oblika sa jednim slobodnim parametrom.

Sistem jednaqina koje opisuju dinamiku modela rexavan je i numeriqki.

Poseban izazov je bio na�i naqin da se analiziraju kosmoloxke pertur-

bacije u razmatranom modelu, jer direktna primena postoje�ih postupaka [75]

nije mogu�a, pre svega zbog dodatnih qlanova u hologafskim Fridmanovim jed-

naqinama, jednaqine (6.48) i (6.49), u odnosu na standardnu kosmologiju. Pro-

blem je rexen uvo�eǌem efektivnih vrednosti za pritisak i gustinu fluida

tahionske materije i korix�eǌem prilago�enog pristupa analizi skalarnog

spektra snage poznatog u k-inflaciji. Izvedeni su izrazi za parametre sporog

kotrǉaǌa. Na�eni su izrazi za posmatraqke parametre u funkciji parametara

sporog kotrǉaǌa. Izraqunate su vrednosti posmatraqkih parametara i dobi-
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jene vrednosti upore�ene su sa posmatraqkim podacima. Pokazano je ǌihovo

vrlo dobro slagaǌe za nexto ve�e vrednosti N u odnosu na tipiqnu vrednost

(N ' 60).

Izraqunate vrednosti za skalarni spektralni indeks i odnos tenzora i

skalara, u holografskom inflatornom modelu, upore�ene su sa vrednostima

dobijenim u nekoliko inflatornih modela sa tahionskim poǉem (u standar-

dnoj, RSII i modifikovanoj RSII kosmologiji). Pore�eǌe je vrxeno za modele

sa dva tipa tahionskog potencijala: eksponencijalni i inverzni kosinus hiper-

boliqki potencijal. Na osnovu izraqunate vrednosti korena sredǌe kvadratne

grexke napravǉena je procena odstupaǌa izraqunatih vrednosti posmatraqkih

parametara od vrednosti dobijenih iz Plank misije, kao kriterijum pore�eǌa.

Zakǉuqak je da su, od razmatranih inflatornih modela, vrednosti posmatra-

qkih parametara u holografskom modelu u najboǉem saglasju sa posmatraqkim

vrednostima.

Neposredan, logiqan, nastavak istra�ivaǌa bio bi analiza inflatorne di-

namike za druge oblike tahionskog potencijala. Istra�ivaǌa bi bila bazi-

rana na numeriqkim izraqunavaǌima, uz razvoj postoje�ih programa. Tako�e,

treba izvesti egzaktne izraze za spekatar snage skalarnih i tenzorskih pertur-

bacija i na osnovu ǌih dobiti izraze za posmatraqke parametre. Dubǉa anali-

za zahtevala bi precizno izraqunavaǌe odstupaǌa perturbacija, kao sluqajnih

veliqina, od Gausove raspodele u razmatranom modelu.

Na kraju, jedan od najve�ih izazova je na�i adekvatan mehanizam za
”
rihi-

ting“, koji se u modelima sa tahionskim poǉem ne mo�e odvijati na isti naqin

kao xto je to mogu�e u sluqaju potencijala koji poseduju lokalni minimum.
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Izraqunavaǌe spektra snage
skalarnih perturbacija

U ovom Dodatku je detaǉno prikazano izraqunavaǌe spektra snage skalarnih

perturbacija u holografskom modelu u kome je inflacija vo�ena tahionskim

poǉem. Koristimo postupak prikazan u referenci [13].

Spektar snage skalarnih perturbacija izraqunavamo u aproksimaciji sporog

kotrǉaǌa [138]. Konformno vreme tokom perioda sporog kotrǉaǌa se mo�e

predstaviti izrazom

τ = −
(
`

ah

)
1− ε1

(1− ε1)2 − ε1ε2

+O(ε3
i ), (A.1)

koji, u prvom redu razvoja po parametrima sporog kotrǉaǌa, dobija oblik

τ = −
(
`

ah

)
1

1− ε1

+O(ε2
i ) ' −

(
`

ah

)
(1 + ε1) +O(ε2

i ), (A.2)

Na osnovu (A.2) se dobija izraz za izvod konformnog vremena τ po vremenu t

dτ

dt
=

(
`

a

)
(1− ε2

1 − ε1ε2) +O(ε3
i ). (A.3)

Koriste�i definiciju parametara sporog kotrǉaǌa (5.28) i (A.3) dobijamo

izraze

ḣ = −h2ε1, (A.4)

ε̇1 = hε1ε2, (A.5)

ε̇2 = hε2ε3, (A.6)
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dt

dτ
=
(a
`

) 1

1− ε2
1 − ε1ε2

+O(ε3
i ), (A.7)

(
dt

dτ

)2

=
(a
`

)2 1

(1− ε2
1 − ε1ε2)2

+O(ε3
i ), (A.8)

d

dt

(
dt

dτ

)
=

(
ah

`

)
1

1− ε2
1 − ε1ε2

+O(ε3
i ), (A.9)

d

dt

(
dt

dτ

)
dt

dτ
=

(
a2h

`2

)
1

(1− ε2
1 − ε1ε2)2

+O(ε3
i ). (A.10)

Iz sliqnosti izraza (A.8) i (A.10) sledi jednakost

d

dt

(
dt

dτ

)
dt

dτ
= h

(
dt

dτ

)2

. (A.11)

Vrednost poǉa z u holografskom modelu, zadata izrazom (7.94), mo�e se

zapisati u obliku

z =
a

cs

√
ε1

4πGN

√
A(h), (A.12)

gde je

A(h) = 1− h2

2
, (A.13)

i

c2
s = 1− 4(2− h2)

3(4− h2)
ε1. (A.14)

Razmotrimo A(h) kao nepoznatu funkciju Hablovog parametra h, sa ciǉem da

uvedemo izraze za opservabilne parametre za opxti oblik funkcije A(h). Di-

ferenciraǌem izraza (A.12) i (A.14) po vremenu t dobija se

Ȧ(h) = −h2dA(h)

dh
ε1, (A.15)

i

ċs = − 1

2cs

M, (A.16)

gde je

M ≡ d

dt

(
8− 4h2

12− 3h2
ε1

)
=

48h3

(12− 3h2)2
ε2

1 + h
8− 4h2

12− 3h2
ε1ε2. (A.17)
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Pogodno je definisati veliqinu

D ≡ cs

a

d

dt

(
a

cs

)
+

1√
ε1

d
√
ε1

dt
+

1√
A(h)

d
√
A(h)

dt
, (A.18)

tako da je
1

z

dz

dt
=
ż

z
= D. (A.19)

Diferenciraǌem izraza (A.19) po vremenu t dobija se

z̈

z
= D2 + Ḋ. (A.20)

Drugi izvod funkcije z po konformnom vremenu τ se mo�e izraqunati na

osnovu izraza

z′′ =
d

dτ

(
dz

dτ

)
=

d

dt

(
dz

dt

dt

dτ

)
dt

dτ
, (A.21)

koji u funkciji D ima oblik

z′′

z
=
(
D2 + Ḋ

)( dt
dτ

)2

+D d

dt

(
dt

dτ

)
dt

dτ
. (A.22)

Koriste�i (A.11) izraz (A.22) dobija oblik

z′′

z
=

(
a2

`2

)
1

(1− ε2
1 − ε1ε2)2

(
D2 + Ḋ + hD

)
. (A.23)

Na osnovu (A.12), (A.14) i (A.15) dobija se

D = h

[
1− 1

2
h

(
1

A

dA

dh

)
ε1 +

1

2
ε2 +

1

2h
M +O(ε3

i )

]
, (A.24)

D2 = h2

[
1− h

(
1

A

dA

dh

)
ε1 + ε2 +

1

4
h2

(
1

A

dA

dh

)2

ε2
1 +

1

4
ε2

2

]

− h2

[
1

2
h

(
1

A

dA

dh

)
ε1ε2 −

1

h
M +O(ε3

i )

]
, (A.25)

Ḋ = h2

{
−ε1 +

[
h

(
1

A

dA

dh

)
+

1

2
h2 1

A

d2A

dh2
− 1

2
h2

(
1

A

dA

dh

)2
]
ε2

1

}

− h2

{[
1

2
+

1

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
ε1ε2 −

1

2
ε2ε3 +O(ε3

i )

}
, (A.26)
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pri qemu su korix�eni izrazi (A.4)-(A.6) i (A.16)-(A.17). Izraz z′′/z se mo�e

zapisati u obliku

z′′

z
=

a2h2

`2

1

(1− ε2
1 − ε1ε2)2{

2−
[
1 +

3

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
ε1 +

3

2
ε2 +B1ε

2
1 +B2ε1ε2 +

1

4
ε2

2 +
1

2
ε2ε3

}
, (A.27)

gde je

B1(h) = h

(
1

A

dA

dh

)
+

1

2
h2 1

A

d2A

dh2
− 1

4
h2

(
1

A

dA

dh

)2

+
8h2

(4− h2)2
, (A.28)

B2(h) =
1

2
− h

(
1

A

dA

dh

)
+

h2

4− h2
. (A.29)

Vrednost qlana ispred zagrade u izrazu (A.27) je

1

(1− ε2
1 − ε1ε2)2

= 1 + 2ε2
1 + ε1ε2 +O(ε3

i ), (A.30)

tako da se dobija

z′′

z
=

a2h2

`2

{
2−

[
1 +

3

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
ε1 +

3

2
ε2

}
+

a2h2

`2

{
[4 +B1] ε2

1 + [2 +B2] ε1ε2 +
1

4
ε2

2 +
1

2
ε2ε3 +O(ε3

i )

}
. (A.31)

Aproksimativno rexeǌe Muhanov-Sasaki jednaqine oblika [75]

v2
q (τ) '

[
2ν−3/2 Γ(ν)

Γ(3/2)

]2
1

2qcs

(−qcsτ)2(−ν+1/2) , (A.32)

je validno ako je promena ν i cs po konformnom vremenu spora i odgovara per-

turbacijama kod kojih je

qcs �
ah

`
. (A.33)

Kako je

(ν − 3

2
) ∼ O(εi), (A.34)

va�i pribli�na jednakost

(−qcsτ)2(−ν+1/2) =
1

(−qcsτ)2
(−qcsτ)−2(ν−3/2) ' 1

(−qcsτ)2
. (A.35)
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Koriste�i (A.2) i (A.35), izraz (A.32) postaje

v2
q (τ) ' F

1

2qcs

(
ah

qcs`

)2
1

(1 + ε1)2
, (A.36)

gde je

F ≡
[
2ν−3/2 Γ(ν)

Γ(3/2)

]2

. (A.37)

Imaju�i u vidu da va�i (A.34), mogu se koristiti aproksimativni izrazi

2ν−3/2 ' 1 + (ν − 3

2
) ln 2, (A.38)

Γ(ν)

Γ(3/2)
' 1− (ν − 3

2
)(C + ln 2), (A.39)

gde je C = −1 + γ + ln 2 ' −0.72, a γ je Ojlerova konstanta. Koriste�i uvedene

aproksimacije, izraze (A.38) i (A.39), iz (A.37) sledi izraz

F = 1− 2C(ν − 3

2
) + (C2 − 2C̃)(ν − 3

2
)2 +O(ε3

i ), (A.40)

gde je C̃ = (C + ln 2) ln 2. U konaqnom, za v2
q (τ) dobija se

v2
q (τ) ' 1

2qcs

(
ah

qcs`

)2
1

(1 + ε1)2

(
1− 2C(ν − 3

2
) + (C2 − 2C̃)(ν − 3

2
)2

)
. (A.41)

Koriste�i (4.73), (A.12) i (A.41), izraz (4.82) se mo�e zapisati u obliku

PS(q)
∣∣∣
HC

=
κ2

8π2

h2

csA(h)

1

ε1(1 + ε1)2

(
1− 2C(ν − 3

2
) + (C2 − 2C̃)(ν − 3

2
)2

) ∣∣∣
HC
. (A.42)

U holografskom modelu funkcija A(h) je oblika (A.13) tako da se na osnovu

(A.42) za spektar snage skalarnih perturbacija dobija izraz (7.102).
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Dodatak B

Izraqunavaǌe posmatraqkih
parametara

Izvodimo izraze za posmatraqke parametre ns i r na osnovu izraza za skalarni

spektar snage (A.42) i za opxti oblik funkcije A(h). Krajǌi ciǉ je da izvedemo

izraze za posmatraqke parametre u holografskom modelu.

Logaritmovaǌem jednakosti qcs = aH dobija se

d ln q = h

(
1− ε1 +

1

h
M +O(ε3

i )

)
dt ' h(1− ε1)dt, (B.1)

na osnovu koga je
d

d ln q
' 1

h(1− ε1)

d

dt
. (B.2)

Iz (A.42) dobijamo

dPS(q)
∣∣∣
HC

d ln q
=

1

h(1− ε1)

(
2

h
ḣ− 1

cs

ċs −
1

A
Ȧ− 1

ε1

ε̇1 −
2

1 + ε1

ε̇1 +
1

F
Ḟ

)
. (B.3)

Zamenom (A.4)-(A.6), (A.16) i (A.17) u (B.3) dobija se

dPS(q)
∣∣∣
HC

d ln q
=

1

(1− ε1)

{
−
[
2− h

(
1

A

dA

dh

)]
ε1 − ε2 − 2

ε1ε2

1 + ε1

+
1

2h
M +

1

hF
Ḟ

}
, (B.4)

gde se F izraqunava na osnovu izraza (A.40). Sabirci u (B.4) mogu se zapisati

2
ε1ε2

1 + ε1

= 2ε1ε2 +O(ε3
i ), (B.5)

1

hF
Ḟ = −2C

h

d

dτ
(ν − 3

2
) +O(3), (B.6)
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gde je korix�en izraz (A.40) i

d

dt
(ν − 3

2
) ∼ O(ε2

i ). (B.7)

Koriste�i razvoj
1

1− ε1

= 1 + ε1 + ε2
1 +O(ε3

i ), (B.8)

izraz (B.4) mo�e se zapisati u obliku

dPS(q)
∣∣∣
HC

d ln q
= −

[
2− h

(
1

A

dA

dh

)]
ε1 − ε2 −

[
2− h

(
1

A

dA

dh

)
− 8h2

3(4− h2)2

]
ε2

1

−
[

8

3
+

h2

3(4− h2)

]
ε1ε2 −

2C

h

d

dτ
(ν − 3

2
). (B.9)

Za skalarni spektralni indeks, definisan izrazom (4.81), dobija se

ns − 1 = −
[
2− h

(
1

A

dA

dh

)]
ε1 − ε2 −

[
2− h

(
1

A

dA

dh

)
− 8h2

3(4− h2)2

]
ε2

1

−
[

8

3
+

h2

3(4− h2)

]
ε1ε2 −

2C

h

d

dτ
(ν − 3

2
). (B.10)

Posledǌi qlan se mo�e zapisati u obliku

(ν − 3

2
) = b1ε1 + b2ε2 + b3ε3 + ... , (B.11)

gde su bi koeficijenti u funkciji od h. Koriste�i (A.4)

d

dτ
bi(h) = −h2dbi

dh
ε1, (B.12)

dobija se

d

dτ
(ν − 3

2
) = h

[
−hdb1

dh
ε2

1 +

(
b1 − h

db2

dh

)
ε1ε2 + b2ε2ε3 +O(ε3

i )

]
. (B.13)
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Izraz (B.10) se mo�e prepisati u obliku

ns − 1 = − 2

[
1− 1

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
ε1 − ε2

− 2

[
1− 1

2
h

(
1

A

dA

dh

)
− Chdb1

dh
− 4h2

3(4− h2)2

]
ε2

1

−
[

8

3
+

h2

3(4− h2)
+ 2Cb1 − 2Ch

db2

dh

]
ε1ε2 − 2Cb2ε2ε3. (B.14)

Da bi se odredila vrednost koeficijenata bi u (B.11) potrebno je prepisati

(A.31) koriste�i (A.2) u obliku

z′′

z
=

1

η2
(1 + ε1)2

{
2−

[
1 +

3

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
ε1 +

3

2
ε2

}
+

1

η2
(1 + ε1)2

{
[4 +B1] ε2

1 + [2 +B2] ε1ε2 +
1

4
ε2

2 +
1

2
ε2ε3 +O(ε3

i )

}
. (B.15)

Nakon sre�ivaǌa izraza (B.15) dobija se

z′′

z
=

1

η2

{
2 +

[
3− 3

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
ε1 +

3

2
ε2

}
+

1

η2

{[
4 +B1 −

3

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
ε2

1 + [5 +B2] ε1ε2 +
1

4
ε2

2 +
1

2
ε2ε3 +O(ε3

i )

}
.(B.16)

Pore�eǌem (B.16) i (4.64) dobija se

ν2 =
9

4
+

[
3− 3

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
ε1 +

3

2
ε2

+

[
4 +B1 −

3

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
ε2

1 + [5 +B2] ε1ε2 +
1

4
ε2

2 +
1

2
ε2ε3 +O(ε3

i ). (B.17)

Izraz za ν se u opxtem sluqaju mo�e zapisati u obliku

ν = b0 + b1ε1 + b2ε2 + b3ε
2
1 + b4ε1ε2 + b5ε

2
2 + b6ε2ε3. (B.18)

Kvadriraǌem izraza (B.18) dobija se

ν2 = b2
0 + 2b0b1ε1 + 2b0b

2
2ε2 + (b2

1 + 2b0b3)ε2
1 +

+ (2b0b4 + 2b1b2)ε1ε2 + (b2
2 + 2b0b5)ε2

2 + 2b0b6ε2ε3 +O(ε3
i ). (B.19)
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Pore�eǌem (B.17) sa (B.19) zakǉuqujemo

b0 =
3

2
, b1 = 1− 1

2
h

(
1

A

dA

dh

)
, b2 =

1

2
,

b3 =
1

3

{[
4 +B1 −

3

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
−
[
1− 1

2
h

(
1

A

dA

dh

)]2
}
,

b4 =
1

3

[
4 +B2 +

1

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
, b5 = 0, b6 =

1

6
. (B.20)

U konaqnom za parametar ν se dobija

ν =
3

2
+

[
1− 1

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
ε1 +

1

2
ε2 +

+
1

3

{[
4 +B1 −

3

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
−
[
1− 1

2
h

(
1

A

dA

dh

)]2
}
ε2

1

+
1

3

[
4 +B2 +

1

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
ε1ε2 +

1

6
ε2ε3, (B.21)

gde su B1 i B2 zadati izrazima (A.28) i (A.29).

Na osnovu koeficijenata b1 i b2, qija je vrednost odre�ena sa (B.20), izraz

(B.14) za skalarni spektralni indeks se mo�e zapisati u obliku

ns − 1 = − 2

[
1− 1

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
ε1 − ε2

− 2

[
1− 1

2
h

(
1

A

dA

dh

)
− Chdb1

dh
− 4h2

3(4− h2)2

]
ε2

1

−
[

8

3
+

h2

3(4− h2)
+ 2C − 2C

1

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
ε1ε2 − Cε2ε3, (B.22)

gde je
db1

dh
=

d

dh

[
1− 1

2
h

(
1

A

dA

dh

)]
. (B.23)

Parametar r definisan je izrazom (4.83) i predstavǉa koliqnik spektra

snage tenzorskih i skalarnih perturbacija. Spektar snage tenzorskih per-

turbacija, izraz (7.103), ima istu vrednost kao i u standardnoj kosmologiji.

Koriste�i izraz (A.42) za parametar r se dobija

r = 16A(h)csε1(1 + ε1)2 1− 2(1 + C)ε1

1− 2C(ν − 3
2
) + (C2 − 2C̃)(ν − 3

2
)2
, (B.24)
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gde je izrazom (B.21) ν zadato kao funkcija od A(h). Izraz za r (B.24) se mo�e

preglednije zapisati u obliku

r = 16Aε1

[
1 + Cε2 − Ch

(
1

A

dA

dh

)
ε1 −

4− 2h2

12− 3h2
ε1

]
. (B.25)

Posledǌi qlan u zagradi razlikuje se od izraza u odnosu na standardnu ko-

smologiju zbog razlike u izrazu za adijabatsku brzinu zvuka.

Funkcija A(h) ima oblik dat izrazom (A.13), tako da za skalarni spektralni

indeks i koliqnik tenzora i skalara, na osnovu izraza (B.22) i (B.24), dobijamo

izraze (7.104) i (7.105).

Treba napomenuti da je izraz za spektar snage skalarnih perturbacija u

holografskoj kosmologiji izveden uz odre�ene aproksimacije. Za sluqaj da se

u egzaktnom pristupu jave razlike, koje bi dovele do izmeǌenog izraza za poǉe

z, uvo�eǌem funkcije A(h) obezbedili smo mogu�nost primene dobijenih izraza

i jednostavno i brzo izraqunavaǌe novih vrednosti parametara.
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