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Predgovor

Teorija fiksne tacke je jedna od fundamentalnih grana matematike. Siroke
primene ima, pored matematickih nauka, i u fizici, hemiji, biologiji, ekono-
miji, kao i drugim prirodnim i drustvenim naukama. Osnove metricke teo-
rije fiksne tacke postavljene su u doktorskoj tezi Banaha publikovanoj 1922.
godine [S. Banach: Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur
applications aux équations integrals, Fund. Math. (1922) 3, 133-181]. Tu je
dokazana teorema o postojanju i jedinstvenosti fiksne tacke za LipSicova pre-
slikavanja sa konstantom manjom od 1 na kompletnom metrickom prostoru.
Ovaj znacajni rezultat uzima se za pocetak izucavanja teorije fiksne tacke na
metrickim prostorima.

Kasnije, pojavljuju se mnogobrojna uopstenja Banahove teoreme. Najpre
su u kompletnim metrickim prostorima pronalazeni novi tipovi preslikavanja,
opstijih od Banahove kontrakcije, a koja imaju jedinstvenu fiksnu tacku.
Znacajan je rezultat Bojda i Vonga iz 1969. [D.W. Boyd, J.S.W. Wong: On
nonlinear contractions, Proc. Amer. Math. Soc. (1969) 20, 458-464]. Oni
su izucavali preslikavanja f kompletnog metrickog prostora (X, d) za koja
vazi kontraktivni uslov oblika:

d(fz, fy) < V(d(z,y)), w,y€X,
gde je U : P — [0, 00) funkcija definisana na zatvorenju skupa
P={d(z,y) : z,y € X},
koja je poluneprekidna s desne strane na P i vazi
U(t) <t zasvakot € P\ {0}.

Pokazali su da takva preslikavanja imaju jedinstvenu fiksnu tacku. Ovde
su i prvi put koris¢ene pomocne ili kontrolne funkcije u teoriji fiksne tacke.
Pomenuta metoda je veoma znacajna za dalja istrazivanja. Tako je u radu
[F. Khojasteh, S. Shukla, S. Radenovi¢: A new approach to the study of fixed
point theory for simulation functions, Filomat (2015) 29:6, 1189-1194] uveden
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PREDGOVOR 3

pojam simulacione funkcije, i Z-kontrakcije kao preslikavanja T" kompletnog
metrickog prostora (X, d), za koje je

gde je ¢ : [0,00) x [0,00) — [0,00) simulaciona funkcija. Pokazano je da
i Z-kontrakcije imaju jedinstvenu fiksnu tacku. Z-kontrakcije obuhvataju
Banahove kontrakcije i nelinearne kontrakcije Bojda i Vonga.

Novi rezultati dobijaju se tako sto se uopstava kontraktivni uslov, ili se po-
smatraju uopsteni metric¢ki prostori. Jedno od veoma znacajnih istrazivanja
pokrenuli su 1996. Kada, Suzuki i Takahasi u radu [O. Kada, T. Suzuki,
W. Takahashi: Nonconver minimization theorems and fized point theorems
in complete metric spaces, Math. Japonica (1996) 44, 381-391]. Oni su
uveli koncept w-rastojanja na metrickim prostorima i izmedu ostalog uopstili
mnoge rezultate (npr. varijacioni princip Ekelanda). O zna¢aju njihovog po-
menutog rada govori veliki broj radova koji upotrebljavaju njihove rezultate.

U ovoj disertaciji mi razmatramo problem najbolje aproksimacije kori-
ste¢i w-rastojanja. Tacke najbolje aproksimacije se javljaju kao prirodna
uopstenja standardnog pojma fiksne tacke preslikavanja u slucaju kada se
domen i kodomen datog preslikavanja 7" na nekom metrickom prostoru (X, d)
ne poklapaju, ili mogu biti i disjunktni skupovi. U takvoj situaciji je od in-
teresa naci tacku x € X takvu da je rastojanje izmedu tacke x i njene slike
Tz najmanje moguce, odn. da se veli¢ina d(x, Tx) minimizuje pod izvesnim
kriterijumima. Problem nalaZenja tacaka najbolje aproksimacije u uskoj je
vezi sa raznim problemima varijacionih nejednakosti i ima mnogobrojne pri-
mene u funkcionalnoj analizi, teoriji integralnih i diferencijalnih jednacina,
i dr. Konkretno, u ovoj disertaciji ¢e se razmatrati pomenuti problem u
najopstijem moguc¢em kontekstu u okviru teorije fiksne tacke:

Ako su A i B neprazni skupovi u datom metrickom prostoru (X,d) i
T : A — B preslikavanje, podrazumevace se da je element x € A tacka
najbolje aproksimacije (najbolja aproksimaciona tacka) za preslikavanje T
ako vazi

d(z,Tx) =d(A, B),
gde je d(A, B) rastojanje skupova A i B definisano kao

d(A, B) = inf{d(z,y) : x € A,y € B}.

Rezultati iz ove disertacije su dobijeni kako samostalno, tako i u koa-
utorstvu sa matematicarima: Vladimirom Rakocevi¢em i Stojanom Rade-
novi¢em (Srbija), Erdalom Karapinarom (Turska), kao i Hamidreza Rahimi i
Ghasem Soleimani Rad (Iran). Konkretno, u radu [A. Kostié¢, V. Rakocevié,
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S. Radenovié: Best proximity points involving simulation functions with wg-
distances, Revista de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Na-
turales. Serie A. Mateméticas (2019) 113:2, 715-727] uvedena je potpuno
nova generalizovana metrika (wg-rastojanje) i po prvi put su upotrebljene si-
mulacione funkcije za izucavanje tacaka najbolje aproksimacije preslikavanja
na prostorima sa wy-rastojanjem. Uvedeni su pojmovi Z-p-proksimalne kon-
trakcije prvog i drugog tipa, kao preslikavanja 7' : A — B (A i B su neprazni
skupovi u kompletnom metrickom prostoru (X, d) sa wy-rastojanjem p) za
koja vazi uslov:

Culu,v), pu(w,9)) = 0, (odn. C(u(Tu, Tv), (T, Ty)) = 0)

za svaka dva para tacaka u,v € Aix,y € A takva da je
d(u,Tz) = d(v,Ty) = d(A, B)

(¢ : [0,00) x [0,00) — [0,00) je simulaciona funkcija, dok je p(z,y) =
max{p(z,y),p(y,z)}.) Odredeni su dovoljni uslovi za egzistenciju i jedin-
stvenost tacke z € A sa osobinom

d(gx,Tx) = d(A, B),

gde je g : A — A dato neprekidno preslikavanje, i pokazano je da tada svaki
iterativni niz {z, } odreden sa

d(gxni1, Tx,) = d(A, B), n € NU{0}

i proizvoljnom pocetnom tackom zy € A konvergira tacki x. Kao posledice
je moguce izvesti mnoge nove ali i ve¢ dobro poznate rezulatate o egzistenciji
i jedinstvenosti tacaka najbolje aproksimacije, odn. fiksnih tacaka preslika-
vanja.

Nastavak pomenutih istrazivanja je u radu [A. Kosti¢, E. Karapimar, V.
Rakocevié: Best proximily points and fized points with R-functions in the
framework of w-distances, Bulletin of the Australian Mathematical Soci-
ety (2019) 99:3, 497-597]. Ovde se koriste R-funkcije koje su uvedene u
radu [A.F. R.L. de Hierro, N. Shahzad: New fized point theorem under R-
contractions, Fixed Point Theory Appl. (2015) 2015, Article ID 2015:98] i
dobijeni su analogni rezultati o tackama najbolje aproksimacije, a sa Sirim
dijapazonom primena.

U radu [A. Kostié: Best prozimity points revisited, Filomat (2019) 33:16,
5159-5166] su izucavana preslikavanja Meir-Keelerovog tipa na prostorima
sa w-rastojanjem.
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U radu [A. Kosti¢, H. Rahimi, G. Soleimani Rad: wty-distance and best
proximity points involving b-simulation functions, in review| dobijeni su re-
zultati za preslikavanja na b-metrickim prostorima.

U samostalnom radu [A. Kosti¢: Best proximity points for a new type of
set-valued mappings, Mathematica Slovaca (2019) 69(6), 1395-1402] izucava
se postojanje tacaka najbolje aproksimacije skupovno-vrednosnih (visezna-
¢nih) preslikavanja na metrickim prostorima. U ovom sluc¢aju prostori ne
moraju biti kompletni, i uveden je novi kontraktivni uslov.

Autor je uradu [A. Kosti¢: Solvability of Hammerstein equation via new
best prozimity point results, in review| uveo nove rezultate za visezna¢na pre-
slikavanja na prosotrima sa w-rastojanjem uz upotrebu simulacionih funkcija.
Takode su razmatrane i primene tih rezultata na resavanje Hamerstajnove
integralne jednacine.

Tekst disertacije podeljen je u tri glave. Prva glava je uvodnog karaktera.
Druga glava sadrzi glavne rezultate do kojih je autor doSao u prethodno
navedenim radovima. U trecoj glavi je izuCavana primena glavnih rezultata
na reSavanje integralnih jednacina i varijacionih nejednakosti, i navedeni su
pravci za moguca dalja istrazivanja.
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Ovom prilikom bih se zahvalio mentoru Profesoru Dr Viadimiru Rako-
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Glava 1
Uvod

1.1 Neki osnovni pojmovi i tvrdenja

U ovoj sekciji izlazemo neke osnovne pojmove i stavove koji se koriste u
daljem tekstu. Sledece definicije i tvrdenja se mogu naé¢i u gotovo svakom
udzbeniku iz funkcionalne analize (videti npr. [46, 55]).

Definicija 1.1.1. Neka je X dati neprazan skup. Funkcija d : X x X —
[0,00) naziva se metrika (rastojanje) na skupu X ako zadovoljava sledecle
uslove:

(1) d(x,y) >0 za svako z,y € X;

(2) d(z,y) =0 ako i samo ako je x = y;

(3) d(z,y) = d(y,x) za svako x,y € X (simetricnost);

(4) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) za svako x,y,z € X (nejednakost trougla).

Par (X,d) se tada naziva metricki prostor.
Neka je (X, d) metricki prostor, x € X i r > 0. Skupovi:
K(z,r)={y € X :d(z,y) <r};

Klz,r]={y € X : d(x,y) <1},

nazivaju se redom otvorena kugla, odn. zatvorena kugla v X sa centrom u x
poluprecnika r.
Dijametar skupa A C X je definisan sa

diam(A) = sup d(z,y).

z,y€A

6



GLAVA 1. UVOD 7

Skup A C X je:

- otvoren ako i samo ako je unija neke familije otvorenih kugli u X;

- zatvoren ako i samo ako je on komplement nekog otvorenog skupa u X;

- ogranicen ako i samo ako je diam(A) < oo, odn. ako i samo ako je
sadrzan u nekoj kugli prostora X;

- kompaktan ako i samo ako za svaku familiju otvorenih skupova U takvu
da je A C JU postoje Uy, ..., U, € U tako da je A C U, U.

Niz {z,} C X konvergira ka X € X ako

d(x,,x) — 0 kada n — oo,

i uobicajeno se pise

lim x, = z.
n—o0

Tacka © € X je tacka nagomilavanja skupa A ako postoji niz {z,} C A
medusobno razli¢itih tacaka koji konvergira ka x.

Teorema 1.1.1. Skup A C X je zatvoren u X ako i@ samo ako za svaki niz
{z,} € A vazZi dalim,_,o x, =2 € X povlaci x € A.

Teorema 1.1.2. Skup A C X je kompaktan ako i samo ako svaki niz {x,} C
A ima tacku nagomilavanja u A.

Definicija 1.1.2. Niz{z,} C X je Kosijev ako za svako € > 0 postojin. € N
tako da za svako m,n € N iz m,n > n. sledi d(z,, z,) < €.

Svaki konvergentan niz je Kosijev, a ako vazi i obrat, prostor (X,d) je
kompletan.

Preslikavanje f sa metrickog prostora (X, dy) u metricki prostor (Y, dy)
je meprekidno u tacki a € X ako za svako £ > 0 postoji §. > 0 tako da
za svako © € X iz d(z,a) < . sledi d(f(x), f(a)) < e. Preslikavanje je
neprekidno na skupu A C X ako je ono neprekidno u svakoj tacki skupa A.

Definicija 1.1.3. Neka je X wvektorski prostor nad poljem K, gde je K polje
realnih ili kompleksnih brojeva. Funkcija || - || : X — [0,00) je norma na X
ako zadovoljava sledece uslove:

(1) ||z|| > 0 za svako x € X;
(i1) ||z|| = 0 ako i samo ako je x = 0;
(111) || Az|| = |A|||z|| za svako X € K i svako x € X;

(w) llz+yll < =l +[lyll 20 svako z,y € X.
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Par (X, || - ||) se tada naziva normiran prostor.

Ako je (X,]| - ||) normiran prostor, tada je funkcija d : X x X — [0, 00)
definisana sa
d(z,y) = ||x — y|| za svako z,y € X

metrika na X, koja se naziva metrika definisana normom, odn. prirodna
metrika na X. Ako nije drugacije naglaseno, podrazumeva se da je normiran
prostor metricki prostor sa prirodnom metrikom. Ako je normirani prostor
X sa prirodnom metrikom kompletan, tada se X naziva Banahov prostor.

Definicija 1.1.4. Neka je X wvektorski prostor nad poljem realnih brojeva.
Funkcija (+,-) : X x X — R je skalarni proizvod na X ako zadovoljava sledece
uslove:

(S1) (z,x) >0 za svako x € X;

(S2) (x,z) =0 ako i samo ako je x = 0;
(S3) (x,y) = (y,x) za svako x,y € X ;
(

(S4) (M1 + Aoza,y) = Ai(z1,y) + Aa(x2,y) 2za svako x1,x9,y € X 1 svako
Ao € R,

Tada se kaZe da je X realan unitaran prostor, odn. prostor sa skalarnim
proizvodom.

Ako je X unitaran prostor, moze se dokazati da je sa

12 ya svako v € X

el = (,2)
definisana norma na X, koja se naziva norma definisana skalarnim proi-
zvodom. Podrazumeva se da je svaki unitaran prostor normiran prostor sa
normom definisanom skalarnim proizvodom. Ako je X Banahov prostor,
tada se X naziva realan Hilbertov prostor.

Podsetimo se osnovnih stavova o fiksnim tackama preslikavanja na me-
trickim prostorima.

Definicija 1.1.5. Neka je X neprazan skup 1 T : X — X. KaZe se da
preslikavanje T ima fiksnu (nepokretnu) tacku ako postoji x € X tako da je

Ty =z,

i tada se element X naziva fiksna (nepokretna) tacka preslikavanja T
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Za sledec¢u teoremu, poznatu pod nazivom Banahov princip kontrakcije
se vezuje pocetak izucavanja teorije fiksne tacke na metrickim prostorima.

Teorema 1.1.3 ([8]). Neka je (X,d) kompletan metricki prostor, i neka je
preslikavanje T : X — X kontrakcija, tj. postoji broj A € (0, 1) tako da vaZi

d(Tz, Ty) < Md(x,y) za svako x,y € X.

Tada preslikavanje T ima jedinstvenu fiksnu tacku z € X, 1 T"x — z za
svako x € X.

Navodimo i vazan rezultat koji su dokazali Boyd i Wong 1969. godine, a
koji je uopstenje Banahovog principa kontrakcije.

Teorema 1.1.4 ([10]). Neka je (X,d) kompletan metricki prostor, i neka je
T : X — X preslikavanje koje zadovoljava uslov

d(Tz,Ty) < VY(d(z,y)), =x,y€ X,
gde je ¥ : P — [0,00) funkcija definisana na zatvorenju skupa
P={d(z,y) : z,y € X},
koja je poluneprekidna s desne strane na P i vaZi
U(t) <t za svakot € P\ {0}.

Tada preslikavange T 1ma jedinstvenu fiksnu tacku z, i T"x — 2z za svako
reX.

Iste godine su Meir i Keeler u radu [47] dokazali slededi opstiji rezultat.

Teorema 1.1.5 ([47]). Neka je (X,d) kompletan metricki prostor, i neka
jge T X — X preslikavanje. Pretpostavimo da za svako € > 0 postoji
d =9d(e) > 0 tako da za svako x,y € X wazi sledeéi uslov:

e <d(Tz,Ty) <e+0d=d(z,y) <e.

Tada T ima jedinstvenu fiksnu tacku z € X, i za svako x € X niz {T"x}
konvergira ka z.
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1.2 w-Rastojanja

Pojam w-rastojanja na metrickim prostorima su uveli i izucavali japanski
matematicari O. Kada, T. Suzuki i W. Takahashi u radu Nonconvex minimi-
zation theorems and fixed point theorems in complete metric spaces iz 1996.
godine. Oni su generalizovali ranije rezultate Ekelanda (“varijacioni prin-
cip”), Caristija i Takahashija o fiksnim tackama kontraktivih preslikavanja,
i dali razne primere. Za primene w-rastojanja u teoriji fiksne tacke, videti
[14, 19, 23, 24, 25, 35, 59, 61].

Definicija 1.2.1. Ako je (X,d) dati metricki prostor, tada se funkcija p :
X X X — [0,00) koja poseduje sledeéa svojstva:

(P1) za svako x,y,z € X je p(x,z) < p(x,y) + py, 2);

(P2) za svako x € X je funkcija p(x,-) : X — [0,00) poluneprekidna sa
donge strane;

(P3) za svako € > 0 postoji 6 > 0 tako da iz p(z,x) < § i p(z,y) < 9§ sledi
d(z,y) <e

naziva w-rastojanje na X .

Podsetimo se da je funkcija f : X — R, gde je (X, d) metricki prostor
poluneprekidna sa donje strane (donje poluneprekidna) u tacki z € X ako je
ili liminf, ., f(z,) = oo ili liminf, ., f(z,) > f(z) za svaki niz {z,} u X
koji konvergira ka x.

U slede¢im primerima koje su dali Kada, Suzuki i Takahashi lako se do-
kazuje na osnovu definicije da su navedene funkcije w-rastojanja.

Primer 1.2.1. Ako je (X,d) metricki prostor, tada je metrika d ujedno i
w-rastojanje na X

Primer 1.2.2. Ako je (X,]| - ||) normirani prostor, onda je funkcija p : X X
X — [0,00) odredena sa

p(x,y) = [[z]] + lyl|

za x,y € X w-rastojanje.

Primer 1.2.3. Neka je (X, || - ||) normirani prostor. Tada je sa

p(z,y) =lyl|, z,y € X

odredeno w-rastojanje na X.



GLAVA 1. UVOD 11

Primer 1.2.4. Kada ¢ dr. [29] su dali jos i sledeée primere w-rastojanja.
Neka je (X, d) metricki prostor. Svaka funkcija p : X x X — [0, 00)
definisana kao u (1)—(4) je w-rastojanje na X.

(1) p(x,y) = ¢, gde je ¢ neki pozitivan realan broj;

(2) p(x,y) = max{d(Tx,y),d(Tz,Ty)}, gde je T : X — X dato nepre-
kidno preslikavanje;

(3) Ako je X = R sa standardnom metrikom d, tada je

/I " ) du

w-rastojanje na X, gde je f : X — [0,00) neprekidna funkcija takva
da je infex [77" f(u) du > 0 za svako r > 0;

p(r,y) =

d(z,y), akoxz,y€F

(4) p(z,y) = {C, akox € Filiy & F

gde je F zatvoren i ogranicen podskup od X i ¢ > diam(F).
Sledece svojstvo je od velike vaznosti za dalja razmatranja.

Lema 1.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor, p w-rastojanje na X, x,y,z €
X proizvoljni, {x,}, {yn} nizovi v X, a {a,}, {B.} nizovi realnih brojeva
koji konvergiraju ka nuli. Tada vazi:

(1) Ako je za svako n € N p(z,,y) < an @ p(xn,2) < B, tada je y = z.
Specijalno, ako je p(x,y) =0 i p(x,z) =0, tada je y = z.

(11) Ako je za svako n € N p(n,yn) < an @ p(xn,2) < By, tada niz {y,}
konvergira ka z.

(i11) Ako je za svako m,n € N, m >n p(xp, xy) < ap, niz {z,} je Kosijev.
(iv) Ako je za svako n € N p(y, x,) < oy, niz {z,} je Kosijev.

U radu [43], Kosti¢ i dr. su uveli i proucavali koncept tzv. wg-rastojanja,
koji se neznatno razlikuje u odnosu na originalni koncept w-rastojanja iz [29],
po tome Sto se pretpostavlja da je ono donje poluneprekidno u odnosu na
obe promenljive (kada je jedna od njih fiksirana).

Definicija 1.2.2. Neka je X metricki prostor sa metrikom d. Tada se funk-
cijap: X x X — [0,00) naziva wy-rastojanje na X ako su zadovoljeni sledeci
uslovi:
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(P1) p(x,2z) < p(x,y) +py, 2), 2a svako x,y,z € X,

(P2) za svako x € X, funkcije p(x,-),p(-,x) : X — [0,00) su donje polune-
prekidne,

(P3) za svako € > 0, postoji 6 > 0 tako da iz p(z,x) < 6 i p(z,y) < 9§ sledi
d(z,y) <e.

Napomena 1.2.1. Primetimo da je pojam wg-rastojanja uveden u Definiciji
1.2.2 opstiji od standardnog pojma metrike, dok je pojam w-rastojanja opstiji
od pojma wy-rastojanja, sto je ilustrovano slede¢im primerima.

Primer 1.2.5. Neka je (X, d) metricki prostor. Preslikavanje p : X x X —
[0, 00) definisano sa

p(z,y) =k >0 zasvako z,y € X
je wo-rastojanje na X (videti [29, Example 2]). Preslikavanje p nije metrika,
posto je p(x,z) # 0 za svako = € X.
Primer 1.2.6 ([43]). Neka je skup X = [0, 00) snabdeven standardnom me-
trikom d. Neka je funkcija p : X x X — R definisana sa

p(z,y) =c€ (0,1) zasvako xz,y € X

i neka je funkcija o : X — [0, 00) definisana sa

e ,x>0
a(r) =
2 , =20

Funkcija ¢ : X x X — [0, 00) definisana sa
q(z,y) = max{a(x),c}, zasvakoz,y € X

je tada w-rastojanje na X (videti Primer 1.2.4 (1) 1[29, Lemma 3]). Medutim,
q nije wy-rastojanje na X, zato $to za proizvoljan niz {x,} C (0,00) takav
da z,, — 0 imamo
liminf ¢(x,,y) = liminf max{e ", ¢} = 1 < ¢(0,y) = max{«(0), c} = 2.
n—oo n—oo
Primer 1.2.7 ([41]). Ovde dajemo jos jedan primer w-rastojanja koje nije

donje poluneprekidna funkcija u odnosu na prvu promenljivu, kada je druga
promenljiva fiksirana.
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Neka je (X,d) metricki prostor sa w-rastojanjem p definisanim kao u
Primeru 1.2.4 (4). Neka je xg € X tacka nagomilavanja skupa X, i« : X —
[0, 00) funkcija definisana sa

olz) = {30, T = x,

2c, x # x.
Funkcija P : X x X — [0,00) definisana sa

P(z,y) = max{a(z),p(x,y)}

je takode w-rastojanje na X, Sto tvrdi Lema 3 iz [29]. Medutim, P nije
wo-rastojanje na X.

Zaista, posto je xy tacka nagomilavanja skupa X, postoji niz {z,} C X
takav da x, — xg 1 x, # xg za svako n € N. Tada imamo:

P(z0,y) = max{a(xg), p(xo,y)} = 3¢ > 2¢ = liminf P(xz,,y)

n—oo

za svako y € X, §to znaéi da P(-,y) nije donje poluneprekidna funkcija.

Napomena 1.2.2. Cesto se u radovima gde se koriste w-rastojanja (videti
npr. [62, 64]) pretpostavlja da je w-rastojanje simetricno, tj. vazi da je
p(z,y) = p(y, z) za svako x,y € X. Specijalno, u radu Takahashi i dr. [62] je
sa Wy(X) obelezen skup svih simetri¢nih w-rastojanja na datom metrickom
prostoru (X, d).

Primetimo da je svako simetri¢no w-rastojanje istovremeno i wy-rastoja-
nje u smislu Definicije 1.2.2, ali obrnuto u opstem slucaju ne vazi.

Napomena 1.2.3. Jasno je da su w-rastojanja definisana u svakom od Pri-
mera 1.2.1-1.2.4 donje poluneprekidne funkcije u odnosu na obe promenljive.
Prema tome, svi primeri w-rastojanja iz rada [29] koji su ovde prezentovani
su u stvari primeri wo-rastojanja. Stavise, w-rastojanja data u Primerima
1.2.1,1.2.21 1.2.4 pod (1) i (4) su simetri¢na.

1.3 b-Metrike i wt-rastojanja

Pojam b-metrickog prostora definisali su nezavisno jedan od drugog Bakh-
tin [7] i Czerwik [13].

Definicija 1.3.1. Neka je X neprazan skup, i neka je b > 1 realan broj.
Pretpostavimo da preslikavanje d : X x X — [0,00) zadovoljava sledeée
uslove:
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(dy) d(x,y) =0 ako i samo ako je x = y;
(dy) d(z,y) =d(y,x) za svako x,y € X;
(d3) d(x,z) <bld(z,y) +d(y, )] za svako x,y,z € X.

Tada se d naziva b-metrika, dok se par (X,d) naziva b-metricki prostor (ili
prostor metrickog tipa); konstanta b je parametar prostora (X, d).

Ocigledno, za b = 1, b-metricki prostor je metricki prostor. Za vise o poj-
movima kao Sto su konvergencija, Kosijevi nizovi, kompletnost, neprekidnost
itd. u b-metrickim prostorima, upuéujemo ¢itaoce na radove [9, 33].

Hussain ¢ dr. suuradu [21] iz 2014. uveli pojam wi-rastojanja na b-metri-
ckom prostoru po analogiji sa w-rastojanjem na metrickom prostoru, i do-
kazali izvesne teoreme o fiksnoj tacki koristec¢i wt-rastojanja na b-metrickom
prostoru sa parcijalnim uredenjem.

Definicija 1.3.2. Neka je (X,d) b-metricki prostor i neka je b > 1 dati
realan broj. Funkcija p : X x X — [0,+400) se naziva wt-rastojanje na X
ako zadovoljava sledeée uslove:

(wt1) p(x,z) < blp(z,y) + p(y, 2)] za svako z,y,z € X;

(wty) p je b-donje poluneprekidna funkcija po drugoj promenljivoj, tj. ako
r€ X iy, =y uX tada p(x,y) < bliminf, . p(x,y,);

(wt3) za svako € > 0 postogi § > 0 tako da iz p(z,x) < 0 i p(z,y) < 0 sledi
d(z,y) <e.

Podsetimo se da je realna funkcija f definisana na b-metrickom prostoru
X b-donje poluneprekidna u tacki zy u X ako je ili liminf,, ., f(x,) = oo,
ili f(zo) < liminf,, ., bf(x,), kad god su z, € X iz, — xo. Ocigledno,
za b = 1, wt-rastojanje se svodi na w-rastojanje. Ali, w-rastojanje ne mora
uvek biti wt-rastojanje. Prema tome, wit-rastojanje je opstiji pojam od w-
rastojanja.

Lema 1.3.1. [21] Neka je (X,d) b-metricki prostor sa parametrom b > 1 i
neka je p wt-rastojanje na X. Neka su {x,} i {y,} nizovi u X, i neka su
{an} 1 {Bn} nizovi u [0,+00) koji konvergiraju ka 0, i neka su dati x, y,
z € X. Tada vaze sledeca tvrdenja:

(i) Ako je p(xn,y) < an i p(Tn,2) < By za svako n € N, onda je y = z.
Specijalno, ako je p(x,y) =0 1 p(z,2) =0, tada je y = z;

(ii) Ako je p(xn,yn) < ay @ p(Tn, 2) < B, 2za svako n € N, onda y,, konver-
gira ka z;
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(111) Ako je p(xpn,xm) < an za svako n,m € N tako da je m > n, onda je
{z,} Kosijev niz;

(iv) Ako je p(y,z,) < an za svako n € N, tada je {x,} Kosijev niz.

1.4 Tacke najbolje aproksimacije

Neka su A i B neprazni podskupovi datog metrickog prostora (X, d), i
neka je T': A — B dato preslikavanje. Kao $to je poznato, osnovni problem
teorije fiksne tacke je nalazenje reSenja jednacine x = T'x, i tesno je povezan
sa mnogim problemima teorijske i primenjene matematike. Medutim, da bi
pomenuta jednacina imala reSenje, tj. da bi preslikavanje T' imalo fiksnu
tacku neophodno je da bude ANT(A) # 0. U suprotnom je d(x,Tz) > 0
za svako © € A. U takvoj situaciji prirodno je traziti tacku = € A koja je u
izvesnom smislu najbliza svojoj slici Tx. Ovakvi i sli¢ni problemi su i dalje
predmet proucavanja teorije fiksne tacke i mogu se resavati istim metodama.

Poc¢injemo izlaganjem osnovnih pojmova i tvrdenja o tackama najbolje
aproksimacije koja ¢e se koristiti u ovom radu.

Nadalje ¢emo podrazumevati da je (X,d) dati metricki prostor, A i B
neprazni podskupovi u X, 17T : A — B preslikavanje.

Uvodimo sledeée oznake (videti npr. [1, 6, 11, 27, 31, 32, 36, 63]):

d(A,B) = inf{d(z,y) : x € A,y € B}

d(y, A) = inf{d(x,y) : x € A} = d({y}, A)
Aoy ={r € A:d(z,y) = d(A, B) za neko y € B}
By ={y € B:d(z,y) = d(A, B) zaneko x € A}

Definicija 1.4.1 ([63]). Element x € A je tacka najbolje aproksimacije za
preslikavanje T ako vazi

d(z,Tx) =d(A, B).

Ako je dato neko preslikavanje g : A — A, tacka x € A je g-tacka najbolje
aproksimacije za T ako je

d(gxz,Tx) = d(A, B).

Skup svih tacaka najbolje aproksimacije preslikavanja 1" oznac¢ava¢emo sa

Best(T), a skup svih g-tacaka najbolje aproksimacije sa BY,(T') (videti [43]).
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Primer 1.4.1. Neka je dat skup X = R? sa standardnom Euklidskom metri-
kom definisanom sa

d((z1,31), (x2,52)) = /(21 — 22)2 + (Y1 — 12)?

za svako (x1,y1), (T2, y2) € R2.
Neka su skupovi A i B zadati sa

A={(r,y) eR*: -1 < z,y < —0.5}

B={(z,y) eR*:05<x,y<1}.
Tada je lako videti da je

d(A, B) = V2.
Neka je preslikavanje T': A — B analiticki zadato sa
T((z,y)) = (—x,—y) za svako (z,y) € X,

tj. T je centralna simetrija ravni R? u odnosu na koordinatni pocetak (0,0).
Tada je tacka (-0.5,-0.5) jedinstvena tacka najbolje aproksimacije za pre-
slikavanje 7' (videti Sliku 1.1).

Slika 1.1:
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Zmnacajniji tipovi preslikavanja koji se razmatraju u problemima odrediva-
nja tacaka najbolje aproksimacije su opisani sledeé¢im definicijama (videti

[63]).

Definicija 1.4.2. Preslikavanje T je kontrakcija ako je
d(Tx,Ty) < kd(z,y)

za svako x,y € A, gde je k € [0,1) konstanta.

Definicija 1.4.3. Preslikavangje T je proksimalna kontrakcija prvog tipa ako
je ispunjeno

za svako u,v,x,y € A i neko k € [0,1).

Definicija 1.4.4. Preslikavanje T se naziva proksimalna kontrakcija drugog
tipa ako vazi

dlo, Ta) = dWA B o, oy < ka (T, Ty)
(v, Ty) = d(A, B) R
za svako u,v,x,y € A i neku konstantu k € [0, 1).

Navedimo i definiciju P-svojstva.

Definicija 1.4.5 ([2, 6, 27, 52]). Ako je Ag # 0, tada se kaze da par (A, B)

poseduje P-svojstvo ako je ispunjeno

d(wy,y1) = d(A, B)
=d

d(x2,y2) = d(A, B)} = d(x1,22) = d(y1,92)

za svako x1,19 € Ay T Y1, Y2 € By.

Jasno je da za svaki neprazan skup A par (A, A) uvek ima P-svojstvo.



Glava 2

Glavni rezultati

U ovoj glavi ¢e biti prezentovani originalni rezultati autora dobijeni u
radovima [37, 38, 39, 40, 41, 42, 43].

2.1 Tacke najbolje aproksimacije u prosto-
rima sa wy-rastojanjem

Sledeé¢i rezultati su dobijeni koriséenjem simulacionih funkcija, a obja-
vljeni su u radu [43].

Podsetimo se najpre pojma simulacione funkcije (videti npr. [4, 30, 34,
48, 58, 63]).

Definicija 2.1.1. Neka je ¢ : [0,00) x [0,00) — R dato preslikavanje. Tada
se ¢ naziva simulaciona funkcija ako zadovoljava sledeée uslove:

(C1) C(t,s) <s—t za svako t,s > 0;

(C2) ako su {t,},{sn} nizovi u (0,00) takvi da je lim, o t, = lim, o0 s, >
0, onda je
lim sup (., s,) < 0.
n—oo

Napomena 2.1.1. Simulaciona funkcija je prvobitno definisana u radu Kho-
jasteh ¢ dr. [34] kao preslikavanje ¢ : [0,00) x [0,00) — R za koje vazi i
¢(0,0) = 0 pored uslova ((1) i ((2) iz Definicije 2.1.1. U radu [43] upotre-
bljava se modifikovana definicija iz rada Argoubi 7 dr. [4].

Klasu svih simulacionih funkcija ¢emo obelezavati sa Z.
Sada, navedimo neke primere simulacionih funkcija.

Primer 2.1.1 ([30]). Neka je funkcija ¢; : [0,00) X [0,00) = R, i =1,...,6
definisana sa

18
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(1) Gi(t,s) = ¥(s) — ¢(t) za svako t,s € [0,00), gde su ¢,¢ : [0,00) —
[0,00) dve neprekidne funkcije takve da je ¢(t) = ¥(t) = 0 ako i samo
akojet =01¢(t) <t < ¢(t) za svako t > 0.

(2) Coft,s) =s— %t za svako t, s € [0,00), gde su f,g : [0,00) — (0, 00)
dve funkcije neprekidne po obe promenljive, tako da je f(¢,s) > g(t, s)

za svako t, s > 0.

(3) G3(t,s) =s—(s)—tzasvako t,s € [0,00), gde je ¢ : [0,00) — [0, 00)
neprekidna funkcija takva da je ¢(t) = 0 ako i samo ako je t = 0.

(4) Ako je ¢ : [0,00) — [0,1) funkcija takva da je limsup,_,,, ¢(t) < 1 za
svako r > 0, definiSemo

Cu(t,s) = sp(s) —t zasvako t,s € [0,00).

(5) Ako je i : [0,00) — [0,00) gornje poluneprekidno preslikavanje takvo
da je n(t) <t za svako t > 01 n(0) = 0, definisemo

G(t,8) =n(s) —t forallt,s € [0,00).

(6) Ako je ¢ : [0,00) — [0,00) funkcija takva da [, ¢(u)du postoji i
Jo ¢(u) du > € za svako € > 0, definiSemo

Co(t,s) =s— /0]t ¢(u)du  za svako t, s € [0, 00).

Lako se proverava da je svaka funkcija (; (i = 1,...,6) simulaciona funkcija.

U ovom poglavlju ¢emo prosiriti rezultate o tackama najbolje aproksima-
cije iz rada [63] na prostore sa w-rastojanjem. Da bi se to moglo uéiniti,
prethodno se moraju modifikovati pojmovi proksimalnih kontrakcija (Defini-
cije 1.4.2-1.4.4).

Nadalje podrazumevamo da je (X, d) metricki prostor, p wo-rastojanje na
X, 1 Ai B neprazni podskupovi od X (koji u opstem slu¢aju nisu jednaki).
Takode, za svako x,y € X neka je

[L(.T, y) = max{p(x, y)ap(y’ Z’)}

Napomena 2.1.2. Lako se proverava da funkcija p @ X x X — [0,00) ima
slede¢e osobine:

L oplz,y)=0=z=y;
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2. u(z,y) = p(y, ), odn. u je simetriéna funkcija;
3. p(z,y) < p(x,z) + p(z,y), odn. za p vazi nejednakost trougla,
Sto ¢e redi da je p dislocirana metrika na X.

Definicija 2.1.2. Preslikavanje T je p-kontrakcija ako je

p(Tz,Ty) < kp(x,y)

za svako x,y € A, i neko konstantno k € [0,1).

Definicija 2.1.3. Preslikavanje T je p-proksimalna kontrakcija prvog tipa
ako je tacna implikacija
d(u,Tx) = d(A, B)

d(v, Ty) = d(A, B)} = p(u,v) < kp(z,y)

za svako u,v,x,y € A i neko k € [0,1).

Definicija 2.1.4. Preslikavanje T se naziva p-proksimalna kontrakcija dru-
gog tipa ako vazi
d(u,Tz) = d(A, B)

d(v, Ty) = d(4, B)} = w(Tu,Tv) < kp(Tx, Ty)

za svako u,v,x,y € A i neko k € [0,1).

Definicija 2.1.5 ([43]). Za preslikavanje T kaZemo da je Z-p-proksimalna
kontrakcija prvog tipa ako postoji simulaciona funkcija ¢ : [0, 00)%x[0,00) — R
tako da vazi

d(u,Tx) = d(A, B)

d(v,Ty) = d(A, B)} = C(p(u, v), p(z,y)) = 0

za svako u,v,x,y € A.

Definicija 2.1.6 ([43]). Preslikavanje T' je Z-p-proksimalna kontrakcija dru-
gog tipa ako vazi

fi((zjizi Z 221 g;} = C((Tu, Tv), (T, Ty)) 2 0

za svako u,v,x,y € A i neku simulacionu funkciju ¢ : [0,00) x [0,00) — R.
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Napomena 2.1.3. U slucaju p = d, pojmovi Z-p-proksimalnih kontrakcija se
svode na Z-proksimalne kontrakeije iz Tchier et al. [63].

Ako je u Definiciji 2.1.5 simulaciona funkcija ¢ data sa ((t,s) = as—t za
neko a € [0, 1), jasno je da je preslikavanje T tada p-proksimalna kontrakcija
prvog tipa. Ako je josip = d, onda je T proksimalna kontrakcija prvog tipa.

Zadrza¢emo standardne oznake iz prethodne sekcije (Ao, By, d(A, B),
d(y, A)) sa istim znacenjem. Oznake uvedene u radu [63] ¢emo prilagoditi u
skladu sa izmenama ucinjenim u definicijama proksimalnih kontrakcija. Za

T:A— Big:A— Aneka je (videti [43])
G4 ={g: (A,d) — (A, d) neprekidno : p(z,y) < p(gz, gy), Yo,y € A}
TF = {T:A— B:p(Tx,Ty) < p(Tgx,Tqy), Yx,y € A}.

Sada mozemo dokazati glavne rezultate.

Teorema 2.1.1. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog metrickog
prostora (X, d) sa wo-rastojanjem p takvi da je Ao neprazan zatvoren skup,
a ¢ :[0,00) x [0,00) — R simulaciona funkcija. Neka su g : A — A i
T : A — B preslikavanja koja zadovoljavaju sledece uslove:

a) T je Z-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa;
b) g € Ghs

¢) Ao € g(Ao);

d) T(Ao) C Bo.

Tada za proizvoljno pocetno xo € Aqy postoji niz {x,} C Ag takav da je
d(gxps1, Txy,) = d(A, B) za svako n € Ny i koji konvergira ka nekoj g-tacki
najbolje aproksimacije preslikavanja T .

Dokaz. Neka je xq € Ay proizvoljno. 1z ¢) i d) tada sledi da postoji z1 € Ay
tako da je
d(gx1,Txo) = d(A, B).

Opet, zbog ¢) i d), za x1 € Ap postoji x5 € Ap za koje je
d(gxe, Txy) = d(A, B).
Ponavljanjem ovog postupka dobijamo da za svako x,, € Ay postoji z,.1 € Ay

tako da je
d(gxpi1, Txy,) = d(A, B).

Ako prilikom konstrukeije niza (z,) za neko m > n dobijemo da je Tx,, =
Tx, onda uzimamo T,,.1 = Tpyi1.
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Zbog uslova a) i b), kao i osobine ((;) simulacione funkcije imamo

0 S C(,u(gxn+1a gxn)> ,u(xm xnfl)) < u(xn, mnfl) - N(gwnJrla gxn)

2.1.1
S ,u(xn, l‘n—l) - M(xn—l—ly xn) ( )

Dakle, sledi
W Tpa1, Tn) < p(xn, n_1), VYn €N, (2.1.2)

Ako je za neko m € N p(zp, xpm_1) = 0, sledi da je tada z,, = x,,—1, pa
je d(gxm, Txm—1) = d(gzm, Txy) = d(A,B), tj. =, je g-tacka najbolje
aproksimacije za T'.

Zato uzmimo da je p(gx,, gx,_1) > Ty, Tp_1) > 0 za svako n € N. Na
osnovu (2.1.2) je {u(x,, z,—1)} opadajuéi niz, pa postoji

lim p(z,, x,—1) =7 > 0. (2.1.3)

n—oo

Pretpostavimo da je r > 0. Iz (2.1.1) je i

N(gxn+17 gxn) < :u(xm xnfl)

za sve n. S druge strane, iz uslova b) i prethodne nejednakosti je

M(l’n+1, In) S ,U/(gmn—&—l’gxn) < /vb(xmxn—l)

za svako n. Odatle je
lim (91, gxn) = 1. (2.1.4)

n—o0

Zbog (2.1.3) i (2.1.4) i uz a), prema osobini simulacione funkcije (¢2) dobija
se

0 S lim SUPC<M(Q$n+1,gl’n),M(£L‘n, xn—l)) <0

n—oo

sto je kontradikcija. Dakle, » = 0, odn.

lim p(x,,x,-1) = 0. (2.1.5)

n—oo

Pretpostavimo da ne vazi

lim p(z,, m) = 0.
n,Mm—00

Tada postoje €9 > 0 i nizovi {my}, {nr} C Ny takvi da je my > ny > ki vazi

(T, Ty ) > €0 (2.1.6)

za svako k € N. Neka je my minimalni indeks za koji vazi (2.1.6). Tada je

N(l’nk, xmkfl) < &p.
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Odavde, koristeéi nejednakost trougla za p i (2.1.6) imamo

€0 S N(xnk7xmk) S ,U(.fcnk, xmkfl) =+ lj’(xmkflvxmk> < é&o+ M(l’mk,b xmk)

Prelaskom na grani¢nu vrednost u gornjoj nejednakosti (kad & — oo) dobija
se
lim p(xp,, Tm,) = €o. (2.1.7)

k—o0

jer je po (2.1.5) im0 p(ZTmy—1, Tm,) = 0.
Sada pokazimo da je

kh_{go (Tt 15 Ty 1) = €o. (2.1.8)

Upotrebljavajuéi nejednakost trougla za p imamo

N(Inka xmk) < M('TTLM InkJrl) + :u(xnkJrl? ‘Tmlle) + :U’<:ka+17 xmk)

M(xmﬁrla kaJrl) < N(wnkJrlv xnk) + /’l’('rnk7xmk) + :u<xmk7 xkarl)

pa pustajuéi da k — oo u zadnje dve nejednakosti, s obzirom na (2.1.5),
(2.1.7) i (2.1.8) dobijamo redom

g0 < lim (@, 41, Toyt1),
k—o00

odn.

Hm (Zn, 41, Tmet1) < €0,
k—oo

sto povlaci (2.1.8).
Na osnovu uslova a) i b), definicije niza {z,} i osobine (¢;) sledi

0 S g(/‘b(gxnk'f'l? gxmk+1)7 N(Inkv xmk))
< /I’(xnk7xmk) - :u(g:UnkJrl? gxmk+1>

< (@, , Ty ) — (Tpyt1s Tings1)

odakle, kada pustimo da k& — oo, sledi

Hm p(g%n, 415 9Tmyt1) = €0 (2.1.9)

k—o0

jer vaze (2.1.7) 1 (2.1.8).
Iz (2.1.7) i (2.1.9) se vidi da nizovi t; = p(gTn,+1,9Tmu+1) 1 Sk =
p(Zp, , T, ) imaju isti pozitivan limes. Na osnovu a) i osobine ((2) je tada

0 < limsup ((tg, sg) <0

k—o00
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sto je kontradikcija.
Prema tome, dokazali smo da je

nlrigloo,u(mn, Tm) = 0. (2.1.10)
Primenom Leme 1.2.1. onda zaklju¢ujemo da je niz {z,} Kosijev. Kako je
T, € Ay za sve n, a Ay zatvoren podskup kompletnog metrickog prostora
(X, d), to postoji lim,, o, x, = x € Ap. Onda je i lim, . gz, = gx zato §to
je g neprekidno. Takode je gx € Aq jer je gz, € Ay za sve n, a Ay zatvoren
skup. S druge strane, posto je x € Ay i vazi uslov d), za x postoji z € Ay
tako da je d(z,Tz) = d(A, B). Ponovo zbog uslova a) i ({;) imamo

0 < ¢(u(gTni1, 2), (@, ) < pl@n, ) = p(gTny41, 2)

a odatle je
(gTnt1, 2) < (@0, ) (2.1.11)

za proizvoljno n.

Pokazimo da je z = gz. Ako je z = gz, za beskona¢no mnogo vrednosti
n € N, tada je z = gx. Zato mozemo pretpostaviti da postoji ny € N tako
da je z # gz, za svako n > ng. Ako je u(gx,,z) = 0 za neko n > ny onda je
gx, = z, tako da mora biti u(gx,,z) > 0 za svako n > ng. Takode, postoji
podniz {z,, } od {z,} takav da je u(x,,,z) > 0 za svako k € N (ako to nije
slucaj, onda postoji n; € N tako da je pu(x,, ) = 0 za svako n > ny, i stoga
p(xp, x,—1) = 0 za svako n > ny, Sto je kontradikcija).

Posto je T' Z-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa i g € G, dobijamo

0 < C(M(gwnwrh Z), M(mnkv :Ij'))
< N($nk7 l‘) - M(gxnk+1v z)
< pu(gTny, 9T) — (gTny41, 2),

odakle sledi da je
M(gwnk-f—h Z) < N(Q%mgﬁ) (2112)

za svako k € N tako da je ng > ny.
Sa druge strane, slicnim rezonovanjem kao i ranije zaklju¢ujemo da je
lim pu(gzn, grm) = 0. To znaéi da za svako € > 0 postoji N, € N tako

m,n—o0
da je pu(gxn, grm) < € za svako m > n > N.. Za fiksno n € N takvo da je
n > max{ng, N}, funkcija p(gz,, -) je donje poluneprekidna; stoga, dobijamo
da je

p(gzn, gx) < linrriiogfp(gxn,gxm) <€
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Dakle,
lim p(gxn,, gzr) = 0. (2.1.13)
k—o0

Sli¢no je i klim p(gz, gz, ) = 0, §to u kombinaciji sa (2.1.13) povlaci
—00

lim p(gzy,,,g9z) = 0.
k—ro0
Sada na osnovu (2.1.12) imamo

lim p(g9n,+1,2) = 0. (2.1.14)

k—o00

Ako k — oo u nejednakosti

p(GTny, 2) < p(gTny,, GTnys1) + p(GTny41, 2),

onda iz (2.1.4) i (2.1.14) sledi da je klim p(gxn,, z) = 0. Dakle,
—00
lim p(gz,,,z) = 0. (2.1.15)
k—o0

Na osnovu (2.1.13) i (2.1.15), koristeéi Lemu 1.2.1. (i) imamo da je z = gz.
Konaéno, zbog d(z, Tx) = d(A, B) dobijamo d(gz,Tz) = d(A, B).
Da dokazemo jedinstvenost, pretpostavimo da je y tacka u A, takva da
je
d(gy, Ty) = d(A, B).
Pretpostavimo da je u(gz, gy) > p(zr,y) > 0. Posto je g € G4 1 T je Z-p-
proksimalna kontrakcija prvog tipa, imamo

0 < ((ulg, 9y), ul(z, y))
< ulz,y) — plgz, gy)
< u(x,y) — p(z,y) =0
sto vodi do kontradikcije. Zato je p(z,y) = 0, odakle sledi x = y.

Slicno se moze dokazati da je i p(x, z) = 0. Pretpostavimo da je pu(x,z) =
p(z,x) > 0. Tada je pu(gx,gr) > 0 i imamo

0 < ¢(plgz, g), p(x, x))
< p(z,x) — plge, gz)
< p(w, ) — p(x,r) =0,

Sto je kontradikcija. O
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Kada je u Teoremi 2.1.1. ¢ identicko preslikavanje kao posledica se do-
bija rezultat o egzistenciji tacke najbolje aproksimacije za Z-p-proksimalne
kontrakcije prvog tipa.

Posledica 2.1.1. Neka je (X,d) kompletan metricki prostor sa wy-rastoja-
njem p, a A © B neprazni podskupovi od X takvi da je Ag neprazan i zatvoren
skup. Neka je T : A — B dato preslikavanje koje ima osobine

a) T je Z-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa;
b) T(Ao) C Bo.

Tada za svako xo € Ao postoji niz {x,} C Ay tako da je d(zpi1,Tx,) =
d(A, B) za svako n € Ny. Svaki ovakav niz konvergira ka nekoj tacki najbolje
aproksimacije x € Ay za T.

Iz Teoreme 2.1.1. se moze izvesti i zanimljiv rezultat o g-tackama najbolje
aproksimacije p-proksimalnih kontrakcija prvog tipa.

Posledica 2.1.2. Neka je (X,d) kompletan metricki prostor sa wy-rastoja-
njem p, a A i B neprazni podskupovi od X sa osobinom da je Ay neprazan i
zatvoren podskup v X. Neka su data preslikavanjaT : A — B ig: A— A
za koja pretpostavljamo da vaze naredni uslovi

a) T je p-proksimalna kontrakcija (sa konstantom k € [0,1));
b) g € G4

¢) T(Ao) C By;

d) Ao C g(Ap).

Tada preslikavange T ima g-tacku najbolje aproksimacije u skupu Agy, odn.
postoji x € Ag tako da je d(gx,Tx) = d(A, B). Pocev od svakog xy € Ag
moze se konstruisati niz {x,} C Ag koji konvergira ka nekoj g-tacki nagjbolje
aproksimacije za T, i za svako n € Ny vaZi d(gzp41,Tx,) = d(A, B).

Dokaz. Primetimo da je p-proksimalna kontrakcija prvog tipa sa konstantom
k € [0,1) ujedno i Z-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa, ako je simulaciona
funkcija ¢ : [0, 00) x[0,00) — R definisana sa ((t, s) = ks—t za svako t, s > 0.
Kako su zadovoljeni svi uslovi Teoreme 2.1.1. izvodi se isti zakljucak. ]

Ako se u Teoremi 2.1.1. uzme p = d, onda se dobija glavni rezultat rada
Tchier i dr. [63].
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Posledica 2.1.3. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog metrickog
prostora (X, d). Pretpostavimo da je Ay neprazan i zatvoren skup. Neka su
data preslikavanja T : A — B i g : A — A koja zadovoljavaju uslove

a) T je Z-proksimalna kontrakcija prvog tipa;
b) g€ Ga;

c) T(Ag) C By,

d) Ag C g(Ao).

Tada postoji jedinstvena g-tacka nagbolje aproksimacije preslikavanja T u
A, tj. postoji jedinstveno x € A tako da je d(gx, Tx) = d(A, B). Stavise, za
svako pocetno xo € Ag postoji niz {x,} C Ay takav da je d(gzpi1,Tx,) =
d(A, B) za sven € Ny, i {z,} konvergira ka .

Prelazimo na rezultate o Z-p-proksimalnim kontrakcijama drugog tipa.

Teorema 2.1.2. Neka su A i@ B neprazni podskupovi kompletnog metrickog
prostora (X, d) sa wo-rastojanjem p, takvi da je skup T'(Ag) neprazan i zatvo-
ren. Pretpostavimo da preslikavanja T : A — B i g : A — A imaju sledece
osobine

a) T je Z-p-proksimalna kontrakcija drugog tipa;
b) T je injektivno na Ap;

c) TeTl;

d) T(Ag) C By;

e) Ay C g(Ap).

Tada postoji konvergentan niz {x,} C Ay tako da je d(gxpi1,Tx,) =
d(A, B) za svako n € Ny (gde je xy € Ay proizvoljno) a cija je granicna
vrednost x € Ay jedinstvena g-tacka najbolje aproksimacije preslikavnja T,
tj. vazi d(gz,Tx) = d(A, B), i imamo p(Txz,Tx) = 0.

Dokaz. Sliénim rezonovanjem kao u dokazu Teoreme 2.1.1. pocev od datog
zo € Ap moze se konstruisati niz {z,} tako da je d(gz,+1,Tx,) = d(A, B)
za svako n € Ny. Ako u procesu konstrukcije pomenutog niza dobijemo da
je za neke nim (m > n) Tx, = Tz, uzimamo da je Tp11 = Tpi1.

Zbog nacina konstrukcije niza x,, i uslova a) zakljucuje se da je

C(u(Tgxn, T9xpir), (Txpq,Tx,)) >0
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za svako n. Onda je na osnovu a), ¢) i osobine simulacionih funkcija ({;)

0 < C(u(T'gzn, Tgrpi1), (T, Txy))
< pw(Txp_1,Txy,) — p(Tgxn, Tgx, 1) (2.1.16)
S /L(Txnfla Txn) - M(Txn; Txn+1)

za svako n.
Odavde imamo

w(Tay, Tep) < w(Try—q, Txy,), YneN (2.1.17)

sto znaci da je niz {u(Tx,—1, Tz,)} opadajudi.
Ako je za neko m pu(Txy,—1,Tx,y,) = 0, sledi da je Tx,,—1 = Ty, pa je
tada d(gxm_1,Txm) = d(gxm_1, TTm_1) = d(A, B), i dokaz je zavrsen.
Zato nadalje smatramo da je u(Tz,_1,Tx,) > 0 za svako n € N. Stoga
postoji
lim w(Tzp—q,Tx,) =r > 0.

n—o0

Pretpostavimo da je r > 0. Iz (2.1.16) se takode moze zakljuciti da je
w(Tgx,, Tgr, 1) < W(Txpq, Txy).
Iz uslova ¢) je onda
(T, Trni1) < (1920, TgTni1) < p(Ty-1, Txy)
za svako n. Prelaskom na grani¢nu vrednost kada n — oo sledi da je i
Tim p(Tgen, Tgrna) =r.
Upotrebimo osobinu ((2) da dobijemo

0< lim sup Q(N(Tgxna Tgxn+1)7 :U’(Txn—la Txn)) <0

n—o0

Sto je kontradikcija, pa je zato r = 0, tj. pokazali smo da je

lim p(Tx,—1,Tz,) = 0. (2.1.18)

n—o0

Zatim, dokazimo da je

lim w(Tz,, Tx,,) = 0. (2.1.19)

7,1M—00
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Pretpostavimo suprotno, $to znaci da postoje € > 0 i nizovi {my}, {nx} C N
takvi da je mp >n, > ki

(T, Try,) > €

za svako k € N (i pritom je my, najmanji broj za koji ova nejednakost vazi).
Sliénim postupkom kao u dokazu Teoreme 2.1.1. se dolazi da zbog (2.1.16) i
(2.1.18) mora biti

lim (T'zp,, TTm,) = klim (T, 41, T, 1) = €. (2.1.20)
—00

k—o0

Opet na osnovu uslova a) i ¢) imamo

0< C(ﬂ(Tgxnk-&-l? Tgmmk-i-l)v M(T'rnm T:Emk))
< pu(Txp,, Temy,) — 1(T9xn,+1, TgTm, +1)
S /J/(Txnk’ T'Imk) - M(Txnk+17 T'ka"l‘l)

za sve k € N. Iz ove nejednakosti i (2.1.20) sledi

lim M(Tgmnk+l> Tgxkarl) =&

k—o0

Odavde i iz (2.1.20) vidimo da nizovi t; = pu(T9xn,+1,T9Tm,+1) 1 Sk
w(Txy, , Try,, ) imaju istu graniénu vrednost € > 0, a onda je prema ((z)

0 < limsup ((tg, sx) <0

k—o0

i dobili smo kontradikciju. Time smo dokazali da vazi (2.1.19), $to ¢e reéi da
je prema Lemi 1.2.1. niz (T'z,) Kosijev.

Prostor (X, d) je po pretpostavci kompletan, a T'(Ayp) je zatvoren podskup
od X, pa posto je Tz, C T(Ay) Kosijev niz, postoji lim, o Tx, = y €
T(Ap) € By. S obzirom da je y € T(Ap) moze se pisati y = T'u za neko
u € Ag, tj. lim, ,oo Tz, = Tu € By. Tada po definiciji skupa B, postoji
z € Ap tako da je

d(z,Tu) = d(A, B)

Kako vazi uslov e), to je z = gz za neko x € Ay, pa je
d(gz,Tu) = d(A, B) (2.1.21)

Ako Tx, = Tx vazi za beskonacno mnogo vrednosti n € N, onda je
Tx = Tu. Prema tome, moze se pretpostaviti da postoji ng € N tako da
Tx,, # Tz za svako n > ngy. Takode, postoji podniz {z,, } niza {z,} takav
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da je u(T'zy,,, Tu) > 0 za svako k € N. Ponovo, posto je T' Z-p-proksimalna
kontrakcija drugog tipa, dobijamo

0< C(H’(Tgxnk-&-la Tgx), N(Txnm Tu)) < M(Tl’nk,TU) - /‘L(Tgxnk'f‘l? TgZL')
i stoga
w(Txp, 41, Tx) < u(lTgxn,, 11, Tgxr) < u(Tx,,, Tu) (2.1.22)

za svako k € N takvo da je ny > no, jer T € T?.

Prema (2.1.19) sledi da za svako € > 0 postoji N, € N tako da je
w(Tx,, Tr,y) < € za svako m > n > N, Tada na osnovu osobine (P2)
wop-rastojanja imamo da

p(Txy,, Tu) <liminf p(Tz,, Tx,,) < €

m— 00

za bilo koje fiksno n > max{ng, N.}, odakle je

lim p(Tx,,,Tu) =0 (2.1.23)

k—o0
i slicno klim p(Tu,Tx,,) = 0, pa je klim w(Txy,, ,Tu) = 0. Iz poslednje
—00 —00
jednacine i (2.1.22) dobijamo klim w(Txp, 11, Tx) = 0. Uzmimo da k — oo u
—00

p(Txy, , Tr) < Ty, Ty, 1) + (TTp, 41, Tz). Prema (2.1.18) dobijamo
klim w(Txy, ,Txr) = 0. Dakle, imamo da je
—00

lim p(T'z,,,Tz) = 0. (2.1.24)

k—o0

Prema (2.1.23) i (2.1.24) i na osnovu Leme 1.2.1. (i) zaklju¢ujemo da je Tz =
Tu. Sada zamenom Tz = Tu u jednacini (2.1.21) dobijamo d(gz,Tx) =
d(A, B).

Da bismo dokazali jedinstvenost, neka je y tacka u Ag takva da je
d(gy,Ty) = d(A, B),

tj. v € BY,(T). Pretpostavimo da u(Tgx,Tgy) > u(Tx,Ty) > 0. Posto je

est

T €7T}P Z-p-proksimalna kontrakcija drugog tipa, imamo

0 < ((u(Tgx, Tgy), (Tx, Ty))
< Tz, Ty) — p(T'gz, Tgy)
< p(Tz,Ty) — p(Tz, Ty) =0

sto je kontradikcija. Dakle, u(Tx,Ty) = 0, $to znaci da je Tx = Ty. Injek-
tivnost preslikavanja 1" na Ag sada povlaci z = y.
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Konacno, pretpostavimo da je u(Txz,Tz) = p(Tx,Tz) > 0. Tada je
w(Tgx, Tgx) > 0. Slicno kao u prethodnom pasusu, imamo

0 < ¢(u(Tgr,Tgx), W(Tx,Tx))
<p(Tz,Tx) — (Tgz, Tgx)
<w(Tz,Tx) — Tz, Tx) =0

sto je kontradikcija. Prema tome, p(Tx,Tx) = 0. O

Naredno tvrdenje o egzistenciji tacke najbolje aproksimacije Z-p-proksi-
malne kontrakcije drugog tipa je specijalan slucaj Teoreme 2.1.2. kada je g
identicko preslikavanje.

Posledica 2.1.4. Neka je dat kopmletan metricki prostor (X,d) sa wg-
rastojanjem p, A, B C X sa osobinom da je A # () # B, i neka je preslikava-
nje T : A — B takvo da je T(Ag) zatvoren i neprazan skup. Pretpostavimo
da za preslikavanje T vazi

a) T je Z-p-proksimalna kontrakcija drugog tipa;
b) T je injektivno na Ap;
C) T(Ao) g Bo.

Tada postoji jedinstvena tacka najbolje aproksimacije x € Ay preslikavanja
T, tj. d(z,Tx) = d(A, B), i vazi p(Tx,Tx) = 0. Stavise, za svako xo € Ag
postogi niz {x,} C Ao koji konvergira ka tacki najbolje aproksimacije za T, i
vazi d(xpyq1, Tx,) = d(A, B) za svako n € Ny.

Kao posledica se opet moze dobiti glavni rezultat rada Tchier i dr. [63]

Posledica 2.1.5. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog metrickog
prostora (X, d), takvi da je skup T(Ag) neprazan i zatvoren. Pretpostavimo
da preslikavanja T : A — B i g: A — A imaju sledece osobine

a) T je Z-proksimalna kontrakcija drugog tipa;
b) T je injektivno na Ap;

c) T ey,

d) T(Ao) C By;

e) Ao C g(Ap).
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Tada T ima jedinstvenu g-tacku najbolje aproksimacije x u skupu A, tj.
postoji jedinstveno x € A za koje je d(gx,Tx) = d(A, B). Pritom, postoji
niz {x,} C A tako da je d(gr,1,Tx,) = d(A, B) za svako n € Ny (gde je
xo € Ao proizvolino) i lim, o x, = .

Primer 2.1.2. Neka je dat skup X = [0, 00) sa standardnom metrikom
d(z,y)=|r—y| zasvakoz,ye X
i wp-rastojanjem p definisanim sa

p(x,y)=x+y zasvako z,y € X.
Tada imamo da je p(z,y) = max{p(z,y),p(y,2)} = v+ y. Neka je A =
0,4 u{1,2}i B=0,] U{1,2}.

Zatim, definisimo preslikavanje T': A — B sa Tz = 7 ako = € [O,i ,
iT1 =2, 72 = 1. Takode definiSemo simulacionu funkciju ¢ : [0,00) X
[0,00) = R kao ¢ (t,s) = as — t,a € [}, 1) za svako s,t € [0, 00).

Lako se proverava da je d(A,B) =0, Ay = By = B, kaoida je T Z-p-
proksimalna kontrakcija prvog tipa, kao i da vazi Bey(T) = {0}, tj. =0
je jedinstvena tacka najbolje aproksimacije preslikavanja T koja zadovoljava
uslove u zakljucku Posledice 2.1.1.

2.2 R-Funkcije

Rezultati izlozeni u prethodnoj sekciji su dalje poboljsani u radu [41] uz
pomo¢ R-funkcija. Nastavljamo sa glavnim rezultatima rada [41].

Inspirisani simulacionim funkcijama koje su uvedene u radu Khojasteh ¢
dr. [34], koncept R-funkcije su predlozili Roldédn Lépez de Hierro i Shahzad
u svom radu [57] iz 2015. Od tada, mnogi autori su dali svoj doprinos
proucavanju teorije fiksne tacke, kao i tacaka najbolje aproksimacije pomocu
R-funkcija, videti npr. Nastasi ¢ dr. [51], Zarinfar ¢ dr. [64], Pirbavafa i dr.
[54], Gholizadeh i Karapmar [18], i Karapmar i Khojasteh [31].

Definicija 2.2.1. Neka je A C R neprazan skup, i neka je o : A x A — R
dato preslikavanje. KaZemo da je o R-funkcija ako vazZe sledeci uslovi:

(01) an — 0 za svaki niz {a,} C (0,00) N A takav da je o(ani1,an) > 0 za
svako n € N;

(02) za svaka dva niza {a,},{b,} C (0,00) NA takva da je lim, - a, =
lim, yoob, = L >0, L < a, i o(an,b,) > 0 za svako n € N, imamo
L=0.
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Familija svih R-funckcija sa domenom A x A se obelezava sa Ry.
Ako jos vazi i sledeéi uslov, tada se p naziva jaka R-funkcija. Klasa svih
jakih R-funkcija definisanih na domenu A x A se oznacava sa Rj.

(03) akosu{a,},{b.} C (0,00)NA dva niza takvi da je b, — 01 o(a,,b,) >
0 za svako n € N, tada je a, — 0.

Sledeéi primeri R-funkcija se mogu naéi npr. u [18, 31, 34, 57, 64].
Primer 2.2.1.  (a) o(t,s) = sp(s)—t, gde je ¢ : [0,00) — [0, 1) preslikavanje
takvo da je limsup,_,,, ¢(t) < 1 za svako s € (0, 00);

(b) o(t,s) = sp(s) —t, gde je ¢ : [0,00) — [0,1) preslikavanje takvo da
lim,, o ¢(t,) = 1 povlaci lim,, o t, = 0 za svaki niz {t,} C [0, 00);

(c) o(t,s) = ¢(s) —t, gde je ¢ : [0,00) — [0,00) funkcija za koju vaze
sledeci uslovi:

(1) ¢(0) =0;
(ii) ¢(t) > 0 za svako t > 0;

(ii) za svako € > 0 postoji § > 0 tako da je ¢(t) < e za svako t €
e, +6);

(d) o(t,s) =C((t,s), gde je ¢ : [0,00) x [0,00) — R simulaciona funkcija;
(e) Q(ta S) = ¢(8) - ()0(8) - ¢<t>7 gde su ¢790 : [07 OO) - [07 OO) funkcije
takve da je 1) neopadajuca i neprekidna zdesna, dok je ¢ donje polu-
neprekidna i vazi ¢=1({0}) = {0};
(8) oft,s) =se™" —t;
(h) of(t,s) =In(s+1) —t.
Sada dajemo definiciju R-proksimalnih kontrakcija uvedenu u radu [41].

Definicija 2.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor sa wo-rastojanjem p i () #
A, B C X. Preslikavanje T : A — B takvo da vaZi

d(u,Tv) = d(A, B)

d(z, Ty) = d(A, B)} = o0 ((u, ), p(v,y)) >0

za svako u,v,x,y € A (gde je o : A x A — [0,00) jaka R-funkcija i
{p(z,y) : z,y € X} C A) se naziva R-proksimalna kontrakcija prvog tipa.
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Preslikavanje T se naziva R-proksimalna kontrakcija drugog tipa ako vazi

d(u, Tv) = d(A, B)
= Tu, T Tv,Ty)) >0
za svako u,v,x,y € A.
Slede¢e pomocno tvrdenje se koristi u dokazima glavnih rezultata.

Lema 2.2.1. Neka je (X,d) kompletan metricki prostor sa wy-rastojanjem
p, i neka je {x,} niz elemenata u X takav da je

lim u(x,, 2pe1) = 0. (2.2.1)

n—oo
Tada vazi jedno od sledeca dva tvrdenja:
(1) iy, n—yoo p(ZTn, Trm) = 0; ili:

(i1) postoji € > 0 i dva podniza {x,,} i {z,,} niza {x,} sa my > ny za
svako k € N, takvi da je pi(xy,, Tm,) > € za svako k € N ¢

lim /.L(l'nk,i[fmk) = lim (xnkflaxmkfl) =&
k—o0 k—o0

Dokaz. Pretpostavimo da (i) nije taéno. Tada postoje € > 0 i nizovi {my},
{nr} CNU{0} sa my > n, > k tako da je

W(Zpy, Tmy) > € (2.2.2)
za svako k € N. Neka je my minimalni indeks za koji vazi (2.2.2). Tada je

(T s Tnp—1) < € (2.2.3)

za svako k € N. Odavde, koristeé¢i nejednakost trougla za u zajedno sa (2.2.2)
i(2.2.3) imamo

€< :u(xnk’ Imk) < :U’(xnw ‘rmk_l) + /’L(xmk_17xmk) <&+ M(xmk—l’xmk)'

Prelaskom na grani¢nu vrednost u gornjoj nejednakosti (kad k& — oo) dobija
se
Um (2, , Tm,) =€ (2.2.4)

k—o0
jer je po (2.2.1) limg—yoo f(Tmy—1, Ty, ) = 0.
Sada pokazimo da je

Hm pu(2n,—1, Tmy—1) = €. (2.2.5)

k—o00
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Upotrebljavajuéi nejednakost trougla imamo

(T =15 Tp—1) < (=1, Ty ) + (T s Ting ) + (T s Ting—1)

M(xnkv xmk) S ,u(wnk, xnk—1> + H(xnk—la :L‘mk—l) +p(xmk—17 xmk)

pa pustajuéi da k& — oo u zadnje dve nejednakosti, s obzirom na (2.2.1) i
(2.2.4) dobijamo redom

lim M(xnk—la xmk—l) S g,

k—o0
odn.
8 S ]'lm /"L(Ink—17‘rmk—1>?
k—o0
sto jedno sa drugim povlaci (2.2.5). O

Sada se moze formulisati prvi glavni rezultat iz [41].

Teorema 2.2.1. Neka su A i@ B neprazni podskupovi kompletnog metrickog
prostora (X, d) sa wg-rastojanjem p takvi da je Ag neprazan zatvoren skup.
Neka su g : A — AiT : A — B preslikavanja koja zadovoljavaju sledece
uslove:

(a) T je R-proksimalna kontrakcija prvog tipa;
(b) T(Ao) C By

(c) plgr, gy) = p(x,y) za svako x,y € X;

(d) g je neprekidno; i

(e) Ao C g(Ao).

Tada postoji jedinstvena tacka z € za koju je d(gz,Tz) = d(A,B) i
p(z,2) = 0. Stavise, za proizvolino pocetno xo € Ay postoji niz {x,} C Ay
takav da je d(gxni1, Txy,) = d(A, B) za svako n € NU {0} i koji konvergira
ka nekoj g-tacki najbolje aproksimacije preslikavanja T

Dokaz. Neka je xg € Ay proizvoljno. Zbog uslova (b) i (e) tada sledi da
postoji z1 € Ay tako da je

d(gzy,Txg) = d(A, B).
Opet, zbog (b) i (e), za x1 € Ay postoji x2 € Ay za koje je

d(gxe, Txy) = d(A, B).
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Ponavljanjem ovog postupka dobijamo da za svako x,, € Ag postoji z,41 € Ay
tako da je
d(grni1, Tx,) = d(A, B).

Ako postoji ng € N tako da je pu(x,y—1,%n,) = 0, onda je x,,_1 = xp,, Sto
po konstrukeiji niza {z,} znaci da je d(gzn,—1,T%n,) = d(9Tny—1,TTpny—1) =
d(A, B), tj. x,,-1 je g-tacka najbolje aproksimacije za preslikavanje T', i
dokaz je zavrsen.

Zato bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je p(z,_1,z,) > 0
za svako n € N.

Pokazimo da niz {x,} konvergira. Posto je T' R-proksimalna kontrakicja
prvog tipa imamo

0 < o(u(9Zn, 97n11), (Tn-1,70)) = o(p(Tp, Tpi1), (Tp-1,Tn)).

Dakle, na osnovu osobine R-funkcije (o;) sledi

Tim p(@n_1,2,) = 0.

Dokazimo sada da je

lim p(z,, zm) =0. (2.2.6)
m,n—o0
Pretpostavimo suprotno, tj. da limes u (2.2.6) nije nula. Tada po Lemi
2.2.1 postoji € > 01 dva niza {my},{nr} C N sa my > ny za svako k € N
tako da je

W(Zp,, Tm,) > € (2.2.7)
za svako k € N i
lIm p(zn,, Tm,) = Um pw(Tn, -1, Tmyp—1) = €. (2.2.8)
k—ro0 k—ro0

Posto je T" R-proksimalna kontrakcija prvog tipa i zadovoljen je uslov (c),
to je

0< Q(ﬂ(ngkagxmk)a M(mnk—hxmk—l)) - Q(/‘L(xnk7xmk)’u(xnk—17 xmk—l))

za svako k € N. Sada stavimo ay, := (@, Tm, ) 1 bk = p(@p,—1, Tm,—1) za
svako k € N. Prema poslednjoj nejednakosti i zbog osobine (g5), kao i (2.2.7)
i (2.2.8) dobija se

lim ap = lim b, = 0,
k—o0 k—oo

sto je kontradikcija. Stoga vazi (2.2.6).
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Primenom Leme 1.2.1 iz (2.2.6) onda zakljuc¢ujemo da je niz (z,) Kosijev.
Kako je z, € Ay za svako n € N, a Ay zatvoren podskup kompletnog
metrickog prostora (X,d), to postoji lim, .oz, = z € Ay. Onda je i
lim,, o gz, = gz zato $to je g neprekidno prema uslovu (d). Takode je
gz € Ag jer je gr, € Ay za sve n, a Ag zatvoren skup. S druge strane,
posto je z € Ag i po uslovu (b) je Tz € By, za z postoji u € Ay tako da je
d(u,Tz) =d(A, B).

Da bismo kompletirali dokaz, treba jos dokazati da je u = gz ip(z, z) = 0.

Ako je u = gx, za beskonacno mnogo indeksa n € N, onda je u = gz.
Stoga pretpostavimo da postoji ng € N tako da je u # gz, za svako n > ny.
Ako je u(gr,,u) = 0 za neko n > ng, onda je gr, = u, pa mora biti
p(gzn,u) > 0 za svako n > ngy. Takode, postoji podniz {z,, } niza {z,}
takav da je p(x,,,z) > 0 za svako k € N (ako to nije ta¢no, onda postoji
N € N takvo da je p(z,,2) = 0 za svako n > N, i onda je pu(zp_1,2,) =0
za svako n > N, §to je u suprotnosti sa nasim pretpostavkama). Pored toga
je i p(gzn,,u) > 0 za svako k € N takvo da je ny > ng. Da bi se dokaz po-
jednostavio, bez gubljenja opstosti ¢emo od sada identifikovati podniz {z,, }
sa celim nizom {z,}.

Na osnovu (2.2.6) za proizvoljno ¢ > 0 postoji N. € N tako da je
p(xp, xm) < € za sve m,n € N za koje je m > n > N.. Za fiksno n € N tako
da je n > max{ng, N.} funkcija p(x,,-) je poluneprekidna sa donje strane,
pa je zato

p(Tn, z) < liminf p(z,, ) < .

m—0o0
Odatle je lim, o0 p(2n, 2) = 0. Slicno je i lim, . p(z, x,) = 0, Sto zajedno
sa prethodnom jednakosti daje

lim u(x,,z) = lim p(gz,, gz) =0. (2.2.9)
n—oo

n—oo

Uzmimo sada da je a, := pu(gzn1,u) i b, := pu(x,, z) za svako n € N. Onda
koristeéi osobinu R-funkcije (o3) uz (2.2.9) dobijamo

lim p(gx,41,u) = 0. (2.2.10)

n—oo

Kona¢no, iz (2.2.9) i (2.2.10) zaklju¢ujemo da je gz = w na osnovu Leme
1.2.1 (i). Jedinstvenost se sada lako pokazuje pomocu osobine (o), kada se

uzme da je {a,} konstantan niz definisan sa a, = p(gv,gz) = (v, 2) za
svako n € N, gde je v € A takvo da je d(gv,Tv) = d(A, B). Analogno se
pokazuje i da je p(z,z) = u(z,2) = 0. ]

Na slican nacin se pokazuje i naredni rezultat o tackama najbolje aprok-
simacije za R-proksimalne kontrakcije drugog tipa.



GLAVA 2. GLAVNI REZULTATI 38

Teorema 2.2.2. Neka su A i@ B neprazni podskupovi kompletnog metrickog
prostora (X, d) sa wy-rastojanjem p takvi da je T'(Ag) neprazan zatvoren skup.
Neka su g : A — AiT : A — B preslikavanja koja zadovoljavaju sledece
uslove:

(a) T je R-proksimalna kontrakcija drugog tipa;
(b) T(Ap) C By;

(c) T je injektivno na Ap;

(d) p(Tgzx,Tgy) = p(Tz, Ty) za svako x,y € X;
(e) g je neprekidno; i

(f) Ao C g(Ao).

Tada postoji jedinstvena tacka z € za koju je d(gz,Tz) = d(A,B) i
p(Tz,Tz) = 0. Stavise, za proizvoljno pocetno xy € Aqy postoji niz {x,} C Ay
takav da je d(gxni1, Txy,) = d(A, B) za svako n € NU {0} i koji konvergira
ka nekoj g-tacki najbolje aproksimacije preslikavanja T .

Dokaz. Neka je xp € Ay proizvoljno. Zbog uslova (b) i (f) tada sledi da
postoji 1 € Ay tako da je

d(gx1,Txo) = d(A, B).
Opet, zbog (b) i (f), za z1 € Ap postoji x5 € Ay za koje je
d(gxe, Txy) = d(A, B).

Ponavljanjem ovog postupka dobijamo da za svako x,, € Ay postoji z,.1 € Ay
tako da je
d(gxpy1, Txy,) = d(A, B).

Ako postoji ng € N tako da je p(Txpy—1,T2n,) = 0, onda je Tpy—1 = Ty,
sto po konstrukeiji niza {x, } znaci da je d(gzny—1, T%n,) = d(gTng—1, TTpng—1)
= d(A, B), tj. xn,—1 je g-tacka najbolje aproksimacije za preslikavanje 7', i
dokaz je zavrsen.

Zato bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je u(Tz,—1, Tx,) >
0 za svako n € N.

Pokazimo da niz {T'z, } konvergira. Posto je T" R-proksimalna kontrakicja
drugog tipa imamo

0 < o(u(Tgan, Tgrnir), (201, Txy))
= o(p(Txp, Txpy1), (T, Ty)).
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Dakle, na osnovu osobine R-funkcije (o;) sledi

lim u(Tz, 1, Tx,) = 0.

n—00

Dokazimo sada da je

lim w(Tz,, Tx,,) = 0. (2.2.11)

m,n—00

Pretpostavimo suprotno, tj. da limes u (2.2.11) nije nula. Tada po Lemi
2.2.1 postoji € > 01 dva niza {my},{nr} € N sa my > ny za svako k € N
tako da je

w(Txy, , Try,) > € (2.2.12)

za svako k € N i

lim w(T'wp,, TTp,) = Uim p(Txn, 1, Tam,—1) = €. (2.2.13)

k—o0 k—o0

Posto je T' R-proksimalna kontrakcija drugog tipa i zadovoljen je uslov
(d), to je
0 <o(u(Tgn,, Tgrm,), (T Tn,—1, T, 1))
:Q(N’(Tm”k ) Txmk)’ M(Tmnk—la Txmk—l))

zasvako k € N. Sada stavimo ay, := p(Txp, , Txpm, ) i by := p(Txp, 1, TTm, 1)
za svako k € N. Prema poslednjoj nejednakosti i zbog osobine (gz), kao i
(2.2.12) i (2.2.13) dobija se

Jim o, = Jim b, =0
sto je kontradikcija. Stoga vazi (2.2.11).

Primenom Leme 1.2.1 iz (2.2.11) onda zakljuc¢ujemo da je niz (Tx,)
Kosijev. Kako je Tz, € T(Ay) za svako n € N, a T'(Ap) zatvoren podskup
kompletnog metrickog prostora (X, d), to postoji lim, o, Tx, = Tz € T(Ap).
Takode je po uslovu (b) Tz € T(Ay) C By, pa postoji u € Ay tako da je
d(u,Tz) = d(A, B). Na osnovu uslova (f) je i u = gx za neko z € Ay. Stoga
je d(gz, Tz) = d(A, B).

Dokazimo sada da je Tz = T'z.

Ako je Tx = Tx,, za beskona¢no mnogo indeksa n € N, onda je Tz = Tx.
Stoga pretpostavimo da postoji ng € N tako da je Tx # Twx, za svako
n > ng. Ako je u(Tx,,Tz) = 0 za neko n > ngy, onda je Tx,, = Tz, pa mora
biti u(Tx,, Tx) > 0 za svako n > ng. Takode, postoji podniz {x,, } niza
{z,} (koji bez gubljenja opstosti identifikujemo sa celim nizom) takav da je
w(Txy, ,Tz) >0 za svako k € N
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Na osnovu (2.2.11) za proizvoljno € > 0 postoji N. € N tako da je
w(Tx,, Tr,) < € za sve my,n € N za koje je m > n > N.. Za fiksno
n € N tako da je n > max{ng, N.} funkcija p(T'z,,-) je poluneprekidna sa
donje strane, pa je zato

p(Tx,, Tz) < liminf p(Tx,, Tz,,) < €.
m—0o0
Odatle je lim, oo p(Tx,, Tz) = 0. Slicno je i lim, o, p(Tz, Tx,) = 0, §to
zajedno sa prethodnom jednakosti daje

lim p(Tx,, Tz) = 0. (2.2.14)
n—oo
Uzmimo sada da je a,, := u(T9x,11, T9x) = (Txpq1, Tx) 1 by := p(Txy, T2)
za svako n € N. Onda koristeéi osobinu R-funkcije (p3) uz (2.2.14) dobijamo

nhjglO w(Txy 1, Tx) = 0. (2.2.15)
Kona¢no, iz (2.2.14) i (2.2.15) zaklju¢ujemo da je Tx = Tz na osnovu Leme
1.2.1 (i). Jedinstvenost se sada lako pokazuje pomocu osobine (g;), kada se
uzme da je {a,} konstantan niz definisan sa a,, := u(Tgv,Tgz) = p(Tv,Tz)
za svako n € N, gde je v € A takvo da je d(gv,Tv) = d(A, B). Analogno se
pokazuje i da je p(Tz,Tz) = u(Tz,Tz) = 0. O

Napomena 2.2.1. Ovde ¢emo navesti neke posledice nasih glavnih rezultata
koji su predstavljeni u ovom pododeljku. Ako je u Teoremi 2.2.1:

- 0:1]0,00) x [0,00) — R simulaciona funkcija, g = id4 i p = d, dobija se
Posledica 2.1 iz rada Tchier ¢ dr. [63];

- p simetricno w-rastojanje na X, i A = B, dobijamo Teoremu 9 iz rada
Zarinfar i dr. [64];

- o(t,s) = ¢(s)—t, gde je ¢ : [0,00) — [0, 00) funkcija kao u Primeru 2.2.1
(c), dobija se uopstenje rezultata o tacki najbolje aproksimacije iz rada Jleli
dr. [27]; ovde su i pretpostavke koje zadovoljavaju skupovi A i B oslabljene.

- o(t, s) definisano kao u Primeru 2.2.1 (b), i A = B, dobija se da teo-
rema o fiksnoj tacki koju je dao Geraghty [17] vazi i na prostorima sa wg-
rastojanjem.

2.3 Meir-Keelerova preslikavanja

Meir i Keeler su u radu [47] iz 1969. godine dokazali slede¢u veoma
znacajnu teoremu.
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Teorema 2.3.1. Neka je (X,d) kompletan metricki prostor, i neka je T
sopstveno preslikavanje na X. Pretpostavimo da za svako € > 0 postoji
d =4d(e) > 0 tako da za svako x,y € X, vazi sledeéi uslov:

e<d(Tz,Ty) <e+0=d(z,y) <e.

Tada T ima jedinstvenu fiksnu tacku x € X, i za svako o € X niz {T"xo}
konvergira ka x.

U ovom odeljku predstavljeni su rezultati autora iz [38], gde su razma-
trane tacke najbolje aproksimacije za preslikavanja Meir-Keelerovog tipa na
prostorima sa w-rastojanjem. Najpre su uvedeni pojmovi M K-p-proksimal-
nih kontrakcija upotrebljavajuéi koncepat w-rastojanja. Zatim su dokazani
novi rezultati o tacki najbolje aproksimacije za M K-p-proksimalne kontrak-
cije na kompletnim metrickim prostorima. Primenom glavnih rezultata, kao
posledice su izvedeni skoriji rezultati o tacki najbolje aproksimacije iz rada
Jleli i dr. [27].

Neka je (X, d) metricki prostor, p : X x X — [0, 00) w-rastojanje na X,
i neka su A i B neprazni podskupovi od X (koji ne moraju biti jednaki).

Uvodimo sledeée oznake (videti npr. [43, 63]) :

Gap=19:A—= A:p(z,y) <plgz,gy), Yo,y € A}
Top={T:A— B:p(Tx,Ty) <p(Tgx,Tgy), Vr,y € A}.

Definicija 2.3.1. Preslikavanje T : A — B se naziva M K -p-proksimalna
kontrakcija prvog tipa ako za svako € > 0 postoji 6 = d(¢) > 0 tako da vazi:

d(u,Tz) = d(A, B)

4]
o) g} = ) <48 = plu) <)
za svako u,v,x,y € A.

Definicija 2.3.2. Preslikavanje T : A — B se naziva M K -p-proksimalna
kontrakcija drugog tipa ako za svako € > 0 postoji § = 6() > 0 tako da vaZi:

d(u,Tx) = d(A, B)

d(v, Ty) = d(A, B)} = (p(Tx,Ty) < e+ = p(Tu,Tv) < )

za svako u,v,x,y € A.

Slede¢a dva pomoéna tvrdenja ¢e se koristiti u dokazu glavnih rezultata.
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Lema 2.3.1. Ako je T : A — B M K -p-proksimalna kontrakcija prvog tipa,
onda vazi:
d(u,Tx) =d(A,B

)
d(v, Ty) = d(A, B)} = p(u,v) < p(z,y)

za svako u,v,x,y € A.

Dokaz. Neka jee = p(z,y)+Aid =0(g) > 0, gde je A > 0 proizvoljno. Tada
vazi nejednakost
p(x,y) < plz,y) + A+9,

odakle sledi

p(u,v) <e=p(z,y) + A (2.3.1)
posto je T' M K-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa. Pustajué¢i da A — 0
u (2.3.1) dobijamo p(u,v) < p(x,y). ]

Lema 2.3.2. Ako jeT : A — B M K -p-proksimalna kontrakcija drugog tipa,
onda vazi:

A: g;} = p(Tu,Tv) < p(Tx,Ty)

za svako u,v,x,y € A.

Dokaz. Uzmimo da je ¢ = p(Tz,Ty) + A1 d = 6(¢) > 0 za neko proizvoljno
A > 0. Tada vazi sledeca nejednakost:

p(Tz, Ty) < p(Tx, Ty) + A+,

Sto povlaci da je
p(Tu,Tv) <e=p(Tz,Ty)+ A (2.3.2)

posto je T M K-p-proksimalna kontrakcija drugog tipa. Ako pustimo da
A — 0u (2.3.2), dobija se p(Tu, Tv) < p(Tx, Ty). ]

Sada se mogu dokazati glavni rezultati.

Teorema 2.3.2. Neka su A i B neprazni podskupovi u kompletnom me-
trickom prostoru (X,d) sa w-rastojanjem p, tako da je skup Ay neprazan i
zatvoren. Pretpostavimo da preslikavanja g: A — A 1T : A — B zadovolja-
vaju sledece uslove:

1. T je M K-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa;

2. g€ QA,p;
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3. AQ g g(A()),
4. T(Ao) C Bo.

Tada postoji jedinstvena tacka x € Ay tako da vazi d(gz,Tx) = d(A, B)
i p(x,z) = 0. Stavise, za svako pocetno xy € Ay postoji niz {x,} C Ay koji
konvergira ka x, tako da je d(gxny1,Tx,) = d(A, B) za svako n € NU{0}.

Dokaz. Neka je xg € Ag proizvoljno. Posto je T'(Ag) € By i Ag C g(Ao),
postoji x1 € Ag tako da je

d(gx1,Txo) = d(A, B).
Slicno, za x1 € Ay postoji 9 € Ag tako da je
d(gxe, Txy) = d(A, B).

Nastavljajuci ovaj proces, za svako x,, € Ay mozemo naci z,,, € Ay tako da
je
d(gxny1, Tx,) = d(A, B).

Ako postoji ng € NU {0} tako da je

p(xnmxno-i-l) - 0, (233)

onda na osnovu Leme 2.3.1 imamo da je p(gZny+1, §Tny+2) = 0, pa je

p(xn07xno+2) p(mnoaxno—&-l) +p(1‘no+17xn0+2)
p

(Inoa xno+1) + p(9$n0+17 gxn0+2> = O;

IA A

odakle
p(xn07$n0+2) - O (234)

Medutim, primenom Leme 1.2.1 (i), zbog (2.3.3) i (2.3.4) dobijamo da je
Tpgt+2 = Tng+1, DA je tada d(ano-&-% Txno-&-l) = d(g$7"bo+1v Txno-‘rl) = d(A’ B)

Zato mozemo pretpostaviti da je p(z,_1,x,) > 0 za svako n € N. Posto je
T M K-proksimalna kontrakcija prvog tipa, na osnovu Leme 2.3.1 dobijamo

p(ganrl’ ganrQ) S p(xna anrl) S p(gxrm gmn+1) (235)

za svako n € NU{0} , §to znaci da je niz {p(gz,, 9z,+1)} C (0, 00) opadajudi.
Stoga, postoji r > 0 tako da je

P(9%n, gTni1) — r kada n — oo. (2.3.6)
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Pretpostavimo da je r > 0. Sada izaberimo § = 6(r) > 0, pa prema (2.3.6)
postoji m € NU{0} tako da je p(zpm, Tmi1) < p(9Tm, gTmi1) < r+0. Posto je
T M K-p-proksimalna kontrakcja prvog tipa, dobijamo p(gzm,11, gTmi2) < T,
sto je kontradikcija.

Dakle, imamo r = 0, tj.

n—00

Neka je € > 0 proizvoljno. Bez gubljenja opstosti, mozemo pretpostaviti
da je = 6(¢) < e. Prema (2.3.7) postoji N = N(e) € NU {0} tako da je

p(gTn, gTni1) < 6 za svako n > N. (2.3.8)
Pokazaé¢emo da za svakon > N i k € N vazi
P(gTn, gTnik) <e+96 (2.3.9)

indukcijom po k. Fiksirajmo n > N. Prema (2.3.8), (2.3.9) vazi za k = 1.
Pretpostavimo da (2.3.9) vazi za neko k € N, tj.

p(xn, xn—&-k’) < p(f}xna gxn—&-k) <e+0.
Ali onda je
p(g$n+1,9$n+k+1) <e

posto je T M K-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa. Stoga prema (2.3.8),
imamo

(920, gTnikt1) < P(9Tn, GTny1) + P(9Tni1, 9Tngns1) < 0 + €.

U (2.3.9) je § < ¢, pa je zapravo

P(92ns GTnik) < 22 (2.3.10)

za svako n > N and k € N. Drugim rec¢ima, dokazali smo da je

lim sup p(g2s, grm) = 0,

n—oo m>n
pa na osnovu Leme 1.2.1 (iii) zakljué¢ujemo da je {gz,} Kosijev niz u Ay.
Posto je (X, d) kompletan metricki prostor i Ay je zatvoren podskup od X,
postoji lim, o gz, = gr za neko x € Ay. Posto je gz, € Ay za svako
n € NU{0} i Ay je zatvoren skup, takode imamo da je gr € Ag. Sa
druge strane je gr € Ay i T(Ag) C By, pa za = postoji z € Ay tako da je
d(z,Tz) = d(A, B).
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Dokazimo da je z = gz.
Prema (2.3.10), za svako € > 0, postoji N = N(¢) € NU {0} tako da za
svako fiksno n > N vazi

(g, gr) < Himinf p(gan, gnr) < 2
— 00

odakle sledi da je
lim p(gz,, gz) = 0. (2.3.11)
n—oo
Posto je T' M K-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa, primenom Leme 2.3.1
dobijamo
P(9Tni1,2) < p(Tn, x) < p(g25, gT)
za svako n > N, §to zajedno sa (2.3.11) povlaci

lim p(gzp41,2) = 0. (2.3.12)

n—oo

Kona¢no, iz (2.3.11) i (2.3.12) zaklju¢ujemo da je z = gz na osnovu Leme
1.2.1 (i). Kako je d(z,Tx) = d(A, B), to je d(gx,Tx) = d(A, B).

Da bismo dokazali jedinstvenost, pretpostavimo da je y iz Ag takvo da je
d(gy, Ty) = d(A, B).

Pretpostavimo da je p(gz, gy) > p(z,y) > 0. Uzmimo € = p(z,y) i d = 6(¢),
pa je p(z,y) < € + . Posto je T M K-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa,
dobijamo p(gzx, gy) < € = p(x,y), Sto je kontradikcija.
Dakle,
p(x,y) =0 (2.3.13)

i simetri¢no se moze pokazati da je takode p(y, z) = 0, odakle sledi p(x,z) <
p(z,y) +py,z) =0, tj.

p(x,z) = 0. (2.3.14)
Prema Lemi 1.2.1 (i), iz (2.3.13) i (2.3.14) zaklju¢ujemo da je x = y.
Slicno se dokazuje da je p(z,z) = 0. O

Analogno Teoremi 2.3.2, mozemo dokazati slede¢i rezultat o tackama naj-
bolje aproksimacije za M K-p-proksimalne kontrakcije drugog tipa.

Teorema 2.3.3. Neka je (X, d) kompletan metricki prostor sa w-rastojanjem
p, i neka su A i B neprazni podskupovi od X tako da je Ay neprazan i zatvo-
ren. Pretpostavimo da preslikavanja T : A — B i g : A — A zadovoljavaju
sledece uslove:

1. T je M K-p-proksimalna kontrakcija drugog tipa;
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2. T €Typ;
3. AO g g(Ao),
4. T(Ao) C By.

Tada postoji tacka x € Ay tako da vazi d(gz, Tx) = d(A, B), i p(Tz,Tx) = 0.
Stavise, za svako xy € Ay postoji niz {x,} C Ay koji konvergira ka x takav
da je d(gxpi1, Tx,) = d(A, B) za savko n € NU {0}.

Ako je jos i T injektivno preslikavanje na A, tada je tacka najbolje aprok-
simacije x opisana u prethodnom paragrafu jedinstvena.

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 2.3.2, zaklju¢ujemo da za svako zy € Ay
postoji niz {x,} C Ay takav da je d(gzni1,Tz,) = d(A, B) za svako n €
N U {0}, a koji konvergira ka = € Ay tako da je

d(gx,Tz) = d(A, B)

p(Tz, Tx) =0. (2.3.15)
Sada pretpostavimo da je y € Ag joS jedna tacka (razlicita od x) takva
da je
d(gy, Ty) = d(A, B).
Ponovo, upotrebljavajuéi slican postupak kao u dokazu Teoreme 2.3.2, dobi-
jamo da je

p(Tz, Ty) = 0. (2.3.16)
Prema (2.3.15) i (2.3.16), na osnovu Leme 1.2.1 dobijamo da je Tx = T,
odakle je x = y, posto je T injektivno preslikavanje na A. O

U nastavku ¢emo pod slabijim pretpostavkama izvesti rezultate iz rada
Jleli i dr. [27] kao posledice nasih glavnih rezultata.

Da bismo to ucinili, podsetimo najpre na pojmove M K-proksimalnih
kontrakcija koje su uveli Jleli i dr. [27]:

Definicija 2.3.3. Preslikavanje T : A — B se naziva M K -proksimalna
kontrakcija prvog tipa ako za svako € > 0 postoji 6 = 6(¢) > 0 tako da vazi
d(u,Tx) = d(A, B)

d(v, Ty) :d(A,B)} = (e <d(z,y) <e+ 0 =d(u,v) <e)

za svako u,v,x,y € A.
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Definicija 2.3.4. Preslikavanje T : A — B se naziva M K -proksimalna
kontrakcija drugog tipa ako za svako € > 0 postoji § = 6(¢) > 0 tako da vazi

d(u,Tz) = d(A, B)

d(v, Ty) = d(A,B)} = (e <d(Tz,Ty) <e+6=d(Tu,Tv) < ¢)

za svako u,v,x,y € A.

Sada dokazujemo prvi glavni rezultat iz rada Jleli ¢ dr. ([27, Theorem
3.1)):

Teorema 2.3.4. Neka su A i B zatvoreni podskupovi kompletnog metrickog
prostora (X, d) tako da je skup Ay neprazan i par (A, B) ima slabo P-svojstvo.
Pretpostavimo da preslikavanja g : A — A 1T : A — B zadovoljavaju sledece
uslove:

(a) T je M K-proksimalna kontrakcija prvog, odn. drugog tipa;
(b) T(Ap) C By;
(c) g je izometrija (tj. d(gz,gy) = d(z,y) za svako x,y € X);
(d) Ao C g(Ao);

(e) T ocuvava izometricki rastojanje u odnosu na g (tj. d(Tgx,Tgy) =
d(Tx,Ty) za svako x,y € X ).

Tada, postoji jedinstvena tacka x* € A tako da je d(gz*,Tx*) = d(A, B).
Stavise, za svaki fiksni element xo € Ay, iterativni niz {x,} definisan sa
d(gxps1, Txy,) = d(A, B) konvergira ka x*.

Dokaz. Primetimo da svi uslovi Teoreme 2.3.2 (odn. 2.3.3) vaze ako uzmemo
da je p = d. Prema tome, vazi i isti zakljucak. O

Analogno se moze pokazati drugi glavni rezultat rada Jleli 7 dr. (27,
Theorem 3.5)):

Teorema 2.3.5. Neka su A © B zatvoreni podskupovi kompletnog metrickog
prostora (X, d) takvi da je Ay neprazan, par (A, B) ima slabo P-svojstvo, i B
je aproksimativno kompaktan u odnosu na A. Pretpostavimo da preslikavanja
g:A— AiT:A— B zadovoljavaju sledece uslove:

(a) T je M K-proksimalna kontrakcija prvog tipa;
(b) T(A()) Q BO,‘
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(c) g je izometrija;

(d) Ay C g(Ao).

Tada postoji jedinstvena tacka x* € A tako da je d(gz*,Tx*) = d(A, B).
Stavise, za svaki fiksni element xo € Ay, iterativni niz {x,}, definisan sa
d(gxns1, Txy,) = d(A, B) konvergira ka x*.

Napomena 2.3.1. Neka su A i B neprazni podskupovi u metrickom prostoru
(X, d) tako da je Ay # (). Onda se kaze da par (4, B) ima slabo P-svojstvo
([2, 6, 27]) ako i samo ako vazi

d(l’byl)
d(ifz,yz)

(4, B)

=d
::d@4PB)} = IT1 = To.

Takode, kaze se da je B aproksimativno kompaktan ([27]) u odnosu na A
ako svaki niz {y,} u B takav da je d(x,y,) — d(x, B) za neko x € A ima
konvergentan podniz. Primetimo da je u radu Jleli ¢ dr. [27] u formulaciji i
dokazima glavnih rezulata upotrebljavano slabo P-svojstvo i svojstvo aprok-
simativne kompaktnosti. Ovde je pokazano da su te pretpostavke suvisne.

Stavige, nasi glavni rezultati su opstiji, dok su dokazi znacajno prostiji.

2.4 ViSeznacna preslikavanja

Podsetimo se najpre definicije i osnovnih osobina Hausdorfovog rastojanja
(videti npr. [49, 55]).

Neka je (X,d) metricki prostor. Tada CB(X) oznacava familiju svih
nepraznih zatvorenih i ogranicenih podskupova u X.

Neka je H : CB(X) x CB(X) — R funkcija definisana sa

H(5,Q) = max {supd(r. Q). sup (. ) |
zE€S yeQ
za svako S, Q) € CB(X). Funkcija H se naziva Hausdorfovo rastojanje, i
moze se pokazati da je (CB(X), H) metricki prostor.
Stavise, za svako S,Q,F € CB(X) iz € S, y €  imamo

d(z,F) <d(xz,y)+d(y, F) < d(z,y) + H(Q, F);
d(z, F) <d(z,Q) + HQ, F) < H(S,Q) + H(Q, F).
Funkcija ¢ : [0,00) — [0, 00) se naziva L-funkcija ([45]) ako je ¢(0) = 0,

p(t) > 0 za svako t > 0, 1 za svako € > 0 postoji § > 0 tako da je p(t) < ¢
za svako t € [g,e + 0.
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Definicija 2.4.1 ([65]). Neka je A C R neprazan skup i neka je o : A x A —
R data funkcija. KaZemo da je o SR-funkcija ako zadovoljava uslov:

(SR) Ako je {a,} C (0,00) N A niz takav da je o(ani1,a,) > 0 za svako
n € N, onda a, — 0 kad n — oo.

Sa SR, oznacavamo klasu svih S R-funkcija sa domenom A x A.

Primer 2.4.1. Ovde navodimo neke primere SR-funkcija iz [65]:
(i) 0: A x A = R, gde je o R-funkcija;
(i) o(t,s) =((t,s), gde je ¢ : [0,00) X [0,00) — R simulaciona funkcija;
(iii) o(t,s) = p(s) —t, gde je v : [0,00) — [0,00) L-funkcija;
)

o(t,s) = sp(s) —t, gde je ¢ : [0,00) — [0, 1) preslikavanje takvo da je
limsup,_, .+ ¢(t) < 1 za svako s € (0, 00);

(iv

(v) olt,s) = sp(s) —t, gde je ¢ : [0,00) — [0,1) preslikavanje takvo da
lim,, o ¢ (t,) = 1 povlaéi lim,, o £, = 0 za svaki niz {t,} C (0, c0);

(vi) o(t,s) =¥(s)—p(s)—1(t), gdesu, ¢ : [0,00) — [0, 00) funkcije takve
da je 1) neopadajuca i neprekidna zdesna, a ¢ je donje poluneprekidna

i ({0}) = {0}
o(t,

m—tzasvakotse[O 00);

o(t, s —t za svako t, s € [0,00);

) oft,s) =
) ) =

(ix) oft,s) = ( 1) —t za svako ¢, s € [0, 00);
) o )

=5 — fo u) du gde je ® : [0,00) — [0,00) funkcija takva da
fo u) du postoji i vedi je od ¢, za svako £ > 0. O

Neka je (X, d) metricki prostor, i neka su A i B neprazni podskupovi od
X. U ovom odeljku ¢e se razmatrati viSeznacna preslikavanja oblika 7' : A —
CB(B).

Viseznacno preslikavanje T' je neprekidno ako H(Tx,,Txz) — 0 kada n —
oo za svaki niz {x,} C A koji konvergira ka nekom z € A.

Tacka © € A je tacka najbolje aproksimacije viseznacnog preslikavanja
T ako je d(z,Tx) = d(A, B). 1 za tacke najbolje aproksimacije visezna¢nih
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preslikavanja vaze iste oznake kao u prethodnim sekcijama (videti npr. [1,
36, 54]):

d(A, B) = inf{d(z,y) : x € A,y € B};
Ay ={z € A:d(z,y) = d(A, B) za neko y € B};
By ={y € B:d(z,y) = d(A, B) zaneko x € A}.

Sada mozemo dokazati glavne rezultate rada [39)].
Prvi je teorema o tackama najbolje aproksimacije za viSeznacna preslika-
vanja sa S R-funkcijama.

Teorema 2.4.1. Neka je (X, d) metricki prostor, i neka su A i B neprazni
podskupovi od X tako da je skup Ag neprazan i kompaktan. Neka je T : A —
CB(B) neprekidno viseznacno preslikavanje takvo da je Tx C By za svako
x € Ag, 1 za svako x1,x9 € Ay 1 y1 € Tx1 postoji yo € Txy tako da je

Q(d(x2792) - d(Av B),d(l‘l,y1> - d(Av B)) >0

gde je o € SRy SR-funkcija takva da je {d(x,y) — d(A,B) : © € Ag,y €
Bo} C A. Tada T ima tacku najbolje aproksimacije u Ag.

Dokaz. Neka su xq € Ag iy, € Txy dve proizvoljne tacke. Posto Tx; C By,
postoji o € Ay tako da je

d(y1,xe) = d(A, B).
Prema kontraktivnom uslovu za T, mozemo naéi y, € Txy tako da je
o(d(xq,y2) — d(A, B),d(z1,y1) — d(A, B)) > 0.
Ponovo, posto je Txy C By, postoji 3 € Ag tako da je
d(ya, v3) = d(A, B),
i mozemo naci y3 € T'x3 tako da je
o(d(zs,y3) — d(A, B),d(za,y2) — d(A, B)) > 0.

Nastavljajuéi ovaj proces mozemo konstruisati nizove {z,,} C Agi{y,} C
By takve da je
d(Yn, Tpt1) = d(A, B)

o(d(Tni1, Yns+1) — d(A, B), d(2y, yn) — d(A, B)) >0 (2.4.1)
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za svako n € N.
Ako postoji ng € N tako da je d(zn,, Yn,) — d(A, B) = 0, tada imamo

d(A, B) < d(xp,, Txy,)

< d(Zngs Yno)
=d(A, B)

sto znaci da je d(x,,, Tx,,) = d(A, B), odn. z,, je tacka najbolje aproksi-
macije za T

Prema tome, mozemo pretpostaviti da je d(z,, y,) —d(A, B) > 0 za svako
n € N.

Sada, primenjujuéi osobinu (SR) na niz {a,} C (0, cc0) definisan sa a,, :=
d(xn,yn) — d(A, B) za svako n € N, prema (2.4.1) dobijamo da a,, — 0, odn.

d(xn, yn) — d(A, B) (2.4.2)

kada n — oo.

S obzirom da je Ay kompaktan podskup od X i {z,} C Ay, postoji podniz
{zy, } niza {x,} koji konvergira ka nekom = € A,. Dokaza¢emo da je x tacka
najbolje aproksimacije za T

Zaista, za proizvoljno £ € N imamo

d(A, B) (T Ty,

<d
< d(zn,,Yn,) = d(A, B)
prema (2.4.2), odakle sledi da

d(zp,, Txy,) — d(A, B) (2.4.3)

kada k£ — oo.
Tada na osnovu (2.4.3) dobijamo

d(A,B) < d(xz,Tx)
d(z, xp,) + d(zy,,, Tx)
d

(¢, 2n,) +d(zp,, Ty, ) + HT 2y, , Tx) = d(A, B)

IA N IA

posto x,, — x kada k — oo, dok je T" neprekidno viSeznacno preslikavanje.
Konacno, zaklju¢ujemo da je d(z, Tx) = d(A, B). ]

Kao posledicu dobijamo nas sledec¢i glavni rezultat o tackama najbolje
aproksimacije za viSeznac¢na preslikavanja na kompaktnom metrickom pro-
storu, uzimajudi da je A = B = X u Teoremi 2.4.1.
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Posledica 2.4.1. Neka je (X,d) kompaktan metricki prostor, i neka je T :
X — CB(X) neprekidno viseznacno preslikavanje. Pretpostavimo da za
svako x1,x0 € X 1y, € Txy postoji ys € Txo tako da je

Q(d('r?a y2>7 d(xla 3/1)) >0

gde je o € SRy SR-funkcija takva da je {d(x,y) : x,y € X} C A. Tada T
ima fiksnu tacku u X.

Ako je u Teoremi 2.4.1 T'x jednoelementni skup za svako x € A, dobijamo
slededi rezultat o tackama najbolje aproksimacije za jednoznacna preslikava-
nja.

Posledica 2.4.2. Neka je (X, d) metricki prostor, i neka su A i B neprazni
podskupovi od X tako da je skup Ag neprazan i kompaktan. Neka jeT : A —
B neprekidno preslikavanje takvo da je T(Ag) C By, i za svako x1,x9 € Ay
imamo da vazi

o(d(xe, Txs) —d(A, B),d(xy,Txy) — d(A,B)) >0
gde je o € SRy SR-funkcija takva da je {d(x,y) — d(A,B) : © € Ag,y €
Bo} C A. Tada T ima tacku najbolje aproksimacije u Ag.

Sledeca teorema o fiksnim tackama jednoznacnih preslikavanja na kom-

paktnim metrickim prostorima se dobija kao specijalan slucaj Posledice 2.4.2
kada je A= B = X.

Posledica 2.4.3. Neka je (X,d) kompaktan metricki prostor, i neka je T :
X — X neprekidno preslikavange. Pretpostavimo da za svako x1, x5 € X vazi

o(d(zy, Txy),d(xg, Tzs)) >0

gde je o € SRy SR-funkcija takva da je {d(x,y) : x,y € X} C A. Tada T
ima fiksnu tacku u X .

U nastavku, dokazujemo verziju Teoreme 2.4.1 sa nesto drugacijim kon-
traktivnim uslovom.

Teorema 2.4.2. Neka je (X, d) metricki prostor, i neka su A i B neprazni
podskupovi od X tako da je skup Ay neprazan i kompaktan. Neka je A —
CB(B) neprekidno viseznacno preslikavanje takvo da je Tx C By za svako
x € Ag, 1 za svako x1,x9 € Ay vazZi

o(d(z1,Txy) — d(A, B),d(xa, Txs) —d(A, B)) >0

gde je 0 € SRy SR-funkcija takva da je {d(x,C) — d(A,B) : v € Ay, C C
Bo} C A. Tada T ima tacku najbolje aproksimacije u Ag.
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Dokaz. Neka su x1 € Ay i y1 € Txy; dve proizvoljne tacke. Tada postoji
9 € Ap tako da je
d(y1, x2) = d(A, B)

jer je Txy C By.
[zaberimo sada proizvoljnu tacku y, € Tz, pa zbog T'xy C By postoji
x3 € Ap tako da je
d(y2, x3) = d(A, B).

Nastavljajuéi ovaj postupak, konstruisemo nizove {z,} C Ay i {y,} C By
takve da je
d(Yn, Tny1) = d(A, B)

za svako n € N.
Takode, upotrebljavajuci kontraktivni uslov za T dobijamo

o(d(xpy1, Txpyr) — d(A, B),d(x,, Tx,) —d(A,B)) >0 (2.4.4)

za svako n € N.

Ako postojing € N tako da je d(xy,,, Tx,,)—d(A, B) = 0, onda je x,, € A
tacka najbolje aproksimacije za T'.

U suprotnom, d(z,, Tx,) — d(A, B) > 0 za svako n € N.

Tada prema (2.4.4) primenom osobine (SR) dobijamo da niz {a,} C
(0, 00) definisan sa a,, := d(z,, Tz,) — d(A, B) konvergira ka 0, odn.

d(xy, Tx,) — d(A, B) (2.4.5)

kada n — oo.
Ostatak dokaza je potpuno analogan dokazu Teoreme 2.4.1. O

Iz Teoreme 2.4.2 dobijamo slede¢u posledicu na slican nacin kao $to smo
dobili Posledicu 2.4.1 iz Teoreme 2.4.1.

Posledica 2.4.4. Neka je (X,d) kompaktan metricki prostor, i neka je T :
X — CB(X) neprekidno viseznacno preslikavanje. Pretpostavimo da za
svako x1, 19 € X vazi

o(d(xq, Txy),d(xe, Tzs)) > 0

gde je 0 € SRy SR-funkcija takva da je {d(x,C):x € X,C € CB(X)} C A.
Tada T ima fiksnu tacku u X .

Napomena 2.4.1. Primetimo da u slucaju kada je Tx jednoelementni skup
za svako x € A, Posledica 2.4.2 sledi na osnovu Teoreme 2.4.2. Ako je jos i
A = B = X, dobijamo Posledicu 2.4.3.
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Primer 2.4.2. Neka je dat skup X = R sa standardnom Euklidskom metri-
kom d: X x X — [0,00) definisanom sa:

d(z,y) = |z —y|
za svako x,y € X.
Neka je A =[-1,0] i B = [1,2]. Tada imamo:
d(A,B) =inf{|z —y|: 2z € [-1,0l,y € [1,2]} =1

i ovaj infimum se dostize za v+ =0 € Aiy =1 € B. Stoga je Ag = {0} i
By = {1}, 1 Ay neprazan kompaktan skup.
Definisimo preslikavanje 7': A — CB(B) sa:

Tz ={1,1-2z}

za svako x € A. Lako se proverava da je T neprekidno viseznacno preslika-
vanje 1 T'(0) = {1} = B,.
Konaé¢no, neka je g : [0,00) x [0,00) — R SR-funkcija zadata sa:

1, t=s5=0;
9(@8)2{

1
38 —t, usuprotnom.
Tada za 1 =29 =0€ Agiy, =1 €& Txy postoji yo =1 € Txy tako da je
o(d(za,y2) — d(A, B),d(z1,y1) — d(A, B)) = 0(0,0) = 1 > 0.
Zaklju¢ujemo da su svi uslovi Teoreme 2.4.1 ispunjeni. Zaista, 7' ima (jedin-

stvenu) tacku najbolje aproksimacije z = 0 € A,. O]

Sada primenom nasih glavnih rezultata izvodimo verziju teoreme o fik-
snim tackama iz rada Javahernia i dr. ([26, Theorem 3.1]) za neprekidna
viSeznacna preslikavanja na kompaktnim metrickim prostorima.

Pre nego sto to uc¢inimo, navodimo definiciju jakih izvodljivih funkcija.

Definicija 2.4.2 ([26]). Funkcija ¢ : R x R — R je jaka izvodljiva (strong
manageable) ako zadovoljava sledece uslove:

(V1) V(t,s) < s—t za svako s,t > 0;

(¥2) za proizvoljne nizove {t,},{s,} C (0,00) takve da je limsup,,_, . t, =

3 AP M tn 9 t’ru n
lim sup,, ., s, < 00 vaZi limsup,, % < 1.
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Teorema 2.4.3. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor, i neka je T :
X — CB(X) neprekidno viseznacno preslikavanje. Pretpostavimo da za
svako x,y € X tako da je x # y vaZi

Hd(z, Tx),d(y, Ty)) = 0
gde je V¥ jaka izvodljiva funkcija. Tada T ima fiksnu tacku v X.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je ¥ SR-funkcija, tj. da zadovoljava uslov
(SR). Tada tvrdenje sledi na osnovu Posledice 2.4.4.

Dokaz ¢e biti izveden slicno onome u [57, Lemma 16].

Neka je {a,} C (0,00) niz takav da je

Hant1,a,) >0 (2.4.6)
za svako n € N. Tada prema osobini () i (2.4.6) imamo
0 < Vaps1,an) < ap — apyy (2.4.7)

za svako n € N.
Sada na osnovu (2.4.7) sledi da je {a,} strogo opadajuéi niz pozitivnih
realnih brojeva, pa postoji
lim a, =L > 0. (2.4.8)
n—oo
Preptostavimo da je L > 0.
Neka su {t,},{sn} C (0,00) nizovi definisani sa t,, := ap41 i s, := a, za
svako n € N, tako da je
lim ¢, = lim s, =L (2.4.9)

n—oo n—oo

prema (2.4.8). Primenom osobine (¢3), a na osnovu (2.4.9), dobijamo

tTL /19 tn, n . n 19 n )y N
limsupM :hmsupa 11+ Va1, an)

n—o0 Sn n—o0o Qp,

Kona¢no, iz (2.4.6) i (2.4.10) dobijamo

<1. (2.4.10)

an, ) an, ) an, Hapi1, an
1= lim = = lim sup o< lim sup 11+ V(a1 an) <1
n—o0 Uy n—o00 (079 n—00 An
sto je kontradikcija, pa prema tome L = 0 u (2.4.8). ]

Napomena 2.4.2. Svi rezultati predstavljeni u ovom odeljku su nezavisni
od sli¢nih rezultata iz rada Pirbavafa i dr. [53], zato Sto su preslikavanja
proucavana u [53] cikli¢na.
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U nastavku predstavljamo originalne rezultate autora iz rada [40] o tacka-
ma najbolje aproksimacije za viSeznacna preslikavanja na metrickim prosto-
rima sa w-rastojanjem.

Najpre se podsetimo jos nekih osnovnih ¢injenica i pojmova koji se po-
minju u nastavku.

Definicija 2.4.3 ([5]). Neka je X neprazan skup, i neka je ¢ : X x X —
[0,00). Par (X, q) je dislocirani metricki prostor ako:

(D1) q(z,y) =0=x =1y za svako x,y € X;
(D2) q(z,y) = q(y,x) za svako z,y € X;
(D3) q(z,y) < q(z,2) + q(z,y) za svako x,y,z € X.
Neka je U familija svih funkcija ¢ : [0,00) — [0,00) sa slede¢im osobi-
nama (videti [52]):
(1) v je neopadajuéa na (0, 00);
(2) red > 7 ¢™(t) konvergira za svako t > 0 (gde je ¢™(t) n-ta iteracija
funkcije ¥ u tacki t).
Iz [52, Lemma 2.4] neposredno se dobija da vazi sledeée tvrdenje.

Lema 2.4.1. Za svaku funkciju v € V¥ vazZi da je 1(t) < t za proizvoljno
t>0.

Definicija 2.4.4 ([54]). Viseznacno preslikavanje T : X — P(X) je za-
tvoreno ako za svaka dva niza {x,} i {y,} v X takva da je x, — x € X,
Yn =y € X kadan — o0, iy, € Tx, za svakon € N, vazi da jey € Tx.

U nastavku, pretpostavljamo da je (X,d) kompletan metricki prostor
sa w-rastojanjem p, dok su A i B neprazni podskupovi od X. Sa C(X)
obelezavamo familiju svih nepraznih kompaktnih podskupova od X

Za svako z,y € X definiS§imo

q(z,y) = max{p(z,y),p(y, )}

Lako se proverava da je tada (X, ¢) dislocirani metricki prostor (videti [43]).
DefinisSemo Hausdorfovo g-rastojanje izmedu A i B kao

(A, ) = wax {supate. B).supaty. 4) |

€A yeDB

gde je q(z, B) = inf cpq(z,y). Dokaz sledeée Leme je klasican. Za vise o
osobinama funkcije H, videti [5].
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Lema 2.4.2. Neka je (X,d) metricki prostor sa w-rastojanjem p. Neka je
A, BeC(X)ih>1. Za svako x € A postoji y = y(z) € B tako da je

U radu [40] uvedena je i nova verzija P-svojstva na metrickim prostorima
sa w-rastojanjem.

Definicija 2.4.5. Neka je (X, d) metricki prostor sa w-rastojanjem p i A, B
C X. Kazemo da par (A, B) poseduge slabo P-svojstvo ako vazi

d(x1,y1) = d(w2,y2) = d(A, B) = q(21,22) < q(y1,12)
za svako x1,19 € A i Y1,y € B.
Sada mozemo dokazati glavne rezultate iz rada [40].

Teorema 2.4.4. Neka je (X, d) kompletan metricki prostor sa w-rastojanjem
p. Takode, neka su A i B neprazni podskupovi od X takvi da su skupovi Ag
i By meprazni i zatvoreni, i par (A, B) ima slabo P-svojstvo. Ako zatvoreno
viseznacno preslikavanje T : A — C(B) zadovoljava uslov

C(Hy(Tz,Ty), v (¢(x,y))) > 0 za svako z,y € A (2.4.11)

gde je ¢ : [0,00) X [0,00) = R simulaciona funkicija, ¢ € ¥, i Tx C By za
svako x € Ay, onda T ima tacku najbolje aproksimacije u Ay.

Dokaz. Nekasuxg € Agiy, € Txg dve proizvoljne tacke. Posto je Txy C By,
postoji x1 € Ap tako da je

d(z1,1) = d(A, B). (2.4.12)

Na osnovu Leme 2.4.2 postoji yo € T'zy tako da je q(y1,vy2) < Hy(Txo, T'zy).
Na osnovu (2.4.11) primenom osobine simulacionih funkcija (¢;) takode do-
bijamo
0 < C(Hy(Two, T1), 1 (q(w0,21)))
< (q(zo, 1)) — Hy(Two, T'x1),

S$to na osnovu Leme 2.4.1 povlaci Hy(Txo, Tx1) < 9 (q(z0, 1)) < q(xo,21).
Ponovo, zbog T'z1 C By mozemo naci x5 € Ay tako da je

d(za,y2) = d(A, B). (2.4.13)

Par (A, B) ima slabo P-svojstvo, paiz (2.4.12) 1 (2.4.13) sledi da je q(x1, z2) <
q(y1, y2)-
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Nastavljajuéi ovaj postupak, dobijamo dva niza {z,} C Ay i {y.} C By
tako da je

Yni1 € Ty, d(xn,y,) = d(A, B) za svako n € NU {0}, (2.4.14)

q(zo, v1) > ¥ (q(z0, 21)) > Hy(Txo, Tx1) > q(Y1,Y2)

>
> q(x1,22) > Y (q(x1, 22)) > Hy(Twq, Txo) >

q(y2:y3) > - ..
(2.4.15)

Ako postoji ng € NU {0} tako da je q(zpn,, Tno+1) = 0, onda imamo x,, =
Lno+1, 1 prema (2414) dObijamO da Yno+1 € T-Tno = Txno-&-l 1 d(xno-i-la yno-i—l)
= d(A, B), odakle dalje sledi

d(A,B) < d(xpgi1, TTpgr1) = inf{d(xpg41,2) 1 2 € TTpgr1}
S d($n0+1, yno—i-l) = d(A7 B)
Iz (2.4.16) je lako videti da vazi d(zpy+1,T%ng41) = d(A, B), odn. Z,,11
je tacka najbolje aproksimacije za T. Stoga, bez gubitka opstosti mozemo
pretpostaviti da je q(zn, z,41) > 0 za svako n € N U {0}.

U nastavku dokazujemo da je {z,} Kosijev niz. Da bismo to u¢inili,
prema Lemi 1.2.1 je dovoljno pokazati da vazi

lim sup ¢(x,, z,) = 0. (2.4.17)

n—00 ;m>n

(2.4.16)

S obzirom da je 1 neopadajuéa funkcija (osobina (¢)), indukcijom u (2.4.15)
dobijamo

Q(Tn, Tpy1) < V" (q(xo, 1)) za svako n € NU {0}. (2.4.18)

Primenom osobine (t2) sledi da je red > 3, ¥* (q(xo, 1)) konvergentan.
Prema tome, za svako € > 0 postoji ¢ = {(e) € N tako da je

> 9k (qlzo, 1)) < e. (2.4.19)
k=(
Sada za proizvoljne m,n € N tako da je m > n > ¢ imamo
m—1
(T, Tpy) < q(zk, 1) (po nejednakosti trougla za q)
k=n
m—1
< S0 (g(zo, 21)) (po (2.4.18)) (2.4.20)
k=n

V" (0, 21)) < € (po (2.4.19)).

NE

=

=/
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Na osnovu (2.4.20) zaklju¢ujemo da (2.4.17) vazi. Dakle, postoji

nh_}rgo T, =1x € Ao, (2.4.21)
zato $to je (X, d) kompletan metricki prostor, a Ag je njegov zatvoren pod-
skup.

Na slican nac¢in moze se pokazati da je {y,} takode Kosijev niz, pa takode
postoji i
nh_)rrolo Yn =Yy € DBy. (2.4.22)

Metrika d je neprekidna funkcija po obe promenljive, pa pustaju¢i da n — oo
u (2.4.14), na osnovu (2.4.21) i (2.4.22) dobijamo

d(z,y) = d(A, B). (2.4.23)

Uzimajuéi u obzir da je viseznaéno preslikavanje T zatvoreno, prema (2.4.14),
(2.4.21) i (2.4.22) dobijamo da je y € Tz, §to prema (2.4.23) znaci da

d(A,B) <d(x,Tz) = inf{d(z,2) : z € Tz} < d(x,y) = d(A, B),

tj. d(z,Tz) = d(A, B), sto ¢e reéi da je x € Ay jedna tacka najbolje aprok-
simacije za T OJ

2.5 b-Simulacione funkcije

Ovde ¢emo predstaviti originalne rezultate autora iz rada Kosti¢ i dr. [42]
o tacki najbolje aproksimacije za preslikavanja na b-metrickim prostorima sa
wt-rastojanjem uz koriS¢enje uopstenja simulacionih funkcija.

Najpre ¢emo uvesti pojam wtg-rastojanja, koji se neznatno razlikuje u
odnosu na originalni pojam wt-rastojanja iz [21], po tome $to se pretpostavlja
da je ono donje b-poluneprekidno u odnosu na obe promenljive (kada je jedna
od njih fiksirana).

Definicija 2.5.1. Neka je (X, d) b-metricki prostor sa parametrom b > 1.
Tada se funkcija P : X x X — [0,00) naziva wty-rastojanje na X ako
zadovoljava sledeée uslove:

(P) P(a,2) < b[P(a,y) + P(y, 2)], 2a svako v,y, > € X,

(Py) za svako x € X, funkcije P(x,-),P(-,x) : X — [0,00) su donje b-
poluneprekidne,

(P3) za svako € > 0, postoji & > 0 tako da P(z,x) < i P(z,y) < § povlace
d(z,y) <e.
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Primetimo da je pojam wt-rastojanja opstiji od pojma wty-rastojanja,

dok je ono opstije od standardnog pojma b-metrike, Sto je ilusturovano slede-
¢m primerima. Takode, svako wy-rastojanje je i wtg-rastojanje (kada je
b = 1), ali obrat u opstem slucaju ne vazi. Dakle, wty-rastojanje je uopstenje
wo-rastojanja.
Primer 2.5.1. Neka je (X,d) b-metricki prostor, gde je b = 2, X = R i
d(z,y) = |r—y|? za svako z,y € R i definisimo wty-rastojanje P sa P(z,y) =
|z)? + |y|? za svako z,y € R (videti [21]). Preslikavanje P nije metrika, posto
je P(z,y) =0 ako i samo ako je x = y = 0 (a ne za svako z,y € R).

Primer 2.5.2. Neka su (X,d) i P dati kao u prethodnom primeru.
Neka je funkcija a : X — [0, 00) zadata sa

oz(x):{l , x#0

c ,x=0

gde je ¢ > 2. Onda se moze pokazati da je funkcija @ : X x X — [0,00)
definisana sa

Qx,y) = max{P(z,y), a(z)}
za svako x,y € X takode wt-rastojanje na X.

Medutim, @ nije wtp-rastojanje na X. Zaista, neka je {z,,} niz u X takav
da je x, # 0 za svakon € N iz, — 0 kada n — oo. Onda imamo

Q(0,0) = max{P(0,0),a(0)} =c>2= 21im_i>%fQ(:cn, 0)

sto znaci da @(+,0) nije donje 2-poluneprekidna funkcija.

Sada uvodimo pojmove Z-P-proksimalnih kontrakcija i prosirujemo re-
zultate o tackama najbolje aproksimacije iz radova Kosti¢ i dr. [43] i Tchier
i dr. [63] na b-metricke prostore sa wty-rastojanjem.

Nedavno su Demma ¢ dr. u radu [16], kao i Mongkolkeha 4 dr. u [48] uveli
pojam b-simulacione funkcije kao uopstenje simulacione funkcije, pogodnije
za primenu na b-metrickim prostorima.

Definicija 2.5.2. b-simulaciona funkcija je svaka funkcija & : [0, +00)* — R
koja zadovoljava sledece uslove:

(&) &(bt,s) < s—bt za svako t,s > 0;
(&) ako su {t,}, {sn} nizovi u (0,+00) takvi da je

0< ngrfoo by <lim, .\ 8, <limy, 008, < bngrfm th < +o00,

tada je lim & (bt,, s,) < 0.
n—oo
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Jasno je da se u slucaju b = 1, b-simulacione funkcije svode na simulacione
funkcije.

Primer 2.5.3. [16] Neka je funkcija & : [0, +00)? — R definisana sa
(i) £(t,s) = As —t za svako t,s € [0, +00), gde je A € [0, 1).

(ii) &€ (t,s) =9 (s) — @ (t) zasvako t,s € [0,400), gde su ¢, v : [0, +00) —
[0, +00) neprekidne funkcije takve da je ¢ (t) = ¢ (t) = 0 ako i samo
akojet =019 (t) <t < p(t) zasvako t > 0.

(iii) &(t,s) = s — %t za svako t,s € [0,+00), gde su f,g : [0,+00)? —
(0, +00) funkcije neprekidne po obe promenljive, takve da je f (t,s) >
g (t,s) za svako t,s > 0.

(iv) £(t,s) = s — p(s) —t za svako t,s € [0,+00), gde je ¢ : [0, +00) —
[0, +00) donje poluneprekidna funkcija takva da je ¢ (t) = 0 ako i samo
ako je t = 0.

(v) &(t,s) = sp(s) —t za svako t,s € [0,400), gde je ¢ : [0,4+00) — [0,1)
funkcija takva da je 1im+ ¢ (t) < 1 za svako r > 0.
t—r

Svaka od funkcija definisanih u (i)-(v) je b-simulaciona funkcija.

Nedavno su simulacione funkcije i b-simulacione upotrebljene za proucava-
nje fiksnih i najboljih aproksimacionih tacaka na b-metrickim prostorima
(videti [48, 50, 56, 58, 60, 63]).

Neka je (X,d) b-metricki prostor, P : X x X — [0,00) wtg-rastojanje
na X, i neka su A i B neprazni podskupovi od X (ne obavezno jednaki).
Takode, za svako z,y € X, neka je v(z,y) := max{P(z,y), P(y,z)}. Lako
se proverava da funkcija v : X x X — [0,00) poseduje sledece osobine (za
svako z,y,z € X):

L. v(z,y) =0=>2=1y;
2. v(z,y) = viy,@);
3. v(z,y) < blv(x,2) 4+ v(z,v)]

Definicija 2.5.3. Preslikavanje T : A — B se naziva Z-P-proksimalna
kontrakcija prvog tipa ako postoji b-simulaciona funkcija & : [0, 00) x [0, 00) —
R tako da je

d(u,Tx) = d(A, B)

d(v, Ty) = d(A, B)} = §(bv(u, v), v(z,y)) 2 0

za svako u,v,x,y € A.
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Definicija 2.5.4. Preslikavanje T : A — B se naziva Z-P-proksimalna
kontrakcija drugog tipa ako je

d(u,Tz) = d(A, B)

d(v,Ty) = d(A, B)} = £(bv(Tu, Tv), v(Tx, Ty)) > 0

za svako u,v,x,y € A, gde je £ : [0,00) X [0,00) — R b-simulaciona funkcija.

Napomena 2.5.1. U slucaju da je P =dib =1 (tj. kada je d standardna
metrika), pojmovi Z-P-proksimalnih kontrakcija se svode na Z-proksimalne
kontrakcije iz rada Tchier ¢ dr. [63]. Upotrebljava¢emo istu terminologiju i
akoje P=dib> 1.

U Definiciji 2.5.3, ako je b-simulaciona funkcija & zadata sa £(t, s) = as—t
za neko a € [0, 1), preslikavanje T se naziva P-proksimalna kontrakcija prvog
tipa. Ako je pritom josi P =dib=1,T je proksimalna kontrakcija prvog
tipa.

Uvedimo sledeée oznake:

Gapr=19:(A,d) — (A,d) je neprekidno : P(x,y) < P(gz, gy), Yo,y € A}
Top={T:A— B:PTx,Ty) < P(Tgx,Tgy), Yo,y € A}.

U slucaju P =dib=1, Gap se obelezava sa G4, a Ty p sa T, (videti [63]).
Sada mozemo dokazati glavne rezultate ovog poglavlja.

Teorema 2.5.1. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog b-metrickog
prostora (X, d) sa wty-rastojanjem P, tako da je Ay neprazan i zatvoren.
Pretpostavimo da preslikavanja g : A — A 1T : A — B zadovoljavaju sledece
uslove:

a) T je Z-P-proksimalna kontrakcija prvog tipa;
b) g € Gap;

c) Ao C g(Ao);

d) T(Ag) C By.

Tada postoji jedinstvena tacka x € Ao takva da je d(gx,Tz) = d(A,B) i
P(z,z) = 0. Stavise, za svako pocetno xy € Ay postoji niz {x,} C Ay koji
konvergira ka x, takav da je d(gx,,1, Tx,) = d(A, B) za svako n € NU{0}.

Dokaz. Neka je xo € Ap proizvoljna tacka. Posto je T(Ag) € By i Ag C
g(Ap), postoji z1 € Ay tako da je d(gz1, Txo) = d(A, B). Sliéno, za z; € Ay
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postoji x5 € Ap tako da je d(gxe, Txq) = d(A, B). Nastavljajudi ovaj proces,
za svako x,, € Ag mozemo nadi x, 1 € Ag tako daje d(gx,i1,Tr,) = d(A, B).

Sada, ako postoji ng € N tako da je v(zp,, Tn,—1) = 0, onda je x,,—1 =
Tpy. Dakle, d(grpy—1,Txn,—1) = d(A,B), tj. xn,—1 je g-tacka najbolje
aproksimacije za T i teorema je dokazana. Stoga, pretpostavimo da je
v(Zy, n_1) > 0zasvakon € N. Tada je v(gz,, gr,_1) > 0 zasvakon € N jer
je g € Gap. Posto je T' Z- P-proksimalna kontrakcija prvog tipa i g € Ga p,
imamo

0 é g(by(g$n+17 gxn); V(.’L'n, xnfl))

<v(Tp, Tp1) — bV(9Tni1, 9Tn) (2.5.1)
S V(I'n, xn—l) - bV<In+17 In)

Prema tome,
V<xn+17 xn) S by('rnJrla xn) < V<~Tn7 .’L’n,1)

za svako n € N, §to znaé¢i da je niz {v(z,,z,-1)} opadajuéi. Zato postoji
r > 0 tako da je lim v(z,,z,—1) = r > 0. Pretpostavimo da je r > 0.
n—oo

Takode, prema (2.5.1) dobijamo da je
V(gTni1, 9Tn) < bU(9Tni1, 92n) < V(Tp, Tp_1)
za svako n € N. Sa druge strane, g € G4 p i zato je
Ty n) < V(GTns1, 920) < V(T Tnr)

za svako n € N. Ovo povladi da je lim v(gz,11,92,) = r. Sada, upotreblja-
n—oo

vajuci osobinu (&) b-simulacionih funkcija, dobijamo

0 S lim Supg(bl/<9xn+1agxn>7 V($n,$n,1)) < 0

n—o0

sto je kontradikcija. Dakle, imamo r = 0 Sto ¢e reéi da je

lim v(zp, z,—1) = 0. (2.5.2)
n—oo
Dokazimo sada da je
lim v(x,,x,) = 0. (2.5.3)
m,n—00

Ako (2.5.3) ne vazi, onda postoje € > 0 i nizovi {my}, {nr} C NU {0} takvi
dajemg >n, > ki
V(T , Tmy) > € (2.5.4)

za svako k& € N. Mozemo pretpostaviti da je mj; najmanji indeks za koji
(2.5.4) vazi. Tada takode imamo

V(T Tnym1) < € (2.5.5)
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za svako k € N. Upotrebljavajudi nejednakost trougla za v, iz (2.5.4) i (2.5.5)
dobijamo

€ < V(Tny, Timy) < V(T Ting—1) + OV (Tin—1, Ty ) < b+ bV (Tp—1, Tiny )

Prelaskom na grani¢nu vrednost kada k — oo, prema (2.5.2) zakljucujemo
da je

e < lim v(xy,, Tm,) < be. (2.5.6)
k—o0
Sada tvrdimo da je
klim V(T 15 Tngp1) < E. (2.5.7)
—00

Ako je lim v(zp, +1, Tm,+1) > €, onda postoji niz {ks} 1 J > 0 tako da je

k—o0

lim v(2p, 41, Ty, 41) =0 > €. (2.5.8)

5—00
Ponovo, kako je T' Z- P-proksimalna kontrakcija prvog tipa, to je
d(grn,, 41, Ty, ) = d(A, B) = d(gTm, +1, TTm,_)-

Stoga, prema osobini (£;) dobijamo

0 < §(bu(gxnks+1, gxmks+1)7 V<Inks ) xmks))
< Nng.»tm - b n ) m
V(.’L' ks T ks) l/(gx k5+1 ng k5+1) (259)
< V('Tnks ) xmks) - bV(JanS_H, xmks-i-l)
< V('Tnks7xmks) - V(xnks+17$mks+1>
za svako k € N. Iz (2.5.6), (2.5.8) i (2.5.9) sledi da je
b6 = Hm bv (2, 41, Ty, +1) < Hm v(2y, , T, ) < be, (2.5.10)
S—00 ‘ S—00 s s

sto je nemoguce, pa vazi (2.5.7). Prema tome, nizovi t; = v(2p, 41, Tmy+1) 1
v = V(T T, ) zadovoljavaju pretpostavke iz (&) (po (2.5.6) i (2.5.7)). Na
osnovu osobine (&) zakljuéujemo da je

0 < limsup &(btg, vg) < 0,

k—o0
sto je kontradikcija i stoga vazi (2.5.3).

Sada, na osnovu Leme 1.3.1 (iii), {2, } je Kosijev niz u Ay. Posto je (X, d)
kompletan b-metricki prostor i Ag je zatvoren skup u X, postoji lim,, ,. x, =
x € Ap. Stavise, zbog neprekidnosti g imamo da je i lim gz, = gx. Kako je

n—o0

gx, € Ay za svako n € Ni Ag je zatvoren, takode imamo da je gr € Ay. Sa
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druge strane, s obzirom da je x € Ay i T(Ag) C By, za x postoji z € Ag tako
da je d(z,Tx) = d(A, B).

Pokazimo da je z = gz. Ako je z = gz, za beskona¢no mnogo vrednosti
n € N, tada je z = gx. Zato mozemo pretpostaviti da postoji ng € N tako
da je z # gx, za svako n > ngy. Ako je v(gz,,z) = 0 za neko n > ng onda je
gx, = z, tako da mora biti v(gz,, z) > 0 za svako n > ng. Takode, postoji
podniz {z,,} od {z,} takav da je v(z,,,z) > 0 za svako k € N (ako to nije
slucaj, onda postoji n; € N tako da je v(z,,x) = 0 za svako n > ny, i stoga
V(Zp, Tn_1) = 0 za svako n > nq, §to je kontradikcija).

Posto je T' Z- P-proksimalna kontrakcija prvog tipa i g € G4 p, dobijamo

0< f(bl/<gxnk+1a Z)? V(xnka x))
< V(xnk7x) - bl/(gﬂjnk_H, Z)

S V(gfﬁnk,gl'> - V(gxnk—l-la Z)7

odakle sledi da je
V(9Tn,+1,2) < V(gTn, , gT) (2.5.11)
za svako k € N tako da je ng > nyg.
Sa druge strane, slicnim rezonovanjem kao i ranije zaklju¢ujemo da je
lim v(gz,,gz,) = 0. To znac¢i da za svako € > 0 postoji N, € N tako

m,n— o0
€

da je v(grn,gr,) < § za svako m > n > N.. Za fiksno n € N takvo

da je n > max{ng, N}, funkcija P(gx,,-) je donje b-poluneprekidna; stoga,
dobijamo da je

P(gz,, gz) < liminf bP(gz,, gz,,) < €.
m—r0o0

Dakle,
klim P(gxy,,gx) = 0. (2.5.12)
—00

Sliéno je i klim P(gz, gz,,) = 0, $to u kombinaciji sa (2.5.12) povlaci
—00

lim v(gx,,,gx) = 0.

k—o0

Sada na osnovu (2.5.11) imamo

lim v(gxn,+1,2) = 0. (2.5.13)

k—o0

Ako k — oo u nejednakosti

I/(g.Tnk, Z) S bV(gxnka gxnkJrl) + bV(gxnk+1: Z)a
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onda iz (2.5.2) i (2.5.13) sledi da je klim v(gxn,,z) = 0. Dakle,
—00

lim P(gxp,,z) = 0. (2.5.14)

k—o0

Na osnovu (2.5.12) i (2.5.14), koristeé¢i Lemu 1.3.1 (i) imamo da je z = gx.
Konacno, zbog d(z,Tz) = d(A, B) dobijamo d(gz, Txz) = d(A, B).

Da dokazemo jedinstvenost, pretpostavimo da je y tacka u Ag takva da
je d(gy, Ty) = d(A, B). Pretpostavimo da je v(gzx, gy) > v(z,y) > 0. Posto
je g € GapiT je Z-P-proksimalna kontrakcija prvog tipa, imamo

0 < &(bv(gz, gy), v(z,y))
<v(z,y) —bv(gr,gy)
< V<x7y) o V(xvy) =0

sto vodi do kontradikcije. Zato je v(x,y) = 0, odakle sledi x = y.
Sliéno se moze dokazati da jei P(z,x) = 0. Pretpostavimo da je v(z,x) =
P(z,z) > 0. Tada je v(gz, gx) > 0 i imamo

0 < E(bwlga, gz), v(w, 7))
<v(z,x) —bv(gz, gx)
< V('wa) o I/(QZ',.CE) =0,
sto je kontradikcija. O]

Slede¢i rezultat o tacki najbolje aproksimacije Z- P-proksimalnih kontrak-
cija prvog tipa je direktna posledica Teoreme 2.5.1 za slucaj da je g identicko
preslikavanje na A.

Posledica 2.5.1. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog b-metrickog
prostora (X, d) sa wty-rastojanjem P, tako da je Ay neprazan i zatvoren skup.
Pretpostavimo da preslikavanje T : A — B zadovoljava sledece uslove:

a) T je Z-P-proksimalna kontrakcija prvog tipa;
b) T(Ao) C Bo.

Tada postoji jedinstvena tacka najbolje aproksimacije x € Aqy preslikavanja
T, takva da je P(x,x) = 0, i za svako xo € Ay postoji niz {x,} C Ay koji
konvergira ka x, takav da je d(x,.q1,Tx,) = d(A, B) za svako n € NU{0}.

Primer 2.5.4. Neka je skup X = R snabdeven 2-metrikom

d(z,y) =|r—y|*> zasvakoz,yeX
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i wip-rastojanjem P definisanim sa
P(z,y) =2 +y*> zasvakoz,y€ X.

Tada imamo v(z,y) = max {P(z,y), P(y,z)} = 2* + y? za svako z,y € X.

Neka je A =[—1,0]i B =[1,2],inekaje T : A — B preslikavanje dato sa
Tz =1—x zasvako x € A. Sada se lako dobija da je d(A, B) =1, Ag = {0}
i By = {1}, pa je T'(Ap) = {1} = By.

Neka je 2-simulaciona funkcija £ : [0,00) x [0,00) — R definisana sa
£(t,s) = As — t za svako s,t € [0,00) (gde je A € [0,1)). Sada imamo da je
d(u, Tz) = |[u—Tz|*> = d(A, B) = 1 ako i samo ako je [u—Tz| = |u—1+z| =1,
sto je jedino moguée za u = x = 0, posto je z,u € [—1,0], i slicno, d(v, Ty) =
d(A, B) je ekvivalentno sa v = y = 0. Dakle, za u = v = x = y = 0 dobijamo

EQ2v(u,v),v(z,y)) =A-0—-2-0=0

¢ime je pokazano da je T' Z- P-proksimalna kontrakcija prvog tipa.
Zaklju¢ujemo da su svi uslovi Posledice 2.5.1 ispunjeni, i zaista, Beg (1) =
{0} i P(0,0) =0.

Iz Teoreme 2.5.1 je takode moguce izvesti interesantan rezultat za g-tacku
najbolje aproksimacije za P-proksimalne kontrakcije prvog tipa.

Posledica 2.5.2. Neka su A i B neprazni podskupovi kompletnog b-metrickog
prostora (X, d) sa wty-rastojanjem P, tako da je Ay neprazan i zatvoren.
Pretpostavimo da preslikavanja T : A — B ig: A — A zadovoljavaju sledece
uslove:

a) T je P-proksimalna kontrakcija prvog tipa u odnosu na o € [0,1);
b) g€ Gap;

c) T(Ap) C By;

d) Ay C g(Ay).

Tada postoji jedinstvena tacka x € Ay takva da je d(gx,Tz) = d(A,B) i
P(z,z) = 0. Stavise, za svako xo € Ay postoji niz {x,} C Ay koji konvergira
ka x, takav da je d(gxns1,Tx,) = d(A, B) za svako n € NU{0}.

Dokaz. Primetimo da je P-proksimalna kontrakcija prvog tipa u odnosu na
a € [0,1) takode i Z-P-proksimalna kontrakcija prvog tipa u odnosu na b-
simulacionu funkeiju € : [0, 00) X [0,00) — R definisanu sa £(t, s) = as —t za
svako t,s > 0. Tvrdenje onda direktno sledi na osnovu Teoreme 2.5.1. O
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Uzimaju¢i da je d = P u Teoremi 2.5.1, dobijamo isti rezultat u b-
metrickim prostorima.

Posledica 2.5.3. Neka su A i B neprazni podskupovi u kompletnom b-
metrickom prostoru (X, d), tako da je Ag neprazan i zatvoren. Pretpostavimo
da preslikavanja T : A — B i g: A — A zadovoljavaju sledece uslove:

a) T je Z-proksimalna kontrakcija prvog tipa;
b) g€ Ga;

c) T(Ap) C By;

d) Ay C g(Ay).

Tada postoji jedinstveno x € A tako da je d(gx,Tx) = d(A, B). Stavise, za
svako xy € Ay postoji niz {x,} C Ap takav da je d(grpi1, Txn) = d(A, B) za
svako n € NU{0}, i {z,} konvergira ka x.

Napomena 2.5.2. U Teoremi 2.5.1 i njenim posledicama, uzmimo da je b = 1.
Tada se dobijaju glavni rezultati iz rada Kosti¢ i dr. [43] o tacki najbo-
lje aproksimacije za Z-p-proksimalne kontrakcije prvog tipa sa simulacionim
funkcijama na metrickim prostorima sa wy-rastojanjem.

Naredni rezultat je teorema o g-tacki najbolje aproksimacije za Z-P-
proksimalne kontrakcije drugog tipa.

Teorema 2.5.2. Neka su A i B neprazni podskupvi u kompletnom b-metri-
¢kom prostoru (X, d) sa wty-rastojanjem P, takvi da je skup T(Ap) neprazan
i zatvoren. Pretpostavimo da preslikavanja T : A — B i g: A — A zadovo-
ljavaju sledece uslove:

a) T je Z-P-proksimalna kontrakcija drugog tipa;
b) T je injektivno na Ap;

c) T €Typ;

d) T(Ao) C By;

e) Ao C g(Ap).

Tada postoji jedinstveno x € Aqy tako da je d(gzx,Tx) = d(A,B) i P(Tx,Tx)
= 0. Stavise, za svako xq € Ay postoji niz {x,} C Ao koji konvergira ka x,
takav da je d(grn41,Txy,) = d(A, B) za svako n € NU{0}.
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Dokaz. Sliénim rezonovanjem kao u dokazu Teoreme 2.5.1 mozemo konstrui-
sati niz {x,} takav da je d(gz,41, Tx,) = d(A, B) za svako n € NU{0}. Ako
se prilikom konstrukcije niza {z,} desi da je Tz, = Tz, za ncke m > n,
onda se uzima T, 11 = Tpi1.

Posto je T' Z-P-proksimalna kontrakcija drugog tipa, imamo da je

f(bV(Tgl‘na Tgl‘n—f—l)y V<Txn—17 Txn)) Z 0

za svako n € N. Zato §to je T injektivno na Ay i T' € 7, p, upotrebljavajuci
osobinu (&) b-simulacionih funkcija dobijamo da je

0 <&(bv(Tgxn, Tgxpi1), v(TTp-1,Tx,))
<v(Txp_1,Tz,) —bv(Tgx,, Tgr,i1) (2.5.15)
<v(Tzp_1,Tx,) —v(Tx,, Trpir)

za svako n € N. Stoga imamo v(Tx,, Tx,+1) < v(Tx,—1,Tx,) za svako
n € N, odakle sledi da je niz {v(Tz,_1,Tx,)} opadajuéi.

Ako postoji ng € N tako da je v(Txpy—1,Tx,,) = 0, onda je Tx,,_1 =
Tx,, pa zbog injektivnosti T na skupu Ag sledi z,,-1 = x,,. Ali onda je
d(9xng—1, TTpny) = d(gpy, Txpny) = d(A, B) 1 x,, je g-tacka najbolje aproksi-
macije za T, tj. x,, € B, (T).

Sada, neka je v(Tx,_1,Tx,) > 0 za svako n € N. Stoga, postoji

lim v(Tx, 1, Tx,) =1 >0.

n—o0

Pretpostavimo da je r > 0. Na osnovu (2.5.15) takode zaklju¢ujemo da je
v(Tgxn, Tgrni1) < bw(Tg,, Tgrni1) < v(Tx,_1,Tx,).
Sa druge strane je T' € T, p i zato je
v(Tx,, Trp) < v(Tgr,, Tgrny) < v(Tw,_1,Tx,)

za svako n € N. Prelazeé¢i na graniénu vrednost kada n — oo dobijamo
da je lim v(Tgx,, Tgx,i1) = r. Sada na osnovu osobine (&) b-simulacionih
n— o0

funkcija, imamo

0 <limsup&(bv(Tgzpi1, T9ry), v(Txp1,Tx,)) <0

n—oo
Sto je kontradikcija, pa je r = 0.

Pokazali smo da je

lim v(Tx,_1,Tx,) = 0. (2.5.16)

n—o0
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Sada ¢emo pokazati da je

lim v(Tz,,Tz,,)=0. (2.5.17)

m,n— o0

Pretpostavimo da (2.5.17) ne vazi. Tada postoji neko € > 0 i nizovi {my},
{nr} CNU{0} sa my > n, > k tako da je

v(Tzy, ,Txy,, ) > ¢ (2.5.18)

za svako k € N. Mozemo pretpostaviti da je mj; minimalni indeks za koji
(2.5.18) vazi. Tada takode imamo

V(Txp, T, 1) < € (2.5.19)

za svako k € N. Koriste¢i nejednakost trougla za v, prema (2.5.18) i (2.5.19)
imamo
e <v(Twn,,Try,) <bv(Tr,,, Trm, 1)+ 0w (T, 1,TTy,)
<be +bv(Txp, 1, Try,).

Prelaskom na grani¢nu vrednost kada k& — oo i na osnovu (2.5.16) za-
kljucujemo da je

e < klim v(Txn,, T2, ) < be. (2.5.20)
—00
Dokazimo sada
klim V(T %11, Tmy11) < €. (2.5.21)
—00

Ako klim V(T %, 1, T, +1) > €, onda postoji niz {ks} i neko § > 0 tako da
—00

je
im v(Tp, 41, TTm, +1) =6 > €. (2.5.22)

§—00

Ponovo, T je Z-P-proksimalna kontrakcija drugog tipa, pa je
d(grp,, 41, Ty, ) = d(A, B) = d(gTm, +1, TTm, ).
Stoga, na osnovu osobine (&) dobijamo

(bv(T9xn, 11, TgTm, +1), V(T2p, T2, )
<v(Twy, ,Try, ) — w(Tgrn, 1, TgTm, +1)
Sv(Twy, ,Tom, ) —bv(T2n, 1, T2, 11)

(

Sv(Twy, T, ) — V(T2n, 41, TTm, 1)

(2.5.23)

za svako k € N. Iz (2.5.20), (2.5.22) i (2.5.23) sledi

b6 = lim bv(Txpn, 11, T2, 1) < lim v(Tx,, ,Top, ) < be, (2.5.24)

§—00 §—00
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sto je nemoguce, pa vazi (2.5.21). Dakle, nizovi ty = v(Txp, 41, TTm,+1) 1
v = v(Txy,, Try, ) ispunjavaju uslove iz (&2) (po (2.5.21) i (2.5.22)). Na
osnovu osobine (&), zakljucujemo da je

0 < lim sup &(btg,vg) < 0
k—o0
sto je kontradikcija, pa vazi (2.5.17).

Sada je na osnovu Leme 1.3.1 (iii), {7z, } Kosijev niz. Kako je (X,d)
kompletan b-metricki prostor, a T'(Ag) je zatvoren podskup u X, postoji
lim, oo T2, = Tu € T(Ay) C By. Stavise, postoji z € Ay tako da je
d(z,Tu) = d(A, B). Posto je Ay C g(Ap), imamo da je z = gz za neko
x € Ay, 1 zato

d(gx,Tu) = d(A, B). (2.5.25)

Ako x,, = x vazi za beskona¢no mnogo vrednosti n € N, onda je Tx = Tu.
Prema tome, moze se pretpostaviti da postoji ng € N tako da x,, # z za svako
n > ng. Takode, postoji podniz {x,, } niza {z,} takav da je v(T'z,,,Tu) > 0
za svako k € N. Ponovo, posto je T' Z-P-proksimalna kontrakcija drugog
tipa, dobijamo

0 <&w(Tgxp, 11, Tgx),v(Tx,,,Tu)) < v(Tx,,,Tu) —bv(Tgx,, +1,Tgx)
i stoga
v(Txp, 11, T2) < bv(Tgx,, 11, T9r) < v(Tx,,, Tu) (2.5.26)

za svako k € N tako da je ni > ng, jer T € T, p.

Prema (2.5.17) sledi da za svako ¢ > 0 postoji N. € N tako da je
v(Txn, Tw,y) < § za svako m > n > N.. Tada na osnovu osobine (F)
wtp-rastojanja imamo da

P(Tx,,Tu) <liminf bP(Tx,, Tx,,) < €

m—0o0

za bilo koje fiksno n > max{ng, N}, odakle je

lim P(Tx,, ,Tu) =0 (2.5.27)
k—o0

i slicno lim P(Tw,Tx,, ) = 0, pa je klim v(Tx,,,Tu) = 0. Iz poslednje
—00

k—o0
jednacine i (2.5.26) dobijamo klim V(T%p, +1,Tx) = 0. Uzmimo da k — oo u
—00

v(Txy,,,Tx) < bv(Tx,, Trn, 1) +bv(T2,, 1, T2). Prema (2.5.16) dobijamo

klim v(Tx,,, Tx) = 0. Dakle, imamo da je
—00

lim P(Tx,,,Txz) =0. (2.5.28)

k—o00
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Prema (2.5.27) 1 (2.5.28) i na osnovu Leme 1.3.1 (i) zaklju¢ujemo da je Tz =
Tu. Sada zamenom Tz = Twu u jednacini (2.5.25) dobijamo d(gz,Tx) =
d(A, B).

Da bismo dokazali jedinstvenost, neka je y tacka u Ay takva da je

d(gy, Ty) = d(A, B),

tj. y € BY,(T). Pretpostavimo da v(Tgx,Tqgy) > v(Tx,Ty) > 0. Posto je

est
T €7, p Z-P-proksimalna kontrakcija drugog tipa, imamo
0 < &(w(Tgx, Tgy),v(Tx, Ty))
<v(Tz,Ty) — bv(Tgx, Tgy)
<v(Tz,Ty) —v(Tx,Ty) =0
sto je kontradikcija. Dakle, v(Tx,Ty) = 0, §to znaci da je Tx = T'y. Injek-
tivnost preslikavanja T na Ag sada povlaci z = y.

Konacno, pretpostavimo da je v(Txz,Tx) = P(Tx,Tx) > 0. Tada je
v(Tgx, Tgxr) > 0. Slicno kao u prethodnom pasusu, imamo

0 < &(w(Tgx, Tgx),v(Tx, Tx))
<v(Tz,Tx) —bv(Tgzx, Tgx)
<v(Tx,Tz)—v(Tz,Tz) =0
sto je kontradikcija. Prema tome, P(Tz,Tz) = 0. O

Naredni rezultat o tacki najbolje aproksimacije se dobija kao specijalan
slucaj Teoreme 2.5.2 kada je ¢ identicko preslikavanje na A.

Posledica 2.5.4. Neka su A i@ B neprazni podskupovi u kompletnom b-
metrickom prostoru (X, d) sa wty-rastojanjem P, tako da je skup T'(Ag) ne-
prazan i zatvoren. Pretpostavimo da preslikavanje T : A — B zadovoljava
sledece uslove:

a) T je Z-P-proksimalna kontrakcija drugog tipa;
b) T je injektivno na Ayp;
C) T(Ao) Q Bo.

Tada postoji jedinstvena tacka najbolje aproksimacije x € Ay za T, za koju
je P(Tx,Tx) =0, i za svako xo € Ay postojgi niz {x,} C Ay koji konvergira
ka x, tako da je d(xpi1,Tx,) = d(A, B) za svako n € NU{0}.

Uzimajuéi d = P u Teoremi 2.5.2, dobijamo analogni rezultat u b-metri-
ckim prostorima.
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Posledica 2.5.5. Neka su A i B neprazni podskupovi u kompletnom b-
metrickom prostoru (X, d), tako da je T(Ag) neprazan i zatvoren skup. Pret-
postavimo da preslikavanja T : A — B i g : A — A zadovoljavaju sledece

uslove:
a) T je Z-proksimalna kontrakcija drugog tipa;
b) T je injektivno na Ap;
c) T €Ty
d) T(Ao) C By,
e) Ao C g(Ao).

Tada postoji jedinstveno x € A tako da je d(gx,Tx) = d(A, B). Stavise, za
svako xg € Ao postoji niz {x,} C A takav da je d(gzni1, Tx,) = d(A, B) za
svako n € NU{0} i lim,, o 2, = .

Napomena 2.5.3. U Teoremi 2.5.2 i njenim posledicama uzmimo da je b = 1.
Tada se dobijaju glavni rezultati rada Kostié¢ i dr. [43] za Z-p-proksimalne
kontrakcije drugog tipa na metrickim prostorima sa wy-rastojanjem.

Napomena 2.5.4. U Posledicama 2.5.3 i 2.5.5 neka je b = 1. Tada dobijamo
glavne rezultate iz rada Tchier i dr. [63].



Glava 3

Primene i zakljucci

3.1 Integralne jednacine

U ovoj sekciji, izucavacemo egzistenciju reSenja sledece Hamerstajnove
integralne jednacine:

() = /\/ K(t,5)f (s,2(s)) ds (3.1.1)

u prostoru C' = Cla,b] primenom Teoreme 2.4.4. Rezultati koji su ovde
predstavljeni sadrzani su u radu [40].

Pretpostavimo da funkcije K, f : R x R — R u jednacini (3.1.1) zadovo-
ljavaju sledece uslove:

(i) K je neprekidna po obe promenljive na [a, b], a f je neprekidna za svako
s € [a,b] i |z| < R gde je R > 0 data konstanta;

(i) postoji neko k € (0,1) tako da imamo
|f(s,2)| < k|z| za svako s € [a,b] 1 x € R.
Sada mozemo dokazati sledeci rezultat o egzistenciji reSenja jednacine (3.1.1).

Teorema 3.1.1. Pod uslovima (i)-(ii) jednacina (3.1.1) ima resSenje na pro-

storu C' ako je || < m, gde je M = maxy scjap) | K (2, 5)].
Dokaz. Neka je prostor C' snabdeven standardnom normom || - || definisanom
sa
|lz(t)| = m[a>b<] |z(t)| za svako x € C
t€la,

4
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i prirodnom metrikom d. Takode, neka je p w-rastojanje na C' definisano sa
p(z,y) = ||z]| + ||ly|| za svako x,y € C.

Prema tome, imamo ¢(x,y) = p(z,y) za svako z,y € C. Posmatrajmo
nelinearni integralni operator 7' : A — (' definisan na zatvorenoj kugli
A=KJ[0;R] = {z € C: ||z|| < R} slede¢om formulom:

Tx(t) = )\/ K(t,s)f (s,z(s)) ds za svako z(t) € A, t,s € [a,b].

Sada se problem problem nalazenja resenja integralne jednacine (3.1.1) svodi
na problem nalazenja tacke najbolje aproksimacije preslikavanja 1" na skupu
A. Posto je A C C, ocigledno je d(A,C) = 0, pa je stoga Ag = A zatvoren
podskup od C. Takode, lako se proverava da posto vazi uslov (i), preslika-
vanje T : A — C' je dobro definisano i neprekidno (videti npr. [22, Lemma
4.2.7]), pa je zbog toga zatvoreno.
Jezgro K je neprekidno na kompaktnom skupu [a,b] x [a,b], Sto ée redi
da postoji konstanta M > 0 takva da je
max |K(t,s)| =M < oo, (3.1.2)
t,s€(a,b]
tj. K je ograniCeno na |a,b] X [a, b].
Za proizvoljno x € A imamo da je

/ K(t,s)f (s,z(s)) ds
< A\[(b - a) max |K(t,s)] max |f (s,2(s))] (po (3.1.2) 1 (ii))

T| =

< M - a) m[agg]k 2(s)| : \ArMao— a)kllz]].
s€la,

Prema tome, za svako =,y € A onda dobijamo

¢(Tz,Ty) = |[Tz|| + | Tyl < [AM (b — a)k ([|z]| + [lyl])
= [AIM(b — a)kq(z, y),
£,
INM(b— a)kq(z,y) — q(Tz, Ty) > 0. (3.1.3)
Prema (3.1.3) zaklju¢ujemo da 7T zadovoljava kontraktivni uslov (2.4.11),
uzimajuéi da su simulaciona funkcija ¢ i ¢ € U zadati sa ((t,s) = |A\|[M (b —
a)s — t za svako t,s € [0,00) (Sto je zaista simulaciona funkcija, posto je
MM (b —a) < 1, videti [34, Corollary 2.10] i njen dokaz), odn. ¥(t) = kt za
svako t € [0, 00).
Dakle, svi uslovi Teoreme 2.4.4 su ispunjeni, pa preslikavanje T ima tacku
najbolje aproksimacije u A. O
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3.2 Varijacione nejednakosti

Sada izlazemo pojedine primene rezultata dobijenih u radu [43], a na koje
je ukazano u radu [63].

Neka je u daljem tekstu H realan Hilbertov prostor sa skalarnim proizvo-
dom (-,-) i njime definisanom normom || - ||. Neka je K neprazan, zatvoren
i konveksan podskup prostora H. Konkretno ¢e biti ilustrovane primene na
reSavanje monotonih problema varijacionih nejednakosti:

Primer 3.2.1. Nadi u € K tako da je (Su,v —u) > 0 za svako v € K, gde
je S : H — H monotoni operator (tj. vazi (Su — Sv,v —u) > 0 za sve
u,v € K).

Podsetimo i na pojam metricke projekcije: poznato je da za svako u € H
postoji jedinstvena “tacka najbolje aproksimacije” Pxu € K za koju je

lu— Pgul < u—v|, YveK.

Na ovaj nacin je odredeno preslikavanje Px : H — K koje ¢emo zvati me-
tricka projekcija.

Dalje navodimo pomoc¢na tvrdenja koja se ticu egzistencije reSenja pro-
blema varijacione nejednakosti, i postojanja fiksne tacke odredenog tipa pre-
slikavanja.

Lema 3.2.1. Neka je z € H. Tada u € K zadovoljava nejednakost (u —
2,y —2) >0 za svako y € K ako i samo ako je u = Pkz.

Lema 3.2.2. Neka je S : H — H monotoni operator. Tada je u € K
resenje nejednacine (Su,v —u) < 0 za proizvoljno v € K ako i samo ako je
u = Pg(u— ASu) za neko A > 0.

Prikazujemo rezultate o resavanju problema u Primeru 3.2.1 pomoc¢u kon-
strukcije iterativnog niza, koji se dobijaju primenom Teoreme 2.1.1 ili Teo-
reme 2.1.2. U tu svrhu, posto je H Hilbertov prostor, moze se smatrati da
se p odnosi na wy-rastojanje na H dato kao u Primeru 1.2.2 ili 1.2.3.

Teorema 3.2.1. Neka je K neprazan, zatvoren i konveksan podskup realnog
Hilbertovog prostora H, i Ix identicki operator na K. Pretpostavimo da
monotoni operator S : H — H poseduje osobinu

a) Pk(Ix — \S) : K — K je Z-p-proksimalna kontrakcija prvog tipa, gde
je A > 0.

Tada postoji jedinstvena tacka u € K tako da je (Su,v—u) > 0 za svev € K.
Stavise, za svako pocetno ug € K postoji niz {u,} C K definisan rekurzivno
8a Upy1 = Pr(uy, — ASuy,) za svako n € Ny koji konvergira ka jedinstvenom
resenju Primera 3.2.1.
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Dokaz. Definisimo T': K — K sa Tx = Pg(x — ASz) za svako x € K. Tada
je prema Lemi 3.2.1 u € K reSenje za (Su,v —u) > 0 za sve v € K ako i
samo ako je u = T'u. Operator T" zadovoljava sve pretpostavke Teoreme 2.1.1
za A = B = K. Tada trazeni zakljucci vaze na osnovu Teoreme 2.1.1. O]

Teorema 3.2.1 odreduje i algoritam za reSavanje Primera 3.2.1.
Algoritam za reSavanje problema varijacione nejednakosti
1. Korak (inicijalizacija): Izabrati proizvoljnu pocetnu tacku ug € K.
2. Korak (iteracija): Za tekuce aproksimativno resenje u,, € K, n € Ny
odrediti
Unt1 = Pr(u, — ASuy,)

koje zadovoljava a) iz Teoreme 3.2.1.

U svetlu dokaza Teoreme 3.2.1 (ili Teoreme 2.1.1) ovaj algoritam generise
niz koji konvergira ka jedinstvenom resenju Primera 3.2.1.

Na osnovu Posledice 2.1.4 dobijamo slede¢i rezultat o resenju varijacione
nejednakosti.

Teorema 3.2.2. Neka je K neprazan, zatvoren i konveksan podskup realnog
Hilbertovog prostora H, v I identicko preslikavanje na K. Neka monotoni
operator S : H — H zadovoljava sledece uslove

a) Pk(Ix —\S) : K — K je Z-p-proksimalna kontrakcija drugog tipa, gde
je A > 0;

b) Px(Ix — \S) je injektivno na K;
c) Px(Ix — AS)(K) je zatvoren skup.

Tada za svako uy € K niz definisan sa u,y1 = Pg(u, — ASu,) (n € Np)
konvergira ka jedinstvenom resenju u problema (Su,v — u) > 0 za svako
ve K.

Iz Teoreme 3.2.2 se moze izvesti jos jedan algoritam za reSavanje Primera
3.2.1.
Algoritam za reSavanje problema varijacione nejednakosti I1
1.Korak (inicijalizacija): Izabrati proizvoljno pocetno u € K.
2.Korak (iteracija): Na osnovu izracunatog aproksimativnog resenja
u, € K odrediti
Un+1 = Pr(u, — ASuy,)

koje zadovoljava a)—c) Teoreme 3.2.2.
Neki poznati problemi koji su obuhvac¢eni Primerom 3.2.1 su dati u na-
rednim primerima (videti [63]).
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Primer 3.2.2. Nadi u € K tako da je (Vfu,v —u) > 0 za svako v € K gde
je f+ H — R neprekidno diferencijabilna funkcija konveksna na K, a V fu
oznacava gradijent od f u w.

Primer 3.2.3. Neka je Fix(g) :={x € K : x = g}, gde je g : K — K takvo
da je [lgz — gy|| < ||z — vl (tj. g je neekspanzivno). Naéi u € Fixz(g) za koje
je (Su,v —u) >0zasvev € K, gde je S: K — K monotoni operator.
Primer 3.2.4. Oznacimo sa [l Gateaux-ov usmereni izvod metricke projek-
cije Pk

(e, ~5(2) o=ty TEE =15 —

t—0+ t

gde je S : K — H neprekidno.
Posmatra se Kosijev problem

dz(t
0 g (a(e). ~S@0). 2(0) =20 € K. 1€ [0.400)
¢ije kriticne tacke zadovoljavaju dfl—(tt) = 0.

Dokazano je da je svaka kriti¢na tacka navedenog problema ujedno resenje
Primera 3.2.1 i obratno (videti [63]).

3.3 Zakljucak

U ovoj doktorskoj disertaciji razmatrani su problemi odredivanja tacaka
najbolje aproksimacije preslikavanja na metrickim prostorima sa w-rastoja-
njem. Na taj nacin su mnogi poznati rezultati o fiksnim i najboljim aprok-
simacionim tackama uopsteni ili poboljsani. Razmatrane su i primene nasih
rezultata u teoriji integralnih jednacina i varijacionih nejednakosti.

Poznato je da se rezultati o fiksnim i najboljim aproksimacionim tackama,
pored ovde navedenih oblasti mogu primenjivati i u teoriji diferencijalnih i
diferencnih jednacina, varijacionog racuna, kao i u mnogim drugim oblastima
nelinearne funkcionalne analize (videti npr. [3, 15, 28, 36, 63| i reference u
tim radovima).

Mogu¢i pravci u daljim istrazivanjima bi se odnosili na uopstavanje po-
stoje¢ih rezultata na konusnim metrickim prostorima. Pojam konusnog me-
trickog prostora je uveo jos 1935. Duro Kurepa u svojoj doktorskoj disertaciji
[44]. Huang i Zhang su u radu [20] prvi proucavali teoreme o fiksnim tackama
na konusnim prostorima.

Ako je E realan Banahov prostor, tada je P C E konus u E (videti
[20, 24]) ako vazi:

(i) P je zatvoren, neprazan i P # {0};
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(i) a,b €R, a,b>0,x,y € P = ax+by € P;
(iii) PN (—=P)={0} (gde je —P ={—x:x € P}).
Za dati konus P C F je sa
r<y&sy—xzeP

definisano parcijalno uredenje < u odnosu na P. Takode se pise x < y ako
jey —x € int P, gde je int P unutrasnjost skupa P.

Definicija 3.3.1 ([20, 24]). Ako je X neprazan skup, a E realan Banahov
prostor sa konusom P, tada se preslikavanje d : X x X — E naziva konusna
metrika na X ako zadovoljava sledeée uslove:

(1) 0 < d(z,y) za svako x,y € X i d(x,y) =0 ako i samo ako je x = y;
(2) d(z,y) = d(y,x) za svako x,y € X;
(3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) za svako x,y,z € X.

Par (X,d) se tada naziva konusni metricki prostor.

Pojmovi konvergencije, Kosijevog niza i sl. se definisu analogno kao u
metrickim prostorima.

Postoje mnoga uopsStenja pojma w-rastojanja na konusnim metrickim
prostorima, a jedno od njih je pojam c-rastojanja koji su uveli Cho i dr. u
radu [12].

Definicija 3.3.2 ([12]). Ako je (X,d) konusni metricki prostor, funkcija
q: X x X — F je c-rastojanje na X ako vaze sledeci uslovi:

(Q1) 0 < q(x,y) za svako z,y € X;
(Q2) q(z,y) < q(z,2) +q(z,y) 2a svako x,y,z € X;

(Q3) Ako niz {x,} C X konvergira ka y € X, i ako za neko v € X i
u=u(x) € P wvazi q(x,y,) < u za svako n € N, onda je q(x,y) < u;

(Q4) Za svako ¢ € E takvo da je 0 < ¢ postoji e € E tako da za svako
vy, 2z € X izq(z,x) <eiq(zy) <e sledi d(z,y) < c.
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