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Predgovor

Diferencijalna geometrija je duboko utkana u razliqite primene

matematike u fizici. Ajnxtajnova teorija relativiteta je zasnovana

na nesimetriqnoj afinoj koneksiji.

Invarijante geometrijskih preslikavaǌa igraju znaqajnu ulogu u

razliqitim teorijama poput teorije gravitacije. Pomo�u Vejlovog

projektivnog tenzora se odre�uje jaqina gravitacionog poǉa.

Ova disertacija ima za ciǉ da uopxti pristup geometrijskim pre-

slikavaǌima i unapredi metodologiju odre�ivaǌa ǌihovih invarijan-

ti. Podeǉena je u tri glave. Prva glava disertacije je uvod i u ǌoj

su navedeni osnovni pojmovi neophodni za daǉi rad. U drugoj glavi

su prouqavana preslikavaǌa prostora nesimetriqne afine koneksije.

Tim razmatraǌima su odre�eni odnosi me�u invarijantama i invari-

jante specijalnih preslikavaǌa. Tre�a glava disertacije je posve�ena

opxtem odre�ivaǌu invarijanti geometrijskih preslikavaǌa. Na po-

qetku tog poglavǉa su odre�ene opxte formule invarijanti preslika-

vaǌa sa faktorisanim tenzorom deformacije. Nakon toga, te formule

su primeǌene na posebnim preslikavaǌima generalisanog Rimanovog

prostora.

Jox jedan doprinos ove disertacije, prikazan u tre�oj glavi, jeste

odre�ivaǌe invarijanti konformnog preslikavaǌa generalisanog Ri-

manovog prostora bez dodatnih pretpostavki. Ti rezultati se nalaze

na kraju disertacije, ali su nastali na poqetku istraжivaǌa i bili

su motivacija za sve ono xto je dobijeno u tre�em poglavǉu ove diser-

tacije.
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POGLAVǈE 1

Uvod

1.1 Diferencijabilne mnogostrukosti

Neka je MN proizvoǉan skup qiji se elementi zovu taqke i neka za

svaku taqku P ∈ MN postoji podskup UP , P ∈ UP ⊂ MN , koji se pre-

slikavaǌem φ bijektivno i neprekidno preslikava na otvoren podskup

Euklidskog prostora EN .

Podskup UP je okolina taqke P = P (x1, . . . , xN) = P (x) a ure�en

par (UP , φ) lokalna karta [36]. Pod izvesnim uslovima, za koje se

pretpostavǉa da su ispuǌeni, skupMN je mogu�e prekriti okolinama.

Ako je (U ′
P , φ

′) druga lokalna karta u okolini taqke P , pri qemu se

pretpostavǉa da postoji preslikavaǌe

λ : φ(UP ∩ U ′
P )→ φ(UP ∩ U ′

P ), (1.1.1)

va�i�e

λ : φ(P )→ φ′(P ) tj. λ : (x1, . . . , xN)→ (x1
′
, . . . , xN

′
). (1.1.2)

Ovom preslikavaǌu odgovara transformacija lokalnih koordinata

xi
′
= xi

′
(x1, . . . , xN), i′ = 1′, . . . , N ′. (1.1.3)

3



4 1. Uvod

Kako je preslikavaǌe λ bijekcija, to inverznom preslikavaǌu λ−1 od-

govara zakon transformacije koordinata

xi = xi(x1
′
, . . . , xN

′
), i = 1, . . . , N. (1.1.4)

Definicija 1.1.1. [47] Skup MN , zajedno sa skupom {(UP , φ)} lokalnih
karata, gde funkcije (1.1.3, 1.1.4) transformacije lokalnih koordinata

imaju neprekidne parcijalne izvode svakog reda i

J =
∂(x1, . . . , xN)

∂(x1′ , . . . , xN ′)
̸= 0, (1.1.5)

jeste diferencijabilna mnogostrukost. Broj N je dimenzija mnogo-

strukostiMN .

Definicija 1.1.2. [47] Kriva na diferencijabilnoj mnogostrukosti

MN je skup taqaka u MN qije su koordinate funkcije jednog realnog pa-

rametra

xi = xi(t), t ∈ (a, b) ⊂ R, (1.1.6)

pod uslovom da svi dxi/dt nisu jednaki 0 istovremeno.

1.2 Tangentni prostor mnogostrukosti i tenzori

Definicija 1.2.1. [47] Tangentni vektor diferencijabilne mnogostru-

kosti, u taqki p te mnogostrukosti, je svako preslikavaǌe

Xp : F(MN)→ R, (1.2.1)

koje zadovoǉava jednaqine

Xp(αf + βg) = αXp(f) + βXp(g), (1.2.2)

Xp(fg) = Xp(f)g(p) + f(p)Xp(g), (1.2.3)

gde je F(MN) skup svih diferencijabilnih realnih funkcija definisanih

na MN ; α, β ∈ R; f, g ∈ F(MN). Osobina (1.2.2) naziva se linearnost a

osobina (1.2.3) diferenciraǌe. Taqka p je poqetak vektora Xp.
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Definicija 1.2.2. [47] Vektorski prostor qiji su elementi svi tan-

gentni vektori sa poqetkom u taqki p ∈ MN naziva se tangentni pro-
stor mnogostrukosti MN i oznaqava�emo ga sa Tp(MN).

Definicija 1.2.3. [47] Preslikavaǌe

X :MN → TMN ,

gde je TMN =
{
Xp|p ∈ MN , Xp ∈ Tp(MN)

}
, naziva se (tangentno) vek-

torsko poǉe na mnogostrukostiMN .

Definicija 1.2.4. [47] Tangentno vektorsko poǉe X mnogostrukosti

MN je diferencijabilno ako je funkcija Xf = X ◦ f diferencijabilna za

svako f ∈ F(MN). Skup svih diferencijabilnih vektorskih poǉa na mno-

gostrukostiMN oznaqava�emo sa X(MN).

Baza (∂i) = (∂/∂xi) prostora Tp(MN) jeste koordinatna baza. Pro-

izvoǉan vektor v, u ovoj bazi, predstavǉen je jednakox�u v = vα∂α, gde

su vi komponente vektora v u odnosu na bazu (∂i).

Primedba 1.2.1. U predstavǉaǌu v = vα∂α vektora v iskorix�ena je

Ajnxtajnova konvencija o sabiraǌu, tj.

vα∂α =
N∑
i=1

v(i)∂(i).

Kada se �eli da ponovǉen indeks ne podle�e Ajnxtajnovoj konvenciji

on se, kao u sumi na desnoj strani prethodne jednaqine, upisuje izme�u

zagrada.

Linearno preslikavaǌe

ω : Tp(MN)→ R,

u taqki p, jeste kovarijantni vektor (1-forma).

Diferencijali (dxi) koordinatnih funkcija u taqki p qine bazu du-

alnog (kotangentnog) prostora T ∗
p (MN).
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Po svim argumentima linearno preslikavaǌe

tAB : T ∗
p (MN)× . . .× T ∗

p (MN)︸ ︷︷ ︸
A puta

×Tp(MN)× . . .× Tp(MN)︸ ︷︷ ︸
B puta

→ R, (1.2.4)

gde su prostori Tp(MN) i T ∗
p (MN) generisani bazama (∂i) i (dxi), zove se

tenzor tipa (A,B). Opxtije, ukoliko je V vektorski prostor dimenzije

N i V∗ ǌemu dualni prostor tada je po svim argumentima linearno

preslikavaǌe

tAB : V∗ × . . .× V∗︸ ︷︷ ︸
A puta

×V× . . .× V︸ ︷︷ ︸
B puta

→ R (1.2.4’)

tenzor tipa (A,B) [47].

Primedba 1.2.2. Polilinearnom funkcijom (1.2.4) je zadat tenzor ti1...iAj1...jB

u koordinatnom obliku. Ovako zadat tenzor se koristi u in�eǌerstvu,

nexto maǌe u fizici.

Funkcijom (1.2.4’) zadat je tenzor nad proizvoǉnim vektorskim pro-

storom V. Ovako definisan tenzor pru�a mogu�nost detaǉnijeg prouqa-

vaǌa zakona tenzorske algebre.

Primedba 1.2.3. Elementi prostora V su vektorska poǉa i oznaqavaju

se velikim latiniqnim slovima X, Y, Z, . . . dok su elementi pridru�enog

prostora V∗ vektorska poǉa koja oznaqavamo malim slovima ω1, ω2, ω3, . . .

1.3 Prostori afine koneksije

Teorijom prostora (nesimetriqne) afine koneksije bavio se ili

se i daǉe bavi veliki broj matematiqara. Najznaqajniji od ǌih,

iz inostranstva, koji su svojim radovima unapredili ovu teoriju su

L. P. Ajzenhart [15], F. Graif [20], S. Bohner [9], K. Nitesku [54] i

mnogi drugi. Od matematiqara iz Srbije, teoriji prostora afine

koneksije su najvixe doprineli M. Prvanovi� [62], S. M. Minqi�

[34–41, 45, 47, 50], M. S. Stankovi� [41, 43, 55, 56, 72–77], ǈ. S. Ve-

limirovi� [50,81], M. ǈ. Zlatanovi� [77,81,99,100,103].
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Definicija 1.3.1. [47] Afina koneksija na mnogostrukosti MN je

preslikavaǌe ∇ : X(MN)× X(MN)→ X(MN), koje paru (X, Y ) vektorskih

poǉa pridru�uje vektorsko poǉe ∇YX tako da va�i:

A1 : ∇Y (X1 +X2) = ∇YX1 +∇YX2,

A2 : ∇Y (fX) = (Y f) ·X + f∇YX,

A3 : ∇Y1+Y2X = ∇Y1X +∇Y2X,

A4 : ∇fYX = f∇YX.

Vektorsko poǉe ∇∂k∂j, u lokalnim koordinatama (x1 . . . , xN), po baz-

nim vektorima ∂i mogu�e je razlo�iti kao

∇∂k∂j = Lαjk∂α, (1.3.1)

gde su Lijk koeficijenti afine koneksije ∇. Ti koeficijenti opisuju

naqin na koji se bazni vektori meǌaju od taqke do taqke. Primenom

jednaqine (1.3.1) na funkcije xi dobija se da je

(∇∂k∂j)(x
i) = Lαjk

∂xi

∂xα
= Lαjkδ

i
α = Lijk. (1.3.2)

Definicija 1.3.2. [47] Diferencijabilna mnogostrukostMN , na kojoj

je definisana afina koneksija ∇, naziva se prostor afine koneksije i

oznaqava se sa GAN .

U sluqaju da se u prostoru (MN ,∇) sa koordinata xi u lokalnoj

karti (U , φ) pre�e na koordinate xi
′
u lokalnoj karti (U ′, φ′), u taqkama

preseka U ∩ U ′ �e va�iti veza

Li
′

j′k′ = xi
′

i x
j
j′x

k
k′L

i
jk + xi

′

i x
i
j′k′ , (1.3.3)

kao i inverzna veza

Lijk = xii′x
j′

j x
k′

k L
i′

j′k′ + xii′x
i′

jk. (1.3.4)
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U jednaqinama (1.3.3, 1.3.4) su korix�ene oznake

xi
′

i =
∂xi

′

∂xi
i xij′k′ =

∂2xi

∂xj′∂xk′
. (1.3.5)

Definicija 1.3.3. Geometrijski objekat

0

∇YX =
1

2

(
∇YX +∇XY − [X,Y ]

)
, (1.3.6)

gde je [X,Y ](f) = X(Y f) − Y (Xf), f ∈ F(MN) komutator, naziva se si-

metriqni deo afine koneksije ∇. U koordinatnom obliku, simetriqni

deo
0

∇ afine koneksije ∇ ima formu

Lijk =
1

2
(Lijk + Likj), (1.3.7)

i zove se simetriqni deo koeficijenta afine koneksije Lijk.
Geometrijski objekat

T (X, Y ) =
1

2

(
∇YX −∇XY + [X,Y ]

)
(1.3.8)

je tenzor torzije afine koneksije ∇. Koordinatni oblik tenzora torzije

je

Lijk
∨
=

1

2
(Lijk − Likj), (1.3.9)

i zove se antisimetriqni deo koeficijenta afine koneksije Lijk.

Primedba 1.3.1. [12–14] Simetriqni deo afine koneksije ∇ odnosi se

na gravitaciju. Tenzor torzije koneksije ∇ se odnosi na elektromagne-

tizam.

Simetriqni deo Lijk koeficijenta afine koneksije Lijk zadovoǉava

jednaqinu (1.3.3). Iz tog se razloga diferencijabilna mnogostrukost

MN snabdevena afinom koneksijom
0

∇ naziva pridru�eni prostor
prostora GAN i oznaqava se sa AN .

Mnogi matematiqari su se bavili i jox uvek se bave izuqavaǌem

prostora simetriqne afine koneksije. Neki od ǌih su N. S. Sin-

jukov [70], J. Mikex, V. Berezovski, I. Hinterlajtner, O. Pokorna,
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A. Van�urova, E. Stepanova , G. Starko i ostali qlanovi istra�ivaq-

kog tima Jozefa Mikexa [2–7, 28–33, 90], V. F. Kagan [26] kao i mnogi

drugi.

Afina koneksija ∇YX i prethodno definisani objekti
0

∇YX i

T (X,Y ) kao i koeficijenti Lijk, L
i
jk, L

i
jk
∨
zadovoǉavaju jednaqinu

∇YX =
0

∇YX + T (X, Y ) tj. Lijk = Lijk + Lijk
∨
. (1.3.10)

Na osnovu afine koneksije prostora GAN definisano je qetiri vrste
kovarijantnog diferenciraǌa [34,36]:

Xi1...iA
j1...jB |

1
k = Xi1...iA

j1...jB ,k +
A∑

p=1

L
ip
αkX

i1...ip−1αip+1...iA
j1...jB

−
B∑

q=1

Lα
jqkX

i1...iA
j1...jq−1αjq+1...jB

, (1.3.11)

Xi1...iA
j1...jB |

2
k = Xi1...iA

j1...jB ,k +

A∑
p=1

L
ip
kαX

i1...ip−1αip+1...iA
j1...jB

−
B∑

q=1

Lα
kjqX

i1...iA
j1...jq−1αjq+1...jB

, (1.3.12)

Xi1...iA
j1...jB |

3
k = Xi1...iA

j1...jB ,k +
A∑

p=1

L
ip
αkX

i1...ip−1αip+1...iA
j1...jB

−
B∑

q=1

Lα
kjqX

i1...iA
j1...jq−1αjq+1...jB

, (1.3.13)

Xi1...iA
j1...jB |

4
k = Xi1...iA

j1...jB ,k +
A∑

p=1

L
ip
kαX

i1...ip−1αip+1...iA
j1...jB

−
B∑

q=1

Lα
jqkX

i1...iA
j1...jq−1αjq+1...jB

, (1.3.14)

gde je parcijalno diferenciraǌe ∂/∂xk oznaqeno zarezom. U sluqaju
da je T (X, Y ) = 0, prethodno definisane qetri vrste kovarijantnog
diferenciraǌa se svode na

Xi1i2...iA
j1j2...jB |k = Xi1i2...iA

j1j2...jB ,k +
A∑

p=1

L
ip
αkX

i1...ip−1αip+1...iA
j1j2...jB

−
B∑

p=1

Lα
jpkX

i1...iA
j1...jp−1αjp+1...jB

.(1.3.15)

Postoji jedan Riqijev identitet izveden na osnovu kovarijantnog dife-

renciraǌa podr�anog afinom koneksijom pridru�enog prostora

[30, 32, 33, 70]. Iz tog Riqijevog identiteta, dobijen je jedan tenzor

krivine prostora AN

Ri
jmn = Lijm,n − Lijn,m + LαjmL

i
αn − LαjnLiαm. (1.3.16)
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Operatorski oblik tog tenzora krivine je

R(X;Y, Z) =
0

∇Z

0

∇YX −
0

∇Y

0

∇ZX +
0

∇[Y,Z]X. (1.3.17)

Na osnovu kovarijantnih diferenciraǌa (1.3.11, 1.3.12), S. Minqi�

je izveo deset identiteta Riqijevog tipa X i1...iA
j1...jB |

µ
m |

ν
n − X i1...iA

j1...jB |
σ
m |

τ
n,

µ, ν, σ, τ ∈ {1, 2} u [34, 36]. Xtavixe, u radu [38], S. M. Minqi� je

izveo novih deset identiteta Riqijevog tipa na osnovu kovarijantnih

diferenciraǌa (1.3.13, 1.3.14). Na osnovu tih identiteta, dobijeno je

qetiri tenzora krivine [34–37,62]:

R
1

i
jmn = Lijm,n − Lijn,m + LαjmL

i
αn − LαjnLiαm, (1.3.18)

R
2

i
jmn = Limj,n − Linj,m + LαmjL

i
nα − LαnjLimα, (1.3.19)

R
3

i
jmn = Lijm,n − Linj,m + LαjmL

i
nα − LαnjLiαm + Lαnm

(
Liαj − Lijα

)
, (1.3.20)

R
4

i
jmn = Lijm,n − Linj,m + LαjmL

i
nα − LαnjLiαm + Lαmn

(
Liαj − Lijα

)
, (1.3.21)

petnaest pseudotenzora krivine [35,36]:

A
1

i
jmn = Lijm,n − Lijn,m + LαjmL

i
nα − LαjnLimα, (1.3.22)

A
2

i
jmn = Lijm,n − Lijn,m + LαmjL

i
αn − LαnjLiαm, (1.3.23)

A
3

i
jmn = Limj,n − Linj,m + LαmjL

i
αn − LαnjLiαm, (1.3.24)

A
4

i
jmn = Limj,n − Linj,m + LαjmL

i
nα − LαjnLimα, (1.3.25)

A
5

i
jmn = Lijm,n − Linj,m + LαjmL

i
αn − LαnjLimα, (1.3.26)

A
6

i
jmn = Lijm,n − Linj,m + LαmjL

i
nα − LαjnLiαm, (1.3.27)

A
7

i
jmn = Lijm,n − Lijn,m + LαjmL

i
αn − LαjnLimα, (1.3.28)

A
8

i
jmn = Lijm,n − Lijn,m + LαmjL

i
αn − LαjnLiαm, (1.3.29)

A
9

i
jmn = Lijm,n − Linj,m + LαjmL

i
αn − LαnjLiαm, (1.3.30)

A
10

i
jmn = Lijm,n − Linj,m + LαjmL

i
nα − LαjnLiαm, (1.3.31)
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A
11

i
jmn = Limj,n − Lijn,m + LαmjL

i
nα − LαnjLimα, (1.3.32)

A
12

i
jmn = Limj,n − Lijn,m + LαmjL

i
αn − LαnjLimα, (1.3.33)

A
13

i
jmn = Limj,n − Linj,m + LαmjL

i
nα − LαnjLiαm, (1.3.34)

A
14

i
jmn = Limj,n − Linj,m + LαjmL

i
nα − LαnjLimα, (1.3.35)

A
15

i
jmn = Lijm,n − Linj,m + LαjmL

i
nα − LαnjLiαm, (1.3.36)

i osam izvedenih tenzora krivine [36,37]:

R̃
1

i
jmn =

1

2
(A
1
+ A

3
)ijmn =

1

2
(A
2
+ A

4
)ijmn, (1.3.37)

R̃
2

i
jmn =

1

2
(A
7
+ A

13
)ijmn =

1

2
(A
9
+ A

11
)ijmn, (1.3.38)

R̃
3

i
jmn =

1

2
(A
8
+ A

14
)ijmn =

1

2
(A
10
+ A

12
)ijmn, (1.3.39)

R̃
4

i
jmn =

1

6
(R
3
+ A

11
+ A

13
)ij[mn] =

1

6
(R
3
+ A

12
+ A

14
)ij[mn], (1.3.40)

R̃
5

i
jmn = (A

1
− A

7
)ijmn − A

13

i
jnm = −A

7

i
jmn − (A

11
+ A

15
)ijnm, (1.3.41)

R̃
6

i
jmn = (A

2
− A

8
)ijmn − A

14

i
jnm = −A

8

i
jmn − (A

12
+ A

15
)ijnm, (1.3.42)

R̃
7

i
jmn = (A

3
+ A

7
)ijmn + A

13

i
jnm = A

9

i
jmn + (A

13
− A

15
)ijnm, (1.3.43)

R̃
8

i
jmn = (A

4
+ A

8
)ijmn + A

14

i
jnm = A

10

i
jmn + (A

14
− A

15
)ijnm, (1.3.44)

prostora GAN . Kao funkcije tenzora krivine Ri
jmn i tenzora torzije

Lijk
∨
, izvedeni tenzori krivine su:

R̃
1

i
jmn = Ri

jmn − Lαjm
∨
Liαn

∨
+ Lαjn

∨
Liαm

∨
, (1.3.45)

R̃
2

i
jmn = Ri

jmn + Lαjm
∨
Liαn

∨
+ Lαjn

∨
Liαm

∨
, (1.3.46)

R̃
3

i
jmn = Ri

jmn − Lαjm
∨
Liαn

∨
− Lαjn

∨
Liαm

∨
, (1.3.47)

R̃
4

i
jmn = Ri

jmn −
1

3

(
Lijm

∨
|n − Lijn

∨
|m + Lαjm

∨
Liαn

∨
− Lαjn

∨
Liαm

∨
+ 2Lαmn

∨
Liαj

∨

)
, (1.3.48)

R̃
5

i
jmn = Ri

jmn − Lijm
∨

|n + Lijn
∨
|m − 3Lαjm

∨
Liαn

∨
− Lαjn

∨
Liαm

∨
, (1.3.49)

R̃
6

i
jmn = Ri

jmn − Lijm
∨

|n + Lijn
∨
|m + Lαjm

∨
Liαn

∨
+ 3Lαjn

∨
Liαm

∨
, (1.3.50)
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R̃
7

i
jmn = Ri

jmn + Lijm
∨

|n − Lijn
∨
|m + Lαjm

∨
Liαn

∨
+ 3Lαjn

∨
Liαm

∨
, (1.3.51)

R̃
8

i
jmn = Ri

jmn + Lijm
∨

|n − Lijn
∨
|m − 3Lαjm

∨
Liαn

∨
− Lαjn

∨
Liαm

∨
. (1.3.52)

Korix�eǌem oznaka

A = Lijm
∨

|n, B = Lαjm
∨
Liαn

∨
, C = Lαmn

∨
Liαj

∨
, A′ = Lijn

∨
|m, B′ = Lαjn

∨
Liαm

∨
, (1.3.53)

tenzori krivine (1.3.18–1.3.21) i tenzori izvedene krivine

(1.3.45–1.3.52) predstavǉaju se u obliku

Ki
jmn = Ri

jmn + uA+ u′A′ + vB + v′B′ + wC, (1.3.54)

gde je Ri
jmn tenzor krivine pridru�enog prostora AN a u, u′, v, v′, w ∈ R.

Me�u tenzorima krivine {R
1

i
jmn, . . . , R

4

i
jmn, R̃

1

i
jmn, . . . , R̃

8

i
jmn} pet je line-

arno nezavisnih [36, 39, 100]. Dve od tih petorki linearno nezavisnih

tenzora krivine su

R =
(
R
1

i
jmn, R

2

i
jmn, R

3

i
jmn, R

4

i
jmn, R̃

2

i
jmn

)
, (1.3.55)

K =
(
K
1

i
jmn, K

2

i
jmn, K

3

i
jmn, K

4

i
jmnK

5

i
jmn

)
=

(
R
1

i
jmn, R̃

1

i
jmn, R

3

i
jmn, R̃

3

i
jmn,

1

4
(3R̃

4

i
jmn +R

1

i
jmn)

)
.

(1.3.56)

1.4 Generalisani Rimanovi prostori

Posebna klasa prostora afine koneksije saqiǌena je od mnogostru-

kosti u qijim je taqkama definisan metriqki tenzor.

Definicija 1.4.1. [17, 18, 45] N-dimenzionalna mnogostrukost u qi-

joj je svakoj taqki p definisan metriqki tenzor g
(
X(p), Y (p)

)
tipa (0, 2)

takav da je g
(
X(p), Y (p)

)
̸= g

(
Y (p), X(p)

)
naziva se generalisani Ri-

manov prostor i obele�ava se sa GRN .

U koordinatnom obliku, metriqki tenzor g(X, Y ) je kovarijantni ten-

zor gij i nesimetriqan je po indeksima i i j. Iz tog razloga, simetri-
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qni i antisimetriqni deo metriqkog tenzora gij su

gij =
1

2
(gij + gji), (1.4.1)

gij
∨
=

1

2
(gij − gji). (1.4.2)

Prouqava�emo regularne generalisane Rimanove prostore, tj. gene-

ralisane Rimanove prostore u kojima je zadovoǉeno g = det(gij)N×N ̸= 0.

Podr�ano regularnox�u prostora GRN , kontravarijantni metriqki

tenzor gij se definixe kao inverzna matrica
(
gij

)
=

(
gij

)−1. Zbog toga

je giαgjα = δij, gde je δij Kronekerov delta-simbol.

Va�i naredna jednaqina [25]

gij
∨
= Aαi gαj = −Aαj giα, (1.4.3)

gde je Aij tenzor tipa (1, 1). Xtavixe, odavde direktno sledi da je

Aij = giαgjα
∨
. (1.4.4)

(Generalisani) Kristofelovi simboli prve i druge vrste prostora

GRN definisani su jednaqinama

Γi.jk =
1

2
(gji,k − gjk,i + gik,j) i Γijk = giαΓα.jk. (1.4.5)

Simboli Γijk zadovoǉavaju zakon transformacije koordinata (1.3.3) pa

oni predstavǉaju koeficijente afine koneksije prostora GRN .

Kako je Γijk ̸= Γijk, simetriqni i antisimetriqni deo koeficijenta

Γijk su redom

Γijk =
1

2
(Γijk + Γikj), (1.4.6)

Γijk
∨
=

1

2
(Γijk − Γikj). (1.4.7)

Mnogi autori su prouqavali, i jox uvek prouqavaju, teoriju gene-

ralisanih Rimanovih prostora [8, 10, 11, 15, 17, 18, 25, 36, 41, 42, 44–46,

48,49,51,52,57–61,63–68,75,78–80,82,83,85,86,89,99,101,102,104–106].
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Ajnxtajnova teorija relativiteta [12–14] poqiva na nesimetriqnoj

afinoj koneksiji. U Ajnxtajnovim razmatraǌima, metriqki tenzor gij

i koeficijenti afine koneksije Γijk zadovoǉavaju Ajnxtajnov metriqki

uslov

gij,k − Γαikgαj − Γαkjgiα = 0. (1.4.8)

U prostorima koji zadovoǉavaju ovaj uslov, mogu�e je definisati dve

vrste kovarijantnog diferenciraǌa.

T. Takasu [89] je razmatrao generalisane Rimanove prostore sa tro-

valentnom metrikom. Mileva Prvanovi� je dala znaqajan doprinos

unapre�eǌu teorije generalisanog Rimanovog prostora u Takasuovom

smislu [58].

Mi �emo se osloniti na definiciju generalisanih Rimanovih pro-

stora u Ajzenhartovom smislu
(
[15,17,18], Definicija 1.4.1.

)
u daǉem

radu.

I u GRN je mogu�e definisati qetiri vrste kovarijantnog dife-

renciraǌa i dvanaest tenzora krivine koji se, od tenzora krivine de-

finisanih jednaqinama (1.3.18–1.3.21, 1.3.45–1.3.52), dobijaju zamenom

koeficijenata Lijk koeficijentima Γijk.

Dokazano je da su u prostoru GRN zadovoǉene naredne teoreme:

Teorema 1.4.1. (Minqi�, [36]) U generalisanom Rimanovom prostoru

GRN va�i:

Γααk = Γαkα =
1

2

(
ln |g|

)
,k

i Lααk
∨
= Lαkα

∨
= 0, (1.4.9)

gde je g determinanta pridru�enog prostora RN , Γijk simetriqni deo

koeficijenta Γijk i Γijk
∨
tenzor torzije afine koneksije prostora GRN . 2

Teorema 1.4.2. (Minqi�, [36]) U prostoru GRN , tenzor gij zadovoǉava

jednaqine

gij |
s
k = 0, (1.4.10)

za s ∈ {1, . . . , 4}. 2
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Teorema 1.4.3. (Minqi�, [36]) U prostoru GRN , tenzor gij zadovoǉava

jednaqine

g
ij |

s
m
= 0, (1.4.11)

za s ∈ {1, . . . , 4}. 2

Simetriqni deo Γijk Kristofelovog simbola Γijk zadovoǉava jednaqi-

nu (1.3.3) pa, iz tog razloga, predstavǉa afinu koneksiju pridru�enog

(Rimanovog) prostora RN .

Znaqajan doprinos teoriji Rimanovih prostora i uopxteǌima dat

je u radovima [1,5,16,19,21–24,26–33,47,69–71].

1.5 Geodezijska preslikavaǌa prostora AN

Geodezijske linije prostora afine koneksije su ekvivalent pravama

u Euklidskom prostoru. One spajaju, najkra�im putevima, razliqite

taqke u prostorima.

Definicija 1.5.1. [47] Vektorsko poǉe X(t) se paralelno pomera du�

krive ℓ : (a, b) → MN ukoliko zajedno sa tangentnim vektorskim poǉem

λ = λ(t) = dℓ/dt zadovoǉava jednaqinu

∇λX = 0.

Definicija 1.5.2. [33, 47, 70] Kriva ℓ prostora AN qiji tangentni

vektor T pri paralelnom pomeraǌu du� ℓ ostaje tangentni naziva se

geodezijska linija.

Tangentni vektor λ geodezijske linije ℓ prostora AN zadovoǉava dife-

rencijalnu jednaqinu

dλi

dt
+ Liαβλ

αλβ = ρλi. (1.5.1)

Definicija 1.5.3. [28, 30, 32, 33, 70] Difeomorfizam f : AN → AN je

geodezijsko preslikavaǌe prostora AN na prostor AN ako svaku geodezij-

sku liniju prostora AN prevodi u geodezijsku liniju prostora AN .
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Koeficijenti Lijk i L
i

jk afinih koneksija prostora AN i AN povezani

su jednaqinom

L
i

jk = Lijk + P i
jk, (1.5.2)

gde je P i
jk = P i

kj tenzor deformacije geodezijskog preslikavaǌa f .

Odatle, i iz jednaqine (1.5.1), dobija se da tenzor deformacije P i
jk

zadovoǉava narednu jednaqinu

P i
αβλ

αλβ = 2ψλi, (1.5.3)

pri qemu je 2ψ = ρ − ρ. Osnovna jednaqina geodezijskog preslikavaǌa

f : AN → AN je

L
i

jk = Lijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j, (1.5.4)

gde je ψi kovarijantni vektor a δij Kronekerov delta-simbol.

Najznaqajniji invarijantni geometrijski objekti geodezijskog pre-

slikavaǌa f : AN → AN su Tomasov projektivni parametar i Vejlov

projektivni tenzor. Tomasov projektivni parametar dat je sa

0

T (X,Y ) =
0

∇YX −
1

N + 1

(
Tr

{
U →

0

∇YUX
}
+ Tr

{
U →

0

∇XUY
})
, (1.5.5)

tj. koordinatno

T ijk = Lijk −
1

N + 1

(
δijL

α
kα + δikL

α
jα

)
, (1.5.6)

a Vejlov projektivni tenzor sa

W (X,Y, Z) = R(X;Y, Z) +
1

N + 1

(
Ric(Y, Z)−Ric(Z, Y )

)
X

+
1

N2 − 1

((
N Ric(X,Z) +Ric(Z,X)

)
Y

−
(
N Ric(X,Y ) +Ric(Y,X)

)
Z
)
,

(1.5.7)

tj. koordinatno

W i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δijR[mn] +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j. (1.5.8)



1.6. Skoro geodezijska preslikavaǌa prostora AN 17

U sluqaju Rimanovih prostora, Vejlov projektivni tenzor se redukuje

na

W (X, Y, Z) = R(X;Y, Z) +
1

N − 1

(
Ric(X,Z)Y −Ric(X,Y )Z

)
, (1.5.9)

tj. koordinatno

W i
jmn = Ri

jmn +
1

N − 1
δi[mRjn]. (1.5.10)

1.6 Skoro geodezijska preslikavaǌa prostora AN

U nastojaǌu da generalizuje koncept geodezijskog preslikavaǌa,

Sinjukov [70] je uveo pojmove skoro geodezijske linije i skoro geo-

dezijskog preslikavaǌa. Kriva l : xi = xi(t) u prostoru AN je skoro
geodezijska linija prostora AN ako tangentni vektor λi(t) = dxi/dt ̸= 0

te krive zadovoǉava jednakosti

λ
i

(2) = a(t)λi + b(t)λ
i

(1), λ
i

(1) = λi||αλ
α, λ

i

(2) = λ
i

(1)||αλ
α, (1.6.1)

gde su a(t) i b(t) funkcije parametra t, a || oznaqava kovarijantni izvod

u odnosu na afinu koneksiju prostora AN .

Definicija 1.6.1. Preslikavaǌe f : AN → AN koje svaku geodezijsku li-

niju prostora AN prevodi u skoro geodezijsku liniju prostora AN naziva

se skoro geodezijsko preslikavaǌe.

Pri skoro geodezijskom preslikavaǌu f : AN → AN , koeficijenti

afine koneksije zadovoǉavaju uslov

L
i

jk = Lijk + P i
jk,

gde je P i
jk tenzor deformacije skoro geodezijskog preslikavaǌa f . Sin-

jukov je dokazao da je potreban i dovoǉan uslov da bi preslikavaǌe

f : AN → AN bilo skoro geodezijsko to da tenzor deformacije P i
jk tog

preslikavaǌa, zajedno sa skalarnim invarijantama a i b, zadovoǉava

jednaqinu

(P i
αβ|γ + P i

δαP
δ
βγ)λ

αλβλγ = bP i
αβλ

αλβ + aλi. (1.6.2)
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Sinjukov je, na osnovu oblika skalarne invarijante b, uoqio tri

vrste skoro geodezijskih preslikavaǌa [70]:

Prvi tip skoro geodezijskih preslikavaǌa (tip π1) za

b = bαλ
α, (1.6.3)

pri qemu invarijanta a postaje

a = aαβλ
αλβ. (1.6.4)

U tom sluqaju jednaqina (1.6.2) dobija oblik

P i
jm|n + P i

nm|j + P i
αjP

α
mn + P i

αnP
α
mj = bjP

i
mn + bnP

i
mj + ajmδ

i
n + anmδ

i
j, (1.6.5)

gde je bj kovarijantni vektor a ajm simetriqan kovarijantni tenzor.

Ova jednaqina je osnovna jednaqina skoro geodezijskog preslikavaǌa

f : AN → AN tipa π1. Skoro geodezijsko preslikavaǌe prvog tipa

zadovoǉava osobinu reciprociteta ukoliko je ǌemu inverzno pre-

slikavaǌe skoro geodezijsko preslikavaǌe tipa π1.

Drugi tip skoro geodezijskih preslikavaǌa (tip π2) za

b =
bαβλ

αλβ

σγλγ
, (1.6.6)

gde je σγλγ ̸= 0. Tenzor deformacije P i
jk zadovoǉava jednaqinu

P i
jk = ψjδ

i
k + ψkδ

i
j + σjF

i
k + σkF

i
j , (1.6.7)

gde je ψj kovarijantni vektor a F i
j mexoviti tenzor tipa (1, 1). Tenzor

F i
j �emo zvati afinor. U sluqaju skoro geodezijskog preslikavaǌa f

tipa π2, afinor F i
j zadovoǉava jednaqinu [70]

F i
j|k + F i

k|j + F i
αF

α
j|k + F i

αF
α
k|j = µjF

i
k + µkF

i
j + νjδ

i
k + νkδ

i
j, (1.6.8)

gde su µj, νj kovarijantni vektori. Jednaqine (1.6.7) i (1.6.8) su osnovne

jednaqine skoro geodezijskog preslikavaǌa f : AN → AN tipa π2. Skoro

geodezijsko preslikavaǌe drugog tipa zadovoǉava osobinu reciproci-
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teta ukoliko oquvava afinor F i
j i ǌemu inverzno preslikavaǌe je skoro

geodezijsko preslikavaǌe tipa π2.

Tre�i tip skoro geodezijskih preslikavaǌa (tip π3) za

b =
bαβγλ

αλβλγ

σuvλuλv
, (1.6.9)

gde je σuvλuλv ̸= 0. Analogno kao u prethodna dva sluqaja, dobija se da

va�e jednakosti

P i
jk = ψjδ

i
k + ψkδ

i
j + σjkφ

i, (1.6.10)

φi|k = νδik + µkφ
i, (1.6.11)

gde su ψj, µj kovarijantni vektori, φi kontravarijantni vektor i σij

kovarijantni tenzor drugog reda simetriqan po indeksima i i j. Jed-

naqine (1.6.10) i (1.6.11) su osnovne jednaqine skoro geodezijskog pres-

likavaǌa f : AN → AN tipa π3. Skoro geodezijsko preslikavaǌe tre�eg

tipa zadovoǉava osobinu reciprociteta ukoliko je ǌemu inverzno pre-

slikavaǌe skoro geodezijsko preslikavaǌe tipa π3.

Rad Sinjukova nastavili su J. Mikex [1–7, 33, 90], V. Berezovski

[2–7,33], A. Van�urova [7,33], V. S. Sobquk [33,71], H. Vavrinkova [90],

O. Pokorna [90], G. Starko [90], T. I. Hrihorjeva [24] i mnogi drugi

istra�ivaqi.

1.7 Sistemi parcijalnih diferencijalnih

jednaqina Koxijevog tipa

Neka je D ⊂ Rn konveksan skup i neka su Fα
i (x

1, . . . , xn, y1, . . . , yN),

i = 1, . . . , n, α = 1, . . . , N , funkcije definisane na skupu D̃ ⊂ D × RN

neprekidne po x i diferencijabilne po y na D̃.
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Definicija 1.7.1. Sistem parcijalnih diferencijalnih jednaqina

(PDJ) 
∂yα(x)

∂xi
= Fα

i (x, y(x)), α = 1, . . . , N, i = 1, . . . , n,

yα(x0) = yα0

(1.7.1)

je Koxijevog tipa, gde su

y(x) = (y1(x), . . . , yN(x))

nepoznate funkcije i x0 ∈ D. Uslov yα(x0) = yα0 je poqetni (Koxijev)

uslov.

U sluqaju da je poqetna vrednost

yα(x0) = yα0 , α = 1, . . . , N, (1.7.2)

gde je x0 ∈ D i (x0, y
α
0 ) ∈ D̃, sistem (1.7.1) ima najvixe jedno rexeǌe

yα = yα(x1, . . . , xn), (1.7.3)

klase C1 tako da je (x, y(x)) ∈ D̃. Odatle sledi da opxte rexeǌe sistema

(1.7.1) zavisi od r ≤ N realnih parametara.

Neka je Fα
i (x, y) ∈ C1(D̃) i neka se rexeǌe tra�i za yα ∈ C2(D).

Uslovi integrabilnosti sistema PDJ (1.7.1) su

∂2yα(x)

∂xj∂xk
− ∂2yα(x)

∂xk∂xj
= 0, (1.7.4)

odnosno

∂F α
j (x, y)

∂xk
+
∂F α

j (x, y)

∂yβ
∂yβ

∂xk
− ∂Fα

k (x, y)

∂xj
− ∂Fα

k (x, y)

∂yβ
∂yβ

∂xj
= 0. (1.7.5)

Za svako rexeǌe sistema (1.7.1) uslov (1.7.5) je zadovoǉen za proiz-

voǉno x ∈ D. Ovaj uslov je zadovoǉen i za poqetnu vrednost (1.7.2).

U sistemu (1.7.1) je mogu�e, umesto parcijalnog, uzeti kovarijantni

izvod. Zato se da posmatrati sistem PDJ u tenzorskoj formi.
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Neka je D ∈ RN koordinatni domen u GAN . Sistem PDJ Koxijevog
tipa za kovarijantni izvod s-te vrste, s ∈ {1, . . . , 4}, od M nepoznatih

tenzorskih poǉa τ
σ

i1...ipσ
j1...jqσ

(x), σ = 1, . . . ,M tipa (pσ, qσ) je sistem oblika

τ
σ

i1...ipσ
j1...jqσ |

s
k(x) = F

i1...ipσ
j1...jqσk

(x, τ
1
, . . . , τ

M
), (1.7.6)

za i1, . . . , ipσ , j1, . . . , jqσ , k = 1, . . . , N .

Prva dva identiteta Riqijevog tipa dobijena na osnovu afinih

koneksija (1.3.11) i (1.3.12) prostora GAN su:

τ i1...iAj1...jB |
1
mn − τ

i1...iA
j1...jB |

1
nm =

A∑
p=1

R
1

ip
αmn

(
α

ip

)
τ i1...i1j1...jB

−
B∑
q=1

R
1

α
jqmn

(
jq
α

)
τ i1...iAj1...jB

− 2Lαmn
∨
τ i1...iAj1...jB |

1
α,

(1.7.7)

τ i1...iAj1...jB |
2
mn − τ

i1...iA
j1...jB |

2
nm =

A∑
p=1

R
2

ip
αmn

(
α

ip

)
τ i1...i1j1...jB

−
B∑
q=1

R
2

α
jqmn

(
jq
α

)
τ i1...iAj1...jB

+ 2Lαmn
∨
τ i1...iAj1...jB |

2
α,

(1.7.8)

gde je

(
α

ip

)
τ i1...iAj1...jB

= τ
i1...ip−1αip+1...iA
j1...jB

,(
jq
α

)
τ i1...iAj1...jB

= τ i1...iAj1...jq−1αjq+1...jB
.
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POGLAVǈE 2

Geodezijska i skoro geodezijska

preslikavaǌa prostora GAN

U ovom odeǉku bi�e prikazana geodezijska i skoro geodezijska pre-

slikavaǌa prostora GAN sa posebnim osvrtima na ǌihove invarijante

i neke odnose me�u ǌima. Bi�e obra�ena posebna pa�ǌa na preslika-

vaǌa prostora GAN koja oquvavaju tenzor torzije i koja se zovu ekvi-
torziona preslikavaǌa. Ta preslikavaǌa su definisali i poqeli da

prouqavaju S. M. Minqi� i M. S. Stankovi� [42].

2.1 Geodezijska preslikavaǌa

Kriva ℓ = ℓ(t) je geodezijska linija prostora GAN [41, 75] ukoliko

ǌen tangentni vektor λ = dℓ/dt ̸= 0 zadovoǉava jednaqinu

dλi

dt
+ Liαβλ

αλβ = ρλi. (2.1.1)

Preslikavaǌe f : GAN → GAN je geodezijsko preslikavaǌe prostora

GAN ukoliko svaku geodezijsku liniju prostora GAN prevodi u geo-

dezijsku liniju prostora GAN . Geodezijska preslikavaǌa prostora

nesimetriqne afine koneksije su prouqavana u radovima [41,43,75,77,

81,87,92,99,100].

23
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Kako je inverzno preslikavaǌe f−1 : GAN → GAN geodezijskog pre-

slikavaǌa f tako�e geodezijsko, zakǉuqujemo da je zadovoǉeno

dλi

dt
+ L

i

αβλ
αλβ = ρλi, (2.1.2)

gde su L
i

jk koeficijenti afine koneksije pridru�enog prostora AN .

Oduzimaǌem jednaqine (2.1.1) od jednaqine (2.1.2), dobija se da je

geodezijsko preslikavaǌe f : GAN → GAN odre�eno jednaqinom

(
Liαβ − Liαβ

)
λαλβ = 2ψλi, (2.1.3)

pri qemu je 2ψ = ρ− ρ. Odatle sledi da koeficijenti Lijk i Lijk afinih

koneksija prostora GAN i GAN zadovoǉavaju jednaqinu

Lijk = Lijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j + ξijk, (2.1.4)

gde je ξijk = −ξikj tenzor deformacije tenzora torzije afine koneksije ∇
prostora GAN a ψj kovarijantni vektor. Operatorski oblik jednaqine

(2.1.4) je

∇(X,Y ) = ∇(X, Y ) + ψ(X)Y + ψ(Y )X + ξ(X,Y ), (2.1.5)

gde je ∇ afina koneksija prostora GAN .

Pod pretpostavkom da je T (X, Y ) = 0, tj. Lijk
∨
= 0, osnovne jednaqine

(2.1.4, 2.1.5) postaju

Lijk = Lijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j, (2.1.6)

0

∇(X, Y ) =
0

∇(X,Y ) + ψ(X)Y + ψ(Y )X, (2.1.7)

pri qemu su
0

∇ i
0

∇ afine koneksije pridur�enih prostora AN i AN ,

redom. Na osnovu jednaqina (1.5.4, 2.1.6) zakǉuqujemo da su Tomasov

projektivni parametar
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0

T (X,Y ) =
0

∇YX −
1

N + 1

(
Tr

{
U →

0

∇XUY
}
+ Tr

{
U →

0

∇YUX
})
, (2.1.8)

T ijk = Lijk −
1

N + 1
(Lαjαδ

i
k + Lαkαδ

i
j), (2.1.9)

kao i Vejlov projektivni tenzor

W (X, Y, Z) = R(X;Y, Z) +
1

N + 1

(
Ric(Y, Z)−Ric(Z, Y )

)
X

+
1

N2 − 1

((
N Ric(X,Z) +Ric(Z,X)

)
Y

−
(
N Ric(X, Y ) +Ric(Y,X)

)
Z
)
,

(2.1.10)

W i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δijR[mn] +

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j, (2.1.11)

invarijante geodezijskog preslikavaǌa f . U prethodnim jednaqinama,

Ri
jmn = Lijm,n − Lijn,m + LαjmL

i
αn − LαjnLiαm i Rij = Rα

ijα, (2.1.12)

tj. operatorski

R(X;Y, Z) =
0

∇Z

0

∇YX −
0

∇Y

0

∇ZX +
0

∇[Y,Z]X i

R(X, Y ) = Tr
{
U → R(X;Y, U)

}
,

(2.1.13)

su tenzor krivine i Riqijev tenzor pridru�enog prostora AN .

Neka je f : GAN → GAN ekvitorziono geodezijsko preslikavaǌe.

Osnovna jednaqina tog preslikavaǌa je

L
i

jk = Lijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j, (2.1.14)

gde je ψj kovarijantni vektor. U operatorskom obliku, ta jednaqina

glasi

∇YX = ∇YX + ψ(X)Y + ψ(Y )X. (2.1.15)

U radovima [43, 75, 81, 100] dobijene su invarijante ekvitorzionog

geodezijskog preslikavaǌa prostora GAN izvedene iz tenzora krivi-

ne (1.3.18–1.3.21, 1.3.45–1.3.52). Familija invarijanti ekvitorzionog
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geodezijskog preslikavaǌa f : GAN → GAN izvedena iz promene fami-

lije tenzora krivina (1.3.54) je

E ijmn = Ki
jmn +

1

N + 1
δijK[mn] +

N

N2 − 1
δi[mKjn] +

1

N2 − 1
δi[mKn]j −

u+ u′

N + 1
Lα
[mαL

i
jn
∨
]

− 1

(N + 1)2(N − 1)
Lα
mα

[
2(N − 1)uδijL

β
βn
∨

+ (u−Nu′ −Nu− u′)δinL
β
jβ
∨

]
+

1

(N + 1)2(N − 1)
Lα
nα

[
2(N − 1)uδijL

β
βm
∨

+ (u−Nu′ −Nu− u′)δimL
β
jβ
∨

]
+
N(u′ − u) + u+ u′

(N + 1)2(N − 1)
δi[mL

α
jαL

β
n]β
∨

+
1

N + 1

(
(u− u′)Lα

jαL
i
mn
∨

+ 2(N − 1)uδijL
α
βαL

β
mn
∨

)
+

1

(N + 1)2
Lα
βα

[
(Nu′ + u′ +Nu− u)δimL

β
jn
∨
+ 2uδinL

β
jm
∨

]
,

(2.1.16)

za odgovaraju�e realne konstante u i u′. Invarijante dobijene na os-

novu linearno nezavisnih tenzora krivine (1.3.56) su

E
1

i
jmn = K

1

i
jmn +

1

N + 1
δijK

1
[mn] +

N

N2 − 1
δi[mK

1
jn] +

1

N2 − 1
δi[mK

1
n]j

+
1

(N + 1)2(N − 1)
Lαmα

(
(N − 1) δijL

β
βn
∨
+ δinL

β
jβ
∨

)
+

1

(N + 1)2(N − 1)
Lαnα

(
− (N − 1) δijL

β
βm
∨
− δimL

β
jβ
∨

)
+

1

(N + 1)2(N − 1)
Lαjα

(
Nδi[mL

β
βn
∨
] +

(
N2 − 1

)
Linm

∨

)
+

2

(N + 1)2
Lβαβ

(
−(N − 1)δijL

α
mn
∨

+ δimL
α
jn
∨
− δinLαjm

∨

)
,

(2.1.17)

E
2

i
jmn = K

2

i
jmn +

1

N + 1
δijK

2
[mn] +

N

N2 − 1
δi[mK

2
jn] +

1

N2 − 1
δi[mK

2
n]j, (2.1.18)

E
3

i
jmn = K

3

i
jmn +

1

N + 1
δijK

3
[mn] +

N

N2 − 1
δi[mK

3
jn] +

1

N2 − 1
δi[mK

3
n]j

+
1

(N + 1)2(N − 1)
Lαmα

(
(N − 1) δijL

β
βn
∨
− δinL

β
jβ
∨
+ (N2 − 1)Lijn

∨

)
− 1

(N + 1)2(N − 1)
Lαnα

(
(N − 1) δijL

β
βm
∨
− δimL

β
jβ
∨
− (N2 − 1)Lijm

∨

)
− 1

(N + 1)2(N − 1)
Lαjαδ

i
[mL

β
βn
∨
]

− 1

(N + 1)2
Lβαβ

(
(N − 1)δijL

α
mn
∨

+NδimL
α
jn
∨
+ δinL

α
jm
∨

)
,

(2.1.19)
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E
4

i
jmn = K

4

i
jmn +

1

N + 1
δijK

4
[mn] +

N

N2 − 1
δi[mK

4
jn] +

1

N2 − 1
δi[mK

4
n]j, (2.1.20)

E
5

i
jmn = K

5

i
jmn +

1

N + 1
δijK

5
[mn] +

N

N2 − 1
δi[mK

5
jn] +

1

N2 − 1
δi[mK

5
n]j. (2.1.21)

Definicija 2.1.1. [87] Prostor GAN je s-ti ravan prostor, s = 1, . . . , 5,

ukoliko je s-ti od linearno nezavisnih tenzora krivine K
s

i
jmn, datih jed-

naqinom (1.3.56), jednak 0.

Pridru�eni prostor AN je ravan ukoliko je tenzor krivine Ri
jmn tog

prostora jednak 0.

Definicija 2.1.2. [87] Prostor GAN je s-ti projektivno ravan pro-

stor, s = 1, . . . , 5, ukoliko je invarijanta E
s

i
jmn dobijena na osnovu linearno

nezavisnog tenzora krivine K
s

i
jmn datog jednaqinom (1.3.56) jednaka 0.

U radu [87] je uspostavǉena veza izme�u anuliraǌa linearno neza-

visnih tenzora krivine K
s

i
jmn, s = 1, . . . , 5, prostora GAN i anuliraǌa

invarijanti ekvitorzionih geodezijskih preslikavaǌa (2.1.17–2.1.21).

Linearno nezavisni tenzori krivina (1.3.56) i tenzor krivine Ri
jmn

pridru�enog prostora povezani su jednaqinama

K
1

i
jmn = Ri

jmn + Lijm
∨

|n − Lijn
∨
|m + Lαjm

∨
Liαn

∨
− Lαjn

∨
Liαm

∨
, (2.1.22)

K
2

i
jmn = Ri

jmn − Lαjm
∨
Liαn

∨
+ Lαjn

∨
Liαm

∨
, (2.1.23)

K
3

i
jmn = Ri

jmn + Lijm
∨

|n + Lijn
∨
|m − Lαjm

∨
Liαn

∨
+ Lαjn

∨
Liαm

∨
− 2Lαmn

∨
Liαj

∨
, (2.1.24)

K
4

i
jmn = Ri

jmn − Lαjm
∨
Liαn

∨
− Lαjn

∨
Liαm

∨
, (2.1.25)

K
5

i
jmn = Ri

jmn −
1

2
Lαmn

∨
Liαj

∨
. (2.1.26)

Iz jednaqina (2.1.22-2.1.26) se dobijaju odgovaraju�i Riqijevi tenzori

K
1
jm = Rjm + Lαjm

∨
|α − Lαjα

∨
|m + Lαjm

∨
Lβαβ

∨
+ Lαjβ

∨
Lβmα

∨
, (2.1.27)

K
2
jm = Rjm − Lαjm

∨
Lβαβ

∨
− Lαjβ

∨
Lβmα

∨
, (2.1.28)
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K
3
jm = Rjm + Lαjm

∨
|α + Lαjα

∨
|m − Lαjm

∨
Lβαβ

∨
+ Lαjβ

∨
Lβmα

∨
, (2.1.29)

K
4
jm = Rjm − Lαjm

∨
Lβαβ

∨
+ Lαjβ

∨
Lβmα

∨
, (2.1.30)

K
5
jm = Rjm +

1

2
Lαmβ

∨
Lβjα

∨
. (2.1.31)

Konaqno, iz jednaqina (2.1.27-2.1.31), sledi da va�e jednakosti

K
1
[jm] = R[jm] + 2Lαjm

∨
|α − Lαjα

∨
|m + Lαmα

∨
|j + 2Lαjm

∨
Lβαβ

∨
, (2.1.32)

K
2
[jm] = R[jm] − 2Lαjm

∨
Lβαβ

∨
, (2.1.33)

K
3
[jm] = R[jm] + 2Lαjm

∨
|α + Lαjα

∨
|m − Lαmα

∨
|j − 2Lαjm

∨
Lβαβ

∨
, (2.1.34)

K
4
[jm] = R[jm] − 2Lαjm

∨
Lβαβ

∨
, (2.1.35)

K
5
[jm] = R[jm]. (2.1.36)

Na osnovu jednaqina (2.1.22–2.1.26, 2.1.27–2.1.31, 2.1.32–2.1.36) i odgo-

varaju�ih od jednaqina (2.1.17–2.1.21) zakǉuqujemo da je zadovoǉena

naredna teorema.

Teorema 2.1.1. Prvi ravan prostor GAN je prvi projektivno-ravan pro-

stor ako i samo ako je zadovoǉena jednakost

Lαnα

(
(N − 1)δijL

β
βm
∨

+ δimL
β
jβ
∨

)
+ (N − 1)Lαβα

(
(N − 1)δijL

β
mn
∨

+ δinL
β
jm
∨

)
= (N − 1)δimL

α
βα + Lβjn

∨
Lαmα

(
(N − 1)δijL

β
βn
∨
+ δinL

β
jβ
∨

)
+ Lαjα

(
Nδi[mL

β
βn
∨
] + (N2 − 1)Linm

∨

)
.

(2.1.37)

Tre�i ravan prostor GAN je tre�i projektivno-ravan prostor ako i samo

ako je zadovoǉena jednakost

Lαmα

(
(N − 1)δijL

β
βn
∨
+ (N2 − 1)Lijn

∨

)
+ Lαnα

(
δimL

β
jβ
∨
+ (N2 − 1)Lijm

∨

)
= δinL

α
mαL

β
jβ
∨
+ (N − 1)δijL

α
nαL

β
βm
∨

+ δi[mL
α
jαL

β
βn
∨
]

+ (N − 1)Lαβα

(
(N − 1)δijL

β
mn
∨

+NδimL
β
jn
∨
+ δinL

β
jm
∨

)
.

(2.1.38)
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Drugi,qetvrti i peti ravan prostor su drugi, qetvrti i peti projek-

tivno ravni prostori redom. 2

Doka�imo narednu teoremu:

Teorema 2.1.2. Vejlov projektivni tenzor W i
jmn pridru�enog prostora

AN i invarijanta E
1

i
jmn ekvitorzionog geodezijskog preslikavaǌa

f : GAN → GAN zadata jednaqinom (2.1.17) zadovoǉavaju jednaqinu

E
1

i
jmn =W i

jmn + Ṽ
1

i
jmn, (2.1.39)

gde je

Ṽ
1

i
jmn = Lij[m

∨
|n] + Lαj[m

∨
Liαn

∨
] +

2

N + 1
δij

(
Lαmn

∨
|α + Lαmn

∨
Lβαβ

∨
− 1

2
Lα[mα

∨
|n]

)
+

1

N + 1
δi[mδ

α
n](L

β
jα
∨
|β + Lβjα

∨
Lγβγ

∨
)− 1

N + 1
δi[mL

α
jβ
∨
Lβαn

∨
] −

N

N2 − 1
δi[mL

α
jα
∨
|n]

+
2

(N + 1)2(N − 1)

(
(N − 1)δijL

α
[mαL

β
βn
∨
] − δ

i
[mL

α
n]αL

β
jβ
∨
−Nδi[nLαjαL

β
n]β
∨

)
− 2

N + 1
LαjαL

i
mn
∨
− 1

N2 − 1
δi[mL

α
n]α
∨

|j.

Vejlov projektivni tenzor W i
jmn pridru�enog prostora AN i invari-

janta E
2

i
jmn ekvitorzionog geodezijskog preslikavaǌa f : GAN → GAN za-

data jednaqinom (2.1.18) zadovoǉavaju jednaqinu

E
2

i
jmn =W i

jmn + Ṽ
2

i
jmn, (2.1.40)

gde je

Ṽ
2

i
jmn = −Lαj[m

∨
Liαn]

∨
− 2

N + 1
δijL

α
mn
∨
Lβαβ

∨
− 1

N + 1
δi[mL

α
jn
∨
]L
β
αβ
∨
+

1

N − 1
δi[mL

α
βn
∨
]L
β
jα
∨
.

Vejlov projektivni tenzor W i
jmn pridru�enog prostora AN i invari-

janta E
3

i
jmn ekvitorzionog geodezijskog preslikavaǌa f : GAN → GAN za-

data jednaqinom (2.1.19) zadovoǉavaju jednaqinu

E
3

i
jmn =W i

jmn + Ṽ
3

i
jmn, (2.1.41)
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gde je

Ṽ
3

i
jmn = Lijm

∨
|n+L

i
nj
∨
|m−Lαj[m

∨
Liαn

∨
]−2Lαmn

∨
Liαj

∨
+

1

N + 1
δij
(
2Lαmn

∨
|α+L

α
[mα

∨
|n]−2Lαmn

∨
Lβαβ

∨

)
+

1

N + 1
δi[mδ

α
n]

(
Lβjα

∨
|β−L

β
jα
∨
Lγβγ

∨
−Lβαγ

∨
Lγβj

∨

)
+

N

N2 − 1
δi[mL

α
jα
∨
|n]+

1

N2 − 1
δi[mL

α
nα
∨
|j

+
2

(N + 1)2(N − 1)

(
(N − 1)δijL

α
[mαL

β
βn
∨
] + δi[mL

α
n]αL

β
jβ
∨
− δi[mLαjαL

β
βn
∨
]

)
− 2

(N + 1)2
Lαβα

(
(N−1)δijLβmn

∨
+NδimL

β
jn
∨
+δinL

β
jm
∨

)
+

2

N + 1
(LαmαL

i
jn
∨
+LαnαL

i
jm
∨
).

Vejlov projektivni tenzor W i
jmn pridru�enog prostora AN i invari-

janta E
4

i
jmn ekvitorzionog geodezijskog preslikavaǌa f : GAN → GAN za-

data jednaqinom (2.1.20) zadovoǉavaju jednaqinu

E
4

i
jmn =W i

jmn + Ṽ
4

i
jmn, (2.1.42)

gde je

Ṽ
4

i
jmn = −Lαjm

∨
Liαn

∨
− Lαjn

∨
Liαm

∨
− 2

N + 1
δijL

α
mn
∨
Lβαβ

∨

− 1

N + 1
δi[mL

α
jn
∨
]L
β
αβ
∨
+

1

N − 1
δi[mL

α
βn
∨
]L
β
jα
∨
.

Vejlov projektivni tenzor W i
jmn pridru�enog prostora AN i invari-

janta E
5

i
jmn ekvitorzionog geodezijskog preslikavaǌa f : GAN → GAN za-

data jednaqinom (2.1.21) zadovoǉavaju jednaqinu

E
5

i
jmn = W i

jmn +
1

2
Ṽ
5

i
jmn, (2.1.43)

gde je

Ṽ
5

i
jmn = −Lαmn

∨
Liαj

∨
− 1

N − 1
δi[mL

α
n]β
∨
Lβαj

∨
.

Dokaz. Doka�imo jednaqine (2.1.39, 2.1.40, 2.1.41). Preostale dve se

dokazuju analogno.
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Na osnovu jednaqine (2.1.27) dobijamo da je

N

N2 − 1
δi[mK

1
jn] +

1

N2 − 1
δi[mK

1
n]j =

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]

+
N

N2 − 1
δim

(
Lαjn

∨
|α − Lαjα

∨
|n + Lαjn

∨
Lβαβ

∨
− Lαjβ

∨
Lβαn

∨

)
+

1

N2 − 1
δim

(
Lαnj

∨
|α − Lαnα

∨
|j + Lαnj

∨
Lβαβ

∨
− Lαnβ

∨
Lβαj

∨

)
− N

N2 − 1
δin
(
Lαjm

∨
|α − Lαjα

∨
|m + Lαjm

∨
Lβαβ

∨
− Lαjβ

∨
Lβαm

∨

)
− 1

N2 − 1
δin
(
Lαmj

∨
|α − Lαmα

∨
|j + Lαmj

∨
Lβαβ

∨
− Lαmβ

∨
Lβαj

∨

)
=

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j +

1

N + 1
δi[mδ

α
n]

(
Lβjα

∨
|β + Lβjα

∨
Lγβγ

∨

)
− 1

N + 1
δi[mL

α
jβ
∨
Lβαn

∨
] −

N

N2 − 1
δi[mL

α
jα
∨
|n] −

1

N2 − 1
δi[mR

α
n]α|j.

Ovaj rezultat, zajedno sa jednaqinama (2.1.17, 2.1.27, 2.1.32), dokazuje

da va�i jednakost (2.1.39).

Iz jednaqina (2.1.18, 2.1.28, 2.1.33) direktno sledi da va�i jed-

naqina (2.1.40).

Va�i jox i

N

N2 − 1
δi[mK

3
jn] +

1

N2 − 1
δi[mK

3
n]j =

N

N2 − 1
δi[mRjn] +

1

N2 − 1
δi[mRn]j

+
1

N + 1
δim

(
Lαjn

∨
|α − Lαjn

∨
Lβαβ

∨
+ Lαjβ

∨
Lβαn

∨
− 2Lαnβ

∨
Lβαj

∨

)
− 1

N + 1
δin
(
Lαjm

∨
|α − Lαjm

∨
Lβαβ

∨
+ Lαjβ

∨
Lβαm

∨
− 2Lαmβ

∨
Lβαj

∨

)
+

N

N2 − 1
δi[mL

α
jα
∨
|n] +

1

N2 − 1
δi[mL

α
n]α
∨

|j.

Ova jednakost, zajedno sa jednakostima (2.1.19, 2.1.29, 2.1.34) dokazuje

taqnost jednaqine (2.1.41). 2

Posledica 2.1.1 Veliqine Ṽ
s

i
jmn, s = 1, 3, definisane u prethodnoj teo-

remi, su parametri. Veliqine Ṽ
s

i
jmn, s = 2, 4, 5, su tenzori. 2

Motivisano Ajnxtajnovim radom [12–14] i prouqavaǌem F. Graif

[20], u radu [92] su dobijene invarijante ekvitorzionog geodezijskog
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preslikavaǌa f : GAN → GAN prostora nesimetriqne afine koneksije

u kome postoje dve vrste kovarijantnog diferenciraǌa:

(∇+
Y τ)(X) = (

0

∇Y τ)(X) + T
(
τ(X), Y

)
− τ

(
T (X, Y )

)
, (2.1.44)

(∇−
Y τ)(X) = (

0

∇Y τ)(X)− T
(
τ(X), Y

)
+ τ

(
T (X, Y )

)
. (2.1.45)

Na osnovu razlika

∇+
Z∇

+
YX −∇

+
Y∇

+
ZX, ∇

−
Z∇

−
YX −∇

−
Y∇

−
ZX, ∇

−
Z∇

+
YX −∇

+
Y∇

−
ZX,

dobijaju se tenzori krivine

R
1
(X;Y, Z) = R(X;Y, Z) +

( 0

∇ZT
)
(X, Y )−

( 0

∇Y T
)
(X,Z)

+ T
(
T (X, Y ), Z

)
− T

(
T (X,Z), Y

)
,

(2.1.46)

R
2
(X;Y, Z) = R(X;Y, Z)−

( 0

∇ZT
)
(X,Y ) +

( 0

∇Y T
)
(X,Z)

+ T
(
T (X, Y ), Z

)
− T

(
T (X,Z), Y

)
,

(2.1.47)

R
3
(X;Y, Z) = R(X;Y, Z) +

( 0

∇ZT
)
(X, Y ) +

( 0

∇Y T
)
(X,Z)

− T
(
T (X,Y ), Z

)
+ T

(
T (X,Z), Y

)
− 2T

(
T (Y, Z), X

)
,

(2.1.48)

gde je R(X;Y, Z) tenzor krivine pridru�enog prostora AN .

Na osnovu invarijantnosti Vejlovog projektivnog tenzoraW (X, Y, Z)

pridru�enog prostora AN datog jednaqinom (1.5.9), sledi da tenzori

krivine R(X;Y, Z) i R(X;Y, Z) pridru�enih prostora AN i AN zadovo-
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ǉavaju jednaqinu

R(X;Y, Z) = R(X;Y, Z) +
1

N + 1

(
Ric(Y, Z)−Ric(Z, Y )

)
X

− 1

N + 1

(
Ric(Y, Z)−Ric(Z, Y )

)
X

+
1

N2 − 1

(
NRic(X,Z) +Ric(Z,X)

)
Y

− 1

N2 − 1

(
NRic(Y, Z) +Ric(Z, Y )

)
X

− 1

N2 − 1

(
NRic(X,Z) +Ric(Z,X)

)
Y

+
1

N2 − 1

(
NRic(Y, Z) +Ric(Z, Y )

)
X,

(2.1.49)

gde je Ric(X,Y ) = Tr
{
U → R(X;Y, U)

}
. Na osnovu jednaqine (2.1.46)

dobija se da va�i

Ric(X, Y ) = Ric
1
(X,Y )

− Tr
{
U →

( 0

∇UT
)
(X,Y )

}
+ Tr

{
U →

( 0

∇Y T
)
(X,U)

}
− Tr

{
U → T

(
T (X,Y ), U

)}
+ Tr

{
U → T

(
T (X,U), Y

)}
,

(2.1.50)

gde je Ric
1
(X, Y ) = Tr

{
U → R

1
(X;Y, U)

}
.

Kako je preslikavaǌe f ekvitorziono, odre�eno je osnovnom jednaqi-

nom (2.1.15), pa je zadovoǉena i jednaqina

( 0

∇ZT
)
(X, Y ) =

( 0

∇ZT
)
(X,Y )−

0

∇T (X,Y )Z+T
( 0

∇ZX, Y
)
+T

(
X,

0

∇ZY
)

+
0

∇T (X,Y )Z − T
( 0

∇ZX,Y
)
− T

(
X,

0

∇ZY
)
.

(2.1.51)
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Rezultatima (2.1.49, 2.1.50, 2.1.51), dokazano je da va�i

R
1
(X;Y,Z) = R

1
(X;Y, Z)

+
1

N + 1

(
Ric(Y, Z)−Ric(Z, Y )−Ric(Y, Z) +Ric(Z, Y )

)
X

+
1

N2 − 1

((
NRic(X,Z)+Ric(Z,X)

)
Y −

(
NRic(X,Y )+Ric(Y,X)

)
Z
)

− 1

N2 − 1

((
NRic(X,Z)+Ric(Z,X)

)
Y −

(
NRic(X, Y )+Ric(Y,X)

)
Z
)

+
( 0

∇ZT
)
(X,Y )−

( 0

∇ZT
)
(X, Y )−

( 0

∇Y T
)
(X,Z) +

( 0

∇Y T
)
(X,Z).

Odavde sledi da je zadovoǉeno

W
1
(X, Y, Z) =W

1
(X, Y, Z),

gde je

W
1
(X,Y, Z) = R

1
(X;Y, Z) +

1

N + 1

(
Ric
1
(Y, Z)−Ric

1
(Z, Y )

)
X

+
1

N2 − 1

((
NRic

1
(X,Z) +Ric

1
(Z,X)

)
Y

−
(
NRic

1
(X, Y ) +Ric

1
(Y,X)

)
Z
)

−
0

∇T (X,Y )Z + T
( 0

∇ZX,Y
)
+ T

(
X,

0

∇ZY )

+
0

∇T (X,Z)Y − T
( 0

∇YX,Z
)
− T

(
X,

0

∇YZ
)

+
2

N + 1
Tr

{
U → T (

0

∇UY, Z)− T (
0

∇UZ, Y )
}
X

+
1

N + 1
Tr

{
U →

0

∇T (U,Z)Y−T (U,Y )ZX
}

− 1

N − 1
Tr

{
U → T

( 0

∇ZXY −
0

∇YXZ,U
)}
.

(2.1.52)

Analognim postupkom se dobija da va�i

W
2
(X, Y, Z) =W

2
(X, Y, Z) i W

3
(X, Y, Z) =W

3
(X,Y, Z),
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gde je

W
2
(X,Y, Z) = R

2
(X;Y, Z) +

1

N + 1

(
Ric
2
(Y, Z)−Ric

2
(Z, Y )

)
X

+
1

N2 − 1

((
NRic

2
(X,Z) +Ric

2
(Z,X)

)
Y

−
(
NRic

2
(X, Y ) +Ric

2
(Y,X)

)
Z
)

+
0

∇T (X,Y )Z − T
( 0

∇ZX,Y
)
− T

(
X,

0

∇ZY )

−
0

∇T (X,Z)Y + T
( 0

∇YX,Z
)
+ T

(
X,

0

∇YZ
)

− 2

N + 1
Tr

{
U → T (

0

∇UY, Z)− T (
0

∇UZ, Y )
}
X

− 1

N + 1
Tr

{
U →

0

∇T (U,Z)Y−T (U,Y )ZX
}

+
1

N − 1
Tr

{
U → T

( 0

∇ZXY −
0

∇YXZ,U
)}
,

(2.1.53)

W
3
(X,Y, Z) = R

3
(X;Y, Z) +

1

N + 1

(
Ric
3
(Y, Z)−Ric

3
(Z, Y )

)
X

+
1

N2 − 1

((
NRic

3
(X,Z) +Ric

3
(Z,X)

)
Y

−
(
NRic

3
(X, Y ) +Ric

3
(Y,X)

)
Z
)

−
0

∇T (X,Y )Z + T
( 0

∇ZX,Y
)
+ T

(
X,

0

∇ZY )

−
0

∇T (X,Z)Y + T
( 0

∇YX,Z
)
+ T

(
X,

0

∇YZ
)

+
2

N + 1
Tr

{
U → T (

0

∇UY, Z)− T (
0

∇UZ, Y )
}
X

+
1

N + 1
Tr

{
U →

0

∇T (U,Z)Y−T (U,Y )ZX
}

+
1

N − 1
Tr

{
U → T

( 0

∇ZXY −
0

∇YXZ,U
)}
.

(2.1.54)

Teorema 2.1.3. Neka je f : GAN → GAN ekvitorziono geodezijsko pre-

slikavaǌe. Geometrijski objekti W
1
,W

2
,W

3
, zadati jednaqinama (2.1.52,

2.1.53, 2.1.54), jesu invarijante preslikavaǌa f . 2
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Posledica 2.1.2 Invarijante W
1
(X,Y, Z),W

2
(X, Y, Z),W

3
(X, Y, Z) i Vejlov

projektivni tenzor W (X,Y, Z) zadovoǉavaju jednaqine:

W
1
(X,Y, Z) = W (X, Y, Z) + ZT (X,Y )− Y T (X,Z)

+ T
(
T (X, Y ), Z

)
− T

(
T (X,Z), Y

)
,

(2.1.55)

W
2
(X,Y, Z) = W (X, Y, Z)− ZT (X, Y ) + Y T (X,Z)

+ T
(
T (X, Y ), Z

)
− T

(
T (X,Z), Y

)
,

(2.1.56)

W
3
(X,Y, Z) = W (X, Y, Z) + ZT (X,Y ) + Y T (X,Z)

− T
(
T (X, Y ), Z

)
+ T

(
T (X,Z), Y

)
− 2T

(
T (Y, Z), X

)
.

(2.1.57)

2

2.2 Skoro geodezijska preslikavaǌa

Motivisan pojmovima skoro geodezijske linije i preslikavaǌa

(sekcija 1.6, N. S. Sinjukov [70]), M. S. Stankovi� je zapoqeo genera-

lizaciju te teorije [72–74]. Na tu generalizaciju, osloǌena su mnoga

daǉa istra�ivaǌa [55,56,76,84,88,91].

Na osnovu kovarijantnih diferenciraǌa (1.3.11–1.3.14) zakǉuqu-

jemo da je tangentni vektor λi = dλ/dt krive ℓ = ℓ(t) mogu�e kovarijantno

diferencirati na dva naqina. Iz tog razloga, kriva ℓ u prostoru GAN

qiji tangentni vektor λi ̸= 0 zadovoǉava sistem diferencijabilnih

jednaqina

λ
s

i
(2) = a

s
(t)λi + b

s
(t)λ

s

i
(1), λ

s

i
(1) = λi∥

s
αλ

α, λ
s

i
(2) = λ

s

i
(1)∥

s
αλ

α, (2.2.1)

s = 1, 2, naziva se skoro geodezijska linija s-te vrste prostora GAN .

Preslikavaǌe f : GAN → GAN koje svaku geodezijsku liniju prostora

GAN transformixe u skoro geodezijsku liniju s-te vrste prostora GAN

naziva se skoro geodezijsko preslikavaǌe s-te vrste.
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Teorema 2.2.1. [72–74] Preslikavaǌe f : GAN → GAN je skoro geodezij-

sko preslikavaǌe prve vrste ako i samo ako tenzor deformacije

P i
jk = L

i

jk −Lijk koeficijenata afine koneksije prostora GAN i GAN zado-

voǉava jednaqinu

(P i
αβ |

1
γ + P i

δαP
δ
βγ)λ

αλβλγ = b
1
P i
αβλ

αλβ + a
1
λi, (2.2.2)

gde su a
1
i b

1
skalarne funkcije. 2

Teorema 2.2.2. [72–74] Preslikavaǌe f : GAN → GAN je skoro geodezij-

sko preslikavaǌe druge vrste ako i samo ako tenzor deformacije

P i
jk = L

i

jk −Lijk koeficijenata afine koneksije prostora GAN i GAN zado-

voǉava jednaqinu

(P i
αβ |

2
γ + P i

αδP
δ
βγ)λ

αλβλγ = b
2
P i
αβλ

αλβ + a
2
λi, (2.2.3)

gde su a
2
i b

2
skalarne funkcije. 2

Na osnovu skalara b
s
u jednaqinama (2.2.2, 2.2.3) uoqena su tri tipa

skoro geodezijskih preslikavaǌa s-te vrste, s = 1, 2 [72–74]. Ako je

b
s
= b

s
αλ

α;

b
s
=
b
s
αβλ

αλβ

σγλγ
, σγλ

γ ̸= 0;

b
s
=
b
s
αβγλ

αλβλγ

σδϵλδλϵ
, σδϵλ

δλϵ ̸= 0,

(2.2.4)

skoro geodezijsko preslikavaǌe f : GAN → GAN je preslikavaǌe tipa

π
s
1, π

s
2, π

s
3 redom.

2.2.1 Skoro geodezijska preslikavaǌa tipa π
1
2 i π

2
2

Skoro geodezijska preslikavaǌa drugog tipa su uopxtena u radu

[73]. U ovom odeǉku bi�e prikazani rezultati dobijeni u radu [88].

Neka je f : GAN → GAN skoro geodezijsko preslikavaǌe tipa π
1
2.

Tenzor deformacije P i
jk = L

i

jk − Lijk zadovoǉava jednaqinu
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P i
αβλ

αλβ = 2σαλ
αF i

βλ
β + 2ψαλ

αλi.

Odatle sledi da va�i

(P i
αβ − 2σαF

i
β − 2ψαδ

i
β)λ

αλβ ≡ 0,

tj.

P i
jk = ψjδ

i
k + ψkδ

i
j + σjF

i
k + σkF

i
j ,

gde je P i
jk = Lijk−Lijk. U uvoj jednaqini, ψi i σi su kovarijantni vektori

a F i
j je afinor.

Zbog toga je

P i
jk = ψjδ

i
k + ψkδ

i
j + σjF

i
k + σkF

i
j + ξijk. (2.2.5)

U ovoj jednaqini, ξijk je tenzor antisimetriqan po indeksima j i k.

Na osnovu jednaqina (2.2.2, 2.2.5) dobijamo da va�i:

F i
j |
1
k + F i

k |
1
j + F i

αF
α
j σk + F i

αF
α
k σj + ξiαjF

α
k + ξiαkF

α
j

= µjF
i
k + µkF

i
j + νjδ

i
k + νkδ

i
j,

(2.2.6)

gde su µi i νi kovarijantni vektori.

Jednaqine (2.2.5) i (2.2.6) su osnovne jednaqine skoro geodezijskog

preslikavaǌa f : GAN → GAN tipa π
1
2.

Korix�eǌem prethodnog metoda, dobijamo da va�i

F i
j |
2
k + F i

k |
2
j + F i

αF
α
j σk + F i

αF
α
k σj + ξijαF

α
k + ξikαF

α
j

= µjF
i
k + µkF

i
j + νjδ

i
k + νkδ

i
j,

(2.2.7)

gde su µi, νi kovarijantni vektori.

Jednaqine (2.2.5) i (2.2.7) su osnovne jednaqine skoro geodezijskog

preslikavaǌa f : GAN → GAN tipa π
2
2.
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Primedba 2.2.1. Ukoliko je, u jednaqini (2.2.5), σi ≡ 0 skoro geodezij-

sko preslikavaǌe f se svodi na geodezijsko. Ukoliko je, u toj jednaqini,

ψi ≡ 0 skoro geodezijsko preslikavaǌe f postaje kanoniqko [73]. Uko-

liko je, u osnovnoj jednaqini (2.2.5), σi ≡ 0 i ψi ≡ 0 skoro geodezijsko

preslikavaǌe f se svodi na trivijalno geodezijsko preslikavaǌe.

Skoro geodezijsko preslikavaǌe f : GAN → GAN tipa π
s
2, s ∈ {1, 2},

zadovoǉava osobinu reciprociteta [73] ukoliko oquvava afinor F i
j i

pritom je ǌemu inverzno preslikavaǌe f−1 : GAN → GAN istog tipa π
s
2.

Razmotri�emo skoro geodezijsko preslikavaǌe f : GAN → GAN tipa

π
1
2. Analogni rezultat je, na jednostavan naqin, mogu�e dobiti pri-

likom prouqavaǌa skoro geodezijskih preslikavaǌa tipa π
2
2.

Kako tenzor deformacije P
i

jk = Lijk − L
i

jk inverznog preslikavaǌa

f−1 : GAN → GAN zadovoǉava jednaqinu

P
i

jk = −P i
jk,

kovarijantni vektori ψi, σi i afinor F i
j u jednaqini (2.2.5) i odgo-

varaju�i ψi, σi, F
i

j su povezani narednim jednakostima:

ψi = −ψi, σi = −σi, F
i

j = F i
j .

Preslikavaǌe f : GAN → GAN tipa π
1
2 zadovoǉava osobinu reciproci-

teta ako i samo ako afinor F
i

j = F i
j prostora GAN zadovoǉava jednaqinu

oblika (2.2.6), tj.

F i
j||
1
k+F

i
k||
1
j−F i

αF
α
j σk−F i

αF
α
k σj−ξiαjF α

k −ξiαkFα
j = µjF

i
k+µkF

i
j+νjδ

i
k+νkδ

i
j, (2.2.8)

gde je sa ||
1

oznaqena kovarijantna derivacija prve vrste na osnovu

afine koneksije prostora GAN . Kako je

F i
j||
1
k = F i

j,k + (Liαk + P i
αk)F

α
j − (Lαjk + Pα

jk)F
i
α

= F i
j |
1
k + P i

αkF
α
j − Pα

jkF
i
α,
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to na osnovu jednaqina (2.2.5, 2.2.8) sledi da va�i

F i
αF

α
j σk + F i

αF
α
k σj + ξiαjF

α
k + ξiαkF

α
j =

=
µjF

i
k +

=
µkF

i
j +

=
νjδ

i
k +

=
νkδ

i
j,

gde su vektori
=
µi,

=
νi funkcije vektora µi, νi, µi, νi, ψi, σi i afinora F i

j .

Kako je σi ̸≡ 0, dobija se da va�i

F i
αF

α
j = pδij + qF i

j , (2.2.9)

gde su p i q skalarne funkcije.

Prethodnim razmatraǌem je dokazano da va�i naredna teorema:

Teorema 2.2.3. Jednaqinom (2.2.9) dat je potreban i dovoǉan uslov da

skoro geodezijsko preslikavaǌe f : GAN → GAN tipa π
s
2, s = 1, 2, zadovo-

ǉava osobinu reciprociteta. 2

Neka je afinor, u jednaqinama (2.2.5) i (2.2.6), oblika

F̃ i
j = rF i

j + sδij (r ̸= 0).

Tada va�i jednaqina

F̃ i
αF̃

α
j = p̃δij + q̃F̃ i

j ,

gde je

p̃ = r2p− s2 − srq i q̃ = 2s+ rq.

Funkcije r i s je mogu�e odabrati tako da va�i

q̃ = 0 i p̃ = ẽ (= ±1, 0).

U tom sluqaju je

F̃ i
αF̃

α
j = ẽδij.

Odatle sledi da va�i

F i
αF

α
j = eδij (e = ±1, 0). (2.2.10)
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Zamenom rezultata (2.2.10) u jednaqinu (2.2.6), dobijamo da je zado-

voǉeno

F i
j |
1
k + F i

k |
1
j + ξiαjF

α
k + ξiαkF

α
j = µjF

i
k + µkF

i
j + νjδ

i
k + νkδ

i
j. (2.2.11)

Zbog toga je skoro geodezijsko preslikavaǌe f : GAN → GAN tipa

π
1
2 koje zadovoǉava osobinu reciprociteta [72] odre�eno jednaqinama

(2.2.5), (2.2.10) i (2.2.11). Takva preslikavaǌa su elementi klase π
1
2(e).

Skoro geodezijsko preslikavaǌe f : GAN → GAN tipa π
2
2 koje zado-

voǉava osobinu reciprociteta je odre�eno narednim jednaqinama:

P i
jk = ψjδ

i
k + ψkδ

i
j + σjF

i
k + σkF

i
j + ξijk, (2.2.12)

F i
j |
2
k + F i

k |
2
j − ξiαjFα

k − ξiαkF α
j = µjF

i
k + µkF

i
j + νjδ

i
k + νkδ

i
j, (2.2.13)

F i
αF

α
j = eδij, (e = ±1, 0). (2.2.14)

Takva skoro geodezijska preslikavaǌa saqiǌavaju klasu π
2
2(e).

Definicija 2.2.1. Tenzor F i
j koji zadovoǉava jednaqine (2.2.10) i

(2.2.11) se naziva e-struktura koja odre�uje skoro geodezijsko preslika-

vaǌe f : GAN → GAN tipa π
1
2(e).

Teorema 2.2.4. Proizvoǉna e-struktura F i
j odre�uje skoro geodezijsko

preslikavaǌe f : GAN → GAN tipa π
1
2(e), e = ±1, ako i samo ako zado-

voǉava naredne jednakosti

F i
j |
1
k + F i

k |
1
j + ξiαjF

α
k + ξiαkF

α
j = µjF

i
j + µjF

i
k − µαFα

j δ
i
j − µαFα

j δ
i
k, (2.2.15)

F i
αF

α
j = eδij, (2.2.16)

gde je µi kovarijantni vektor.

Dokaz. Kovarijantnim diferenciraǌem prve vrste jednaqine (2.2.16)

u pravcu xk dobijamo da je zadovoǉeno

F i
α|
1
kF

α
j + F α

j |
1
kF

i
α = 0. (2.2.17)
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Nakon simetrizacije jednaqine (2.2.17) po indeksima j i k dobijamo da

va�i

F i
α|
1
kF

α
j + F i

α|
1
jF

α
k + Fα

j |
1
kF

i
α + F α

k |
1
jF

i
α = 0. (2.2.18)

Na osnovu jednaqina (2.2.11) i (2.2.18) sledi da je

F i
α|
1
jF

α
k + F i

α|
1
kF

α
j + eδijµk + eδikµj + F i

jνk + F i
kνj + F i

αF
β
j ξ

α
kβ + F i

αF
β
k ξ

α
jβ = 0.

Kompozicijom prethodne jednaqine sa F k
k′ dobija se da va�i

eF i
k′ |

1
j + F i

α|
1
βF

α
j F

β
k′ + eδijµαF

α
k′ + eµjF

i
k′ + F i

jναF
α
k′ + eδik′νj

+ F i
jναF

α
k′ + eδik′νj + F i

αF
β
j F

γ
k′ξ

α
γβ + eF i

αξ
α
jk′ = 0.

(2.2.19)

Nakon simetrizacije jednaqine (2.2.19) po indeksima j i k′ sledi da je

zadovoǉeno

eF i
j |
1
k′ + eF i

k′ |
1
j + F i

α|
1
βF

α
j F

β
k′ + F i

α|
1
βF

α
k′F

β
j + eδijF

α
k′µα + eδik′F

α
j µα

+ eµjF
i
k′ + eµk′F

i
j + ναF

i
jF

α
k′ + ναF

i
k′F

α
j + eδijνk′ + eδik′νj = 0.

(2.2.20)

Na osnovu jednaqine (2.2.11), dobija se da je

eF i
j |
1
k′ + eF i

k′ |
1
j + F i

α|
1
βF

α
j F

β
k′ + F i

α|
1
βF

α
k′F

β
j = F i

j (νβF
β
k′ + eµk′)

+ F i
k′(ναF

α
j + eµj) + eδij(µβF

β
k′ + νk′) + eδik′(µαF

α
j + νj).

(2.2.21)

Na osnovu jednaqina (2.2.20) i (2.2.21) utvr�ujemo da va�i jednaqina

F i
j (F

α
k να + eµk) + F i

k(F
α
j να + eµj) + eδij(F

α
k µα + νk) + eδik(F

α
j µα + νj) = 0.

Ure�eǌem prethodne jednaqine zakǉuqujemo da je zadovoǉeno

Fα
j µα + νj = 0, tj. νj = −Fα

j µα. (2.2.22)

Na osnovu jednaqina (2.2.22) i (2.2.11) sledi da va�i jednaqina

(2.2.15), qime je ova teorema dokazana. 2
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U sluqaju skoro geodezijskih preslikavaǌa tipa π
2
2(e) imamo slede�e:

Definicija 2.2.2. Afinor F h
i koji zadovoǉava uslove (2.2.13, 2.2.14) je

e-struktura koja odre�uje skoro geodezijsko preslikavaǌe tipa π
2
2(e).

Teorema 2.2.5. Proizvoǉna e-struktura F i
j odre�uje skoro geodezijsko

preslikavaǌe tipa π
2
2(e), e = ±1, ako i samo ako zadovoǉava naredne jed-

naqine

F i
j |
2
k + F i

k |
2
j − ξiαjFα

k − ξiαkFα
j = µjF

i
k + µkF

i
j − µαFα

j δ
i
k − µαFα

k δ
i
j, (2.2.23)

F i
αF

α
j = eδij, (2.2.24)

gde je µi kovarijantni vektor. 2

Teorema 2.2.6. Proizvoǉna e-struktura F i
j koja odre�uje skoro geodezij-

sko preslikavaǌe tipa π
1
2(e), e = ±1, zadovoǉava naredne jednaqine

F i
j |
1
(mn) + ξ

1

i
jmn = µ(m|

1
n)F

i
j + µ[j |

1
n]F

i
m + µ[j |

1
m]F

i
n

− µα|
1
(mF

α
n)δ

i
j + µα|

1
[jF

α
n]δ

i
m + µα|

1
[jF

α
m]δ

i
n +

1

θ
1

i
jnm,

(2.2.25)

gde su sa [i, j] i (i, j) oznaqene antisimetrizacija i simetrizacija bez

deǉeǌa i

1

θ
1

i
jnm =

2

θ
1

i
jmn +

2

θ
1

i
jnm −

2

θ
1

i
mnj

−R
1

i
αjmF

α
n +R

1

α
njmF

i
α −R

1

i
αjnF

α
m +R

1

α
mjnF

i
α + 2TαjmF

i
n|
1
α + 2TαjnF

i
m|

1
α,

2

θ
1

i
jmn = µjF

i
m|

1
n + µmF

i
j |
1
n − µαFα

j |
1
nδ

i
m − µαF α

m|
1
nδ

i
j − ξiαjF α

m|
1
n − ξiαmFα

j |
1
n,

ξ
1

i
jmn = ξiα[j |

1
n]F

α
m + ξiα[j |

1
m]F

α
n + ξiα(m|

1
n)]F

α
j ,

a R
1

i
jmn je tenzor krivine zadat jednaqinom (1.3.18).

Dokaz. Na osnovu kovarijantnog diferenciraǌa prve vrste jednaqine
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(2.2.15) u pravcu xn se dobija da va�i

F i
j |
1
mn + F i

m|
1
jn + ξiαj |

1
nF

α
m + ξiαm|

1
nF

α
j

= µj |
1
nF

i
m + µm|

1
nF

i
j − µα|

1
nF

α
j δ

i
m − µα|

1
nF

α
mδ

i
j +

2

θ
1

i
jmn.

(2.2.26)

Antisimetrizacijom ove jednaqine po j i n i korix�eǌem prvog

Riqijevog identiteta, dobijamo da va�i

F i
j |
1
mn − F i

n|
1
mj + ξiαj |

1
nF

α
m − ξiαn|

1
jF

α
m + ξiαm|

1
nF

α
j − ξiαm|

1
jF

α
n

= µj |
1
nF

i
m − µn|

1
jF

i
m + µm|

1
nF

i
j − µm|

1
jF

i
n

− µα|
1
nF

α
j δ

i
m + µα|

1
jF

α
n δ

i
m − µα|

1
nF

α
mδ

i
j + µα|

1
jF

α
mδ

i
n +

3

θ
1

i
jmn,

(2.2.27)

gde je
3

θ
1

i
jmn =

2

θ
1

i
jmn −

2

θ
1

i
nmj −R

1

i
αjnF

α
m +R

1

α
mjnF

i
α + 2Lαjn

∨
F i
m|

1
α.

Zamenimo indekse m i n u jednaqini (2.2.27). Tada se dobija da je

F i
j |
1
nm − F i

m|
1
nj + ξiαj |

1
mF

α
n − ξiαm|

1
jF

α
n + ξiαn|

1
mF

α
j − ξiαn|

1
jF

α
m

= µj |
1
mF

i
n − µm|

1
jF

i
n + µn|

1
mF

i
j − µn|

1
jF

i
m

− µα|
1
mF

α
j δ

i
n + µα|

1
jF

α
j δ

i
n − µα|

1
mF

α
n δ

i
j + µα|

1
jF

α
n δ

i
m +

3

θ
1

i
jnm,

(2.2.28)

Sabiraǌem jednaqina (2.2.26) i (2.2.28), uz nexto jednostavnog raquna,

dobija se da va�i jednaqina (2.2.29). 2

Analognim postupkom se dobija da va�i naredna teorema:

Teorema 2.2.7. Proizvoǉna e-struktura F i
j koja odre�uje skoro geodezij-

sko preslikavaǌe tipa π
2
2(e), e = ±1, zadovoǉava naredne jednaqine

F i
j |
2
(mn) + ξ

2

i
jmn = µ(m|

2
n)F

i
j + µ[j |

2
n]F

i
m + µ[j |

2
m]F

i
n

− µα|
2
(mF

α
n)δ

i
j + µα|

2
[jF

α
n]δ

i
m + µα|

2
[jF

α
m]δ

i
n +

1

θ
2

i
jnm,

(2.2.29)
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gde su sa [i, j] i (i, j) oznaqene antisimetrizacija i simetrizacija bez

deǉeǌa i

1

θ
2

i
jnm =

2

θ
2

i
jmn +

2

θ
2

i
jnm −

2

θ
2

i
mnj

−R
2

i
αjmF

α
n +R

2

α
njmF

i
α −R

2

i
αjnF

α
m +R

2

α
mjnF

i
α − 2Lαjm

∨
F i
n|
2
α − 2Lαjn

∨
F i
m|

2
α,

2

θ
2

i
jmn = µjF

i
m|

2
n + µmF

i
j |
2
n − µαFα

j |
2
nδ

i
m − µαF α

m|
2
nδ

i
j + ξiαjF

α
m|

2
n + ξiαmF

α
j |
2
n,

ξ
2

i
jmn = −ξiα[j |

2
n]F

α
m − ξiα[j |

2
m]F

α
n − ξiα(m|

2
n)]F

α
j ,

a R
2

i
jmn je tenzor krivine zadat jednaqinom (1.3.19).

Definicija 2.2.3. Skoro geodezijsko preslikavaǌe f : GAN → GAN tipa

π
s
2(e), s ∈ {1, 2}, za koje je zadovoǉen uslov Fα

α = 0 jeste skoro geodezijsko

preslikavaǌe tipa π
s
2(e, F ).

Kontrakcijom indeksa u algebarskom uslovu (2.2.16) dobija se da

va�i jednakost

Fα
β F

β
α = eN.

Dvostruki kovarijantni izvod s-te vrste, s ∈ {1, 2}, prethodne jed-

naqine u pravcu xmxn rezultira sa

F α
β F

β
α|
s
mn + Fα

β |
s
mF

β
α|
s
n = 0. (2.2.30)

Nakon kompozicije jednaqine (2.2.29) sa F j
i , a na osnovu rezultata

(2.2.30), dobijamo

−2Fα
β |
s
mF

β
α|
s
n + F α

β ξ
β
αmn = µ(m|

s
n)eN − F β

β µα|
s
(mF

α
n) + µ(α|

s
β)F

α
n F

β
m

− eµ(m|
s
n) + Fα

β

1

θ
s

β
αnm.

(2.2.31)

Kako je Fα
α = 0, to se na osnovu jednaqine (2.2.31) dobija da va�i

e(N − 1)µ(m|
s
n) + µ(α|

s
β)F

α
mF

β
n =

4

θ
s
mn, (2.2.32)
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gde je
4

θ
s
mn = Fα

β

1

θ
s

β
αnm+2F α

β |
s
mF

β
α|
s
n−Fα

β ξ
β
αmn. Kompozicijom jednaqine (2.2.32)

sa Fm
m′F n

n′ dobijamo da je

e(N − 1)µ(α|
s
β)F

α
mF

β
n + µ(m|

s
n) =

4

θ
s
αβF

α
mF

β
n . (2.2.33)

Na osnovu jednaqina (2.2.32, 2.2.33) sledi da va�i

µ(j |
s
m) =

5

θ
s
jm, (2.2.34)

gde je
5

θ
s
jm =

1

N(2−N)

[
4

θ
s
αβF

α
j F

β
m − e(N − 1)

4

θ
s
jm

]
. Kovarijantnim diferen-

ciraǌem s-te vrste jednaqine (2.2.34) po xn se dobija da je

µj |
s
mn + µm|

s
jn =

5

θ
s
jm|

s
n. (2.2.35)

Antisimetrizujmo ovu jednaqinu po j i n. Tada zakǉuqujemo da je

zadovoǉeno

µj |
s
mn − µn|

s
mj −R

s

α
jmnµα + (−1)s · 2Lαmn

∨
µj |

s
α =

5

θ
s
jm|

s
n −

5

θ
s
nm|

s
j.

Zamenom indeksa m i n se dobija

µj |
s
nm − µm|

s
nj −R

s

α
jnmµα + (−1)s · 2Lαnm

∨
µj |

s
α =

5

θ
s
jn|

s
m −

5

θ
s
mn|

s
j.

Sabiraǌem tog rezultata sa jednaqinom (2.2.35), izvodimo zakǉuqak

da va�i

µj |
s
(mn) + µm|

s
[jn] = R

s

α
jnmµα + (−1)s−1 · 2Lαnm

∨
µj |

s
α +

5

θ
s
jn|

s
m −

5

θ
s
mn|

s
j +

5

θ
s
jm|

s
n. (2.2.36)

Konaqno, dobili smo sistem diferencijalnih jednaqina Koxijevog ti-
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pa sa kovarijantnim izvodima po nepoznatim funkcijama µi, µij, F i
j i F

i
jk:

F i
j |
s
m = F i

jm,

F i
j(m|

s
n) =

6

θ
s

i
jmn,

µj |
s
m = µjm,

µj |
s
(mn) + µm|

s
[jn] =

7

θ
s
jmn,

(2.2.37)

gde je

6

θ
s

i
jmn = −ξ

s

i
jmn + µ(m|

s
n)F

i
j + µ[j |

s
n]F

i
m + µ[j |

s
m]F

i
n − µα|

s
(mF

α
n)δ

i
j

+ µα|
s
[jF

α
n]δ

i
m + µα|

s
[jF

α
m]δ

i
n +

1

θ
s

i
jnm,

7

θ
s
jmn = R

s

α
jnmµα + 2Lαnm

∨
µj |

s
α +

5

θ
s
jn|

s
m −

5

θ
s
mn|

s
j +

5

θ
s
jm|

s
n.

Sa druge strane, funkcije µi, µij, F i
j i F i

jk zadovoǉavaju algebarske

formule
F i
(j |

s
m) + ξiα(jF

α
m) = µ(jF

i
m) − µαFα

(jδ
i
m),

F i
αF

α
j = eδij, µ(jm) =

5

θ
s
jm.

(2.2.38)

Sistem (2.2.37) ima najvixe jedno rexeǌe zavisno do poqetnih uslova

(2.2.38). Lako je uoqiti da poqetni uslovi imaju najvixe
1

2
N(N2 − 1) nezavisnih parametara. Na taj naqin je dokazano da va�e

naredne teoreme:

Teorema 2.2.8. Jednaqine

F i
j |
1
m = F i

jm,

F i
j(m|

1
n) =

6

θ
1

i
jmn,

µj |
1
m = µjm,

µj |
1
(mn) + µm|

1
[jn] =

7

θ
1
jmn,

(2.2.39)
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zajedno sa poqetnim uslovima

F i
(j |

1
m) + ξiα(jF

α
m) = µ(jF

i
m) − µαFα

(jδ
i
m),

F i
αF

α
j = eδij, µ(ij) =

5

θ
1
ij,

(2.2.40)

qine sistem algebarskih diferencijalnih jednaqina Koxijevog tipa po

kovarijantnim izvodima nepoznatih funkcija µi, µij, F i
j i F i

jk. Taj sistem

odre�uje sve e-strukture F i
j koje generixu skoro geodezijska preslikavaǌa

tipa π
1
2(e, F ), e = ±1 prostora GAN . 2

Teorema 2.2.9. Jednaqine

F i
j |
2
m = F i

jm,

F i
j(m|

2
n) =

6

θ
2

i
jmn,

µj |
2
m = µjm,

µj |
2
(mn) + µm|

2
[jn] =

7

θ
2
jmn,

(2.2.41)

zajedno sa poqetnim uslovima

F i
(j |

2
m) + ξiα(jF

α
m) = µ(jF

i
m) − µαFα

(jδ
i
m),

F i
αF

α
j = eδij, µ(ij) =

5

θ
2
ij

(2.2.42)

qine sistem algebarskih diferencijalnih jednaqina Koxijevog tipa po

kovarijantnim izvodima nepoznatih funkcija µi, µij, F i
j i F i

jk. Taj sistem

odre�uje sve e-strukture F i
j koje generixu skoro geodezijska preslikavaǌa

tipa π
2
2(e, F ), e = ±1. 2

Teorema 2.2.10. Familija svih e-struktura F i
j koje generixu skoro ge-

odezijska preslikavaǌa tipa π
s
2(e, F ), e = ±1, s ∈ {1, 2} prostora GAN ,

zavisi od najvixe
1

2
N(N2 − 1) realnih parametara. 2
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2.2.2 Skoro geodezijska preslikavaǌa tipa π
1
3 i π

2
3

Skoro geodezijska preslikavaǌa tre�eg tipa uopxtena su u radu

[74]. U ovom odeǉku �e biti prikazani rezultati dobijeni u radovima

[84,91,98].

Neka je f : GAN → GAN skoro geodezijsko preslikavaǌe tipa π
1
3.

Tenzor deformacije P i
jk = L

i

jk − Lijk zadovoǉava jednaqinu

P i
αβλ

αλβ = σαβλ
αλβ + 2ψαλ

αλi,

gde je σij kovarijantni tenzor drugog reda simetriqan po indeksima i

i j. Odatle sledi da va�i

(P i
αβ − σαβ − 2ψαλ

i
β)λ

αλβ ≡ 0,

tj.

P i
jk = ψjδ

i
k + ψkδ

i
j + σjkφ

i, (2.2.43)

gde je P i
jk = Lijk − Lijk a ψi kovarijantni vektor.

Zbog toga, tenzor deformacije P i
jk = L

i

jk − Lijk zadovoǉava jednaqinu

P i
jk = ψjδ

i
k + ψkδ

i
j + σjkφ

i + ξijk. (2.2.44)

U ovoj jednaqini, ξijk je tenzor antisimetriqan po indeksima j i k.

Na osnovu jednaqina (2.2.2, 2.2.44) dobijeno je da va�i [74]:

φi|
1
j + ξiαjφ

α = νjφ
i + µδij, (2.2.45)

gde je µ invarijanta, νj kovarijantni vektor i ξijk = L
i

jk
∨
− Lijk

∨
.

Jednaqine (2.2.44) i (2.2.45) su osnovne jednaqine skoro geodezijskog

preslikavaǌa f : GAN → GAN tipa π
1
3.

Korix�eǌem prethodnog metoda, dobijeno je da za skoro geodezijsko

preslikavaǌe tipa π
2
2 i µ, νj, ξ

i
jk kao u jednaqini (2.2.45) va�i [74]

φi|
2
j − ξiαjφα = νjφ

i + µδij. (2.2.46)



50 2. Geodezijska i skoro geodezijska preslikavaǌa. . .

Jednaqine (2.2.44) i (2.2.46) su osnovne jednaqine skoro geodezijskog

preslikavaǌa f : GAN → GAN tipa π
2
2.

Primedba 2.2.2. Ukoliko je, u jednaqini (2.2.44), σjkφi ≡ 0 skoro geode-

zijsko preslikavaǌe f se svodi na geodezijsko. Ukoliko je, u toj jednaqini,

ψi ≡ 0 skoro geodezijsko preslikavaǌe f postaje kanoniqko. Ukoliko je, u

osnovnoj jednaqini (2.2.44), ψi ≡ 0 i σjkφi ≡ 0 skoro geodezijsko preslika-

vaǌe f se svodi na trivijalno geodezijsko preslikavaǌe.

Skoro geodezijsko preslikavaǌe f : GAN → GAN tipa π
s
3, s ∈ {1, 2},

zadovoǉava osobinu reciprociteta [74] ukoliko je ǌemu inverzno pre-

slikavaǌe f−1 : GAN → GAN skoro geodezijsko preslikavaǌe istog tipa

π
s
3.

Neka skoro geodezijsko preslikavaǌe f : GAN → GAN zadovoǉava

osobinu reciprociteta. Tada, zbog ξ
i

jk = −ξijk a na osnovu uslova

(2.2.45), va�i naredna jednaqina

φi||
1
j − ξiαjφα = ν̃jφ

i + µ̃δij, (2.2.47)

gde je ν̃j vektor a µ̃ invarijanta.

Na osnovu te jednaqine zakǉuqujemo da va�i

ξiαjφ
α = θjφ

i + ρδij, (2.2.48)

gde je

θj = νj − ν̃j + σαjφ
α + ψj, ρ = µ− µ̃+ ψαφ

α.

Veliqina ρ u ovoj jednaqini je invarijanta dok je θj vektor.

Pretpostavimo da je jednaqina (2.2.48) zadovoǉena identiqno po φi.

Tada mo�emo posmatrati posebnu klasu skoro geodezijskih preslika-

vaǌa tipa π̃
1
3. Osnovne jednaqine preslikavaǌa te klase su

L
i

jk = Lijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j + σjkφ

i + θkδ
i
j − θjδik, (2.2.49)

φi|
1
j = ζjφ

i + ρδij, (2.2.50)
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gde su θj, ζj vektori a ρ invarijanta.

Osnovne jednaqine skoro geodezijskog preslikavaǌa f : GAN → GAN

tipa π̃
2
3 su

L
i

jk = Lijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j + σjkφ

i + θkδ
i
j − θjδik, (2.2.51)

φi|
2
j = ζjφ

i + ρδij, (2.2.52)

gde su θj, ζj vektori a ρ invarijanta.

Propozicija 2.2.1. Kovarijantni izvod φi|j vektora φi u prostoru GAN

na osnovu afine koneksije pridru�enog prostora AN u pore�eǌu sa kova-

rijantnim izvodom φi|
1
j i jednaqinom (2.2.50) je

φi|j = ρδij + ζjφ
i − Liαj

∨
φα. (2.2.53)

Kovarijantni izvod φi|j vektora φi u prostoru GAN na osnovu afine

koneksije pridru�enog prostora AN dobijen u pore�eǌu sa kovarijantnim

izvodom φi|
2
j i jednaqinom (2.2.52) je

φi|j = ρδij + ζjφ
i + Liαj

∨
φα. (2.2.54)

Veliqine ρ, ζj i φi u prethodnim jednaqinama su invarijanta, kovari-

jantni i kontravarijantni vektor respektivno. 2

Propozicija 2.2.2. Neka je f : GAN → GAN skoro geodezijsko preslika-

vaǌe tipa π̃
s
3, s ∈ {1, 2}. Tenzori torzija Lijk

∨
i Lijk

∨
afinih koneksija pro-

stora GAN i GAN zadovoǉavaju jednaqinu

Lijm
∨

||n = Lijm
∨

|n + δinL
α
jm
∨
ψα − δim

(
θj|n − θnψj − θjψn − θασjnφα

)
+ δij

(
θm|n − θmψn − θnψm + σmnθαφ

α
)

+
(
Lαjm

∨
σαn + θmσjn − θjσmn − θmσjn + θjσmn

)
φi

+ Limn
∨
ψj − Lijm

∨
ψn − Lijn

∨
ψm +

(
Liαj

∨
σmn − Liαm

∨
σjn

)
φα.

(2.2.55)
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Dokaz. Na osnovu jednaqine (2.2.44) imamo da je

Lijk
∨
= Lijk

∨
+ θkδ

i
j − θjδik. (2.2.56)

Kovarijantnim diferenciraǌem ove jednaqine po xn u smislu afine

koneksije pridru�enog prostora AN dobijamo da va�i

L
i

jm
∨

|n − Lijm
∨

|n = θm|nδ
i
j − θj|nδim. (2.2.57)

Jox je i
Lijm

∨
||n − Lijm

∨
|n = P i

αnL
α
jm
∨
− Pα

jnL
i
αm
∨
− Pα

mnL
i

jα
∨
.

Iz ove jednaqine, a na osnovu (2.2.43, 2.2.56), sledi da va�i

Lijm
∨

||n − Lijm
∨

|n = δinL
α
jm
∨
ψα + δim

(
θnψj + θjψn + θασjnφ

α
)

− δij
(
θmψn + θnψm + σmnθαφ

α
)

+
(
Lαjm

∨
σαn + θmσjn − θjσmn − θmσjn + θjσmn

)
φi

+ Limn
∨
ψj − Lijm

∨
ψn − Lijn

∨
ψm +

(
Liαj

∨
σmn − Liαm

∨
σjn

)
φα.

(2.2.58)

Sabiraǌem jednaqina (2.2.57) i (2.2.58) dobijamo da je ova propozicija

zadovoǉena. 2

Propozicija 2.2.3. Neka je f : GAN → GAN skoro geodezijsko preslika-

vaǌe tipa π̃
s
3, s ∈ {1, 2}. Tenzori torzije Lijk

∨
i Lijk

∨
afinih koneksija pro-

stora GAN i GAN zadovoǉavaju jednaqinu

Lαjm
∨
Liαn

∨
= Lαjm

∨
Liαn

∨
+ θmθnδ

i
j − θjθnδim − Lαjm

∨
θαδ

i
n

+ Lijm
∨
θn + Lijn

∨
θm − Limn

∨
θj.

(2.2.59)

Dokaz. Na osnovu jednaqine (2.2.56) sledi da va�i
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Lαjm
∨
Liαn

∨
=Lαjm

∨
Liαn

∨
+ Lαjm

∨
θnδ

i
α − Lαjm

∨
θαδ

i
n + Liαn

∨
θmδ

α
j + θmθnδ

i
j − θmθαδαj δin

− Liαn
∨
θjδ

α
m − θjθnδim + θjθαδ

α
mδ

i
n

=Lαjm
∨
Liαn

∨
+ Lijm

∨
θn − Lαjm

∨
θαδ

i
n + Lijn

∨
θm − Limn

∨
θj

+ θmθnδ
i
j − θmθjδin − θjθnδim + θjθmδ

i
n,

xto dokazuje ovu propoziciju. 2

Lema 2.2.1. Ukoliko je f : GAN → GAN ekvitorziono skoro geodezijsko

preslikavaǌe tipa π̃
s
3, s ∈ {1, 2}, onda je θj = 0.

Dokaz. Kontrakcijom jednaqine (2.2.56) po indeksima i i j imamo da je

θk =
1

N − 1

(
Lααk

∨
− Lααk

∨

)
.

Odavde jasno sledi da je, zbog ekvitorzionosti preslikavaǌa, θk = 0.2

Lema 2.2.2. Neka je f : GAN → GAN skoro geodezijsko preslikavaǌe tipa

π̃
1
3. Tenzori krivine Ri

jmn pridru�enog prostora AN i R
i

jmn pridru�enog

prostora AN zadovoǉavaju jednaqinu

Ri
jmn = Ri

jmn −
(
ψj|m − ψjψm − σjm(ρ+ φαψα)

)
δin

+
(
ψj|n − ψjψn − σjn(ρ+ φαψα)

)
δim

+
(
ψm|n − ψn|m

)
δij − (Liαn

∨
σjm − Liαm

∨
σjn)φ

α

+
(
σjm|n − σjn|m + ζnσjm − ζmσjn + σjmσnαφ

α − σjnσmαφα
)
φi,

(2.2.60)

za invarijantu ρ, kovarijantni vektor ψj, kontravarijantni vektor φi

i tenzor σij simetriqan po indeksima i i j.

Dokaz. Na osnovu jednaqine (2.2.44) sledi da je

Lijm,n = Lijm,n + ψj,nδ
i
m + ψm,nδ

i
j + σjm,nφ

i + σjmφ
i
,n.
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Time je dokazano da va�i

Lijm,n − Lijn,m = Lijm,n − Lijn,m + ψj,nδ
i
m − ψj,mδin + (ψm,n − ψn,m)δij

+ (σjm,n − σjn,m)φi + σjmφ
i
,n − σjnφi,m.

(2.2.61)

Jox je i

LαjmL
i
αn − LαjnLiαm = LαjmL

i
αn − LαjnLiαm + Lαjm(ψαδ

i
n + σjnφ

i)

− Lαjn(ψαδim + σαmφ
i) + Liαnσjmφ

α − Liαmσjnφα

+ ψjψmδ
i
n − ψjψnδim + ψασjmφ

αδin − ψασjnφαδim
+ σjmσαnφ

αφi − σjnσαmφαφi.

(2.2.62)

Zbir jednaqina (2.2.61, 2.2.62), zajedno sa osnovnom jednaqinom (2.2.45),

dokazuje ovu lemu. 2

Lema 2.2.3. Neka je f : GAN → GAN skoro geodezijsko preslikavaǌe tipa

π̃
2
3. Tenzori krivine Ri

jmn pridru�enog prostora AN i R
i

jmn pridru�enog

prostora AN zadovoǉavaju jednaqinu

Ri
jmn = Ri

jmn −
(
ψj|m − ψjψm − σjm(ρ+ φαψα)

)
δin

+
(
ψj|n − ψjψn − σjn(ρ+ φαψα)

)
δim

+
(
ψm|n − ψn|m

)
δij + (Liαn

∨
σjm − Liαm

∨
σjn)φ

α

+
(
σjm|n − σjn|m + ζnσjm − ζmσjn + σjmσnαφ

α − σjnσmαφα
)
φi,

(2.2.63)

za invarijantu ρ, kovarijantni vektor ψj, kontravarijantni vektor φi

i tenzor σij simetriqan po indeksima i i j. 2

Ukoliko je

ψij = ψi;j − ψiψj − σij(ρ+ φαψα)

σijk = σij;k − σik;j + σijηk − σikηj + σijσkαφ
α − σikσjαφα,

(2.2.64)
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jednaqine (2.2.60, 2.2.63) postaju

Ri
jmn = Ri

jmn + ψjnδ
i
m − ψjmδin + ψ[mn]δ

i
j + σjmnφ

i

− σjmLiαn
∨
φα + σjnL

i
αm
∨
φα,

(2.2.65)

Ri
jmn = Ri

jmn + ψjnδ
i
m − ψjmδin + ψ[mn]δ

i
j + σjmnφ

i

+ σjmL
i
αn
∨
φα − σjnLiαm

∨
φα.

(2.2.66)

Teorema 2.2.11. Neka je f : GAN → GAN skoro geodezijsko preslikavaǌe
tipa π̃

1
3. Familija (1.3.54) tenzora krivine prostora GAN se trans-

formixe po zakonu

Ki
jmn = Ki

jmn + ψjnδ
i
m − ψjmδ

i
n + ψ[mn]δ

i
j +

(
σjmn + uLα

jm
∨
σαn + u′Lα

jn
∨
σαm

)
φi

−
(
(u− 1)Li

αm
∨
σjn + (u′ + 1)Li

αn
∨
σjm − (u+ u′)Li

αj
∨
σmn

)
φα

+
(
u(Lα

jnθα+ψjθn+ψnθj+σjnθαφ
α)+Lα

jn
∨
(u′ψα−v′θα)−(v−w)θjθn

)
δim

+
(
u′(Lα

jmθα+ψjθm+ψmθj+σjmθαφ
α)+Lα

jm
∨
(uψα−vθα)−(v′+w)θjθm

)
δin

−
(
(u+u′)(Lα

mnθα+ψmθn+ψnθm+σmnθαφ
α)−(v+v′)θmθn+wLα

mn
∨
θα

)
δij

+ Li
mn
∨

(
(u− u′)ψj − (v − v′ − w)θj

)
− Li

jm
∨

(
(u+ u′)ψn − (v + v′ − w)θn

)
− Li

jn
∨

(
(u+ u′)ψm − (v + v′ + w)θm

)
,

(2.2.67)

za veliqine ψij i σjmn zadate jednaqinom (2.2.64)

Dokaz. Ova formula sledi direktno na osnovu jednaqine (1.3.54), ko-

jom je zadata familija tenzora krivine prostora GRN , i zakona trans-

formacije (2.2.55, 2.2.59, 2.2.65). 2

Posledica 2.2.1 Neka je f : GAN → GAN ekvitorziono skoro geodezijsko
preslikavaǌe tipa π̃

1
3. Familija (1.3.54) tenzora krivine prostora GAN

se transformixe po zakonu

Ki
jmn = Ki

jmn + ψjnδ
i
m − ψjmδ

i
n + ψ[mn]δ

i
j +

(
σjmn + uLα

jm
∨
σαn + u′Lα

jn
∨
σαm

)
φi

−
(
(u− 1)Li

αm
∨
σjn + (u′ + 1)Li

αn
∨
σjm − (u+ u′)Li

αj
∨
σmn

)
φα

+ u′Lα
jn
∨
ψαδ

i
m + uLα

jm
∨
ψαδ

i
n + (u− u′)Li

mn
∨
ψj − (u+ u′)Li

jm
∨
ψn − (u+ u′)Li

jn
∨
ψm,

(2.2.68)

za veliqine ψij i σjmn zadate jednaqinom (2.2.64). 2
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Posledica 2.2.2 Neka je f : GAN → GAN skoro geodezijsko preslikavaǌe

tipa π̃
1
3. Tenzori krivine R

1

i
jmn, . . . , R

4

i
jmn dati jednaqinama (1.3.18–1.3.21)

i izvedeni tenzori krivine R̃
1

i
jmn, . . . , R̃

8

i
jmn dati jednaqinama

(1.3.45–1.3.52) se transformixu po narednim zakonima:

R
1

i
jmn = R

1

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn+L

α
jm
∨
σαn − Lαjn

∨
σαm

)
φi

+
(
Lαjnθα+ψjθn+ψnθj+σjnθαφ

α−Lαjn
∨
(ψα+θα)−θjθn

)
δim

−
(
Lαjmθα+ψjθm+ψmθj+σjmθαφ

α−Lαjm
∨
(ψα−θα)−θjθm

)
δin

+ 2Limn
∨

(
ψj − θj

)
,

(2.2.69)

R
2

i
jmn = R

2

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn−Lαjm

∨
σαn+L

α
jn
∨
σαm

)
φi

+ 2
(
Liαm

∨
σjn − Liαn

∨
σjm

)
φα − 2Limn

∨

(
ψj + θj

)
−

(
Lαjnθα+ψjθn+ψnθj+σjnθαφ

α−Lαjn
∨
(ψα+θα)+θjθn

)
δim

+
(
Lαjmθα+ψjθm+ψmθj+σjmθαφ

α−Lαjm
∨
(ψα+θα)+θjθm

)
δin,

(2.2.70)

R
3

i
jmn = R

3

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn+L

α
jm
∨
σαn+L

α
jn
∨
σαm

)
φi

− 2
(
Liαn

∨
σjm − Liαj

∨
σmn

)
φα − 2Lijm

∨

(
ψn − θn

)
− 2Lijn

∨

(
ψm + θm

)
+
(
Lαjnθα+ψjθn+ψnθj+σjnθαφ

α+Lαjn
∨
(ψα−θα)−θjθn

)
δim

+
(
Lαjmθα+ψjθm+ψmθj+σjmθαφ

α+Lαjm
∨
(ψα+θα)+θjθm

)
δin

− 2
(
Lαmnθα+ψmθn+ψnθm+σmnθαφ

α−Lαmn
∨
θα
)
δij,

(2.2.71)

R
4

i
jmn = R

4

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn+L

α
jm
∨
σαn+L

α
jn
∨
σαm

)
φi

− 2
(
(Liαn

∨
σjm−Liαj

∨
σmn)φ

α + Lijm
∨
(ψn+θn)+L

i
jn
∨

(
ψm−θm)

)
+ 4Limn

∨
θj+

(
Lαjnθα+ψjθn+ψnθj+σjnθαφ

α+Lαjn
∨
(ψα−θα)+θjθn

)
δim

+
(
Lαjmθα+ψjθm+ψmθj+σjmθαφ

α+Lαjm
∨
(ψα+θα)−3θjθm

)
δin

− 2
(
Lαmnθα+ψmθn+ψnθm+σmnθαφ

α+Lαmn
∨
θα
)
δij,

(2.2.72)
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R̃
1

i
jmn = R̃

1

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+σjmnφ

i−
(
Liαn

∨
σjm−Liαm

∨
σjn

)
φα

−
(
Lαjn

∨
θα − θjθn

)
δim +

(
Lαjm

∨
θα − θjθm

)
δin + 2Limn

∨
θj,

(2.2.73)

R̃
2

i
jmn = R̃

2

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+σjmnφ

i−
(
Liαn

∨
σjm−Liαm

∨
σjn

)
φα

−
(
Lαjn

∨
θα + θjθn

)
δim −

(
Lαjm

∨
θα + θjθm

)
δin + 2θmθnδ

i
j

+ 2(Lijm
∨
θn + Lijn

∨
θm),

(2.2.74)

R̃
3

i
jmn = R̃

3

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+σjmnφ

i−
(
Liαn

∨
σjm−Liαm

∨
σjn

)
φα

+
(
Lαjn

∨
θα + θjθn

)
δim +

(
Lαjm

∨
θα + θjθm

)
δin − 2θmθnδ

i
j

+ 2(Lijm
∨
θn+L

i
jn
∨
θm),

(2.2.75)

R̃
4

i
jmn = R̃

4

i
jmn + ψjnδ

i
m − ψjmδin + ψ[mn]δ

i
j

+
(
σjmn −

1

3
(Lαjm

∨
σαn − Lαjn

∨
σαm)

)
φi +

4

3

(
Liαm

∨
σjn−Liαn

∨
σjm

)
φα

+
2

3

(
Lαmn

∨
θαδ

i
j−Limn

∨
ψj+L

i
jm
∨
θn−Lijn

∨
θm

)
− 1

3

(
Lαjnθα + ψjθn + ψnθj + σjnθαφ

α − Lαjn
∨
(ψα − θα) + θjθn

)
δim

+
1

3

(
Lαjmθα+ψjθm+ψmθj+σjmθαφ

α−Lαjm
∨
(ψα−θα)+θjθm

)
δin,

(2.2.76)

R̃
5

i
jmn = R̃

5

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn−Lαjm

∨
σαn+L

α
jn
∨
σαm

)
φi

−
(
Lαjnθα+ψjθn+ψnθj+σjnθαφ

α−Lαjn
∨
(ψα+θα)−3θjθn

)
δim

+
(
Lαjmθα+ψjθm+ψmθj+σjmθαφ

α−Lαjm
∨
(ψα−3θα)+θjθm

)
δin

− 4θmθnδ
i
j − 2Limn

∨

(
ψj − θj

)
− 4(Lijm

∨
θn + Lijn

∨
θm)

− 2
(
Liαn

∨
σjm − Liαm

∨
σjn

)
φα,

(2.2.77)
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R̃
6

i
jmn = R̃

6

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn−Lαjm

∨
σαn+L

α
jn
∨
σαm

)
φi

−
(
Lαjnθα + ψjθn + ψnθj + σjnθαφ

α − Lαjn
∨
(ψα − 3θα) + θjθn

)
δim

+
(
Lαjmθα + ψjθm + ψmθj + σjmθαφ

α − Lαjm
∨
(ψα + θα)− 3θjθm

)
δin

+ 4
(
θmθnδ

i
j + Lijm

∨
θn + Lijn

∨
θm

)
− 2Limn

∨

(
ψj − θj

)
− 2

(
σjmL

i
αn
∨
− σjnLiαm

∨

)
φα,

(2.2.78)

R̃
7

i
jmn = R̃

7

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn+ Lαjm

∨
σαn−Lαjn

∨
σαm

)
φi

+
(
Lαjnθα + ψjθn + ψnθj + σjnθαφ

α − Lαjn
∨
(ψα + 3θα)− θjθn

)
δim

−
(
Lαjmθα + ψjθm + ψmθj + σjmθαφ

α − Lαjm
∨
(ψα − θα) + 3θjθm

)
δin

+ 4
(
θmθnδ

i
j + Lijm

∨
θn + Lijn

∨
θm

)
+ 2Limn

∨

(
ψj + θj

)
,

(2.2.79)

R̃
8

i
jmn = R̃

8

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn+L

α
jm
∨
σαn−Lαjn

∨
σαm

)
φi

+
(
Lαjnθα + ψjθn + ψnθj + σjnθαφ

α − Lαjn
∨
(ψα − θα) + 3θjθn

)
δim

−
(
Lαjmθα + ψjθm + ψmθj + σjmθαφ

α − Lαjm
∨
(ψα + 3θα)− θjθm

)
δin

− 4
(
θmθnδ

i
j + Lijm

∨
θn + Lijn

∨
θm

)
+ 2Limn

∨

(
ψj + θj

)
,

(2.2.80)

gde su geometrijski objekti ψij i σijk zadati jednaqinom (2.2.64). 2

Uvedimo kovarijantni vektor vektor qi takav da on i kontravari-

jantni vektor φi iz jednaqine (2.2.44) zadovoǉavaju jednaqinu

φαqα = e (e = ±1). (2.2.81)

Neka je f : GAN → GAN ekvitorziono skoro geodezijsko preslikavaǌe

tipa π̃
1
3. U tom sluqaju osnovna jednaqina (2.2.44) postaje

Lijk = Lijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j + σjkφ

i. (2.2.82)

Prate�i rezultate dobijene u radu [98], mi �emo odrediti invari-

jante ekvitorzionih skoro geodezijskih preslikavaǌa tipa π̃
2
3 na osnovu

promena tenzora krivine Ki
jmn kod kojih je u = u′ = 0. U tom sluqaju,
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jednaqina (2.2.68) postaje

Ki
jmn = Ki

jmn + ψjnδ
i
m − ψjmδin + ψ[mn]δ

i
j + σjmnφ

i

+ Liαm
∨
σjnφ

α − Liαn
∨
σjmφ

α
(2.2.83)

Va�i naredna teorema.

Teorema 2.2.12. [76] Tenzor σjk iz jednaqine (2.2.82) zadovoǉava jed-

naqinu

σjk = sjk − sjk, (2.2.84)

gde je

sjk = −qj |
1
k −

1

N

(
Lααj + eφαqα|

1
j

)
qk
)
− 1

N

(
Lααk + eφαqα|

1
k

)
qj
)

− 2e

N2 −N
(
φβLααβ + eφαφβqα|

1
β

)
qjqk.

(2.2.85)

i odgovaraju�e sjk.

Dokaz. Kompozicijom jednaqine (2.2.82) sa qi dobijamo da va�i

L
α

jkqα = Lαjkqα + ψjqk + ψkqj + eσjk.

Odatle sledi da je

qj||
1
k = qj |

1
k − ψjqk − ψkqj − eσjk. (2.2.86)

Komponovaǌem ove jednaqine sa φj dobijamo da je zadovoǉeno

φα
(
qα||

1
k − qα|

1
k

)
= −ψαφαqk − eψk − eσαkφα. (2.2.87)

Kontrakcijom jednaqine (2.2.82) po i i j zakǉuqujemo da va�i

L
α

αk = Lααk + (N + 1)ψk + σαkφ
α. (2.2.88)

Na osnovu jednaqina (2.2.87, 2.2.88) sledi da je

Nψk = L
α

αk − Lααk + eψαφ
αqk + eφα

(
qα||

1
k − qα|

1
k

)
. (2.2.89)
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Odatle sledi da je

(N − 1)ψαφ
α = φβ

(
L
α

αβ − Lααβ
)
+ eφαφβ

(
qα∥

1
β − qα|

1
β

)
. (2.2.90)

Na osnovu jednaqina (2.2.89, 2.2.90) dobijamo da je

ψj =
1

N

(
L
α

αk − Lααk
)
+

e

N
φα

(
qα||

1
k − qα|

1
k

)
+

e

N2 −N

(
φβ

(
L
α

αβ − Lααβ
)
+ eφαφβ

(
qα||

1
β − qα|

1
β

))
qk.

(2.2.91)

Na osnovu jednaqine (2.2.86) imamo da je

σjk = −qj||
1
k + qj |

1
k − ψjqk − ψkqj,

xto zajedno sa jednaqinom (2.2.91) dokazuje ovu teoremu. 2

Neka je

Gi
jmn = Gi

(1)jmn = K
i

jmn −Ki
jmn.

Kompozicijom jednaqine (2.2.83) sa qi dobijamo da va�i

σjmn = eGα
jmnqα − eψjnqm + eψjmqn − eψ[mn]qj − eLmσjn + eLnσjm, (2.2.92)

gde je Lm = Lβαm
∨
qβφ

α. Na osnovu jednaqina (2.2.83, 2.2.92) sledi da je

zadovoǉeno

Gi
jmn = eGα

jmnqαφ
i+ψjn

(
δim−eqmφi

)
−ψjm

(
δin−eqnφi

)
+ψ[mn]

(
δij−eqjφi

)
− σjn

(
eLmφ

i − Liαm
∨
φα

)
+ σjm

(
eLnφ

i − Liαn
∨
φα

)
.

(2.2.93)

Kontrakcijom ove jednaqine po i i j dobijamo da va�i

Gα
αmn = eGβ

αmnqβφ
α + ψ[mn] − eqmψαnφα + eqnψαmφ

α + (N − 1)ψ[mn]

− σαn
(
eLmφ

α − Lαβm
∨
φβ

)
+ σαm

(
eLnφ

α − Lαβn
∨
φβ

)
.
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Sre�ivaǌem te jednaqine dobijamo da va�i

Nψ[mn] = Gα
αmn − eqβGβ

αmnφ
α

+ e
(
qmψ̃n − qnψ̃m

)
+ e

(
σ̃nLm − σ̃mLn

)
− σ̃[mn]

(2.2.94)

gde je ψ̃j = ψαjφ
α, σ̃j = σαjφ

α, σ̃mn = σαmL
α
βn
∨
φβ.

Kontrakcijom jednaqine (2.2.93) po indeksima i i n dobijamo da va�i

Gα
jmα =

(
e(Gβ

jmαqβ−σjαLm)+σjβLβαm
∨
−σjmLβαβ

∨

)
φα

− e
(
ψ̂jqm + ψ̂mqj − ψ̃mqj

)
− (N − 2)ψjm − ψ[jm],

(2.2.95)

gde je ψ̂j = ψjαφ
α. Na osnovu ove jednaqine je

(N − 2)ψjm = −ψ[jm] − e
(
ψ̂jqm + ψ̂mqj − ψ̃mqj

)
−Gα

jmα +
(
e(Gβ

jmαqβ − σjαLm) + σjβL
β
αm
∨
− σjmLβαβ

∨

)
φα.

(2.2.96)

Kompozicijom ove jednaqine redom sa φj, φm, φjφm dobijamo da je

(N − 2)ψ̃m = −eψ̂αφαqm −Gβ
αmβφ

α

+
(
e(Gγ

βmαqγ − σβαLm) + σβγL
γ
αm
∨
− σβmLγαγ

∨

)
φαφβ,

(2.2.97)

Nψ̂j = ψ̃j −Gβ
jαβφ

α +
(
eGγ

jαβqγ − σjαL
γ
βγ
∨

)
φαφβ, (2.2.98)

(N − 1)ψ̂αφ
α = −Gγ

αβγφ
αφβ +

(
eGδ

αβγqδ − σαβLδγδ
∨

)
φαφβφγ. (2.2.99)

Na osnovu jednaqina (2.2.84, 2.2.97, 2.2.99) dobijamo da je

ψ̃m = Am −Am i ψ̂m = Bm − Bm, (2.2.100)

gde je

Am =
e

(N − 1)(N − 2)
qm

(
Kαβφ

αφβ − (eKδ
αβγqδ − sαβLδ

γδ
∨
)φαφβφγ

)
− 1

N − 2
Kαmφ

α +
1

N − 2

(
e(Kγ

βmαqγ − sαβLm) + sβγL
γ
αm
∨
− sβmLγ

αγ
∨

)
φαφβ ,

(2.2.101)

Bm =
1

N

(
Am −Kmαφ

α +
(
eKγ

mαβqγ − smαL
γ
βγ
∨

)
φαφβ

)
, (2.2.102)
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i sjk dato jednaqinom (2.2.85) kao i odgovaraju�e Am,Bm, sjk.

Odatle, i na osnovu jednaqine (2.2.94), sledi da je

ψ[mn] =
1

N

(
Kα
αmn − eK

β

αmnqβφ
α
)
− 1

N

(
Kα
αmn − eKβ

αmnqβφ
α
)

+
e

N

(
qmAn − qnAm + (sαnLm − sαmLn)φα − esαmLαβn

∨
φβ

)
− e

N

(
qmAn − qnAm + (sαnLm − sαmLn)φα − esαmLαβn

∨
φβ

)
.

(2.2.103)

Na osnovu jednaqine (2.2.96) imamo da je

ψjm = − 1

N(N − 2)

(
K
α

αjm − eK
β

αjmqβφ
α
)
+

1

N(N − 2)

(
Kα
αjm − eK

β
αjmqβφ

α
)

− e

N(N − 2)

(
qmAn − qnAm + (sαmLj − sαjLm)φα − esαjLαβm

∨
φβ

)
+

e

N(N − 2)

(
qmAn − qnAm + (sαmLj − sαjLm)φα − esαjLαβm

∨
φβ

)
− e

N − 2

( 1

N

(
Bjqm − Bmqj

)
− 1

N − 2
Amqj

)
+

e

N − 2

( 1

N

(
Bjqm − Bmqj

)
− 1

N − 2
Amqj

)
− 1

N − 2

(
Kjm −

(
e(K

β

jmαqβ − sjαLm)− sjβLβαm
∨

+ sjmL
β
αβ
∨

)
φα

)
+

1

N − 2

(
Kjm −

(
e(Kβ

jmαqβ − sjαLm)− sjβLβαm
∨

+ sjmL
β
αβ
∨

)
φα

)
.

(2.2.104)

Na osnovu jednaqina (2.2.93, 2.2.103, 2.2.104) dobijamo da je

W
(3)

i
(1)jmn =W

(3)

i
(1)jmn,

gde je

W
(3)

i
(1)jmn = Ki

jmn + eKα
jmnqαφ

i + U jn
(
δim − eqmφi

)
− U jm

(
δin − eqnφi

)
+ V [mn]

(
δij − eqjφi

)
− sjn

(
eLmφ

i − Liαm
∨
φα

)
+ sjm

(
eLnφ

i − Liαn
∨
φα

)
,

(2.2.105)
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i odgovaraju�e W
(3)

i
(1)jmn pri qemu je

U jm =
1

N(N − 2)

(
Kα
αjm − eK

β
αjmqβφ

α
)

+
e

N(N − 2)

(
qmAn − qnAm + (sαmLj − sαjLm)φα − esαjLαβm

∨
φβ

)
+

e

N − 2

( 1

N

(
Bjqm − Bmqj

)
− 1

N − 2
Amqj

)
+

1

N − 2

(
Kjm −

(
e(Kβ

jmαqβ − sjαLm)− sjβLβαm
∨

+ sjmL
β
αβ
∨

)
φα

)
,

V [mn] = −
1

N

(
Kα
αmn − eKβ

αmnqβφ
α
)

− e

N

(
qmAn − qnAm + (sαnLm − sαmLn)φα − esαmLαβn

∨
φβ

)
.

Teorema 2.2.13. Geometrijski objekat W
(3)

i
(1)jmn zadat jednaqinom

(2.2.105) je invarijanta ekvitorzionog skoro geodezijskog preslikavaǌa

f : GAN → GAN tipa π̃
1
3. 2

Na osnovu Propozicije 2.2.2. zakǉuqujemo da promena vrste skoro

geodezijskog preslikavaǌa f : GAN → GAN tipa π̃
s
3 ne utiqe na za-

kone promene kovarijantnog izvoda tenzora torzije po afinoj konek-

siji pridru�enog prostora. Propozicijom 2.2.3. je dokazano da prome-

na vrste skoro geodezijskog preslikavaǌa ne utiqe na promenu zakona

transformacije tenzora torzije.

Sa druge strane, na osnovu Lema 2.2.2. i 2.2.3. zakǉuqujemo da pro-

mena vrste skoro geodezijskog preslikavaǌa f : GAN → GAN utiqe na

promenu zakona transformacije tenzora krivine pridru�enog prostora

AN . Ukoliko tenzori krivine Ri
jmn i R

i

jmn pridru�enih prostora AN i

AN zadovoǉavaju jednaqine

R
i

jmn = Ri
jmn + Z̃

s

i
jmn, (2.2.106)

za s ∈ {1, 2}, dobijamo da va�i

Z̃
2

i
jmn = Z̃

1

i
jmn + 2(Liαn

∨
σjm − Liαm

∨
σjn)φ

α. (2.2.107)

Iz tog razloga, naredna dva tvr�eǌa navodimo bez dokaza.
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Teorema 2.2.14. Neka je f : GAN → GAN skoro geodezijsko preslikavaǌe
tipa π̃

2
3. Familija (1.3.54) tenzora krivine prostora GAN se trans-

formixe po zakonu

K
i

jmn = Ki
jmn + ψjnδ

i
m − ψjmδ

i
n + ψ[mn]δ

i
j +

(
σjmn + uLα

jm
∨
σαn + u′Lα

jn
∨
σαm

)
φi

−
(
(u+ 1)Li

αm
∨
σjn + (u′ − 1)Li

αn
∨
σjm − (u+ u′)Li

αj
∨
σmn

)
φα

+
(
u(Lα

jnθα+ψjθn+ψnθj+σjnθαφ
α)+Lα

jn
∨
(u′ψα−v′θα)−(v−w)θjθn

)
δim

+
(
u′(Lα

jmθα+ψjθm+ψmθj+σjmθαφ
α)+Lα

jm
∨
(uψα−vθα)−(v′+w)θjθm

)
δin

−
(
(u+u′)(Lα

mnθα+ψmθn+ψnθm+σmnθαφ
α)−(v+v′)θmθn+wLα

mn
∨
θα

)
δij

+ Li
mn
∨

(
(u− u′)ψj − (v − v′ − w)θj

)
− Li

jm
∨

(
(u+ u′)ψn − (v + v′ − w)θn

)
− Li

jn
∨

(
(u+ u′)ψm − (v + v′ + w)θm

)
,

(2.2.108)

za veliqine ψij i σjmn zadate jednaqinom (2.2.64). 2

Posledica 2.2.3 Neka je f : GAN → GAN skoro geodezijsko preslikavaǌe

tipa π̃
2
3. Tenzori krivine R

1

i
jmn, . . . , R

4

i
jmn dati jednaqinama (1.3.18–1.3.21)

i izvedeni tenzori krivine R̃
1

i
jmn, . . . , R̃

8

i
jmn dati jednaqinama

(1.3.45–1.3.52) se transformixu prema narednim zakonima:

R
1

i
jmn = R

1

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn+L

α
jm
∨
σαn − Lαjn

∨
σαm

)
φi

+ 2
(
Liαn

∨
σjm − Liαm

∨
σjn

)
φα + 2Limn

∨

(
ψj − θj

)
+
(
Lαjnθα+ψjθn+ψnθj+σjnθαφ

α−Lαjn
∨
(ψα+θα)−θjθn

)
δim

−
(
Lαjmθα+ψjθm+ψmθj+σjmθαφ

α−Lαjm
∨
(ψα−θα)−θjθm

)
δin,

(2.2.109)

R
2

i
jmn = R

2

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn−Lαjm

∨
σαn+L

α
jn
∨
σαm

)
φi

−
(
Lαjnθα+ψjθn+ψnθj+σjnθαφ

α−Lαjn
∨
(ψα+θα)+θjθn

)
δim

+
(
Lαjmθα+ψjθm+ψmθj+σjmθαφ

α−Lαjm
∨
(ψα+θα)+θjθm

)
δin

− 2Limn
∨

(
ψj + θj

)
,

(2.2.110)
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R
3

i
jmn = R

3

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn+L

α
jm
∨
σαn+L

α
jn
∨
σαm

)
φi

− 2
(
Liαm

∨
σjn + Liαj

∨
σmn

)
φα − 2Lijm

∨

(
ψn − θn

)
− 2Lijn

∨

(
ψm + θm

)
+
(
Lαjnθα+ψjθn+ψnθj+σjnθαφ

α+Lαjn
∨
(ψα−θα)−θjθn

)
δim

+
(
Lαjmθα+ψjθm+ψmθj+σjmθαφ

α+Lαjm
∨
(ψα+θα)+θjθm

)
δin

− 2
(
Lαmnθα+ψmθn+ψnθm+σmnθαφ

α−Lαmn
∨
θα
)
δij,

(2.2.111)

R
4

i
jmn = R

4

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn+L

α
jm
∨
σαn+L

α
jn
∨
σαm

)
φi

− 2
(
(Liαm

∨
σjn+L

i
αj
∨
σmn)φ

α + Lijm
∨
(ψn+θn)+L

i
jn
∨

(
ψm−θm)

)
+
(
Lαjnθα+ψjθn+ψnθj+σjnθαφ

α+Lαjn
∨
(ψα−θα)+θjθn

)
δim

+
(
Lαjmθα+ψjθm+ψmθj+σjmθαφ

α+Lαjm
∨
(ψα+θα)−3θjθm

)
δin

− 2
(
Lαmnθα+ψmθn+ψnθm+σmnθαφ

α+Lαmn
∨
θα
)
δij+4Limn

∨
θj,

(2.2.112)

R̃
1

i
jmn = R̃

1

i
jmn + ψjnδ

i
m − ψjmδin + ψ[mn]δ

i
j + σjmnφ

i

+
(
Liαn

∨
σjm−Liαm

∨
σjn

)
φα −

(
Lαjn

∨
θα − θjθn

)
δim

+
(
Lαjm

∨
θα − θjθm

)
δin + 2Limn

∨
θj,

(2.2.113)

R̃
2

i
jmn = R̃

2

i
jmn + ψjnδ

i
m − ψjmδin + ψ[mn]δ

i
j + σjmnφ

i

+
(
Liαn

∨
σjm − Liαm

∨
σjn

)
φα −

(
Lαjn

∨
θα + θjθn

)
δim

−
(
Lαjm

∨
θα + θjθm

)
δin + 2(θmθnδ

i
j + Lijm

∨
θn + Lijn

∨
θm),

(2.2.114)

R̃
3

i
jmn = R̃

3

i
jmn + ψjnδ

i
m − ψjmδin + ψ[mn]δ

i
j + σjmnφ

i

+
(
Liαn

∨
σjm − Liαm

∨
σjn

)
φα +

(
Lαjn

∨
θα + θjθn

)
δim

+
(
Lαjm

∨
θα + θjθm

)
δin − 2(θmθnδ

i
j + Lijm

∨
θn + Lijn

∨
θm),

(2.2.115)



66 2. Geodezijska i skoro geodezijska preslikavaǌa. . .

R̃
4

i
jmn = R̃

4

i
jmn + ψjnδ

i
m − ψjmδin + ψ[mn]δ

i
j

+
(
σjmn−

1

3
(Lαjm

∨
σαn−Lαjn

∨
σαm)

)
φi − 2

3

(
Liαm

∨
σjn−Liαn

∨
σjm

)
φα

+
2

3

(
Lαmn

∨
θαδ

i
j−Limn

∨
ψj+L

i
jm
∨
θn−Lijn

∨
θm

)
− 1

3

(
Lαjnθα + ψjθn + ψnθj + σjnθαφ

α − Lαjn
∨
(ψα − θα) + θjθn

)
δim

+
1

3

(
Lαjmθα+ψjθm+ψmθj+σjmθαφ

α−Lαjm
∨
(ψα−θα)+θjθm

)
δin,

(2.2.116)

R̃
5

i
jmn = R̃

5

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn−Lαjm

∨
σαn+L

α
jn
∨
σαm

)
φi

−
(
Lαjnθα+ψjθn+ψnθj+σjnθαφ

α−Lαjn
∨
(ψα+θα)−3θjθn

)
δim

+
(
Lαjmθα+ψjθm+ψmθj+σjmθαφ

α−Lαjm
∨
(ψα−3θα)+θjθm

)
δin

− 4θmθnδ
i
j − 2Limn

∨

(
ψj − θj

)
− 4(Lijm

∨
θn + Lijn

∨
θm),

(2.2.117)

R̃
6

i
jmn = R̃

6

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn−Lαjm

∨
σαn+L

α
jn
∨
σαm

)
φi

−
(
Lαjnθα + ψjθn + ψnθj + σjnθαφ

α − Lαjn
∨
(ψα − 3θα) + θjθn

)
δim

+
(
Lαjmθα + ψjθm + ψmθj + σjmθαφ

α − Lαjm
∨
(ψα + θα)− 3θjθm

)
δin

+ 4
(
θmθnδ

i
j + Lijm

∨
θn + Lijn

∨
θm

)
− 2Limn

∨

(
ψj − θj

)
,

(2.2.118)

R̃
7

i
jmn = R̃

7

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn+ Lαjm

∨
σαn−Lαjn

∨
σαm

)
φi

+
(
Lαjnθα + ψjθn + ψnθj + σjnθαφ

α − Lαjn
∨
(ψα + 3θα)− θjθn

)
δim

−
(
Lαjmθα + ψjθm + ψmθj + σjmθαφ

α − Lαjm
∨
(ψα − θα) + 3θjθm

)
δin

+ 4
(
θmθnδ

i
j + Lijm

∨
θn + Lijn

∨
θm

)
+ 2Limn

∨

(
ψj + θj

)
+ 2

(
Liαn

∨
σjm − Liαm

∨
σjn

)
φα,

(2.2.119)
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R̃
8

i
jmn = R̃

8

i
jmn+ψjnδ

i
m−ψjmδin+ψ[mn]δ

i
j+

(
σjmn+L

α
jm
∨
σαn−Lαjn

∨
σαm

)
φi

+
(
Lαjnθα + ψjθn + ψnθj + σjnθαφ

α − Lαjn
∨
(ψα − θα) + 3θjθn

)
δim

−
(
Lαjmθα + ψjθm + ψmθj + σjmθαφ

α − Lαjm
∨
(ψα + 3θα)− θjθm

)
δin

− 4
(
θmθnδ

i
j + Lijm

∨
θn + Lijn

∨
θm

)
+ 2Limn

∨

(
ψj + θj

)
+ 2

(
Liαn

∨
σjm − Liαm

∨
σjn

)
φα,

(2.2.120)

gde su geometrijski objekti ψij i σijk zadati jednaqinom (2.2.64). 2

Neka je f : GAN → GAN ekvitorziono skoro geodezijsko preslika-

vaǌe tipa π̃
2
3. Na osnovu invarijantnosti W

(3)

i
(1)jmn = W

(3)

i
(1)jmn imamo da

je

Gi
(1)jmn = −eKα

jmnqαφ
i − U jn

(
δim − eqmφi

)
+ U jm

(
δin − eqnφi

)
− V [mn]

(
δij − eqjφi

)
+ sjn

(
eLmφ

i − Liαm
∨
φα

)
− sjm

(
eLnφ

i − Liαn
∨
φα

)
+ eKα

jmnqαφ
i + U jn

(
δim − eqmφi

)
− U jm

(
δin − eqnφi

)
+ V [mn]

(
δij − eqjφi

)
− sjn

(
eLmφ

i − Liαm
∨
φα

)
+ sjm

(
eLnφ

i − Liαn
∨
φα

)
.

Na osnovu jednaqina (2.2.106, 2.2.107) dobijamo da va�i

Gi
(2)jmn = Gi

(1)jmn + 2
(
Liαn

∨
σjm − Liαm

∨
σjn

)
φα. (2.2.121)

Odatle, i na osnovu jednaqine (2.2.84) sledi da je

K
i

jmn = Ki
jmn − eK

α

jmnqαφ
i − U jn

(
δim − eqmφi

)
+ U jm

(
δin − eqnφi

)
− V [mn]

(
δij − eqjφi

)
+ sjn

(
eLmφ

i − Liαm
∨
φα

)
− sjm

(
eLnφ

i − Liαn
∨
φα

)
+ eKα

jmnqαφ
i + U jn

(
δim − eqmφi

)
− U jm

(
δin − eqnφi

)
+ V [mn]

(
δij − eqjφi

)
− sjn

(
eLmφ

i − Liαm
∨
φα

)
+ sjm

(
eLnφ

i − Liαn
∨
φα

)
+ 2

(
Liαn

∨
sjm − Liαm

∨
sjn

)
φα − 2

(
Liαn

∨
sjm − Liαm

∨
sjn

)
φα.

Time je dokazano da je

W
(3)

i
(2)jmn =W

(3)

i
(2)jmn,
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pri qemu je

W
(3)

i
(2)jmn = Ki

jmn + eKα
jmnqαφ

i + U jn
(
δim − eqmφi

)
− U jm

(
δin − eqnφi

)
+ V [mn]

(
δij − eqjφi

)
− sjn

(
eLmφ

i + Liαm
∨
φα

)
+ sjm

(
eLnφ

i + Liαn
∨
φα

)
.

(2.2.122)

Va�i naredna teorema.

Teorema 2.2.15. Geometrijski objekat W
(3)

i
(2)jmn zadat jednaqinom

(2.2.122) je invarijanta ekvitorzionog skoro geodezijskog preslikavaǌa

f : GAN → GAN tipa π̃
2
3. 2



POGLAVǈE 3

Invarijante skoro geodezijskih i

konformnih preslikavaǌa

Kao xto smo ve� naglasili, klasa generalisanih Rimanovih pro-

stora je podklasa klase prostora nesimetriqne afine koneksije. Zbog

toga, svi rezultati dobijeni u glavi 2 ove disertacije mogu se trans-

formisati u odgovaraju�e rezultate koji se odnose na preslikavaǌa

prostora GRN .

Mi �emo, u ovom poglavǉu, obratiti posebnu pa�ǌu na invarijante

skoro geodezijskih i konformnih preslikavaǌa prostora GRN . Kao

uvod za ta razmatraǌa, izvex�emo formule koje �emo kasnije koris-

titi i koje se odnose na invarijante preslikavaǌa prostora GAN .

�Invarijante geometrijskih preslikavaǌa]

3.1 Invarijante geometrijskih preslikavaǌa

Neka je f : GAN → GAN preslikavaǌe prostora GAN nesimetriqne

afine koneksije qiji je tenzor deformacije P i
jk jednak

P i
jk = P i

jk + ξijk = ωijk − ωijk + τ ijk − τ ijk, (3.1.1)

gde je P i
jk = L

i

kj−Lijk, ωijk = ωikj, ω
i
jk = ωikj, τ

i
jk = −τ ikj, τ ijk = −τ ikj, ξijk = −ξikj,

ωijk ̸=Lijk, ωijk ̸=L
i

jk, τ
i
jk ̸=Lijk

∨
, τ ijk ̸=L

i

jk
∨
.

69
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Invarijante geometrijskih preslikavaǌa je mogu�e dobiti na os-

novu odgovaraju�eg zakona transformacije koeficijenata Lijk. Te in-

varijante su invarijante Tomasovog tipa. Pored toga, invarijante ge-

ometrijskih preslikavaǌa je mogu�e dobiti na osnovu odgovaraju�ih

transformacija tenzora krivine. Te invarijante su invarijante Vej-

lovog tipa.

Na osnovu jednaqine (3.1.1) sledi da je

P i
jk = Lijk − Lijk = ωijk − ωijk =

1

2
P
i

jk −
1

2
P i
jk,

ξijk = L
i

jk
∨
− Lijk

∨
= τ ijk − τ ijk,

(3.1.2)

gde je P
i

jk simetriqni deo tenzora deformacije inverznog preslikavaǌa

f−1 : GAN → GAN . Neka je

ω
(1)

i
jk = Lijk, ω

(2)

i
jk = ωijk, ω

(3)

i
jk = −

1

2
P i
jk, (3.1.3)

i odgovaraju�e ω
(p)

i
jk, p = 1, 2, 3. Na osnovu jednakosti (3.1.2) dolazimo

do zakǉuqka da va�i

0

T
(p)

i
jk =

0

T
(p)

i
jk, T̂ ijk = T̂ ijk, T

(p)

i
jk = T

(p)

i
jk,

gde je

0

T
(p)

i
jk = Lijk − ω

(p)

i
jk, (3.1.4)

T̂ ijk = Lijk
∨
− τ ijk, (3.1.5)

T
(p)

i
jk = Lijk − ω

(p)

i
jk − τ ijk, (3.1.6)

i odgovaraju�e
0

T
(p)

i
jk, T̂ ijk, T

(p)

i
jk. Va�i naredna teorema.

Teorema 3.1.1. Neka je f : GAN → GAN preslikavaǌe qiji je tenzor de-

formacije zadat jednaqinom (3.1.1). Geometrijski objekti
0

T
(p)

i
jk, T̂ ijk, T

(p)

i
jk,

p = 1, 2, 3, zadati jednaqinama (3.1.4–3.1.6) su invarijante Tomasovog
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tipa preslikavaǌa f . 2

Primedba 3.1.1. Invarijanta
0

T
(1)

i
jk je trivijalna, dok je

0

T
(3)

i
jk =

1
2
P i
jk.

Ukoliko je preslikavaǌe f : GAN → GAN ekvitorziono, invarijanta

(3.1.6) se redukuje na invarijantu (3.1.4) a invarijanta

(3.1.5) se svodi na tenzor torzije.

Invarijante Tomasovog tipa (3.1.4, 3.1.6) �emo oznaqavati sa
0

T ijk i

T ijk pri qemu �emo, po potrebi, naglaxavati na osnovu kog ω
(p)

i
jk su dobijene.

Invarijanta
0

T ijk je pridru�ena invarijanta Tomasovog tipa. In-

varijanta T̂ ijk je antisimetriqna invarijanta Tomasovog tipa. In-

varijanta T ijk je opxta invarijanta Tomasovog tipa.
Kako je

0

T
(p)

i
jm,n −

0

T
(p)

i
jn,m +

0

T
(p)

α
jm

0

T
(p)

i
αn −

0

T
(p)

α
jn

0

T
(p)

i
αm =

0

T
(p)

i
jm,n −

0

T
(p)

i
jn,m +

0

T
(p)

α
jm

0

T
(p)

i
αn −

0

T
(p)

α
jn

0

T
(p)

i
αm

zakǉuqujemo da tenzori krivine Ri
jmn i Ri

jmn pridru�enih prostora AN

i AN zadovoǉavaju jednaqinu

R
i

jmn = Ri
jmn + ω

(p)

i
jm||n − ω

(p)

i
jn||m − ω

(p)

α
jmω

(p)

i
αn + ω

(p)

α
jnω

(p)

i
αm

− ω
(p)

i
jm|n + ω

(p)

i
jn|m + ω

(p)

α
jmω

(p)

i
αn − ω

(p)

α
jnω

(p)

i
αm.

(3.1.7)

Odatle sledi da va�i
0

W
(p)

i
jmn =

0

W
(p)

i
jmn,

gde je

0

W
(2)

i
jmn = Ri

jmn − ω
(2)

i
jm|n + ω

(2)

i
jn|m + ω

(2)

α
jmω

(2)

i
αn − ω

(2)

α
jnω

(2)

i
αm, (3.1.8)

0

W
(3)

i
jmn = Ri

jmn +
1

2
P i
jm|n −

1

2
P i
jn|m, (3.1.9)

i odgovaraju�e
0

W
(2)

i
jmn,

0

W
(3)

i
jmn. Invarijanta

0

W
(1)

i
jmn je trivijalna.
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Primedba 3.1.2. Mi �emo, u nastavku, invarijante
0

W
(2)

i
jk i

0

W
(2)

i
jk oznaqa-

vati sa
0

W i
jk. Po potrebi �emo se pozivati na ω

(p)

i
jk na osnovu kojeg je

invarijanta dobijena.

Na osnovu razlike

T̂ αjmT̂ iαn − T̂ αjmT̂ iαn = 0

dolazimo do zakǉuqka da se kompozicija Lαjm
∨
Liαn

∨
transformixe po za-

konu
Lαjm

∨
Liαn

∨
= Lαjm

∨
Liαn

∨
+ Lαjm

∨
τ iαn + Liαn

∨
ταjm − ταjmτ iαn

− Lαjm
∨
τ iαn − Liαn

∨
ταjm + ταjmτ

i
αn.

(3.1.10)

Jox je i

T̂ ijm||n − T̂ ijm|n = P i
αnT̂ αjm − Pα

jnT̂ iαm − Pα
mnT̂ ijα.

Odatle sledi da va�i

Lijm
∨

||n = Lijm
∨

|n + ω
(p)

i
αn(L

α
jm
∨
− ταjm)− ω

(q)

α
jn(L

i
αm
∨
− τ iαm)− ω

(r)

α
mn(L

i

jα
∨
− τ ijα)

− ω
(p)

i
αn(L

α
jm
∨
− ταjm) + ω

(q)

α
jn(L

i
αm
∨
− τ iαm) + ω

(r)

α
mn(L

i
jα
∨
− τ ijα),

(3.1.11)
gde je p, q, r ∈ {1, 2}, za ω

(1)

i
jk i ω

(2)

i
jk zadate jednaqinom (3.1.3), odgovaraju�e

ω
(1)

i
jk i ω

(2)

i
jk kao i veliqine τ ijk i τ ijk korix�ene u jednaqini (3.1.1).

Na osnovu jednaqine (1.3.54) i prethodno dobijenih zakona trans-

formacije (3.1.7, 3.1.10, 3.1.11) dobijamo da se familija Ki
jmn tenzora

krivine prostora GAN transformixe po zakonu

K
i

jmn = Ki
jmn + D

(ρ)

i
jmn − D

(ρ)

i
jmn, (3.1.12)
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gde je ρ = (p1, q1, r1, p2, q2, r2), p1, p2, q1, q2, r1, r2 ∈ {1, 2},

D
(ρ)

i
jmn = ω

(2)

i
jm|n − ω

(2)

i
jn|m − ω

(2)

α
jmω

(2)

i
αn + ω

(2)

α
jnω

(2)

i
αm

+ u
(
ω
(p1)

i
αn(L

α
jm
∨
− ταjm)− ω

(q1)

α
jn(L

i
αm
∨
− τ iαm)− ω

(r1)

α
mn(L

i
jα
∨
− τ ijα)

)
+ u′

(
ω
(p2)

i
αm(L

α
jn
∨
− ταjn)− ω

(q2)

α
jm(L

i
αn
∨
− τ iαn)− ω

(r2)

α
mn(L

i
jα
∨
− τ ijα)

)
+ v

(
Lαjm

∨
τ iαn + Liαn

∨
ταjm − ταjmτ iαn

)
+ v′

(
Lαjn

∨
τ iαm + Liαm

∨
ταjn − ταjnτ iαm

)
+ w

(
Lαmn

∨
τ iαj + Liαj

∨
ταmn − ταmnτ iαj

)
(3.1.13)

i odgovaraju�e D
(ρ)

i
jmn.

Na osnovu jednaqine (3.1.12) imamo da va�i

W
(ρ)

i
jmn =W

(ρ)

i
jmn

gde je

W
(ρ)

i
jmn = Ki

jmn − D
(ρ)

i
jmn (3.1.14)

i odgovaraju�e W
(ρ)

i
jmn za D

(ρ)

i
jmn zadato jednaqinom (3.1.13).

Teorema 3.1.2. Neka je f : GAN → GAN preslikavaǌe prostora GAN ne-

simetriqne afine koneksije.

Geometrijski objekat
0

W i
jmn, dat jednaqinama (3.1.8, 3.1.9), je invari-

janta Vejlovog tipa preslikavaǌa f dobijena na osnovu transformacije

tenzora krivine Ri
jmn pridru�enog prostora AN .

Skup qiji su elementi familije W
(ρ)

i
jmn geometrijskih objekata, date

jednaqinom (3.1.14), familija je invarijanti Vejlovog tipa preslika-

vaǌa f dobijena na osnovu transformacije familije tenzora krivine Ki
jmn

prostora GAN . 2

Posledica 3.1.1. Neka je f : GAN → GAN ekvitorziono preslikavaǌe

prostora GAN nesimetriqne afine koneksije. Skup qiji su elementi

familije

W̃
(ρ)

i
jmn = Ki

jmn − D̃
(ρ)

i
jmn, (3.1.15)
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gde je
D̃
(ρ)

i
jmn = ω

(2)

i
jm|n − ω

(2)

i
jn|m − ω

(2)

α
jmω

(2)

i
αn + ω

(2)

α
jnω

(2)

i
αm

+ u
(
ω
(p1)

i
αnL

α
jm
∨
− ω

(q1)

α
jnL

i
αm
∨
− ω

(r1)

α
mnL

i
jα
∨

)
+ u′

(
ω
(p2)

i
αmL

α
jn
∨
− ω

(q2)

α
jmL

i
αn
∨
− ω

(r2)

α
mnL

i
jα
∨

)
,

skup je familija invarijanti preslikavaǌa f . 2

Posledica 3.1.2. Elementi skupa qiji su elementi familije invari-

janti (3.1.14) i invarijanta (3.1.8) zadovoǉavaju jednaqinu

W
(ρ)

i
jmn =

0

W i
jmn + uLijm

∨
|n + u′Lijn

∨
|m + vLαjm

∨
Liαn

∨
+ v′Lαjn

∨
Liαm

∨
+ wLαmn

∨
Liαj

∨

− u
(
ω
(p1)

i
αn(L

α
jm
∨
− ταjm)− ω

(q1)

α
jn(L

i
αm
∨
− τ iαm)− ω

(r1)

α
mn(L

i
jα
∨
− τ ijα)

)
− u′

(
ω
(p2)

i
αm(L

α
jn
∨
− ταjn)− ω

(q2)

α
jm(L

i
αn
∨
− τ iαn)− ω

(r2)

α
mn(L

i
jα
∨
− τ ijα)

)
− v

(
Lαjm

∨
τ iαn + Liαn

∨
ταjm − ταjmτ iαn

)
− v′

(
Lαjn

∨
τ iαm + Liαm

∨
ταjn − ταjnτ iαm

)
− w

(
Lαmn

∨
τ iαj + Liαj

∨
ταmn − ταmnτ iαj

)
,

(3.1.16)

gde su u, u′, v, v′, w realne konstante. 2

Posledica 3.1.3. Elementi skupa familija invarijanti (3.1.15) i in-

varijanta (3.1.8) zadovoǉavaju jednaqinu

W̃
(ρ)

i
jmn =

0

W i
jmn + uLijm

∨
|n + u′Lijn

∨
|m + vLαjm

∨
Liαn

∨
+ v′Lαjn

∨
Liαm

∨
+ wLαmn

∨
Liαj

∨

− u
(
ω
(p1)

i
αnL

α
jm
∨
− ω

(q1)

α
jnL

i
αm
∨
− ω

(r1)

α
mnL

i
jα
∨

)
− u′

(
ω
(p2)

i
αmL

α
jn
∨
− ω

(q2)

α
jmL

i
αn
∨
− ω

(r2)

α
mnL

i
jα
∨

)
,

(3.1.17)

gde su u, u′, v, v′, w realne konstante. 2

Posledica 3.1.4. Ukoliko je geometrijski objekat

◦
W i

jmn = Ri
jmn −

◦
Dijmn (3.1.18)

invarijanta Vejlovog tipa preslikavaǌa f : GAN → GAN prostora GAN

dobijena na osnovu transformacije tenzora krivine Ri
jmn pridru�enog
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prostora AN , familija geometrijskih objekata

◦
W
(ρ)

i
jmn = Ki

jmn −
◦
Dijmn − D

(ρ)

i
jmn

+ ω
(2)

i
jm|n − ω

(2)

i
jn|m − ω

(2)

α
jmω

(2)

i
αn + ω

(2)

α
jnω

(2)

i
αm

(3.1.19)

jeste familija invarijanti Vejlovog tipa preslikavaǌa f dobijena na

osnovu transformacije familije tenzora krivine (1.3.54). 2

Posledica 3.1.5. Ukoliko je geometrijski objekat (3.1.18) invarijanta

Vejlovog tipa ekvitorzionog preslikavaǌa f : GAN → GAN prostora

GAN dobijena na osnovu transformacije tenzora krivine Ri
jmn pridru-

�enog prostora AN , familija geometrijskih objekata

◦

W̃
(ρ)

i
jmn = Ki

jmn −
◦
Dijmn − D̃

(ρ)

i
jmn

+ ω
(2)

i
jm|n − ω

(2)

i
jn|m − ω

(2)

α
jmω

(2)

i
αn + ω

(2)

α
jnω

(2)

i
αm

(3.1.20)

jeste element skupa familija invarijanti Vejlovog tipa preslikavaǌa f

dobijena na osnovu transformacije familije tenzora krivine Ki
jmn date

jednaqinom (1.3.54). 2

Posledica 3.1.6. Familije invarijanti (3.1.19) i invarijanta (3.1.18)

zadovoǉavaju jednaqinu

◦
W
(ρ)

i
jmn =

◦
W i

jmn + uLijm
∨

|n + u′Lijn
∨
|m + vLαjm

∨
Liαn

∨
+ v′Lαjn

∨
Liαm

∨
+ wLαmn

∨
Liαj

∨

− D
(ρ)

i
jmn + ω

(2)

i
jm|n − ω

(2)

i
jn|m − ω

(2)

α
jmω

(2)

i
αn + ω

(2)

α
jnω

(2)

i
αm.

(3.1.21)

Familije invarijanti (3.1.20) i invarijanta (3.1.18) zadovoǉavaju

jednaqinu

◦

W̃
(ρ)

i
jmn =

◦
W i

jmn + uLijm
∨

|n + u′Lijn
∨
|m + vLαjm

∨
Liαn

∨
+ v′Lαjn

∨
Liαm

∨
+ wLαmn

∨
Liαj

∨

− D̃
(ρ)

i
jmn + ω

(2)

i
jm|n − ω

(2)

i
jn|m − ω

(2)

α
jmω

(2)

i
αn + ω

(2)

α
jnω

(2)

i
αm.

(3.1.22)

Veliqine u, u′, v, v′, w u prethodnim jednaqinama su realne konstante. 2
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Invarijanta
0

W i
jmn, zadata jednaqinama (3.1.8, 3.1.9), je pridru-

�ena invarijanta Vejlovog tipa. Invarijanta W
(ρ)

i
jmn, zadata jed-

naqinom (3.1.14), je opxta invarijanta Vejlovog tipa. Invarijanta

W̃
(ρ)

i
jmn, zadata jednaqinom (3.1.15), je ekvitorziona invarijanta Vej-

lovog tipa. Invarijante
0

W
(ρ)

i
jmn i

0

W̃
(ρ)

i
jmn zadate jednaqinama (3.1.21,

3.1.22) su izvedena opxta invarijanta Vejlovog tipa i izvedena
ekvitorziona invarijanta Vejlovog tipa (na osnovu invarijante
0

W i
jmn).

Primedba 3.1.3. U sluqaju prostora simetriqne afine koneksije, op-

xta invarijanta Vejlovog tipa i ekvitorziona invarijanta Vejlovog

tipa (3.1.14, 3.1.15) se svode na pridru�enu invarijantu Vejlovog tipa

(3.1.8). U tom sluqaju, izvedena opxta invarijanta Vejlovog tipa i

izvedena ekvitorziona invarijanta Vejlovog tipa (3.1.19, 3.1.20) se svode

na invarijantu (3.1.18).

Primedba 3.1.4. Izvedena opxta invarijanta Vejlovog tipa i izvedena

ekvitorziona invarijanta Vejlovog tipa na osnovu invarijante (3.1.8)

su opxta invarijanta Vejlovog tipa i ekvitorziona invarijanta Ve-

jlovog tipa.

Primedba 3.1.5. Ukoliko �elimo da direktno dobijemo opxtu inva-

rijantu Vejlovog tipa i ekvitorzionu invarijantu Vejlovog tipa, ko-

risti�emo jednaqine (3.1.14, 3.1.15). Ukoliko �elimo da uopxtimo

postoje�u invarijantu Vejlovog tipa, koristi�emo jednaqine (3.1.21,

3.1.22).

Primer 3.1.1. Neka je f : AN → AN skoro geodezijsko preslikavaǌe pr-

vog tipa odre�eno jednaqinom (1.6.5) gde je bj = 0 [2–7, 33, 70]. Osnovna

jednaqina tog preslikavaǌa je

P i
jm|n + P i

nm|j + Pα
jmP

i
αn + Pα

nmP
i
αj = δijamn + δinamj, (3.1.23)

gde je aij = aji. Zamenom indeksa m i n u prethodnoj jednaqini dobijamo

da je

P i
jn|m + P i

mn|j + Pα
jnP

i
αm + Pα

mnP
i
αj = δijanm + δimanj. (3.1.24)
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Oduzimaǌem jednaqina (3.1.23)−(3.1.24) dobijamo da je

P i
jm|n − P i

jn|m = −Pα
jmP

i
αn + Pα

jnP
i
αm + δinajm − δimajn. (3.1.25)

Na osnovu jednaqine (3.1.9), a na osnovu invarijantosti P
α

jmP
i

αn = Pα
jmP

i
αn,

dobijamo da je geometrijski objekat

0

W i
jmn = Ri

jmn +
1

2
δinajm −

1

2
δimajn, (3.1.26)

za geometrijski objekat ajk korix�en u jednaqinama (3.1.23, 3.1.24), in-

varijanta preslikavaǌa f .

Kontrakcijom jednakosti

0

W i
jmn −

0

W i
jmn = R

i

jmn −Ri
jmn +

1

2
δin
(
ajm − ajm

)
− 1

2
δim

(
ajn − ajn

)
= 0,

za ajm
f← ajm, po indeksima i i n dobijamo da je

Rjm −Rjm +
N − 1

2

(
ajm − ajm

)
= 0. (3.1.27)

Odatle sledi da je geometrijski objekat

◦
W i

jmn = Ri
jmn +

2

N − 1
δi[mRjn], (3.1.28)

invarijanta preslikavaǌa f .

Primer 3.1.2. [92] Neka je generalisani Rimanov prostor GR3 odre�en

nesimetriqnom matricom

(
gij

)
=

(
gij(x

1, x2, x3)
)
=

 1 ex
1 −e−x2

−ex1 1 −ex3

e−x
2

ex
3

1


i neka je f : GR3 → GR3 ekvitorziono geodezijsko preslikavaǌe tog pro-

stora.
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Simetriqni i antisimetriqni deo metriqkog tenzora
(
gij

)
su, redom:

(
gij

)
=

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 i
(
gij

∨

)
=

 0 ex
1 −e−x2

−ex1 0 −ex3

e−x
2

ex
3

0

 .
Simetriqni deo

(
gij

)
metriqkog tenzora

(
gij

)
je konstanta. Iz tog raz-

loga, tenzor krivine Ri
jmn pridru�enog prostora R3 je jednak 0. Xta-

vixe, koordinate Vejlovog projektivnog tenzora W i
jmn pridru�enog pro-

stora R3 su W i
jmn = 0. Koordinate tenzora torzije Γijk

∨
afine koneksije

prostora GR3 su

Γ1
23
∨
=

1

2
e−x

2

,Γ1
32
∨
= −1

2
e−x

2

,Γ2
13
∨
=

1

2
e−x

2

,

Γ2
31
∨
= −1

2
e−x

2

,Γ3
12
∨
=

1

2
e−x

2

,Γ3
21
∨
= −1

2
e−x

2

i Γijk
∨
= 0, i, j, k = 1, 2, 3, u svim ostalim sluqajevima.

Nameǌeno primeni ovom primeru, koordinate W
1

i
jmn,W

2

i
jmn,W

3

i
jmn,

i, j,m, n = 1, 2, 3, invarijanti preslikavaǌa f datih jednaqinama (2.1.52,

2.1.53, 2.1.54) su:

W
1

i
jmn = W i

jmn + Γijm
∨
,n − Γijn

∨
,m + Γαjm

∨
Γiαn

∨
− Γαjn

∨
Γiαm

∨
,

W
2

i
jmn = W i

jmn − Γijm
∨
,n + Γijn

∨
,m + Γαjm

∨
Γiαn

∨
− Γαjn

∨
Γiαm

∨
,

W
3

i
jmn = W i

jmn + Γijm
∨
,n + Γijn

∨
,m − Γαjm

∨
Γiαn

∨
+ Γαjn

∨
Γiαm

∨
− 2Γαmn

∨
Γiαj

∨
,
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za prethodno dobijene Γijk
∨
. Jednostavnim izraqunavaǌem dobijamo da je:

W
1
:



W
1

1
223 =W

1

2
123 =W

1

2
312 =W

1

3
221 =

1
2
e−x

2

W
1

1
221 =W

1

1
331 =W

1

2
112 =W

1

2
332 =W

1

3
131 =W

1

3
232 =

1
4
e−2x2

W
1

1
232 =W

1

2
132 =W

1

2
321 =W

1

3
212 = −1

2
e−x

2

W
1

1
212 =W

1

1
313 =W

1

2
121 =W

1

2
323 =W

1

3
113 =W

1

3
223 = −1

4
e−2x2

W
2
:



W
2

1
232 =W

2

2
132 =W

2

2
321 =W

2

3
212 =

1
2
e−x

2

W
2

1
221 =W

2

1
331 =W

2

2
112 =W

2

2
332 =W

2

3
131 =W

2

3
232 =

1
4
e−2x2

W
2

1
223 =W

2

2
123 =W

2

2
312 =W

2

3
221 = −1

2
e−x

2

W
2

1
212 =W

2

1
313 =W

2

2
121 =W

2

2
323 =W

2

3
113 =W

2

3
223 = −1

4
e−2x2

W
3
:



W
3

1
322=e

−x2 ,W
3

3
122=−e−x

2
,W

3

1
212=W

3

2
121=W

3

3
131=W

3

3
232=

3
4
e−2x2

W
3

2
312 =W

3

2
321 =

1
2
e−x

2
,

W
3

1
221 =W

3

1
331 =W

3

2
112 =W

3

2
332 =

1
4
e−2x2

W
3

1
223=W

3

2
232=W

3

2
123=W

3

2
132=W

3

3
212=W

3

3
221=W

3

3
311=W

3

3
322=−1

2
e−x

2

W
3

1
313 =W

3

2
323 =W

3

3
113 =W

3

3
223 = −1

4
e−2x2

i W
θ

i
jmn = 0, θ, i, j,m, n = 1, 2, 3, u svim ostalim sluqajevima.

3.2 Invarijante preslikavaǌa prostora GRN

Tenzor krivine pridru�enog prostora RN je

Ri
jmn = Γijm,n − Γijn,m + ΓαjmΓ

i
αn − ΓαjnΓ

i
αm. (3.2.1)

Na osnovu druge od jednaqina (1.4.5) dobijamo da je tenzor torzije

Γijk
∨
afine koneksije prostora GRN , dat jednaqinom (1.4.7), jednak

Γijk
∨
=

1

2
giα

(
gjα

∨
,k − gkα

∨
,j − gjk

∨
,α

)
. (3.2.2)
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Propozicija 3.2.1. Tenzor torzije afine koneksije prostora GRN jednak

je

Γijk
∨
=

1

2
giα

(
gjα

∨
|k − gkα

∨
|j − gjk

∨
|α
)
. (3.2.3)

Dokaz. Imamo da je

gji
∨
|k − gki

∨
|j − gjk

∨
|i = gji

∨
,k − gki

∨
,j − gjk

∨
,i

−Γαjkgαi∨ − Γαikgjα
∨
+ Γαkjgαi∨

+ Γαijgkα∨
+ Γαjigαk∨

+ Γαkigjα
∨︸ ︷︷ ︸

=0

.

Kompozicijom ove jednaqine sa
1

2
gip i korix�eǌem jednaqine (1.4.5)

dokazujemo da ova propozicija va�i. 2

Familija tenzora krivine prostora GRN analogna familiji (1.3.54)

je

Ki
jmn = Ri

jmn + uΓijm
∨

|n + u′Γijn
∨
|m + vΓαjm

∨
Γiαn

∨
+ v′Γαjn

∨
Γiαm

∨
+ wΓαmn

∨
Γiαj

∨
, (3.2.4)

gde su u, u′, v, v′, w realne konstante.

3.2.1 Invarijante specijalnih skoro geodezijskih

preslikavaǌa drugog tipa

U ovom odeǉku �emo prikazati rezultate dobijene u qlanku (Vesi�,

Stankovi�, [97]).

Skoro geodezijsko preslikavaǌe f : GRN → GRN drugog tipa s-te

vrste, s ∈ {1, 2}, koje zadovoǉava osobinu reciprociteta odre�eno je

sistemom jednaqina

Γijk = Γijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j + 2F i

jσk + 2F i
kσj + ξijk, (3.2.5)

F i
j |
s
k + F i

k |
s
j + (−1)s−1

(
ξiαjF

α
k + ξiαkF

α
j

)
= F i

kµj + F i
jµk + νjδ

i
k + νkδ

i
j, (3.2.6)

F i
αF

α
j = eδij, (e = ±1, 0), (3.2.7)

gde su ψj, σj, µj, νj kovarijantni vektori, F i
j afinorna struktura i

ξijk = −ξikj. Osnovne jednaqine inverznog preslikavaǌa f−1 : GRN → GRN
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su

Γijk = Γijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j + 2F i

jσk + 2F i
kσj + ξijk, (3.2.8)

F i
j||
s
k + F i

k||
s
j + (−1)s−1

(
ξiαjF

α
k + ξiαkF

α
j

)
= F i

kµj + F i
jµk + νjδ

i
k + νkδ

i
j, (3.2.9)

F i
αF

α
j = eδij, (e = ±1, 0). (3.2.10)

Razmotrimo skoro geodezijska preslikavaǌa prostora GRN drugog

tipa s-te vrste koja zadovoǉavaju osobinu reciprociteta i koja su

odre�ena afinornom strukturom

F i
j =

1

2
giαgjα

∨
.

Ta preslikavaǌa su elementi klase π̃
s

F
2 . Ovako zadat afinor zadovoǉa-

va jednaqinu

Fα
α = F = gαβgαβ

∨
= 0. (3.2.11)

Na osnovu jednaqina (3.2.5) i (3.2.8) zakǉuqujemo da je

F i
j = F i

j , σj = −σj, ψj = −ψj, ξijk = −ξijk. (3.2.12)

Iz prve i druge od ovih jednakosti sledi da va�i

2F i
jσk = F i

jσk − F i
jσk,

tj. osnovna jednaqina (3.2.5) se transformixe u

Γijk = Γijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j − F i

jσk − F i
kσj + F i

jσk + F i
kσj + ξijk.

Kontrakcijom ove jednaqine po indeksima i i k, na osnovu jednaqine

(3.2.11) i korix�eǌem osobine (1.4.7) po kojoj se tenzor torzije Γαjα
∨

anulira dolazimo do zakǉuqka da je

ψj =
1

N + 1

(
Γαjα + Fα

j σα
)
− 1

N + 1

(
Γαjα + Fα

j σα
)
.
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Zbog toga se, na osnovu osnovne jednaqine (3.2.5), dobija da va�i

Γijk = Γijk + ω
(r)

i
jk − ω

(r)

i
jk, (3.2.13)

r ∈ {1, 2}, gde je

ω
(1)

i
jk = Γijk, (3.2.14)

ω
(2)

i
jk = −F i

kσj−F i
jσk +

1

N + 1
δij
(
Γαkα + F α

k σα
)
+

1

N + 1
δik
(
Γαjα + F α

j σα
)
, (3.2.15)

i odgovaraju�e ω
(1)

i
jk i ω

(2)

i
jk.

Kako je F
i

j = F i
j , to na osnovu jednaqine (3.2.3) sledi da va�i

Γijk
∨
− Γijk

∨
= ΓiαkF

α
j − ΓiαjF

α
k − ΓiαkF

α
j + ΓiαjF

α
k −

1

2

(
giαF jk||α − giαgjk

∨
|α
)

= P i
αkF

α
j − P i

αjF
α
k −

1

2

(
giαgjk

∨
||α − giαgjk

∨
|α
)
.

(3.2.16)

Doka�imo narednu propoziciju.

Propozicija 3.2.2. Neka je f : GRN → GRN skoro geodezijsko preslika-

vaǌe tipa π
s

F
2 , s ∈ {1, 2}.

Kristofelovi simboli Γijk i Γijk zadovoǉavaju jednaqinu

Γijk = Γijk + F i
kσj + F i

jσk −
1

N + 1

(
δij(Γ

α
kα + F

α

kσα) + δik(Γ
α
jα + F

α

j σα)
)

− F i
kσj − F i

jσk +
1

N + 1

(
δij(Γ

α
kα + Fα

k σα) + δik(Γ
α
jα + Fα

j σα)
)
.

(3.2.17)

Tenzori torzije Γijk
∨
i Γijk

∨
ekvivalentno zadovoǉavaju naredne jednaqine

Γ
i

jk
∨
= Γijk

∨
+ τ

(p)

i
jk − τ

(p)

i
jk, (3.2.18)
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p ∈ {1, . . . , 4}, gde je

τ
(1)

i
jk = ΓiαkF

α
j − ΓiαjF

α
k −

1

2
giαgjk

∨
|α, (3.2.19)

τ
(2)

i
jk =

1

N + 1

(
δik(Γ

β
αβF

α
j + (N + 1)eσj)− δij(Γ

β
αβF

α
k + (N + 1)eσk)

)
− 1

N + 1

(
F i
j (Γ

α
kα + Fα

k σα)− F i
k(Γ

α
jα + Fα

j σα)
)

+ (F i
kF

α
j − F i

jF
α
k )σα −

1

2
giαgjk

∨
|α,

(3.2.20)

τ
(3)

i
jk = eδikσj −

1

N + 1
δij
(
ΓβαβF

α
k + eσk

)
+ ΓiαkF

α
j + F i

jF
α
k σα −

1

N + 1
F i
k

(
Γαjα + Fα

j σα
)
− 1

2
giαgjk

∨
|α,

(3.2.21)

τ
(4)

i
jk = −eδijσk +

1

N + 1
δik
(
ΓβαβF

α
j + eσj

)
− ΓiαjF

α
k − F i

kF
α
j σα +

1

N + 1
F i
j

(
Γαkα + Fα

k σα
)
− 1

2
giαgjk

∨
|α.

(3.2.22)

Dokaz. Na osnovu jednaqina (3.2.13, 3.2.16) dobijamo da je

Γijk
∨
= Γijk

∨
+ ω

(p)

i
αkF

α
j − ω

(q)

i
αjF

α
k −

1

2
giαF jk||α

− ω
(p)

i
αkF

α
j + ω

(q)

i
αjF

α
k +

1

2
giαFjk|α,

(3.2.23)

p, q ∈ {1, 2}, kao i

ω
(2)

i
αkF

α
j = −eδijσk − F i

kF
α
j σα +

1

N + 1
δik
(
ΓβαβF

α
j + eσj

)
+

1

N + 1
F i
j (Γ

α
kα + F α

k σα).

Ti rezultati, zajedno sa jednaqinama (3.2.14, 3.2.15), dokazuju da

ova propozicija va�i. 2

Na osnovu jednaqina (3.1.4, 3.1.5, 3.1.6) kao i (3.2.14, 3.2.15,

3.2.19–3.2.22) imamo da va�i naredna lema.

Lema 3.2.1. Neka je f : GRN → GRN skoro geodezijsko preslikavaǌe tipa

π
s

F
2 , s ∈ {1, 2}. Geometrijski objekti
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T
(1)

i
jk = Γijk + F i

kσj + F i
jσk − ΓiαkF

α
j + ΓiαjF

α
k +

1

2
giαgjk

∨
|α

− 1

N + 1
δij
(
Γαkα + Fα

k σα
)
− 1

N + 1
δik
(
Γαjα + F α

j σα
)
,

(3.2.24)

T
(2)

i
jk = Γijk + F i

kσj + F i
jσk − (F i

kF
α
j − F i

jF
α
k )σα +

1

2
giαgjk

∨
|α

+
1

N + 1
F i
j (Γ

α
kα + Fα

k σα)−
1

N + 1
F i
k(Γ

α
jα + Fα

j σα)

+
1

N + 1
δij
(
ΓβαβF

α
k + (N + 1)eσk − Γαkα − Fα

k σα
)

− 1

N + 1
δik
(
ΓβαβF

α
j + (N + 1)eσj + Γαjα + Fα

j σα
)
,

(3.2.25)

T
(3)

i
jk = Γijk + F i

kσj + F i
jσk − ΓiαkF

α
j − F i

jF
α
k σα +

1

2
giαgjk

∨
|α

+
1

N + 1
F i
k

(
Γαjα + Fα

j σα
)
− 1

N + 1
δik
(
Γαjα + F α

j σα + (N + 1)eσj
)

+
1

N + 1
δij
(
ΓβαβF

α
k + eσk − Γαkα − Fα

k σα
)
,

(3.2.26)

T
(4)

i
jk = Γijk + F i

kσj + F i
jσk + ΓiαjF

α
k + F i

kF
α
j σα +

1

2
giαgjk

∨
|α

− 1

N + 1
F i
j

(
Γαkα + Fα

k σα
)
− 1

N + 1
δij
(
Γαkα + F α

k σα − (N + 1)eσk
)

− 1

N + 1
δik
(
ΓβαβF

α
j + eσj + Γαjα + Fα

j σα
)
,

(3.2.27)

jesu opxte invarijante Tomasovog tipa preslikavaǌa f . 2

Posledica 3.2.1. Familije invarijanti {T
(p)

i
jk}p∈{1,2,3,4}, skoro geodezijskog

preslikavaǌa f : GRN → GRN tipa π
s

F
2 , s ∈ {1, 2} su linearno nezavisne

bez obzira na realni parametar e.

Dokaz. Neka je

U
(1)

i
jk = Γi

jk, U
(2)

i
jk = Γi

jk
∨
, U

(3)

i
jk = Γi

αkF
α
j , U

(4)

i
jk = Γi

αjF
α
k , U

(5)

i
jk = giαgjk

∨
|α,

U
(6)

i
jk = F i

kF
α
j σα, U

(7)

i
jk = F i

jF
α
k σα, U

(8)

i
jk = F i

jΓ
α
kα, U

(9)

i
jk = F i

kΓ
α
jα, U

(10)

i
jk = δijΓ

β
αβF

α
k ,

U
(11)

i
jk = δikΓ

β
αβF

α
j , U

(12)

i
jk = δijσk, U

(13)

i
jk = δikσj , U

(14)

i
jk = F i

kσj , U
(15)

i
jk = F i

jσk,

U
(16)

i
jk = δijΓ

α
kα, U

(17)

i
jk = δikΓ

α
jα, U

(18)

i
jk = δijF

α
k σα, U

(19)

i
jk = δikF

α
j σα.
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Invarijante T
(p)

i
jk, p = 1, . . . , 4, su elementi familije

T ijk =
4∑
p=1

19∑
q=1

a
(p)
qU
(q)

i
jk,

gde su a
(p)
q odgovaraju�e konstante, q ∈ {1, . . . , 21}, p ∈ {1, 2, 3, 4}. Rang

matrice

M =



a
(1)

1 . . . a
(1)

19

a
(2)

1 . . . a
(2)

19

a
(3)

1 . . . a
(3)

19

a
(4)

1 . . . a
(4)

19


tipa 4× 19 je 4 za proizvoǉno e = ±1, 0, xto je i trebalo dokazati. 2

Posledica 3.2.2. U sluqaju pridru�enog prostora RN , invarijante

T
(1)

i
jk, . . . , T

(4)

i
jk se redukuju na projektivnu invarijantu Tomasovog tipa

0

T ijk = Γijk + F i
kσj + F i

jσk

− 1

N + 1
δij
(
Γαkα + F α

k σα
)
− 1

N + 1
δik
(
Γαjα + Fα

j σα
)
,

(3.2.28)

dok se invarijante T̂
(1)

i
jk, . . . , T̂

(4)

i
jk svode na trivijalnu invarijantu. 2

Na osnovu jednaqine (1.4.9) kojom je izra�ena vrednost Kristofe-

lovog simbola Γαjα zakǉuqujemo da u prostoru GRN va�i jednakost

Γαjα|k = Γαkα|j. (3.2.29)

Zbog toga, i na osnovu jednaqina (3.1.8, 3.2.15), va�i naredna teorema.



86 3. Invarijante. . .

Teorema 3.2.1. Neka je f : GRN → GRN skoro geodezijsko preslikavaǌe

tipa π̃
s
2, s ∈ {1, 2}. Geometrijski objekat

∗
W i

jmn = Ri
jmn +

(
F i
mσj + F i

jσm
)
|n −

(
F i
nσj + F i

jσn
)
|m

+
1

(N + 1)2
δin

(
(N + 1)

(
Γαjα|m + Fα

j|mσα − Γβαβ(F
α
mσj + Fα

j σm)
)

+ ΓαjαΓ
β
mβ + ΓαjαF

β
mσβ + ΓαmαF

β
j σβ

)
− 1

(N + 1)2
δim

(
(N + 1)

(
Γαjα|n + Fα

j|nσα − Γβαβ(F
α
n σj + F α

j σn)
)

+ ΓαjαΓ
β
nβ + ΓαjαF

β
n σβ + ΓαnαF

β
j σβ

)
− 1

N + 1
δij(F

α
m|n − F α

n|m)σα,

(3.2.30)

je pridru�ena invarijanta Vejlovog tipa preslikavaǌa f . 2

Posledica 3.2.3. Geometrijski objekat

◦
W i

jmn = Ri
jmn +

(
F i
mσj + F i

jσm
)
|n −

(
F i
nσj + F i

jσn
)
|m

+
1

N − 1
δin

(
Rjm +

(
Fα
mσj + Fα

j σm
)
|α − F

α
j σα|m − F α

j|mσα

)
− 1

N − 1
δim

(
Rjn +

(
Fα
n σj + F α

j σn
)
|α − F

α
j σα|n − Fα

j|nσα

)
− 1

N2 − 1
δin(F

α
j|m − Fα

m|j)σα +
1

N2 − 1
δim(F

α
j|n − Fα

n|j)σα

+
1

N + 1
δij
(
Fα
mσα|n + F α

m|nσα − F α
n σα|m − Fα

n|mσα
)
,

(3.2.31)

je invarijanta skoro geodezijskog preslikavaǌa f : GRN → GRN tipa π̃
s

F
2 .

Dokaz. Kontrakcijom jednakosti
∗
W i

jmn =
∗
W i

jmn po indeksima i i j do-

bijamo da je

Γαmα||n − Γαnα||m + (F
α

m||n − F
α

n||m)σα = Γαmα|n − Γαnα|m + (Fα
m|n − Fα

n|m)σα

+Rα
αmn + F α

mσα|n + Fα
m|nσα − Fα

n σα|m − F α
n|mσα

−Rα
αmn − Fα

mσα||n − Fα
m||nσα + Fα

nσα||m + F α
n||mσα.

Kontrakcijom jednakosti
∗
W i

jmn =
∗
W i

jmn po indeksima i i n zakǉuqujemo
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da va�i

1

(N + 1)2

(
(N+1)

(
Γα
jα||m+F

α

j||mσα−Γβ
αβ(F

α

mσj+F
α

j σm)
)
+ Γα

jαΓ
β
mβ+Γα

jαF
β

mσβ+Γα
mαF

β

j σβ

)
=

1

(N + 1)2

(
(N+1)

(
Γα
jα|m+Fα

j|mσα−Γ
β
αβ(F

α
mσj+F

α
j σm)

)
+Γα

jαΓ
β
mβ+Γα

jαF
β
mσβ+Γα

mαF
β
j σβ

)
+

1

N − 1

(
Rjm +

(
Fα
mσj + Fα

j σm
)
|α − F

α
j σα|m − Fα

j|mσα

)
− 1

N − 1

(
Rjm +

(
Fα

mσj + Fα
j σm

)
||α − F

α
j σα||m − Fα

j||mσα

)
+

1

N2 − 1

(
Γα
jα|m − Γα

mα|j − (Fα
j|m − F

α
m|j)σα

)
− 1

N2 − 1

(
Γα
jα||m − Γα

mα||j − (F
α

j||m − F
α

m||j)σα

)
.

Na osnovu jednaqine (3.2.29), i poslediqno Rα
αmn = 0, sledi da ovo

tvr�eǌe va�i. 2

Na osnovu jednaqina (3.1.13, 3.1.14) i qetiri razliqita τ
1

i
jk, . . . , τ

4

i
jk

datih jednaqinama (3.2.19–3.2.22) sledi da va�i naredna teorema.

Teorema 3.2.2. Neka je f : GRN → GRN skoro geodezijsko preslikavaǌe

tipa π̃
s

F
2 , s ∈ {1, 2}. Skup qiji su elementi familije geometrijskih ob-

jekata

∗
W
(ρ)
(Z)

i
jmn =

∗
W i

jmn + uΓijm
∨

|n + u′Γijn
∨
|m + vΓαjm

∨
Γiαn

∨
+ v′Γαjn

∨
Γiαm

∨
+ wΓαmn

∨
Γiαj

∨

− u
(
ω
(p1)

i
αn(Γ

α
jm
∨
− τ

(z1)

α
jm)− ω

(q1)

α
jn(Γ

i
αm
∨
− τ

(z1)

i
αm)− ω

(r1)

α
mn(Γ

i
jα
∨
− τ

(z1)

i
jα)

)
− u′

(
ω
(p2)

i
αm(Γ

α
jn
∨
− τ

(z2)

α
jn)− ω

(q2)

α
jm(Γ

i
αn
∨
− τ

(z2)

i
αn)− ω

(r2)

α
mn(Γ

i
jα
∨
− τ

(z2)

i
jα)

)
− v

(
Γαjm

∨
τ

(z4)

i
αn + Γiαn

∨
τ

(z3)

α
jm − τ

(z3)

α
jm τ

(z4)

i
αn

)
− v′

(
Γαjn

∨
τ

(z6)

i
αm + Γiαm

∨
τ

(z5)

α
jn − τ

(z5)

α
jn τ

(z6)

i
αm

)
− w

(
Γαmn

∨
τ

(z8)

i
αj + Γiαj

∨
τ

(z7)

α
mn − τ

(z7)

α
mn τ

(z8)

i
αj

)
,

(3.2.32)

za Z = (z1, . . . , z8), z1, . . . , z8 ∈ {1, . . . , 4}, pu, qv ∈ {1, 2} i
∗
W i

jmn zadato jed-

naqinom (3.2.30), je opxta invarijanta Vejlovog tipa preslikavaǌa f .

2
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3.2.2 Invarijante ekvitorzionih skoro geodezijskih

preslikavaǌa tre�eg tipa

U ovom odeǉku �emo prikazati rezultate dobijene u radu (Vesi�,

[95]). Ti rezultati se odnose na invarijante ekvitorzionih skoro geo-

dezijskih preslikavaǌa tre�eg tipa generalisanog Rimanovog prosto-

ra.

Neka je f : GRN → GRN ekvitorziono skoro geodezijsko preslika-

vaǌe tipa π
s
3, s ∈ {1, 2}, koje zadovoǉava osobinu reciprociteta. Kako

je ξijk = 0, osnovne jednaqine tog preslikavaǌa su

π
s
3 :

 Γ
i

jk = Γijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j + 2σjkφ

i,

φi|
s
j = νjφ

i + µδij,
(3.2.33)

gde je µ skalar, ψ, ν kovarijantni vektori, φi kontravarijantni vektor i

σjk kovarijantni tenzor tipa (0, 2) simetriqan po indeksima j i k. Kako

preslikavaǌe f zadovoǉava osobinu reciprociteta, osnovne jednaqine

inverznog preslikavaǌa f−1 : GRN → GRN su

π
s
3 :

 Γijk = Γ
i

jk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j + 2σjkφ

i,

φi||
s
j = νjφ

i + µδij,
(3.2.34)

gde je µ skalar, ψj, νj kovarijantni vektori, φi kontravarijantni vektor

i σjk tenzor tipa (0, 2) simetriqan po indeksima j i k.

Na osnovu osnovnih jednaqina (3.2.33, 3.2.34) dobijamo da je

Γ
i

jk − Γijk = ψjδ
i
k + ψkδ

i
j + 2σjkφ

i = −ψjδik − ψkδij − 2σjkφ
i. (3.2.35)

Geometrijski objekti

ψjδ
i
k + ψkδ

i
j i σjkφ

i

su linearno nezavisni. U suprotnom, skoro geodezijsko preslikavaǌe f

bi se svelo na geodezijsko. Zbog toga, a na osnovu posledǌe jednakosti
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u (3.2.35), zakǉuqujemo da va�i

ψjδ
i
k + ψkδ

i
j = −ψjδik − ψkδij i σjkφ

i = −σjφi,

tj. ψj = −ψj i

2σjkφ
i = σjkφ

i − σjkφi. (3.2.36)

Na osnovu prethodnog dolazimo do zakǉuqka da je

Γ
i

jk = Γijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j + σjkφ

i − σjkφi. (3.2.37)

Nakon simetrizacije ove jednaqine po indeksima j i k i kontrakcije

simetrizovane jednaqine po i i k dobijamo da va�i

ψj =
1

N + 1
(Γαjα − Γαjα + σjαφ

α − σjαφα).

Uvo�eǌem ove predstavke u jednaqinu (3.2.37) zakǉuqujemo da je zado-

voǉeno

Γ
i

jk = Γijk +
1

N + 1

(
(Γαjα + σjαφ

α)δik + (Γαkα + σjαφ
α)δij

)
− σjkφi

− 1

N + 1

(
(Γαjα + σjαφ

α)δik + (Γαkα + σjαφ
α)δij

)
+ σjkφ

i.
(3.2.38)

Na osnovu te jednaqine zakǉuqujemo da je u ovom sluqaju

ω
(2)

i
jk =

1

N + 1

(
(Γαjα + σjαφ

α)δik + (Γαkα + σjαφ
α)δij

)
− σjkφi, (3.2.39)

tj. da va�i naredna lema.

Lema 3.2.2. Neka je f : GRN → GRN ekvitorziono skoro geodezijsko pre-

slikavaǌe tipa π
s
3, s ∈ {1, 2}, koje zadovoǉava osobinu reciprociteta.

Geometrijski objekat

T ijk = Γijk −
1

N + 1

(
Γαjαδ

i
k + Γαkαδ

i
j

)
− 1

N + 1
φα

(
σjαδ

i
k + σkαδ

i
j

)
+ σjkφ

i (3.2.40)

je ekvitorziona invarijanta Tomasovog tipa tog preslikavaǌa. 2
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Geometrijski objekat ω
(2)

i
jk zadat jednaqinom (3.2.39) zadovoǉava na-

redne jednaqine

ω
(2)

α
jm ω

(2)

i
αn − ω

(2)

α
jn ω

(2)

i
αm =

(
σjmσαn − σjnσαm

)
φαφi

− 1

N + 1
φi
(
σjm(Γα

nα + σnαφ
α)− σjn(Γα

mα + σmαφ
α)
)

+
1

N + 1

(
Γβ
αβ + σαβφ

β
)
(δimσjn − δinσjm)φα

− 1

(N+1)2
(Γα

jα+σjαφ
α)
(
δim(Γβ

nβ+σnβφ
β)−δin(Γ

β
mβ+σmβφ

β)
)
,

(3.2.41)

−ω
(2)

i
jm|n + ω

(2)

i
jn|m = −σjm|nφ

i + σjn|mφ
i − σjmφi

|n + σjnφ
i
|m

+
1

N + 1
δij(Γ

α
nα|m−Γ

α
mα|n)−

1

N + 1
δim

(
Γα
jα|n+σjα|nφ

α+σjαφ
α
|n

)
+

1

N + 1
δin

(
Γα
jα|m + σjα|mφ

α + σjαφ
α
|m

)
+

1

N + 1
δij

(
σnα|mφ

α − σmα|nφ
α + σnαφ

α
|m − σmαφ

α
|n

)
.

(3.2.42)

Veliqina σijσmnφ
pφq je invarijanta skoro geodezijskog preslikavaǌa

tre�eg tipa qije su osnovne jednaqine (3.2.33). To sledi direktno iz

prethodno dobijenog odnosa me�u veliqinama σjkφ
i i σjkφ

i:

σijσmnφ
pφq = (−σijφp) · (−σmnφq) = σijσmnφ

pφq.

Odatle, i na osnovu jednaqina (3.1.8, 3.2.41, 3.2.42), zakǉuqujemo da

va�i naredna teorema.

Teorema 3.2.3. Neka je f : GRN → GRN ekvitorziono skoro geodezijsko

preslikavaǌe tre�eg tipa koje zadovoǉava osobinu reciprociteta.

Ako je, f ∈ π
1
3 geometrijski objekat

⋆

W
(1)

i
jmn = Ri

jmn + δij
⋆
η
(1)

[mn] −
1

N + 1
δim

(
Γαjα|n − (N + 1)(

⋆
η
(1)
jn + µσjn)

)
+

1

N + 1
δin
(
Γαjα|m − (N + 1)(

⋆
η
(1)
jm + µσjm)

)
−
(
σjm|n − σjn|m

)
φi + σjmΓ

i
αn
∨
φα − σjnΓiαm

∨
φα,

(3.2.43)
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gde je

⋆
η
(1)
jk =

1

(N + 1)2

(
(N + 1)Γβαβφ

ασjk − ΓαjαΓ
β
kβ − Γαjαφ

βσkβ − Γαkαφ
βσjβ

)
− 1

N + 1

(
σjα|kφ

α + σjkµ+ σjα(νkφ
α − Γαβk

∨
φβ)

)
,

i µ skalar, je pridru�ena invarijanta Vejlovog tipa preslikavaǌa f .

Ako je, f ∈ π
2
3 geometrijski objekat

⋆

W
(2)

i
jmn = Ri

jmn + δij
⋆
η
(2)

[mn] −
1

N + 1
δim

(
Γαjα|n − (N + 1)(

⋆
η
(2)
jn + µσjn)

)
+

1

N + 1
δin
(
Γαjα|m − (N + 1)(

⋆
η
(2)
jm + µσjm)

)
−
(
σjm|n − σjn|m

)
φi − σjmΓiαn

∨
φα + σjnΓ

i
αm
∨
φα,

(3.2.44)

gde je

⋆
η
(2)
jk =

1

(N + 1)2

(
(N + 1)Γβαβφ

ασjk − ΓαjαΓ
β
kβ − Γαjαφ

βσkβ − Γαkαφ
βσjβ

)
− 1

N + 1

(
σjα|kφ

α + σjkµ+ σjα(νkφ
α + Γαβk

∨
φβ)

)
,

i µ skalar, je pridru�ena invarijanta Vejlovog tipa preslikavaǌa f . 2

Na osnovu ovog tvr�eǌa i jednaqine (3.1.15) dolazimo do zakǉuqka

da va�i naredna teorema.

Teorema 3.2.4. Neka je f : GRN → GRN ekvitorziono skoro geodezijsko

preslikavaǌe tre�eg tipa koje zadovoǉava osobinu reciprociteta.
Ako je f ∈ π

1
3, familija geometrijskih objekata

⋆

W̃
(1)

i
jmn = Ki

jmn + δij
⋆
η
(1)

[mn] −
1

N + 1
δim

(
Γα
jα|n − (N + 1)(

⋆
η
(1)

jn + µσjn)
)

+
1

N + 1
δin
(
Γα
jα|m − (N + 1)(

⋆
η
(1)

jm + µσjm)
)

−
(
σjm|n − σjn|m

)
φi + σjmΓi

αn
∨
φα − σjnΓi

αm
∨
φα

− u
(
ω

(p1)

i
αnΓ

α
jm
∨
− ω

(q1)

α
jnΓ

i
αm
∨
− ω

(r1)

α
mnΓ

i
jα
∨

)
−u′

(
ω

(p2)

i
αmΓα

jn
∨
− ω

(q2)

α
jmΓi

αn
∨
− ω

(r2)

α
mnΓ

i
jα
∨

)
,

(3.2.45)
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za p1, p2, q1, q2, r1, r2 ∈ {1, 2}, je familija ekvitorzionih invarijanti Vejlo-

vog tipa preslikavaǌa f .

Ako je f ∈ π
2
3, geometrijski objekat

⋆

W̃
(2)

i
jmn = Ki

jmn + δij
⋆
η
(2)

[mn] −
1

N + 1
δim

(
Γα
jα|n − (N + 1)(

⋆
η
(2)

jn + µσjn)
)

+
1

N + 1
δin
(
Γα
jα|m − (N + 1)(

⋆
η
(2)

jm + µσjm)
)

−
(
σjm|n − σjn|m

)
φi − σjmΓi

αn
∨
φα + σjnΓ

i
αm
∨
φα

−
(
σjm|n − σjn|m

)
φi + σjmΓi

αn
∨
φα − σjnΓi

αm
∨
φα

− u
(
ω

(p1)

i
αnΓ

α
jm
∨
− ω

(q1)

α
jnΓ

i
αm
∨
− ω

(r1)

α
mnΓ

i
jα
∨

)
−u′

(
ω

(p2)

i
αmΓα

jn
∨
− ω

(q2)

α
jmΓi

αn
∨
− ω

(r2)

α
mnΓ

i
jα
∨

)
,

(3.2.46)

za p1, p2, q1, q2, r1, r2 ∈ {1, 2}, je familija ekvitorzionih invarijanti Vejlo-

vog tipa preslikavaǌa f . 2

3.2.3 Invarijante konformnih preslikavaǌa

Preslikavaǌa Rimanovnih prostora koja oquvavaju lokalne uglove

su konformna preslikavaǌa. Ta preslikavaǌa igraju znaqajnu ulogu

u razliqitim primenama diferencijalne geometrije.

Konformno preslikavaǌe f : RN → RN me�u Rimanovim prostorima

transformixe metriqki tenzor gij prostora RN po pravilu [30, 32, 33,

70]

gij = e2ψgij, (3.2.47)

gde je ψ skalarna funkcija. Na osnovu te jednaqine sledi da va�i

Γijk = Γijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j − ψigjk, (3.2.48)

gde je ψj = ∂ψ/∂xj i ψi = giαψα.
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U daǉem prouqavaǌu je dobijeno da su geometrijski objekti

Ci
jmn = Ri

jmn +
1

N − 2

(
δinRjm − δimRjn +Ri

ngjm −Ri
mgjn

)
+

R

(N − 1)(N − 2)

(
δimgjn − δingjm

)
,

(3.2.49)

Cijmn = Rijmn +
1

N − 2

(
Rjmgin −Rjngim +Ringjm −Rimgjn

)
+

R

(N − 1)(N − 2)

(
gimgjn − gingjm

)
,

(3.2.50)

gde je Ri
j = giαRjα, R = Rα

α, invarijante konformnog preslikavaǌa.

Teorija konformnih preslikavaǌa Rimanovih prostora je proxi-

rena na teoriju konformnih preslikavaǌa generalisanih Rimanovih

prostora [82]. Preslikavaǌe f : GRN → GRN koje metriqki tenzor gij

prostora GRN transformixe po zakonu

gij = e2ψgij, (3.2.51)

gde je ψ skalarna funkcija, naziva se konformno preslikavaǌe pro-

stora GRN . Dobijeno je da se Kristofelovi simboli Γijk prostora GRN

transformixu po zakonu

Γ
i

jk = Γijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j − ψigjk + ξijk, (3.2.52)

gde je ψj = ∂ψ/∂xj, ψi = giαψα, ξ
i
jk = −ξikj.

Osnovna jednaqina ekvitorzionog konformnog preslikavaǌa

f : GRN → GRN je

Γ
i

jk = Γijk + ψjδ
i
k + ψkδ

i
j − ψigjk. (3.2.53)

Na osnovu te jednaqine, u radu [82] je generalisan Vejlov konformni
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tenzor (3.2.49):

Ci
jmn = Ki

jmn +
1

N − 2

(
δimKjn − δinKjm −Ki

ngjm +Ki
mgjn

)
+

K

(N − 1)(N − 2)

(
δimgjn − δingjm

)
− u

N(N − 2)

(
δimΓn.jα

∨
− δinΓm.jα

∨
− Γiαn

∨
gjm + Γiαm

∨
gjn

)
gαβ

∂

∂xβ
ln g

− u+ u′

2N

(
δimΓ

α
jn
∨
+ Γiβn

∨
gαβgjm − δαnΓijm

∨
− δαmΓijn

∨
+ Γijβ

∨
gαβgmn

) ∂

∂xα
ln g

− u− u′

2N

(
δαj Γ

i
mn
∨
− Γβjm

∨
giαgβn

) ∂

∂xα
ln g,

(3.2.54)

gde je Ki
j = giαKjα i g = det[gij]. M. S. Najdanovi�, M. ǈ. Zla-

tanovi� i I. Hinterlajtner [53] su ustanovili da, da bi generalizo-

vali Vejlov konformni tenzor (3.2.49), nije potrebno pretpostavǉati

ekvitorzionost konformnog preslikavaǌa ukoliko je to preslikavaǌe

me�u ekvidistantnim prostorima.

Mi �emo, u daǉem radu, prona�i analogije me�u invarijantama

konformnih i geodezijskih preslikavaǌa prostora GRN . Pored toga,

odgovori�emo na pitaǌe da li je ixta dodatno potrebno pretpostaviti

da bi generalizovali Vejlov konformni tenzor (3.2.49) prikazivaǌem

rezultata dobijenih u radovima (Vesi�, [93,96]).

Neka je f : GRN → GRN konformno preslikavaǌe. Simetrizacijom i

antisimetrizacijom jednaqine (3.2.51) po indeksima i i j zakǉuqujemo

da va�i

gij = e2ψgij i gij
∨
= e2ψgij

∨
. (3.2.55)

Na osnovu prve od ovih jednakosti imamo da je

gij = e−2ψgij. (3.2.56)

Odatle sledi da va�i

gijgmn = e−2ψgij · e2ψgmn = gijgmn. (3.2.57)
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Time je dokazano da je geometrijski objekat gijgmn invarijanta kon-

formnog preslikavaǌa f : GRN → GRN . Na osnovu toga zakǉuqujemo da

je geometrijski objekat gijgmn
∨

tako�e invarijanta konformnog presli-

kavaǌa f .

Ukoliko iskoristimo to da je ψi = giαψα, simetrizujemo jednaqinu

(3.2.52) po indeksima j i k i kontrahujemo simetrizovanu jednaqinu po

indeksima i i k dobijamo da je

ψj =
1

N

(
Γαjα − Γαjα

)
.

Odavde sledi da je, u sluqaju konformnih preslikavaǌa,

ω
(2)

i
jk =

1

N

(
Γαjαδ

i
k + Γαkαδ

i
j − Γβαβg

iαgjk
)
. (3.2.58)

Kako je metriqki tenzor gij kovarijantno konstantan u smislu kova-

rijantnog diferenciraǌa podr�anog afinom koneksijom pridru�enog

prostora RN , zakǉuqujemo da je jednaqina (3.2.3) ekvivalentna jed-

naqini

Γijk
∨
=

1

2

((
giαgjα

∨

)
|k −

(
giαgkα

∨

)
|j −

(
giαgjk

∨

)
|α

)
. (3.2.59)

Odatle sledi da se, ako je r = (t1, . . . , r5), r1, . . . , r5 ∈ {1, 2}, tenzor torzije

transformixe po zakonu

Γijk
∨
= Γijk

∨
+ τ

(r)

i
jk − τ

(r)

i
jk, (3.2.60)

gde je

τ
(r)

i
jk =

1

2
gαβ

(
ω
(r1)

i
αkgjβ

∨
− ω

(r2)

i
αjgkβ

∨
− ω

(r3)

i
αβgjk

∨
+ ω

(r4)

γ
jβgγk

∨
δiα− ω

(r5)

γ
kβgγj

∨
δiα
)

(3.2.61)

i odgovaraju�e τ
(r)

i
jk. Va�i naredna lema.

Lema 3.2.3. Familija geometrijskih objekata

T
(r)

i
jk = Γijk −

1

N

(
δijΓ

α
kα + δikΓ

α
jα − Γβαβg

iαgjk
)
− τ

(r)

i
jk, (3.2.62)
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za objekte τ
(r)

i
jk definisane jednaqinom (3.2.61), jeste familija opxtih

invarijanti Tomasovog tipa konformnog preslikavaǌa f : GRN → GRN .

Preslikavaǌe f : GRN → GRN je konformno ako i samo ako je neki od

geometrijskih objekata T
(r0)

i
jk datih jednaqinom (3.2.62) invarijanta tog

preslikavaǌa. Ako je neko T
(r0)

i
jk invarijanta preslikavaǌa

f : GRN → GRN onda je svako T
(r)

i
jk, r = (r1, . . . , r5), r1, . . . , r5 ∈ {1, 2}, zadato

jednaqinom (3.2.62) invarijanta preslikavaǌa f .

Dokaz. Prvi deo ove leme sledi direktno iz jednaqine (3.1.6) i ra-

zliqitih τ
(r)

i
jk datih jednaqinom (3.2.61).

Drugi deo ove leme je direktna posledica teoreme o egzistenciji i

jedinstvenosti rexeǌa sistema diferencijalnih jednaqina. 2

S obzirom na zakone transformacije (3.2.60) i invarijante (3.2.62),

zakǉuqujemo da va�i

Γαjm
∨
Γiαn

∨
= Γαjm

∨
Γiαn

∨
+Θ

r1
r2

i
jmn −Θ

r1
r2

i
jmn, (3.2.63)

gde je rp = (rp1, . . . , r
p
5), p ∈ {1, 2}, r

p
1, . . . , r

p
5 ∈ {1, 2}, za

Θ
r1
r2

i
jmn = Γαjm

∨
τ

(r2)

i
αn + Γiαn

∨
τ

(r1)

α
jm − τ

(r1)

α
jm τ

(r2)

i
αn

i odgovaraju�e Θ
r1
r2

i
jmn. Tako�e je zadovoǉeno

Γijm
∨

||n = Γijm
∨

|n + σ
(r)
(s)

i
jmn − σ

(r)
(s)

i
jmn, (3.2.64)

gde je r = (r1, . . . , r5), s = (s1, s2, s3), ru, sv ∈ {1, 2},

σ
(r)
(s)

i
jmn = τ

(r)

i
jm|n + ω

(s1)

i
αn(Γ

α
jm
∨
− τ

(r)

α
jm)− ω

(s2)

α
jn(Γ

i
αm
∨
− τ

(r)

i
αm)− ω

(s3)

α
mn(Γ

i
jα
∨
− τ

(r)

i
jα)

i odgovaraju�e σ
(r)
(s)

i
jmn.

Va�i naredna teorema i ǌena posledica.
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Teorema 3.2.5. Neka je f : GRN → GRN konformno preslikavaǌe genera-

lisanog Rimanovog prostora GRN . Familije geometrijskih objekata

C
(ρ)

i
jmn = Ki

jmn +
1

N − 2
(δimKjn − δinKjm +Ki

mgjn −Ki
ngjm)

+
K

(N − 1)(N − 2)
(δimgjn − δingjm)

− u

N − 2

(
δimΓ

α
jn
∨
|α − δinΓαjm

∨
|α + giαΓβαm

∨
|βgjn − g

iαΓβαn
∨
|βgjm

)
− v′ + w

N − 2

(
δimΓ

α
jβ
∨
Γβαn

∨
−δinΓαjβ

∨
Γβαm

∨
+giαΓβαγ

∨
(Γγβm

∨
gjn−Γγβn

∨
gjm)

)
− v′ + w

(N − 1)(N − 2)
Γαγβ

∨
Γβαδ

∨
gγδ(δimgjn − δingjm)

− u σ
(r1)
(s1)

i
jmn − u′ σ

(r2)
(s2)

i
jnm − v Θ

(r3)

(r4)

i
jmn − v′ Θ

(r5)

(r6)

i
jnm − w Θ

(r7)

(r8)

i
mnj,

(3.2.65)

qine skup familija izvedenih opxtih invarijanti Vejlovog tipa presli-

kavaǌa f . 2

Posledica 3.2.4. Neka je f : GRN → GRN konformno preslikavaǌe gene-

ralisanog Rimanovog prostora GRN . Familije geometrijskih objekata

C
(ρ)
ijmn = Kijmn +

1

N − 2
(Kjngim −Kjmgin +Kimgjn −Kingjm)

+
K

(N − 1)(N − 2)
(gimgjn − gingjm)

− u

N − 2

(
Γαjn

∨
|αgim − Γαjm

∨
|αgin + Γαim

∨
|αgjn − Γαin

∨
|αgjm

)
− v′ + w

N − 2

(
Γαjβ

∨
Γβαn

∨
gim − Γαjβ

∨
Γβαm

∨
gin + Γβiγ

∨
Γγβm

∨
gjn − Γβiγ

∨
Γγβn

∨
gjm

)
− v′ + w

(N − 1)(N − 2)
Γαγβ

∨
Γβαδ

∨
gγδ(gimgjn − gingjm)

− u σ
(r1)
(s1)

ijmn − u′ σ
(r2)
(s2)

ijnm − v Θ
(r3)

(r4)

ijmn − v′ Θ
(r5)

(r6)

ijnm − w Θ
(r7)

(r8)

imnj,

(3.2.66)

gde je rp = (rp1, . . . , r
p
5), s

p = (sp1, s
p
2, s

p
3), r

u
v , s

u
v ∈ {1, 2}, σ

(r)
(s)

ijmn = giα σ
(r)
(s)

α
jmn i

Θ
(rp)

(rq)

ijmn = giα Θ
(rp)

(rq)

α
jmn, qine skup familija kovarijantnih izvedenih opxtih

invarijanti Vejlovog tipa preslikavaǌa f . 2
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