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Tokom poslednje ¢etiri decenije, nekoliko matri¢nih uredenja je definisano i ispitivano od
strane istrazivaca iz oblasti linearne algebre. Ako je G(A) odredeni podskup skupa svih
uopstenih inverza kompleksne matrice A, onda kazemo da je A manja od matrice B u
odnosu na relaciju <9 ako postoji matrica X iz G(A) tako da je

AX =BX i XA=XB.

Za razli¢ite izbore skupa G(A) dobijamo razli¢ita matri¢na uredenja. Kada je G(A) skup
svih unutrasnjih inverza matrice A, dolazimo do definicije minus parcijalnog uredenja <—,
kojeg su nezavisno jedan od drugog definisali Hartvig [46] i Namburipad [83] 1980. godine.
Kada je G(A) = {AT}, gde je AT Mur-Penrouzov inverz od A, dobijamo zvezda parcijalno
uredenje <*, koje je definisao Drejzin 1977. godine, [33]. Ako je G(A) = {A#}, gde je A*
grupni inverz od A, onda se relacija <9 svodi na ogtro (eng. sharp) parcijalno uredenje
<#|74]. Bazi¢na relacija svih pomenutih uredenja je prostorno pre-uredenje <®. Kazemo
da je A <®* B ako je Im A < Im B i Im A* € B*. Vazno je naglasiti da su minus i zvezda
uredenje prvobitno definisani i ispitivani na polugrupama i prstenima. Uprkos tome, ova
tematika je do sada u velikoj meri ispitana u kontekstu matrica. Sveobuhvatan prikaz
teorije je postignut 2010. godine monografijom [77]. Da je oblast u velikoj meri i dalje
aktuelna svedo¢i i nedavno uveden pojam jezgarnog (eng. core) A® i dualnog jezgarnog
inverza Ag, i jezgarnog <® i dualnog jezgarnog matri¢nog uredenja <g koji su ispitivani
u nekoliko skorasnjih radova, [9,66,67,71,87]. Takode, uvodenjem novih klasa uop$tenih
inverza kao §to su klasa inverza duz elementa [70] i klasa Drejzinovog (b, ¢) inverza [34],
otvara se moguc¢nost za definisanje novih uredenja baziranih na njima. Teorija matri¢nih
uredenja je blisko povezana sa teorijom uopsStenih inverza, ali i sa oblastima linearne
algebre kao $to su matri¢ne dekompozicije i simultane dijagonalizacije matrica. Matri¢na
uredenja nalaze primenu pre svega u statistici i teoriji elektri¢nih mreza.

Cilj predlozene doktorske disertacije je prosirenje poznatih parcijalnih uredenja zasno-
vanih na uop$tenim inverzima sa skupa kompleksnih matrica na Sire matematicke struk-
ture. Uredenja ¢e biti definisana i ispitivana najpre na proizvoljnim i fon Nojmanovim reg-
ularnim prstenima (sa ili bez involucije), a zatim i na Rikartovim i Rikartovim =-prstenima.
Ovi prsteni, uvedeni sredinom proslog veka, su nastali kao pokusaj algebrizacije fon No-
jmanovih algebri operatora. Znacajan deo disertacije je posvecéen ispitivanju osobina
parcijalnih uredenja na operatorima na Banahovim i Hilbertovim prostorima, kao i na us-
postavljanju veze izmedu ovih rezultata i rezultata u kontekstu prstena. Glavni rezultati u
disertaciji, koji se ticu uredenja u kontekstu prstena, su direktno motivisani geometrijskim
tehnikama dekompozicije prostora.
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Da bi objasnili glavne rezultate predlozene disertacije, navodimo slede¢u poznatu
karakterizaciju koja predstavlja jedan od glavnih rezultata matri¢nih parcijalnih ure-
denja, |77]. Za kompleksne matrice A, B € C™*" je A <~ B ako i samo ako postoje
regularne matrice R i S takve da je, (videti Teoremu 1.1.4)

I, 0 0 I, 0 0
A=R|0 0 0|SiB=R|0 I,, 0|S. (1)
0 0 0 0O 0 0

Ostro i zvezda uredenje se mogu okarakterisati analognim uslovima, videti Teoreme 1.1.5
i 1.1.8. Kori$¢enjem ovakvih simultanih dijagonalizacija moze se dokazati veliki broj os-
obina matri¢nih uredenja. Zbog toga je jedan od ciljeva u disertaciji naé¢i karakterizacije
analogne matri¢nim formama (1) u slucaju kada se relacije <=, <*, <# <@ i <@ POs-
matraju na Sirim matematickim strukturama. Iz (1), i iz njoj analognih karakterizacija,
vidimo da kada je A < B onda postoje baze u C" odnosno u C™ u odnosu na koje linearne
transformacije A i B imaju odgovarajuéi dijagonalni oblik. Tehnike kona¢no dimenzion-
alne linearne algebre, koje su dominantno orude u ispitivanju matri¢nih parcijalnih ure-
denja, su neprimenljive u slucaju operatora na beskonacno dimenzionalnim vektorskim
prostorima. Ono §to se u slu¢aju matrica postize promenom baze, u operatorskom sluc¢aju
se moze posti¢i odgovarajué¢im dekompozicijama prostora. Neka su A, B € B(X,Y") regu-
larni operatori, gde su X i Y proizvoljni Banahovi prostori. U Teoremi 3.2.15 je pokazano
da je uslov A <~ B ekvivalentan postojanju dekompozicija (topoloskih direktnih suma)

X=X10Xo®KerB i VY=ImA®Im(B-A) DY,

u odnosu na koje operatori A, B : X1 ® Xo @ KerB > ImA® Im (B — A) @Y; imaju
slede¢e matri¢ne forme

Cy 00 Cy 0 0
A=|[0 0 0 i B=|10 Cg_a 0Of, (2)
0 0 0 0 0 0

gde su Cy i Cg_4 invertibilni operatori. Ova karakterizacija je analogon matri¢ne karak-
terizacije (1) i pomocu nje se moze dokazati da mnoge osobine matri¢nog minus par-
cijalnog uredenja vaze i u sluc¢aju operatora. U Teoremama 4.3.12-4.3.15 je za A, B €
B(H), gde je H Hilbertov prostor, na slican na¢in okarakterisan uslov A < B, gde je
<e {<*, <# <P <g}. Na primer, uslov A <@ B indukuje dekompoziciju H = Im A ®
Im (BB#* — AA#)@Ker B i ortogonalnu dekompoziciju H = Im A@Im (B — A) & Ker B*,
u odnosu na koje A i B imaju matri¢ne forme kao u (2). Logi¢no je postaviti pitanje
da 1i je moguce karakterizaciju (1), kao najbitniju osobinu svakog matri¢nog uredenja,
uopStiti u slucaju prstena. Prelazak sa matricnog na slucaj prstena je komplikovaniji u
tom smislu §to se (za razliku od operatorskog sluc¢aja) ne moze koristiti analogija sa ma-
tricnim dokazima, tj. potrebno je na¢i drugadiji pristup. Svaka dekomporzicija prostora
indukuje dekompoziciju jedini¢nog operatora u vidu sume medusobno ortogonalnih idem-
potenata, ali i obrnuto. Pristup pomoc¢u idempotenata ima smisla i kada se posmatra na
prstenu. Neka su a i b regularni elementi prstena R. U Teoremi 3.1.8 je dokazano da
uslov a <~ b prirodno definiSe dve trojke medusobno ortogonalnih idempotenata (e;) i

iii
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(fj), 4,7 = 1,2,3 sa sumama jednakim 1. Na taj na¢in se prsten razlaze u direktnu sumu
bimodula e;Rf;. U odnosu na ovu sumu elementi a i b imaju 3 x 3 dijagonalnu matri¢nu
formu:

a 0 0 a 0 0
a<b<=a=|0 00 i b=10 b—a O : (3)
00 0], o 0 of,,

pri ¢emu je a € e;Rfy, (e, fi)-invertibilan, a b — a € eaRfy je (ea, fo)-invertibilan, videti
Definiciju 3.1.10. Uspostavljen je prirodan tok od karakterizacije (1) preko karakterizacije
(2) do karakterizacije (3).

Predlozena disertacija je bazirana na rezultatima autora koji su publikovani u vodeé¢im
medunarodnim cCasopisima. Sledi detaljno izlaganje sadrzaja. Disertacija je podeljena u
5 glava. U prvoj glavi su prezentovani osnovni pojmovi i rezultati koji su potrebni za
razumevanje problematike i za dalji rad.

U drugoj glavi ¢emo dati osvrt na pojam topoloske direktne sume potprostora normi-
ranog vektorskog prostora X. Svaka dekompozicija jedinice prstena R = B(X) odreduje
jednu topolosku direktnu sumu potprostora prostora X i obrnuto. Odavde sledi da svaka
matri¢na forma elementa prstena odreduje jednu matri¢nu reprezentaciju operatora, i obr-
nuto. Time se uspostavlja fina veza izmedu cisto algebarskog i analiticko topoloskog
pojma. To nam omogucuje da parcijalna uredenja ispitujemo na prstenima, a da kao
posledicu tih rezultata dobijemo odgovarajuc¢e preformulisane rezultate na operatorima.
Rezultati ove glave su deo neobjavljenog rukopisa [89).

Ostatak disertacije mozemo podeliti na dva dela. U Glavama 3 i 4 ¢emo analizirati
parcijalna uredenja odredena uopStenim inverzima elemenata, a u Glavi 5 uredenja defin-
isana posredstvom anulatora.

Glava 3 sadrzi rezultate koji su publikovani u radovima [91] i [96]. U Poglavlju 3.1 se
ispituje prostorno pre-uredenje i minus parcijalno uredenje na proizvoljnim prstenima. S
obzirom na prisustvo uopstenih inverza, minus uredenje ima smisla posmatrati pre svega
na fon Nojmanovim regularnim prstenima. Koristeéi rezultate ovog poglavlja i Glave 2, u
Poglavlju 3.2 dobijamo odgovarajuée rezultate prostornog pre-uredenja i minus parcijalnog
uredenja na B(X,Y), gde su X i Y Banahovi prostori. Dokazano je da ¢ak i oni rezultati
iz prethodnjog poglavlja koji zahtevaju regularnost prstena R, vaze i u ovom slucaju.

U Glavi 4 se paralelno, posredstvom zajednickih idempotenata, ispituju MP, grupni,
jezgarni i dualni jezgarni inverz, kao i odgovarajuca parcijalna uredenja. Vecina rezultata
ove glave koji se ticu jezgarnog inverza i jezgarnog parcijalnog uredenja su novi cak i
u sluc¢aju matri¢nih parcijalnih uredenja. Najpre, se u Poglavlju 4.1 uvodi ekvivalentna
algebarska definicija jezgarnog matri¢nog inverza, tj. koncept se proSiruje na proizvoljan
prsten sa involucijom. Jezgarni inverz je okarakterisan skupom jednacina, a takode je data
i njegova matri¢na forma. Dokazano je da ovaj inverz pripada klasi Drejzinovog (b, c)-
inverza i klasi inverza duz elementa. Dat je i veliki broj karakterizacija EP elemenata.
Rezultati ovog poglavlja su publikovani u radu [94], a deo se nalazi u radu [90] koji je
trenutno na recenziji.

U Poglavlju 4.2 se ispituju osobine relacija <*, <%, <® i <@ na prstenu i dokazuje se
da su one zaista relacije poretka. Dekompozicije prstena u obliku direktne sume i karak-
terizacije analogne sa (3) su dobijene za svako od uredenja. Date su karakterizacije ovih
relacija koriS¢enjem skupovnih inkluzija odgovarajuc¢ih podskupova uopstenih inverza. U
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nastavku je dat veliki broj uslova pod kojima vazi implikacija a <~ b = a < b, gde je
< jedno od Cetiri posmatrana uredenja. Rezultati ovog poglavlja su deo rada [95] koji je
trenutno na reviziji.

U Poglavlju 4.3 se tematika iz prethodnog poglavlja posmatra na algebri B(H), gde
je H Hilbertov prostor. Na pocetku je definicija jezgarnog inverza prosirena sa matrice
na operator, ali ovog puta se jezgarni inverz posmatra kao uopsteni inverz sa predefin-
isanom slikom i jezgrom. Spektralna svojstva ovog inverza su posebno analizirana. Pod
pretpostavkom da je A < B, gde je <e {<*, <%, <@, <@}, odredene su dekompozicije
prostora H i odgovaraju¢e matri¢ne forme operatora A i B. Rezultati ovog poglavlja su
publikovani u radu [93].

U Poglavlju 4.4 je Mitrina jedinstvena teorija parcijalnih uredenja baziranih na uopstenim
inverzima, proSirena sa skupa kompleksnih matrica na prsten. Najpre je data alge-
barska karakterizacija konac¢no dimenzionalnih vektorskih prostora, pomocéu koje je uve-
den pojam kona¢no dimenzionalnog (FD) prstena koji je blisko povezan sa pojmom
Dedekindovog-kona¢nog prstena. Matri¢ni koncepti g-preslikavanja i G relacije su prosireni
na proizvoljan prsten. Glavni rezultat ovog poglavlja je dokaz da su potrebni i dovoljni
uslovi pod kojima je G relacija parcijalno uredenje na FD prstenu, isti kao i u matricnom
slucaju. Rezultati ovog poglavlja su publikovani u radu [97].

Glavni nedostatak pominjanih parcijalnih uredenja je taj $to se oni definisu samo na
elementima koji poseduju uopsteni inverz. Ali veé¢ na algebri B(H ), proizvoljan operator
sa slikom koja nije zatvoren skup ne poseduje uopsSteni inverz. Semrl je prvi posmatrao
problem prosirenja definicije minus parcijalnog uredenja sa skupa kompleksnih matrica
na celu algebru B(H): A <~ B ako postoje ogranic¢eni idmepotenti P i @ takvi da je

ImP=ImA, KerP=KerA i A= PB= BQ.

Nastavljajudi Semrlov pristup, Dolinar i Marovt su progirili definiciju zvezda uredenja
na B(H), dok je Efimov progirio definiciju oStrog uredenja na B(X), gde je X Banahov
prostor.

Cilj pete glave disertacije je pronaci ekvivalentnu algebarsku definiciju Semrlove defini-
cije koja ¢e omoguciti proSirenje minus uredenja na opstije matematicke strukture. Jasno
je da takva struktura mora biti “bogata” idempotentima, a Rikartovi prsteni upravo imaju
ovu osobinu. Prsten A je Rikartov (Rikartov *) prsten ako za svako a € A postoje idem-
potenti (samo-adjungovani idempotenti) p i ¢ iz A takvi da je °p = °a i ¢° = a°, gde je
a ={reA:xa=0}1islicno a®° = {zr € R: ax = a}. Algebra B(H) je bitan primer
Rikartovog #-prstena. U Poglavlju 5.3 je dato prosirenje Semrlove definicije sa B(H) na
A na sledeéi nac¢in: a <~ b ako i samo ako postoje idempotenti p i ¢ takvi da je

‘p="a, ¢ =a" i a=pb=bq.

Dokazano je da je <~ relacija parcijalnog uredenja na Rikartovom prstenu. I u ovom
slucaju je pokazano da uslov a <~ b odreduje dve dekompozicije jedinice prstena A i na
taj nacin 3 x 3 matri¢ne reprezentacije elementa a i b sli¢ne reprezentacijama (3), pri ¢emu
sada element a € e; Rf; nije (e, fi)-delilac nule, a b — a € es Rf5 nije (eq, f2)-delilac nule.
Rezultati Poglavlja 5.3 su deo rada [25] koji je trenutno na recenziji.

Nastavljajuc¢i pristup opisan u prethodnom poglavlju, u Poglavlju 5.4 je data alge-
barska definicija zvezda <*, levog-zvezda i desnog-zvezda parcijalnog uredenja. Pored
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dokaza da su ove relacije parcijalna uredenja na Rikartovom #-prstenu, jo§ jednom su do-
bijene reprezentacije slicne onima u (3). Takode je posmatran uzajamni odnos ovih ure-
denja sa minus uredenjem, a osobine su posebno ispitane za normalne elemente prstena.
Rezultati ovog poglavlja su publikovani u radu [69].

U Poglavlju 5.5 je zaokruzena teorija parcijalnih uredenja odredenih anulatorima,
definisanjem i ispitivanjem oStrog <# i jezgarnog <® parcijalnog uredenja. Rezultati
ovog poglavlja su publikovani u radu [92|. Koris¢enjem rezultata Glave 2, za svako od
posmatranih uredenja definisanih anulatorima je dato kratko tumacenje matri¢nih formi
elemenata u sluc¢aju kada je A = B(H).

vi



Glava 1

Uvod

U ovoj glavi éemo izloziti osnovne oznake, definicije i rezultate neophodnih za dalji rad.

Relacije i parcijalna uredenja

Definicija 1.0.1. Binarna relacija p na skupu A je podskup od A x A.
Ako (z,y) € p, kazemo da je x u relaciji p sa y i to oznacavamo sa zpy.

Definicija 1.0.2. Za binarnu relaciju p na A kazemo da je

(1) refleksivna ako je xpx, za svako x € A;

(2) simetricna ako za sve x,y € A, iz xpy sledi ypx;

(3) antisimetrcéna ako za sve x,y € A, iz xpy i ypz sledi x = y;
(4) tranzitivna ako za sve z,y,z € A, iz xpy i ypz sledi xpz.

Definicija 1.0.3. Relacija p na A je relacija ekvivalencije ako je ona refleksivna, simetri¢na
i tranzitivna.

Definicija 1.0.4. Relacija p na A je relacija poretka, odnosno relacija parcijalnog ure-
denja, ako je ona refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.

Definicija 1.0.5. Relacija p na A se zove pre-uredenje ako je ona refleksivna i tranzitivna.

1.1 Matri¢na parcijalna uredenja odredena uopStenim
inverzima

Ukoliko nije drugacije naglaseno, pod poljem ¢emo podrazumevati polje C kompleksnih
brojeva. Skup svih kompleksnih matrica reda m x n oznacavamo sa M,,y,. Kada je
m = n, algebru kvadratnih matrica reda n oznacavamo sa M,,. Jedini¢nu matricu reda
n oznaCavamo sa I,. Za A € M,,«, sa Im A oznac¢avamo prostor kolona matrice A, tj.
skup {Az : x € C"}. Sa Ker A oznac¢avamo jezgro matrice A, tj. skup {z € C" : Az = 0}.
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Naravno, A* € M, ,, oznaCava konjugovano transponovanu matricu matrice A. Indeks
matrice A € M, u oznaci ind A, je najmanji prirodan broj k € {0,1,2,...} za koji vazi
rank A* = rank A**!. Svaka kvadratna matrica A € M,, ima indeks i vazi 0 < ind A < n.
Imamo, ind A < 1 ako i samo ako je rank A = rank A?. Skup svih kompleksnih kvadratnih
matrica reda n i indeksa manjeg ili jednakog 1 oznacavamo sa I ,:

I,={AeM,: :indA <1}

Elementarna je stvar da svaku matricu moZemo posmatrati kao linearni operator (linearnu
transformaciju) izmedu dva vektorska prostora konacnih dimenzija, i obrnuto. To éemo
nadalje ¢initi bez posebnog naglasavanja.

UopsSteni inverzi matrica

Kao $to znamo matrica A € M, je regularna ako i samo ako je rank A = n, tj. det A # 0.
U tom slucaju matrica A ima inverz, tj. postoji jedinstvena matrica A~! takva da je
AA™L = A71'A = I,. Inverzna matrica matrice A zadovoljava, izmedu ostalog, sledece
jednacine:

(1) AXA= A4,
(1F)  AFX A = AF
(2) XAX = X,
(3) (AX)* = AX,
(4) (XA)" = XA,
(5) AX = XA,
(6) XA*=A,

(7) AX? =X,

(8) A’X = A,
(9) XA =A.

Takode, za A # 0
Ar=dr <= Az = %x (1.1)

U zelji da proizvoljnoj matrici, ¢ak i pravougaonoj, pridruzimo matricu koja ¢e imati neke
od ovih osobina obi¢nog inverza, prirodno dolazimo do pojma uop$tenog (generalizovanog)
inverza matrice A € M,,xn.

Za matricu A € My, «n, neka A{i, j, ...k} oznacava skup svih matrica X € M, ., koje
zadovoljavaju jednacine (i), (j), ..., (k). Matrica X € A{i, j,...k} se naziva {i, j,..., k}-
inverz od A i takode se oznatava sa A%k Istu notaciju koristimo i u slu¢aju kada je
A operator na beskona¢no dimenzionalnom prostoru.

Definicija 1.1.1. (Videti [13].) Neka je A€ M,,x,. Matrica X € M, ,, se naziva

1. unutrasnji inverz (g-inverz) matrice A ako X € A{1};
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2. spoljasnji inverz matrice A ako X € A{2};
3. refleksivni inverz matrice A ako X € A{1,2};

4. Mur-Penrouzov (eng. Moore-Penrose) inverz (skrac¢eno kazemo MP inverz) matrice
A ako X € A{1,2,3,4}, i u tom slu¢aju koristimo oznaku X = A;

Ako je n = m onda se matrica X naziva

5. grupni inverz matrice A ako X € A{1,2,5}, i u tom sluc¢aju koristimo oznaku X =
A7

6. Drejzinov (eng. Drazin) inverz matrice A ako X € A{1* 2,5}, i u tom slucaju
koristimo oznaku X = AP.

Poznato je da svaka matrica ima jedinstven Mur-Penrouzov inverz. MP inverz je
uveo Mur [80] a kasnije su, nezavisno od njega, Bjerhamar [16] i Penrouz [86] na drugi
nacin ponovo dosli do istog pojma. Svaka kvadratna matrica A indeksa k ima jedinstven
Drejzinov inverz. Matrica A € M,, ima grupni inverz ako i samo ako je njen indeks manji
ili jednak 1, i u tom slucaju je grupni inverz jedinstven.

Ekvivalentne karakterizacije, minimalna svojstva, spektralna svojstva i ostale osobine
Mur-Penrouzovog, Drejzinovog i grupnog inverza se mogu naci u [13]. Pored nabrojanih,
nedavno su uvedena jos dva uopstena inverza kompleksne matrice. To su jezgarni i dualni
jezgarni inverz Cije definicije ¢emo dati u Glavi 4.1.

Neka su sada U i V' vektorski prostori proizvoljnih dimenzija. Sa L£(U, V') ozna¢avamo
skup svih linearnih transformacija (operatora) A : U — V. Za A e L(U,V), sa Im A
oznacavamo sliku operatora A a sa Ker A ozna¢avamo jezgro (nul prostor) od A:

ImA={Az:2xeU}, KerA={zxelU: Az =0}.

Ukoliko su U i V' normirani vektorski prostori tada sa B(U,V) oznafavamo skup svih
ograni¢enih linearnih operatora A : U — V. Ako je U = V ona umesto L(U,U) i B(U,U)
pisemo L(U) odnosno B(U). Jedini¢ni operator na prostoru U oznacavamo sa Iy, tj. sa
I kada ne moze do¢i do zabune.

Za operator A € L(U) kazemo da ima indeks manji ili jednak jedan, ind A < 1, ako je
ImA =ImA?iKer A = Ker A%. Skup svih ograni¢enih linearnih operatora na Banahovom
prostoru X ¢iji je indeks manji ili jednak 1 oznacavamo sa [; x. Vazi da je

]l,X = {AE B(X) ;ind A < 1}
={AeB(X): ImA®Ker A = X}.

Na osnovu Katoove teoreme (Teorema 4.7.5 u [98]) sledi da ako A € [} x onda je Im A
zatvoren potprostor.

Na potpuno isti nac¢in kao za matrice, definiSu se razli¢iti uop$teni inverzi operatora na
Banahovim odnosno Hilbertovim prostorima. Takode zadrzavamo odgovarajuéu notaciju.
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Matri¢na parcijalna uredenja

Cilj ovog poglavlja je prikaz najbitnijih poznatih rezultata matri¢nih parcijalnih uredenja
baziranih na uopstenim inverzima. Mnogo viSe se moze na¢i u monografiji [77] i tamo
navedenim referencama.

Prostorno pre-uredenje

Osnovna matri¢na relacija uredenja je prostorno pre-uredenje.

Definicija 1.1.2. (Videti [77].) Neka su A, B € M,,y,. Kazemo da je A manja od B u
odnosu na prostorno pre-uredenje, i to oznacavamo sa A <® B, ako je

ImAcCImBilmA* < Im B*.

Pokazuje se da je relacija <® refleksivna i tranzitivna, tj. <® je pre-urednjenje na
M, «n. Takode, A <® B ako i samo ako je A = BMB za neku matricu M € M, ..
Dakle, ako je A <®* B onda je rank (A) < rank (B).

Minus parcijalno uredenje

Na matricama se ovo uredenje najcesé¢e definiSe na sledeéi nacin.
Definicija 1.1.3. (Videti [77].) Neka su A, B € M,,x,. Kazemo da je A manja od B u
odnosu na minus parcijalno uredenje, i to oznacavamo sa A <~ B, ako postoji g-inverz

AN e A{1} takav da je
AAD = BAW § AW A = AWB,

U sledecoj teoremi su date neke od ekvivalentnih karakterizacija minus uredenja.
Videéemo, da su teoreme alanologne ovoj, karakteristicne i za ostala matriéna uredenja
koja ¢emo definisati.

Teorema 1.1.4. (Vedeti [77].) Neka su A, B € M,,x, nenula matrice i neka je rank (A) =
a irank (B) = b. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) A< B;

(ii) Postoje reqularne matrice R € M,, i S € M, takve da je

I, 0 0 I, 0 0
A=R|0 0 0|SiB=R|0 I,, 0|S; (1.2)
0 0 0 0 0 0

(i) B{1} < A{1};
(iv) rank (B) = rank (A) + rank (B — A);
(v) Postoje idempotenti P € M,, i Q € M, takvi da je

A= PB = BQ.

Minus uredengje je relacija parcijalnog uredenja na M, xp,.
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Pokazuje se da je simultana dijagonalizacija 1.2 klju¢na u dokazivanju mnogih osobina
minus uredenja. Na primer, ako je A <~ B onda se mogu okarakterisani sledec¢i skupovi
(videti [76], [77]):

A{l}p := {AW e A{1}: AAW = BA VA = AVB}
— {BYW — BY(B - A)BY ) e B{l}}
a 0 D13
={s'] o0 : D13, D3y, D33 proizvoljne};
D3, 0 D33
I, 0 V(I—Ts3)
(PeM,:A=PB}={R|0 0 UTy R
0 0 Ts3
T3 € Mp,—p je idmepotent, a U € My_q)x(m—b); V € Max(m—p) Su proizvoljne}.

Ostro parcijalno uredenje

Prvobitnu definiciju ostrog (eng. sharp) matri¢nog uredenja je dao Mitra u radu [74].

Definicija 1.1.5. (Videti [74,77].) Neka su A, B € I, ,. Kazemo da je A manja od B u
odnosu na ostro parcijalno uredengje, i to ozna¢avamo sa A <# B, ako vazi

AA* = BA* i A¥A = A¥B.

Primetimo da u prethodnoj definiciji nije neophodno zahtevati da je ind B < 1. Ipak,
taj uslov je presudan za izvodenje mnogih osobina oStrog uredenja.

Teorema 1.1.6. (Videti [77].) Za matrice A, B € 1 ,, sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) A <" B;
(ii) A? = AB = BA;

(iii) Neka je rank (A) = a i rank (B) = b. Postoji regularna matrica R € M, takva da je

D, 0 0 D, 0 0
A=R| 0 0 O0[R'"iB=R|0 Dy, O|R, (1.3)
0 00 0 0 0

gde su Dy, e M, © Dy_, € My_, reqularne matrice.
(iv) B{1,5} < A{1,5};
(v) Postoji idempotent P € M, takav da je

A= PB = BP.
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Ostro uredengje je relacija parcijalnog uredenja na Iy .
Zvezda parcijalno uredenje

Definicija 1.1.7. Neka su A, B € M,,«,. KaZemo da je matrica A manja od matrice B
u odnosu na zvezda parcijalno uredenje, i to oznacavamo sa A <* B, ako vazi

AA* = BA*1 A*A = A*B.
Teorema 1.1.8. (Videti [77].) Za matrice A, B € M, v, sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) A<* B;
(i) AAT = BAT i ATA = AIB;

(iii) Neka je rank (A) = a i rank (B) = b. Postoje unitarne matrice U € M,, i V € M,
1 pozitivno definitne dijagonalne matrice D, € M, © Dy_, € M,_, takve da je

D, 0 0 D, 0 0
A=U|0 0 0|V*iB=U|0 Dy, 0|V* (1.4)
0 00 0 0 0

(iv) B{1,3,4} < A{1,3,4};
(v) Postoje ortogonalni idempotenti P € M,, i Q € M, takvi da je

A=PB = BQ.

Zvezda uredenge je relacija parcijalnog uredenja na M, «n,.

Pored nabrojanih, nedavno su uvedena dva nova matri¢na parcijalna uredenje. To su
jezgarno i dulno jezgarno parcijalno uredenje. Njihove definicije ¢emo dati u Glavi 4.2.

1.2 Parcijalna uredenja na polugrupama i prstenima

Neka je (R, +, ) prsten sa jedinicom 1. Za z,y € R, umesto x - y, skra¢eno pisemo zy.
Za date podskupove A i B od R, proizvod AB je skup

AB = {ab:a€ Abe B}.

Skrac¢eno pisemo aA i Aa umesto {a}A i A{a}.

Definicija 1.2.1. A € R je desni (levi) ideal od R ako je AR < A (RA < A). Ako je A
i levi i desni ideal onda se A zove (dvostrani) ideal.

Jasno je da je aR desni ideal i on se naziva glavni desni ideal generisan sa a. Sli¢no,
Ra je glavni levi ideal generisan sa a.
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Definicija 1.2.2. Prsten R je prsten sa involucijom (drugacije kazemo =-prsten) ako je
definisano preslikavanje a — a* iz R u R sa osobinama

(a*)* =a, (a+b)*=a*+b" (ab)* =b*a"*, zasvea,beR.
Preslikavanje = se naziva involucija na R.

Definicija 1.2.3. (Videti [33].) Involucija * na prstenu R je pravilna ako iz a*a = 0 sledi
a=0.

Definicija 1.2.4. Neka je R =-prsten. Element a € R je samo-adjungovan ako je a* = a.

Definicija 1.2.5. Element e prstena R je idempotent ako je ¢* = e. Sa FE(R) oz-
nacavamo skup svih idempotenata iz R. Skup svih samo-adjungovanih idempotenata
iz R oznacavamo sa E(R).

Razli¢ite vrste uopstenih inverza elementa a € R definiSemo odgovarajué¢im jednadi-
nama na isti nac¢in kao i u slu¢aju matrica. Poznato je da su Mur-Penrouzov i grupni
inverz od a jedinstveni kada postoje. Ako element a ima Mur-Penrouzov inverz onda za
njega kazemo da je =-regularan ili MP-invertibilan. Za g-invertibilni element kazemo da
je (fon Nojman) regularan . Prsten R je fon Nojman regularan (regularan, skrac¢eno) ako
je svaki elemenat a € R regularan.

Definicija 1.2.6. Element a #-prstena R je EP element ako postoje a' i a¥ i ako je
T — g#
a' =a”.

Parcijalno uredenje na prstenu R se naziva prirodno ako je definisano posredstvom
operacije -.

Neka je sada (5,-) polugrupa. Odgovarajué¢i pojmovi definisani na prstenu posred-
stvom operacije - se prenose na S. Sa S! oznafavamo monoid generisan sa S.

Preslikavanje a — a* iz S u S se naziva involucija ako je (a*)* = a i (ab)* = b*a*.
Involucija = na S je pravilna ako iz a*a = a*b = b*b sledi a = b, [33]. Ako polugrupa ima
nulu tada je involucija pravilna ako i samo ako iz a*a = 0 sledi a = 0. Polugrupa S je
«-reqularna ako su svi njeni elementi *-regularni.

Definicija 1.2.7. Na skupu idempotenata E(S) polugrupe S prirodno uredenje < je
definisano sa
e<f = e=c¢f = fe. (1.5)

Lako se dokazuje da je relacija < definisana sa (1.5) relacija parcijalnog uredenja na
E(S), [21].

Treba reé¢i da su relacije minus i zvezda urednja prvobitno definisane na polugrupi
odnosno =-polugrupi, a zatim na matricama.

Minus uredenje na polugrupi su nezavisno jedan od drugog uveli Hartvig i Namburipad.
Definicija se moze iskazati na nekoliko ekvivalentnih nacina.

Teorema 1.2.8. (Videti [79].) Neka je S regularna polugrupa. Sledeéi uslovi su ekviva-
lentni:



(i) a < b, tj. postoji a'V) € a{l} tako da je aVa = aVb i aaV = ba™;
(i) ata =a™b iaa™ = bat za neko a™ € a{l,2};
(iii) a = eb za neki idempotent e € aS i aS < bS;
=xb=0by, xa = a za neke r,y € S;
(v) a=aa®h=bata za neko a* € a{l,2};
ab

(vi) a =ab*b =0bb*a, a = ab*a za neko b* € b{1,2};

)
)

)
(iv) a
)

)
(vii) Postoje e, f € E(S) tako da je a = eb = bf;
Relacija <= je relacija parcijalnog uredenja na S.

U prethodnoj teoremi uslov (ii) je Hartvigova definicija [46], uslov (iii) je definicija
Namburipada [83], uslov (iv) je difinicija Mic¢a [79], uslov (v) je Gomezov [39], uslov (vi)
je Hikijev [50], dok se uslov (vii) ¢esto uzima za definiciju.

Teorema 1.2.9. (Videti [79].) Neka je S polugrupa. Relacija < definisana sa
a<b < a=axb="by, va=a, za neke x,ye S (1.6)
je parcijalno uredenje na S.

Zvezda parcijalno uredenje na =-polugrupi, koje je uveo Drejzin 33|, se definise na isti
nacin kao u slu¢aju matrica.

Teorema 1.2.10. (Videti [33].) Ako je S polugrupa sa pravilnom involucijom onda je
relacija <* parcijalno uredenje na S.
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Direktna suma potprostora i
dekompozicija jedinice

U ovoj glavi zelimo da ukazemo na odredena pitanja (i damo adekvatna obja$njenja) koji
su u vezi sa slede¢om situacijom koja se ¢esto srece u literaturi. Treba napomenuti da se,
zbog kompletnosti, u ovoj glavi nalaze i delovi koji spadaju u poznate stvari. Neka je dato
linearno preslikavanje A : X — X, gde je X Banahov prostor, i neka je X =Y @ Z, gde
su Y i Z zatvoreni potprostori u X (samim tim Banahovi). Ako je z € X tada postoje
jedinstveni y € Y i z € Z takvi da je z = y+ z (i svaka dva elementa y € Y i z € Z definisu
neko r = y+z € X). Imamo da je Ax = Ay + Az. Vektor Ay se na jedinstven na¢in moze
napisati kao suma Ay = w; + wy gde je wy € Y 1 wy € Z. Takode, Az = w3 + wy, gde
suws €Y iwy € Z jedinstveni. Mozemo definisati preslikavanja A; : Y — Y, Ay = wy,
AQ : Z—>Y/ AQZZ ws, Ag Y — Z7 A3y=w2,1A4 AR Z, A4Z = W4. OperatorAje
u potpunosti odreden preslikavanjima A;, i = 1,...,4 i moZemo pisati

A Ay Y Y
A_[A3 mHz]*[z]- 2.1
Moze se pokazati da A € B(X) ako i samo ako Ay € B(Y), Ay € B(Z,Y), As e B(Y,Z) i
Ay € B(Z). Treba napomenuti da je pretpostavka da je X Banahov prostor neophodna.
Takode, imamo situaciju koja uopstava gornje rezonovanje. Naime, pretpostavimo da
je Z = Xy @ X3, gde su Xy i X3 zatvoreni. Radi jednostavnosti, umesto Y ¢emo pisati

Xi. Dakle, imamo da je X = X; @ Xo® X3, gde su X5, Xo, X531 Xo@® X3 zatvoreni. Neka
je Ae B(X). U odnosu na ovu dekompoziciju prostora X, operator A ima reprezentaciju

All A12 A13 Xl Xl
A = A21 A22 A23 . X2 - X2 s (22)
Azy Asp Asg X3 X

gde je A;; : X; — X;. T u ovoj situaciji se koristi tvrdenje da A € B(X) ako i samo ako
Aij S B(Xj, X,L)
U ovoj glavi Zelimo da ukazemo na sledec¢a pitanja u vezi ove problematike:

1. Sta zapravo predstavlja direktna suma X = X; @ X, @ X3, kada je X Banahov
prostor? Da li je dovoljno zahtevati jedinstvenost predstavljanja proizvoljnog x € X

9
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7.

u obliku x = x1 + 29 + x3 gde x; € X;7 Ili je potrebno zahtevati da su X; zatvoreni
potprostori? Mozda treba i Xy @ X3 da bude zatvoren potprostor? Ili suma svaka
dva potprostora treba da bude zatvorena?

. U vezi sa prethodnim pitanjem mozemo se zapitati kako definisati direktnu sumu u

slucaju kada je X samo normiran prostor.

. Ako A € B(X) zbog tega onda i A;; € B(X,X;)? Sta je, na primer, sa operatorom

B_ An Al |X NS
Agp Aga| " [ Xo Xa|’
koji se dobija iz reprezentacije (2.2)7 Da li je on ograni¢en? Ali pre toga, da li

je potprostor X; @ X, zatvoren, tj. da li je operator B definisan na Banahovom
prostoru? (Eventualna pretpostavka je da je samo X, @ X3 zatvoren.)

Da li iz Aij S B(XJ,Xz) sledi A € B(X)?

Sta ako prostor X nije Banahov ve¢ samo normiran? Koje dodatne uslove treba
pretpostaviti u tom sluc¢aju? Dalje, neka je X Hilbertov prostor i neka je X suma
ortogonalnih potprostora. Da li je u tom slucaju neophodno pretpostaviti da su X;
zatvoreni ili to mozda direktno sledi? Konac¢no, sta ako je X samo unitaran prostor.

Koje uslove treba pretpostaviti u slucaju kada je X suma n potprostora,
X=X10+ - +@X,7?

Da li treba pretpostaviti da je suma bilo kojih k£, 1 < k < n, od ovih n potprostora
zatvorena? Mozda u slucaju kada je X Banahov, iz zatvorenosti prostora X; sledi
zatvorenost sume bilo kojih £ potprostora? Opet, Sta ako je X samo normiran, i
tako dalje.

Kako definisati direktnu sumu X; @ ---® X,, u slucaju kada je X7 +---+ X,, # X7

U ovoj glavi ¢emo detaljno prouciti ovu problematiku i dati odgovore na gornja i
sli¢cna pitanja. Posmatracemo sluc¢aj kada umesto tri imamo n potprostora i precizno ¢emo
definisati pojam direktne sume u Poglavlju 2.1. U Poglavlju 2.2 ¢emo generalizovati pojam
takozvane dvostrane Parsove dekompozicije jedinice prstena i objasniti blisku povezanost
te dekompozicije sa direktnom sumom potprostora (Poglavlje 2.3). Na osnovu toga ¢emo
u Poglavlju 2.4 dokazati neke osobine matri¢ne reprezentacije operatora definisanog na
direktnoj sumi potprostora.

Kao $to ¢emo videti, u ovoj glavi ¢emo uspostaviti vezu izmedu cisto algebarskih i
analiticko topoloskih pojmova. Stim u vezi, koriste¢i rezultate ove glave, odredeni “tip”
tvrdenja vezan za prstene, uz odredenu interpretaciju, moze da se preformulise na slucaj
ogranic¢enih operatora. To je jedan od glavnih ciljeva ove glave.
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2.1 Spoljasnja i unutrasnja direktna suma

Direktna suma (ili direktan proizvod, prema nekim autorima) se definiSe za razli¢ite vrste
matematickih objekata medu kojima su vektorski prostori, matrice, grupe, ideali, mod-
uli itd. Pre svega, treba praviti razliku izmedu spoljasnje i unutrasnje direktne sume
(direktnog proizvoda). Ta dva pojma su blisko povezana ali razlicita.

Spoljasnja direktna suma struktura Si,..., S, je Dekartov proizvod

Sg =57 xSy x - xS,

zajedno sa odgovaraju¢im operacijama koje se definisu koordinatno. Jasno je da su ovom
definicijom obuhvaceni sluc¢ajevi kada su posmatrane strukture grupe, prsteni i vektorski
prostori.

U sluc¢aju kada su na strukturama definisane dodatne strukture, kao $to su norma,
skalarni proizvod itd., onda se te dodatne strukture, najcesée definisu i na odgovarajucoj
direktnoj sumi.

Spoljasnja direktna suma S; = X; x --- x X, normiranih prostora (Xi,| - 1), ..,
(X, | - |») je spoljasnja direktna suma prostora X, ..., X, kada se oni posmatraju kao
vektorski prostori. Norma na S, se moze definisati na vise nacina. Slede¢a teorema je
dobro poznata.

Teorema 2.1.1. Neka su (Xy, |- |1), .-, (Xu, | - |n) normirani vektorski prostori i neka
je Sy =X x -+ x X,,. Neka je

1 . - :
[(z1, .. xn)|p = (Jza|) + -+ + |za]2)?,  gde je p =1 realan broj i neka je
[y, )l = max{fa]y, - [an]n}-

Tada su |- ||lp, pe R, p=1i| | norme na Ss i one su medusobno ekvivalentne, tj. one

definisu istu topologiju na Ss. Prostor Ss, zajedno sa jednom od gore definisanih normi,
je Banahov prostor ako i samo ako je X; Banahov prostor za svako v =1,2,...,n.

Dokaz. Videti, na primer, Problem 3.9 (str. 168.), Problem 3.33 (str. 178.) i Primer 4.
D (str. 208.) u [61]. O

Ukoliko imamo n unitarnih prostora (Hy,{-, )1), ..., (Hp,{:,*),) tada se njihova spol-
jasnja direktna suma Sy = Hy x- - -x H,, definiSe kao spoljasnja direktna suma ovih prostora
kada se oni posmatraju kao vektorski prostori. Skalarni proizvod na S, se definiSe sa

<(I17 s 7xn)> (yla s 7yn>> = <x17y1>1 + -+ <xmyn>n'

Primetimo da je u slu¢aju unitarnih prostora, norma na S ustvari | - |2 norma. Ovako
definisana direktna suma S je Hilbertov prostor ako i samo ako je H; Hilbertov prostor
za svako i = 1,2,...,n (Teorema 2.1.1).

Neka su Sy,..., S, podstrukture strukture S na kojoj je definisana operacija +. U
najopStijem smislu kazemo da je suma S, = S; + --- + 5, unutrasnja direktna suma
ukoliko je preslikavanje ¢ : S x -+ x S, — S, definisano sa ©(s1,...,8,) = S1 + -+ Sy
izomorfizam.

11
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Definicija 2.1.2. Neka su Sy,..., S, potprostori vektorskog prostora S. Kazemo da je
suma S, = S1 + - -+ + S, algebarska (unutrasnja) direktna suma ako je preslikavanje

©:Ss— Sy, p(r1,xe,...,0,) =21+ X0+ + Ty (2.3)
izomorfizam vektorskih prostora.

Suma S, = S1+- -+, je algebarska direktna suma ako i samo ako iz 1 +-- -+, =0,
x;, €85;, 1 =1,...,nsledi x; = 0, ¢ = 1,...,n. Ostale poznate karakterterizacije
algebarskih direktnih suma se mogu naci, recimo, u [56].

Kada je na vektorskom prostoru S definisana norma tada ona odreduje topologiju na

S.

Definicija 2.1.3. Neka su (S1,| - [1) 1 (S2,| - |2) dva normirana vektorska prostora.
Preslikavanje ¢ : Sy — Sy je topoloski izomorfizam ako je ¢ izomorfizam vektorskih
prostora i ako su ¢ i ¢! neprekidne funkcije. Drugim recima, ¢ je topologki izomorfizam
ako je linearni homeomorfizam.

Napomena 2.1.4. Iz Definicije 2.1.3 sledi da se topoloskim izomorfizmom otvoreni
skupovi u Sy slikaju u otvorene skupove u S i obrnuto. Dakle, ne zahteva se da topoloski
izomorfizam “Cuva” normu, u smislu da je

le(@)l2 = ll2lly, Vo e Si. (2.4)

Linearno preslikavanje koje zadovoljava uslov (2.4), tj. preslikavanje koje “Cuva” rasto-
janja, se naziva izometrija. Izomorfizam koji je ujedno i izometrija se naziva izometrick:
izomorfizam. Jasno, ako je ¢ izometricki izomorfizam tada je |p| = 11 ¢~ =1 paje ¢
i topologki izomorfizam. Obrnuto u op$tem sluc¢aju ne vazi.

Definicija 2.1.5. Nekasu Sy, ..., S, potprostori normiranog vektorskog prostora (.5, |-|).
Neka je na skupu Sy = Sy x - - x S, definisana jedna od normi || |,, p = 1, pe Rili || - | o0.
Kazemo da je suma S, = Sy + -+ -+ S, topoloska (unutrasnja) direktna suma potprostora
ako je preslikavanje ¢ : S — S, definisano sa (2.3) topoloski izomorfizam normiranih
vektorskih prostora. Iz Teoreme 2.1.1 sledi da je sve jedno koja od normi || - |,, p > 1 ili
| |l je definisana na Sy, $to opravdava ovakvu formulaciju ove definicije.

Karakterizaciju topoloskih direktnih suma mozemo dati koriste¢i idempotentske oper-
atore.

Teorema 2.1.6. (Videti takode [107].) Neka su X1, Xo, ..., X, potprostori normiranog
vektorskog prostora X takvi da je suma S, = X1+ Xo+---+ X, algebarska direktna suma.
Sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:

(i) Sy je topoloska direkina suma.
(ii) Preslikavanje E; : S, — S, definisano sa
Ei(iL’l—i-JJQ"‘r"'-i-In) = X, J’JjEXj,jZ 1,2,...,7}

je neprekidno za svako v = 1,2,...,n.
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Dokaz. Primetimo najpre da je E; (linearan) idempotent i Im F; = X, za svako i =
1,2,...,n. Neka je Sy = X; x -+ x X,,. Iz Teoreme 2.1.1 sledi da je (S, | - |1) normiran
prostor. Definisimo preslikavanje

0: 8= Sy, plx,...,x,) =214+ + .

Dakle, p(z1,...,2,) = Eyx + -+ + E,x, x = 1 + -+ + x,. Lako se pokazuje da je ¢
linearno i sirjektivno preslikavanje. Iz uslova da je S, algebarska direktna suma sledi da
je ¢ bijekcija. Sta vise

gp’l(x1+---+a:n):(El(xl+~--+mn),...,En(x1+---+xn)).
Takode,
lo(@e, x|l = o+ + 2| < ] + - flznll = [z, 20) -

Odavde sledi da je ¢ ograni¢en operator, pa samim tim i neprekidan. Zbog toga, iz
Definicije 2.1.5 sledi da je S, topologka direktna suma ako i samo ako je ¢! neprekidna
funkcija.

(i) = (ii): Pretpostavimo da je S, topologka direktna suma, tj. da je ¢! ogranicen
operator. Sledi

i + -+ 2l < [Balos 4+ )] 4o+ By + -+ 2,)]
= H(E1<ZE1 + "'+5En>,...,En(ZE1 + +xn))H1
= o7 @+ x| < o7 o+ 4 2.

Zakljucujemo da je E; neprekidan operator za svako i = 1,2,...,n.
(ii) = (i): Pretpostavimo sada da je E; neprekidan operator za svako i = 1,2,... n.
Sledi

lo™ (@i + -+ x| = (Bl + -+ ), Ea(mr + -+ 2))|s
=|Ei(z1+ -+ an)| + -+ | Eu(xr + - 4+ 23|
<|E a4 4 a4+ Bz + 4 2
= (|EL] + - + B2y + - - - + 24l

pa zaklju¢ujemo da je ¢! ograni¢en operator. O]

U poglavlju 2.3 u Teoremama 2.3.2 i 2.3.5 ¢emo dati jo§ dve karakterizacije topoloskih
direktnih suma. Za nas ¢e od najveéeg interesa biti topoloske direktne sume Banahovih i
Hilbertovih potprostora.

U sluc¢aju unitarnih prostora S; i Sy mozemo zahtevati da izomorfizam “¢uva” skalarni
proizvod. Ispostavlja se da je dovoljno da izomorfizam “¢uva” normu definisanu tim
skalarnim proizvodom.

Lema 2.1.7. Neka su (S1,{,-)1) i (S9,{:,-)2) unitarni prostori i neka je ¢ : S — S
zomorfizam vektorskih prostora. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) |e(z)]2 = |z|1, za svako x € Si;
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(i) <p(x), o(y))2 =z, y)1, za sve x,y € Sy.

Dokaz. Jasno je da iz (ii) sledi (i). Koriste¢i poznatu polarizacionu jednakost
1 . : : :
@y =7 (le+yl” = e = yl* + iz +iy[* — ile - iy|?)

lako se pokazuje da iz (i) sledi (ii). O

Definicija 2.1.8. Neka su Sy, . .., S, potprostori unitarnog vektorskog prostora (.5, (-, )).
Neka je na vektorskom prostoru S, = S; x --- x S, definisan skalarni proizvod

@1, n), (Yo 9n)) = By + -+ (T, Yn)- (2:5)

Kazemo da je suma S, = S} + -+ + S, ortogonalna (unutrasnja) direktna suma ako
je preslikavanje ¢ : Sy — S, definisano sa (2.3) izometricki izomorfizam. Ortogonalnu
direktnu sumu oznacavamo sa

51@@Sn, tJ Sa @Sz

=1

Jasno je da skalarni proizvod (2.5) indukuje slede¢u normu na Si:
1
[@1,- -zl = (2 * + - + a2

Takode je jasno da je svaka ortogonalna direktna suma ujedno i topoloska direktna
suma. Karakterizaciju ortogonalnih suma ¢emo dati u Teoremama 2.3.6 i 2.3.11.

2.2 Dekompozicija jedinice u prstenu

Neka je R prsten sa jedinicom 1. U ovom poglavlju ¢emo dati uopstenje takozvane dvos-
trane Parsove dekompozicije prstena R. Inace, matematicar Bendzamin Pars je prvi uveo
pojmove idempotentnog i nilpotentnog elementa, [14].

Definicija 2.2.1. Za idempotente e, f € R kazemo da su ortogonalni ako je ef = fe =
0. Idempotenti ey, es,...,e, € R su ortogonalni ako su oni ortogonalni u parovima.
Jednakost

l=e +e+- - +ey,

gde su ey, es,..., 6, € R medusobno ortogonalni idempotenti, se zove dekompozicija je-
dinice prstena R.

Treba praviti razliku izmedu pojma ortogonalnih idempotenata e i f datog Definicijom
2.2.1 i pojma ortogonalnog idempotenta e involutivnog prstena R (to je element za koji
vazi e = e? = e*).

Nekasul=e+---4+e¢,11=f; +---+ f, dve dekompozicije jedinice prstena R.
Proizvoljni element = € R se moZe napisati u slede¢em obliku

m

(L’=1'ZL"1=(€1+"'+€m)'l"(f1+"'+fn)Ziieil‘f]‘ZZil’ij, (26)

i=17j=1 i=1j=1
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gde je z;; = e;xf; € e;Rf;. Primetimo da su za svako ¢ = 1,2,...,nij = 1,2,...,m
skupovi e;Re; 1 f;Rf; prsteni, dok je e;Rf; istovremeno levi e;Re;-modul i desni f; R f-
modul. Osim toga za svako r € e;Re;, s € f;Rf; i x € e;Rf;, naravno vazi da je (rx)s =
r(xs). Sledi da e; Rf; predstavlja jedan e; Re;- f; R f;-bimodul, [23]. Nije tesko proveriti da
suma (2.6) definise dekompoziciju prstena R u direktnu sumu ovih bimodula:

R = ééeinj. (2.7)

i=1 j=1
Pogodno je pisati z u matri¢nom obliku

11 0 Tin
T = o : (2.8)

Tm1 ° Tmn exf

Vazno je naglasiti da svaki element x € R ima jedinstvenu matri¢nu reprezentaciju u
odnosu na dekompozicije 1 =e; +---ep, il = fi+ -+ fp.

Ako je y = [yijlexs onda je jasno da je © +y = [z + Yijlexs- Nekajel = g1 + - + g
jos jedna dekompozicija jedinice prstena R. Sli¢no kao malopre vazi

n k
R=® f;Ry;,
=1 j=1

i za svako z € R postoji jedinstvena matri¢na reprezentacija (forma)

z = [zij]1xg,

gde je z;; = fizg; € fiRg;, 1 =1,2,...,n,j=1,2,... k. Zbog medusobne ortogonalnosti
ukljucenih idempotenata, lako se pokazuje da se za mnozenje elemenata x i z moze koristiti
uobicajeno pravilo mnozenja matrica:

n
2z = [Wijlexg, gdeje w;; = inzzzj-
=1

Kadajem=mnie = f;,i=1,2,...,n, dekompozicija (2.7) je poznata kao dvostrana
Parsova dekompozicija prstena R, [52].
Pretpostavimo sada da je na prstenu R definisana involucija =. Iz (2.6) sledi

i=17=1 j=1li=1
tj.
* ES
L1 L1
I = : i : , (2.9)
x5, Tk

mn | fExe*
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gde je gornja reprezentacija data u odnosu na dekomporzicije 1 = ff+---+ f¥ i1l =
e+ +ep.
Dekomporzicija jedinice 1 = ey + --- + e, je ortogonalna ako su e;, 1 = 1,2,...,n
samo-adjungovani idempotenti.
Kada imamo dva idempotenta e, f € R tada oni odreduju dekompoziciju jedinice,
1 =e+(1—e)odnosno 1 = f+ (1 — f). Tada ¢emo matri¢nu reprezentaciju elementa
xr € R pisati na sledec¢i nacin
i
xr = )
T3 T4 exf

2.3 Ekvivalentnost direktne sume i dekompozicije
jedinice

Ako je X normiran vektorski prostor tada skup B(X) moZzemo posmatrati kao prsten sa

jedinicom I = Iy € B(X). Zbog toga pojam dekompozicije jedinice I prstena B(X) ima

smisla. Sledeca teorema povezuje pojam dekompozicije jedinice prstena B(X) sa pojmom
topoloske direktne sume.

Lema 2.3.1. Ako su Ey, Ey € B(X) dva idempotenta takva da je E1Ey = EsEy = 0 onda
je Fy + Es idempotent © vazi da je

Im (El + EQ) =Im E1 @ Im EQ,
pri cemu je gornja suma topoloska direktna suma potprostora.

Dokaz. Jasno je da je Fy + FE5 idempotent i da je Im (E; + Fy) € Im E; + Im E,. Ako
r € ImFE; onda je 0 = ExEvx = Ebx, paje x = (Ey + Eq)x € Im (B + E,). Sli¢no,
Im FEy € Im (Ey + E,). Ako 2 € Im E; nIm F, onda je v = Eyx = Fyx, paje v = Eix =
E1Eyx = 0. Iz Teoreme 2.1.6 se lako dokazuje da je suma topologka. O]

Teorema 2.3.2. (Videti takode [42].)
(i) Neka su X1, X5 ..., X, potprostori normiranog vektorskog prostora X i neka je
X=X10Xo® - @ X,,

pri cemu je gornja suma topoloska direktna suma potprostora. Tada postoje idem-
potenti E; € B(X), i =1,2,...,n, takvi da je

I=E +Fy+---+E,
dekompozicija jedinice I prstena B(X) i Im E; = X; za svako i =1,2,...,n.

(ii) Neka je
I=F+E+ -+ E,

dekompozicija jedinice prstena B(X). Tada je
X=ImE ®ImE,® --PImE,, (2.10)
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pri cemu je prethodna suma topoloska direktna suma. Sta vise, ako je J < {1,2,...,n}
onda je Y. ; E; € B(X) idempotent i vazi

Im (ZE) = PIm E;, (2.11)

ieJ =
pri cemu je prethodna suma topoloska direktna suma.

Dokaz. (i): Neka je za svako i = 1,2,...,n definisano preslikavanje E; : X — X sa
E(x i+ +z,) =2, zjeX;, j=1,2,...,n.

Kako je X = X1 ® Xo ® --- @ X,, topoloska direktna suma, na osnovu Teoreme 2.1.6 i
njenog dokaza sledi da je F; ogranicen idempotent i Im E; = X; za svako 1 =1,2,...,n.
Jasno je da je

(Ev+ -+ E)(x14+ -4 x,) =21+ + Ty,

paje By +---+ E, = I. Takode, za i # j vazi
Ei(Ej(.Tl + -+ xﬂ)) = Ez(x]) = 07

pa je E;E; = 0. Sledi da je I = By + Ey + - - - + E,, dekomporzicija jedinice prstena B(X).

(ii): Pretpostavimo da je I = Ey + Ey+ - - - + E,, dekompozicija jedinice prstena B(X).
Bez gubljenja opstosti pretpostavimo da je J = {1,2,... k}, 1 < k < n. Korid¢enjem
Leme 2.3.1, indukcijom po k se moze dokazati da je Ele E; ogranicen idempotent, da je

k k
Im (ZE) = > ImE;,
i=1 i=1

i da je suma S; = Zle Im FE; algebarska direktna suma. Da bi dokazali da je suma S
topoloska direktna suma, na osnovu Teoreme 2.1.6, dovoljno je dokazati da je preslikavanje
P, :S;—Sy,i=1,2,... kdefinisano sa P;(z1+- - -+xy) = x5, x; e ImE;, j = 1,2,... K,
neprekidno za svako ¢ = 1,2,..., k. Kako x; € Im F;, to je x; = E;z; pa zbog E;F; = 0
za 1t # 7, sledi da je

Ei(xi+ - +ap) =2, = Pi(x1 + - + xp).

Zbog toga je || Piz| = | Eiz| < | Ei|||x| pa je P; ograni¢en operator. Jednakost (2.10) dobi-
jamo u specijalnom sluc¢aju kada je J = {1,2,...,n}. Ovim je dokaz zavrSen. Primetimo
takode da je
KerE; = @ ImE,. (2.12)
i=1,i#j

]

Posledica 2.3.3. Neka su X1, Xs ..., X, potprostori normiranog vektorskog prostora X
1 neka je
Su=Xi0Xo® - DX,
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topoloska direktna suma potprostora. Neka je J < {1,2,...,n}. Tada je suma
SJ = @XZ
€]

topoloska direktna suma 1 Sy je zatvoren potprostor u S,. Sledi, ako je S, zatvoren u X
onda je 1 S zatvoren u X.

Dokaz. Kako je S, = X1 ®--- ® X,, topoloska direktna suma, na osnovu Teoreme 2.3.2
(i) sledi da postoji dekompozicija jedinice prstena B(S,), I = Fy + --- + FE, pri ¢emu je
Im E; = X;. Sada na osnovu dela (ii) Teoreme 2.3.2 sledi da je

S;=@Xi;=@mE; =Im (2E>

ieJ ieJ ieJ
topoloska direktna suma. Kako je Y ._; F; ograni¢en idempotent na S, sledi da je S,

zatvoren potprostor u S,. ]

U slucaju kada je X Banahov prostor, topolosku direktnu sumu potprostora mozemo
okarakterisati na znatno jednostavniji nac¢in nego $to je to sluc¢aj kada je X samo normiran
prostor. Podsetimo se slede¢e poznate teoreme o ogranicenom inverzu.

Teorema 2.3.4. (Videti [98].) Neka su X Y Banahovi prostori i A€ B(X,Y). Ako je
preslikavanje A “1-17 1 “na” tada postoji A~ i A~ e B(Y, X).

Kao posledicu prethodne teoreme dobijamo slede¢i vazan rezultat.

Teorema 2.3.5. (Videti takode [107].) Neka je X Banahov prostor i neka su Xy, Xo,
.., X, potprostori od X takvi da je suma S, = X1 + Xo + --- + X, algebarska direktna

suma. Ako su potprostori Xy, Xa, ..., X, © Sy zatvoreni u X onda je S, topoloska

direktna suma i skup Y, ; X; je zatvoren potprostor u X za svako J < {1,2,...,n}.

Dokaz. Neka je Sy = X7 x Xo x -+ x X, i neka je na S, definisana || - [; norma. Neka

je p : Sy — S, preslikavanje definisano sa ¢(zq,...,z,) = 1 + --- + x,. U dokazu
Teoreme 2.1.6 smo dokazali da je ¢ ograni¢en bijektivan linearan operator. Potprostori
X, 1=1,2,...,ni98, suzatvoreni potprostori Banahovog prostora X pa su oni Banahovi

prostori. Na osnovu Teoreme 2.1.1 sledi da je i prostor Sy Banahov. Zbog toga, iz Teoreme
2.3.4 sledi da je ¢! : S, — S, ogranifen operator. Dakle, ¢ je topologki izomorfizam,
pa na osnovu Definicije 2.1.5 sledi da je S, topologka direktna suma. Da je skup > ., X;
zatvoren potprostor prostora X direktno sledi iz Posledice 2.3.3 O]

Kada su u pitanju ortogonalne direktne sume na unitarnim prostorima (¢ak i na onima
koji nisu Hilbertovi) stvar je jednostavnija.

Teorema 2.3.6. Neka su X4, ..., X, potprostori unitarnog prostora X i neka je
Su=X14+ -+ X,.

Sledeci uslovi su ekvivalenini:
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(i) S, je ortogonalna direktna suma.
(i) X;LlX; za svei,je{l,...,n}, i#j.
Dokaz. (i) = (ii): Pretpostavimo da je S, ortogonalna direktna suma. Iz Definicije 2.1.8

sledi da je preslikavanje ¢ : (z1,...,2,) — x1 + -+ + x, izometricki izomorfizam iz
Ss =Xy x -+ x X, naS, PoLemi2.1.7 onda imamo da je

(@), p(y))x =<z, y)s.,
za sve x,y € S5. Neka su x; € Xy 1 yo € Xy proizvoljni. Stavljajuéi x = (x1,0,...,0),
y = (0,42,0,...,0) lako dobijamo da je {xy,y2)x = 0. Sledi X; 1 X5. Sli¢no dobijamo da
je X;LX, zasvei,je{l,...,n}, i#j.
(ii) = (i): Pretpostavimo da je X; 1 X; za i # j. Dokazimo najpre da je S, algebarska
direktna suma. Neka je z1 + --- + 2z, = 0, z; € X;. Imamo

|lz1])? = (1, 21) = oy, 1) + (wy, w0y + -+ {1, T0)
=1, 21+ 22+ -+ x,) = {21,0) = 0.

Sli¢no, x; = 0 za svako i = 1,2,...,n. Da bi dokazali da je S, ortogonalna direktna suma,
treba jos dokazati da je ||p(z)| = ||z||, za svako x € S,. Zbog ortogonalnosti imamo da je
I, za)? = oy + o+ 2l = o + o+ 2l = (@, - 2

O

Posledica 2.3.7. Neka su X7,. .., X, potprostori (ne obavezno zatvoreni) unitarnog pros-
tora X takvi da je X;1X; za i # j, i, = 1,2,...,n. Neka je J < {1,2,...,n}. Ako je
suma (ortogonalna po Teoremi 2.3.6) S, = X1 + - -+ + X,, zatvoren potprostor u X onda

je suma
Sr=2,%Xi
e
zatvoren potprostor u X.
Dokaz. Dokaz sledi iz Teoreme 2.3.6 i Posledice 2.3.3. O

Napomena 2.3.8. Neka su X; i X, zatvoreni potprostori unitarnog prostora X takvi
da je X;1X,5. Tada suma X; & X, ne mora biti zatvoren prostor u X. Medutim ako
je X Hilbertov prostor tada je ova suma ztvoren potprostor u X, videti na primer [106].
Naravno, ako su X;, ¢ = 1,2,...,n medusobno ortogonalni potprostori Hilbertovog pros-
tora X, onda, indukcijom po n, lako mozemo dokazati da je suma X; &---&D X,, zatvoren
potprostor u X.

Definicija 2.3.9. Neka je X unitaran prostor. Ograni¢en idempotent P : X — X je
ortogonalan (samo-adjungovan) ako je X = Im P & Ker P.

Napomena 2.3.10. Neka je P € B(X) ograni¢en idempotent na unitarnom prostoru X.
Poznata je sledeca karakterizacija:

P je ortogonalan < ImPlKerP < |P|=1. (2.13)
Ako je X Hilbertov prostor onda je idempotent P € B(X) ortogonalan ako i samo ako je
P = P*.
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Teorema 2.3.11. Neka su X, X,, ..., X, potprostori unitarnog vektorskog prostora X
takvi da je suma S, = X1+ Xo + -+ + X, algebarska direktna suma. Sledeéa tvrdenja su
ekvivalentna:

(i) S, je ortogonalna direktna suma.
(ii) Preslikavanje E; : S, — S, definisano sa
E(ri+x+ - +x,) =z, v;€X;,7=1,2,....n
je ortogonalan ogranicen idempotent za svako 1 =1,2,...,n.
Dokaz. Dokaz sledi iz Teoreme 2.1.6, njenog dokaza, Teoreme 2.3.6 i osobine (2.13). O

Neka je X unitaran vektorski prostor. Dekomporzicija jedinice prstena B(X), I =
Ey +---+ E, je ortogonalna ako su E;, + = 1,...,n ortogonalni idempotenti. Kada je X
Hilbertov prostor tada se ova definicija slaze sa ranije uvedenom definicijom ortogonalne
dekompozicije jedinice prstena K.

Teorema 2.3.12. (i) Neka su X1, Xo, ..., X, potprostori unitarnog vektorskog prostora
X i neka je
X=X16X2& - SX,.

Tada postoje ortogonalni idempotenti E; € B(X), i = 1,2,...,n, takvi da je
I=Ei+E+---+E,
ortogonalna dekompozicija jedinice prstena B(X) i Im E; = X; za svakoi = 1,2,... n.
(ii) Neka je
I=E+E+---+E,

ortogonalna dekompozicija jedinice prstena B(X). Tada je

X =ImE ©mE® - &lmE,. (2.14)
Sta vise, ako je J C {1,2,...,n} tada je Y. ; E; € B(X) ortogonalan idempotent i
vazi
Im (Y. E; | = B Im(E). (2.15)
ieJ ieJ

Dokaz. Dokaz sledi iz Teoreme 2.3.2, njenog dokaza, jednakosti (2.12), Teoreme 2.3.6 i
osobine (2.13). O

Napomena 2.3.13. Neka je X normiran prostor i neka su X; i Xy zatvoreni potprostori
takvi da je X7 n Xy = {0}, tj. X = X; @ X, je algebarska direktna suma. Tada je
preslikavanje P : X — X definisano sa P(z; + x2) = x1, 11 € Xj, x5 € X3 linearno i vazi
P? = P. Medutim P nije obavezno ograni¢en operator. Tek kada je X Banahov prostor
onda je P ogranicen, $to se moze dokazati primenom teoreme o zatvorenom grafiku. Dakle,
ako je X samo normiran prostor tada zatvorenost potprostora X; i Xy nije dovoljan uslov
da algebarska direktna suma X; @ X5 bude i topoloska. Treba voditi racuna jer pojedini
autori topologku direktnu sumu definisu kao algebarsku direktnu sumu X = X; ® X, kod
koje su X; i Xy zatvoreni potprostori u X. Zbog toga uvodimo slede¢u definiciju.
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Definicija 2.3.14. Potprostor Z normiranog prostora X je topoloski komplementaran
(skraceno samo komplementaran) u X ako postoji potprostor Z; € X takav da je X =
Z @ Zy pri cemu je ova suma topoloska direktna suma.

Lema 2.3.15. Neka je Z potprostor normiranog prostora X.

(i) Z je komplementaran u X ako i samo ako postoji ogranicen idempotent P € B(X)
takav da je Z = Im P.

(ii) Ako je X Banahov prostor onda je Z komplementaran v X ako i samo ako je Z
zatvoren u X i postoji zatvoren potprostor Z, < X takav da je X = Z + Zy 1
Z N Zl = {0}

(iii) Ako je X Hilbertov prostor onda je Z komplementaran uw X ako i samo ako je Z
zatvoren u X.

Dokaz. Tvrdenje (i) sledi iz Teoreme 2.1.6, a tvrdenje (ii) iz Teoreme 2.3.5. Tvrdenje (iii)
sledi iz poznate osobine po kojoj za svaki zatvoren potprostor Z Hilbertovog prostora X
vazi X = Z @ 7+, O

2.4 Matrica operatora odredena direktnom sumom

Neka su X 1Y normirani vektorski prostori. U Poglavlju 2.2 smo videli da kada imamo
dve dekompozicije jedinice prstena onda proizvojan element x mozemo predstaviti u odgo-
varajuc¢oj matri¢noj formi (2.8). U ovom poglavlju ¢emo videti na $ta se svodi ovakav
zapis u slucaju kada je posmatrani prsten B(X). Sta viSe, ispostavlja se da analogija u
potpunosti vazi i na skupu B(X,Y"), koji nije prsten.

Nekasu Ix = Fi+---+ F,ily = Ey + -+ E,, dekomporzicije jedinice prstena B(X)
odnosno B(Y'). Pretpostavimo da je A € B(X,Y). Tada, naravno, vazi

A=Iy-A-Ix = (By+ -+ E)A(F) + -+ + F,) = ). Y EAF, (2.16)
i=1j=1

izhogtoga,zaz =21+ ---+x, e ImFi @ ---PImF, = X, imamo

Ar = Z Z Aijwja (217)
i=1j=1
gde je operator A;; : Im F; — Im E; definisan sa A;;x; := E;AF;x; = E;AF;x. Odavde
Pretpostavimo sada da A;; € B(Im F;,Im E;) i neka je operator A : X — Y definisan
sa (2.17). Sledi da je

[Az] < mM((lza] + - - + lzn]) = mM(|Fr| + - + [ Faz])

<m
<mM([Fi| + -+ [Fa )|,
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gde je M = max {|A;;| :i=1,2,...,m,5=1,2,...,n}. Odavde sledi da A € B(X,Y).
Dakle, A € B(X,Y) ako i samo ako A;; € B(Im F},Im E;). U tom slucaju se (2.17) tj.
(2.16) moze napisati u slede¢oj matri¢noj formi

All Ce Aln Im Fl Im El
A= o ] s =
A ... Ann Im F,, ImFE,,

koja je analogna sa reprezentacijom (2.8) elementa x € R.

Kao i u sluc¢aju prstena, sabiranje i mnozenje operatora zapisanih u matri¢noj formi
se obavlja primenom poznatih pravila za sabiranje i mnozenje matrica. Preciznije, ako u
odnosu na dekomporzicije Ix = Fi+-- -+ F,i Iy = E1+- -+ E,, operator B € B(X,Y) ima
matri¢nu formu [ Bj;]mxn, tada je matri¢na forma operatora A+ B jednaka [A;; 4+ B;jmxn-
Dalje, neka je data dekomporzicija jedinice prstena B(Z), I = G1 + --- + Gy, gde je
Z normiran prostor. Neka je [Cyj],xr matricna forma operatora C € B(Z,X). Tada
operator AC' € B(Z,Y) ima matri¢nu formu [D;;]mxk, gde je D;; = > AyCy;. Dokazi
ovih osobina su jednostavni.

Za nas ¢e biti najvazniji slucaj kada su X i Y kompletni vektorski prostori. Zbog toga
¢emo u sledecoj teoremi sumirati prethodna razmatranja za slucaj Banahovih prostora.

Teorema 2.4.1. Neka su X1, ..., X, zatvoreni potprostori Banahovog prostora X 1 neka
su Yy, ..., Y, zatvoreni potprostori Banahovog prostora Y. Neka je

X=X@®X, i Y =Yi®---®Yp,

pri cemu su prethodne sume algebarske direktne sume. Tada su ove sume topoloske direk-
tne sume i one indukuju dekompoziciju jedinice prstena B(X),

Ix=F +---+F,
gde je Im F; = X;, j =1,2,...,n i dekompoziciju jedinice prstena B(Y'),
Iy =B+ + Ep,

gde jeImE; =Y;, i =1,2,...,m. Sta vie, za J<{1,2,...,n} i I < {1,2,...,m}, sume
DX; i DY
jed iel

su zatvoreni potprostori u X odnosno u 'Y . Dalje, neka je A : X — Y linearan operator.
Tada se A moZe predstaviti u matricnoj formi

A o Ay, X Y
A= o o s =] (2.18)
At oo Apn X, Yo

gde su A;j : X; — Y, linearni operatori definisant sa A;;x; = E;AF;x;. Ako je operator
A ogranicen onda su operatori A;; ograniceni. Obrnuto, neka su A;; : X; — Y; linearni
operatori i neka je operator A : X — Y definisan sa Ar = ", Z?:l Aijx;, gde je

T =21+ -+, x; € X;. Ako su operatori A;; ograniceni onda je i operator A ogranicen.
U tom slucaju svaka podmatrica matrice (2.18) definise odgovarajuéi ogranicen operator.
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Pretpostavimo sada da su X i1 Y Hilbertovi prostori. Za operator A € B(X,Y') mozemo
posmatrati Hilbert adjungovani operator A* € B(Y, X) operatora A. Neka je

X=X16---0X, 1 Y=V SV,

Tada su odgovarajuc¢e dekomporzicije jedinice prstena B(X) odnosno B(Y) ortogonalne.
Koristedi reprezentaciju (2.9) lako mozemo pokazati da A* ima slede¢u matri¢nu reprezentaciju:

ATl “e e A:’Ll }/1 Xl
A = R i E :
Af L Ar Y,, X,

Naravno, gornja reprezentacija ne vazi u slu¢aju kada posmatrane sume nisu ortogonalne.
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Glava 3

Minus parcijalno uredenje

3.1 Minus parcijalno uredenje na prstenima

Neka je R prsten sa jedinicom 1. Sa R(Y) oznacimo skup svih regularnih (tj. g-invertibilnih)
elemenata prstena R. Medu ekvivalentnim definicijama minus uredenja, slede¢a se na-
jéescée koristi u slu¢aju matrica i prstena.

Definicija 3.1.1. Neka su a,b € R. Kazemo da je a manje od b u odnosu na minus
parcijalno uredenje, i to oznacavamo sa a <~ b, ako je a € R i

ar = br, xa = zb, (3.1)
za neko x € a{l}.

lako je minus uredenje prvobitno definisano i ispitivano na polugrupama, skoro sva
dalja istrazivanja su bila usmerena na slucaj pravougaonih kompleksnih matrica.

U ovoj glavi ¢emo pokazati da mnoge osobine minus uredenja na skupu matrica vaze
i kada se uredenje posmatra na proizvoljnom prstenu. Rezultati ovog poglavlja su pub-
likovani u radu [91].

Nas cilj je da nademo ekvivalent definicije 3.1.1, kojim ¢emo dobiti neke osobine minus
parcijalnog uredenja. Za tu svrhu, pogledajmo kako je taj problem resen za realne i
kompleksne matrice.

Simultanom dijagonalizacijom (1.2) u Teoremi 1.1.4 smo dali poznatu karakterizaciju
minus parcijalnog uredenja u slucaju kompleksnih matrica. Pokazuje se da je ova karak-
terizacija veoma korisna za dobijanje mnogih osobina minus parcijalnog uredenja. Za vise
detalja u vezi minus uredenja videti monografiju 77| i reference date u njoj. Dokazi u [77]
su bazirani pre svega na kona¢no dimenzionalnim metodama linearne algebre. Naravno,
ove tehnike se ne mogu koristiti kada su a i b elementi proizvoljnog prstena.

Na$ cilj je naé¢i matricne forme za a,b € R, kada je a <= b, koje su analogne onima
datim u (1.2).

Napomena 3.1.2. Prilikom uopsStavanja matri¢nih rezultata prirodno je problem najpre
posmatrati u beskonac¢no dimenzionalnom, operatorskom sluc¢aju, a tek nakon toga u
kontekstu prstena. Takav pristup je primenjen i u ovom istrazivanju. Iz prakti¢nih razloga,
u disertaciji su parcijalna uredenja prvo obradena u kontekstu prstena, a zatim je dat osvrt
na operatorski slucaj.
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3.1.1 Prostorno pre-uredenje

Pre nego sto predemo na minus parcijalno uredenje, posmatra¢emo jedno drugo uredenje
koje je blisko povezano sa prethodnim.

Definicija 3.1.3. Za a,b € R kaZzemo da je a manje od b u odnosu na prostorno pre-
uredenge, i to oznacavamo sa a <® b, ako je

aR < bR i Ra < Rb.

Ova definicija je analogna definiciji prostornog pre-uredenja na kompleksnim matri-
cama, videti Definiciju 1.1.2. Lako se pokazuje da je relacija <® pre-uredenjeidaiza <~ b
sledi a <® .

Slededi rezultat je poznat u matri¢nom sluc¢aju, [6].

Teorema 3.1.4. Neka je R regularan prsten i a,b e R. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) a <®b;
(ii) a = bWa = abWb, za sve bV € b{1};

(iii) a = bbMabMb, za sve bV € b{1};

(iv) abWa je invarijantan u odosu na izbor bV e b{1}.

Dokaz. Ako je a = 01ili b = 0 tada teorema vazi. Pretpostavimo da je a # 01 b # 0.
(i) = (ii): Kako je a <® b imamo aR < bR, pa postoji x € R takav da je a = bx.
Dakle, a = bbbz = bbVa za svako b)) e b{1}. Sli¢no, a = abMb, za svako b e b{1}.
(i) = (iii) je trivijalno.
(iii) = (iv): Fiksirajmo h € b{1}. Za svako b") € b{1} je

abMa = (bhahb)b™® (bhahb) = bhahbhahb,

a ovaj izraz ne zavisi od bV
(iv) = (i): Fiksirajmo h € b{1} i neka je

elzbh, egzl—bh,
fi=hb, fo=1—hb

Tada su
1=€1+€211=f1+f2

dve dekompozicije jedinice prstena R. Ako je b € b{1} tada je f,bVe; = hbbVbh = hbh
(= fihey). Sa druge strane, ako je fibYe; = hbh tada je

bbb = (bf1)bW (e1b) = b(hbh)b = b.

Dakle, bV € b{1} ako i samo ako

b(l) — l hbh T12 ] ’ (32)
fxe

To1 T22
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gde su z;; € f;Re; proizvoljni. Sada,

abWa = [af1 afg]le [ hoh 13 ] [ eia ]
fxe ex1

To1 T22 €20

= ahbha + aryia + axiza + arasa

ne zavisi od a1, T2, Tag. Stavljajuéi x5 = T2 = 0 dobijamo da je arsia = 0 za svako
o1 € foReq, Sto znaci da je aforeia = 0 za svako x € R. MnoZeéi ovu jednakost sa e; sa
leve strane i sa f; sa desne strane dobijamo

(erafe)z(erafs) = 0.

Kako je R regularan, mozemo izabrati da je z = (ejafs)V) € (e1afy){1}. Sledi ejaf, = 0.
Sli¢no, esaf; = 01 esafy = 0 pa zakljucujemo da je a = ejaf; = bhahb. Odavde sledi da
je a <®b. O

Primetimo da je regularnost prstena R koris¢ena jedino u delu (iv) = (i).

Lema 3.1.5. Neka je be RY (R nije obavezno reqularan). ZadrZavajuéi oznake iz dokaza
Teoreme 3.1.4, skup svih unutrasnjih inverza elementa b je dat sa (3.2), dok je skup svih
refleksionih vopstenih inverza od b dat sa

b<172>:[hbh 12 ] , (3.3)
fxe

To1 T21bx1o

gde su x15 € fi1Rey 1 x91 € foRey proizvoljni.

Dokaz. Karakterizaciju elemenata b smo dokazali u dokazu Teoreme 3.1.4. Element
b2 mora imati formu (3.2). Imamo da je x99 = 2910219, jer

[ hoh 119 } — p12) — p(12pp(L2) _ [ hbh  x12 ] [ b 0 } p(1:2)
fxe fxe exf

Ta1 T2 Tl Ta2 00
_| S0 hbh 1 [ hoh s
b 0 |, | T2 w22 |, Tor Tnbrip |
Ako je b2 dato sa (3.3) tada se lako proverava da b1 e b{1,2}. O

Sledeéi jednostavan rezultat je inspirisan Teoremom 21 u [67].
Teorema 3.1.6. Neka su a,be R. Ako je a <® b i a{2} nb{1} # & onda je a = b.

Dokaz. Neka je g € a{2} n b{1}. Kako je a <® b, iz Teoreme 3.1.4 sledi a = agb = bga.
Sledi
b = bgb = bgagb = agb = a.
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3.1.2 Minus parcijalno uredenje

Dekompozicija prstena indukovana minus parcijalnim uredenjem

Ideja dekompozicije jedinice prstena posredstvom uslova a <~ b je, kako ¢emo videti u
ovoj i narednim glavama, univerzalna i moze se primeniti na svim uredenjima baziranim
na uopstenim inverzima ili anulatorima.

Primetimo da je 0 <~ b, za svako biz Ridajea <™ 0 < a = 0.

Lema 3.1.7. Neka je a,be RV, Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) a <~ by

(i) @ = abWa = abb = bbVa za svako b e b{1}:

(iii) b—a = (b—a)bM(b—a) = (b—a)bMb = bbM (b — a) za svako bV € b{1};
(iv) b—a <" b.

Dokaz. (i) = (ii): Cinjenica da iz a <~ b sledi abMa = a je poznata. Dokazacemo je
zbog kompletnosti. Neka je a <~ b. Tada postoji a'V) € a{1} tako da je aa™ = ba i
aMa = aMb. Za proizvoljno bV € b{1} imamo

abWYa = aaVabMaaVa = aaPobVoaVa = aaMbaPa = a.

Sli¢no se pokazuje da je i a = abMb = bb(Va.
(ii) = (i): Neka je z = bMab(V). Tada x € a{l} i

ar = abWab®V = b = ppW bV = pe.

Sli¢no, xa = xb, i zbog toga a <~ b.
(ii) < (iii) se pokazuje direktnom proverom.
(i) <= (iv) sledi iz ekvivalencije uslova (i) 1 (ii). O

Primetimo da se u uslovima (ii) i (iii) Leme 3.1.7, re¢ “svako” moze zameniti re¢ju
“neko”.

Iz Leme 3.1.7 vidimo da je uslov a <~ b simetri¢an po a i b — a.

Dalje, ako su A i B kompleksne matrice tada je (videti [46])

A <7 B <= rank(B) = rank(A) + rank(B — A), (3.4)

i poslednji uslov je simetrican po A1 B — A.

Element z € a{l} koji se javlja u Definiciji 3.1.1 ne svedo¢i o ovoj simetriji jer je
(b—a)x =0 # bx. Ali iz Leme 3.1.7 vidimo da elementi skupa b{1} ukazuju na simetriju.
Iz tog razloga, u cilju dobijanja dekompozicije prstena R indukovane uslovom a <~ b,
poc¢i¢emo od proizvoljnog ali fiksiranog elementa h € b{1}.

Ideja sledece teoreme se u potpunosti moze primeniti na sva parcijalna uredenja na
prstenima zasnovana na uopStenim inverzima. Ona je, naravno, bazirana na algebarskoj
tehnici i razlikuje se od svih tehnika koje su do sada primenjivane u ispitivanju matri¢nih
parcijalnih uredenja. U tom smislu ova ideja predstavlja glavni rezultat i doprinos ovog
dela disertacije.
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Teorema 3.1.8. Neka su a,be RV, Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) a <~ by
(ii) Postoje dekompozicije jedinice prstena R,
l=e +exte3, 1=/fi+fo+f3 (3.5)

u odnosu na koje a i b imaju sledece matricne forme:

a 0 O a 0 0
a=10 0 0 , b=10 b—a 0 . (3.6)
0 0O exf 0 0 0 exf

Dokaz. Slucajevi a = 0 ili b = 0 su trivijalni.
(i) = (ii): Fiksirajmo h € b{1} i stavimo da je

ey =ah, ey=(b—a)h, e3=1-—Dbh,
fi=ha, fa=hb—a), fs=1-hb

Kako je a <~ b, Lema 3.1.7 daje

(ah)(ah) = (ah)(bh) = (bh)(ah) = ah, (bh)(bh) = bh

(ha)(ha) = (ha)(hb) = (hb)(ha) = ha, (hb)(hb) = hb.

Sledi da su
1=€1+€2+€3, 1:f1+f2+f3

dve dekompozicije jedinice prstena R.
Vazi
eraf; = ahaha = a

ea(b—a)fa = (b—a)h(b—a)h(b—a) =b—a.

Element a (kao i bilo koji drugi element iz R) ima jedinstvenu matri¢nu reprezentaciju u
odnosu na dekompozicije jedinice, 1 = e; +es +e3i 1l = f; + fo + f3. Kako je a = ejaf;
sledi da je gornje levo polje matri¢ne forme za a jednako a a da su sva ostala polja jednaka
nuli. To dokazuje reprezentaciju elementa a u (3.6). Sli¢no, matri¢na forma za b sledi iz
jednakosti

b=a+ (b—a)=eaf; +e(b—a)fo.

(ii) = (i): Fiksirajmo a®) € a{1} i stavimo da je 2 = fiaVe;. Lako je videti da
r€a{l}idajear =bxiza=xb. O

Kada je slu¢aj kao u Teoremi 3.1.8, kazemo da su dekompozicije (3.5), gde su idempo-
tenti definisani sa (3.7), standardne dekompozicije. Primetimo da su matréne reprezentacije
(3.6) analogne matri¢nim dekompozicijama (1.2).
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Teorema 3.1.9. Neka su a,b e RV takvi da je a # 0, b # 0 i a <~ b. Neka su e;, f;,
i =1,2,3, definisani sa (3.7). Tada postoje jedinstveni elementi x, € fiRey i xp—, € foRes
takvi da je

az, = e, Tea = f1, (3.8)
(b—a)rp_q = e, Tp—a(b—a) = fo. '
Dalje, u odnosu na standardne dekompozicije, skup a{l} je dat sa
oV = [2ii] fxes (3.9)

gde je x11 = x,, a x;; € fiRe;, (1,7) # (1,1) su proizvoljni.
Skup b{1} je dat sa
Tq 0 13
b = 0 zpy a3 : (3.10)
Tar o X3z T33 g,
gde su x;; € f;Re; proizvoljni.
Dokaz. Neka je
o := fihe; = hah,
Ta := Jiher = ha (3.11)
Tp_q = fohes = h(b— a)h.

Moze se proveriti da ovi elementi zadovoljavaju (3.8). Dokaz jedinstvenosti je trivijalan.
Neka je b1 = [f;bMe;] fx. € b{1} proizvoljan. Iz

a 0 0 abWa abM (b — a) 0
0 b—a 0 —b=0Yo=| b—a)pVa (b—a)pMb—a) 0
0 0 0], 0 0 0],

sledi da je abMa = a. Mnozeéi ovu jednakost sa z, sa obe strane dobijamo fibMe; =
z,. Takode, mnozeéi f1b(Me; = x, sa a sa obe strane dobijamo abMa = a. Slitno,
abM(b—a) =0 = fibMey =0, (b—a)bWVa =0 < frbMe; =01 (b—a)bV(b—a) =
b—a< fobWey = 24_,. Dakle, skup b{1} je dat sa (3.10). Karakterizacija skupa a{1} se
moze dokazati analogno. O]

Do kraja ovog poglavlja, praticemo notaciju iz Teorema 3.1.8 i 3.1.9.

Neka su e i f, e # f idempotenti prstena R sa jedinicom 1. Tada je skup eRe prsten
sa jedinicom e pa ima smisla govoriti o invertibilnosti njegovih elemenata. Skup eRf
nema jedinicu pa o invertibilnosti njegovih elemenata mozemo govoriti jedino u slede¢em
smislu.

Definicija 3.1.10. Neka su p,q € E(R). Za element a € R kazemo da je (p, q)-invertibilan
ako postoji a’ € ¢Rp tako da vaze sledeéi uslovi

(1) a€ pRg;
(2) ad’ =p;
(3) d'a=q.
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U tom slucaju kazemo da je da/, (p, q)-inverz elementa a.
Sledeca teorema je ocigledna.

Lema 3.1.11. Za element a € R postoje p,q € E(R) tako da je a, (p,q)-invertibilan
ako i samo ako je a, g-invertibilan. Kada postoji, (p, q)-inverz elementa a je jedinstven.
FElement a' je (p,q)-inverz od a ako i samo ako je a (q,p)-inverz od o'

Napomena 3.1.12. Neka su p,q € F(R), b € pR i neka je a € R, (p, q)-invertibilan pri
¢emu je a’ € ¢Rp njegov (p, q)-inverz. Neka je data jednacina ax = b, pri emu jednadinu
reSavamo u skupu gR. MnoZeéi obe strane jednacine sa a’ sa leve strane dobijamo qr = a’b.

Kako x € gR, to je x = a’b. Obrnuto, iz x = a’b, mnozeéi jednacinu sa a sa leve strane,
dobijamo ax = pb = b. Dakle, jednacina ima jedinstveno reSenje u skupu qR:

ar=b < x =db.
Sli¢no, ako je b€ Rqg i x € Rp onda je
ra=b < x=bd.

U kombinaciji sa matri¢nim reprezentacijama elemenata u odnosu na odgovarajuce dekom-
pozicije jedinice prstena, prethodno zapazanje se pokazuje vrlo korisnim ukoliko u ma-
tricnoj formi elementa imamo (p, ¢)-invertibilne elemente.

U smislu Definicije 3.1.10, jednakosti (3.8) u Teoremi 3.1.9 zapravo kazu da je ele-
ment a € e;Rf, (e, fi)-invertibilan, a element b — a € esRfs, (eq, fo)-invertibilan. U
sledecoj glavi ¢emo videti da se (p, g)-invertibilnost svodi na klasi¢nu invertibilnost kada
su elementi a i b operatori.

Napomena 3.1.13. Neka su a,be R i a <~ b. Pretpostavimo da je h € b{1} regularan.
Fiksirajmo ry € h{1} i stavimo da je r = b + e3r; f3. Tada se lako pokazuje da r € h{l}.
Neka je

ey =e1, €ey=ey €ey=(r—bh, € =1-rh,
f{:flv fézf% fé:h<7“—b)7 fizl—h’/’
Nije tesko pokazati da su
l=el+-+¢€), 1=fi++f1

dve dekomporzicije jedinice prstena R. Takode f5(h—hbh)es = h—hbh. Mozemo zakljuciti
da a, bi h imaju sledeé¢e matricne forme u odnosu na ove dekompozicije:

a 000 a 0 00 2, 0 0 0

L_|0000 y_ | 0 b—a 00 b 0 w. 00
0000 ) 0 0 00 ’ 0 0 h—hbh O
0000],, 0 0 00],., 0 0 0 e

Sta vige, postoji jedinstven z € esRf%, naime x = eir fi = rhr—b, tako da je (h—hbh)x =
f4 i x(h — hbh) = €}. Dakle, u svim poljima matri¢ne forme elementa h se nalaze (p, q)-
invertibilni elementi.
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Osobine minus parcijalnog uredenja

U radu [73] je navedeno da je, pod pretpostavkom da je prsten R regularan i da je
a € bRD, uslov a <~ b ekvivalentan uslovu b{1} < a{1}. Koriste¢i tzv. poredak direktne
sume kao medukorak, u radu [17| je pokazano da ekvivalencija vazi i bez pretpostavke
a € bRb. U sledecoj teoremi ¢emo dokazati da u stvari vazi jaci rezultat.

Teorema 3.1.14. Neka je R regqularan prsten i neka su a,b € R. Sledeéi uslovi su
ekvivalentna:

(i) a <~ by
(ii) b{1} < a{l};
(iii) b{1,2} < a{1}.

Dokaz. (i) = (ii) sledi iz tvrdenja (i) = (ii) Leme 3.1.7.
(i) = (iii) je trivijalno.
(iii) = (i): Zadrzimo oznake iz dokaza (iv) = (i) Leme 3.1.4. 1z Leme 3.1.5 sledi da
je
a = abM¥a = ahbha + ax1a + arisa + arebrisa,

za svako 15 € fiRes i 291 € faRe;. Kao u dokazu (iv) = (i) Teoreme 3.1.4 mozemo
pokazati da je
erafy = esafi = 01 a = ahbha = afihea. (3.12)

Iz (3.12) sledi
a = (e1 + ex)(afihera)(fi + f2) = ei(afrheia) fi = eraf) = eja = af.
Neka je x = fihahe;. Tada je

x = heiafih = heiah = hafih = hah

hey = fih = hbh € b{1,2} < afl},

pa je
ara = a
i
axr = ahejah = ah = eyah = bhah = bz,
ra = hafiha = ha = haf; = hahb = xb.
Po definiciji je a <~ b. O

Poznato je da je relacija <~ parcijalno uredenje na regularnoj polugrupi, videti [79].
Zbog kompletnosti ¢emo dati dokaz u sluc¢aju regularnog prstena.

Teorema 3.1.15. (Videti [79].) Neka je R regularan prsten. Relacija <~ je relacija
parcijalnog uredenja na R.
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Dokaz. Refleksivnosti i tranzitivnost slede iz Teoreme 3.1.14. Ako je a <~ bi b <™ a
tada je a{l} < b{1} i postoji a(V) € a{l} tako da je aa = ba™ i aMa = aMb. Sledi
a =aaWa = baMb = b pa je <~ parcijalno uredenje. O

Kao direktnu posledicu dobijamo sledec¢e zanimljivo tvrdenje.

Posledica 3.1.16. Neka je R regularan prsten i a,b e R. Ako je a{l} = b{1} # & onda
jea=b.

Dokaz. 1z Teoreme 3.1.14, (i) < (ii) sledi da je a <~ bib <~ a. Odavde je a = b. O

Sada ¢emo dati pregled poznatih karakterizacija minus parcijalnog uredenja. Neka su
a,be RW takvi da je
a <" b (3.13)

Akojepr =e,pp=1—e, 1= fi,p=1—fitadasul =p; +pyil=gq +q dve
dekompozicije jedinice prstena R i po Teoremi 3.1.8 sledi

a 0
bzlo b—a] ) (3.14)
pxq

Ovo je ekvivalentno sa a = p1bg; i b — a = pabgs. Mnozeéi drugu od ovih jednakosti sa p;
sa leve strane dobijamo p;(b — a) = 0, pa je a = p1b. Sli¢no, a = bg;. Sa druge strane,
pretpostavimo da postoje idempotenti p; i ¢; takvi da je

a = pib = bq;.

Neka je 2 = giaWp,, gde je aV) € a{1}. Imamo a <~ b, jer je axa = aqgiaMpa = aaVa =
a, ar = bqyx = bxr i xa = xp;b = xb.

Teorema 3.1.17. Neka su a,be RW. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) a < b.

(ii) Postoje p,q € E(R) u odnosu na koje b ima slede¢u matricnu reprezentaciju

a 0
b:lO b—a] )
pxq

(iii) Postoje p,q € E(R) takvi da je
a = pb = bq.

(iv) bR = aR® (b—a)R.
(v) Rb=Ra® R(b— a).
(vi) aRn (b—a)R = {0} = Ran R(b— a).

Dokaz. Ekvivalentnost uslova (i)-(iii) smo malo¢as dokazali. Ekvivalentnost (i) i (iv)
je dokazana u Lemi 3 u [17], a ekvivalentnost uslova (iv)—(vi) je dokazana u Teoremi 1
u [53]. O
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Napominjemo da se uslov (iv) koristi kao definicija parcijalnog uredenja zvanog di-
rektna suma. U [79] se mogu nadi jo§ neke karakterizacije minus parcijalnog uredenja na
regularnim polugrupama.

Neka je

a{lly = {zx € a{l} : ax = bz, ra = xb} i
a{l,2}, = {xr € a{l,2} : ax = bz, za = zb}.

U sledec¢oj teoremi ¢emo dati eksplicitne reprezentacije skupova a{l}, and a{l,2},. Za
slucaj kada su a i b kompleksne matrice videti [75] i [76].

Teorema 3.1.18. Neka su a,be RWY i neka je a <~ b. Tada je
() aflly = (60 — 6D (b — )b : 5D € b{1}};
(ii) af{1,2}, = {BMab® : bM e b{1}} = {(BHab1? : b2 € b{1,2}}.
Dokaz. (i): Oznac¢imo sa S desnu stranu jednakosti (i). Kako je a <~ b, sledi da, u odnosu

na standardne dekompozicije, a, b i b imaju reprezentacije date sa (3.6) odnosno (3.10).
Odavde sledi da x € S ako i samo ako je

Tq 0 13
z=00 —pWb-a)p® =1 0 0 0 , (3.15)

/

za odredene elemente x5 € fiRes, x31 € fsRey 1 2%y € f3Res (vhy = w33 — T32(b — a)xa3).
Direktnom proverom se pokazuje da je axa = a, ax = bx i za = xb, tj. = € a{l},.

Pretpostavimo sada da x € a{l},. Tada x € a{l} i zbog toga je x = [z;;]x., gde je
T11 = Tq. 1z ax = bx i xa = xb dobijamo da je 119 = X9 = Tog = T93 = x30 = 0. Moze se
proveriti da je x = b — bM (b — a)b™ € S gde je

Tq 0 13
=10 a2, 0
T 0wy |,

(ii): Dokaz jednakosti (ii) je slican. Dobijamo da je element z € a{l, 2}, dat sa

Tq 0 13
z=| 0 0 0 :

31 0 wmary |,

gde su z13, 31 proizvoljni. O

Sledeca teorema je generalizacija Teoreme 3.5.6. in [77] gde su a, b kompleksne matrice.
Teorema 3.1.19. Neka su a,be RWY § neka je a < b.
(i) Za svako M) € a{l}, postoji bV € b{1} tako da je

bWa = aWa, b = aa; (3.16)
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(ii) Za svako bV e b{1} postoji aV) € a{l}, tako da (3.16) vaZi.

Dokaz. (i): 1z dokaza Teoreme 3.1.18 sledi da a™") € a{1}, ima matri¢nu reprezentaciju
datu sa (3.15). Tada (3.16) vazi za

Tq O 13
b = 0 Xp_q xhy ,

/ /
T31 Tz T3z | py,

gde su xh5 € foRes, ¥4 € f3Res, 254 € f3Res proizvoljni.
(ii): Svako b)) € b{1} ima reprezentaciju (3.10). Element

Tq 0 13
aV=1 0 0 0 :
T3] 0 ZE%P) Fxe
gde je x4, € f3Reg proizvoljan, ima trazene osobine. O

Kao &to je navedeno u Teoremi 3.1.17, ako su a,b e RM) tada je uslov a <~ b ekviva-
lentan sa a = pb = bq gde su p, ¢ € R odredeni idempotenti. Cilj nam je da okarakterisemo
klasu svih takvih idempotenata. Sledeéi rezultati su analogni Teoremama 3.5.13 — 3.5.18
u [77] u kojima je posmatran slucaj kada su a i b kompleksne matrice. Svi oni se mogu
dokazati koriste¢i matri¢ne forme (3.6) i identitete (3.8).

Teorema 3.1.20. Neka su a,b e RWY i neka je a <= b. Klasa svih idempotenata p € R
takvih da je a = pb je data sa

er 0 xi3(es —ps3)
p=10 0 T23P33 ; (3.17)
0 0 D33

exe

gde je p33 € ezRes proizvoljan idempotent, a w13 € ejRes, Ta3 € egRes su proizvolini
elementi.

Dokaz. Ako p ima oblik kao u (3.17) tada je p idempotent i @ = pb. Neka je p idempotent
takav da je a = pb. Pretpostavimo da je p = [pijlexe %, J = 1,2, 3, u odnosu na standardnu
dekomporziciju 1 = e; + es + e3. 1z a = pb, koristec¢i (3.6) i (3.8), dobijamo da je pi; = ey,
1 p1g = po1 = pa2 = p31 = p32 = 0. Iz uslova p = P2 sledi pa3 = pa3pss, P13 = P13 + P13P33
1 p33 = pi; Stoga, pi13 = w13(es — p33) 1 Paz = Taspss, gde su 13 € e1Res, T3 € eaRes
proizvoljni. O]

Na isti nacin dobijamo i slede¢u teoremu.

Teorema 3.1.21. Neka su a,b e RWY i neka je a <~ b. Klasa svih idempotenata q € R
takvih da je a = bq je data sa

N1 0 0
q= 0 0 0 :

(fs — @33)T31 33732 g3 Fxf

gde je qs3 € f3Rf3 proizvoljan idempotent, a x31 € f3Rf1, w30 € f3Rfs su proizvolyni
elementi.
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Napomena 3.1.22. Neka je
€ =e1, €y=e€, €5=7p33, €)= e3— P,
f{ = /1, fé = fa, f:»/) = (33, fi = f3— q33,
gde su ps3 1 g33 idempotenti iz Teorema 3.1.20 1 3.1.21. Tada su
l=é\+--+¢€, 1=f+-+fi

dekompozicije jedinice prstena R. Jasno je da je

a 0 0 a 0 0 ep 0 0
1o oo y_| 0 b-a0 100 @ 0
““loo0 o0 7710 0 o0 »PT 10 0 ¢ 0 !
000 e'x f 0 0 0 e'xf 0 0 0 0 e/ xe
i
/

a 000 a 0 00 01 8 8 8
a=100 00 C b=|0b—a 00 . q= g ,
000 0 0 00 0 @ f3 0

ex f’ ex f’ Tq1 0 0 0

< f
za neke w14 € €| Relj, xa3 € ehRey, w30 € fiRf) 1 w41 € fIRf].

Posledica 3.1.23. Neka su a,be RWY i neka je a <~ b. Tada je klasa svih idempotenata
p takvih da je a = pb i pR = aR data sa {aa) : aV € a{1},}. Klasa svih idempotenata q
takvih da je a = bg i Rq = Ra je data sa {aWa : aV) € a{l},}.

Dokaz. Kako je a = eja i ey = ax,, imamo da je aR = ey R. Iz (3.17) vidimo da je p
idempotent takav da je a = pbi pR = aR = e; R ako i samo ako je p33 = 0 ako i samo
ako je

€1 0 13
p=| 0 0 0 ,
0 0 0

exe

gde je x13 € e;Res proizvoljan. Iz (3.15) vidimo da aaV, gde je a(Y) € a{l}, ima gornji

oblik. Druga karakterizacija se moze dobiti na isti nac¢in. O

Posledica 3.1.24. Neka su a,b € RWY takvi da je a <~ b. Svaki idempotent p koji
zadovoljava a = pb, se moZe napisati kao p = py + pa, gde je py idempotent takav da je
a = p1b, p1R = aR, a py idempotent takav da je pips = pap1 = poa = pob = 0. Svaki
idempotent q koji zadovoljava a = bq, se moZe napisati kao ¢ = q1+qs, gde je q1 idempotent
takav da je a = bqy, Rq1 = Ra, a qo tdempotent takav da je q1q2 = q2q1 = aqs = bga = 0.
Dokaz. Prema Teoremama 3.1.20, 3.1.21 i Posledici 3.1.23 mozemo uzeti

er 0 xi3(es — ps3) 00 0
pr=1| 0 0 0 s P2=1 0 0 xaps; ;1
L O 0 O exe O O p33 exe
[ A 00 0 0 0
Q= 0 00 , @=120 0 0
| (fs—gss)esn 0 0 |, . 0 @332 @33 |,
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O

Pretpostavimo sada da je A algebra sa jedinicom 1 nad poljem K. Jasno, algebra A
je prsten (A, +, ) i srodni koncepti i rezultati ostaju na snazi pri prelasku sa R na A.

Neka je A <~ B, gde su A, B € M,, kompleksne matrice, rangova a odnosno b, i neka
sucp,c0 € C, g #0, ¢1 + ¢ # 0. Uradu [110] je dokazano da je ¢; A + ¢ B invertibilna
ako i samo ako je B invertibilna i u tom slucaju vazi

(lA+cB) ™ = (c1+c) ' B 4 (5" = (e1 + o) ™M[(0@ L) BOD I,,_0)]".

Sledeca teorema pokazuje da isti rezultat vazi kada su a,b € A®. Primetimo da je u
nasoj formuli izbegnuto koriséenje Mur-Penrouzovog inverza.

Teorema 3.1.25. Neka su a,b € AV i neka je a <= b. Neka su ci,c0 € K, ¢o # 0,
c1+co #0. Tada je cra+ cob invertibilan element ako i samo ako je b invertibilan. Dalje,

(cra+cb) =0 + (e + o)t — )b tab ™! (3.18)
=+ (4 )t = haY,
gde je aV) € a{l},.

Dokaz. Kako je a <~ b, po Teoremi 3.1.8, imamo slede¢e matri¢ne reprezentacije u odnosu
na standardne dekompozicije:

a 0 O (1 + e2)a 0 0
b=10 b—a 0 , ca+cb= 0 ca(b—a) 0
0 0 o], 0 0o 0],

Kako je co # 0, c1 +co # 0, sledi da je b invertibilan ako i samo ako je cia+ cob invertibilan
ako i samo ako je e3 = f3 = 0. U tom slucaju su

l=e +e, 1=fi+fo

dve dekompozicije jedinice za A i u odnosu na njih imamo da je

-1
pl [ z, O ]  (cratob) " = (c1 4 o)ty 0 7
fxe

0 zp_q 0 c;lxb,a Fxe
pa formula (3.18) se moze lako proveriti.
Kako je b invertibilan i @ <~ b iz Teoreme 3.1.18 sledi a{1}, = {b"'ab™'}. O

Minus parcijalno uredenje na matricama nad prstenom

Do kraja poglavlja ¢emo posmatrati minus parcijalno uredenje na matricama nad
prstenom R. Skup svih m x n matrica ¢iji su ¢lanovi elementi prstena R oznacavamo sa
M, «n(R). U nastavku ¢emo ukazati kako se koncepti i rezultati iz prethodnog dela mogu
progiriti na skup M, xn(R).

Za proizvoljno A € M, «,(R), oznacimo sa C'S(A) := {Af : &€ M, 1 (R)} 1 RS(A) :=
{€A : £ € Myym(R)} prostor kolona odnosno prostor vrsta matrice A. Ozna¢imo sa
Mr(,fin(R) skup svih regularnih matrica iz M,,«,(R).

U Teoremi 3.5 u [102], koja se prepisuje fon Nojmanu, je, na vrlo elegantan nacin,
dokazano sledece tvrdenje.
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Teorema 3.1.26. (Videti [102].) Ako je R regularan prsten tada je i prsten My, (R)
reqularan. Sta vise, svaka matrica A € M,,«n(R) nad reqularnim prstenom R je reqularna.

Za A, B € M,,»,(R), minus parcijalno uredenje se definie kao i u slu¢aju prstena, dok
se prostorno pre-uredenje definise na sledeé¢i nacin:

A<®*B<«<= CS(A)cCS(B)iRS(A) < RS(B). (3.19)
Ideja iz Poglavlja 2.2 se mozZe primeniti na M,,.,(R). Neka su
Iy=FE 4+ +E il =F+ - +F

dve dekompozicije jedinice prstena M,,x.,(R) odnosno prstena M, ., (R), gde su I, €
Mysm(R) i I, € My, (R) jedini¢ne matrice. Za svako X € M,,,(R) imamo da je

X =I,XI, = (B + -+ E)X(Fy + -+ F) = Y Y EXF}.

i=1j=1

Da bi izbegli ponavljanje, samo ¢emo naglasiti da zakljuc¢ci analogni onima iz Poglavlja
2.2 vaze i u ovom slucaju.

Svi rezultati iz prethodnih poglavlja, izuzev Teoreme 3.1.25, ostaju tac¢ni i u ovom
slucaju kada A, B € M,,«,(R). Pojedini komentari su ipak neophodni. U odnosu na slu¢aj
kadasu a,b € R, koji smo ispitivali u prethodnim poglavljima, u novom slucaju je potrebno
napraviti nekoliko tehnickih promena. U zavisnosti od konteksta, prsten R treba zameniti
sa Mpxn(R), Mysm(R), Mysm(R) ili Myyn(R). Takode, skup R(Y) treba zameniti sa
anl)Xn(R) ili M,(llx)m(R), ali u tvrdenjima u kojima je pretpostavljena regularnost prstena
R tu pretpostavku treba zadrzati (prema Teoremi 3.1.26). Uslove zRpyR i RxpRy gde
je p € {<,=} treba zameniti sa C'S(X)pCS(Y) odnosno sa RS(X)pRS(Y). Kako R
ima jedinicu, za X,Y € M,,x,(R), uslov CS(X) < CS(Y) je ekvivalentan sa X = Y Z
za neko Z € M, x,(R). Takode, RS(X) < RS(Y) je ekvivalentan sa X = ZY za neko
Z € Myxm(R).

Pod sadasnjim pretpostavkama, dokazi svih tvrdenja izuzev Teoreme 3.1.25, se izvode
duz linija dokaza odgovarajucih tvrdenja prethodnog slucaja.

Lema 3.1.5 u sadasnjem kontekstu je prvobitno dokazana u [49]. U istom radu je
dokazano, pod pretpostavkom da je R regularan prost prsten i A, B,C' € M,,«,(R), da
je CS(C) < CS(B) i RS(A) € RS(B) ako i samo ako je izraz ABM?C invarijantan
u odnosu na izbor B2 e B{1,2}. U Teoremi 3.1.4, u sadagnjem slu¢aju, jedina pret-
postavka je regularnost prstena R ali se posmatra samo invarijantnost izraza ABM A,

3.2 Minus parcijalno uredenje za operatore na
Banahovim prostorima

Svi vektorski prostori u ovom poglavlju su Banahovi, a svi operatori su linearni i ograniceni.
Neka je
BY(X,Y)={AeB(X,Y): A jeunutrasnje regualraran}.
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U ovom poglavlju ¢emo ispitati osobine prostornog pre-uredenja i minus parcijalnog
uredenja na skupu BV (X,Y).

U Glavi 2 smo detaljno ispitali pojmove dekompozicije jedinice prstena i topoloske
direktne sume potprostora. Najbitnije, objasnili smo njihovu povezanost (ekvivalentnost)
i njome ukazali na analognost odredenih rezultata u prstenima i na operatorima.

Vide¢emo kako se rezultati iz Poglavlja 3.1 mogu “preneti” na B(X,Y), iako on nije
prsten. Dokaza¢emo da c¢ak i oni rezultati iz Glave 3.1, koji zahtevaju regularnost prstena
R, vaze na B(X,Y). U ovoj, ali i u svim narednim glavama, pod direktnom sumom
potprostora podrazumevamo topolosku direktnu sumu. Najpre ¢emo dokazati neke rezul-
tate u vezi regularnih operatora, koji ¢e nam biti potrebni u ovoj i narednim glavama.
Rezultati ovog poglavlja su objavljeni u radu [96].

Regularni operatori na Banahovim prostorima

Neka su X i Y Banahovi prostori. Slede¢a poznata teorema je osnovni rezultat teorije
uopsStenih inverza operatora na Banahovim prostorima.

Teorema 3.2.1. (Videti [26].) Operator A € B(X,Y) je unutradnje reqularan ako i samo
ako su Ker A ¢ Im A komplementarni (zbog toga i zatvoreni) w X odnosno v Y. U tom
slucaju je
ImA = Im (AAD) i Ker A = Ker (AV A), (3.20)
gde je AWM e B(Y, X) proizvoljan g-inverz od A.
Sledi, ako su H i K Hilbertovi prostori onda je operator A € B(H,K) unutra$nje
reqularan ako 1 samo ako je Im A zatvoren.

Dokaz. Dokaz dajemo zbog kompletnosti ali i zbog toga Sto ¢emo se pozivati na njega.
Ako je A unutradnje regularan onda postoji AV e B(Y, X) tako da je AAMA = A. Tada
su operatori P = AAW i Q = AW A idempotenti. Vazi

ImP < ImA =Im(AAYA) € Im P,

odakle, na osnovu Leme 2.3.15 , sledi da je Im A = Im P komplementaran u Y. Sli¢no
je KerA = Ker@ = Im({ — Q) pa je Ker A komplementaran u X. Obrnuto, ako su
Im A i Ker A komplementarni potprostori u Y odnosno u X onda, na osnovu Leme 2.3.15
postoje zatvoreni potprostori X; € X i Y] € Y takvi da su sume X = X; @ Ker A i
Y =Im A®Y; topoloske direktne sume. Lako se pokazuje da je, u odnosu na ove sume,
matrica operatora A oblika
Al 0
[l

gde je Ay € B(X1,Im A) invertibilan. Direktnom proverom se pokazuje da je operator

AW ATt By | mAl [ X
Bg B4 Yi Ker A
uopsteni inverz od A, gde su operatori By € B(Y},X;), By € B(ImA,KerA), B, €
B(Y1, Ker A) proizvoljni. O

Kao posledicu dobijamo sledeé¢i poznat rezultat.
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Lema 3.2.2. (Videti [98].) Operator A€ B(X,Y) je levo invertibilan ako i samo ako je
A “1-17 i Im A komplementaran vY . A je desno invertibilan ako i samo ako je A “na” i
Ker A komplementaran v X.

Lema 3.2.3. (Videti takode [27].) Za A€ B(X,Y) sledeca dva uslova su ekvivalentna:
(i) A je unutrasnje requalran.

(ii) Postoji Banahov prostor Z i operatori P € B(Z,Y') i Q € B(X, Z) takvi da je P levo
invertibilan, Q) desno invertibilan i A = PQ).

Dokaz. (i) = (ii): Pretpostavimo da je A unutrasnje regularan. Neka je Z = Im A.
Imajuéi u vidu dokaz Teoreme 3.2.1, neka je

I Im A . X
PZ[O]:ZHlH}%]7 i Qz[A1 0]:[Ker1A]—>Z.

Iz Leme 3.2.2 sledi da je P levo, a () desno invertibilan. Takode, lako se proverava da je
A= PQ.

(ii) = (i): Pretpostavimo sada da je A = PQ gde je P levo, a ) desno invertibilan.
Sledi ImA =Im P i Ker A = Ker ). Po Lemi 3.2.2 sledi da su Im A i Ker A komplemen-
tarni u Y odnosno u X. Sada, iz Teoreme 3.2.1 sledi da je A unutrasnje regualran. [

Kada je slucaj kao u Lemi 3.2.3 (ii), kazemo da je (P, Q) dekompozicija punog ranga
(“full-rank decomposition”) operatora A, aludirajuéi na poznatu matri¢nu dekompoziciju.
Dekompozicija punog ranga regularnog operatora A je takode poznata kao kanonska fak-
torizacija od A.

Lema 3.2.4. (Videti takode [31], [11].) Neka su X,Y,Z i W Banahovi prostori, A €
B(X,Y), Be BY(ZY)iCeB(ZW). Tada vazi

(i) InA<ImB <= A= BBWA, za svako BV € B{1};
(ii) Ker B € KerC <= C = CBWB, za svako BV e B{1}.

Dokaz. (i): Pretpostavimo da je Im A < Im B. Neka je BYY) € B{1} proizvoljno. 1z (3.20)
sledi
ImA € Im B = Im (BBY) = Ker (I — BBWY)

paje (I — BBM)A =0,tj. A= BBWA. Jasno je da iz A = BBMA sledi Im A < Im A.
(ii): Pretpostavimo da je Ker B < Ker C. Iz (3.20) sledi

Ker C' 2 Ker B = Ker (BYB) = Im (I — BYB),
paje C(I—BYB) =0,tj. C = CBYB. Jasno, iz C = CBY B sledi Ker B < Ker C. [
Lema 3.2.5. Neka je A, B € B(X), pri cemu je B regularan operator. Tada vaZi

ImAcImB < AB(X)< BB(X) i KerB< KerA « B(X)Ac< B(X)B.
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Dokaz. U dokazu koristimo Lemu 3.2.4 (i). Jasno je da iz A = BBWA sledi AB(X) <
BB(X). Vazi i obrnuto, jer ako je A = BZ, za neko Z € B(X), onda je A= BBWBZ =
BBW A. Time smo dokazali prvu ekvivalenciju dok se druga dokazuje na sli¢an nagin. [

Napomena 3.2.6. Treba naglasiti da je uslov B € BY(Z,Y) u Lemi 3.2.4 neophodan.
Naime, u opstem slucaju, iz Im A < Im B ne sledi da je A = BG za neki ograni¢en operator
G. Iz Leme 3.2.5 sledi da su definicija prostornog pre-uredenja na prstenu (Definicija 3.1.3
na strani 25), definicija ovog uredenja na skupu matrica (Definicija 1.1.2 na strani 4) i
Definicija 3.2.7 saglasne.

Prostorno pre-uredenje za operatore na Banahovim prostorima

Primetimo da je za matrice A, B € M,,x,, uslov Im A* < Im B*, koji se javlja u
Definiciji 1.1.2 prostornog pre-uredenja za matrice, ekvivalentan uslovu Ker B < Ker A.
Sada je jasno kako ¢emo ovu relaciju definisati za operatore.

Definicija 3.2.7. (Videti [77].) Nekasu A, B € B(X,Y). Kazemo da je operator A manji
od B u odnosu na prostorno pre-uredenje, i to oznaCavamo sa A <°® B, ako je

ImAc ImBiKerB < Ker A.

Setimo se da je u Teoremi 3.1.4, koja predstavlja glavni rezultat za prostorno pre-
uredenje na prstenima, koriS¢ena pretpostavka o regularnosti prstena R. Taj uslov ne
moZemo zahtevati u operatorskom slucaju, jer postoje operatori iz B(X,Y’) koji nisu
regularni. Medutim, u Teoremi 3.2.10 ¢emo pokazati da iste karakterizacije prostornog
pre-uredenja vaze i za operatore. Za dokaz te teoreme ¢e nam biti potrebno nekoliko
pomoénih tvrdenja.

Lema 3.2.8. Neka je 0 #x9g€ X, yg€ Y, gde su X ©Y normirani prostori. Tada postoyi
T e B(X,Y) tako da je Txo = yo.

Dokaz. Po posledici Han-Banahove teoreme sledi da postoji ograni¢en funkcional f €
X' = B(X,C) takav da je f(xo) = 1. Definisimo operator 7" sa Tx = f(x)y,. Tada
TGB(X,Y)iTZL‘():yQ. L]

Posledica 3.2.9. Neka su0 # Be B(X,Y)iAe B(Z,W), gde su X,Y,Z i W normirani
prostori. Ako je ATB =0 za svako T € B(Y, Z) tada je A = 0.

Dokaz. Kako je B # 0, postoji zg € X tako da je Bxg = yy # 0. Pretpostavimo suprotno,
da postoji element zg € Z takav da je Azg = wy # 0. Iz Leme 3.2.8 sledi da moZzemo nadi
operator T' € B(Y, Z) takav da je Tyy = 2. Sledi, AT Bxy = ATyy = Azy # 0, §to je u
kontradikciji sa pretpostavkom. O

Neka su A i C' matrice razlicite od nule. Poznato je da je proizvod ABM(C invarijantan
u odnosu na izbor BN e B{1} ako i samo ako je InC < Im B i Im A* < Im B*. Ovo
je dokazano u [101] za kompleksne matrice i u [78] za matrice nad proizvoljnim poljem.
U sledecoj teoremi ¢emo pokazati da ovaj rezultat vazi i za operatore na Banahovim
prostorima.
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Teorema 3.2.10. Neka su A, B,C € B(X,Y) nenula operatori i neka je B regularan.
Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) ABWC je invarijantan u odnosu na izbor BY) € B{1}.
(ii) ABM2C je invarijantan u odnosu na izbor B e B{1,2}.
(ii) InC < Im B i Ker B < Ker A.

Dokaz. Kako je B regularan, postoje zatvoreni potprostori X; € X i Y] € Y takvi da je
X=X ®KerBiY =ImB@Y] i u odnosu na ove dekompozicije B i B e B{1} imaju
sledece reprezentacije (videti dokaz Teoreme 3.2.1):

B — Bl 0 . X1 N Im B B(l): Bl_l K2 . ImB R X1
0 0| |KerB Y |’ Ky Kyl | 11 Ker B |’
gde je B; invertibilan operator, a Ky, K3 i K4 ogranic¢eni operatori. Nije tesko pokazati
da operator B"?) pripada skupu € B{1,2} ako i samo ako je njegova reprezentacija

B2 _ BYl) M, C|ImB R X1
My M;B M| | Y KerB|’

za neke ogranicene operatore My i Ms.

(i) = (ii) je trivijalno.

(ii) = (iii): Pretpostavimo da je proizvod AB*? (' invarijantan u odnosu na izbor
elementa B2 e B{1,2}. Neka operatori A i C' imaju slede¢e matri¢ne forme

X . C Im B
A=[A1 AQ]:[KerlB]_)Y i C:[C;]:X_)[H;ﬁ ],

za neke ogranicene operatore Ay, Ay, C7 1 Cy. Po pretpostavei imamo da
AB(1’2)O = AlBl_lCl + AlMQOQ + AgMgCl + A2M3B1M202

ne zavisi od My i Ms. Uzimajuéi My = Mz = 0 dobijamo ABY2C = A;B;'Cy. Ako
uzmemo da je My = 0 dobijamo da je A;M3C; = 0, za svako Ms. Sli¢no, A MyCy = 0,
za svako My pa je i AoM3B1M>Csy = 0, za svako M, i M3. Dokazimo da je Cy = 0. Ako
pretpostavimo da je Cy # 0 onda iz Posledice 3.2.9 sledi da je Ay = 01 AyM3B; = 0, za
svako Mj. Kako je By # 0, iz istog razloga sledi da je i A, = 0. Dobijamo da je A =0
Sto je kontradikcija. Dakle Cy = 0, pa zbog C' # 0 sledi Cy # 0. Zbog toga, koristeéi
opet Posledicu 3.2.9, dobijamo da je Ay = 0. Upravo smo dokazali da je InC' < Im B i
Ker B < Ker A.

(iii) = (i): Pretpostavimo sada da je InC' < Im B i da je Ker B < Ker A. Sledi da A
i C' imaju slede¢e matri¢ne forme:

A= [4 O]Z[KéilB]_)Y i C:[%]:XH[ImB},

za neke A; i C1. Imamo da je

-1
ABYC =[A; 0] [% ?] [001] = A1 By Cy,
3 4

Sto ne zavisi od Ky, K31 K. O
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Sada smo u poziciji da dokazemo nekoliko karakterizacija prostornog pre-uredenja.

Teorema 3.2.11. Neka je A€ B(X,Y) i 0 # B e BO(X,Y) i neka je (P,Q), dekom-

pozicija punog ranga operatora B. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) A<® B.
(ii

)

) A DA je invarijantan u odnosu na izbor BY) e B{1}.
(111) ABL2) A je invarijantan u odnosu na izbor B(1:2) ¢ B{1,2}.

)

)

(iv) A= BBWA = ABWYB, za svako BY e B{1}.
(v) A= BMB, za neko M € B(Y, X);
(vi) A= PTQ, za neki ogranicen operator T .

Dokaz. Ako je A = 0 tada je svih Sest uslova zadovoljeno. Pretpostavimo da je A # 0.
Tada ekvivalentnost uslova (i), (ii) i (iii) sledi iz Teoreme 3.2.10, a ekvivalentnost uslova
(i), (iv) 1 (v) sledi iz Leme 3.2.4.
(i) = (vi): Kako je ImA < ImB = ImP i Ker@ = Ker B < Ker A, po Lemi 3.2.4
sledi da je
A=PPF'A=AQ;'Q = PP 'AQ;'Q = PTQ,

gde je T' = Pl_lAQ; ! ograni¢en linearan operator.
(vi) = (i): Akoje A= PTQ ondajeImA<ImP =Im B iKerB = Ker@ < Ker A4,
tj. A <® B. O]

Napomena 3.2.12. Ako je B regularan tada je jasno da je A <® B ako i samo ako je

T 0 X Im B
A= lo 0] lKerB] —>l Y, ] za neko T' € B(X;,Im B).

Takode, 0 <* A za svako A i A <* 0 ako i samo ako je A = 0.

Minus parcijalno uredenje za operatore na Banahovim prostorima

Veé¢ smo naglasili da se koristeci ekvivalentnost dekompozicije jedinice prstena i direk-
tne sume potprostora, mnogi rezultati iz prstena mogu preneti na operatorski slucaj.

Definicija 3.2.13. Neka su 4,B € BY(X,Y). KaZemo da je A <~ B ako postoji
D e A{1} tako da je AAM) = BAW i AWA = AWB

Primetimo da u Definiciji 3.2.13 nismo morali da zahtevamo da i operator B bude
regularan. Ipak uzimamo da sui A i B regularni jer je to presudno za dokazivanje mnogih
osobina minus parcijalnog uredenja. Na primer, da bi dokazali tranzitivnost relacije <~
moramo da posmatramo uslove A <~ B i B <~ C, pa moramo pretpostaviti da je B
regualran.
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Pretpostavimo da su A, B e BM(X,Y) idaje A <~ B. Podsetimo se Teoreme 3.1.8 i
njenog dokaza na strani 28. Neka su F; i F}, © = 1,2, 3 definisani kao u dokazu te teoreme.
Dakle,

E,=AH, By =(B—A)H, Ey=1—BH, F; = HA, Fy = H(B— A), F; = — HB,

gde je H € B{l} proizvoljan fiksiran g-inverz od B. Primetimo da je zbog A <~ B,
A=BBWA = ABYB = ABW A 7a svako BY € B{1} paje (B—A)H(B—A) = B— A,
tj. H je g-inverz od B — A. Po Teoremi 3.2.1 i Teoremi 2.3.2 (ii) (strana 16) imamo da je

ImFE; =ImA, ImFE;=Im(B—-A), ImF;=Ker(HB)=KerB,
ImA@Im (B —A) =Im(FE))®Im FEy =Im (E; + E3) = Im (BH) = Im B,
ImF,@ImFs =Im (Fo+ F3) =Im (I — HA) = Ker (HA) = Ker A.

Dekompozicija jedinice prstena B(Y'), Iy = F; + E5 + Ej3 indukuje direktnu sumu Y =
ImE; @ Im Es @ Im Ej, tj.

Y=ImA®Im(B-A) @Y,

gde je Y1 = Im E5. Sli¢no, dekomporzicija jedinice prstena B(X), Ix = Fy + F5 + F}
indukuje direktnu sumu
X = X1 @XQ@KGI‘B,

gde je X1 =1Im F;, Xo = Im F5. Sledi da u odnosu na ove dekompozicije prostora X i Y,
operatori A i B imaju slede¢e matri¢ne forme

[Cy 0 0 X, Im A
A=10 00|:| Xy |- |Im(B—-A4)],
0 00 Ker B Y;
- (3.21)
Cy, 0 O X Im A
B=|0 Cga 0|:] Xy | = |Im(B-A)
0 0 Ker B Y,

Zbog ImCy =Im AiKerCy = Ker A = Xo@Ker B zaklju¢ujemo da je C'y € B(X7,Im A)
invertibilan operator. Sli¢no dobijamo da je i Cp_4 € B(Xy,Im (B — A)) invertibilan.
Primetimo takode da ovi zakljucci slede i iz Teoreme 3.1.9 na strani 29 gde smo dokazali
(p, q)-invertibilnost elemenata a € e;Rf; i b — a € ea R f5.

Setimo se da za elemente a i b regularnog prstena R vazi ekvivalencija a <~ b < b{1} <
a{l} < b{1,2} < a{1}, Teorema 3.1.14 na strani 31. lako skup B(X,Y) sadrzi i operatore
koji nisu regularni, ova karakterizacija minus uredenja vaZzi i na skupu operatora, sto ¢emo
videti iz naredne teoreme. Pre toga, podsetimo se sledeée poznate teoreme.

Teorema 3.2.14. (Videti [98].) Neka su X,Y Banahovi prostori, i neka je A€ B(X,Y).
Ako je Z zatvoren potprostor od Y, takav da je Im A @ Z zatvoren u Y, onda je Im A
zatvoren u Y.

Teorema 3.2.15. Neka su A, B e BY(X,Y). Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
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(i) A< B.
(ii) Postoje dekompozicije (topoloske direktne sume)
X=X ®@X,®KerB i Y =ImA®Im(B—- A)DY,

i postoje invertibilni operatori Cy € B(X1,Im A) i Cp_4 € B(Xs,Im (B — A)) tako
da A i B imaju matricne forme (3.21).

(i) InB=ImA®Im (B — A).
(iv) B{1} < A{1}.
(v) B{1,2} < A{l}.

Dokaz. (i) = (ii) smo malopre dokazali. Medutim, dac¢emo i autorov prvobitni dokaz
ovog tvrdenja koji se moze naéi u radu [96]. Zanimljivo je da je dokaz Teoreme 3.1.8 dosta
laksi i lepsi od ovog, iako se u njemu dokazuje tvrdenje u opsStijem slucaju.

Kako je B regularan, iz Leme 3.2.3 sledi da je B = PQ gde je P € B(Im B,Y) levo
invertibilan, Py = y za svako y € Im B i @ € B(X,Im B) desno invertibilan, Qz = Bx za
svako r € X. Kako iz A <~ B o¢igledno sledi da je A <® B, iz Teoreme 3.2.11 dobijamo
da je A = PTQ za neko T € B(Im B). Iz definicije minus uredenja sledi da postoji
AN e A{1} tako da je AAM) = BAW i AWA = AWB Neka je G = ADAAD, Tada je
G e A{1,2}, AG = BG i GA = GB. Sledi da je PTQG = PQG pa je TQG = QG jer
je P levo invertibilan. Dalje, AGA = A, tj. PTQGPT(Q = PT(Q. Dakle, TQGPT =T
i zbog toga je QGPT = T. Sada iz GAG = G dobijamo da je T? = (QGPT)(QGPT) =
QGAGPT = QGPT = T. Dakle, A = PTQ, gde je T € B(Im B) idempotent. Sledi da
jelm B =ImT @ KerT. Kako je QQ desno invertibilan i Py = y, za svako y € Im B, sledi
daje InA = Im (PTQ) = Im (PT) = ImT. Sli¢no je Im (B — A) = Im (PQ — PTQ) =
Im(P(I -T7T)Q) = Im(P(I —T)) = Im(I —T) = KerT. Time smo dokazali da je
ImB=ImA®Im (B - A).

Kako su Ker B i Im B zatvoreni i komplementarni u X odnosno u Y sledi da postoje
zatvoreni potprostori X3 € X iY; € Y takvidaje X = Xs®KerBiY =ImB®Y;.
Tada operator B ima slede¢u matri¢nu formu

o[ 8] [ ][5
0 0| | KerB Y; ’

gde je B invertibilan. Neka je X; = By'(ImA) i Xy, = B;'(Im (B — A)). Kako je
Im B = Im A®Im (B—A) i kako su Im A i Im B zatvoreni, iz Teoreme 3.2.14 zaklju¢ujemo
da je Im (B — A) takode zatvoren. Kako je B; neprekidan sledi da su X; i X5 zatvoreni.
Operator B je invertibilan odakle sledi da je X3 = X; @ X5. Pretpostavimo dalje da
jex € KerB. Kako je 0 = Bx = Az + (B — A)z € InA ® Im (B — A) sledi da je
Az = 0= (B — A)z, pa je Ker B < Ker A.
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Iz prethodnog razmatranja sledi da operatori A i B imaju sledé¢e matri¢ne forme:

[ K L 0 X1 [ ImA
A= 0 0 0 |: Xo — | Im(B—A) | and
0 0 0 Ker B | Yi
Cx 0 0 X, ] ImA
B = 0 CB—A 0 : X2 — Im (B — A) s
| 0 0 Ker B Yi

za neke ogranicene operatore K, L i invertibilne operatore C'y, Cg_ 4 definisane na odgo-
varaju¢im potprostorima. Dokazimo da je K = Cy i L = 0. Neka je x € X; proizvoljno.
Imamo da je Bx = Cyx+0 € Im A®Im (B—A). Sa druge strane je Bx = Az+(B—A)x =
Kz+(B—A)x e Im A®Im (B—A). Zakljutujemo da je Kz = Cyx za svako x € Xy, pa je
K = C}4. Sli¢no, za proizvoljno z € X,, imamo da je Bx = 0+Cp_ax € Im A®Im (B—A).
Sa druge strane je Bx = Ar + (B — A)x = Lv + (B — A)r e In A® Im (B — A), pa je
Lz = 0. Sledi L = 0.

(ii) = (iii) sledi iz 3.21 i invertibilnosti operatora C's i Cp_ 4.

(iii) = (iv): Pretpostavimo da je InB = ImA @ Im (B — A) i neka je B € B{l}
proizvoljan. Tada je Im A < Im B pa na osnovu Leme 3.2.4 sledi A = BB A i zbog toga
je

A(I —=BWA)=A—-ABYA=BBWA - ABYA = (B-ABYAecImAnIm(B - A).

Medutim Im A n Im (B — A) = {0}, paje A= ABWA, tj. BV e A{1}.

(iv) = (v) je trivijalno.

(v) = (i): Kako je ABMPA = A za svako BU?) e B{1,2}, iz Teoreme 3.2.11 (iii)
< (iv) sledi A = BBWA = ABYWB, za svako BY e B{1}. Fiksirajmo H € B{1} i neka
je G = HBH. Tada G € B{1,2} paje A = AGA = BGA = AGB. Neka je F = GAG.
Tada je AFA = AGAGA = A, tj. F € A{l}. Takode,

AF = AGAG = AG = BGAG = BF i FA=GAGA =GA =GAGB = FB.
Sledi, A <~ B. O
Posledica 3.2.16. Neka su A, B e B(X,Y). Ako je A{1} = B{1} # J tada je A = B.
Teorema 3.2.17. Relacija <~ je relacija parcijalnog uredenja na BY(X,Y).

Dokaz. Refleksivnosti i tranzitivnost slede iz Teoreme 3.2.15 (i) < (iv). Ako je A <~ B
i B <~ A, gdesu A, B e BY(X,Y) onda, na osnovu Teoreme 3.2.15 (i) < (ii), sledi
ImB=ImA®Im(B—-—A)ilmA=ImB&®Im(A— B). Stoga, Im (B — A) = {0} tj.
A = B. Dakle, <~ je relacija parcijalnog uredenja na BM(X,Y). O

Posledica 3.2.18. Neka operator B € BY(X,Y) ima dekompoziciju punog ranga B =
PQ. Tada je klasa svih operatora A € BV (X,Y) takvih da je A <~ B data sa

{PTQ : T je ogranicen idempotent}.
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Dokaz. Pretpostavimo da je A <~ B. Postoji A e A{l1} tako da je AAM = BAW
i AWA = AWB. Nije tesko pokazati da za operator G = AWAAD vazi G e A{1,2},
AG = BG i GA = GB. Imamo

A=AGA = BGB = PQGPQ = PTQ,
gde je T'= QG P. Primetimo da je
T? = QGPQGP = QGBGP = QGAGP = QGP =T.

Obrnuto, pretpostavimmo da je A = PTQ gde je T idempotent. Za F = Q;'TFP*
imamo da je AFA = A, AF = PTP/'=BFi FA=Q;'TQ =FB,paje A<~ B. [

Napomena 3.2.19. Neka su A, Be BY(X,Y)i A <~ B. Tada je linearna kombinacija
c1A + B, gde je ¢1, ¢ € C, regularan operator. Specijalno, B — A regularan.

Napomena 3.2.20. Neka su 7' i S invertibilni operatori i A, B € BN (X,Y). Kako je
(TXS){1} = STIX{1}T7!, iz Teoreme 3.2.15 (i) < (iv), sledi je A <~ B ako i samo ako
je TAS <~ TBS..

Akosu A, Be BW(X,Y), gde je A levo ili desno invertibilan, i ako je A <~ B tada je
A = B. Ako je A1 desni inverz od A tada imamo slede¢i niz implikacija: A <~ B = A =
AB"A=BB A=AB B=1=AA'=AB AA;'=AB~ = A= AB B=1B=B.
Sluc¢aj kada je A levo invertibilan se dokazuje sli¢no.

Podsetimo se da su osobine minus uredenja na prstenima date Teoremama 3.1.18,
3.1.19, 3.1.20, 3.1.21, 3.1.25, Napomenom 3.1.22 i Posledicama 3.1.23 i 3.1.24, dokazane
koriséenjem matri¢nih reprezentacija elemenata a i b iz Teoreme 3.1.8 na strani 28. Sada
je jasno da, koriste¢i matri¢ne reprezentacije (3.21) iz Teoreme 3.2.15, koje su analogne
reprezentacijama u slucaju prstena, nabrojane rezultate mozemo dokazati i u slucaju
operatora.

Neka je

A{l}y = {Ge A{l}: AG = BG,GA = GB} i
A{1,2}5 = {G € A{1,2} : AG = BG,GA = GB).

Teorema 3.2.21. Neka su A, B e BY(X,Y) i neka je A <~ B. Tada

(i) A{1}p = {BY — BO(B - A)BW : BV € B{1}};

(ii) A{1,2}p = {BWABY : BW e B{1}} = {B")AB12 . B12) e B{1,2}}.
Teorema 3.2.22. Neka su A, Be BY(X,Y) i neka je A <~ B.

(i) Za svako AY) € A{1}p postoji BV € B{1} tako da je

BWA=AM4  ABW = AAW; (3.22)
(ii) Za svako BY € B{1} postoji A € A{1}p tako da (3.22) vai.
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Teorema 3.2.23. Neka su A, B e BV (X,Y) i neka je A <~ B. Klasa svih idempotenata
P e B(Y) takvih da je A = PB je data sa

I 0 V(I - P) Im A Im A
P=|00 UP; |:|ImB-4)|-|mB-4)], (3.23)
00 Py Y, Y

gde je P33 € B(Yy) proizvoljan idempotent, a U € B(Y;,Im (B — A)), V € B(Y;,Im A)

proizvolyni operatori.

Teorema 3.2.24. Neka su A, B e BV (X,Y) i neka je A <~ B. Klasa svih idempotenata
Q € B(X) takvih da je A = BQ je data sa

I 0 0 X, X,
Q= 0 0 0of:] Xo [—>| X2 |, (3.24)
(I —Q33)V Q33U Qs3 Ker B Ker B

gde je Q33 € B(Ker B) proizvoljan idempotent, a U € B(Xy,Ker B), V € B(X;, Ker B)
proizvolyni operatori.

Napomena 3.2.25. Iz Teoreme 3.2.23 sledi da je Y = Im A®Im (B—A)®Im Ps3PKer Pss.
Naravno, X ima standardnu dekompoziciju X = X; @ Xy @ Ker B. U odnosu na ove
dekompozicije, A, B i P imaju sledec¢e forme:

Cy 00 C; 0 0 100V

1o 00 o ¢ oo loo U o
A=1o ool B=lo o ol T=loo 1 ol

0 00 0 0 0 000 0

za neke operatore U i V.
Sli¢no, Teorema 3.2.24 daje X = X; ® Xo @ Im Q33 @ Ker Q33. U odnosu na ovu
dekompoziciju, A, B i () imaju sledec¢e forme:

C;y 000 C; 0 00 é 8 8 8
A=|0 0 0 O, B=]10 Cy 0 0f, Q= 5

0 000 0 0 0O 0 L 10

M 0 00

za neke operatore L i M.

Teorema 3.2.26. Neka su A, B € BY(X,Y) i neka je A <~ B. Tada je klasa svih
idempotenata P takvih da je A = PB i Im P = Im A data sa {AAD : AV e A{1}z]}.
Klasa svih idempotenata Q takvih da je A = BQ i KerQ = Ker A je data sa {AMA :
AN e A{1}p}.

Teorema 3.2.27. Neka su A, B e BY(X,Y) i neka je A <~ B. Svaki idempotent P koji
zadovoljava A = PB, se moze napisati kao P = P, + P, gde je Py idempotent takav da
je A= P B, ImP, =1ImA, a P, idempotent takav da je PLPy, = P,P, = P,A = P,B = 0.
Svaki idempotent Q) koji zadovoljava A = BQ, se moZe napisati kao QQ = Q1 + 2, gde
je Q1 idempotent takav da je A = BQq, KerQ1 = Ker A, a )y idempotent takav da je

Q1Q2 = Q201 = AQy = BQy = 0.
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Teorema 3.2.28. Neka su A, B € BY(X,Y) i neka je A <~ B. Neka su ci,cy € C,
co # 0, c1 + ¢ # 0. Tada je c1A + coB invertibilan ako © samo ako je B invertibilan.
Dalje,

(ClA + CQB)il = 0271871 + ((Cl + Cz)il — C;l)BilABil
— B+ (g + ) =AW,

gde je AV e A{1}p.

Napomenimo na kraju da rezultati iz Teoreme 1.2.8 vaze i na B(l)(X, Y). Dokaz tog
tvrdenja kao i jo§ mnoStvo drugih karakterizacija je dokazano u radu [96].
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Glava 4

Zivezda, oStro, jezgarno 1 dualno
jezgarno parcijalno uredenje

4.1 Grupni, Mur-Penrouzov, jezgarni i dualni
jezgarni inverz u prstenima sa involucijom

Definicije Mur-Penrouzovog i grupnog matri¢nog inverza smo dali u Uvodu. Za matricu
A e M,, indA < 1, Rao i Mitra su definisali jedinstven uopsSten inverz A;*X, koji je
jednak A% AAT, videti poglavlje 4.10 u [99]. Nedavno, u radu [9], Baksalari i Trenkler su
slede¢om definicijom uveli takozvani jezgarni inverz za koji se dokazuje da je identican sa

Ap*X.

Definicija 4.1.1. (Videti [9].) Neka je A € M,,. Matrica A® € M, se naziva jezgarni
(eng. core) inverz matrice A ako zadovoljava

AA® = P, i Im A® c Im A,
gde je sa P4 oznacCena ortogonalna idempotentska matrica za koju je Im P4 = Im A.

Dualni jezgarni inverz se definiSe analogno.

Definicija 4.1.2. (Videti [9].) Neka je A € M,. Matrica Ag € M, se naziva dualni
jezgarni inverz matrice A ako zadovoljava

AgA = Pax i Tm A® < Tm A*.

Teorema 4.1.3. (Videti [47].) Neka je A € M, matrica ranga r. Tada se A moZe
napisati u obliku

YK YL|, .
A—U[O O]U’ (4.1)
gde je U € M, unitarna, ¥ = diag(oy,...,0.) je dijagonalna matrica sa singularnim
vrednostima od A zajedno sa njihovom visestrukoSéu, o1 = o9 = -+ = o, > 0, a matrice

KeM,iLe M,y,_, zadovoljavaju KK* + LL* = I,.
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Teorema 4.1.4. (Videti [9].) Neka je A € M, i neka ona ima dekompoziciju (4.1). Ma-
trica A ima jezgarni inverz ako it samo ako je ind A < 1. U tom slucaju je K invertibilna

Z A® = [@?_1 8] U*, (4.2)

Takode, u [9] je dokazano da se jezgarni inverz poklapa sa Bot-Dafinovim inverzom
Pi[(A=1D)Py+ 171

Da ne bi doslo do zabune, treba re¢i da su jezgarni i dualni jezgarni inverz specijalni
slu¢ajevi jezgarnog-EP inverza, kojeg su ispitivali Manjunatha Prasad i Mohana u [87].
Oni su preimenovali termin “jezgarni inverz” u “jezgarni-EP uop$teni inverz”. Takode,
koriste termin *jezgarni-EP uopsteni inverz umesto dualni jezgarni inverz, naglasavajuci
da je ta terminologija ispravnija. O ovome ¢e biti viSe reci u zadnjem delu ovog poglavlja.
Mi ¢emo zadrzati nase oznake i terminologiju.

U ovoj glavi R oznacava prsten sa involucijom i jedinicom 1; skra¢eno kazemo #-prsten.
Cilj je da definicije gore pomenutih inverza prosirimo sa M, na R. Pokazac¢emo da se sva
¢etiri tipa inverza mogu ispitivati na slican, analogan nac¢in. MP i grupni inverz elementa
a € R se defini$u na isti nacin kao u matri¢nom slucaju; i kada postoje oni su jedinstveni.
Odredene karakterizacije MP invertibilnosti u prstenu se mogu nadéi u [57].

Rezultati ovog poglavlja su publikovani u radu [94].

Definicija jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza u prstenu

Definicije jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza datih u Definicijama 4.1.1 odnosno 4.1.2
nemaju smisla za elemente prstena. Potrazimo zbog toga ekvivalentne ¢isto algebarske
definicije ovih inverza.

Ali, najpre ¢emo pokazati da sva Cetiri tipa inverza pripadaju klasi refleksivnih inverza
sa unapred definisanom slikom i nul prostorom (jezgrom). Poznato je da je AT refleksivni
inverz matrice A sa slikom Im AT = Im A* i nul prostorom Ker AT = Ker A%, [13]. To

mozemo zapisati kao
T 4(12)
Al = AImA*,KerA*‘

Takode (videti [13]), Im A% = Im A i Ker A% = Ker A, t;.

(1,2)
A* = AIm (A),Ker (A)*

Da bi nagli slican izraz za jezgarni inverz, podsetimo se da je A® = A# P, (vedeti [9]).
To znaci da je
A® = A* AAT, (4.3)

odakle dobijamo

Im A = Im A% = Im (A#AATAA#)  Tm (A*AAT) = Tm A® < Im A*
Ker A* = Ker AT = Ker (ATAA# AAT) 2 Ker (A# AAT) = Ker A® 2 Ker AT
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Odmah vidimo da je w2
1,2
A@ = AImA,KerA*‘

Na slican nacin dobijamo
_ 212
A@ - AIm A* Ker A*

Potrazimo sada algebarsku definiciju jezgarnog inverza.

Lema 4.1.5. Matrica X € M, je jezgarni inverz matrice A € M, ako i samo ako je
AXA=A, XM, = AM,, i M, X = M, A*.

Dokaz. Pretpostavimo da je X jezgarni inverz od A. Jasno je da je XM, < AM, jer
ImX < ImA. Iz (4.3), vidimo da je AXA = Ai XA = A% A, paje A = XA? i zato
AM, < XM,. Takode je A* = A*(AX)* = A*AX, pa je M, A* < M,X. Konacno,
X = A7AAT = A#(AT)*A* implicira M, X < M,A*. Obrnuto, pretpostavimo da je
A=AXA XM, = AM,, i M,X = M,A*. Sledi ImX < Im A i postoji V € M,, tako
da je X = VA*. Sada je jasno da je (AX)?> = AX,1 X = VA* = VA*X*A* = X X*A*
Dakle, AX = AX(AX)*, odakle sledi da je AX samo-adjungovan, pa je AX = P,. [

Sli¢no, mozemo pokazati da analogni rezultat vazi i za dualni jezgarni inverz.

Lema 4.1.6. Matrica X € M,, je dualni jezgarni inverz matrice A € M, ako i samo ako

je AXA=A, XM, = A*M,, + M, X = M,A.

Zahvaljuju¢i Lemama 4.1.5 i 4.1.6, mozemo proSiriti koncepte jezgarnog i dualnog
jezgarnog inverza sa M, na R.

Definicija 4.1.7. Neka je a € R. Element a® € R koji zadovoljava uslove
w®a=a, a®R=aR i Ra® = Ra*

se zove jezgarni inverz od a.

Definicija 4.1.8. Neka je a € R. Element ag € R koji zadovoljava jednacine
aaga = a, agR=a"R i Rag = Ra

se zove dualni jezgarni inverz od a.

Skup svih grupno, MP, jezgarno, dualno jezgarno invertibilnih elemenata prstena R
ozna¢avamo sa R*, odnosno sa R', odnosno sa R?, odnosno sa Re.

Osobine grupnog, MP, jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza

Na slican nacin kao za jezgarni i dualni jezgarni inverz, mozemo naci karakterizacije
grupnog i MP inverza, koje su analogne uslovima u Definiciji 4.1.7 odnosno Definiciji
4.1.8.

Za a € Rneka je °a = {r € R:za=0}1a" ={r € R:ax = 0}. Potrebne su nam
sledece leme.

Lema 4.1.9. Neka su a,be R. Tada:
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(i) Ako je aR < bR onda je °b < “a.
(ii) Ako je be RY i°b < °a onda je aR < bR.

Dokaz. (i): Pretpostavimo da je aR < bR i ub = 0 za neko u € R. Postoji = € R tako da
je a = bz pa je ua = ubr = 0.

(ii): Pretpostavimo sada da je °b < °a i bV € b{1}. Kako je (1 — bbM)b = 0 imamo
(1 —bbM)a = 0 pa je a = bbMa. Dakle, aR < bR. O

Lema 4.1.10. Neka su a,be R. Tada:
(i) Ako je Ra < Rb onda je b° < a°.
(ii) Ako je be RY ib° < a° onda je Ra < Rb.
Teorema 4.1.11. Neka su a,x € R. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(i) a je grup invertibilan i v = a”.
(ii) aza =a, xR = aR i Rx = Ra.
(iii) axa =a, °z ="°a i 2° = a°.
(iv) axa = a, xR < aR i Rx < Ra.
(v) axa =a, °a S °x ia® < z°.

Dokaz. (i) = (ii): Imamo a = axa = aax = raa i x = rar = rra = axx pa je tR = aR i
Rx = Ra.

(ii) = (iii) = (iv) = (v) sledi iz Lema 4.1.9 1 4.1.10.

(v) = ({): Izaza=asledidaar—1e®a S zil—rzaca® S a°paje (ar—1)xz =01
x(1—xa) = 0. Sledi da je z = ax? = z’a, i zbog toga je ar = ar’a = va i rar = ¥°a = .
Zbog jedinstvenosti grupnog inverza je z = a*. O]

Teorema 4.1.12. Neka su a,x € R. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(i) a je MP invertibilan i x = a'.

(ii) axa =a, zR = a*R i Rx = Ra*.

(iii) ara = a, °z = °(a*) i 2° = (a*)°.

(iv) axa = a, xR € a*R i Rr < Ra*.
(v) axa = a, °(a*) < °x i (a*)° < 2°.

Dokaz. (i) = (ii): Iz osobina MP inverza lako dobijamo jednakosti a* = zaa* = a*ax i
r =a*r*r = xx*a* paje R =a*Ri Rx = Ra*.

(i) = (iii) = (iv) = (v) sledi iz Lema 4.1.9 i 4.1.10.

(v) = (i): Iz a*x*a* = a*, vidimo da je (1—z*a*) € (a*)° € 2°1i (1—a*z*) € °(a*) < °x.
Dakle, z = zz*a* i x = a*z*z. Odavde je axr = azx(azx)* i za = (za)*xa pa su zbog toga
ax i za samo-adjungovani. Konac¢no, zar = z(ax)* = zax*a* = x. Dokazali smo da je
r=al [l
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Definicije 4.1.7, 4.1.8 i Teoreme 4.1.11 (ii), 4.1.12 (ii) pokazuju da se grupni, Mur-
Penrouzov, jezgarni i dualni jezgarni inverz mogu definisati analogno:

x € R je grupni inverz od a ako i samo ako je ara = a, xR = aR, Rx = Ra,
x € R je MP inverz od a ako i samo ako je ara = a, R = a*R, Rr = Ra™,
x € R je jezgarni inverz od a ako i samo ako je axa = a, tR = aR, Rr = Ra*
x € R je dualni jezgarni inverz od a ako i samo ako je axa = a, tR = a*R, Rx = Ra.
(4.4)
Kao §to mozemo videti, Cetiri inverza su blisko povezana i moze se re¢i da oni formiraju
odredenu podklasu klase svih unutrasnjih inverza. Sta vise, mozemo zakljuciti da su
jezgarni i dualni jezgarni inverz “izmedu” grupnog i MP inverza.
U nastavku ¢emo pokazati da je postojanje posmatranih inverza blisko povezano sa
postojanjem odredenih idempotenata. Najpre, dajemo nekoliko pomo¢nih rezultata.

Lema 4.1.13. Neka su q1,q2 € E(R). Ako je Rgy € Rgo i 2R < 1 R onda je ¢1 = qo.
Dokaz. Ako je Rq;  Rqs onda je q; = ugy za neko u € R pa je q1qa = uqs = uga = q.
Sli¢no, iz o R < ¢1 R sledi q1q2 = gs. O]
Lema 4.1.14. Neka su p1,ps € E'(R) Ako je Rpy = Rps ili p1R = po R onda je p1 = ps.
Dokaz. Ako je Rpy = Rp, tada je, kao u prethodnoj lemi, p; = pips i po = papr. Al
p2 = p5 = pip; = p1p2 = p1. Slitno, p1R = po R implicira p; = ps. L
Teorema 4.1.15. Neka je a € R. Sledecéa tvrdenja su ekvivalentna:

(i) a je grupno invertibilan.

(ii) Postoji q € E(R) takav da je qR = aR i Rq = Ra.

(iii) a € RW 4 postoji q € E(R) takav da je °a = °q i a® = ¢°.

Ako su prethodna tvrdenja tacna onda turdenja (i) i (i) ukljucuju isti jedinstveni idem-
potent q. Sta vise, proizvod qaVq je invarijantan u odnosu na izbor elementa oV € a{l}

1 vaZi )
_|la O 4 |qa*q O
a = lo O} , a” = [ 0 O] . (4.5)
axq axq

Dokaz. (i) = (ii): Pretpostavimo da je a grupno invertibilan i neka je ¢ = aa® = a”a.
Tada je a = ga = aq, tj. ¢R = aR, Rq = Ra.

(ii) = (iii): Iz ¢R = aR imamo da je ¢ = ax i a = ¢z za neko z,z € R. Sledi,
qa = ¢’z = qz = aiava = qa = a, pa a € RY. Ostatak dokaza sledi iz Leme 4.1.9 (i) i
Leme 4.1.10 (i).

(iii) = (i): Pretpostavimo da a € R i pretpostavimo da postoji idempotent ¢ takav
da je a° = ¢° i °a = °¢. Neka je a®") e a{l1} proizvoljan. Kako je 1 —aMa € a° < ¢°
dobijamo ¢ = gaMa. Takode, 1 — g € ¢° < a°, pa je a = aq. Sli¢no, ¢ = aaWq i a = qa.
Stavimo da je z = gaq. Tada je x = a*, jer je

ar = agaVq = aaVq =q, 2a = qaVqa = gaVa = ¢,

ara =qa =a, ITAT = qTr = T.
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Odavde sledi invarijantnost proizvoda ga("q u odnosu na izbor inverza a(!) € a{1}. Pod-
setimo se da svaki element iz R ima jedinstvenu matri¢nu reprezentaciju u odnosu na
idempotent q. Zbog toga, iz a = qaq i a* = qaVq sledi dokaz reprezentacija (4.5).
Jedinstvenost za ¢ sledi iz Leme 4.1.13. O

Teorema 4.1.16. Neka je a € R. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(i) a je MP invertibilan.
(ii) Postoje p,r € E(R) takvi da je pR = aR i Rr = Ra.
(iii) a € RY i postoje p,r € E(R) takvi da je °a = °p i a® = r°.
Ako su prethodna tvrdenja tacna onda tvrdenja (ii) i (iii) ukljucuju isti par jedinstvenih

samo-adjungovanih idempotenta p i r. Sta vise, proizvod raMyp je invarijantan v odnosu
na izbor elementa a(V € a{l} i vaZi

a0 P raMp 0
U R S 49

Dokaz. (i) = (ii): Pretpostavimo da je a MP invertibilan i stavimo da je p = aa’ ir = da'a.
Jasno je da su p i r samo-adjungovani idempotenti. Iz a = pa = ar zakljuc¢jujemo da je
pR =aR i Rr = Ra.

(ii) = (iii): Ako koristimo p, a zatim i r, umesto ¢ onda se dokaz izvodi duz linija
dokaza Teoreme 4.1.15 (ii) = (iii).

(iii) = (i): Kao u dokazu Teoreme 4.1.15, mozemo pokazati da je a = pa = ar,
p=aaVpir=raWa. Stavimo z = raWp. Jednakost = = a' sledi iz jednacina

ax = araWVp = aaVp = p = p*
za =raVpa = raVa = r = r*
ara = pa = a

rar =rr = xI.

Sada, invarijantnost proizvoda ra™p u odnosu na izbor a(Y) € a{1} sledi iz poznate in-
jenice da je MP inverz jedinstven kada postoji. Kako je a = par i a' = 2 = raWp, zbog
jedinstvenosti predstavljanja, sledi dokaz reprezentacija (4.6). Jedinstvenost za p i r sledi
iz Leme 4.1.14. O

«-prsten R je Rikartov =-prsten ako za svako a € R postoji samo-adjungovani idempo-
tent p takav da je °a = Rp, videti [15]. Analogna osobina za desni anulator je automatski
zadovoljena u tom sluc¢aju. Primetimo da je Rp = °(1 — p).

Posledica 4.1.17. Neka je a € R gde je R Rikartov =-prsten. Tada je a MP invertibilan
ako i samo ako je a reqularan.

Analogne karakterizacije jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza posredstvom idem-
potenata i anulatora su date slede¢im dvema teoremama. Pored toga, ove inverze ¢emo
okarakterisati skupom jednacina. Matri¢ne reprezentacije elemenata a i b u sledeé¢oj teo-
remi uporediti sa odgovaraju¢im matricnim dekompozicijama navedenim u Teoremama
4.1.314.1.4.
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Teorema 4.1.18. Neka je a € R. Sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:

(i) a je jezgarno invertibilan.

o

(ii) Postoji x € R tako da je axa = a, °x = °a i x° = (a*)°.
(iii) Postoji x € R tako da

() ara=a (2)zar=2z (3)(ax)*=ax (6)za®=a (7)az®=um.

(iv) Postoje pe E(R) i q € E(R) tako da je pR = aR, qR = aR i Rq = Ra.
(v) ae RW § postoje p e E(R) i g€ E(R) tako da je °a = °p, °a = °q i a® = ¢°.

Ako su prethodna tvrdenja taéna onda je x = a@,va@ je jedinstven i tvrdenja (iv) i (v)
ukljucugu isti par jedinstvenih idempotenata p i q. Sta vie, proizvod qaMp je invarijantan
u odnosu na izbor elementa 'V € a{l} i vaZi

a0 ® qaMp 0
a = [0 O] , a¥ = [ 0 o . (4.7)
pxq axp

Dokaz. (i) = (ii): Pretpostavimo da je a jezgarno invertibilan i neka je z = a®. Po
definiciji vazi axa = a, tR = aR i Rxr = Ra*. 1z Lema 4.1.9 1 4.1.10, sledi da je °z = °a i
z° = (a*)°.

(ii) = (iii) Pretpostavimo da postoji € R tako da je axa = a, °x = °a i 2° = (a*)°.
Pratec¢i dokaze Teorema 4.1.11 i 4.1.12 mozemo dobiti da je

r=ar?, ar=(ax)* i zav=uz.
Iz xa — 1 € °x < °a imamo
a = za“.

(iii) = (iv): Stavimo da je p = ax i ¢ = za. 1z axa = a sledi da su p i ¢ idempotenti
takvi da je pR = aR i Rq = Ra. Jednacina (3) pokazuje da je p samo-adjungovan. Iz
a=xa’=qaiq=xa=ar’a zaklju¢ujemo qR = aR.

(iv) = (v): Dokaz je slican dokazu Teoreme 4.1.15 (ii) = (iii).

(v) = (i): Pretpostavimo da a € R i pretpostavimo da postoje samo-adjungovani
idempotent p € R i idempotent g € R takvi da je a = °p, “a = °q i a® = ¢°. Fiksirajmo
a™) € a{1}. U dokazu Teoreme 4.1.15 smo dokazali da je a = qa = aqiq = gaMa = aaVq.
U dokazu Teoreme 4.1.16 smo dokazali da je a = pa i p = aa™p. Neka je a~ € a{l}
proizvoljan. Tada je ga~p = gaMaa"aaVp = gaMaaVp = gaMp, pa je ga~p invarijantan
u odnosu na izbor a~ € a{1}. Stavimo da je x = gaWp. Tmamo aza = agaWpa = aaVa =
a. Takode, z = gaWp = aaMqgaVp i za? = gaMpa® = gaMaa = ga = a, pa je xR = aR.
Sta vise,

v = qaWp* = qa"W(aaVp)* = qaWp(aWV)*a* i

a*ax = a*aqaVp = a*aaVp = a*p = (pa)* = a*,
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pa je Rr = Ra*. Sledi da je x = a®, tj. a je jezgarno invertibilan.

Jedinstvenost idempotenata p i q sledi iz Lema 4.1.14 i 4.1.13. Pokazali smo da ako
je « jezgarni inverz od a onda z ima osobine date u (ii) i (iii). Pretpostavimo da postoje
dva elementa z i y koji zadovoljavaju jednadine u (iii). Iz dokaza (iii) = (iv) i zbog
jedinstvenosti idempotenata p i g zaklju¢ujemo da je p = axr = ay i ¢ = xra = ya.
Dakle, x = zax = yay = y. Takode smo dokazali da ako postoji neki element z koji
zadovoljava jednacine u (ili) tada je a jezgarno invertibilan, ali njegov jezgarni inverz
mora da zadovoljava jednacine u (iii) koje odreduju z na jedinstven nacin. Sledi da su
i element x koji se javlja u (ii) i element 2 koji se javlja u (iii) jednaki sa a®. Takode
sledi da je jezgarni inverz od a jedinstven. Reprezentacije (4.7) slede zbog a = paq i
a® =z = gaWp. ]

Teorema koja se odnosi na dualni jezgarni inverz se moze dokazati sli¢no.
Teorema 4.1.19. Neka je a € R. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(i) a je dualno jezgarno invertibilan.
(ii) Postoji x € R tako da je axa = a, °x = °(a*) i x° = a°.

(i) Postoji x € R tako da je

(Dara=a (2)zax=1x (4) (za)* =2a (8)a*r=a (9)2% = 2.

(iv) Postoje r € E(R) i q € E(R) tako da je Rr = Ra, ¢R = aR i Rq = Ra.
(v) a€ RY i postoje r € E(R) i g€ E(R) tako da je a® = 1°, °a = °q i a® = ¢°.

Ako su prethodna turdenja tacna onda je v = ag, ag je jedinstven i turdenja (iv) i (v)
ukljucuju isti par jedinstvenih idempotenata r i q. Sta vise, proizvod raMq je invarijantan
u odnosu na izbor elementa o'V € a{l} i vazi

ae | 0 o — raMq 0
- 0 0 qXT? @_ 0 O 7"><q.

Koristicemo oznake q,, p, 1 7, za idempotente povezane sa a € R, date u Teoremama
4.1.15, 4.1.16, 4.1.18 i 4.1.19. Pisa¢emo ¢, p i r umesto q,, p, i 7, kada ne postoji opasnost
od zabune.

Pogledajmo jednac¢ine u Teoremama 4.1.18 (iii) i 4.1.19 (iii) koje karakterisu jezgarni
odnosno dualni jezgarni inverz. Primetimo da su te jednacine kombinacija jednacina koje
karakteriSu grupni inverz i jednacina koje karakterisu MP inverz. Da bi smo to videli
dovoljno je proveriti da su sledeé¢i skupovi jednacina ekvivalentni:

(i) axa = a, vax = x, ax = xa;
s _ _ 2 _ 2. _ .
(i) axra = a, xax = x, xa* = a, a*r = a;

(iii) ara = a, rax = x, ¥’a = z, ax? = .
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Napomena 4.1.20. U Teoremama 4.1.15, 4.1.16, 4.1.18 1 4.1.19 je uspostavljena povezanost
izmedu uopStene invertibilnosti elementa a i postojanja idempotenata p = pg, ¢ = ¢

i r = r, sa datim osobinama. Sledi, a je istovremeno grupno i MP invertibilan ako

i samo ako je a istovremeno jezgarno i dualno jezgarno invertibilan. Drugim rec¢ima,
R* nR' = R® n Rg i R® U Rg < R*. Treba naglasiti da unutrasnja invertibilnost
elementa a (postoji x tako da je axa = a) implicira MP invertibilnost od a u sluc¢aju kada
je R, C*-algebra (videti |45]) ili Rikartov =-prsten (Posledica 4.1.17).

Napomena 4.1.21. Tvrdenja (ii) i (ili) u Teoremi 4.1.18 i tvrdenja (ii) i (iii) u Teo-
remi 4.1.19 mogu posluziti kao ekvivalentne definicije za jezgarni odnosno dualni jezgarni
inverz.

Pretpostavimo da a € R* n RY. 1z Teorema 4.1.151 4.1.16, sledi da postoje jedinstveni
idempotent ¢ = ¢, i jedinstveni samo-adjungovani idempotenti p = p, i v = r, sa datim
osobinama. Zbog jedinstvenosti, zaklju¢ujemo da su ti idempotenti isti sa idempotentima
u Teoremama 4.1.18 i 4.1.19. Dakle,

q = ad® = a*a = a®a = aag
p=aa = aa® (4.8)
r=a'a = aga.
Sada je lako pokazati da je
pg=gq, gp=p, T¢=T7, qr=q. (4.9)

Sta vige,
= pa)* =4, pg* =) =p, ¢r=>rq"=r r¢=_()=q¢. (410)

Iz (4.9) i (4.10) sledi da je p rangovska projekcija od ¢ (eng. “range projection”) i da je r
rangovska projekcija od ¢*, tj. p = ¢ i r = (¢*)*, videti [60]. U prethodnim teoremama
smo takode dokazali da je

ot —

a = qaq = paq = qar = par, = qaWq, o =raV

p. a®=qap, ag =ralVyq,
(4.11)
gde je a®V) € a{1} proizvoljan. Iz (4.9) — (4.11), sledi

B [0 0 a0 _|a 0O e 0
“lo ol “lool Tlool Tloo
- qaxq pXxq gxr pXT
4 a?* 0 B a?® 0 B a?* 0 B a?® 0
“=1lo ol “lo ol Tlo ol Tlo o
- axq pXq gxr pxr
[T 0 0 ) 0
T: a _ a _ a _ a
“=lo 0] lo OL [0 0] ) lo 0. . (4.12)
: 'I’Xp q Xp T'Xq q Xq
.®_ a® 0 B a® 0 B a® 0 B a® 0
“{o ol _ “lo o Tlo ol ,"|o of_ .
gxp pXp qaxq pXq

a:_a@o :a@o :a@o :a@o
@ 0 0., 0 0., 0 0] 0 0],

o7



Zvezda, ostro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno uredenje

a®

0
element = € ¢* Rq takav da je za® = ¢* i a@x = ¢. Naime, z = ¢*aq. U smislu Definicije
3.1.10, mozemo re¢i da je element a® € qRq*, (¢, ¢*)-invertibilan. Mo#e se pokazati da
ovu osobinu imaju svi elementi u gornjim levim uglovima u (4.12).

Pogledajmo, na primer, reprezentaciju a® = [ O] € qRq*. Postoji jedinstveni
axq*

Napomena 4.1.22. Na osnovu prethodnog dobijamo sledece zakljucke.

1. Ako je a € R* onda je a” (q,q)-inverz od a.

2. Ako je a € R' onda je a' (p, r)-inverz od a.

w

. Ako je a € R® onda je a® (p, q)-inverz od a.

W

. Ako je a € Rg onda je ag (q,7)-inverz od a.

Na ovu osobinu ¢emo se vratiti u Glavi 4.3 kada ove inverze budemo posmatrali na skupu
Hilbertovih operatora.

Jasno je da je (a”)# = ai (a")l = a. Izrazi za (A®)" i (A®)® gde su A € M, su dati
u |9]. Dajemo izraze za ostale “duple” inverze.

Teorema 4.1.23. Neka je a € R n R'. Tada:
(1) Pa# = Pa; Ydo# = Ga, To# = Ta 1
@ =0, (@) =raape, (@) =apo, (@F)g = raa
(i) Pt =Tas ot =q&» Tat =Da i
(@ = qlag;, (a)'=a, (@N®=qla, (d)g=aq.
(iii) p,@ = 4,@® = r.® = Da 1
(@®@)F = (@) = (@®)® = (@®)p = ap.
(1V) pa@ = qa@ = Ta@ =Tq t
(ae)* = (ag)" = (1e)® = (1g)e = ra.

Dokaz. Dokaza¢emo samo tvrdenje (iii); ostala tvrdenja se mogu dokazati na isti nacin.
Kako je a®R = aR = p,R i Ra® = Ra* = (aR)* = (p,R)* = Rp,, zakljué¢ujemo da je

P =4® =T, = Pa-
Iz (4.11), dobijamo

0 0

_ | PalPaq 0 | GPa 0
B 0 0 10 0 '
Pa XPa Pa XPa

(0®)* = (a®)1 = (a®)® = (aP)g = [p“(“@)(l)pa 0}
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Iz Teoreme 4.1.23 sledi da su a® i ag EP elementi. Osobine jezgarnog inverza date u
sledecoj teoremi su uopstenje slu¢aja R = M,, (videti |9]) na sluc¢aj proizvoljnog *-prstena.

Teorema 4.1.24. Neka je a € R® ineN. Tada:

at = a@aa@, al = a@aa@, a® = a”aad, ag = alaa”.

Dokaz. Kako je a € R®, postoje a”, q, i pa.
(i): Po Teoremi 4.1.18 (iii) i zbog (4.8), imamo a® = a®aa® = a”aa® = a*p,.

(ii): (a®)2a = a®q, ¥ a*page & atq, = at.

(iii): Kako je a = a™(a®)""! = (a®)"'a"™ zakljucujemo da je Ra" = Ra = Rq, i a"R =
aR = ¢, R = p,R. Koristeéi a(a®)? = a® vidimo da je a"(a®)" = aa® pa je
a*(a®)ra™ = aa®a™ = a", tj. (a®)" € a™{1}. 1z Teoreme 4.1.18, dobijamo

(an>@ = Qa(an>(1)pa = Qa(a@)npa = (a@>n'

(iv): Iz dokaza tvrdenja (iii) Teoreme 4.1.23, dobijamo

((a@)@)@ = a@pa@ = a®p, = a®.

(v): Ako je a € R' tada, iz (4.8), sledi a# = a*aa® = a®aag, o' = alaa’ = agaa®,
a® = a®aa® = a*ad' i ag = agaag = a'aa’.

O
Naravno, vaZi i analogan rezultat za dualni jezgarni inverz elementa a € Rg. Jed-
nakosti u (v) u Teoremi 4.1.24, mozda, na najbolji na¢in ilustruju povezanost grupnog,

MP, jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza. Jo§ jednom vidimo da su jezgarni i dualni
jezgarni inverz “izmedu” grupnog i MP inverza i obrnuto.

Karakterizacija EP elemenata

U nastavku ¢emo posmatrati ekvivalentne uslove uslovu da je a € R, EP element. EP
matrice i EP operatori su opsirno ispitivani od strane mnogih istrazivaca. U skoraSnje
vreme, EP elementi su dosta proucavani i u kontekstu prstena sa involucijom. Za skorasnju
teoriju videti, na primer, [20], [81] i tamo navedenu literaturu.

Teorema 4.1.25. Neka je a € R. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
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(i) a je EP, tj. ae R* A R' i a® = a.
(ii) ae R i py = r,.
(iii) a € R® ip, = q,.
(iv) a€e Ry i 14 = ¢a-
(v) ae R® ia? = a®.
(vi) a € Rg i a = ag.
(vii) ae R* n R' i af = a®.
(viii) a€ R* n R i af = ag.
(ix) ae R* n R i a® = ag,.
Dokaz. (i) = (ii) — (ix): Ako je a EP element onda je
pa = aad' = aa® = q, = a*a = ala =1,

Iz (4.11), sledi
a* =d' = a® = ag = q.aVq,.

(ii) ili (iii) ili (iv) = (i): Pretpostavimo da je p, = r,. Imamo p,R = aR i Rp, =
Rr, = Ra pa postoji qu i ps = o = 7. Sledi da a € R¥ i aa’ = p, = q, = aa”. Dakle,
aa” = a”a je samo-adjungovan, pa je a' = a*. Sli¢no, p, = ¢, ili r, = ¢, implicira,
Do = Ty = ¢, Pa Mozemo nastaviti kao malocas.

(v) = (i): Pretpostavimo da a € R® i da je a® = a¥. Mnoieci obe strane ove
jednakosti sa a sa leve strane, dobijamo p, = aa® = aa” = ¢,. Iz prethodnog dela dokaza
sledi da je a EP.

Ostale implikacije se mogu dokazati na slican nacin. O]

Dakle, a je EP ako i samo ako a € R* n Rl i a¥ = af = a® = ag. Neke od
karakterizacija u slede¢oj teoremi ukljucuju samo grupni i MP inverz. Napominjemo da su
neke od njih poznate. Navodimo ih zbog kompletnosti. Za x,y € R piSemo [z,y] = zy—yz.

Teorema 4.1.26. Neka je a € R' n R7. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) a je EP.
(ii) Bar jedan element (svi elementi) skupa
{la.a'],[a,a®], [a,ag], [a*,a], [a%, a®], [a*, ag]}
je jednak nuli.
(iii) Bar jedan element (svi elementi) skupa
{aPa; Tatt, Ta0Pa, 450, G5, 4500, }

je jednak a.
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TaQPa = QPg-

7za = apg.

(viii) aq* = r,a.

Dokaz. Neka je p =D, ¢ =qu i1 =1,

(i) = (ii)(ix): Ako je a EP onda je iz Teoreme 4.1.25, a# = a! = a® = qg i
q=p=r=q". Sada dokazi trivijalno slede.

Za dokaz obrnutih implikacija koristi¢emo jednakosti (4.8)—(4.11) i Teoremu 4.1.25 ili
neki od ve¢ dokazanih uslova.

(ii) = (i): Treba pokazati da ako postoji element skupa koji je jednak nuli onda je
a EP. Ako je aa® = a®a onda je p = q. Po Teoremi 4.1.25, a je EP. Pretpostavimo
da je [a*,a®] = 0, tj. da je a®a® = a®Pa?. Mnozeé¢i obe strane jednakosti sa leva
sa a dobijamo qa® = pa¥. Iz (4.11), sledi a® = a#, pa je a EP. Pretpostavimo da je
a?a’ = a'a#. Mnozedi obe strane jednakosti sa a sa leve strane dobijamo a® = pa* = o,
pa je a EP. Ostali slucajevi ([a,a’] = 0, [a,ag] = 0, [a¥, ag] = 0) se mogu sli¢no dokazati.

(iii) = (i): Ako je ap = a onda, mnozeéi obe strane sa a? sa leva, dobijamo ¢p = ¢,
odakle je p = ¢. Dakle, a je EP. Ako je ra = a onda je ¢ = aa” = raa” = rq = r, pa
je a EP. Ako je rap = a onda je a = ga = grap = qap = ap. Ako je ¢*a = a onda je
a = q*a = rqg*a = ra. Ako je a¢® = a onda je a = aq* = aq*p = ap. Konacno, ako je
q*aq® = a onda je a = q¢*aq*p = ap.

(iv) = (i): Pretpostavimo da je ap = ra. 1z qr = g dobijamo a = ga = qra = qap = ap.
Iz prethodnog dela dokaza, zakljucujemo da je a EP.

(v) = (i): Ako je rap = ra onda je a = qa = qra = qrap = qap = ap.

(vi) = (i): Ako je rap = ap onda je a = aq = apq = rapq = raq = ra.

(vii) = (i): Pretpostavimo da je ¢*a = ap. Kako je pg* = p imamo a = pa = pg*a =
pap = ap. 1z dela (iii) = (i) sledi da je a EP.

(viii) = (i): Kako je ¢*r = r zaklju¢ujemo da ag* = ra implicira a = ar = ag*r =
rar = ra, pa je a EP. ]

Kombinujuéi Teoremu 4.1.23 sa Teoremom 4.1.26, moZzemo generalizovati rezultate iz
rada [9] i dobiti ogroman broj novih karakterizacija za EP elemente.

Rao-Mitrin inverz sa ogranifenjima i Drejzinov (b, c) inverz

Nakon §to smo definiciju jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza progirili sa skupa matrica
na proizvoljan prsten, do kraja glave zelimo da pokazemo da ovako definisani inverzi
pripadaju klasi (b, ¢) inverza i klasi inverza duz elementa. Klase (b, c¢) inverza i inverza
duz elementa su nedavno, pod ovim imenima, ispitivane u radovima [34] odnosno [70]. Jog
jedan tip inverza, takozvani jezgarni-EP inverz, je nedavno ispitivan od strane Prasada
i Monahe u radu [87]. Medutim, ¢ni se da su autori ovih radova prevideli Rao Mitrin
inverz sa ogranic¢enjima uveden 1972. godine u radu [100], videti takode Glavu 4.11 u [99].
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U ovom poglavlju zelimo da ukazemo da je upravo ovaj inverz preteca Drejzinovog (b, ¢)
inverza, a samim tim i inverza duz elementa i jezgarnog-EP inverza. Preciznije, kada se
Rao Mitrin inverz napise u ¢isto algebarskom (multiplikativnom) obliku ispostavlja se da
se on poklapa sa (b, c) inverzom. Rezultati ovog poglavlja su publikovani u radu [94], a
deo se nalazi i u rukopisu [90] koji je trenutno na recenziji. Naglasavamo da, uz adekvatnu
interpretaciju, ve¢ina rezultata ovog poglavlja ostaje na snazi i za pravougaone kompleksne
matrice. U radu [34] iz 2012. godine Drejzin je uveo sledeé¢u klasu spoljasnjih uop$tenih
inverza.

Definicija 4.1.27. (Videti [34].) Neka je S polugrupa i neka su a, b, ¢,y € S. Kazemo da
je vy, (b, c)-inverz od a ako je

(1) y e (bSy) n (ySe) i
(2) yab =, cay = c.

U sluc¢aju kada postoji (b, ¢)-inverz od a, ozna¢imo ga sa y, on je jedinstven i zadovol-
java jednacinu yay = y. Kada je S = M,, i b = ¢ = e gde je e idempotent, (b, ¢)-inverz od
a se poklapa sa Bot-Dafinovim uop$tenim inverzom od a u odnosu na e, [18]. Zbog toga
je Drejzin naglasio da se Bot-Dafinov inverz mora prepoznati kao direktna preteca (b, c)
inverza. Primetimo da se uslov (1) u Definiciji 4.1.27 moZe zameniti uslovom

(1) y € (bS) n (Se).

Zaista, pretpostavimo da je y € (bS) n (Sc) i yab = b, cay = c¢. Tada je y = bu = vc za
neke u,v € S pa je
y = bu = yabu = yavc € ySec.

Sli¢no, y € bSy.

Neka su A, B,C € M,. U radu [100] iz 1972. godine, Rao i Mitra su uveli dva razli¢ita
tipa ogranic¢enja kako bi prosirili koncept Bot-Dafinovog inverza i definisali novi inverz sa
ograniCenjima Y € M, matrice A.

Ogranicenje tipa 1.

c: ImY < Im B;

r: ImY* < Im C*.

Ogranicenje tipa 2.

C: Y A je identicko preslikavanje na Im B;

R: (AY)* je identicko preslikavanje na Im C*.

Definicija 4.1.28. (Videti [100].) Neka su A, B,C € M,,. Kazemo da je Y € M,,, crCR
verz sa ogranicenjima matrice A ako Y zadovoljava ogranic¢enja ¢, r, C'i R. Ovaj inverz
¢emo oznacavati sa Ap c.

Napominjemo da su Rao i Mitra oznacili njihov inverz sa A..cr. Takode, oni su ga
definisali u nesto Sirem kontekstu, gde je A, m x n matrica koja slika vektore iz €™ u €™,
gde E" predstavlja n dimenzionalni vektorski prostor sa skalarnim proizvodom.

U cilju prepisivanja ulsova ¢, r, C'i R na ¢isto multiplikativnom jeziku, primetimo da
jeImY < Im B ako i samo ako je Y = BK za neku matricu K € M, tj. ako i samo ako
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Y € BM,. Slicno, ImY™* < Im C* ako i samo ako je Y* € C*M,, §to je ekvivalentno sa
Y € M,,C'. Evidentno je da je ogranicenje C' ekvivalentno sa Y AB = B, dok je ograni¢enje
R ekvivalentno sa (AY)*C* = C*, tj. sa CAY = C. Dakle, ograni¢enja se mogu napisati
na slede¢i nacin:

c.'Y e BM,y;

r:Y e M,C,

C: YAB = B;

R: CAY =C,

Sto su upravo uslovi (17) i (2).

U [100] je dokazano da Ap ¢ postoji ako i samo ako je rank(CAB) = rank(C) =
rank(B) i u tom slu¢aju je Ap ¢ jedinstven. Zbog kompletnosti, u sledec¢oj teoremi ¢emo

ovo dokazati, ali na drugaciji nac¢in. Matrice ¢emo identifikovati sa operatorima koji deluju
na C".

Teorema 4.1.29. Neka su A, B,C € M, i neka su K i L potprostori od C" takvi da je
ImBO®K =C" i LO&KerC = C". crCR inverz sa ogranicenjima Ap o of A postoji ako
i samo ako je rank(CAB) = rank(C) = rank(B) i u tom slucaju je Ap ¢ jedinstven, i A i
Ap.c imaju sledece reprezentacije:

A — A1 A2 . Im B R L
N Ag A4 ' K Ker C
o [AT 0 L] [mB
BC=10 0] [KerC K |
gde je Ay : Im B — L invertibilan.

. A Ay
Dokaz. Neka je A = [A3 A,

B:ImB*®KerB—->ImB®KiC:L®KerC — ImC® Ker C* imaju reprezentacije

B = l% 8] iC= l%l 8], (4.13)

} u odnosu na date dekompozicije. Jasno je da operatori

gde su By i C invertibilni.

Pretpostavimo da je rank(CAB) = rank(C) = rank(B). Sledi dim L = n—dim Ker C' =
rank(C) = rank(B) i Ker (CAB) = Ker B. Da bi dokazali da je A; invertibilan dovoljno
je dokazati da je on injektivan. Neka je Ajx = 0 za neko x = Bz € Im B, z € C". Tada je
ABz = A3Bz e KerC pa z € K(lar (CAB) = Ker B, tj. z = 0. Sada, jednostavna provera
pokazuje da operator Y = lAé 8] : lKe[; C’] — lIH;(B] zadovoljava ograniCenja c, r,
C'i R. Dakle, Ag ¢ postojii Apc =Y.

Pretpostavimo sa druge strane da postoji crCR inverz sa ograni¢enjima od A i oz-
nac¢imo ga sa Y € M,. Kako Y ispunjava ogranicenja c¢ i r, imamo ImY < ImB i
KerC' € KerY, pa Y ima reprezentaciju

I G R =l
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za neko Y} : L — Im B. Jenostavna kalkulacija pokazuje da je uslov C: YAB = B
ekvivalentan sa Y1 A;B; = By. Kako je Bj invertibilan, to je Y1 A; = I, . Sli¢no, uslov
R implicira A1Y; = I;. Dakle, A; je invertibilan, Y; = Afl i zato je Y jedinstven.
Ostaje jos da pokazemo jednakost rangova. Kako je A; invertibilan zaklju¢ujemo da je
rank(B) = dim L = rank(C). Takode, By i C; su invertibilni pa je

rank(C) = rank(C;) = rank(C;A1B) = rank(CAB).

Napomena 4.1.30. [z Teoreme 4.1.29 i njenog dokaza zakljucujemo sledece:

1. U ogranic¢enjima ¢, r, C' i R matrice B i C' mozemo zameniti bilo kojim drugim
matricama B; odnosno C; takvim da je Im B; = Im Bilm C} = Im C* (tj. KerC; =
Ker C). Specijalno, mozemo odabrati (samo-adjungovane) idempotentske matrice
E i F takve da je Imn F = Im B i Ker F' = Ker C, videti takode [100].

2. Ap,c je spoljasnji inverz Y = Ag?)s od A sa predefinisanom slikom i nul prostorom,
naime, ImY = T := ImB i KerY = S := KerC = (ImC*)t. Ovaj inverz je
ispitivan od strane velikog broja autora, videti na primer [13], str. 72, Teorema 14.

3. Pretpostavimo da Ap ¢ postoji. Kako je rank(B) = rank(C), sledi da postoji matrica
D takva da je In D = Im B i Ker D = Ker C' i zbog toga matricu D mozemo uzeti
umesto matrica B i C.

4. 1z (4.13) sledi da je Agc = B(CAB)WC, gde je (CAB)™Y proizvoljan unutra$nji
inverz od CAB. Ovo je takode dokazano u [100].

Iz prethodne diskusije dobijamo slede¢u teoremu.
Teorema 4.1.31. Neka su A, B,C € M,,. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) rank(B) = rank(C) = rank(CAB),
(2) Postoji (B, C)-inverz od A,
(3) Postoji Apc,
(4) Postoji AgB,KerC:
1 u tom slucaju se ovi inverzi poklapaju.

Nedavno, Meri je nezavisno od Drejzina definisao inverz elementa a duz elementa d
koji je specijalni slu¢aj (b, ¢) inverza od a, pa samim tim i specijalni slu¢aj Rao i Mitrinog
crCR inverza sa ograniCenjima. Za polugrupu S, sa S oznacavamo monoid generisan sa
S. Grinova relacija (pre-uredenje) <y je definisana sa, videti [70]:

a<yb < S'ac S'biaS'<bSt.

Odmah vidimo da je
a<yb < a=>biliae SbnbS. (4.14)
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Definicija 4.1.32. (Videti [70].) Neka su a,d € S. Kazemo da je y € S inverz od a duZ
elementa d ako je yad = d = day i y <y d.

Sledi da je y inverz od a duz d ako i samo ako je y, (d,d)-inverz od a.

Napomena 4.1.33. Primetimo da je u slu¢aju S = M, uslov a € Sb ekvivalentan sa
Kerb < Kera. Takode, uslov a € bS je ekvivalentan sa Ima < Im b.

U Lemi 3 u [70] je dokazano da je y inverz od a duz d ako i samo ako je
yay =y iy <ud, d <y y. (4.15)

Iz (4.15), (4.14) i Napomena 4.1.30 (2.) i 4.1.33 dobijamo sledec¢u teoremu.
Teorema 4.1.34. Neka je S = M,, i A, D € M,. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) rank(D) = rank(DAD),
(2) Postoji inverz od A duz D,
(3) Postoji Ap p,
(4) Postoji A%izD’KerD,
(5) Postoji (D, D)-inverz od A,
1 u tom slucaju se ovi inverzi poklapaju.

Sledi da su u sluc¢aju S = M, klasa inverza sa ogranic¢enjima crC'R, klasa spoljasnjih
inverza sa predefinisanom slikom i nul prostorom, klasa (b, ¢) inverza i klasa inverza duz
elementa jednake.

U radu iz 2014. godine, Prasad i Mohana su uveli pojam jezgarnog-EP inverza.

Definicija 4.1.35. (Videti [87].) Matrica Y € M,, je jezgarni-EP inverz od A € M,, ako
e YAY =Y i
ImY =ImY* = Im A, (4.16)

gde je k indeks od A.

Svaka matrica A € M,, ima jedinstven jezgarni-EP inverz koji se oznacava sa AD, [87].
Naravno, uslov (4.16) mozemo zameniti uslovom

ImY =ImA* i KerY = Ker (4%)F.

Primetimo da za matricu D = A*(A*)* vazi Im D = Im A* i Ker D = Ker (A*)*. Iz ove
opaske i Teoreme 4.1.31 dobijamo sledecéi rezultat.

Teorema 4.1.36. Neka matrica A € M, ima indeks k i neka je Y € M,. Sledeéi uslovi
su ekvivalentni:

(1) Y je jezgarni-EP inverz od A, tj. Y = AD,
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(2) Y je spoljasnji inverz od A takav da je ImY = ImA* i KerY = Ker (A*)*, t.

(3) Y je erCR inverz sa ogranicenjima od A gde je B = A* i C = (A*)*, 1. Y =
AAk7(A*)k.

(4) Y je (A*, (A*)*)-inverz od A.

(5) Y je inverz od A duz A¥(A*)E.

U radu [87] je takode definisan pojam *jezgarnog-EP inverza od A € M,,. Matrica Y’
je *jezgarni-EP inverz od A ako je YAY =Y i

ImY =ImY* = Im (A*)".

Na isti na¢in kao malopre mozemo pokazati da je Y jezgarni-EP inverz od A ako i samo ako
jeY = Ag(A*)k,KerAk ako i samo ako je Y = A gy ax ako i samo ako je Y, ((A*)F, AF)-
inverz od A ako i samo ako je Y inverz od A duz (A*)*A.
Jezgarni i dualni jezgarni inverz kao specijalni sluc¢ajevi (b,c) i in-
verza duz elementa

Poglavlje zavrSavamo dokazima da jezgarni i dualni jezgarni inverz pripadaju klasi
(b, ¢) inverza i klasi inverza duz elementa.

Teorema 4.1.37. Neka je a € R'. Tada:

(i) a je jezgarno invertibilan ako i samo ako je invertibilan duz elementa aa*. U tom
slucaju wnverz od a duz aa® se poklapa sa jezgarnim inverzom od a.

(i) a je dualno jezgarno invertibilan ako i samo ako je invertibilan duZ elementa a*a.
U tom slucaju inverz od a duZ a*a se poklapa sa dualnim jezgarnim inverzom od a.

Dokaz. (i): Pretpostavimo da a € R' n R# i dokazimo da je z = a® inverz od a duz
d = aa*. Podsetimo se da je po Teoremi 4.1.18, xa? = a i (ax)* = az. Odmah se vidi da,
je

zad = xaaa® = aa® =d i

dar = aa*ax = aa*(az)* = a(aza)* = aa™ = d.
Nastavljamo slede¢im zapazanjem. Neka je z = (a')*a!. Tada je

*

aa*z = aa*(a")*a’ = a(a’a)*a’ = aa'aad’ = aa’ i

zaa* = (a')*a'aa* = (a")*(a'a)*a* = (aaaa’)* = (aa’)* = ad’. (4.17)
Kako je az? = =, zax = z i ax = aa' to je
r=ar?=adx = aa*zx = dzx i

Tr = raxr = ,TCL(IT = rzaa® = xzd.
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Sledi da x € dR iz € Rd pa je xR < dR i Rx < Rd; zbog toga je x <3 d. Po Definiciji
4.1.32, zaklju¢ujemo da je a® inverz od a duz aa*.

Obrnuto, pretpostavimo da postoji inverz od a € R’ duz aa*, ozna¢imo ga sa z, i
dokazimo da a € R® i da je z = a®. Po Definiciji 4.1.32 imamo da je

va’a* = aa* = aa*ax (4.18)

i postoji w € R tako da je
x = aa*w. (4.19)

Dovoljno je dokazati da = zadovoljava jednakosti date u Teoremi 4.1.18 (iii). Iz (4.17)
sledi

ar = aa'ar = zaa*ar = zaa* = aa’,

pa je (ax)* = ax. Sada, aza = aa'a = a. Takode,

za? = raaa'a = va®(ata)* = za’a*(a’)* (19 aa*(a")* = a(a’a)* = a (4.20)
az? “Y azaatw = aa*w = z

. (4200 L (419)
rar = raaa*w =" ad*w =" x.

Dokaz je zavrsen.
(ii): Ovo tvrdenje se moze dokazati na isti na¢in kao i (i). O

Teorema 4.1.38. Neka je a € R. Tada:

(i) a je jezgarno invertibilan ako i samo ako postoji (a,a*)-inverz od a. U tom slucaju
se (a,a*)-inverz od a poklapa sa jezgarnim inverzom od a.

(ii) a je dualno jezgarno invertibilan ako i samo ako postoji (a*,a)-inverz od a. U tom
slucaju se (a*,a)-inverz od a poklapa sa dualnim jezgarnim inverzom od a.

Dokaz. Dokaza¢emo samo tvrdenje (i) zato §to se tvrdenje (ii) moZe sli¢no dokazati. Pret-
postavimo da a € R® i neka je x = a®, b = a i ¢ = a*. Iz osobina jezgarnog inverza
dobijamo

zab=xa’=a=0
car = a*ar = a*(ax)* = (ara)* =a* =c¢
x = zar = ar’ax = bx’ax € bRx

x = rar = z(ar)* = xx*a* = xx*c € xRe.
Dakle, po Definiciji 4.1.27, z = a® je (a, a*)-inverz od a.
Obrnuto, pretpostavimo da (a,a*)-inverz od a postoji, ozna¢imo ga sa x, i dokazimo

da x zadovoljava jednacine date u Teoremi 4.1.18 (iii). Po Definiciji 4.1.27 je

ra® =a, a‘ar=a (4.21)
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i postoji w € R tako da je

T = qwx. (4.22)
Dobijamo
az 2V (a*azx)*z = (ax)*ax,
pa je (ax)* = ax. Takode,
ara = (ax)*a = (a*ax)* (420 (a*)* =a (4.23)
5 (4.22) (4.23)
ar® =" arawr =" awr =T
(4.22) (4.21)
raxr =’ xaawr = awr = x.
Dokaz teoreme je zavrSen. O]

4.2 Zvezda, oStro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno
uredenje na prstenima sa involucijom

U Poglavlju 4.1 smo definisali i detaljno ispitali grupni, Mur-Penrouzov, jezgarni i dualni
jezgarni uopSteni inverz elemenata u prstenu sa involucijom. Setimo se da se posredstvom
MP i grupnog inverza, mogu definisati dva tipa parcijalna uredenja na skupu kompleksnih
matrice, videti Sekciju 1.1 na strani 4. To su zvezda i oStro matri¢no parcijalno uredenje.
U istom radu [9] u kome su ispitivali jezgarni i dualni jezgarni inerz, Baksalari i Trenkler
su pomocu ovih inverza definisali odgovarajuc¢a matri¢na uredenja.

Definicija 4.2.1. (Videti [9].) Neka su A, B € [;,. Kazemo da je A manja od B u
odnosu na jezgarno (eng. core) parcijalno uredenge, i to oznacavamo sa A <® B, ako vazi

AAD = BAD i A9 A = A9 D,

Definicija 4.2.2. (Videti [9].) Neka su A, B € [;,. Kazemo da je A manja od B u
odnosu na dualno jezgarno parcijalno uredenje, i to oznacavamo sa A <g B, ako vazi

AAg = BAg i AgA — AgB.

Koriste¢i dekompoziciju (4.1), u [9] je data sledeca karakterizacija jezgarnog uredenja,
koja se Cesto koristi u proucavanju ove relacije.

Teorema 4.2.3. Neka su A, B € I, i neka A ima dekompoziciju (4.1). Tada je A <® B
ako 1 samo ako je

(4.24)

YK XL,
p-u[ o

gde je XK reqularna © Z € M,,_, zadovoljava ind Z < 1.
Relacija <@ je relacija parcijalnog uredenja na I .
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Naravno, vazi i odgovarajuc¢a teorema za dualno jezgarno uredenje analogna Teoremi
4.2.3.

Primetimo da Definicije 1.1.5, 1.1.7, 4.2.1, 4.2.2, kojima se definisu pomenuta uredenja,
imaju smisla i u proizvoljnom #-prstenu R. Nag cilj je da prou¢imo relacije <*, <#, <@,
<@ na proizvoljnom prstenu sa involucijom. U Poglavlju 3.1 smo videli da se minus
parcijalno uredenje (koje se definise na sli¢an nac¢in kao i ove Cetiri relacije) moze vrlo
lepo ispitati koriste¢i Parsovu dekompoziciju jedinice prstena indukovanu ovim uredenjem.
Videéemo u nastavku da se ovaj pristup moze primeniti i sada. I ne samo to, pokaza¢emo
da su zvezda, oStro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno uredenje blisko povezani i da se
mogu proucavati na sasvim slican nacin. Dokaza¢emo da su ova uredenja zaista relacije
poretka. Pored toga $to ¢emo generalizovati mnoga poznata svojstva ovih uredenja, takode
¢emo dokazati i znatan broj novih. Rezultati ovog poglavlja su deo rukopisa [95] koji je
trenutno na reviziji.

U ovom poglavlju R oznacava proizvoljan prsten sa involucijom. Neka su a,z € R.
Podsetimo se jednac¢ina kojima su definisani grupni, MP, jezgarni i dualni jezgarni inverz
(videti Teoreme 4.1.18 i 4.1.19):

(1) axa=a
(2) war ==
(3) (ax)* =ax
(4) (za)* = za
(5) azr =za
(6) xa*=a
(7) ax® ==z
(8) d’z=a
(9) 2%a = .
Setimo se da je
R* A R"'= R® n Rg i R® U Rg < R¥. (4.25)

Odgovarajuca parcijalna uredenja se definisu istim uslovima kao i u matri¢nom slucaju.

Definicija 4.2.4. Neka su a,b € R.
Ako su a,b € R' onda kazemo da je a manje od b u odnosu na zvezda parcijalno
uredenje (a <* b) ako je
aa’ =ba' i a'a = a'b.
Ako su a, b € R* onda kazemo da je a manje od b u odnosu na ostro parcijalno uredenje
(a < b) ako je
aa® = ba” i a”a = a”b.
Ako su a,b € R® onda kazemo da je a manje od b u odnosu na jezgarno parcijalno
uredenje (a <@ b) ako je
aa® = ba® i a®Pa = a®b.
Ako su a,b € Rg onda kazemo da je a manje od b u odnosu na dualno jezgarno
parcijalno uredenje (a <g b) ako je

aag = bag and aga = agb.
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Matrcne reprezentacije elemenata a i b indukovane uslovom a < b
Iz Definicije 4.2.4 sledi da svaki od uslova
a<*b, a<®b a<®Pp, a<gb
implicira a <~ b. Poznato je da iz a <~ b sledi (videti Lemu 3.1.7)
a = abMb = bbWa = abWa, (4.26)

za svako b e b{1}.
Sledeca teorema se moze naéi u Drejzinovom radu [33].

Teorema 4.2.5. Neka su a,be R. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) a <*b;

(i) aa* = ba* i a*a = a*b;

(iii) aa® = ab’ i a'a = bla;

(iv) a* <* b*.
Osim toga,

da=ad'b = a*a=a"b i ad' =ba" = aa* = ba*. (4.27)
Dokaza¢emo da oStro uredenje poseduje analognu karakterizaciju.

Teorema 4.2.6. Neka su a,be R?. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) a <#b;

(i) a® = ab = ba;

(iii) aa® = ab? = b¥#a;

(iv) a <# b7,

Osim toga,

# 2

a’a = a"b < a®> = ab < aa” = ab” i

4.28
aa® = ba” < a®> = ba = a”a = b"a. ( )

Dokaz. Dokaz dela (i) < (ii) je isti kao u slu¢aju kompleksnih matrica, videti Teoremu
4.2.8 u [77].

ii) = (iii): Kako je a = a*a? = (a™)%a® i a® = a®b = ab® imamo da je

(i) = (iii) j j

ab” = (a®)2a®b* = (a¥)2ab’b” = (a¥)%ab = (a¥)*a® = aa®.

Sli¢no, b#a = a”a.

(iii) = (ii): Kako je a = a?a™ = a?b? = a®*(b¥)? to je

ab = a®(b%)%b = ®b* = aa® = o’

Sli¢no, ba = a?.

(i) = (iv) sledi iz definicije o$trog parcijalnog uredenja i identiteta (a¥)* = a.
Ekvivalencije u (4.28) slede iz prethodnog dela dokaza. O
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Setimo se da smo u Poglavlju 4.1, za element a € R' n R# definisali odgovarajuce
idempotente p,, ¢, i ro. Tom prilikom smo dokazali da vaze sledece jednakosti (videti
(4.8) i Teoremu 4.1.24)

Go = aa® = a¥a = a®a = aag,
Pa = aa' = aa®, (4.29)
T, = a'a = aga
Za jezgarno parcijalno uredenje imamo sledeé¢i rezulatat.
Lema 4.2.7. Neka su a,be R® n R'. Tada je
(i) a®a =a®b = a*a =a'b = a'a=a'};

= ba® < a®>=ba < aa” = ba”;

)

(ii) aa®
(iii) aag = bag < aa* =ba* < aa' = ba';
(iv) aga = agb < a* =ab < a*a = a*b.

Dokaz. (i): Pretpostavimo da je a®a = a®b. Koristedi jednacine koje definigu jezgarni
inverz dobijamo

a*b = (aa®a)*b = a*(aa®)*b = a*aa®b = a*aa®a = a*a.
Ako je a*a = a*b onda je
a®b = a®(aa®)*b = a®(a®)*a*b = a®(a®)*a*a = a®(aa®)*a = a®a.

Preostali deo dokaza sledi iz Teoreme 4.2.5.
(ii): Ako je aa® = ba® onda, iz (4.29), sledi da je

ba = b(a*a)a = ba®aa = aa®aa = a’.
Obrnuto, pretpostavimo da je a® = ba. Iz (4.29), dobijamo
ba® = ba®aa® = ba”aa® = baa®a® = a*a”a® = aa®.

Ostatak dokaza sledi iz Teoreme 4.2.6.
(iii) i (iv) se dokazuju sli¢no kao (i) i (ii). O

Teorema 4.2.8. Neka su a,be R® n RY. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) a <@ b;
(ii) a'a = a'b i aa® = ba¥;

(iii) a*a = a*b i a* = ba.

Bilo koji od uslova (i)-(iii) implicira

(iv) aa® = ab® i a®a = vPaq.
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Dokaz. Ekvivalentnost uslova (i), (ii) i (iii) je direktna posledica Leme 4.2.7. Dokazimo
da iz (i) sledi (iv). Pretpostavimo da je a <® b, tj. da je aa® = ba® i a®a = a®b.
Imamo
ab® = aa®ab® = aa®hb® = (aa®)*0b® = (0a®)* (0b®)*
= (0b®ba®)* = (ba®)* = (aa®)* = aa®,
v2a = bPaa®a = bPba®a = bPba(a®)’a  (sledi iz a® = a(a®)?)
= bPbb(a®)%a = b(a®)%a  (sledi iz b®Pb? = b)
= a(a®)?a = a®a  (slediiz a® = a(a®)?).
[

Da iz (iv) ne sledi (i) mozemo videti iz slede¢eg kontraprimera. Neka je A = Ll) 8] i

B = l(l) (1)] Lako se pokazuje da je AZ = B® — A paje AA® = AB® | A®A = B®A

10 11
i AD A = — A®
ali AYA {0 0] # lo 0] A9B.

Naravno, tu je i analogna teorema za dualno jezgarno parcijalno uredenje.

Teorema 4.2.9. Neka su a,be Rg N RT. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) a <@g b;

(ii) aa’ = ba' i a¥a = a”b;

(iii) aa* = ba* i a® = ab.
Bilo koji od uslova (i)—(iii) implicira

(iv) aga = bga and aag = abg.
Dokaz. Dokaz mozemo izvesti na isti nacin kao dokaz Teoreme 4.2.8. [

Iz Teoreme 4.2.8 i Teoreme 4.2.9 mozemo zakljuciti da su jezgarno i dualno jezgarno
parcijalno uredenje “izmedu” zvezda i oStrog parcijalnog uredenja.

Primetimo da u Lemi 4.2.7, Teoremi 4.2.8 i Teoremi 4.2.9 mozemo ukloniti ogranicenje
a € R u tvrdenjima gde se a' ne pojavljuje.

Na ovom mestu je pogodno navesti sledece zapazanje.

Napomena 4.2.10. Videli smo da je a <* b ekvivalentno sa a* <* b*, kaoidaje a <7 b
eivivalentno sa a” <# b#. Da analogna osobina ne vazi za jezgarno (i dualno jezgarno)

parcijalno uredenje pokazuje slede¢i kontraprimer. Neka je A = l(l) (1)] iB = Ll) ﬂ
10

(matrice su preuzete iz rada [9]). Lako se proverava da je A® = (A®)® = i B® =

0 1
ne vazi da je A® <® p@

[1 _1]. Takode vazi da je A <@ B, ali (A®)®A® = l(l) 8] i (A®)®B® = l(l) _()1] pa

72



Zvezda, ostro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno uredenje

Jedne od najznacajnijih karakterizacija zvezda i oStrog matri¢nog parcijalnog uredenja
su one koje uklju¢uju idempotente, videti Teoreme 1.1.8 i 1.1.6. Ove rezultate ¢emo
generalizovati na proizvoljnom =-prstenu. Pored toga ¢emo dati analogne rezultate za
jezgarno i dualno jezgarno parcijalno uredenje.

Teorema 4.2.11. (i) Ako su a,b € R onda je a <* b ako i samo ako postoje p,r €
E(R) takvi da je a = pb = br.

(ii) Ako su a,b € R* onda je a <# b ako i samo ako postoji ¢ € E(R) takav da je
a=qb=0bq.

(iii) Ako su a,be R® onda je a <® b ako i samo ako postoje p € E(R) i q € E(R) takvi
da je qa = a 1 a = pb = bq.

(iv) Ako su a,be Rg onda je a <g b ako i samo ako postoje r € E(R) iqe E(R) takvi
da je aqg =a 1 a = br = ¢b.

Dokaz. Da bi izbegli ponavljanje dokaza¢emo samo tvrdenje (iii). Pretpostavimo da je
a,be R? ia <@ b. Stavimo da je p = aa® i ¢ = a®@a. Tada je p = p* = p*, ¢ = ¢* i
qa = a®a? = a. Takode je

pb=aa®b=aa®a=a 1 bg=0a®a = aa®a = a.

Obrnuto, pretpostavimo da postoje samo-adjungovani idempotent p i idempotent ¢ takvi
da je a = ga = pb = bg. Odavde dobijamo da je pa = ppb = pb = a pa je

a*b = (pa)*b = a*pb = a*a

ba = b(qa) = aa = a*.
Po Teoremi 4.2.8 zaklju¢ujemo da je a <@ b. O

Pod notacijom kao u Teoremi 4.2.11, primetimo da kada su a,b € RT n R#, zbog (4.29),
sledi da je idempotent p koji se javlja u tvrdenju (i) jednak idempotentu p koji se javlja
u tvrdenju (iii), tj.

f @

p=aa" = aa®.

Sli¢no,
q = aa” = a*a = a®a = aag

r = CLTG = aga.

U Poglavlju 1.1 smo naglasili vaznost reprezentacija analognih onima u Teoremama
1.1.6 i 1.1.8, kada je A u relaciji sa B. Sledece Cetiri teoreme su glavni rezultat ovog
poglavlja.

Teorema 4.2.12. Neka su a,be R'. Ako je a <* b onda postoje ortogonalne dekompozi-
cije jedinice prstena R

l=e1+e+e3 1+ 1=g1+3g2+ 93
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u odnosu na koje a i b imaju sledece matricne reprezentacije:

a 0 0 a 0 0
a=10 0 0 , b=10 b—a 0O : (4.30)
0 00 exg 0O 0 O exg

pri cemu je element a € e;Rgy, (e1, g1)-invertibilan, a element b — a € esRgo, (€2, go)-
mvertibilan.

Obrnuto, ako su reprezentacije elemenata a i b kao u (4.80) gde su 1 = ey + ey + €3 i
1 = g1 + g2 + g3 dve dekompozicije jedinice prstena R takve da je e; = aa' i g1 = ala onda
je a <*b.

Teorema 4.2.13. Neka su a,be R?. Ako je a <7 b onda postoji dekompozicija jedinice

prstena R
l=fi+tfo+ /3
u odnosu na koju a i b imaju sledeée matricne reprezentacije:
a 0 0 a 0 0
a={0 0 0 , b=10 b—a O , (4.31)
0 00 fxf 0o 0 O fxf

pri cemu je element a € fLRf1, (f1, fi)-invertibilan, a element b — a € foRfa, (f2, fo)-
wnvertibilan.

Obrnuto, ako su reprezentacije elemenata a i b kao u (4.31) gde je 1 = f1 + fo + f3
dekompozicija jedinice prstena R takva da je fi = aa™ = a™a onda je a <7 b.

U Teoremama 4.1.3 i 4.2.3 smo naglasili vaznost dekompozicija (4.1) i (4.24).

U sledecoj teoremi ¢emo pokazati da, ¢ak u slucaju prstena, postoje bolje matri¢ne
reprezentacije elemenata a i b kada je a <® b. Prednost reprezentacija (4.32) datih u
Teoremi 4.2.14 u poredenju sa reprezentacijama (4.1) i (4.24) lezi u ¢injenici da one imaju
vise nula, dok sva nenula polja imaju osobinu (p, g)-invertibilnosti.

Teorema 4.2.14. Neka su a,b e R®?. Ako je a <P b onda postoji ortogonalna dekom-
pozicija jedinice prstena R
1= €1+ €2+ e3

1 postoji dekompozicija jedinice prstena R

l=fit+fatfs
u odnosu na koje a t b imaju sledece matricne reprezentacije:
a 0 0 a 0 0
a=1{0 0 0 , b=10 b—a 0 , (4.32)
000],; 0 0 0f,;

pri cemu je element a € e Rfy, (e1, f1)-invertibilan, a element b — a € eaRfs, (e, f2)-
wnvertibilan.

Obrnuto, ako su reprezentacije elemenata a i b kao u (4.32) gde su 1 = ey + es + €3 i
1 = fi + fo + f3 dve dekompozicije jedinice prstena R takve da je eq = aa® i f; = a®a
onda je a <@ b.
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Teorema 4.2.15. Neka su a,b € Rg. Ako je a <g b onda postoji ortogonalna dekom-
pozicija jedinice prstena R
l=g1+92+9s

1 postoji dekompozicija jedinice prstena R

l=fi+fo+fs

u odnosu na koje a i b imaju sledece matricne reprezentacije.

a 0 0 a 0 0
a=|(0 0 0 , b=10 b—a O , (4.33)
000 0 0 0
fxg fxg

pri cemu je element a € fiRq1, (f1,g1)-invertibilan, a element b — a € foRga, (f2,g2)-
wnwvertibilan.

Obrnuto, ako su reprezentacije elemenata a i b kao u (4.33) gde su 1l = f1 + fo+ f3 i
1 = g1 + g2 + g3 dve dekompozicije jedinice prstena R takve da je fi = aag i g1 = aga
onda je a <g b.

Dokazac¢emo samo Teoremu 4.2.14. Teoreme 4.2.12, 4.2.13 i 4.2.15 se mogu dokazati
duz linija tog dokaza.

Dokaz Teoreme 4.2.14. Ideja dokaza je ista kao u dokazu Teoreme 3.1.8 na strani 28, gde
smo analognu osobinu dokazali za minus parcijalno uredenje. Pretpostavimo da je a <@ b.
Stavimo da je

e1=ab®, ey =(b—a)®, e5=1-b%

fi=0%a, fo=090b~-a), f3=1-0%. (4.34)

Iz Teoreme 4.2.8 sledi da je e = aa® i f; = a®a. Kako a <® b implicira a <~ b,
jednakosti u (4.26) pokazuju da je

a = ab®b = @ = ab@a. (4.35)
Dakle,

ab@ab® = qb®,

bb@up® = hp®,
ab®up® = @,
WPab® = ab®,

(ab®)* = (aa®)* = aa® = ab®,

(bb®)* = bb®,
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Odavde sledi da je e;e; = 0, za i # jidaje el =e; = ef, paje 1 = e; +eg+e3 ortogonalna
dekompozicija jedinice prstena R. Sli¢no,

VPab®q = v@aq,
bOup®p = p@p,
bY@ ab®p = v@aq,
b@ur@a = bPa.

Odavde sledi da je 1 = f; + f2 + f3 dekompozicija jedinice prstena R. Da bi dokazali
reprezentacije u (4.32) potrebno je i dovoljno (zbog jedinstvenosti predstavljanja) da
dokazemo da je a = ejaf; i da je b — a = es(b — a) fo. Koristedi (4.35), dobijamo
ejaf; = ab®ab®@a = ab®a = q
(b—a)b®(b—a) = bb®b — bb®a — ab®b + abPa
=b—a—-a+a=0b—a,
odakle je
ea(b—a)fa = (b—a)b®(b—a)b®(b—a) =b— a.

Ostaje jo§ da dokazemo da je a € ey Rfi, (eq, f1)-invertibilan, a b — a € esRfs, (€9, f2)-
invertibilan. Kako je e; = aa® i fi = a®a, to se lako pokazuje da je a® € fRe,
(e1, f1)-inverz elementa a. Kako je

b2 (b — a)b® = b®@ — vPap® = 1@ — 1Paa® = v® — 1@,
iey=(b—a)b®, f, =bP(b—a)sledi da je bP — a® = f,b@ = bDe,, tj.
b@ — a@ = fg(b@ — a@)eg € f2R62.

Lako se dobija da je (b—a)(b® —a®) = 5 —ba® + aa® = e, i slicno (b€ —a®)(b—a) = f,,
odakle sledi da je b — a®@, (e, fy)-inverz elementa b — a.

Obrnuto, pretpostavimo da a i b imaju reprezentacije kao u (4.32) gde je e; = aa® i
fi = a®a. Zakljucujemo da je

fla@el = a®0a®aa® = a@,

pa je
a® 0 0
=10 00 : (4.36)
0 00 Fxe
Sada se lako vidi da je
aa® 0 0 a®a 0 0
aa®=0a®=1 0 00 i a®a=a% =] 0 00
0 0 0f,_. 0 00 xf
Po definiciji, a <@ b. O]
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Pretpostavimo da je a,b € R®? i a <@ b. Pod notacijom kao u prethodnom dokazu,
moZemo dati matri¢nu reprezentaciju za b®:

a® 0 0
W=10 v@—-a® 0 : (4.37)
0 0 0 fxe
Podsetimo se da, po Teoremi 4.2.5, iz a <* bsledi aa’ = ab i a'a = b'a. Da bi dokazali
reprezentacije (4.30) u Teoremi 4.2.12 treba staviti

e =abl = aal, ey = (b— cz)bT =bb —aa', e3=1-—0b

4.38
g =0bla=ada, g, =0b'(b—a)=0b—da'a, g¢g5=1-10". (4.38)
Da bi dokazali reprezentacije (4.31) u Teoremi 4.2.13 treba staviti
fi=ab® =aa®, fo=(b—a)b? =0bb" —aa®, f3=1—0bb". (4.39)
Kona¢no, da bi dokazali reprezentacije (4.33) u Teoremi 4.2.15 treba staviti
f1 = ab@ = aag, fg = (b — a)b@ = bb@ — aag, f3 =1- bb@ (440)

g1 = bga =aga, g2 =Dby(b—a)=>bgb—aga, g3=1—"Dbgb.

Napomena 4.2.16. Pretpostavimo da su a,b € R' n R* i da je a <® b. Primetimo da
za idempotente e; i f;, koji se javljaju u dokazu Teoreme 4.2.14, vaze sledec¢e jednakosti:

ey = ab® = aa® = aa’, po Teoremi 4.2.8 1 (4.29)

es = bb® — ab® = bb' — aa’

es=1-b% =1

fi = b@a = a®a = a¥a = aa®, po Teoremi 4.2.8 i (4.29)

fo =026 —b%a = b*b — a*a = bb* — aa”®

fa=1-0%b=1-b%b=1—bb*.
Slican zaklju¢ak mozemo izvesti i za dualno jezgarno parcijalno uredenje. Odavde sledi
da su idempotenti e; koji se javljaju u Teoremi 4.2.12 i idempotenti e; koji se javljaju u
Teoremi 4.2.14 isti; idempotenti f; koji se javljaju u Teoremama 4.2.13, 4.2.14 i 4.2.15 su
isti; idempotenti g; koji se javljaju u Teoremama 4.2.12 i 4.2.15 su isti. Kada ne moze

doé¢i do zabune, kazemo da su dekompozicije jedinice 1 = e; + ey +e3, 1 = fi1 + fo + f3i
1 = g1 + g2 + g3 standardne dekompozicije.

Slede¢e ekvivalencije slede iz Teorema 4.2.12, 4.2.13, 3.1.8:

a<*beb—a<'b,
a<?beb—a<?b,
a<beb—a< b
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Aliiz a <® bne sledi b — a <® b ¢ak ni u matricnom slucaju, videti [9]. Koristeéi rezul-
tate iz prethodnog dela mozemo generalizovati veliki broj rezultata matri¢nih parcijalnih
uredenja. U sledece dve sekcije éemo generalizovati samo najbitnije osobine.

Karakterizacija parcijalnih uredenja pomocéu skupovne inkluzije

Veé je u Uvodu receno da je poznato da se neka matri¢na parcijalna uredenja mogu
okarakterisati posredstvom inkluzije odgovaraju¢ih podskupova skupa uopsStenih inverza.
Poznate su sledece ekvivalencije (A, B € M,,):

A <" Be B{l1} < A{1}, videti [73] (4.41)
A <* B e B{1,5} € A{1,5}, videti [74] (4.42)
A <* B < B{1,3,4} < A{1,3,4}, videti [73]. (4.43)

U Teoremi 3.1.14 na strani 31 smo dokazali da u slu¢aju regularnog prstena R vazi
a <~ b< b{l} € a{l}. Poznato je da u proizvoljnom prstenu, iz a <~ b sledi b{1} < a{1}.
U nastavku ¢emo dokazati da su ekvivalencije (4.42) i (4.43) tacne i u slu¢aju proizvoljnog
«-prstena. Prirodno je postaviti pitanje da li analogne karakterizacije vaze i za jezgarno
i dualno jezgarno parcijalno uredenje. Potvrdan odgovor za proizvoljan =-prsten je dat
Teoremom 4.2.18. U narednim dokazima ¢emo ¢esto koristiti Napomene 3.1.12 i 4.1.22.
Potrebna nam je sledeca lema.

Lema 4.2.17. (i) Neka je be R'. Tada je

T3 T4

b{1,3}:{le 0] :x3 € (1 —1r)Rp, me(l—r)R(l—p)},
b{1,4} = {llg ij cxyerR(1 —p), x4 e (1 —r)R(1 _p)}7

b(1,3,4) {lb& :SJ czae (1—r)R(1 —p)},

gde je r = bib i p = bbi.

(ii) Neka je be R*. Tada je

b{1,6}—b{6}—{ b: iﬂ 5$2€qR(1—Q)a$4€(1—C])R(1—Q)}7

b{1,8}=b{8}={li 3?4] .2y e (1— )Ry, x4e(1—q)R(1—q)},

b{1,5) — b{1,6,8} — {lb: 7?4

] :x4€(1—q)R(1—Q)},

gde je ¢ = bb” = b¥b.
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(iii) Neka je be R®. Tada je

b{1,3} = {lb@ 0] w3 € (1—q)Rp, x4 € (1—q)R(1—p)},

xr3 T4

b@ T

b{1,6} = b{6} = {l 0 m] 1@z € qR(1 —p), za € (1 —g)R(1 —p)}7

b{1,3,6} — b{3,6} — {[bg@ 0

334] g€ (1—q)R(1 —p)},

gde je g = b&b = b#b i p = bbP. Pored toga, ako je be R onda je p = bb'.

(iv) Neka je be Rg. Tada je

Xyq

b{1,4}={[68@ “] :xQETR(l—q),:L‘4e(1—7“)R(1—q)},

be 0

xr3 T4

b{1,8} = b{8} = {[ ] cx3 € (1 —7r)Ryg, x4e(1—r)R(1—q)},

by 0

b{1,4,8} = b{4,8} = {[ K :1:4] Dy € (1r)R(1q)},

gde jer = bgb i ¢ = bbg = bb*. Pored toga, ako je be R onda je r = bTb.

Dokaz. (iii): Prvo, ako b € R® tada je, po (4.25), b e R*. Takode, po (4.29), vazi ¢ = b*b.
Dakle, ako je #b®> = b onda je

bab = baxb*b™ = bbb™ = b.

Sledi, b{1,6} = b{6} i b{1,3,6} = b{3,6}. Iz prvog skupa jednacina u 4.12 sledi da je
b — b 0 _{b 0
{00 [0 0 '
pxq qaxq

Pretpostavimo da je x € b{1,3} i da je z = [il ?] .1z bxb = b sledi
3 Taf,.,

b ol . ., [owmb 0
[0 0] _ —bxb—l . 0] |
pxq pXq

Kako je (p, q)-inverz od b jednak b® i kako x; € qRp, to iz b = bx,b sledi da je x; = b@,
videti Napomene 3.1.12 i 4.1.22. Iz = € b{1,3} imamo (bzx)* = bx. Kako je p samo-
adjungovan, odavde sledi da je

lblz)@ bgapr — br = (br)* = Wf)) ngp'
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Kako je b, (p,q)-invertibilan i xo € ¢R, iz bry = 0 sledi da je 5 = 0. Obrnuto, ako je

@
xr = [bx J?] onda je bzb = b i (bx)* = bx. Time smo dokazali prvu jednakost u (iii).
3 Taf,.,

T X2
T3 T4

b 0 — b= b2_ 1 T b 0 b 0 _IleO
00 7T Tlay a| ool lo o] T lw? 0] -
gxq axp pxq axq axq
Sledi 216> = b i x3b*> = 0. Sli¢no kao malopre, kako je b# (q,q)-inverz od b i kako

x1b, 230 € Rq dobijamo da je 10 = ¢ odnosno z3b = 0. Sada, zbog toga &to je b®
(p,q) inverz od b i z1,73 € Rp sledi da je z; = b® odnoso x3 = 0. Obrnuto, ako je

Predpostavimo sada da x € b{6} i da je x = l } . Imamo
qxp

@
xr = [bo ?] onda je lako pokazati da je 2b? = b. Time smo dokazali drugu jednakost
4| yxp

u (iii). Ako pored toga vazi i (bx)* = bx, tj. ako zahtevamo da z € b{3,6} onda je

@ b, . [w® 0
[ 0 0 ] = bo = (ba)" = l(b:@)* 0]
pXxp pXxp

v® 0

Sledi, bxy = 0, pa je o = 0. Obrnuto, ako je x = [ 0
4

] onda se lako pokazuje da
axp

je (bx)* =bx i xb* = b.

(i), (ii), (iv): Ova tvrdenja se mogu dokazati na sli¢an na¢in. Samo ¢emo dokazati
da kada b € R* onda vazi da je b{1,5} = b{1,6,8}. Ako je bxb = b i bx = zb onda je
xb? = bxb = bi b’z = bxb = b. Ako je b = bxb = xb®> = b%z onda je bx = b7b%x = b7b i
zb = xb*b* = bb7, pa je bx = xb. O

Naglagavamo da je u sledec¢oj teoremi tvrdenje (iv) i ekvivalentnost uslova (a) i (c¢) u
tvrdenju (iii) nov rezultat ¢ak i u slu¢aju kompleksnih matrica.

Teorema 4.2.18. (i) Neka su a,be R'. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(a) a <* b,
(b) b{1,3} < a{l1,3} i b{1,4} < a{l,4},
(c) b{1,3,4} < a{l,3,4}.
(ii) Neka su a,be R*. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(a) a < b,
(b) b{6} < a{6} i b{8} < a{8},
(c) b{1,5} < a{l,5}.
(iii) Neka su a,be R®. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(a) a <D b,
(b) b{1,3} < a{l1,3} i b{6} < a{6}, (videti [71] za slucaj kompleksnih matrica)
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(c) b{3,6} < a{3,6}.
(iv) Neka su a,be Rg. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(a) a <@ b,
(b) b{1,4} < a{l,4} i b{8} < a{8},
(c) b{4,8} < a{4,8}.

Dokaz. (iii): (a) = (b) Pretpostavimo da a,b € R® i da je a <@ b. 1z Teoreme 4.2.14
sledi da je

a 0 0 a 0 0
a=10 0 O , b=10 b—a 0 ,
000 exf 0 0 0 exf

gde je e; = ab® = aa®, f; = bVPa = aPa. Iz Leme 4.2.17 i reprezentacije za a® datoj u
(4.36), sledi da x € a{1, 3} ako i samo ako je

a® 0 0
T = |T21 T22 T23 )
a1 T2 33, ¢

gde su x;; proizvoljni elementi odgovarajucih podskupova od . Primetimo da je e; +e; =
@i fi+ fy = b@b. 1z Leme 4.2.17 i reprezentacije za b® date u (4.37), sledi da = € b{1, 3}
ako i samo ako je

a® 0 0
=0 ®—a® 0
31 32 L33 ] ox s

Zaklju¢ujemo da je b{1,3} < a{1,3}. Sli¢cno dobijamo da je b{6} < a{6}.
(b) = (c) je trivijalno.
ayp a2

(c) = (a) Pretpostavimo da je b{3,6} < a{3,6} i neka je a = la "
3 G4

] , gde je
pxq
p="b® =p*iqg="0Pb. Iz

@
P& — [b() 8] € b{3,6} < a{3,6} = a{l, 3,6}
pXxq

sledi da je
ab®@a =a, ab® = (ab®)*, v¥a® = a.

Kada uslov ab® = (ab®)* prepiSemo u matri¢noj formi, dobi¢emo

alb@ 0 . (Cle@)* (&3()@)*
azb® 0 - 0 0 '
pXxp pPXp

Dakle, a;b® = (a;b®)* = (b9)*a* i azsb® = 0. Mnozedi poslednju jednacinu sa b sa
desne strane dobijamo azq = 0. Kako a3 € (1 — p)Rq zakljuCujemo da je a3 = 0. Kada
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jednacinu a;b% = (b@)*a} pomnozimo sa b* sa leve strane i sa b sa desne strane, dobijamo
b*a1q = b* (b®)*a*b. Sledi,

b*a; = (a,0Pb)*b = (a1q)*b = a’b. (4.44)

@
Kako je gqp = p (v. (4.9)) toje (1 —q)(1 —p) =1—¢q. Neka je x = lbO X 2 q} . Po
qxXp

alb@ a9

Lemi 4.2.17, x € b{3,6}, pa = € a{3,6}. Kako je ax = [ 0 4
4

] , uslov ax = (ax)*
pxp

daje ay = 0. Sada, iz ab®a = a sledi
alb@al 0 B aq 0
0 0 |0 ag '
pxq pxq

Dakle ay =0ia = l%l 8} = [g 8] . Dakle, uslov (4.44) se svodi na
pxq pxq

b*a = a*b. (4.45)
Mnozeéi jednacinu b@a? = a sa b sa leve strane dobijamo pa? = ba, t;j.
a® = ba. (4.46)

Imajuéi u vidu uslov (4.46) i Teoremu 4.2.8, ako dokazemo da je a*b = a*a, onda ¢e vaziti
i uslov a <@ b. Imamo da je

a*b = (aa®a)*b = (aa(a®)?a)*(b*)* (sledi iz a® = a(a®)?)
= (b*aa(a®)?a)* = (a*ba(a®)?a)* (sledi iz (4.45))
= (a*a*(a®)%a)* (sledi iz (4.46))
= (a*aa®a)* = (a*a)* = a*a.

(i), (i), (iv): Dokazi tvrdenja (i), (ii) i (iv) su po ideji i nacinu sli¢ni dokazu tvrdenja
(iii). Sta viSe, dokazi za (i) i (ii) su laksi. O

Sada mozemo dokazati da su posmatrana uredenja zaista relacije poretka.

Teorema 4.2.19. Relacije <*, <#, <@ <@ su relacije parcijalnog uredenja na skupu
R' odnosno na R* odnosno na R® odnosno na Reg.

Dokaz. Refleksivnost i tranzitivnost ovih relacija slede iz Teoreme 4.2.18. Setimo se da je
minus parcijalno uredenje relacija poretka. Kako iz a < b sledi a <~ b, gde je < jedna od
relacija <*, <#, <@ ili <@, sledi da je relacija < antisimetri¢na. O
Kada iz a <~ bsledi a <* b, a <#* b, a <@ bia<g b?

Naglasili smo da svaki od uslova a <* b, a <# b, a <@ b, a <@ b implicira a <~ b. Pod
kojim uslovima vazi obrnuta implikacija? Teoreme 4.2.22 i1 4.2.26 su poznate u slucaju
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kompleksnih matrica i mi ¢emo ih dokazati u sluc¢aju proizvoljnog #-prstena. Ranije smo
ustanovili da su jezgarno i dualno jezgarno parcijalno uredenje “izmedu” zvezda i oStrog
parcijalnog uredenja. Da bi nasli analogne uslove pod kojima minus uredenje implicira
jezgarno i dualno jezgarno uredenje, moramo “podeliti” uslove (ii), (iii) i (iv) iz Teoreme
4.2.22 i uslove (ii), (iii), (iv) i (v) iz Teoreme 4.2.26, na dva uslova. Zbog toga su nam
potrebne Leme 4.2.20, 4.2.21, 4.2.23, 4.2.24 i1 4.2.25.

Lema 4.2.20. Neka su a,be R i neka je a <~ b. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

a*b je samo-adjungovan;
a'a = a'b;

a'b je samo-adjungovan;
(v) ab' je samo-adjungovan.

Dokaz. (i) < (ii): Jasno je da iz (i) sledi (ii). Obrnuto, pretpostavimo da je a*b samo-
adjungovan. Kako je a <~ b, postoji V) € a{1} tako da je aa™ = baV). Sledi,

a*a = a*aaVa = a*baWMa = b*aaMa = b*a,
pa je a*a = a*b.

(i) < (iii) sledi iz Teoreme 4.2.5.

(iii) < (iv): Ocigledno je da iz (iii) sledi (iv). Obrnuto, pretpostavimo da je a'b =
(aT)*. 1z (3.6) (Teorema 3.1.8) sledi da je bf; = a = af;. Odavde je

o = qf — (¥, = (£*(af )V aTh)*
a'a=a'bf; = (fia'd)* = (f{(a'a)*a’d)
= ((a'af))*a'd)* = ((a'a)*a’d)* = (aTb)* = a'b.

(i) = (v): Pogledajmo dokaz Teoreme 3.1.8. MoZemo pretpostaviti da je h = b'.
Mnozeéi jednakost a*a = a*b sa b' sa desne strane dobijamo a*e; = a*bb'. Delovanjem
involucije na ovu jednakost dobijamo efa = bbfa = (e, + e3)a = a. MnoZedi obe strane sa
b’ sa desna dobijamo efe; = e, pa je e; = ab’ samo-adjungovan.

(v) = (i): Pretpostavimo da je ab' samo-adjungovan. Kao i malopre, u dokazu Teo-
reme 3.1.8 moZemo uzeti da je h = bi. Sledi da je e; = ab’ samo-adjungovan. Kako je jos

e1b = ab'b = a dobijamo
a*b = (e1a)*b = a*e1b = a*a.

Slede¢a lema se moze dokazati slicno kao prethodna.
Lema 4.2.21. Neka su a,be RY i neka je a <~ b. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) aa* = ba*

(i) ba* je samo-adjungovan;
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(iii) aa' = ba';
(iv) ba' je samo-adjungovan;
(v) bla je samo-adjungovan.

Teorema 4.2.22. (Videti [7}] i Teoremu 5.2.10 w [77] za slucaj kompleksnih matrica.)
Neka su a,be R' i neka je a <~ b. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

a*b 1 ba* su samo-adjungovani;

)
)
(iii) a'b i ba' su samo-adjungovani;
) ab! i bla su samo-adjungovani;
) ba'b = a;

(vi) blab’ = al.

Dokaz. (i) < (ii) < (iii) < (iv) sledi iz Leme 4.2.20, Leme 4.2.21 i Teoreme 4.2.5.

(i) = (v): Ako je a <* b onda je, po definiciji, ba'b = aa’'a = a. Obrnuto, pret-
postavimo da je a <~ b i ba'b = a. Postoji a) e a{l} tako da je aaV) = ba® i
aWa = aWb. Mnozedi sa desne strane jednakost a = ba'b sa aMaa’ dobijamo

aa' = ba'baWaa = baTaaMaa’ = ba'.

Sli¢no zaklju¢ujemo da je a'a = a'b.

(i) = (vi): Ako je a <* b onda Teorema 4.2.5 daje bTab’ = a'aa’ = a'.

(vi) = (iv): Pretpostavimo da je af = bTab’. Kako je a <~ b imamo ab'a = a, videti
(4.26). Mnoze¢i sa desne strane jednakost a' = blab’ sa a dobijamo

ala =blabla = bla,
pa je bla samo-adjungovan. Sli¢no, ab’ je samo-adjungovan. O
Lema 4.2.23. Neka su a,be R”. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) ab = ba;
(ii) a?b = aba i ba® = aba.
Dokaz. Ocigledno je da iz (i) sledi (ii). Pretpostavimo da je a®b = aba i ba* = aba. Ako je

by 62] . Iz a®b = aba sledi a?b; = abja i
gxq

q=aa#0ndajea=[a 0] .Nekajebz[
0 quq by by

a’by, = 0. MnoZeéi a®b; = abia sa a™ sa leve strane dobijamo ab, = a”ab,a = ¢ba = b;a.
Mnozeéi a?by = 0 sa (a™)? sa leve strane dobijamo by = 0. Sli¢no, iz ba?> = aba sledi
bz = 0. Sada je lako videti da vazi ab = ba. O

Lema 4.2.24. Neka su a,be R i neka je a <~ b. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
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(v) b#(a™)? = a?b*at.

Dokaz. Kako je a <~ b, postoji aV) € a{l} tako da je aMa = aWa i aa™ = baV. Po

Lemi 3.1.5 je
a(l) = |:CL# x2:| )
T3 X4 qxq

za neke xo, 13, 74, gde je ¢ = aa™. Naravno,

a0 .4 a? 0
a = 0 0 1 a’ = 0 0 .
axq gxq

Dalje, kako a <= b implicira b{1} < a{l}, imamo da je

ab”a = a. (4.47)

(i) < (ii): Ako je ba = a? onda je ba* = a®

by b
2 . o 1 2
ba® = abaib = lbg by

sobzirom na (g, ¢)-invertibilnost od a, sledi da je b3 = 0. Takode je

1, 4], =t [t o
rza 0 o by  x3by + x4bs oxa

= aba. Obrnuto, pretpostavimo da je

] . Tada je bia? = abja i bsa®? = 0. Iz poslednje jednakosti,
qxq

Y

pa je ¢ = a™b;. Mnozedéi ovu jednakost sa a sa leve strane dobijamo a = aa™b; = gb; = by.
Sada je lako pokazati da je ba = a?.

(i) = (iii): Ako je a® = ba onda je b(a™)? = ba(a®)® = a?(a¥)? = a¥ i a”ba? =
a*ba(a?)? = a¥a?(a”)? = a¥, pa je b(a?)? = a”ba”. Obrnuto, pretpostavimo da je
b(a®)? = a*ba*. Neka je b = lzl 22} . Uslov b(a#)? = a*ba” se sada svodi na
3 0a,.,
bi(a®)? = a®bia” i bz(a™)? = 0. Zbog toga je bz = byq = bza™a = bs(a¥)?a® = 0. Sada
dokaz mozemo nastaviti duz linija dokaza (ii) = (i).

(i) < (iv): Ako je a® = ba tada je

b#a? = b"a*aa” = b*baaa®™ = b¥bbaa® = baa™ = a*a” = a.
Zbog (4.47) dobijamo (iv). Obrnuto, pretpostavimo da je b#a® = ab”a = a. Izvodimo

ba = bb*a? = bb*aaVaa = bb#baMaa = baYaa = aaVaa = a®.
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(iv) < (v): Kako je a <~ b imamo
a®b*a = (a¥)*ab?a(a®)? = (a¥)*a(a™)? = (a¥)>.
Pretpostavimo da je b#a? = ab*a = a. Dobijamo
b#(a#)2 = b#a2(a#)4 =a(a®)* = (a#)g.

Obrnuto, pretpostavimo da je b (a¥)? = a#b*a? = (a™)3. MnoZeci ovu jednakost sa a’

sa desne strane dobijamo b7 a? = a. O]
Na isti na¢in mozemo dokazati i slede¢u lemu.
Lema 4.2.25. Neka su a,be R i neka je a <~ b. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) ab = a%;
(i) a*b = aba;
(iii) (a™)%b = a*ba”;
(iv) a?b* = ab™a;
(v) (a™)%% = a?b*at.

Teorema 4.2.26. (Videti [74] i Teoremu 4.2.12 u [T7] za slucaj kompleksnih matrica.)
Neka su a,be R* i neka je a <~ b. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(vil) ba”b = a.

Dokaz. Ekvivalentnost uslova (i)—(v) sledi iz Leme 4.2.23, Leme 4.2.24, Leme 4.2.25 i
Teoreme 4.2.6.
(i) = (vi): Pretpostavimo da je a <# b, tj. da je a®> = ab = ba. Sledi a® = ada® =
a(ab) = a*b = abb = ab?. Sli¢no je a® = b*a. Odavde dobijamo
v¥ab* = b*a’(a¥)’a’v? = bFba(a® ) ab®b*
= ba(a”)’ab = a*(a¥)°a® = a”.
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(vi) = (iv): Pretpostavimo da je a¥ = b#ab?. Podsetimo se da vaZi ab?a = a i zbog
toga je
a®a = b*ab*a = b*a
aa® = ab® ab® = ab”™.

Dakle, ab™ = b*a.
(i) = (vii): Pretpostavimo da je a®> = ab = ba. Tada je

ba®b = ba(a®)?ab = a*(a™)?a® = a.

(vii) = (iii): Pretpostavimo da je ba*b = a. Kako je a <~ b, postoji a'V) € a{1} tako
da je aa® = ba® i aMa = ¢Mb. Imamo

aa® = aaWaa® = ba?baMaa® = ba*aaMaa” = ba®
a*a = a*aaMa = a®*aaMba®b = a*aaMaa®b = a¥0,
pa je ba* = a*b. ]

Kombinujué¢i Lemu 4.2.20, Lemu 4.2.24 i Teoremu 4.2.8 mozemo izvesti veliki broj
ekvivalentnih uslova za a <® b kada je a <~ b. Sledeca teorema predstavlja nov rezultat
¢ak i u matricnom slucaju.

Teorema 4.2.27. Neka su a,be R® i neka je a <~ b. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) a <®b.

(i) VaZi jedan od uslova (i), (ii) Leme 4.2.20 i jedan od uslva (i)—-(v) Leme 4.2.2/.
Ako uz to vazi i a,be R onda su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) a <®b.

(ii) Vazi jedan od uslova (iii)—(v) Leme 4.2.20 i jedan od uslova (i)—(v) Leme 4.2.24.
Dokaz. Dokaz sledi iz Leme 4.2.20, Leme 4.2.24 i Teoreme 4.2.8. O

Ekvivalentnost uslova (i) i (ii) u slede¢oj teoremi je uopstenje Teoreme 2.7 [66]. U

istom radu je dokazano da ako su A i B jezgarno invertibilne matrice pri ¢emu je je
B' = B# onda je
A<®B <« BOPABD = AP A <«B,

gde je < = desno zvezda parcijalno uredenje. Podsetimo se da desno zvezda parcijalno
uredenje implicira minus parcijalno uredenje. U sledec¢oj teoremi ¢emo dokazati da je
uslov BT = B# nepotreban i da se uslov A < B moZe zameniti slabijim uslovom A <~ B.

Teorema 4.2.28. Neka su a,be R® i neka je a <~ b. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) a <® b,

(ii) ba®b = a;
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(iii) bPab® = a®@,

Dokaz. (i) < (ii): Kako je a <~ b, postoji aV) € a{1} tako da je aa™) = baV i aWa = aVb.
Ako je a <@ b onda, po definiciji, sledi ba®b = aa®a = a. Obrnuto, pretpostavimo da je
a = ba®b. Mnozedi ovu jednakost sa a@aaV) sa leve strane dobijamo

a®aaVa = aPaaVba®b = a®aaVaa®b = aPaa®b = @b.

Dakle, a®a = a®b. Sli¢no, mnozeéi a = ba®b sa aMaa® sa desne strane dobijamo
aa® = ba®.

(i) = (iii): Kako je a <~ b sledi b{1} < a{1}, pa je ab®a = a. Ako je a <@ b onda,
po Teoremi 4.2.8, vazi aa® = ab® i a®a = bPa. Sledi, ¥Pab® = ¢Paa® = ¢@. Obrnuto,
pretpostavimo da je a® = b@ab®. Odavde je

a®a = bPab@a = vPa i

4.48
aa® = ab@ab® = ab®, ( )

Izaberimo h = b® u dokazu Teoreme 3.1.8. Dokaz sada sledi iz (4.48), Teoreme 4.2.14 i
Teoreme 3.1.8. O

Teorema 4.2.29. Neka su a,be R® i neka je a <~ b. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) a <@ b.

(ii) Vazi jedan od uslova (i), (ii) Leme 4.2.21 i jedan od uslova (i)-(v) Leme 4.2.25.
Ako uz to vazi i a,be R onda su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) a<gb.

(ii) Vazi jedan od uslova (iii)-(v) Leme 4.2.21 i jedan od uslova (i)-(v) Leme 4.2.25.
Dokaz. Dokaz sledi iz Leme 4.2.21, Leme 4.2.25 i Teoreme 4.2.9. O
Teorema 4.2.30. Neka su a,b € Rg i neka je a <~ b. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) a <g b;

(ii) bagb = a;

(ili) bgabgy = ag.

Dokaz. Teorema se moze dokazati na isti nac¢in kao i Teorema 4.2.28. O
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4.3 Zvezda, oStro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno
uredenje na Hilbertovim operatorima

Prisetimo se kako smo osobine minus parcijalnog uredenja, sa prstena (Poglavlje 3.1)
preneli na skup Banahovih operatora (Poglavlje 3.2). Na isti na¢in moZemo preneti
osobine zvezda, oStrog, jezgarnog i dualnog jezgarnog parcijalnog uredenja, sa prstena
(Poglavlje 4.2) na skup Hilbertovih operatora. Rezultati ovog poglavlja se delom nalaze
u radu [93].

Jezgarni inverz - definicija i osnovne osobine

Neka je H Hilbertov prostor. S obzirom da se grupni, jezgarni i dualni jezgarni in-
verz definiSu samo za kvadratne matrice, u ovom poglavlju ¢emo pretpostaviti da su svi
operatori, ograni¢eni Hilbertovi operatori iz H u H.

Neka je R =prsten. Podsetimo se definicije jezgarnog inverza na skupu matrica (Defini-
cija 4.1.1), kao i njegove definicije na prstenu (Definicija 4.1.7).

Definicija jezgarnog inverza operatora A € B(H) treba biti takva da se poklapa sa
Definicijom 4.1.1 u slu¢aju dim H < oo, i da se poklapa sa Definicijom 4.1.7 u sluc¢aju
R = B(H). Kao $to ¢emo pokazati u Napomeni 4.3.8, kada je dim H = oo, tada Definicija
4.1.1 ne dovodi do Zeljenih osobina (na primer odatle ne sledi da je ind A < 1), pa nju
ne¢emo uzeti za definiciju jezgarnog inverza operatora. Sa druge strane, za operatorski
slu¢aj ne zelimo uzeti ni Definiciju 4.1.7 (iako to moZzemo ué¢initi) jer se iz nje direktno
ne vidi u kakvoj vezi su slika i jezgro operatora i njegovog jezgarnog inverza. Kako ¢emo
ubrzo videti sledec¢a definicija zadovoljava sve zahteve.

Definicija 4.3.1. Neka je H proizvoljan Hilbertov prostor, i A € B(H). Operator A® ¢
B(H) se naziva jezgarni inverz od A ako zadovoljava

AAPA=A, TmA® —=ImA i KerA® = Ker A*.
Lema 4.3.2. (i) Neka je dim H < o0. Definicije 4.1.1 i 4.3.1 su ekvivalentne.

(ii) Neka je R = B(H), gde je H proizvoljan Hilbertov prostor. Definicije 4.1.7 i 4.3.1
su ekvivalentne.

Dokaz. (i): Pretpostavimo da je dimH < o0 i A € B(H). Neka je A® € B(H) jezgarni
inverz od A u smislu Definicije 4.1.1. Na strani 50. smo dokazali da je tada AAPA = A,
Im A® = Im A i Ker A% = Ker A* pa je A? jezgarni inverz od A u smislu Definicije 4.3.1.
Obrnuto, pretpostavimo da je A® jezgarni inverz od A u smislu Definicije 4.3.1 i dokazimo
da je A® istovremeno i jezgarni inverz od A u smislu Definicije 4.1.1. Iz Im A® = Im A
sledi rank(A®) = rank(A). Uz to je i A® e A{l1}, pa je A® e A{1,2} ( [13], strana
46.) Ocigledno je (AA®)? = AA® i ITm (AAP) = Tm A. Ostaje jo§ da pokaZemo da je
Ker (AA®) = (Im A)* = Ker A*. Ali iz ADAA® = AD gledi Ker (AAD) = Ker A® =
Ker A*.

(ii): Neka je R = B(H). Iz obe definicije sledi da je A regularan. Ako jo§ dokazemo
da je A® (u smislu obe definicije) regularan, onda ée na osnovu Leme 3.2.5 slediti dokaz
tvrdenja. U Teoremi 4.1.18 smo za A®, kada se posmatra po Definiciji 4.1.7, dokazali
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da je APAA® = A®. Dokazimo da iz AAPA = A, ImA® = Im A i Ker A®? = Ker A*
sledi ADAA® = AD. Po Lemi 3.2.4, iz Ker A* € Ker A® sledi A® = A®(AB)* A% jer
je (A®)* jedan g-inverz od A*. Odavde je AA® = AAD(AAD)* pa je (AAD)* = AAD.
Sledi

A (I — AAB) = A% — A*(AAD)* = A* — (AAPA)* = 0.

Kako je Ker A* < Ker A® sledi AB(I — AA®) =0, tj. ADAAD = AP, O
Naravno, dualni jezgarni inverz ¢emo definisati na sledeé¢i nacin.

Definicija 4.3.3. Neka je H proizvoljan Hilbertov prostor, i A € B(H). Operator Ag €
B(H) se naziva dualni jezgarni inverz od A ako zadovoljava

AApA=A, ImAg=ImA* i KerAg = Ker A.

Za dualni jezgarni inverz se moze dokazati tvrdenje analogno Lemi 4.3.2.

MP i grupni inverz za operatore se definisu jednac¢inama na isti na¢in kao i za elemente
prstena. Zbog toga i zbog Leme 4.3.2 i njenog analogona sledi da svi rezultati iz Poglavlja
4.11 Poglavlja 4.2 koji se ticu MP, grupnog, jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza odnosno
zvezda, oStrog, jezgarnog i dualnog jezgarnog parcijalnog uredenja vaze i u operatorskom
slucaju. U nastavku ¢emo prilagoditi ove rezultate novoj terminologiji. Rezultate koji
se u istom obliku iskazuju i u slucaju prstena i u operatorskom sluc¢aju ne¢emo ponovo
pisati da se ne bismo ponavljali. Zbog specifi¢nosti, u operatorskom slucaju ¢emo imati
neke dodatne osobine. Sledeé¢a teorema je dobro poznata.

Teorema 4.3.4. (Videti [26].) Operator A € B(H) poseduje Mur-Penrouzov inverz ako i
samo ako je Im A zatvoren potprostor u H.

Iz Teoreme 4.1.18 sledi da se jezgarni inverz operatora moze okarakterisati skupom
jednacina.

Teorema 4.3.5. Operator A® € B(H) je jezgarni inverz operatora A € B(H) ako i samo
ako vaZe jednacine

(1) AAPA=A (2) ADAA® = A®  (3) (AAD)* = AA®

(6) APA% = A (7) A(A®)? = A®,

Kada je H konac¢nodimenzionalan, tj. kada je A kompleksna matrica, tada se jezgarni
inverz moze okarakterisati manjim brojem jednacina nego $to je to slucaj u Teoremi 4.3.5.

Teorema 4.3.6. Neka je A e M,. Tada je A{2,3,6} # & ako i samo ako je ind (A) < 1.
U tom slucaju je A{2,3,6} = {AD}, tj. jezgarni inverz od A je jedinstvena matrica
X € M, koja zadovoljava jednacine:

(2) XAX = X
(3) (AX)* = AX
(6) XA? = A.
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Dokaz. Ako je ind (A) < 1 onda postoji A? i ona zadovoljava date jednacine. Pret-
postavimo sada da postoji matrica X koja zadovoljava jednacine (2), (3) 1 (6). Iz (6) sledi
Ker A% < Ker A i zbog toga je Ker A> = Ker A. Dakle, ind (A) < 1 pa postoji grupni
inverz A%. Sada je XA = XAA®A = XA2A# = AA#, pa je

AXA = A’A* = A

AX? = AX(XAX) = AXAATX = AATX = XAX = X,
Po Teoremi 4.3.5 sledi da je X = A®, O
Kao i kod matri¢nog sluc¢aja, samo odredeni operatori imaju jezgarni inverz.
Teorema 4.3.7. Operator A € B(H) je jezgarno invertibilan ako i samo ako jeind A < 1.

Dokaz. Ako je A jezgarno invertibilan onda iz jednacine (6) sledi Ker A = Ker A. Tz
jednacina (1) i (7) sledi A = A2X?A pa je i Im A? = Tm A. Sledi, ind A < 1. Sa druge
strane, ako je ind A < 1 onda je Im A zatvoren i postoje A# i At. Lako se proverava da
operator X = A% AAT zadovoljava jednacine (1), (2), (3), (6) i (7), paje X = A®, O

Slede¢a napomena pokazuje da Definicije 4.1.1 i 4.3.1 nisu ekvivalentne u beskonacn-
odimenzionalnom slucaju.

Napomena 4.3.8. Neka su A, X € B(H), gde je H proizvoljan Hilbertov prostor. Pos-
matrajmo sledece uslove

(i) AX =P4ilmX < ImA;
(i) AXA=A4, ImX=ImA i KerX = KerA*.

Tada iz uslova (ii) sledi uslov (i) ali ne i obrnuto.
Pretpostavimo da vazi uslov (ii), tj. da je X = A®. Iz jednacina (1) i (3) iz Teoreme
4.3.5 sledi da je AX samo-adjungovani idempotent sa slikom Im A. Dakle, vazi uslov (i).
Sledec¢i kontraprimer pokazuje da, u opstem sluc¢aju, uslov (i) ne implicira uslov (ii).
Neka je H = (*(N) gde je /*(N) skup svih kompleksnih nizova z = (z;) sa osobinom
Sio i |zi* < oo, Podsetimo se da je £2(N) Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

o
i=1

Neka su A i X operatori levog odnosno desnog pomeraja na H:
A(zy, 29, 73,...) = (T2, T3, 24, ...), X(v1,29,23,...) = (0,21,22,...).
Nije tesko proveriti slede¢e poznate osobine ovih operatora, videti [43]:
1. Ai X su ograniceni linearni operatori.

2. A je desno invertibilan ali nije levo invertibilan i njegov desni inverz je X.

91



Zvezda, ostro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno uredenje

3. X je levo invertibilan ali nije desno invertibilan i njegov levi inverz je A.
4. A*=X1iX*= A

Dobijamo da je ImA = H, AX =1 = Py, ImX < Im A, pa je uslov (i) zadovoljen.
Medutim, evidentno je da je Im X # H = Im A pa uslov (ii) nije zadovoljen. Primetimo da
smo za kontraprimer mogli uzeti bilo koji beskona¢nodimenzionalni Hilbertov prostor H i
proizvoljne ograni¢ene operatore A i X na H takve da je A desno ali ne i levo invertibilan
i da je AX = I. Ova napomena u potpunosti opravdava Definiciju 4.3.1.

Neka je A € B(H) i ind A < 1. Tada postoje sva Cetiri uopstena inverza operatora
A. U Poglavlju 4.1, na strani 57, smo formulama (4.8) definisali slede¢e idempotente
pridruZzene operatoru A:

Q= AA" = AA = APA = AAg
P =AA" = AA® (4.49)
R=ATA= AgpA.
Svaki od ovih idempotenata odreduje odgovaraju¢u dekompoziciju prostora H u obliku
sume. Nije tesko pokazati da su to slede¢e dekompozicije.
Q: H=ImA®KerA
P: H=ImA&KerA* (4.50)
R: H=ImA"&KerA.
U (4.12) smo dali matri¢ne reprezentacije elementa a i njegovih uopstenih inverza, u
odnosu na dekompozicije indukovane idempotentima ¢, p i r. Zahvaljuju¢i Teoremi 2.4.1

(strana 22), reprezentacije (4.12) se svode na (dajemo samo one reprezentacije koje su
nam bitne):

A (A, 0 | ImA R ImA A (A, 0 ImA Im A
N [0 0 " [Ker A KerA|’ N [0 0 Ker A Ker A* |’
. (A, 0 | Im A* R ImA A (A, 0 Im A* ImA
[0 0] |Kerd Ker Al’ 10 0 Ker A Ker A* |’
A# _ (A7 0] : [ Im A R ImA ’ A [ATY 0] : [ Im A R ImA 7
Y _KerA Ker A | 0 0] _KerA Ker A*
AT = Az 0] [ ImA Im A* AT — (A1 0] [ ImA Im A*
[ 0 0] |KerA* Ker A|’ | 0 0] |KerA* Ker A* |’
4@ _ |At 0] [ ImA mAl e _ (A7 0] [ ImA mA T
| 0 0] _KerA* Ker A | 0 0] _KerA* Ker A*
A A7V 0] [ImA Im A* A A;Y 0] [ImA Im A*
@~ | 0 0] |KerA Ker A|’ @~ | 0 0] [KerA Ker A* |’
(4.51)

gde su A; € B(ImA) i Ay € B(Im A* Im A) invertibilni. Primetimo da je u matri¢nom
slu¢aju, uslov Ker A? = Ker A dovoljan za ind (A) < 1, ali u beskona¢nodimenzionalnom
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slu¢aju nije. Ako pretpostavimo da A € B(H) ima indeks manji ili jednak jedan onda je
jezgarni inverz jedinstveno odreden jedna¢inama (2), (3) i (6). Naglasavamo da se ni jedna
od jednacina iz Teoreme 4.3.5 ne moze izostaviti. Na primer, imamo slede¢u napomenu.

Napomena 4.3.9. Neka je H = (*(N) i neka su A i X operatori desnog odnosno levog
pomeraja na H, videti Napomenu 4.3.8:

Az, 29, 23,...) = (0,21, 29,...), X(x1,79,23,...) = (T2,23,Tg,...).

Tada je XA = I pa vaze jednacine (1), (2) i (6). Takode, imajuéi u vidu Napomenu 4.3.8,
imamo da je (AX)* = X*A* = AX pa vazi i jednacina (3). Ali,

AX?(z1, 09, 73,...) = (0,23, 24,...),
pa je AX? # X i jednacina (7) nije zadovoljena. Primetimo da je X = AT.

Podsetimo se da skup svih ogranicenih operatora na H sa indeksom manjim ili jed-
nakim jedan oznacavamo sa [ y:

Lg={AeB(H):indA<1}={AeB(H) : ImA®Ker A = X}.

U sledecoj teoremi ¢emo posmatrati neke specijalne slucajeve jezgarnog inverza. Pod-
setimo se da je A parcijalna izometrija ako je A* = AT ili, ekvivalentno, ako je AA*A = A.

Teorema 4.3.10. Neka je A€ I y. Tada:
(i) A2 =0 « A=0;
(ii) A® = P4 = A? = A;
(i) A® = A < A*=Ai A je EP;
(iv) A® = A* = A je parcijalna izometrija i EP.
Dokaz. (i) Dokaz sledi iz A® e A{1,2}.

(ii) Ako je A® = Py, 4 onda je A = AAPA = AP, 4A = A2 Sa druge strane, ako je
A% = Aonda je A® = AFAAT = A#A2AT = AAT = P4

(iii) Tz A® = A sledi A = AAPA = A3 Kako je A® EP (Teorema 4.1.23), iz A® = A
sledi da je A EP. Obrnuto, A® = A# AAT = A# ASAT = A2AT = A2A# = A

(iv) Ako je A® = A* onda je A* = ATAA* = ATAAD = ATAA#AAT = AT paje A
parcijalna izometrija. Iz Im A = Im A® = Im A* sledi da je A EP. Obrnuto, kako je
A EP, imamo A" = A#_ a kako je A parcijalna izometrija, imamo A* = A", Sledi,
AD = AT AAT = ATAA® = A*
O

Slede¢a teorema je takode data u [9] ali za sluc¢aj kompleksnih matrica. Dokaza¢emo
je na jednostavniji nacin i to u sluc¢aju Hilbertovog prostora.
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Teorema 4.3.11. Neka su A, B € B(H) samo-adjungovani idempotenti takvi da je Im (AB)
zatvoren. Tada je Im (ABA) zatvoren, ind (AB) <14

(AB)® = (ABA)'. (4.52)
Dokaz. Ako je Im (AB) zatvoren onda postoji (AB)T i vazi

AB = AB(AB)*((AB)")* = ABA(BA)!
AB = ((AB)"*(AB)*AB = (BA)'BAB
Sli¢no je
J BA = BAB(AB)'" = (AB)'ABA.

Odavde sledi da je Im (AB) < Im (ABA) pa je Im (ABA) = Im (AB) zatvoren. Iz gornjih
jednakosti se vidi da je

AB = ABAB(AB)"(BA)' = (BA)'(AB)TABAB.

Sledi Im (AB) = Im (ABAB) = Im ((AB)?) i Ker (AB) = Ker (ABAB) = Ker ((AB)?),
pa je ind (AB) < 1.

Pokazali smo postojanje inverza u (4.52), pa mozemo preéi na dokaz formule. Dokaza-
¢emo ekvivalentno tvrdenje: ((AB)®)' = ABA. Po Teoremi 4.1.23 (iii), imamo da je
((AB)®)! = ABP,(ap) = (AB)*(AB)'. Koriste¢i poznatu formulu T = T*(TT*) koja
vazi za svaki operator T' sa zatvorenom slikom i koristeéi pretpostavku da su A i B samo-
adjungovani idempotenti, dobijamo

(AB)! = (AB)*(AB(AB)*)" = B*A*(ABB*A*)! = BA(ABA)'.
Kada ovaj izraz stavimo u gornju formulu, dobijamo

((AB)®)! = (AB)?BA(ABA)' = ABABA(ABA)" =
= ABAABA(ABA)! = (ABA)*ABA(ABA)" = (ABA)* = ABA.

Spektralne osobine

U ovoj sekciji ¢emo posmatriati takozvane spektralne osobine grupnog i jezgarnog
inverza operatora A € B(H), ind A < 1. Spektralne osobine matri¢nog grupnog inverza
se mogu naci u [13].

Ako 0 € 0,(A), i ako je x pridruzeni sopstveni vektor, onda = € Ker A, pa je Ker A #
{0}. Kako je H = ImA® Ker A = Im A @ Ker A* sledi da je Ker A® = Ker A* # {0}.
Dakle, 0 € 0,(A®). Sledi zakljucak da je

0eo,(A) = 0e0,(A%) = 0e0,(A9),

pri ¢emu ako je x zajednicki sopstveni vektor za A, A* i A® koji odgovara sopstvenoj
vrednosti 0 onda x € (Ker A n Ker A*)\{0}.
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Osim toga, Ker A# = Ker A, pa je
0eo,(A) < 0ea,(A")

pri ¢emu su odgovarajuéi sopstveni vektori za A odnosno za A* jednaki i to su oni i samo
oni elementi skupa Ker A\{0}.

Pretpostavimo sada da 0 # A € 0,(A) sa odgovaraju¢im sopstvenim vektorom z =
x1 + x9 € Im A @ Ker A. Koristeéi prvu reprezentaciju za A u (4.51) dobijamo

. . Al—)\IImA 0 1
R L I ]

Ovo je ekvivalentno uslovu A;zqy = Ax; i —Axg = 0. Kako je A # 0, to je x5 = 0 i
A € 0,(A;1). Dakle, za A # 0, A € 0,(A) sa sopstvenim vektorom x ako i samo ako
relmAileo,(A) sa sopstvenim vektorom z.

Neka je sada p # 0 i p € 0,(A%) sa odgovarajuéim sopstvenim vektorom y = y; + ys €
Im A @ Ker A. Tada, koriste¢i prvu reprezentaciju za A# u (4.51), dobijamo

ATt — pI 0 Y
0= (A% —ul)y =" fm A .
( a )y [ 0 _:LL[KerA Y2

Odatle je A7 yy = pyr i —pys = 0, tj. Ayyr = plyr iy = 0. Dakle, za pu # 0, i € o,(A#)
sa sopstvenim vektorom y ako i samo ako y e Im A i p~! € 0,(4,).

Kona¢no, neka je v # 0 i neka v € 0,(A®) sa odgovarajuéim sopstvenim vektorom
z =12 + 2 € Im A® Ker A*. Koriste¢i drugu reprezentaciju za A% u (4.51) dobijamo

AT — v 0 z
_ @ _ 1 ImA 1
0 (A VI)Z |: 0 _VIKerA*] |:22] ‘

Sledi A7'zy = vz i —vzy = 0, tj. Ajziv 'z i 2 = 0. Dakle, za v # 0, v € 0,(A9)
sa sopstvenim vektorom z ako i samo ako z € ImA i v~ € 0,(A4;) sa odgovarajuéim
sopstvenim vektorom z = z; € Im A.

Iz gornjeg razmatranja sledi da za A\ # 0, vazi

Aeo,(A) & AN leo,(A) & AN l1eo,(A%) & Neo,(A),

pri ¢emu su odgovarajuéi sopstveni vektori za A, A¥ A® i A, jednaki i pripadaju skupu
Im A.

Parcijalna uredenja na Hilbertovim operatorima odredenja uopstenim
inverzima

U Teoremama 4.2.12-4.2.15 u Poglavlju 4.2 smo izveli matri¢ne reprezentacije eleme-
nata a i b =-prstena R, kada je a < b, gde je < jedno od cetiri parcijalna uredenja <*,
<# <@ ili <@. Sada ¢emo videti na Sta se svode ove reprezentacije u slucaju kada su A
i B operatori iz B(H). U operatorskom slucaju, ove relacije se defini$u na isti nac¢in kao
i u slucaju prstena, videti Definiciju 4.2.4.
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Neka su A, B € B(H) MP-invertibilni (tj. neka su Im A i Im B zatvoreni u H) i pret-
postavimo da je A <* B. Setimo se da ovaj uslov odreduje dve ortogonalne dekompozicije
jedinice prstena B(H) (formule (4.38) na strani 77):

I=F +Ey,+E3iI=G)+Gy+ Gs,
gde je
Ey = AB' = AA", E,=(B-A)B'=BB' - AA", Es;=1- BB!
G, =B'A=A"A, G,=BYB—-A)=B'B-A'A, Gy=1-B'B.

Setimo se da za proizvoljan regularan operator C' i proizvoljan njegov g-inverz CV) vazi
Im (CCW) = ImC i Ker (CHC) = KerC. Primetimo da kada je A <* B onda je
Bt e (B — A){1}. Zbog toga dobijamo da je

ImE;, =ImA, ImE,=Im(B—A), ImFE;=Ker(BB') = Ker B! = Ker B*
ImG; =Im A" =Im A*, ImGy =Im G} =Im (B* — A*), ImG3 = Ker (B'B) = Ker B.

Zbog toga se Teorema 4.2.12, uz Teoremu 4.2.5 (i) < (iv) i rezultate Poglavlja 2.4, u
trenutnoj postavci svodi na slede¢u teoremu.

Teorema 4.3.12. Za A, B € B(H) sledeéi uslovi su ekvivalenti:
(i) A<*B.
(i) A* <* B*.
(iii) H=Im A& Im (B — A) & Ker B*,
H=ImA*SIm (B* - A*) & KerB i

(A, 0 0 Im A* ImA
A=[0 0 Of:|[Im(B*—A*)| > |Im(B—-A)|,
| 0 00 Ker B Ker B*

(A, 0 0 Im A* Im A
B=|0 By 0]:|Im(B*—A%)| - |[Im(B—-A) |,
|0 0 0 Ker B Ker B*

gde su Ay € B(Im A*, Im A) i By € B(Im (B*—A*),Im (B—A)) invertibilni operatori.
Iz prethodnog sledi da ako je A <* B onda je

ImB=ImA&SIm (B — A);
Im B* = Im A* & Im (B* — A¥);
Ker A = Im (B* — A*) © Ker B.
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Neka su A, B € I y i pretpostavimo da je A <# B. Setimo se da ovaj uslov odreduje
dekomporziciju jedinice prstena B(H) (formule 4.39 na strani 77):

I =F + F + F3,
gde je
Fy = AB* = AA¥, [, = (B - A)B*Y = BB* — AA¥ F;=1— BB¥.
Imamo da je
ImFy =ImA, ImF =Im(B—A), ImF;=KerB.
Teorema 4.2.13 se sada svodi na slede¢u teoremu.
Teorema 4.3.13. Za A, B € I y. sledeci uslovi su ekvivalenti:
(i) A<* B.
(ii) A* <# B¥.
(iii) H=ImA®Im (B - A)@®Ker B, i

A 00 ImA ImA
A=10 0 0|:|Im(B-A)| - |Im(B—-A4)|,
0 00 Ker B Ker B
(A, 0 0 ImA ImA
B=|0 B 0|:|Im(B-A)| - |Im(B-A)|,
0O 0 O Ker B Ker B

gde su Ay € BIm A) ¢ By € B(Im (B — A)) invertibilni operatori.
Iz prethodnog sledi da ako je A <* B onda je

ImB=ImA®Im (B — A);
Im B* = Im A* @ Im (B* — A);
KerA =1Im (B — A) ® Ker B.

Da bi izbegli nepotrebno ponavljanje, odmah navodimo na $ta se svode Teoreme 4.2.14
i 4.2.15. Primetimo samo da u slu¢aju jezgarnog inverza uslov A <® B implicira (dokaz
Teoreme 4.2.14 na strani 75)

ImF, = Im (B®(B — A)) = Im (BB* — AA¥),

za razliku od uslova A <# B iz kog sledi Fy, = B#*(B — A) = (B — A)B*, paje ImF, =
Im (B — A). Iz uslova A <g B sledi (videti (4.40)) Im F, = (B — A)Bg = Im (B — A).

Teorema 4.3.14. Za A, B € I i sledeci uslovi su ekvivalenti:

(i) A <@ B,
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(ii)) H=Im A& Im (B — A) & Ker B*,
H=ImA®Im (BB* — AA#*)®Ker B i

(A, 0 0O ImA ImA
A=[0 0 0|:|Im(BB? — AA#*)| — |Im(B - A) |,
0 00 Ker B Ker B*
(A, 0 0 ImA ImA
B=|0 B 0|:|Im(BB# —AA#)| - |Im(B—A) |,
0 0 O Ker B Ker B*

gde su Ay € B(Im A) i By € B(Im (BB* — AA#),Im (B — A)) invertibilni operatori.
Iz prethodnog sledi da ako je A <@ B onda je
ImB=ImAS&Im (B - A);
Im B = Im A® Im (BB* — AA%); (4.53)
Ker A = Im (BB* — AA%) @ Ker B.

Dekompozicija (4.53) sledi iz sledeé¢eg razloga. Prvo Im A < Im B pa je Im (BB# —
AA#?) < ImB. Kako je H = InB® Ker B = Im A @ Im (BB* — AA%) ® Ker B iz
prethodnog sledi Im B = Im A @ Im (BB# — AA%).

Teorema 4.3.15. Za A, B € I i sledeci uslovi su ekvivalenti:
(1) A <@ B.

(ii)) H =ImA* S Im (B* — A*) & Ker B,
H=ImA®Im(B—-A)®KerB i

(A, 0 0 Im A* ImA
A=[0 0 0|:|[Im(B*—A")| > [Im(B-A) |,
| 0 00 Ker B Ker B
(A, 0 0 Im A* ImA
B=|0 By 0]:|Im(B*-—A%)| > |[Im(B—-A)],
| 0 0 0 Ker B Ker B

gde su Ay € B(Im A*;Im A) i By € B(Im (B*—A*),Im (B—A)) invertibilni operatori.
Iz prethodnog sledi da ako je A <g B onda je
ImB=ImA®Im (B — A);
Im B* = Im A* & Im (B* — A¥);
Ker A = Im (B* — A*) © Ker B.
U slu¢aju prstena smo, za a € R okarakterisali razne podskupove skupa a{1} (Lema
4.2.17) i pokazali da je uslov a < b, <e {<* <# <® <&} ekvivalentan odgovarajuéim

skupovnim inkluzijama (Teorema 4.2.18). Sada ¢emo videti na Sta se svode karakterizacije
skupova A{1,3}, A{6} i A{3,6} i kako se pomoéu njih opisuje jezgarno parcijalno uredenje.
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Lema 4.3.16. Neka je A€ I y. Tada A ima sledecu reprezentaciju

A - Ay 0 [ImA . ImA
10 Of |KerA Ker A* |’
gde je Ay € B(Im A) invertibilan. Takode imamo sledece karakterizacije:

: ATY 0 Im A Im A o
(i) A{1,3} = {[)53 XJ : [K(ZIIIA*] — [KI:r A] : X5, Xy prozzvoljm};
—1
(i) A{l,6} = A{6} = {[A(l) ?ﬂ : [KIZEQ*] — [II{IS;Z] : Xo, Xy proizvoljm};

(i) A{1,3,6} = A{3,6} = {[Aé_l )?J : [égj*} — lllirgri] : Xy proz'zvoljan}.
Teorema 4.3.17. Neka su A, B € 11 g. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) A<® B;

(i) B{1,3} < A{1,3} i B{6} < A{6};

(i) B{3,6} < A{3,6}.

Izvodenje formula za ostale podskupove se moze uraditi analogno.
Poglavlje zavrSavamo slede¢com napomenom. Za dodatne osobine videti Poglavlje 6
u [93].

Napomena 4.3.18. (i) Neka je p(t) = X.;_, axt* proizvoljan polinom. Tada je

k=1

q(A")A®,

p(A®) = > ap(AB)F = ap (A TA® 4 gl =
k=0
CL()I +

gde je q(t) = ]@. Drugi nacin je

p(AD) = ag(I — AAT) + p(AH)AAT,
Za dualni jezgarni inverz imamo p(Ag) = aol + Agq(A?) i

p(Ag) = ao(I — ATA) + ATAp(Aﬁ).

(ii) Podsetimo se da se Bot-Dafinov inverz operatora A € B(H) u odnosu na zatvoreni
potprostor L, definiSe sa

ATV = PL(AP, + Ppo) 7Y,

gde je Pp, samo-adjungovani (ortogonalni) idempotent na L. Bot-Dafinov i jezgarni
inverz su povezani na slede¢i nacin:

A%;llj = PImA[A-PImA + PKerA*]_l = A@’
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pod pretpostavkom da je ind(A) < 1. Ovo sledi iz druge reprezentacije za A i prve
reprezentacije za A® u (4.51) i iz slede¢ih formi

P_IO.ImA_)ImA.P _OO.ImA_)ImA
mA =g 0] |KerA* KerA| ' "KeeaA* = g 1|7 | Ker A* Ker A* |-

Analogno se moze dokazati da je Ag = A%;ll()A*).

4.4 Jedinstvena teorija parcijalnih uredenja na
prstenima odredenih uopStenim inverzima

Do sada smo mogli da uo¢imo jasnu analogiju u definicijama razlicitih parcijalnih uredenja
baziranih na uopStenim inverzima. Jedinstvenu teoriju ovih uredenja na skupu komplek-
snih matrica je dao Mitra u radu [76]. U poslednje vreme, velika paZnja je posvecena
uopStenim inverzima i njima odredenim parcijalnim uredenjima na prstenima. Osim toga,
uvedene su nove klase uopstenih inverza na prstenima, kao $to su Drejzinov (b, ¢) inverz
i Merijev inverz duz elementa. Zbog toga postoji potreba za jedinstvenom teorijom par-
cijalnih uredenja na prstenu baziranih na uopstenim inverzema. Rezultati ovog poglavlja
su publikovani u radu [97].

U nastavku ¢emo uvesti posebnu vrstu Dedekind-kona¢nog prstena, zahtevajucéi do-
datan uslov na skupu njegovih idempotenata. Ovaj prsten, kojeg mozemo nazvati kona¢no
dimenzionalan prsten (FD prsten) predstavlja uopstenje prstena linearnih operatora na
kona¢no dimenzionalnom vektorskom prostoru. Zatim ¢emo pokazati da osnovni rezultati
jedinstvene teorije matri¢nih parcijalnih uredenja vaze i na FD prstenu. Takode ¢emo
dokazati i nekoliko novih rezultata.

Gg-relacija

Jedinstvena teorija matri¢nih parcijalnih uredenja baziranih na uopS$tenim inverzima
se moze nacu u Mitrinom radu [76] i Glavi 7 njegove monografije [77]|. Definicije, pojmovi
i notacija koris¢eni u [77| se takode mogu koristiti i u slu¢aju prstena, pa ¢emo mi slediti
tu notaciju.

Ukoliko drugacije nije naglaseno, R je proizvoljni prsten sa jedinicom 1 (sa ili bez
involucije u zavisnosti od konteksta).

Definicija 4.4.1. Oznac¢imo sa P(R) klasu svih podskupova od R. g-preslikavanje je
preslikavanje
G:R— P(R)

takvo da je G(a) odreden podskup od a{l}, za svako a € R. Skup
Qg ={aeR:G(a) # T}
se zove nosa¢ g-preslikavanja G. Sa G,(a) oznac¢avamo skup G(a) n a{l, 2}.
Definicija 4.4.2. Neka je G : R — P(R) g-preslikavanje. Za a,b € R, kazemo da je
a<9b ako a,beQgiga=gb, ag=>bg zaneko ge G(a).

Relacju uredenja <9 zovemo G-relacija.
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Element a € R je G-maksimalan ako za svako be R, iz a <9 bsledi a = b.
Primetimo da koncept G-relacije pokriva minus, zvezda, ostro, jezgarno i dualno jez-
garno parcijalno uredenje kao specijalne slucajeve:

e Ako je G(a) = a{l}, tada se relacija <9 poklapa sa relacijom minus parcijalnog

uredenja.
e Ako je G(a) = {a'}, tada se <Y poklapa sa zvezda parcijalnim uredenjem.
e Ako je G(a) = {a™}, tada se <Y poklapa sa o§trim uredenjem.
e Ako je G(a) = {a®}, tada se <Y poklapa sa jezgarnim uredenjem.
e Ako je G(a) = {ag}, tada se <9 poklapa sa dualnim jezgarnim uredenjem.

Odmah mozemo videti da je G-relacija refleksivna na nosacu ()g. Takode, za a,b € R, vazi
a<9b=—a<" b,

pa je <Y uvek antisimetri¢na. Na§ glavni zadatak je ispitati pod kojim uslovima je G-
relacija tranzitivna, samim tim relacija poretka. Potrebne su nam sledeée definicije.

Definicija 4.4.3. Neka je G : R — P(R) g-preslikavanje i neka je a € R. Klasa
Gla) = {g: ga = aVa, ag = aaV za neko a'V € G(a)}

se zove kompletizacija skupa G(a). Kazemo da je G(a) kompletan ako je G(a) = G(a).
Ako je G(a) kompletan za svako a € R onda kazemo da je preslikavanje G kompletno.

Odmah se vidi da je G(a) < a{1} i G(a) < G(a) za svako a € R.
Definicija 4.4.4. Neka je G : R — P(R) g-preslikavanje. Za a,b € R neka je

G(a,b) = {hah : he G(b)}.

Kazemo da par (a,b) zadovoljava (T)-uslov ako je G(a,b) < G(a).

Definicija 4.4.5. Neka je G : R —> P(R) g-preslikavanje i a € R. Za skup G(a) kazemo
da je polu-kompletan ako je G(a,a) < G(a). Ako je za svako a € R, skup G(a) polu-
kompletan onda kazemo da je g-preslikavanje G polu-kompletno.

Dakle, G(a) polu-kompletan ako i samo ako par (a,a) zadovoljava (T)-uslov.

Napomena 4.4.6. Dokazi mnogih rezultata iz [76] su ¢isto algebarski i mogu se primeniti
i u slu¢aju prstena, uz sledeé¢i komentar. Po Lemi 3.2.5, uslovi ImA € Im B i Im A* <
Im B* se moraju zameniti uslovima aR < bR odnosno Ra < Rb.

Glavni cilj jedinstvene teorije je nalazenje potrebnih i dovoljnih uslova pod kojima
je neka G-relacija parcijalno uredenje. Dokaz tog rezultata, u matri¢nom sluc¢aju, koristi
tehnike linearne algebre koje ne mozemo primeniti u sluc¢aju prstena. Umesto toga, kao i
do sada, koristicemo Parsovu dekompoziciju jedinice prstena R.

Konac¢no dimenzionalni prsten

Pored prirodnog parcijalnog uredenja < (Definicija 1.2.7), na skupu idempotenata
E(R), prstena R, se definiSe i sledec¢a poznata relacija ekvivalencije.
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Definicija 4.4.7. (Videti [55].) Idempotenti e, f € E(R) su ekvivalentni, u oznaci e ~ f,
ako postoje elementi x € eRf i y € fRe takvi da je xy = e iyx = f.

Iz Definicije 4.4.7 dobijamo da za e € F(R) vazi
e~0 = e=0. (4.54)

Napomena 4.4.8. Nije tesko dokazati da su idempotenti e i f ekvivalentni ako i samo
ako su eR i fR izomorfni kao desni R-moduli ako i samo ako su Re i Rf izomorfni kao
levi R-moduli. Za dokaz videti Teoremu 14 u [55]. Odavde sledi da je relacija ~ relacija
ekvivalencije na E(R), [55].

Napomena 4.4.9. Primetimo da je e ~ f ako i samo ako postoje x,y € R tako da je
xy = e iyxr = f. Zaista, pretpostavimo da je xy = e i yx = f i izaberimo z; = exf i
y1 = fye. Lako se pokazuje da x1 € eRf, y1 € fRe i x1y; = e, y171 = f.

Prsten R je Dedekind-konacan (direktno kona¢an) ako za proizvoljne elemente z,y € R
iz zy = 1 sledi yx = 1, videti [62], [40]. Odmah se vidi da je R Dedekind-konacan ako i
samo ako za svaki idempotent e € F(R) vazi

e~1 = e=1. (4.55)
Skup svih kompleksnih n x n matrica mozemo poistovetiti sa skupom linearnih trans-
formacija L(C™).

Lema 4.4.10. Neka je V' proizvoljan vektorski prostor i neka su P,Q € L(V') dva idem-
potenta. Sledeci uslovi su ekvivalentna:

(i) P~Q;
(i) Potprostori Im P i Im Q) su izomorfni.

Dokaz. (i) = (ii): Iz P ~ @ sledidaje P = XY i Q =YX zaneke X,Y € L(V) takve
daje X = PXQiY = QY P. Lako se pokazuje da transformacija X; = X|ImQ ImQ —
Im P svedodi o izomorfnosti prostora Im P i Im Q.

(ii) = (i): Neka je X; : Im @ — Im P izomorfizam. Definisimo transformacije X,Y €
L(V)sa Xv=XQuiYv=X;"Pv,veV. Tada je XYv = X,Q(X;'Pv) = Pv 7a
svako v € V. Slitno je Y X = @ odakle sledi P ~ Q. O

Napomena 4.4.11. Poznato je da je kompleksan vektorski prostor V' konac¢no dimen-
zionalan ako i samo ako je £(V') Dedekind-konacan prsten. Dokaz se moZze na¢i, na primer,
u [40], str. 165-166.

Nama ¢e biti potrebna malo drugacija karakterizacija kona¢no dimenzionalnih pros-
tora.

Teorema 4.4.12. Neka je V' proizvoljan vektorski prostor. sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) dimV < oo;
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(ii) Za proizvoljne idempotente P,Q € L(V') vaZi uslov:

P~Q =— I-P~I-Q.

Dokaz. (i) = (ii): Pretpostavimo da je dimV = n < o i neka su P,Q € L(V) dva
ekvivalentna idempotenta. Dva kona¢no dimenzionalna vektorska prostora izomorfna ako
i samo ako imaju iste dimenzije. Zbog toga, po Lemi 4.4.10, imamo da je dimIm P =
dimIm @) = r za neko r < n. Dakle, dimIm (/—P) = dimKer P = n—ridimIm (/-Q) =
dim Ker Q = n — r. Opet, po Lemi 4.4.10, zaklju¢ujemo da je I — P ~ I — Q.

(ii) = (i): Imajuéi u vidu (4.54), jasno je da iz uslova (ii) sledi uslov P ~ [ = P = [.
Dakle, £(V) je Dedekind-konacan prsten, pa na osnovu Napomene 4.4.11, sledi da je
dimV < . O]

Kao sto se moze videti, prethodna karakterizacija konac¢no dimenzionalnosti je ¢isto
algebarska. Inspirisani Teoremom 4.4.12, uvodimo novu klasu prstena, a njene elemente
mozemo zvati kona¢no dimenzionalni prsteni ili skrac¢eno FD (Finite Dimensional) prsteni.

Definicija 4.4.13. Prsten R je FD prsten ako za porizvoljne idempotente e, f € F(R)

vazi uslov:
e~f = l—e~1-—/f (4.56)

Napomena 4.4.14. Pojam FD prstena je nov, koliko je autor upoznat, i, kao $to mozemo
videti, svaki FD prsten je Dedekind-konacan prsten. Zbog toga, iz (4.55) sledi da za FD
prsten R i proizvoljan njegov idempotent e € F(R) vazi:

e~1 = e=1. (4.57)

Iz Teoreme 4.4.12 sledi da je M,, FD prsten, ali da £(V'), gde je dimV = oo, nije FD
prsten.

Napomena 4.4.15. Iz Napomene 4.4.8 sledi da su slede¢i uslovi ekvivalentni:
(i) R je FD prsten.

(ii) Za svaka dva idempotenta e, f € F(R) vazi:

Ako su eR i fR izomorfni kao desni R-moduli onda su (1 —e)R i (1— f)R izomorfni
kao desni R-moduli.

(iii) Za svaka dva idempotenta e, f € F(R) vazi:

Ako su Re i Rf izomorfni kao levi R-moduli onda su R(1 —e) i R(1 — f) izomorfni
kao levi R-moduli.

Kada je R, FD prsten, slede¢a teorema pokazuje da vazi ja¢i uslov od onog u (4.56).

Teorema 4.4.16. Neka je R, FD prsten i neka su ey, es, f1, fo € E(R) idempotenti iz R.
Vazi sledeca implikacija:

(e1~eo, fi~fo,e1< fi,ea< fo) = fi—e1~ fa—en (4.58)
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Dokaz. Pretpostavimo da je ey ~ €9, fi ~ foida je

€1f1 = f1€1 = €1, €2f2 = f262 = €9. (459)

Oc¢igledno je da su f; — ey i fo — es idempotenti. Stavimo da je

pr=e, pp=fi—e,p3=1-f

q1=¢€ Ga=fo—e3, 3=1—fo.
Koristeé¢i (4.59), jednostavna provera pokazuje dasu 1l =p; +ps+psil=q + ¢ + g3
dve dekompozicije jedinice prstena R. 1z p; = e; ~ e3 = ¢y, sledi da postoje x € py Rq i

y € 1 Rp; tako da je xy = p1 i yr = q;. Kako je x = p1xq1 1 y = quyp1, imamo sledece
reprezentacije:

z 0 0
z=10 0 0 i y=
0 00

O o
o O O
o O O

pxq axp
Kako je R, FD prsten, iz f; ~ fosledi 1 — fi ~ 1 — f5, tj. p3 ~ q3. Dakle, postoje
u € p3Rqs 1 v € qg3Rps tako da je uv = p3 i vu = q3. 1z v = p3ugs i v = qzvps sledi da je:

000 0 00

u= 10 0 0 i v=10 0 0

0 0 u 0 0 v
pxq gxp

Na osnovu prethodnog sledi
zy 0 O pr 0 O
(x+u)(y+v)=10 0 0 =(0 0 O
0 0 wv 0 0 p3
pPXp pPXp

Dakle, (x + u)(y + v) = p1 + p3. Sli¢no mozemo dokazati da je (y + v)(x + u) = ¢ + ¢s-
Zaklju¢ujemo da je p; + ps ~ ¢1 + q3. Kako je R, FD prsten, sledi da je 1 — (p; + p3) ~
1= (q1+q3), tj- fi—e1~ fa—ea L

Primetimo da kada u Teoremi 4.4.16 stavimo f; = fo = 1 onda se uslov (4.58) svodi
na uslov (4.56).

Jedinstvena teorija

Neka je <9 proizvoljna G-relacija. Glavni cilj ove sekcije je naé¢i potrebne i dovoljne
uslove pod kojima je relacija <9 parcijalno uredenje. S obzirom da iz a <9 bsledi a <~ b,
imamo

a<9b= a=0bWa=abWb=abVa i (b—a)pV(b—a)=0—a, (4.60)

za svako b € b{1}.
Ispostavlja se da se ideja iz Teoreme 3.1.8 i Teorema 4.2.12-4.2.15 moze primeniti i
na jedinstvenu teoriju.
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Teorema 4.4.17. Neka je R prsten i G : R —> P(R) g-preslikavanje. Neka su a,b € Qg.
Tada vaZe sledeca tvrdenja.

(i) Pretpostavimo da je a <9 b. Fiksirajmo h € G(b) i stavimo da je
ey =ah, ey =(b—a)h, e3=1—"0bh
fi=ha, fo=hb—a), f3=1-hb.

Tada su
l=e +ex+es, 1t 1l=fi+fot+fs

dve dekompozicije jedinice prstena R u odnosu na koje elementi a i b imaju sledece
matricne forme:

a 0 0 a 0 0
a=|1000 , b=10 b—-a 0 , (4.61)
0 00 ex 0O 0 O ex f

pri cemu je element a € ey Rf1, (eq, f1)-invertibilan, a element b—a € esRfs, (e, f2)-
mwvertibilan.

(ii) Ako je G polu-kompletno preslikavange i ako a i b imaju reprezentacije (4.61) gde su
l=e14+e+esil=fi+ fo+ f3 dve dekompozicije jedinice prstena R takve da je
e1 =ag i fi = ga za neko g € G(a), onda je a <9 b.

Dokaz. Dokaz tvrdenja (i) se moze izvesti duz linija dokaza Teoreme 3.1.8 i Teoreme
3.1.9. Da bi dokazali tvrdenje (ii) pretpostavimo da a i b imaju reprezentacije (4.61) gde
jeeg = agi fi = ga za neko g € G(a). Neka je ¢ = gag. Kako je G polu-kompletno,
dobijamo da ¢’ € G(a). Imamo

fig'er = gagagag = gag = ¢,

pa je
g 00
g=10 00
0 00 fxe
Sada je lako videti da je
ag 0 0 ga 0 0
ag =bg =10 0 0 i gda=¢b=10 0 0
0 0 0], 0 00 it
Po Definiciji 4.4.2, a <9 b. m

Napomena 4.4.18. Primetimo da i za G-relaciju vazi tvrdenje iskazano u Teroemi 3.1.25
na strani 36.

U sledecoj teoremi ¢emo okarakterisati sve elemente b vece od elementa a u odnosu
na proizvoljnu polu-kompletnu G-relaciju. Videti Teoremu 3.4.3 u [77| za karakterizaciju
u slucaju kompleksnih matrica.
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Teorema 4.4.19. Neka je G : R — P(R) polu-kompletno g-preslikavange i neka je
a € g. Tada je

{(beR:a<%b} ={a+ (1 —ag)d(l—ga):geGla),de R}. (4.62)

Dokaz. Ozna¢imo sa S skup na desnoj strani jednakosti (4.62). Pretpostavimo da je
a <9 b. Tada je ag = bg i ga = gb za neko g € G(a). Dakle, (b—a)g =01 g(b—a) = 0.
Lako se proverava da je

b=a+b—a=a+(1—ag)(b—a)(l—ga),

odakle sledi da b € S. Pretpostavimo sada da b€ S, tj. daje b =a+ (1 — ag)d(1 — ga)
za neko g € G(a) i d € R. Neka je ¢' = gag. Kako je G polu-kompletno sledi da ¢’ € G(a).
Iz aga = a, lako se vidi da je bg’ = ag’' i ¢'b = g’a. Dakle, a <9 b. O

Iz Teoreme 4.4.19, zaklju¢ujemo da je a <9 b ako i samo ako je

a 0
O
pxq

gde je p = ag, ¢ = ga za neko g € G(a) i proizvoljno v € (1 — p)R(1 — q).
U sledec¢oj teoremi ¢emo dokazati da su, pod odredenim uslovima, jedini maksimalni
elementi invertibilni elementi.

Teorema 4.4.20. Neka je R, FD prsten i neka je G : R — P(R) polu-kompletno g-
preslikavanje. Element a € Qg je G-maksimalan u odnosu na <9 ako i samo ako je a
wvertibilan.

Dokaz. Pretpostavimo da a € (g nije invertibilan. Hoc¢emo da pokazemo da a nije G-
maksimalan. Neka je a(Y € G(a) i g = aWaa™. Kako je G polu-kompletno, imamo da
g € G(a). Takode, gag = g. Izaberimo e = ag i f = ga. Tada je e ~ f. Ako je e = 1 ili
f =1 tada iz (4.57) sledi e = f = 1, pa je a invertibilan. Dakle, e # 11 f # 1. Kako
je R, FD prsten, sledi da je 1 —e ~ 1 — f. Zbog toga postoje x € (1 —e)R(1 — f) i
ye(l—f)R(1 —e) takodajeay =1—eiyr =1— f. Nekaje b = a+ z. Kako je
1 —e # 0, imamo da je x # 0 pa je b # a. Primetimo da je

(1-flg=01-ga)g=0 i g(1—e)=g(l—ag)=0.

Dakle, zg = 0 i gx = 0. Sledi bg = ag i gb = ga pa je a <9 b, §to je u kontradikciji sa,
pretpostavkom da je a maksimalan.

Sa druge strane, pretpostavimo da je a € {)g invertibilan i da je a <9 b za neko b € R.
Kako je a invertibilan, jedini njegov unutra$ni inverz je a=!. Dakle, G(a) = {a'}. Sada,
iz a <9 bsledi aa™" = ba™', pa je a = b. Dokazali smo da je a maksimalan. O

Sada smo u poziciji da damo potrebne i dovoljne uslove pod kojima je G-relacija
parcijalno uredenje na R. Ispostavlja se da je mnogo lakSe nac¢i dovoljne uslove.

Teorema 4.4.21. Neka je G : R — P(R) g-preslikavanje. Pretpostavimo da za proizvoljne
elemente a,b € R, iz uslova da je a <9 b i da b nije maksimalan sledi da par (a,b) zado-
voljava (T)-uslov. Tada je relacija <9 parcijalno uredenje na Qg.
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Dokaz. Dokaz se ne razlikuje od dokaza u slu¢aju kompleksnih matrica, videti Teoremu
7.2.13. u [77]. Dokaz ¢emo dati zbog kompletnosti. Kako je relacija <9 uvek refleksivna
i antisimetri¢na na Q¢, dovoljno je dokazati da je <Y tranzitivna. Pretpostavimo da je
a <9 bib <Y c Ako je b maksimalan onda je b = ¢ pa je a <Y c. Neka zato b nije
maksimalan. Kako je b <9 ¢, postoji h € G(b) tako da je bh = ch i hb = he. Po uslovu
teoreme, zbog a <9 b, imamo da par (a,b) zadovoljava (T)-uslov. Zato hah € G(a). Neka
je g = hah. Kako iz a <9 bsledi a <~ b, iz osobina (4.60), dobijamo a = bha = ahb = aha.
Sledi
ag = ahah = ah = bhah = chah = cg.

Sli¢no je ga = gc, odakle je a <Y c. O

Posledica 4.4.22. Neka je G : R —> P(R) polu-kompletno g-preslikavanje. Za a,b € R,
sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) Ako je a <9 b i b nije maksimalan onda par (a,b) zadovoljava (T)-uslov.
(i) Ako je a <9 b i b nije maksimalan onda je G(b) < G(a).
(iii) Ako je a <9 b i b nije maksimalan onda je G(b) < G(a).

Ako jedan od uslova (i)—(iii) vaZi za svako a,b € R onda je <Y relacija parcijalnog uredenja
na Qg.

Dokaz. S obzirom na Teoremu 4.4.21 dovoljno je dokazati ekvivalenciju uslova (i), (ii) i
(iii). Ako je G(b) = & tada su svi uslovi zadovoljeni. Pretpostavimo da je G(b) # .

(i) = (ii): Pretpostavimo da vazi (i) i da je a <9 b pri ¢emu b nije maksimalan. Neka
je h proizvoljan element skupa G(b). To znaci da postoji b € G(b) tako da je hb = bMb
i bh = bbM. Neka je g = bMabM). Kako (a,b) zadovoljava (T)-uslov, imamo da g € G(a).
Iz a <9 b sledi a <~ b, pa na osnovu (4.60), sledi da je a = aua = aub = bua za svako
u € b{1}. Dobijamo, a = bha = ahb = ab™a. Na osnovu prethodnog sledi da je

ha = h(bha) = bMbha = 8Ma = bV (abVa) = ga
ah = (ahb)h = ahbb®™ = abM = (abWMa)b® = ag.

Dakle, h € G(a), pa je G(b) < G(a).

(ii) = (iii) je jasno jer je G(b) < G(b) za svako b e R.

(iii) = (i): Pretpostavimo da vaZi (iii). Neka je a <9 b pri ¢emu b nije maksimalan
element. Za svako h € G(b) postoji g € G(a) tako da je ag = ah i ga = ha. Kako je G
polu-kompletno, dobijamo da je hah = gag € G(a), pa par (a, b) zadovoljava (T)-uslov. O

U sledecoj teoremi ¢emo dokazati da je pod odredenim pretpostavkama, dovoljan uslov
iz Teoreme 4.4.21 i Posledice 4.4.22, takode i potreban uslov da bi G-relacija bila relacija
poretka na R. Ekvivalentnost uslova (i) i (ii) u sledec¢oj teoremi je uop$tenje Mitrinog
rezultata, Teorema 2.6 u [76] i rezultata Mitre, Bimasankarama i Malika, videti Teoremu
7.2.31 u [77], koji su posmatrali sluc¢aj R = M,,.

Teorema 4.4.23. Neka je R, FD prsten i neka je G : R — P(R) polu-kompletno g-
preslikavanje. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
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(i) Relacija <9 je parcijalno uredenje na Q.
(ii) Neka su a,be R. Ako je a <9 b onda par (a,b) zadovoljava (T)-uslov.
(iii) Neka su a,be R. Ako je a <9 b onda je G(b) < G(a).
) < Gla).

Dokaz. (i) = (ii): Pretpostavimo da je R, FD prsten, da je G polu-kompletno g-preslikavanje
i da je <9 tranzitivna. Neka su a,b elemetni iz R takvi da je a <9 b. Jasno je da ako je
G(b) = & onda par (a,b) zadovoljava (T)-uslov. Pretpostavimo zbog toga da je G(b) # .
Neka je b € G(b). Treba dokazati da je bMab™) € G(a). Neka je h = bbb, Kako je
G polu-kompletno, imamo h € G(b) < b{1}. Lako se vidi da je hbh = h. Takode, iz (4.60)
dobijamo

(iv) Neka su a,be R. Ako je a <9 b onda je G(b) <

hah = bM (bW a)bMopH = b (abMp)p™ = pMapD). (4.63)

Neka su e; i f;, i = 1,2,3 kao u Teoremi 4.4.17. Tada a i b imaju reprezentacije (4.61).
Zbog Napomene 4.4.9, imamo da je bh ~ hb. Zbog toga Sto je R, FD prsten, imamo
da je e3 =1 —bh ~ 1 — hb = f3. Odavde sledi da postoje = € e3Rf3 i y € f3Res tako
da je e3 = xy i f3 = yx. Primetimo da je hah = fih = he; pa hah € fiRe;. Sli¢no
h(b—a)h € faRes. Sledi da je

hah 0 0
h = hbh = hah + h(b—a)h=| 0 h(b—a)h 0 . (4.64)
0 0 0
fxe
Neka jec=b+ 212z = h+y. Imamo
a 0 0 hah 0 0
c=10 b—a 0© i z=| 0 hb—ah 0| . (4.65)
0 0 ex 0 0 Yl rre
Iz (4.60) sledi da je
ahah 0 0 e; 0 0
cz=1| 0 (b—a)h(b—a)h O =10 e 0 =1
0 0 Ty 0 0 e3

exe

Slicno dobijamo da je zc = 1, odakle sledi da je ¢ invertibilan i 2 = ¢~!. DokaZimo sada
da je b <9 c. Iz (4.61), (4.64), (4.65) dobijamo

ahah 0 0 er 0 0
bh=ch=| 0 (b—a)h(b—a)h O =10 e O
0 0 0f,.. 0 0 0f_..

Sli¢no je hb = hc = fi + fo. Po definiciji dobijamo b <9 ¢. Kako je <9 tranzitivna to je
a <9 c. Zbhog toga postoji g € G(a) tako da je ag = cg i ga = gc. Stoga je a = aga = cgc.
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Sledi

a 0 0 hah 0 0
g=ctact=| 0 hb—a)h 0 000 0 h(b—a)h 0
Yy fxe 000 exf Yy fxe
hahahah 0 0
= 0 0 0 = hah.
0 0 0],,

Iz (4.63) dobijamo da je bMab™ = g € G(a), §to je i trebalo dokazati.
Dokaz (ii) = (iii) = (iv) = (i) se izvodi duz linija dokaza Posledice 4.4.22. O

Posledica 4.4.24. Neka je G : R — P(R) g-preslikavanje takvo da je G(z) = {g.} gde
je g, odredeni g-inverz od x. Za a,b € R sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) Ako je a <9 b onda je gyagy = ga.
(ii) Ako je a <9 b onda je ag, = agy i gaa = Gpa.
(iii) Ako je a <9 b onda je G(b) < G(a).

Ako jedan od uslova (i)—(ii) vaZi za svako a,b € R onda je <9 relacija parcijalnog uredenja
na Cg.

Dokaz. Dokaz sledi iz Posledice 4.4.22. O

Posledica 4.4.25. Neka je R, F'D prsten i neka je G : R — P(R) g-preslikavanje takvo
da je za x € R, G(z) = {g.} gde je g, odredeni refleksivni wopSteni inverz od x. Tada su
sledeéi uslovi ekvivalentnai:

(i) Relacija <9 je relacija parcijalnog uredenja na Q.

(ii) Neka su a,be R. Ako je a <9 b onda je gyagy = ga.
(iii) Neka su a,be R. Ako je a <9 b onda je ag, = agy i gaa = gpa.
(iv) Neka sua,be R. Ako je a <9 b onda je G(b) < G(a).

Dokaz. Kako je za svako x € Q)g, g, refleksivni uopSteni inverz od z, sledi da je G polu-
kompletno preslikavanje. Zbog toga, dokaz sledi iz Teoreme 4.4.23. O

_ Veé smo dokazali u Teoremi 4.4.23 da pod odredenim uslovima iz a <9 b sledi G(b) =
G(a). Prirodno je postaviti pitanje da li vazi i obrnuto.

Teorema 4.4.26. Neka je G : R — P(R) g-preslikavanje i neka su a,b € Qg. Ako je
G(b) = G(a) ia<®bondajea <9 b.

Dokaz. Pretpostavimo da je G(b) < G(a) i da je a <® b. Fiksirajmo h € G(b). Tada
h e G(a) pa postoji g € G(a) tako da je ha = ga i ah = ag. Iz a <® b sledi a = bha = ahb,
videti Teoremu 3.1.4. Kako je G polu-kompletno, imamo da je f := gag € G(a). Lako se
moze videti da je faf = f i da je fa = gaga = ga = ha. Zbog toga je af = bhaf =
bfaf = bf. Slicno je af = ah i fa = fb. Po definiciji je a <9 b. O]
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U Teoremi 4.4.23 smo dokazali da pod odredenim pretpostavkama iz a <9 b sledi da
par (a,b) zadovoljava (T)-uslov. Takode, iz a <9 b sledi @ <~ b. Obratan rezultat je
dokazan za neka matri¢na parcijalna uredenja. Naime, u Teoremi 2.4 u [74] je dokazano
daza A,Be M, iz A <~ Bi B¥AB?" <® A" sledi A <¥ B. Isti rezultat je dokazan
kada se umesto grupnog inverza i osStrog uredenja posmatra MP inverz odnosno zvezda
uredenje. U sledecoj teoremi ¢emo dokazati jaci rezultat.

Teorema 4.4.27. Neka su a,b € R i neka je G : R — P(R) g-preslikavanje. Pret-
postavimo da je a <~ b i da postoje h € b{1} i g € G,.(a) takvi da je hah <* g. Tada je
a<90b.

Dokaz. Pretpostavimo da je a <~ bida je hah <® g za neke h € b{1} i g € G,(a). Dakle,
hah = xg = gy za neke x,y € R. 1z a <™ b sledi a = aha = ahb = bha. Dobijamo da je

g = gag = g(aha)g = gahahag = ga(hah)ag
= ga(zg)ag = gaz(gag) = gazg = ga(zg)
= galgy) = (9ag)y = gy,

pa je hah = g. Sada je

gb = hahb = h(ahb) = ha = haha = (hah)a = ga
bg = bhah = (bha)h = ah = ahah = a(hah) = ag.

Sledi da je a <9 b. O

Sledeca teorema je uopstenje Teoreme 2.3 u |74] gde je Mitra posmatrao slucaj R =
My, G(A) = {AT} i G(4) = {A7}.

Teorema 4.4.28. Neka su a,b€ R i neka je G : R —> P(R) g-preslikavanje. Tada vaZi:
(i) Ako je G polu-kompletno i a <9 b onda je a <~ b i a = bgb za neko g € G.(a).
(ii) Ako je be Qg, a <~ b i ako postoji g € G,(a) tako da je bgb <* a onda je a <9 b.

Dokaz. (i): Pretpostavimo da je G polu-kompletno i da je a <9 b. Tada je a <~ b i
postoji a) € G(a) tako da je aa) = ba®V) i aMa = aMb. Neka je g = aMaaV). Kako je
G polu-kompletno, imamo da g € G(a). Lako se proverava da je bgb = a.

(ii): Pretpostavimo da je a <~ b i da postoji g € G.(a) tako da je bgh <® a. Dakle,
postoje =,y € R tako da je bgb = xa = ay. Fiksirajmo h € G(b). Iz a <~ b sledi
a = aha = bha = ahb. Imamo da je

a = aga = (ahb)g(bha) = ah(bgb)ha = ah(xa)ha
= ahx(aha) = ahza = ah(zxa) = ah(ay) = (aha)y = ay,

pa je bgb = a. Sledi

bg = bgag = bg(bha)g = (bgb)hag = ahag = ag
gb = gagb = g(ahb)gb = gah(bgb) = gaha = ga.

Dakle, a <9 b. O
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Ranije smo naglasili da iz a < b sledi b — a < b, gde je <€ {<~,<* <#}. Ali, kada
je <€ {<® <@}, onda iz a < b ne sledi b — a < b. U sledecoj teoremi dajemo odgovor
na pitanje pod kojim uslovima ova osobina vazi za G-relaciju. Videti takode Teoremu 2.8
u [76].

Teorema 4.4.29. Neka je R, FD prsten i neka je G : R — P(R) g-preslikavange
takvo da je G(x) = {g.} gde je g, odredeni refleksivni inverz od x. Pretpostavimo da je
<Y parcijalno uredenje na Qg i da je a <9 b. Tada je b —a <9 b ako i samo ako je

9vb—a = 9b — Ya-

Dokaz. Pretpostavimo da je a <9 bi b—a <9 b. Iz Posledice 4.4.25 sledi gyagy, = g, i
a(b—a)gy = gp_a- Dakle, gy = gobgy — gragy, = g — ga- Sa druge strane pretpostavimo
dajea <9 bigyq =gy — ga 1z Posledice 4.4.25, sledi da je ag, = agy i goa = gya. Zbog
toga dobijamo

(b—a)gp—a = (b—a)(9b — ga) = b(gs — 9a) — agp + aga = bGy—a-
Na isti nac¢in moZemo dobiti da je gy_o(b — a) = gy_ob pa je b—a <9 b. O

U prethodnim poglavljima smo dokazali da su minus, zvezda, ostro, jezgarno i dualno
jezgarno uredenje zaista parcijalna uredenja. Ova tvrdenja mozemo dokazati i koristec¢i
Posledicu 4.4.24.

G1. Minus uredenje je relacija parcijalnog uredenja na skupu Qg := RW.
Po Teoremi 4.4.21 dovoljno je dokazati da iz a,b € Qg, a <~ b sledi bMab) € a{1}
za svako b(V) € b{1}. Medutim iz a <~ b sledi aba = a pa je prethodna osobina
zadovoljena.

G2. Ostro uredenje je relacija parcijalnog uredenja na skupu Qg := R¥.
Na osnovu Posledice 4.4.24, dovoljno je dokazati da iz a,b € Qg, a <* b sledi b*ab? =
a”. Ovu osobinu smo dokazali u Teoremi 4.2.26.

G3. Zvezda uredenje je relacija parcijalnog uredenja na skupu Qg := RT.
Zbog Posledice 4.4.24 dovoljno je dokazati da iz a,b € Qg, a <* b sledi blab’ = al.
Ovu osobinu smo dokazali u Teoremi 4.2.22.

G4. Jezgarno uredenje je relacija parcijalnog uredenja na skupu g := R®.
Treba dokazati da iz a <@ b sledi b¥®ab® = a®. Ovu osobinu smo dokazali u Teoremi
4.2.28.

G5. Dualno jezgarno uredenje je relacija parcijalnog uredenja na skupu (g := Im g.
Osobinu a <@ b = bgabg = ag smo dokazali u Teoremi 4.2.30.

Iz Posledica 4.4.22 i 4.4.24 i iz stavki G1 — G35, sledi da a < b povlaci G(b) < G(a), gde

je <e {<—,<#, <I <@, <@}~7 a G je odgovarajuce g-preslikavanje. Poglavlje zavrSavamo
karakterizacijama skupova G(a) za odredeni tip g-preslikavanja.

111



Zvezda, ostro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno uredenje

Teorema 4.4.30. Neka je G : R — P(R) g-preslikavange takvo da je G(x) = {g.} gde
je g, odredeni refleksivni uopstent inverz od x. Za a € g vazi

G(a) = {[ga 0] :946(1—61)3(1—19)},

0 ga 4xp

gde je p = ag, i ¢ = g,a.

Dokaz. Pretpostavimo da ¢ pripada skupu sa desne strane. Iz a = paq i g, = qg.p

dobijamo
az|® 0 . 19 O
“loo| 'Tlo o] -
pPXq qxp

Sada je lako videti da je ga = gea i ag = aga, pa g € G(a). Obrnuto, pretpostavimo da
g1 9o
93 94],4p

agr ags _|aga 0
0 0 0 0 ’
pXxp pXp
Dakle, agy = ag, 1 ags = 0. Mnozec¢i ove jednakosti sa g, sa leve strane dobijamo gg; = g,

odnosno qg; = 0. Kako g; € ¢Rp i g2 € qR(1 — p) zaklju¢ujemo da je g; = g, odnosno da
je g2 = 0. Sli¢no, iz ga = g,a dobijamo g3 = 0. O]

geG(a)inekaje g = [ . Iz ag = ag, sledi

Iz prethodne teoreme i Leme 4.2.17 dobijamo:

e Za g-preslikavanje G definisano sa G(a) = a{1} je G(a) = a{1}, a € Qg.
e Za g-preslikavanje G definisano sa G(a) = {a#} je G(a) = a{1,5}, a € Qg.
{a'} je G(a) = a{1,3,4}, a € Q.
{a®} je G(a) = af3,6}, a € Qg.

{ag} je é(a) = a{4, 8}, a € Qg.

Za g-preslikavanje G definisano sa G(a

(a)
(a)
o Za g-preslikavanje G definisano sa G(a)
(a)
(a)

Za g-preslikavanje G definisano sa G(a
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Glava b

Parcijalna uredenja odredena
anulatorima

U dosadasnjem delu disertacije smo posmatrali parcijalna uredenja koja se definisu po-
mocu uopsStenih inverza elemenata. Postojanje uopStenog inverza je dosta jako ogranicenje.
Veé na algebri B(H), gde je H beskona¢no dimenzionalan Hilbertov prostor, proizvoljan
operator, sa slikom koja nije zatvoren skup, ne poseduje g-inverz. Ali cilj je definisati
relaciju uredenja na celom skupu, a ne samo na podskupu g-invertibilnih elemenata. Is-
postavlja se da je, nezavisno od mati¢nog skupa, najvazinije definisati minus parcijalno
uredenje. Definicije ostalih uredenja se onda prirodno nameéu. Naravno, novouvedena
definicija se mora poklapati sa originalnom definicijom minus parcijalnog uredenja, u ma-
tricnom slucaju. Problem proSirenja minus parcijalnog uredenja sa skupa matrica na
skup B(H), gde je H beskona¢no dimenzionalan Hilbertov prostor, prvi je posmatrao
Semrl u radu [105]. Kao $to smo rekli, definicija koja bi ukljucivala g-inverz elementa
nije odgovarajuc¢a. Pojam ranga matrice se ne moze primeniti u beskona¢no dimenzion-
alnom slu¢aju, pa definicija A <~ B < rank (A4) + rank (B — A) = rank (B), takode
nije adekvatna. Semrl je zbog toga nasao jos jednu karakterizaciju matri¢nog minus par-
cijalnog uredenja i njome definisao novo uredenje: za A, B € B(H), gde je H kona¢no
dimenzionalan Hilbertov prostor, kazemo da je A <~ B ako i samo ako postoje idempo-
tenti P,Q € B(H) takvi da je InP = Im A, Ker@Q = Ker A, PA = PB i AQ = BQ,
videti [105]. Podsetimo se da je slika idempotenta P € B(H), gde H moZze biti proizvol-
jan Hilbertov prostor, zatvoren skup. Koristeéi iste jednacine, dodajué¢i samo zatvorenje
na Im A, Semrl je prosirio koncept minus parcijalnog uredenja na B(H) za proizvoljan
Hilbertov prostor H.

Definicija 5.0.31. (Videti [105].) Neka je H Hilbertov prostor i neka A, B € B(H).
Kazemo da je A <~ B ako postoje idempotenti P, Q) € B(H) takvi da vazi

1) ImP =ImA;

2) Ker A = KerQ;
3) PA= PB;

(
(
(
(4) AQ = BQ.

)
)
)
4)
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Dokazano je da je <~ zaista parcijalno uredenje na B(H). Ova definicija je pravilno
proSirenje Hartvigove definicije minus parcijalnog uredenja na matricama.

Nas cilj je da definiciju minus uredenja proSirimo na opstije matematicke strukture.
Za razliku od prethodnog dela disertacije gde smo definicije nekoliko razli¢itih parcijalnih
uredenja uveli posredstvom uopstenih inverza, u ovom delu Zelimo da uopstimo Semrlov
pristup i da bez koriS¢enja g-inverza definiSemo minus i ostala parcijalna uredenja na
prstenu. Medutim Definicija 5.0.31 ukljucuje pojam slike i jezgra operatora koji nemaju
smisla u prstenu. Zbog toga moramo naci ekvivalentnu algebarsku definiciju. Iz Definicije
5.0.31, je takode jasno da struktura mora biti “bogata” idempotentima. Ispostavlja se da
je proSirenje minus parcijalnog uredenja moguée uraditi koris¢enjem anulatora i da je
to najprirodnije uciniti na Rikartovim prstenima. U slede¢em poglavlju ¢emo se blize
upoznati sa ovim pojmovima. Rezultati ove glave su publikovani u radovima [92], [69] i
u radu [25] koji je trenutno na recenziji.

5.1 Anulatori i Rikartovi prsteni

U ovom poglavlju ¢emo dati osnovne definicije i osobine anulatora i Rikartovih prstena.
Pojedina elementarna tvrdenja ¢emo dokazati zbog kompletnosti.

Definicija 5.1.1. Neka je R prsten i A neprazan podskup od R. Skup
A’ ={z e R:ax =0 zasvako a € A}
nazivamo desni anulator skupa A. Sli¢no, skup
°A={re R:za=0zasvako a € A}

nazivamo levi anulator skupa A.

Napominjemo da neki autori umesto termina “anulator” koriste termin “anihilator”
(eng. annihilator).
Umesto {a}° i °{a} piSemo a° odnosno °a.

Lema 5.1.2. (Videti [15].) Neka su A i B neprazni podskupovi prstena R. Vazi:
(i) Ac°(A°) i Ac (PA)°;
(i) A< B sledi B° < A° i °B < °A;

A° je desni ideal od R, °A je levi ideal od R.

(iv

)
)
(iif) A% = (°(A%)) i °A =°(("A)°);
)
)

(v) Ako je J levi ideal od R, onda je °J ideal od R. Ako je J desni ideal od R onda je

J° ideal od R.

(vi) Ako je R =-prsten onda je (A*)° = (°A)*, gde je A* = {a* : a € A}. Sliéno,
O(A*) — (Ao)*.
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Lema 5.1.3. Ako je e € E(R) onda je
‘e=R(l1—e)ie’=(1—e)R.

Dokaz. Ako je ze = 0 onda je v = z(e+1—¢€) = z(1 —e) € R(1 —e). Obrnuto, ako
r € R(1—e)ondajex=ux(l—e¢e)pajexe=0,tj. xe e Slicno, e = (1 —e)R. ]

Lema 5.1.4. Neka sue, f € E(R). Ako jee® S f° i°f < °e onda jee = f.

Dokaz. 1z e® < f° sledi f(1 —¢e) =0tj. f= fe. Iz°f < °esledi (1 — f)e =0 pa je
e= fe=f. n

Lema 5.1.5. Neka su e, f € E(R) Ako je e® = f° ili°e =°f onda jee = f.
Dokaz. Dokaz je trivijalan. O]

Definicija 5.1.6. Prsten A je Rikartov prsten ako za svako a € A postoje idempotenti
e, f € E(A) takvi da je a® = eA i °a = Af.

Definicija 5.1.7. =prsten A je Rikartov =-prsten ako za svako a € A postoji
samo-adjungovani idempotent e € E(A) takav da je a® = eA. Iz Leme 5.1.2 sledi °a =
((a*)°)* = (fA)* = Af, gde je f odgovarajuéi samo-adjungovani idempotent za a*. Iz
Leme 5.1.5 sledi da su e, f € E(A) jedinstveni.

Teorema 5.1.8. (Videti [15].) Ako je A Rikartov prsten onda A ima jedinicu. Ako je
A Rikartov =-prsten onda je = pravilna involucija.

Sledece dve leme su dosta korisne.
Lema 5.1.9. Neka sua€ R i pe E(R). Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) “a ="“p;
(ii) a = pa i za svako z € Rp vaZi
za=0= 2=0.
Dokaz. (i) = (ii): Iz °p < °a sledi (1 — p)a = 0, tj. a = pa. Neka je z € Rpiza = 0. Iz
°a € °p sledi zp = 0. Medutim, z € Rp pa je z = zp = 0.

(ii) = (i): Pretpostavimo da vazi uslov (ii) i neka je za = 0. Tada je 0 = za = zpa,
zp € Rp pa je zp = 0. Obrnuto, ako je zp = 0 onda je za = z(pa) = 0. Dakle, °a = °p. O

Naravno, vazi i dualni rezultat.

Lema 5.1.10. Neka sua€ R i g€ E(R). Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) a = aq i za svako z € qR vaZi

az=0= z=0.
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Napomena 5.1.11. Neka je R proizvoljan prsten. Pretpostavimo da je a € R regularan.
Tada postoji x € R tako da je axa = a i xax = x. Neka je p = ax i ¢ = xa. Vazi a = paq
i x = qrp. Setimo se da u ovom sluc¢aju kazemo da je element a € pRq (p, q)-invertibilan
i da je njegov jedinstven (p,q)-inverz o' = x € qRp. Osim toga, lako se pokazuje da je
4 =°pia® =

Pretpostavimo sada da za a € R postoje p,q € E(R) takvi da je °a = °p i a® = ¢°.
Odavde ne sledi da je a regualran, videti Teoremu 5.2.2. [ sada vazi da je a = pagq (sledi iz
Lema 5.1.9 1 5.1.10), ali @ € pRq nije obavezno (p, q)-invertibilan. Sada vazi nesto slabije
svojstvo koje je iskazano Lemama 5.1.9 i1 5.1.10. Zbog toga uvodimo sledeé¢i pojam.

Definicija 5.1.12. Neka su p,q € E(R). Za element a € R kazemo da nije (p, q)-delilac
nule ako vaze sledeéi uslovi

(1) a € pRg;
(2) ze Rp = (za=0 = z=0);
(3) 2ze€qR = (az=0 = z=0).

Lema 5.1.13. Neka su p,q € E(R). Za element a € R vazi da je °a = °p i a® = ¢° ako i
samo ako a nije (p,q)-delilac nule.

Osobinu kojom se definisu Rikartovi prsteni ¢emo cesto posmatrati u smislu Leme
5.1.13.

Napomena 5.1.14. Neka je a € R i neka postoje p,q € E(R) tako da je °a = °p i
a® = ¢°. Primetimo da u opstem slucaju za a ne vaze osobine iskazane Napomenom
3.1.12. Umesto moguénosti reSavanja jednacina oblika az = b i za = b, sada imamo malo
slabije osobine. Naime, pretpostavimo da su b,c € Rp i neka je ba = ca. Tada, iz Leme

5.1.9, lako dobijamo da je b — ¢ = 0. Dakle, u ovom slucaju vazi zakon skracéivanja:
bce Rp = (ba=ca < b=c).

Naravno, vazi i
bce qR = (ab=ac < b=c).

Setimo se da da za prsten kazemo da je =-regularan ako je svaki njegov element MP
invertibilan. Na osnovu Napomene 5.1.11 i Posledice 4.1.17 dobijamo sledeé¢u poznatu
teoremu.

Teorema 5.1.15. Svaki von Nojman regqualran prsten je Rikartov prsten. Obrnuto ne
vazi. Svaki von Nojman regularan prsten koji je 1 Rikartov =-prsten je =-reqularan prsten.

Poglavlje zavrsavamo slede¢im lemama u kojima ¢emo izostaviti dualne rezultate koji
se mogu dobiti analogno.

Lema 5.1.16. Neka je e € E(R). Tada je R = eR® (1 — e)R (direktna suma desnih
ideala,).

Dokaz. Dokaz je trivijalan. O
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Lema 5.1.17. Neka su I i J dva desna ideala od R takva da je R = 1 ® J. Tada vaze
sledeca tvrdenja.

(1) Postoji jedinstven idempotent e € E(R) takav da je I = eR i J = (1 —e)R;
(2) R=°"I®"°J.
Dokaz. Kako je R=1@® J, postoje ee i f e J takvi da je

l=e+f.

Tada je e = €® + feie* e I, fe € J posto su I i J desni ideali. Kako je I nJ = {0}
dobijamo fe = 01 e = e®. Takode, eR < I jer je I desni ideal. Sli¢no je f2 = f, ef =0i
fR < J. Za proizvoljno i € [ je

i=ei+ fi, ciel, fiel

Dakle, i = ei € eRi fi = 0. Sledidaje I = eRi f € °I. Slicno, J = fR = (1—e)Riee°J.
Da bi dokazali jedinstvenost za e, pretpostavimo da je eR = gRi(1—e)R=(1—g)R za
neki idempotent g. Lako je videti da jee = geil—e = (1 —g)(1 —e). Odavde dobijamo
e = g. Da bi dokazali (2) dovoljno je da dokazemo da je °I n°J = {0}. Akox eI n°J
ondajexe=0izf=0pajex=0. n

5.2 Anulator operatora na normiranom prostoru

Sledec¢a teorema ¢e nam omoguciti da damo ekvivalentnu algebarsku definiciju Sem-
rlove definicije minus parcijalnog uredenja na B(H). Kao §to ¢emo videti u narednim
poglavljima, pomocu ove teoreme mozemo proSiriti i ostala parcijalna uredenja. lako je
za nase potrebe dovoljno posmatrati slu¢aj Hilbertovog prostora, teoremu ¢emo dokazati
za proizvoljan normiran prostor. Napominjemo da je njen dokaz u slu¢aju Hilbertovog ili
Banahovog prostora dosta laksi.

Teorema 5.2.1. Neka je X normiran prostor. Neka je P € B(X) idempotentski operator
i Ae B(X). Tada je:

(1) A>=(I —P)B(X) «— A°=P° < KerP = Ker A;
(2) PA=B(X)(I —P) < °A=°P < ImP =ImA.

Dokaz. Po Lemi 5.1.3, znamo da je A° = (I — P)B(X) ako i samo ako je A° = P°, i
°A = B(X)(I — P) ako i samo ako °A = °P.

(1): Pretpostavimo da je A° = (I — P)B(X), tj. A° = P°. Imamo A(I — P) =0, pa
je Ker P = Im (I — P) < Ker A. Pretpostavimo sa druge strane da je Azy = 0 za neko
xo € X, xg # 0. Iz posledice Han-Banahove teoreme sledi da postoji ograni¢en linearan
funkcional f : X — C takav da je f(z¢) = 1. Neka je S : X — X preslikavanje definisano
sa Sz = f(x)xg, x € X. Tada S e B(X) i |S| = |f||zo]- Za proizvoljno x € X imamo da
je ASx = A(f(z)zo) = f(z)Axg =0 pa S e A°. Sledi S € P°, i zbog toga je

0= PSJZQ = P(f(l’o)l’g) = P.I‘(),
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pa o € Ker P. Dakle, Ker A = Ker P.
Pretpostavimo sada da je Ker P = Ker A. Primetimo da je A° = P° ako i samo ako
za svako C' € B(X) vazi sledeca ekvivalencija:

za svako v € X (ACx = 0) < za svako x € X (PCx = 0).
Kako za svako z € X vazi da je Az = 0 ako i samo ako je Pz = 0, sledi da je A° = P°.
(2): Pretpostavimo da je °A = B(X)(I — P), tj. °A = °P i dokazimo da je Im P =
Im A. Imamo da je (I — P)A =0 pa je
ImAc Ker(I—P)=ImP,

jer je Im P zatvoren. Sledi da, u odnosu na dekompoziciju (topolosku direktnu sumu)
X = Im P @ Ker P, preslikavanja A, P : ImP @ Ker P — Im P @ Ker P imaju sledece

matricne reprezentacije:
A Ayl . I 0
et
gde su A : ImP — ImP i Ay : Ker P — Im P ograniceni linearni operatori. Pret-
postavimo, suprotno nasoj tvrdnji, da postoji
zo € Im P\Im A.

Naravno, zy # 0. Iz posledice Han-Banahove teoreme sledi da postoji ogranic¢en linearan
funkcional f : Im P — C takav da je f(z¢) = 11 f(x) = 0 za svako € Im A. Neka je
S1 : Im P — Im P preslikavanje definisano sa S;(z) = f(x)xo. Lako se pokazuje da je S
ograniCen linearan operator takav da je Six = 0 za svako x € Im A i Sixg = ¢ # 0. Stoga,
kako je ImA; € Im A i Im Ay, < Im A, dobijamo da je S1A; = 01 S1A4; = 0. Konacno,

neka je
1S 0
s_[o 0].

Naravno, S je ogranicen i linearan i vazi Sxg = S1z¢9 = z¢ # 0. Imamo da je

_|51AL S1Ax|
SA_[O O]—O

i S
SP_[O 0]—57&0.

Ovo je u kontradikciji sa nasom pretpostavkom. Dokazali smo da je Im P = Im A.
Pretpostavimo sada da je In P = Im A. Prema tome, ImA < Ker (I — P), pa je
(I — P)A=0,tj. A= PA. Odavde je °P < °A. Sa druge strane, pretpostavimo da je
CA = 0 za neko C' € B(X), i neka je € X proizvoljan. Kako je Pr € Im P = Im A,
postoji niz (x,)neny € X takav da Az, konvergira u normi ka Pz. Kako je C' neprekidno
preslikavanje sledi da CAx,, — C'Px. Ali C'Az,, = 0 za svako n € N, pa zaklju¢ujemo da
je CPx = 0. Ovo vazi za svako z € X, pa je CP = 0. Dokazali smo da je °A = °P. n
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Podsetimo se da je svaki zatvoren potprostor M Hilbertovog prostora X komplemen-
taran u X; naime X = M @ M*. Drugim re¢ima, postoji samo-adjungovan ogranicen
idempotent P € B(X) takav da je Im P = M. Kao §to znamo ako je X Banahov prostor
onda njegovi zatvoreni potprostori nisu komplementarni u opstem slu¢aju. Dalje, Ker A je
zatvoren za svaki ogranic¢en operator. Iz ovog zapazanja, kao direktnu posledicu Teoreme
5.2.1, dobijamo slede¢i vazan opste poznat rezultat.

Teorema 5.2.2. (Videti [15].) Ako je X Hilbertov prostor onda je B(X) Rikartov =-
prsten. Ako je X Banahov prostor onda B(X) u opstem slucaju nije Rikartov prsten.

5.3 Minus parcijalno uredenje na Rikartovim
prstenima

Definicija minus parcijalnog uredenja koris¢enjem anulatora

U ovoj sekciji sa R oznacavamo proizvoljan prsten sa jedinicom sem ako drugacije ne
naglasimo. Teorema 5.2.1 sugeriSe slede¢u definiciju.

Definicija 5.3.1. Neka je H Hilbertov prostor i neka su A, B € B(H). Kazemo da je
A <~ B ako postoje idempotenti P,Q € B(H) takvi da vaze slede¢i uslovi:

(1) “A="°P;
(2) A% = Q%
(3) PA= PB;
(4) AQ = BQ

Teorema 5.3.2. Neka su A, B € B(H) gde je H Hilbertov prostor. Tada je A <~ B ako
1 samo ako je A <~ B, t5. Definicije 5.0.31 1 5.5.1 definisu istu binarnu relaciju.

Dokaz. Dokaz je direktna posledica Teoreme 5.2.1. O]

ProSirenje na sluc¢aj proizvoljnog prstena je prirodno. Primetimo da na osnovu Lema
5.1.915.1.10,iz °a = °pia® = ¢° sledi a = pa = qa. Zbog toga uvodimo sledec¢u definiciju.

Definicija 5.3.3. Neka je R prsten i neka su a,b € R. Kazemo da je a manje od b u
odnosu na minus parcijano uredenje, i to oznac¢avamo sa a <~ b, ako postoje idempotenti
p,q € R takvi da vaze sledeéi uslovi:

(1) “a="“p;
(2) a® = ¢
(3) a=pb;
(4) a = bg.
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Iz sledece teoreme sledi da je naSa definicija pravilno prosirenje poznatog uredenja na
skupu idempotenata, videti Definiciju 1.2.7.

Teorema 5.3.4. Neka su a,be€ E(R). Tada je a <~ b ako i samo ako je ab = ba = a.

Dokaz. Pretpostavimo da su a,b € E(R) i da je a = ab = ba. Ako stavimo p=aiq=a
dobijamo a <~ b. Pretpostavimo sada da je a <~ b. Postoje p,q € E(R) kao u Definiciji
5.3.3 pa je ab = (pb)b = pb = a i ba = b(bq) = bq = a. O

Sledeca teorema pokazuje da se, u slu¢aju kada je R von Nojman regularan prsten,
relacija <~ poklapa sa poznatom relacijom minus uredenja <~ koju smo ispitivali u
Poglavlju 3.1.

Teorema 5.3.5. Neka je R von Nojman reqularan prsten i neka su a,b € R. Tada je
a <~ b ako i samo ako je a <™ b.

Dokaz. Pretpostavimo da je a <~ b i neka su p,q € E(R) kao u Definiciji 5.3.3. Kako je
R von Nojman regularan, postoji x € R tako da je axa = a. Neka je y = grp. Imamo
da je aya = a(qrp)a = ara = a, ay = aqrp = bqrp = by, ya = qrpa = qrpb = yb, pa je
a <" b.

Pretpostavimo sada da je a <~ b. Postoji x € R tako da je axa = a, ax = bx, xa = xb.
Stavimo p = ax i ¢ = za. Tada p € E(R)i1—p € °a, tj. na osnovu Leme 5.1.3,
°p = R(1 — p) € °a. Sa druge strane, ako u € °a onda je up = u(ax) = 0. Dakle, °a = °p.
Osim toga, a = axa = axb = pb. Sli¢no, g€ E(R), a® = ¢° i a = bq. Sledi a <~ b. O

Teorema 5.3.6. Neka su a,be R. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) a <" 0b;

(ii) Postoje p,q € E(R) takvi da vaZe sledeéa tri uslova

(1)
N R T

(2) Ako z € Rp i za =0 onda je z = 0;
(8) Ako z € qR iaz =0 onda je z = 0.

Dokaz. Primetimo da se, na osnovu Lema 5.1.9 1 5.1.10, uslovi (2) i (3) mogu zameniti
uslovima °a = °p1ia® = ¢°.

(i) = (ii): Pretpostavimo da je a <~ b. Tada postoje p,q € E(R) tako da je °a = °p,
a® =¢°ia=pa=pb=aq=>bg. Imamo da je paq = a, pbq = aq = a, (1 —p)b(1 —q) =
(b —a)(1 —q) = b— a. Svaki element iz R ima jedinstvenu matri¢nu formu u odnosu na
idempotente p i q. Zbog toga, iz prethodnih jednacina slede reprezentacije 5.1.

(ii) = (i): Pretpostavimo sada da vazi uslov (ii). Kako je p = [g 8] to je pa = pb.

pxp

Sli¢no je aqg = bg, pa je a <~ b. n
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Minus parcijalno uredenje na Rikartovim prstenima

Ukoliko nije drugacije naglaseno, u ovoj sekciji sa R oznac¢avamo proizvoljan prsten,
dok sa A ozna¢avamo proizvoljan Rikartov prsten. Pocinjemo sa jednim elementarnim
tvrdenjem.

Teorema 5.3.7. Neka je A Rikartov =-prsten i neka su a,b € A. Tada je a <~ b ako i
samo ako je a* <~ b*.

e]

Dokaz. Ako je a <~ b onda postoje idempotenti p i ¢ takvi da je °a = °p, a° = ¢° i
a = pb = bq. 1z osobine (vi) Leme 5.1.2 sledi °(a*) = °(¢*) i (a*)° = (p*)°, p*, ¢* € E(A).
Takode vazi a* = b*p* = ¢*b* pa je a* <~ b*. Naravno, zbog prethodnog vazi i obrnut
smer. 0

Zbog Leme 5.1.3, iz operativnih razloga, ¢e$c¢e ¢emo koristiti slede¢u definiciju Rikar-
tovog prstena. Prsten R je Rikartov ako postoje idempotenti p,q € R takvi da je °a = °p i
a® = ¢°. Idempotenti p i ¢ ne moraju biti jedinstveni. Zbog toga uvodimo sledeée skupove

S
Il

LP(a):={pe E(R):°a=R(1—p)} ={pe E(R):°

“p}
RP(a):={qe E(R) :a° = (1—q)R} ={qe E(R) : a° = ¢°}.

(¢}

Lema 5.3.8. Neka je a € R. Pretpostavimo da postoje p € LP(a) i g€ RP(a). Tada je

(1) LP(a) = {[g %1 :p1 € pR(1 —p)} ={p+px(l1—p):zeR};

- pXp

:qle(l—Q)RQ}={Q+(1—Q)wq:x€R}-

- gxq

Dokaz. Kako je a = paq (na osnovu Lema 5.1.9 i 5.1.10), to je a = lg 8] . Neka
pXp

je e = lg %1] . Lako se pokazuje da je e> = e i da je ea = a odakle sledi da je
pPXp

°e © °a. Sa druge strane, pretpostavimo da z € °a, tj. z € °p. Iz zp = 0 sledi 2z =
) 0 = . .
pz(1—p)+(1—p)z(1—p), paje z = 0 Zj ygdeje z; = pz(1—p)izo = (1—p)z(1—p).
L pX

Sada dobijamo da je ze = 0, pa je “a < “e. Sledi, e € LP(a).

a e € LP(a), tj. €2 =ei’e = °a (= °p). Sledi
e =peip=ep. Odavde dobijamo

pPXp
er ey REE p 0 _ler 0
es €y 10 0 00 les 0 ’
PXPp PXP pPXp pXp

pajee; =p, es=01e;, =0, sto je i trebalo dokazati. O

Obrnuto, pretpostavimo da e =

€3 €4
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Posledica 5.3.9. Neka su a,b € R. Pretpostavimo da je a <~ b i neka su p,q € E(R)
odgovarajuéi idempotenti (a = °p, a° = ¢°, a = pb = bq). Tada je

{p'eLP(a)za—p’b}—{[ﬁ fﬂ :plepRu—p),pmb—a)—o} (5.2)

{d" € RP(a) :a=0bq'} = {LZ 8] rqie(1—q)Rq, (b—a)q = 0}.

Dokaz. Dokaza¢emo samo jednakost (5.2) jer je dokaz druge analogan. Kako je a <~ b,

Teorema 5.3.6 daje
~la O b | 0
““loo|l_ > "Tlo b—a|_ -
pXq pPXq

Ako p’ pripada skupu na desnoj strani onda je, na osnovu Leme 5.3.8, p’ € LP(a). Takode,

no_|p a 0 _|a pi(b—a) _|a 0 _
pb‘lo 0] lo b—a] _[o 0 “loo] %
pXxp pxq pXq pXxq

Da bi dokazali obrnutu inkluziju, pretpostavimo da je p’ € LP(a) i a = p'b. 1z Leme

5.3.8 sledi p = [p pl] . Sada, iz a = p'b sledi
pXp

0 0
a 0 e p(b—a)
lo 0] _“_pb_[o 0 ’
pxq pXq

pa je p1(b—a) = 0. ]

Napomena 5.3.10. Primetimo da rezultati iz Leme 5.3.8 i Posledice 5.3.9 vaze na
proizvoljnom prstenu R. Medutim, da bi dokazali da je <~ parcijalno uredenje, potrebno
je pretpostaviti da je R Rikartov prsten.

Teorema 5.3.11. Neka je A Rikartov prsten. Tada je <~ relacija parcijalnog uredenja

na A.

Dokaz. Kako je A Rikartov prsten, za svako a € A postoje idempotenti p € LP(a) i
q € RP(a). Kako je a = pa = aq, refleksivnost sledi. Da bi dokazali antisimetri¢nost,
pretpostavimo da je a <~ bib <~ a. Sledi da postoje ¢,r € E(A) tako da je a = ag = bq
ib = rb= ra. Dobijamo da je a = bqg = raq = ra = b. Ostaje jos da dokazemo
tranzitivnost. Pretpostavimo da je a <~ bi b <~ ¢. Dakle, postoje p, q,r, s € E(A) takvi
da je

a=pag=pb=1>bq, Sa="p, a°=q¢° 1 b=rbs=rc=cs, °b="r, b° =s°.

Neka je p’ = p+ pr(1 — p). Na osnovu Leme 5.3.8 sledi da p’ € LP(a). Primetimo da je
rp = p. Zaista, iz ra = rbqg = bg = a sledi 1 —r € °a =°p, paje (1 —r)p =0, tj. rp = p.
Zbog toga je p' = pr i

p'c=prc=pb=a.

Sli¢no se pokazuje da za ¢’ = sq vazi ¢ € RP(a) i ¢¢’ = a. Zaklju¢ujemo da je a <~ ¢. O
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Napomena 5.3.12. Zadrzimo oznake iz dokaza Teoreme 5.3.11. Primetimo da takode
vazi p'b = prb = pb = a i sli¢no bg’ = a. Sledi da ako je a <~ bi b <~ ¢ onda postoje
p' € LP(a) i ¢ € RP(a) koji svedoce i o uslovu a <~ b i o uslovu a <~ c.

Setimo se da smo za parcijalna uredenja definisana uopstenim inverzima, uslov a < b,
ae{<, < <* <@, <@} okarakterisali odgovaraju¢im 3 x 3 matri¢nim reprezentacijama
elemenata a i b. Da li je to moguée uraditi i za uredenje <~7 Potvrdan odgovor na ovo
pitanje daje sledeca teorema.

Teorema 5.3.13. Neka su a,be A. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) a <~ b;
(ii) Postoje dekompozicije jedinice prstena A
l=e+etes, 1=fi+fat+[s

takve da
e; € LP(a), e € LP(b—a), f1 € RP(a), fo € RP(b—a) (5.3)

1 u odnosu na njih a i b imaju sledece matréne forme

a 0 0 a 0 0
a={0 0 0 i b=1[0 b—a O , (5.4)
000f,, 0 0 0f,,

pri cemu a € et Afy nije (eq, f1)-delilac nule, a b — a € ey Afy nije (eq, fo)-delilac
nule.

Dokaz. (i) = (ii): Pretpostavimo da je a <~ b. Zbog toga postoje p € LP(a) i ¢ € RP(a)
i vazi a = paq = pb = bq. Kako je A Rikartov prsten, postoje idempotenti r € LP(b — a)
iseRP(b—a). Iz p(b—a) =0sledi pe°(b—a) = °r, pa je pr = 0. Neka je

re=r—rp(l—r)=r—rp=r(l—np).

Zbog toga $to u svakom prstenu vazi x(—y) = —xy, iz Leme 5.3.8 sledi da ' € LP(b — a).
Osim toga,
pr'=pr(1—p)=0ir'p=r(l—p)p=0. (5.5)

Neka je e; =p,ea =1r"ie3=1—p—1r'. Iz 5.5 sledi da je 1 = e; + es + e3 dekompozicija
jedincie prstena A. Sli¢no, neka je fi1 = q, fo = (1—q)si f3 =1— fi — fo. Kao i malopre,
mozemo dokazati da je 1 = f; + fo + f3 dekompozicija jedinice pri ¢emu je f; € RP(a)
i fo € RP(b — a). Matri¢ne reprezentacije 5.3 slede iz njihove jedinstvenosti i slede¢ih
jednakosti

erafi =paqg=a, eyb—a)fo=b—a, b=a+ (b—a).

Da elementi a € e; Af; i b — a € ex Afs nisu (p, g)-delioci nule, sledi iz Leme 5.1.13 i
prethodnog dela dokaza.
(ii) = (i) sledi iz Teoreme 5.3.6. O
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U vezi uslova 5.3 videti takode Leme 5.1.9 1 5.1.10.
Posledica 5.3.14. Neka su a,be A. Tada je a <~ b ako i samo ako je b—a <~ b.

Teorema 5.3.15. Neka su a,be A. Tada je a <~ b ako i samo ako postoje idempotenti
ey € LP(a), e;€ LP(b—a), f1 € RP(a), fo € RP(b— a) takvi da je eyes =04 fof; = 0.

Dokaz. Deo “samo ako” sledi iz Teoreme 5.3.13. Obrnuto, pretpostavimo da postoje
e; € LP(a), eo e LP(b—a) i da je ejeo = 0. Tada je eja =a'i

etb=ea+e(b—a)=a+eey(b—a)=a.

Slicno, iz fof; = 0 gde je fi € RP(a), f € RP(b— a), sledi a = bf;. Po definiciji je
a <" b. O

Pod notacijom kao u Teoremi 5.3.13 lako je proveriti da
e1+eae LP(b) 1 fi+ fo € RP(b). (5.6)

U Teoremi 3.1.17 smo videli da, u slucaju regularnih elemenata a,b € R, uslova <~ b
vazi ako i samo ako postoje p,q € E(R) tako da je a = pb = bq. Logi¢no je postaviti
pitanje da li ista karakterizacija vazi i u slucaju uredenja <~ na Rikartovom prstenu
A. Potvrdan odgovor na ovo pitanje je nedavno dat u radu [68|. S obzirom da se ovaj
rezultat moze dokazati koris¢enjem ideje iz dokaza Teorema 5.3.11 i 5.3.13, kao i zbog
kompletnosti, dajemo dokaz.

Teorema 5.3.16. (Videti [68].) Neka su a,be A. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) a <~ b;
(ii) Postoje p,q € E(A) takvi da je a = pb = bq.

Dokaz. 1z definicije relacije <~ sledi da (i) implicira (ii). Pretpostavimo sada da je a =
pb = bq za neke p,q € E(A). Kako je A Rikartov prsten, postoje idempotenti e € LP(a) i
f e RP(a). Uzmimo ¢’ = e + ep(1 —e). Iz Leme 5.3.8 sledi da ¢’ € LP(a). Kako je a = pb
to je a = pa, pa 1 —p € °a = °e. Dobijamo da je e = pe, a odavde sledi da je ¢ = ep.
Sada je

e'b = epb = ea = a.

Sli¢no, za f' = qf vazi f' € RP(a)ia = bf’. Dakle, a <~ 0. O

U slucaju minus parcijalnog uredenja <~ na skupu BV (X,Y), gde su X i Y Banahovi
prostori, videli smo koje dekompozicije prostora X i Y indukuje uslov A <~ B, i koje
matri¢ne reprezentacije imaju operatori A i B u odnosu na ove dekompozicije, videti
Teoremu 3.2.15 na strani 43.

Neka su sada A i B ograni¢eni operatori iz B(H, K), gde su H i K Hilbertovi prostori.
Pretpostavimo da je A <~ B i pogledajmo na $ta se svodi Teorema 5.3.13. U tome
¢e nam pomoé¢i Teorema 5.2.1, i, naravno, rezultati iz Glave 2. Uslovi E; € LP(A) i
E, e LP(B — A) su, po Teoremi 5.2.1, ekvivalentni sa Im F; = Im A odnosno sa Im Ey =
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Im (B — A). Sada, kako je [ = E) + E> + E5 dekompozicija jedinice [k prstena B(K), to
je
K=ImA®Im(B - A)®Im E;.

Takode, iz (5.6) sledi

ImB=ImA®Im (B - A). (5.7)

Primetimo da iz Teoreme 5.3.7, na osnovu 5.7, sledi

Im B* = Im A* @ Im (B* — A*). (5.8)

Uslovi F; € RP(A) i Fy, € RP(B—A) su ekvivalentni sa Ker A = Ker F; = Im Fo®Im F}
odnosno Ker (B — A) = Ker F, = Im F} @ Im Fj. 1z (5.6) sledi Ker (F} + F») = Ker B, tj.
Im F5 = Ker B.

Primetimo, takode, da iz uslova (5.7) i (5.8) sledi A <~ B, videti Teoremu 2 u [105].
Zaista, neka je P € B(K) idempotent takav da je In P = Im A i Im (B — A) < Ker P.
Tada je P(B—A) =0, tj. A= PA = PB. Sli¢no mozemo na¢i idempotent R € B(H)
takav da je ImR = Im A* i A* = RA* = RB*. Uzmimo sada da je Q = R*. Imamo
Ker@ =KerAi A= AQ = BQ, odakle sledi A <~ B.

Teorema 5.3.17. Neka su H i K Hilbertovi prostori i neka su A, B € B(H, K). Sledeci
uslovi su ekvivalentni:

(i) A<~ B;

(ii) Postoje dekompozicije (topoloske direktne sume)

H=H ®H®KerB i K =ImA®Im (B - A)® Kj,

u odnosu na koje operatori

AB:H®H,®KerB—>ImA®Im(B—-A)® K;

imagu sledeée matricne forme

A 00 A 0 0
A=|0 ool i B=|0 B, 0],
0 0 0 0 0 0

gde su Ay : HH — ImA i By : Hy — Im (B — A) injektivni operatori stim da je
ImA; =ImA i B, =Im (B - A).

(iii)

ImB=ImA®Im(B—-A4) i ImB*=ImA*®Im(B*— A*)
Teorema 5.3.17 je prvi put dokazana u radu [105]. Jedina razlika je u tome $to su u

nasoj teoremi matri¢ne reprezentacije reda 3 x 3 za razliku od reprezentacija reda 2 x 2
koje su dobijene u [105].
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5.4 Zvezda parcijalno uredenje na Rikartovim
+-prstenima

Definicija zvezda parcijalnog uredenja koriséenjem anulatora

Drejzinovo zvezda parcijalno uredenje ima smisla posmatrati na algebri B(H), gde je
H Hilbertov prostor:

A<*B < AA* = BA* i A*A= A*B. (5.9)

Drejzin je dokazao da je relacija <* parcijalno uredenje na svakoj polugrupi (5, =) sa pravil-
nom involucijom *. Poznato je (i nije tesko dokazati) da je involucija na B(H) pravilna,
odakle sledi da je relacija definisana sa 5.9, relacija parcijalnog uredenja. Medutim, ovakva
definicija ne prati Semrlov pristup iskazan definicijom minus parcijalnog uredenja, Defini-
cija 5.0.31. Setimo se da je u slucaju kompleksnih matrica, zvezda uredenje okarakterisano
uslovom A <* B ako i samo ako je A = PB = B() za neke samo-adjungovane idempo-
tentske matrice P i (), Teorema 1.1.8. Analogan rezultat smo i mi dobili u slu¢aju prstena,
kada su a i b MP invertibilni elementi (Teorema 4.2.11), pa samim tim rezultat vazi i u
slucaju MP invertibilnih operatora. Sada je jasno da je sledec¢a definicija u skladu sa
prethodnim zapazanjem ali i sa Semrlovim pristupom.

Definicija 5.4.1. (Videti [30].) Za A, B € B(H) kazemo da je A <* B ako postoje
samo-adjungovani idempotenti P, Q € B(H) takvi da je

(i) ImP =Tm A,

)
(i) Ker A = Ker @,
(i) PA = PB,
(iv) AQ = BQ.

Ocekivani rezultat je dokazan u radu [30]. Naime, relacija definisana uslovom (5.9) je
ekvivalentna sa relacijom iz Definicije 5.4.1.

Rezultati ovog poglavlja su publikovani u radu [69]. Prateci ideju iz Poglavlja 5.3,
nema sumnje kako bi trebalo definisati relaciju <* na B(H).

Definicija 5.4.2. Neka je H Hilbertov prostor i neka su A, B € B(H). KaZzemo da je
A <* B ako postoje samo-adjungovani idempotenti P, € B(H) takvi da vaze sledeéi
uslovi:

(1) “A="°P;
(2) A°= Q"
(3) PA = PB;
(4) AQ = BQ
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Za ocekivati je da su relacije <* i <* ekvivalentne na B(H). Kao direktnu posledicu
Teoreme 5.2.1 dobijamo da je to zaista tacno. Na osnovu prethodnog imamo sledeéi
rezultat.

Teorema 5.4.3. Neka su A, B € B(H). Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
1. A<* B;
2. A <* B;
3. AA* = BA* i A*A = A*B.
Relacija <* je relacija parcijalnog uredenja na B(H).
Sada je jasno kako treba definisati relaciju zvezda uredenja na =-prstenu R.

Definicija 5.4.4. Neka je R =prsten i neka su a,b € R. KaZemo da je a manje od b u
odnosu na zvezda parcijalno uredenje, i to oznacavamo sa a <* b, ako postoje p,q € E(A)
takvi da je

o

(1) “a="“p,
(2) a® = ¢,
(3) a=pb,
(4) a = bg.

Na osnovu Leme 5.1.3, uslove (1) i (2) moZemo zameniti uslovima °a = R(1 — p)
odnosno a° = (1 — ¢)R. Takode, iz uslova (1) i (2) sledi

a = pa = aq = paq.

Osobine zvezda parcijalnog uredenja na Rikartovim =prstenima

Prsten A je Rikartov #-prsten ako postoje samo-adjungovani idempotenti p € LP(a) i
q € RP(a). Iz Leme 5.1.5 sledi da su ova dva idempotenta jedinstvena, pa ¢emo ih oznagiti
sa p = Ip(a) odnosno sa ¢ = rp(a). Dakle, ako je A Rikartov =-prsten onda vazi

a<*b < a=Ip(a)b=brp(a). (5.10)

Primetimo da je lp(a) rangovska projekcija za svako e € LP(a). Sli¢no, rp(a) je
rangovska projekcija za svako f € RP(a).

Od sad pa do kraja ovog poglavlja, A oznaCava proizvoljan Rikartov =-prsten.

Slede¢u lemu ¢emo cesto koristiti.

Lema 5.4.5. Neka je a € A. Tada je
(i) (a*)° = (Ip(a))’;
(i) °(a*) = °(rp(a)).
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Dokaz. Primenom osobine (vi) Leme 5.1.2 dobijamo

(a*) = ("a)* = ("Ip(a))* = (Ip(a))”.
Sli¢no se dokazuje i druga jednakost. O]

Logi¢no je postaviti pitanje da li se na Rikartovim =-prstenima uredenje <* ipak
poklapa sa originalnim Drejzinovim uredenjem. Ili ¢ak, da li se u karakterizaciji (5.10),
Ip(a) i rp(a) mogu zameniti proizvoljnim samo-adjungovanim idempotentima kao u slu¢aju
kompleksnih matrica, ili MP invertibilnih elementa. Za odgovore na ova pitanja ¢e nam
pomoci sledec¢e dve leme.

Lema 5.4.6. Neka su a,be A. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) a =Ip(a)b;
(ii) @ = pb, za neko p € E(A);

(ili) a*a = a*b.

Dokaz. (i) = (ii) je trivijalno.

(ii) = (iii): Pretpostavimo da je a = pb gde je p € E(A). Tada je a = pa i a*a =
a*pb = (pa)*b = a*b.

(iii) = (i): Sada je a*(b —a) = 0. Iz Leme 5.4.5 sledi Ip(a)(b — a) = 0 pa je a
Ip(a)b. O

Dualni rezultat se slicno dokazuje.
Lema 5.4.7. Neka su a,be A. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) @ = brp(a);
(ii) a = bq, za neko q € E(A);
(iii) aa® = ba*.
Teorema 5.4.8. Neka su a,b e A. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i

(ii) Postoje p,q € E(.A) takvi da je a = pb = bq.

)
)
)
)

a <*b.

(iii) a*a = a*b i aa™ = ba*.

(iv

a 0 ‘ a 0
a = [0 0] i b= [O b—a] (5.11)
pxq pXxq

gde je p =1p(a) i ¢ = rp(a);
(v) Postoje p,q € E(A) takvi da (5.11) vaZi.
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Dokaz. (i) < (ii) < (iii) sledi na osnovu Lema 5.4.6 i 5.4.7.

(i) = (iv): Pretpostavimo da je a <* b. Tada je a = pb = bg gde je p = Ip(a)
i ¢ = rp(a). Jasno je da je a = pag odakle sledi da a ima trazenu matri¢nu formu.
Matri¢na forma za b sledi iz njene jedinstvenosti i slede¢ih jednakosti

pbq = bgq = bq = a,
pb(1 —q) = bq(1 —q) =0,
(1 =p)bg = (1 —p)pb = 0.

(iv) = (v) je trivijalno.
(v) = (ii): Imamo da je

_|p O a 0 a0 B
pb_[o 0] [0 b—a} _{0 0] -
pXxp pxq pXxq

Sli¢no je a = bq. O]

Poznato je da je involucija * na svakom Rikartovom =-prstenu pravilna. Naime, ako je
aa* = 0 onda a* € a® = rp(a)® pa je 0 = rp(a)a* = (arp(a))* = a*, tj. a = 0. Zbog toga
slede¢a teorema direktno sledi iz Teoreme 1.2.10. Naravno, teoremu je moguce dokazati i
prateci korake dokaza Teoreme 5.3.11.

Teorema 5.4.9. Neka je R Rikartov =-prsten. Relacija <* je relacija parcijalnog uredenja
na R.

Napomena 5.4.10. Karakterizacija (ii) u Teoremi 5.4.8 pokazuje da su uslovi (i) i (ii)
iz Definicije 5.4.4 suvisni u slucaju kada je R Rikartov =prsten. Odavde dobijamo i da
su uslovi (i) i (ii) iz Definicije 5.4.1 takode suvisni.

Napomena 5.4.11. Uslovi (iv) i (v) iz Teoreme 5.4.8 daju karakterizaciju svih elemenata
b ve¢ih od a u odnosu na zvezda parcijalno uredenje.

Posledica 5.4.12. Neka su a,be A. Tada je a <* b ako i samo ako je b —a <* .
Dokaz. Dokaz sledi iz Teoreme 5.4.8 (i) < (iii). O

Slicno Teoremi 5.3.13 i uslov a <* b moZzemo okarakterisati odgovaraju¢im 3 x 3
reprezentacijama elemenata a i b.

Teorema 5.4.13. Neka su a,be A. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) a <*b.
(ii) Ip(a)lp(b—a) =0 4 rp(a)rp(b—a)=0.

(iii) Ip(b—a) =1p(b) —Ip(a), Ip(a)lp(b) = Ip(a)
rp(b) —rp(a), 1p(a)rp(b) = rp(a).

—
T
—~
S
|
S
~—
|
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(iv) Postoje ortogonalne dekompozicije jedinice prstena A
l=er+ex+es, 1=g1+92+07s

gde je e; = Ip(a), ea = Ip(b —a), g1 = rp(a), go = rp(b — a) u odnosu na koje
elementi a i b imaju sledece matricne forme

a 0 0 a 0 0
a=(0 0 0 i b=1[0 b—a O : (5.12)
000f,, 0 0 0f,,

pri cemu a € e; Rgy nije (e1, g1)-delilac nule, a b—a € eaRgs nije (ez, go)-delilac nule.
Dokaz. (i) < (ii):
a<*b < Ipla)(b—a) =01 (b—a)rp(a) =0 < Ip(a)lp(b—a) =01irp(b—a)rp(a) = 0.

(i) = (iii): Pretpostavimo da je a <* b. Tada je a = Ip(a)b = brp(a). Kako je
1 —1p(b) € °Ip(b) = °b to je

(1 = Ip(b))a = (1 = Ip(B))brp(a) = 0.

Sledi 1 — Ip(b) € °a = °Ip(a), odakle zaklju¢ujemo da je Ip(a) = Ip(b)lp(a), ali i Ip(a) =
Ip(a)lp(b) jer su lp(a) i Ip(b) samo-adjungovani. Dakle, Ip(b) —Ip(a) je samo-adjungovani
idempotent. Da bi dokazali da je Ip(b — a) = Ip(b) — Ip(a) dovoljno je jos dokazati da je
°(b—a) ="°(Ip(b) — Ip(a)). Koristec¢i da je b = Ip(b)b i a = Ip(a)b dobijamo

z(b—a)=0 <> z(Ip(b)b —Ip(a)b) =0 < z(Ip(b) —Ip(a))b =0
<= z(Ip(b) —1Ip(a)) € b ="Ip(b) <= 2(Ip(b) — Ip(a))lp(b) =0
< z(Ip(b)lp(b) —Ip(a)lp(b)) = 0 <= z(Ip(b) —Ip(a)) = 0.

Analogno dokazujemo i dualni rezultat za rp(b).

(iii) = (iv): Neka je e; = Ip(a), e; = Ip(b —a) = Ip(b) —Ip(a) i e3 = 1 —Ip(b). Iz
Ip(a)lp(b) = Ip(a) dobijamo da je 1 = e; + ey + e3 ortogonalna dekomporzicija jedinice.
Sli¢no, za fi = rp(a), fo = rp(b—a) = rp(b)—rp(a), f3 = 1—rp(b) vazidaje 1 = f1+ fo+ f3
ortogonalna dekompoozicija jedinice. Iz Ip(a)lp(b) = Ip(a) sledi 1p(b)lp(a) = Ip(a) pa je
(1 —1p(b)) € °Ip(a) = °a. Dakle, a = Ip(b)a. Imajuéi ovo u vidu, reprezentacije (5.12)
slede iz b = a + (b — a) i sledec¢ih jednakosti

eraf; = Ip(a)arp(a) = a;
eabfy = esafo + ex(b—a)fo = (Ip(b) — Ip(a))afs +1p(b—a)(b — a)rp(b —a) = b — a.

Da elementi a € e;Ag; i b — a € ey Age nisu (p, q)-delioci nule, sledi iz Leme 5.1.13 i
prethodnog dela dokaza.
(iv) = (i) sledi na osnovu Teoreme 5.4.8 (iv) = (i). O
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Napomena 5.4.14. Pretpostavimo sada da je A = B(H) gde je H Hilbertov prostor
i posmatrajmo matri¢ne reprezentacije u Teoremi 5.4.13. Neka je F; = Ip(A), Ey =
Ip(B—A) =1p(B) —Ip(A4) i £5 = I —1Ip(B). Kako je °E} = °A, °Ey = °(B—A) i
°Ip(B) = °B, iz Teoreme 5.2.1, dobijamo da je In E; = Im A, Im E, = Im (B — A) i

Im E5 = Kerlp(B) = Ker (Ip(B))* = (Im1p(B))* = Tm B~ = Ker B*.

Kako je 1 = Ey+ Ey+ E5 ortogonalna dekompozicija jedinice I prstena B(H ), zaklju¢ujemo
da je H =Im E; & Im E, & Im Ej3, videti Poglavlje 2.3. Dakle,

H=ImAS&Im (B — A) & Ker B*.

Neka je dalje Fy = 1p(A) = 1p(A*), F, =rp(B—A) =1p(B* — A*) i F3=1—1p(B) =
I —1p(B*). Sli¢no kao malopre, dobijamo da je

H =ImA* & Im (B* — A*) © Ker B.
Takode, na osnovu Teoreme 5.2.1, imamo da je

KerA=KerFi =ImF, &Im F3 =Im (B* — A*) & Ker B

Ker (B — A) = Ker F, = Im A* & Ker B.

Zbog toga se reprezentacije u Teoremi 5.4.13 svode na sledeci rezultat.

Teorema 5.4.15. Neka su A, B € B(H), gde je H Hilbertov prostor. Sledeéi uslovi su
ekvivalentns:

(1) A<* B;

(2) H=ImA* & Im (B* — A*) © Ker B,
H=ImASIm (B - A) & Ker B* i

A, B:ImA*SIm (B* — A*) & Ker B > Im A& Im (B — A) & Ker B*

imaju sledeée matricne reprezentacije

A 00 A 0 0
A=|(0 0 O 1 B=10 By 0f,
0 00 0 0 0

gde su Ay : ImA* - Im A i By : Im (B* — A*) — Im (B — A) injektivni ograniceni
operatori i uz to vazi da je ImA; =ImA i Im B; = Im (B — A).

U sledec¢oj lemi ¢emo na¢i matriéne reprezentacije za a i b u odnosu na lp(a) i rp(a)
kada je a <~ b. Rezultat je, na neki nacin, analogon Teoreme 1 u [48] gde je posmatran
slucaj kompleksnih matrica. Nas dokaz je u potpunosti drugaciji.
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Lema 5.4.16. Neka su a,b € A i neka je p = Ip(a) i ¢ = rp(a). Sledeéi uslovi su
ekvivalentni:

(i) a <" 0.

(i) Postoje p1 € pR(1 —p), ¢ € (1 —q)Rq, i by € (1 —p)R(1 — q) takvi da je
0= lg 8] i b= [“ +bp1b4(h péb“] . (5.13)
pxq 441 1 g

Dokaz. Jasno je da a ima datu matri¢nu formu. Neka je b = lzl b2] . Po definiciji je
3 baf .,
a <~ b ako i samo ako postoje p’ € LP(a) i ¢ € RP(a) tako da je a = p'bia = bq¢’. Prema

karakterizacijama datim u Lemi 5.3.8, ovo je ekvivalentno slede¢im uslovima

a 0 —a=17pb= P P by by _ by +p1b3 by —|—p1b4

00 p 0 0 by by 0 0 ’
pxq pxp pxq pXq

O A Vo Y A B [ ]

0 0 pxq b3 b4 pXq a1 0 4xq b3+b4q1 0 pxq

Ovo je tacno ako i samo ako je by = —p1by, b3 = —bsq1 1 by = a + p1bsqr. Da bi zavrsili
dokaz, dovoljno je uzeti py = —p1 i 1 = —q1. O

Jasno je da zvezda parcijalno uredenje implicira minus parcijalno uredenje. Potrazimo
uslove pod kojima vazi obrnuta implikacija. Veéina slede¢ih rezultata je podstaknuta
odgovaraju¢im rezultatima na kompleksnim matricama |[6,48]. Cak i u matritnom slucaju,
dokazi nisu elementarni. Sta viSe, neki od slede¢ih dokaza su jednostavniji od matri¢nih,
koji uklju¢uju tehnike kona¢no dimenzionalne linearne algebre i/ili koriste Mur-Penrouzov
inverz. Podsetimo se da je element a € A normalan ako je aa™ = a*a.

Teorema 5.4.17. Neka su a,b € A takvi da je a <~ b. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) a <*b;

(ii) ba* i a*b su samo-adjungovani;

(iii) ba* i a*b su normalni.

Dokaz. (i) = (ii): Kako je a <* b, iz Teoreme 5.4.8 sledi da je aa* = ba* i a*a = a*b pa
su ba™ i a*b samo-adjungovani.

(il) = (iii) je trivijalno.

(iii) = (i): Pretpostavimo da je a <~ b i da su ba* i a*b normalni. Tada je ba*ab* =
ab*ba*. Koristedi reprezentacije (5.13), dobijamo

« 1« |(a+pibagr)a*ala + pibagi)*  (a + pibagi)a*a(bagr)*
ba*ab* = * . . . ,
biqra*a(a + prbaqr) baqra*a(bsqy) pxp

o x| ala+ pibyqr)*(a + pibsqr)a* + a(bsqr)*baqia®™ 0
ab*ba™ = 0 0 ,
pPXp

132



Parcijalna uredenja odredena anulatorima

gde je p = Ip(a) i ¢ = rp(a) Sledi 0 = bygra*a(byqr)* = (bsqra*)(byqra™)*. A je Rikartov
x-prsten pa je njegova involucija pravilna, odakle sledi da je byqia™ = 0. Zbog toga, na
osnovu Leme 5.4.5, dobijamo da je byg; € °(a*) = °rp(a) = °q. Kako ¢1 € Rgq, to je
bsq1 = 0. Sli¢no dobijamo da je p1by = 0, pa je

0
=[5 5
0 b4qu

Po Teoremi 5.4.8, a <* b. 0
Lema 5.4.18. Za a € A vasi:

(i) Ip(a) = rp(a®);
(i) Ip(a) = Ip(aa®);
(iii) rp(a®) = rp(aa®);

(iv) Ip(aa®) = rp(aa”) = Ip(a) = rp(a”).

Dokaz. (i): Dokaz direktno sledi iz osobine (i) Leme 5.4.5.
(ii): Involucija na svakom Rikartovom =-prstenu je pravilna, tj. iz aa* = 0 sledi a = 0
za svako a € R. Neka je xaa™ = 0. Tada je (za)(za)* = 0 a odatle i za = 0. To znadi da

je °(aa*) = °a pa je Ip(aa*) = Ip(a).
(iii): Sliéno kao (ii).
(iv): Sledi iz (i), (ii) i (iii). m
Teorema 5.4.19. Neka su a,be A i neka je a <~ b. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) a <*b;
(ii) aa* <* bb*;
(iii) a*a <* b*b.

Dokaz. (i) = (ii): Pretpostavimo da je a <* b. Tada je aa* = ba* = ab*ia*a = a*b = b*a.
Sledi
(aa™)*(bb*) = aa™bb* = aa*ab® = aa*aa* = (aa™)*(aa®).

Sli¢no, (bb*)(aa*)* = (aa )( aa*)*, pa je aa® <* bb*.
(ii) = (i): Neka je p = Ip(a) i ¢ = rp(a). Tada je

~la O . «  |aa® 0
a = 0 0 1 aa = 0 0 .
pxq pPXP

Pretpostavimo da je aa* <* bb*. 1z Teoreme 5.4.8 ((i) < (iv)) i Leme 5.4.18 sledi da je

« |aa®™ 0O
o[ 9 514
pPXp
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gde ce (1 —p)R(1 — p). Po Lemi 5.4.16, iz uslova a <~ b sledi da je

b — [a + p1baqa p1b4] ‘ (5.15)
baga by pxq

Iz poslednje reprezentacije sledi

bh* — (@ + prbagi)(a + p1baqi)* + (p1ba)(p1ba)* (@ + p1bagr)(bagi)* + prbab}
bagi(a + p1bagi)* + ba(p1ba)* baq1 (bagr)* + bab}

pXxp
(5.16)
Iz (5.14) i (5.16) zaklju¢ujemo da je
aa® = (@ + p1bagr)(a + p1baq1)* + (p1ba) (p1ba)* (5.17)

a + pibaqi)a® + (—pibsbi)pT + (p1bs)(p1bs)*
= aa® + p1baqra®.

*

= ( )

= (@ + pr1baqr)a™ + (a + p1baqr) (baq1)*py + (p104) (P1bs)*
= ( Ja* +

= ( )

a + prbaqi)a

Dakle, pibyqra* = 0. Sada iz Leme 5.4.5 (ii) dobijamo da je 0 = p1byq1q = p1bsqa, jer
¢1 € (1 — q)Rq. Zbog toga, iz jednakosti (5.17) sledi da je (p1by)(p1bs)* = 0. Involucija =
je pravilna, pa zaklju¢ujemo da je p1by = 0. Iz (5.16) je takode

(@ + p1baqr) (bagr)™ + p1bab] = 0,

odakle sledi da je a(bsqr)* = 0. Zbog toga je q(bsq1)* = 0, pa je bygy = 0. Jednakost
(5.15) postaje
0
=i 0]
0 b4 pxq

Po Teoremi 5.4.8, a <* b.

(i) < (iii): Sli¢no kao (i) < (ii). O
Lema 5.4.20. Ako je a € A normalan onda je Ip(a) = rp(a).

Dokaz. Po Lemi 5.4.18 je rp(a) = rp(a*a) = rp(aa*®) = rp(a*) = Ip(a). O

Teorema 5.4.21. Neka su a,b € A gde je a normalan i neka je a <~ b. Sledeéi uslovi
ekvivalentna:

(i

a<*b;

(i) a i b komutiraju;

* 1 b komutiraju;

(iv) a i b* komutiraju;

*

)
)
(iii) @
)
(v) a

1 b* komutiraju.
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Dokaz. Dokazatemo samo ekvivalentnost uslova (i) i (ii). Ostale ekvivalencije se dokazuju
slicno. Kako je a normalan to je, po Lemi 5.4.20, Ip(a) = rp(a). Ozna¢imo ovaj idempo-
tent sa p.

(i) = (ii): Pretpostavimo da je a <* b. Teorema 5.4.8 daje

e 0 Db a 0O
“=10 0 VP 0 b |
PXp pPXp

gde je by = b — a. Lako se vidi da je

a’> 0
ab = ba = [O 0] .
pxp

(ii) = (i): Kako je a <~ b, iz Leme 5.4.16 sledi

0 — {8 8] Cop— l@ +bp1b46h pllpb4] 7
pxp 441 4 {pup

gde je py € pR(1 —p) i ¢1 € (1 — p)Rp. Pretpostavimo da je ab = ba. Sledi

a® + apibsgy  apiby ~|a@® + pibugua 0
0 0 B biqia 0 ’
pXxp PXp

i zbog toga je apiby = 0. Kako je a® = p° i p1 € pR(1 — p), sledi da je p1by = 0. Sli¢no, iz
bsqra = 0 sledi byqy, = 0. Dakle,
b {a O]
0 by o

odakle je a <* b. O]
Podsetimo se da je w € R parcijalna izometrija ako je ww*w = w.

Teorema 5.4.22. Neka su a,b e A parcijalne izometrije. Tada je a <* b ako i samo ako
jea <" b.

Dokaz. Deo “samo ako” je trivijalan. Pretpostavimo da je a <~ b. Treba pokazati da je
a <*b. Po Teoremi 5.4.19 dovoljno je dokazati da je aa® <™ bb*. Po pretpostavci, postoje
idempotenti p i ¢ takvi da je a = pb = bq. Odavde je a = bqg = bb*bg = bb*a, pa je

(aa™)(aa™)* = aa™ = bb*aa™ = (bb*)(aa™)*

(aa™)*(aa*) = aa® = aa™bb* = (aa™)*(bb*).
Dakle, aa* <* bb*. ]

Sada ¢emo dati nekoliko osobina “nasledivanja” zvezda parcijalnog uredenja. ProSirimo
najpre poznatu osobinu minus parcijalnog uredenja sa B(H) (videti [105]) na proizvoljan
prsten.
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Lema 5.4.23. Neka je R proizvoljan prsten i neka su a,be R. Ako jebe E(R) ia <" b
onda je a € F(R).

Dokaz. Neka je b idempotent i neka je a <~ b. Po definiciji, postoje p € LP(a) i ¢ € RP(a)
tako da je a = pb = bg. Imamo a = bg = b>q = ba pa 1 —b e °a = °p, tj. p = bp. Sledi,
p = p? = pbp = ap, odakle je a = pa = apa = aa = a>. O

Slede¢om teoremom ¢emo pokazati da ako je b idempotent, samo-adjungovani idem-
potent ili parcijalna izometrija, onda i svaki element a koji zadovoljava a <* b nasleduje
istu osobinu.

Teorema 5.4.24. Neka su a,b € A i prelpostavimo da je a <* b.
(i) Ako je b*> = b onda je a* = a.
(ii) Ako je b* = b = b* onda je a* = a = a*.

(iii) Ako je bb*b = b onda je aa*a = a.

Dokaz. (i): Sledi iz Leme 5.4.23 i osobine a <* b = a <~ b.

(ii): Neka je sada b* = b = b*. Kao i malopre zaklju¢ujemo da je a®> = a pa ostaje
jos da pokazemo da je a samo-adjungovan. Kako je a <* b, imamo a = pb = bq gde je
p=1Ip(a)iq=rp(a). Iz dokaza Leme 5.4.23, znamo da je p = bp, pa je

a = pa = bpa = b*p*a = (pb)*a = a*a.

Dakle, a je samo-adjungovan.
(iii): Na kraju, neka je b = bb*b. Iz a <* b sledi

a0 S 0
““lo 0 U0 by
pxq pxq
gde je by = b — a. Imamo

a 0 a0 a* 0 a 0
0 b o by 0 bF 0 b
pxq pxq gxp pXq

odakle je a = aa*a. O]

Levo-zvezda i desno-zvezda parcijalno uredenje

Levo-zvezda i desno-zvezda parcijalno uredenje su uveli Baksalari i Mitra u radu [8]
na slede¢i nacin.

Definicija 5.4.25. Levo zvezda parcijalno uredenje, =<, na M,,.,, je relacija definisana
sa
Ax< B akoje A*A=A*BilmAcImB.

Desno zvezda parcijalno uredenje, <=, na M,,«, je relacija definisana sa

A<+«B akoje AA* = BA*1iImA* < Im B*.
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Baksalari i Mitra su dokazali da za A, B € M,,,, iz A <* Bsledi Asx< Bi A <«+B
Takode, iz Ax< B ili A <* B sledi A <~ B. Obrnute implikacije ne vaze.

Prate¢i Semrlov pirstup definisanja minus parcijalnog uredenja na B(H) i koriste¢i
poznate Cinjenice vezane za gore pomenuta matri¢na uredenja, u radu [29] su definisane
sledece relacije na B(H).

Definicija 5.4.26. (Videti [29].) Za A, B € B(H) kazemo da je Ax< B kada postoji
samo-adjungovani idempotent P € B(H) i idempotent Q) € B(H) tako da je

(i) ImP =Im A4,
(i) Ker A = KerQ,
(ili) PA = PB,

(iv) AQ = BQ.

U [29] je dokazano da je za A, B € B(H), A=< B ako i samo ako je A*A = A*B i
Im A < Im B, pa je relacija iz Definicije 5.4.26 pravilno prosirenje levog-zvezda uredneja
na skupu kompleksnih matrica. Analogno se definise i desno-zvezda parcijalno uredenje
na B(H), videti [29].

Levo-zvezda uredenje mozemo okarakterisati ¢isto algebarskim uslovom.

Definicija 5.4.27. Za A, B € B(H) kazemo da je A=< B ako postoji samo-adjungovani
idempotent P € B(H) i idempotent ) € B(H) tako da je

(i) °A =
(i) A

(iii) A= PB,
(iv) A= BQ.

Da je relacija =< iz prethodne definicije zaista ekvivalentna sa relacijom =< iz Defini-
cije 5.4.26, sledi iz Teoreme 5.2.1.

Sada smo u poziciji da proSirimo pojmove levog-zvezda i desnog-zvezda uredenja na
prsten sa involucijom.

Definicija 5.4.28. Neka je R =prsten i neka su a,b € R. Kazemo da je a manje od
b u odnosu na levo-zvezda parcijalno uredenje, i to oznacavamo sa a =< b, ako postoje

pE E(R) i ge E(R) takvi da je
(i

)
ii)
i)
iv)
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Definicija 5.4.29. Neka je R =prsten i neka su a,b € R. Kazemo da je a manje od b
u odnosu na desno-zvezda parcijalno uredenje, i to ozna¢avamo sa a <=b, ako postoje
pe€ E(R)iqe E(R) takvi da je

(i) “a="p,
(i) a® = ¢°,
(iii) a = pb,
(iv) a = by

Napomena 5.4.30. Lako se proverava da je a < b ako i samo ako je a* <*b*. Ovo sledi
70" =y < (a%) = °(y").

Napomena 5.4.31. Neka je R =prsten. Uporedujuéi Definiciju 5.3.3 sa Definicijama
5.4.28 1 5.4.29, lako nalazimo da a*< b = a <" bia <xb = a <" b.

Teorema 5.4.32. Neka su a,be A. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) ax<b.

(ii) Postoje p € E(A) i q € E(A) takvi da je a = pb = bq.

(ili) a*a = a*b i a = bq za neko q € E(A).
)

a 0 ‘ a 0
a= [0 0] i b= {O b—a] : (5.18)
pxq pxq

gde je p =1p(a) i g € RP(a);

(v) Postoje pe E(A) i q€ E(A) tako da vaze matricne forme (5.18).

(iv

Dokaz. Primetimo da se u stavkama (ii), (iii) i (v) zahteva samo da je ¢ idempotent, a
ne i da obavezno pripada skupu RP(a). To se moZe dokazati na isti na¢in kao u dokazu
Teoreme 5.3.16. Ostali deo teoreme se moze dokazati na slican nacin kao i Teorema
5.4.8. ]

Naravno, analogna teorema vazi i za desno-zvezda uredenje.
Sledeca teorema govori da su relacije uvedene Definicijama 5.4.28 i 5.4.29 zaista par-
cijalna uredenja kada je A Rikartov =-prsten.

Teorema 5.4.33. Relacije *< i <+ su relacije parcijalnog uredenja na A.
Dokaz. Dokaz se moze izvesti prateéi linije dokaza Teoreme 5.3.11. O

Sledec¢a teorema je uopstenje odgovarajuc¢eg matricnog rezultata (videti Teoremu 4.2.
u [8] i Teoremu 2.1 u [4]).

Teorema 5.4.34. Neka je R Rikartov =-prsten i neka su a,b € R. Sledeéi uslovi su
ekvivalentna:
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(i) a=< b;

(ii) a <~ b i a*b je samo-adjungovan;

(iii)
ETITY.
0 0 pxa biqy D4 pxa

gde je p =1p(a) i ¢ = rp(a).

Dokaz. (i) = (ii) sledi iz Napomene 5.4.31 i Teoreme 5.4.32 ((i) = (iii)).
(ii) = (iii): Pretpostavimo da je a <~ b i da je a*b samo-adjungovan. Iz Leme 5.4.16
sledi

xp a* 0 a+ pibsgr piby _|a*a+ a*pibsqr  a*piby
a - - )
0 0 b4q1 b4 0 0
qxp pxq qxq

gde je p = Ip(a) i ¢ = rp(a). Kako je a*b samo-adjungovan, imamo da je a*piby = 0, i
zbog toga je p1by € (a*)° = rp(a*)° = Ip(a)® = p°. Kako p; € pR(1 — p) dobijamo da je
p1bs = 0, odakle sledi reprezentacija za b.

—q1
Iz Leme 5.3.8 sledi da ¢’ € RP(a). Direktna provera pokazuje da je a*a = a*b i a = bq'.
Po Teoremi 5.4.32 sledi da je a =< b. O

(iii) = (i): Pretpostavimo da a i bimaju date reprezentacije i neka je ¢’ = [ q O} .
qxq

Sli¢no se dokazuje i sledeca teorema.
Teorema 5.4.35. Neka je R Rikartov =-prsten i a,b € R. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) a <=b;

(i) a <~ b iba* je samo-adjungovan;

(iii)
_la O ., |a pibs
a‘[o 0] ' b‘[o 541 !
pxq pXq

gde je p =1p(a) i ¢ = rp(a).
Teorema 5.4.36. Neka su a,be A normalni elementi. Tada je

as<b < a<xb < a<™b.

Dokaz. Pretpostavimo da su a i b normalni i da je ax< b. Po Lemi 5.4.20 vazi da je
Ip(a) = rp(a). Iz Teoreme 5.4.34 sledi

bb* _ l a 0] |:a* <b4q1)*:| _ |: aa* a(b4ﬁh>*
pPXp pX

baqr by 0 b; bagra®  baqi(baqr)* + babj pxp
o |aa+ (baq1)*baqr  (b4G1)*by
b*b = x " )
b4b4ql b4b4 pXp
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gde je p = Ip(a). Kako su @ i b normalni, sledi da je aa™ = a*a i aa® = a*a + (bsq1)*bsq1-
Dakle, (bsq1)*bsq1 = 0. A ima pravilnu involuciju, pa je bygy = 0. Po Teoremi 5.4.8 (iv)
= (i) sledi da je a <* b. Kako zvezda uredenje implicira levo-zvezda uredenje, dokazali
smo da je a =< b ako i samo ako a <* b. Na isti nac¢in mozemo dokazati da je a <= b ako i
samo ako je a <* b. O]

5.5 Ostro i jezgarno parcijalno uredenje na
Rikartovim prstenima

Grupni inverz i o$tro parcijalno uredenje definisano pomoéu njega smo detaljno ispitali
u Glavama 4.1 odnosno 4.2. Kao i u slu¢aju minus i zvezda uredenja i sada Zelimo da
definiciju prosirimo tako da ona ima smisla i za elemente koji nisu g-invertibilni. Rezultati
ovog poglavlja se delom nalaze u radu [92]. Pre svega da vidimo kako se oStro uredenje
moze prosiriti na algebru B(X), gde je X beskona¢no dimenzionalan Banahov prostor
(s obzirom da se grupni inverz definiSe i na strukturama bez involucije, nema potrebe
suzavati kontekst na Hilbertov prostor). I u ovoj situaciji se moze primeniti univerzalan
Semrlov pristup. Neka je

Ix={AeB(X): ImA@®Ker A = X}.
Lako se vidi da A € Iy ako i samo ako postoji idempotent P4 € B(X) takav da je
ImPy=ImA i Ker Py = Ker A.
Takav idempotent je jedinstven i vazi
A= P4A = APy.

Primetimo da se skup Ix poklapa sa skupom I;, kada je dim X < oco. Prateci Semrlov
nacin.
Definicija 5.5.1. (Videti [35].) Neka je X Banahov prostor. Za A, B € B(X) kazemo da

je A<!Bako Aelyxi
A= PyB = BP,.

Relacija <* je relacija parcijalnog uredenja na Iy, [35], i ona je pravilno progirenje
oStrog parcijalnog uredenja sa I; , na Ix. Nedavno je definicija oStrog uredenja uopStena
sa M, na skup R¥ (podskup grupno invertibilnih elemenata prstena), videti [68]. Nas
cilj je da definiciju o$trog uredenja proSirimo na prstene, ali, kao i do sada, ne Zelimo da
ograni¢imo nage razmatranje samo na elemente koji poseduju grupni inverz. Ekvivalentna
algebarska definicija sa anulatorima je ocekivana.

Neka je X Banahov prostor i neka je

Ix ={AeB(X):°A=°PiA° = P° za neki idempotent P € B(X)}. (5.19)

Kada A € Zyx, idempotent P koji se javlja u (5.19) je jedinstven (Lema 5.1.4) i oz-
nacavacemo ga sa Pj.
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Definicija 5.5.2. Neka je X Banahov prostor. Za A, B € B(X) kazemo da je A <* B
ako AeTZxi
A= P,B = BP,.

Teorema 5.5.3. Neka je X Banahov prostor. Tada je:
(1) IX = IX;

(2) Ostro parcijalno uredenje <* uvedeno Definicijom 5.5.1 i relacija <% uvedena Defini-
cijom 5.5.2 su jednake na B(X).

Dokaz. Dokaz je direktna posledica Teoreme 5.2.1. O

Ostro parcijalno uredenje na Zp

Neka je R proizvoljan prsten. Definicije skupa Zx i relacije <# date Definicijom 5.5.2
imaju smisla i u R. Oznacdimo

Ir={a€ R:°a="pia® =p° zaneko pe E(R)}.

U Lemi 5.1.4 je dokazana jedinstvenost idempotenta p, pa ga mozemo oznaciti sa p = p,.
Ako a € g onda je (1 — ps)a = a(l —p,) = 0 jer 1 — p, € °p, N . Zbog toga je

a4 = Paa = ap,.

Definicija 5.5.4. Neka su a,b € R. KaZemo da je a manje od b u odnosu na ostro
parcijalno uredenje , i to ozna¢avamo sa a <* b, ako a € Zp i

a = pab = bp,.
Jasno je da za a,b e R vazi
a<*b = a<"b.
Lema 5.5.5. Neka su a,b € Ig. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) a = pab;
(2) a® = ab.
Bilo koji od uslova (1) ili (2) implicira p,py = Pa-
Dokaz. Kako je a = p,a to je

a=pb <= ps(b—a)=0 < b—acp, —<— b—aca’

< a(b—a) =0 < a* = ab.

Pretpostavimo da je a = p,b. 1z 1—p;, € py = b° dobijamo da je a(1—p,) = p.b(1—py) = 0,
pa 1l —p, €a® =pg. Sledi p,(1 —pp) = 0. n

Zbog dualnosti, dobijamo i slede¢u lemu.
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Lema 5.5.6. Neka su a,b e Ig. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(1) a=bpa;

(2) a* = ba.

Bilo koji od uslova (1) ili (2) implicira pype = Pa.

Teorema 5.5.7. Neka su a,b e Igr. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) a <*b.

(ii) b—a€Zr i paPo—a =0 i Po—aPa = 0.

(iii) b~ a€Zr ipaPs = PoPa = Pa i Po-a = Db — Da-
)

(iv) Postoji dekompozicija jedinice prstena R, 1 = fi+ fo+ f3, gde je f1 = pa @ fo = Dyp—a,
u odnosu na koju je

a 0 0 a 0 O
a=10 0 0 ib=10 b—a 0| | (5.20)
00 0],, o 0 of,,
pri cemu a € fLRf1 nije (f1, f1)-delilac nule, a b — a € foRfs nije (fa, f2)-delilac

nule.
(v) a =pb="bp, za neko p e E(R).
(vi) a® = ab = ba.

Dokaz. (i) = (iii): Pretpostavimo da su a,b € Zg i a <* b. Tada je a = p,b = bp,. Iz
Lema 5.5.5 1 5.5.6 imamo

Pa = PaPb = PbPa- (521)
Sledi da je p,—p, idempotent. Dokazimo da b—a € Zr ida je pp_o = pp—pa. Pretpostavimo
da je (pp — pa)r = 0 za neko x € R. Tada je

(b—a)x = (bpp — bpa)x = b(pp — pa)z = 0.

Sa druge strane ako je (b—a)z = 0 onda je b(1—p,)x = (b—a)x = 0, pa (1—p,)x € b° = py.
Dakle,

0= py(1 — pa)x = (Po — pa)-
Dakle, (b —a)° = (pp, — pa)°. Sli¢no, °(b—a) = °(py — pa). Odavde sledi da b—a € Zg i
da je Pvo—a = Pb — Pa-

(iii) = (iv): Neka je f1 = pa, fo = Pb — Pa = Po—a 1 f3 = 1 — pp. 1z pretpostavke da
j€ DaPb = PoPa = Pa lako dobijamo da je 1 = f; + fo + f3 dekompozicija jedinice prstena
R. Znamo da je a = p,ap, = fiaf;. Takode, b —a = py_o(b — a)pp_a = fo(b— a) f2, pa je
b=a+(b—a) = fiafi+ fo(b—a)fo. Zbog jedinstvenosti matri¢ne reprezentacije elemenata,
u odnosu na dekomporziciju jedinice, 1 = fi + fo+ f3, sledi da a i b imaju trazene matri¢ne
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forme (5.20). Iz Leme 5.1.13 i prethodnog dela dokaza sledi da a € fiRfiib—a€ foRfs
nisu (p, q)-delioci nule.

(iv) = (vi) je jasno; obi¢no matri¢no mnozenje.

(vi) = (i) sledi iz Lema 5.5.5 i 5.5.6.

(i) < (ii): Ve¢ smo dokazali da iz a <# b sledi b — a € Zp.

a<#b @pa(b—a)ZOi(b—a)pa:O < PaPb—a = 01 pp_apa = 0.

(i) = (v) je o¢igledno.
(v) = (vi): Iz a = pb = bp sledi pa = ap = a, pa je a* = apb = ab i a* = bpa = ba. [

Koriste¢i Teoremu 5.5.7 mozemo okarakterisati skup svih elemenata b ve¢ih od ele-
menta a € Zp u odnosu na relaciju <#:

a<#b<:>b:[8 [?] — b=a+ (1 —p.)x(l —pa),
! Pa XPa
gde su by € (1 —pa)R(1 —p,) i x € R proizvoljni.

Napomena 5.5.8. Pogledajmo sada na koje reprezentacije se svode matri¢ne forme date
u (5.20) u slucaju kada je R = B(X) gde je X Banahov prostor. Pretpostavimo da A, B €
Ix =TIxiA<* B,tj. A<# B. U Teoremi 5.5.7 smo dokazali da je I = F| + F, + F3,
gde je Iy = Py, Fy = Pg_a = Pg — Py, F3 = I — Pp, dekompozicija jedinice I prstena
B(X). Kako je °A = °Py, °(B— A) = °Pg_, i B° = P, iz Teoreme 5.2.1 sledi da je
ImF, =ImA, ImF, =Im (B — A) i ImF; = Im (I — Pg) = Ker Pg = Ker B. Dakle,

X=ImA®Im (B - A)®KerB.

Sta viSe, kako je A° = Pj, Teorema 5.2.1 pokazuje da je Ker A = Ker P4 = Ker F}. Ali,
kako je Ker Fi} = Im Fy, @ Im F3, to je

Ker A =1Im (B — A) @ Ker B.

Sli¢no,
Ker(B — A) =Im A® Ker B.

Sada smo u poziciji da preformuliSemo Teoremu 5.5.7. Matri¢ne reprezentacije u sledecoj
teoremi su dokazane u Teoremi 1 u [35], sa tom razlikom da mi imamo 3 x 3 nasuprot
2 x 2 reprezentacijama dobijenim u [35].

Teorema 5.5.9. Neka su A, B € Ix. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) A<# B.
(2) PyPg = PgPy =Py i Pg_ao= Pg— Pjy.

(3) X =ImA®Im(B—A)@®KerB i A i B imaju sledeée matriéne reprezentacije u
odnosu na ovu dekompoziciju

Al 0 0 Al 0 0
A=|o0 ool iB=|0 B 0,
0 00 0 0 0
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gde su Ay : ImA — ImA ¢ By : Im(B—A) - Im (B — A) injektivni ograniceni
operatori sa ImA; =ImA ¢ Im B; =Im (B — A).

(4) A = AB = BA.
Teorema 5.5.10. Relacija <7 je relacija parcijalnog uredenja na Ip.

Dokaz. Ako a € Iy onda je a = p,a = ap,, pa je <7 refleksivna. Kako <# implicira
<~ i kako je relacija <~ antisimetri¢na, sledi da je i <# antisimetri¢na. Da bi dokazali
tranzitivnost, pretpostavimo da a,b,c € Iy i da je a <¥ b, b <# c. Tada je a = p,b = bp,
ib = pyc = cpy,. Takode, popp = PpPa = pa. Sledi da je a = p,b = puppc = poc i
a = bp, = cpppa = cp,. Po definiciji je a < c. O

Nastavljamo sa jednostranim ostrim uredenjima. Videti [77] za definicije u matri¢nom
slucaju.

Definicija 5.5.11. Za a,b € R kazemo da je a #< b ako a € Zg, postoji ¢ € RP(a) i
a = pub = bq.

Definicija 5.5.12. Za a,b € R kazemo da je a <# b ako a € Zg, postoji ¢ € LP(a) i
a = qb = bp,.

Relacije #< 1 <# se zovu levo-ostro odnosno desno-ostro parcijalno uredenje. Odmah
vidimo da za a,b € R vazi

a#<b =a<"b i a<#b = a<" b
Teorema 5.5.13. Neka su a,be€ Ig. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) a#<b;
(ii) a = ap = pb = bq, za neke p,q € E(R).

(iii)
a 0 ) a 0
a = [0 0] ib= [O b—a] : (5.22)
Paxq Paxq

za neko q € RP(a) pri demu a € p,Rq nije (pq, q)-delilac nule.
(iv) Postoji ¢ € E(R) tako da vaZe matricne forme 5.22
(v) a®* = ab i a = bq za neko q € RP(a).

(vi) a* = ab i a = bq za neko q € E(R)
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Dokaz. (i) < (ii): Primetimo da iz a = ap sledi 1 — p € a® = p2, pa je p,p = p,. Sledi,
Pab = papb = poa = a. Ostatak dokaza je slican dokazu Teoreme 5.3.16.

Ekvivalencije (i) < (v) i (ii) < (vi) slede iz Leme 5.5.5.

(i) = (iii): Pretpostavimo da je a #< b, tj. da je a = p,b = bq gde ¢ € RP(a). Kako
je a = pga = aq = pub = bq lako mozemo proveriti da je

a=p.aq, b—a=(1-p,)b(l-q). (5.23)

Sada, kako je b = a + (b — a), slede matri¢ne forme za a i b date u (5.22). Da a € p,Rq
nije (pq, q)-delilac nule sledi iz Leme 5.1.13.

(iii) = (iv) je ocigledno.

(iv) = (ii): Kako je a = p,a = aq, iz (5.22) i

_|pa O . 1¢ 0
pa - |:O 0:| 1 q - |:O O] I
Pa XPa qaxq

sledi da je a = p,b = bq, tj. a#<b. O
Analogno se moze formulisati i dokazati dualna teorema za desno-oStro uredenje.
Teorema 5.5.14. Relacije #< i <# su relacije parcijalnih uredenja na Lg.

Dokaz. Dacemo dokaz samo za levo-ostro uredenje jer se dokaz za desno-oStro uredenje
moze izvesti sli¢no. Refleksivnost za #< sledi iz a = p,a = ap,, dok antisimetri¢nost
sledi iz osobine a# < b = a <~ b. Pretpostavimo sada da a,b € Zr i da je a#< b i
b#< c. Po Definiciji 5.5.11 imamo da je a = p,b = bg i b = pyc = cr za neke g € RP(a) i
r € RP(b). Iz Leme 5.5.5 imamo da je p.py = pa, pa je

PaC = PaPbC = pab = a.
Neka je ¢ = g+ (1 — q)rq. Sli¢no kao u dokazu Teoreme 5.3.11 se pokazuje da je
¢ =rqeRP(a)idaje a=cq. Dakle, a#< b. 0

Jezgarno parcijalno uredenje na Rikartovim =prstenima

Progirenje jezgarnog parcijalnog uredenja <@ sa I, ,, na Zp, pomocu anulatora, je analogno
prosirenjima ostalih relacija koje smo posmatrali.

Definicija 5.5.15. Neka je R =prsten i neka su a,b € R. Kazemo da je a manje od b u
odnosu na jezgarno parcijalno uredenje, i to oznac¢avamo sa a <@ b, ako a € Iy i

a = lp(a)b = bp,.
Naravno, mozemo posmatrati i dualno jezgarno uredenje.

Definicija 5.5.16. Neka je R =prsten i neka su a,b € R. Kazemo da je a manje od b u
odnosu na dualno jezgarno parcijalno uredenje, i to oznacavamo sa a <g b, ako a € Iy i

a = pub = brp(a).

145



Parcijalna uredenja odredena anulatorima

Zbog ocigledne dualnosti jezgarnog i dualnog jezgarnog uredenja, u nastavku ¢emo
analizirati samo jezgarno uredenje.

Zbog toga ito uslov a <@ b podrazumeva postojanje samo-adjungovanog idempotenta
Ip(a), nadalje ¢emo ovu relaciju ispitivati isklju¢ivo na Rikartovom =-prstenu .A.

Napomena 5.5.17. O¢igledno je da iz a <@ b sledi a <~ b.

Pretpostavimo sada da je <e {<~, <*, #<,<# } inekasu e, f € E(R). Primetimo da
je pe = e. Nije tesko videti da je e < f ako i samo ako je e < f. Sta vise, ako e, f € E(R)
onda je Ip(e) = rp(e) = p. = e. Sada mozemo pokazati da je e < f ako i samo ako
je e < f, gde <e {<* s<,<x, <@ <&} Dakle, sve posmatrane relacije su pravilna
pro§irenja prirodnog parcijalnog uredenja na skupu (samo-adjungovanih) idempotenata.

Teorema 5.5.18. Neka su a,be A. Tada je
a<®bh = ax<bia<H#b.
Relacija <® je relacija parcijalnog uredenja na Ig.

Dokaz. 1z Definicija 5.5.12 i 5.5.15 i Teoreme 5.4.32 sledi da je a <® b ako i samo ako je
a*< bia<#b. U Teoremama 5.5.14 i 5.4.33 smo dokazali da su relacije <# odnosno
+< parcijalna uredenja na A. Odavde sledi da je <@ parcijalno uredenje na A. O

Teorema 5.5.19. Neka su a,be A. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) a <@ b.
(ii) a = qa = pb = bq, za neke p € E(R) iqe E(R).

(iii) a*a = a*b i a* = ba.

Dokaz. (i) = (ii) je trivijalno. Neka vazi (ii). Iz a = qa = bq sledi a*® = ba, a iz a = pb, na
osnovu Leme 5.4.6, sledi a*a = a*b. Implikacija (iii) = (i) sledi iz Lema 5.5.6 i 5.4.6. O

Teorema 5.5.20. Neka su a,be€ L. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) a <® b,
(ii) Postoji ortogonalna dekompozicija jedinice
l=e;+ey+e3

1 postogi dekompozicija jedinice

L=fi+ fat+fs,
tako da je e; = Ip(a), ez = 1p(b—a) =1p(b) —1Ip(a), fi = pa, f3 = (b—a)® i
a 0 0 a 0 0
a=10 0 0 i b=10 b—a O , (5.24)
0 0O exf 0 0 0 exf

pri cemu a € e; Afy nije (eq, f1)-delilac nule, a b — a € es Afy nije (e, f2)-delilac
nule.
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Dokaz. (i) = (ii): Pretpostavimo da su a,b € Zg i da je a <® b. Tada je a = Ip(a)b = bp,.
Neka je e; = Ip(a), ea = Ip(b—a) i e3 = 1 — Ip(b). Na isti nac¢in kao u dokazu Teoreme
5.4.13, mozemo dokazati da je Ip(b — a) = Ip(b) — Ip(a), Ip(a)lp(b) = Ip(a), Ip(a)lp(b) =
Ip(a), i da je 1 = e; + ey + e3 ortogonalna dekompozicija jedinice prstena A. U Lemi 5.5.6
smo dokazali da iz a = bp, sledi pyp, = p,. Kako je 1 —p, € p; = b° imamo da je

a(l —py) = Ip(a)b(l —py) = 0,

paje 1 —p, € a® = p2. Zaklju¢ujemo da je p, = p.py 1 zbog toga p, — p, € E(A). Neka
je i =Pa; fo=pDo—DPalfs =1—pp. 12 pa = papy = popa sledi da je 1 = f1 + fo + f3
dekompozicija jedinice prstena A. Da je (b—a)° = (pp—pa)° moZemo dokazati kao u dokazu
Teoreme 5.5.7. Dokazimo sada da je ap, = a. Zaista, iz p, = papp sledi 1 — p, € p;, = a°,
pa je a(l — p,) = 0. Primetimo da je

erafi = Ip(a)ap, = a

eabfa = (Ip(b) — Ip(a))b(py — pa) = (b —a)(po — pa) = b(Pp — pa) = b — a.

Dakle, a = ejafi ies(b—a)fo =b—a,pajeb=a+ (b—a) =eaf; +ex(b—a)fs. Iz
ovih jedna¢ina slede matri¢ne reprezentacije elemenata a i b date u (5.24). Da elementi
a€ el Af1 10— a € e Afs nisu (p, q)-delioci nule, sledi iz Leme 5.1.13 i prethodnog dela
dokaza.

(ii) = (i): Kako je Ip(a) = eilp(a)e; i pa = fipafi1, zbog jedinstvenosti matri¢nog
predstavljanja elemenata, dobijamo da je

Ip(a) 0 O pe 0 0
Ip(a)=] 0 00 ipo.=10 00
0 00| 0 00f,,
Sada je lako pokazati da je a = Ip(a)b = bp,, pa je a <@ b. ]

Napomena 5.5.21. U dokazu Teoreme 5.5.20 smo videli da iz a <@ b sledi Ip(b — a) =
Ip(b) —Ip(a) i pj_, = (p» — pa)°. Dokazimo sada da iz a <@ b ne sledi p,_q = pp — pa, U
opstem slu¢aju. Pretpostavimo, suprotno nagoj tvrdnji, da iz a <@ b sledi pp_q = pp — Pa.
Tada iz ekvivalentnosti uslova (i) i (ii) iz Teoreme 5.5.20, moZemo zakljuciti da je a <® b
ako i samo ako je b — a <@ b. Ali ovo ne vazi ¢ak i u slu¢aju kompleksnih matrica,
videti [9].

Koriste¢i Teoremu 5.5.20, mozemo okarakterisati skup svih elemenata b ve¢ih od a € Z4
u odnosu na jezgarno parcijalno uredenje:

a 0

0 b < b=a+ (1 —1Ip(a))z(l—p,),

a<Pph — b= [ ]
Ip(a)xpa

gde su by € (1 —1Ip(a))R(1 — p,) i © € R proizvoljni.
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Napomena 5.5.22. Pretpostavimo sada da je A = B(H), A, B € Iy, gde je H Hilbertov
prostor i posmatrajmo Teoremu 5.5.20. Neka je £y = Ip(A), By =1p(B — A) = Ip(B) —
Ip(A), B3 = 1 —1p(B) i Fy = Pa, Fo = Pg — P4, F5; = I — Pp. Sli¢no kao za zvezda
uredenje, na strani 131, dobijamo da je

H=ImASIm (B - A)& Ker B*.

Kako je °Fy = °A, P} = B°, dobijamo da je InF; = Im A i Im F; = Ker Pg = Ker B.
Zbog toga je
H=ImA®Im (Pg — P4)® Ker B.

Dalje, kako je A° = F}, to je
Ker A =Ker F} = Im F, ®Im F3 = Im (Pg — P4) ® Ker B.
Takode, iz (B — A)° = Fy zaklju¢ujemo da je
Ker (B —A) =Ker Fy, = Im F; @ Im F3 = Im A ® Ker B.
Sada smo u poziciji da preformulisemo Teoremu 5.5.20.

Teorema 5.5.23. Neka su A, B € Iy, gde je H Hilbertov prostor. Sledeci uslovi su
ekvivalentni:

(1) A<® B;
(2)

H=ImA®Im (Pg — P4) @ Ker B,
H=ImASIm (B - A) ©Ker B*

AB:ImA®Im (Pg — P4)®KerB - ImA@Im (B — A) & Ker B*

imaju sledece matricne reprezentacije

A 00 A, 0 0
A=|0 ool iB=|0 B 0],
0 00 0 0 0

gde su A : ImA — ImA i By : Im(Pg — P4) — Im (B — A) injektivni ograniceni
operatori i uz to vazi da je ImA; =Im A i Im By = Im (B — A).
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Indeks simbola 1 pojmova

x, 7 R# 51

<*. 6,69, 126 R® 51

<7, 4,24, 42, 113 RT, 51

<#. 5,69, 140 Rg, 51
<9,100 x<, 137
<®, 68, 69 <%, 138

<%, 4, 25, 40 A, 115

<@, 68, 69 BU), 3

AB, 6 B(U,V), 3
Afi,j,.. .k}, 2 BY(X,Y), 38
A* 2 E(R), 7
A 49 G-relacija, 100
AP 3 G(a), 100
A# 3 G(a,b), 101
A°, 114 G,(a), 100
A® 49, 89 KerA, 1,3
At 3 L(U), 3

AD 65 LU, V), 3
AP, 64 Qg, 100
Al k) 9 ImA, 1,3
A1 2 R(l)J 24
A 99 a{l,2}, 33
Ag, 49, 90 a{l}y, 33
Apc, 62 D, 14
ACTCR7 62 62(N)7 917 93
CS(A), 36 ind A, 2
E(R), 7 <7

Ix, 140 <y, 64

I, 1 Ip(a), 127

I g, 93 Igr, 141

ILXJ 3 Ix, 140

L, 2 <, 136

M,, 1 +<, 136, 137
Mpsn, 1 |-y, 11
Moun(R), 36 | oo, 11
Py, 140 o, 14
RS(A), 36 <*, 126, 127, 131
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<7, 119

<# 141, 143
<@ 145, 148
<@, 145
rp(a), 127
<4, 144

op, 94

~, 102

H<, 144
LP(a), 121
RP(a), 121
G(a), 101
a”, 52

a°, 114

a®, 51

af, 52

ag, 51

Pa, 141

°A, 114

°a, 114
(T)-uslov, 101

anihilator, videt: anulator
anulator

desni, 114

levi, 114

dekompozicija
(P,Q), 39
jedinice prstena, 14
ortogonalna, 16
Parsova, 15
direktna suma

algebarska potprostora, 12
ortogonalna potprostora, 14

spoljasnja

normiranih prostora, 11
unitarnih prostora, 11
topoloska potprostora, 12

ekvivalentni idempotenti, 102

element
(p, q)-invertibilan, 29
s-regularan, 7
G-maksimalan, 101
EP, 7, 59

nije (p, q) delilac nule, 116

normalan, 132

parcijalna izometrija, 135

regularan, 7
samo-adjungovan, 7

g-preslikavanje, 100

ideal, 6
idempotent, 7
ortogonalan, 19
indeks
matrice, 2
operatora, 3
inverz
(b, c), 62

(p,q), 30
{i,4,..., k}-inverz, 2

crC' R sa ogranic¢enjima, 62

g-inverz, 2
Bot-Dafinov, 50, 99
Drejzinov, 3

duz elementa, 65

dualni jezgarni, 49, 51, 90

grupni, 3, 7, 53
jezgarni, 49, 51, 89
jezgarni-EP, 65
MP, 3, 53
Mur-Penrouzov, 3, 7
refleksivni, 3
spoljasnji, 3
unutrasnji, 2
involucija, 7
pravilna, 7
izometrija, 12
izomorfizam
izometricki, 12
topoloski, 12

komplementaran potprostor, 21

kompletizacija, 101
nosa¢ g-preslikavanja, 100

operator

levog (desnog) pomeraja, 91, 93
ortogonalni idempotenti, 14
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polugrupa
s-regularna, 7

preslikavanje
kompletno, 101
polu-kompletno, 101

prsten
»-prsten, videt: sa involucijom
Dedekind-konacan, 102
FD, 103
fon Nojman regularan, 7, 120
regularan, videt: fon Nojman regularan
Rikartov, 115
Rikartov =, 54, 115
sa involucijom, 7

rangovska projekcija, 57, 127
relacija

antisimetricna, 1

binarna, 1

eivivalencije, 1

poretka - parcijalnog uredenja, 1

pre-uredenja, 1

refleksivna, 1

simetri¢na, 1

tranzitivna, 1

standardne dekompozicije, 28, 77

topoloski komplementaran potprostor, videt:
komplementaran potprostor

uredenje
desno-ostro parcijalno, 144
desno-zvezda parcijalno, 136, 138
dualno jezgarno parcijalno, 68, 69, 145
jezgarno parcijalno, 68, 69, 145
levo-ostro parcijalno, 144
levo-zvezda parcijalno, 136, 137
minus parcijalno, 4, 24, 113, 119
ostro parcijalno, 5, 69, 141
prirodno na E(S), 7
prostorno pre-uredenje, 4, 25, 40
zvezda parcijalno, 6, 69, 127
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