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Predgovor

Tokom poslednje £etiri decenije, nekoliko matri£nih ure�enja je de�nisano i ispitivano od
strane istraºiva£a iz oblasti linearne algebre. Ako je GpAq odre�eni podskup skupa svih
uop²tenih inverza kompleksne matrice A, onda kaºemo da je A manja od matrice B u
odnosu na relaciju ăG ako postoji matrica X iz GpAq tako da je

AX “ BX i XA “ XB.

Za razli£ite izbore skupa GpAq dobijamo razli£ita matri£na ure�enja. Kada je GpAq skup
svih unutra²njih inverza matrice A, dolazimo do de�nicije minus parcijalnog ure�enja ă´,
kojeg su nezavisno jedan od drugog de�nisali Hartvig [46] i Namburipad [83] 1980. godine.
Kada je GpAq “ tA:u, gde je A: Mur-Penrouzov inverz od A, dobijamo zvezda parcijalno
ure�enje ă˚, koje je de�nisao Drejzin 1977. godine, [33]. Ako je GpAq “ tA#u, gde je A#

grupni inverz od A, onda se relacija ăG svodi na o²tro (eng. sharp) parcijalno ure�enje
ă#, [74]. Bazi£na relacija svih pomenutih ure�enja je prostorno pre-ure�enje ăs. Kaºemo
da je A ăs B ako je ImA Ď ImB i ImA˚ Ď B˚. Vaºno je naglasiti da su minus i zvezda
ure�enje prvobitno de�nisani i ispitivani na polugrupama i prstenima. Uprkos tome, ova
tematika je do sada u velikoj meri ispitana u kontekstu matrica. Sveobuhvatan prikaz
teorije je postignut 2010. godine monogra�jom [77]. Da je oblast u velikoj meri i dalje
aktuelna svedo£i i nedavno uveden pojam jezgarnog (eng. core) A#© i dualnog jezgarnog
inverza A#©, i jezgarnog ă#© i dualnog jezgarnog matri£nog ure�enja ă#© koji su ispitivani
u nekoliko skora²njih radova, [9, 66, 67, 71, 87]. Tako�e, uvo�enjem novih klasa uop²tenih
inverza kao ²to su klasa inverza duº elementa [70] i klasa Drejzinovog pb, cq inverza [34],
otvara se mogu¢nost za de�nisanje novih ure�enja baziranih na njima. Teorija matri£nih
ure�enja je blisko povezana sa teorijom uop²tenih inverza, ali i sa oblastima linearne
algebre kao ²to su matri£ne dekompozicije i simultane dijagonalizacije matrica. Matri£na
ure�enja nalaze primenu pre svega u statistici i teoriji elektri£nih mreºa.

Cilj predloºene doktorske disertacije je pro²irenje poznatih parcijalnih ure�enja zasno-
vanih na uop²tenim inverzima sa skupa kompleksnih matrica na ²ire matemati£ke struk-
ture. Ure�enja ¢e biti de�nisana i ispitivana najpre na proizvoljnim i fon Nojmanovim reg-
ularnim prstenima (sa ili bez involucije), a zatim i na Rikartovim i Rikartovim ˚-prstenima.
Ovi prsteni, uvedeni sredinom pro²log veka, su nastali kao poku²aj algebrizacije fon No-
jmanovih algebri operatora. Zna£ajan deo disertacije je posve¢en ispitivanju osobina
parcijalnih ure�enja na operatorima na Banahovim i Hilbertovim prostorima, kao i na us-
postavljanju veze izme�u ovih rezultata i rezultata u kontekstu prstena. Glavni rezultati u
disertaciji, koji se ti£u ure�enja u kontekstu prstena, su direktno motivisani geometrijskim
tehnikama dekompozicije prostora.
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Predgovor

Da bi objasnili glavne rezultate predloºene disertacije, navodimo slede¢u poznatu
karakterizaciju koja predstavlja jedan od glavnih rezultata matri£nih parcijalnih ure-
�enja, [77]. Za kompleksne matrice A,B P Cmˆn je A ă´ B ako i samo ako postoje
regularne matrice R i S takve da je, (videti Teoremu 1.1.4)

A “ R

»

–

Ia 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

flS i B “ R

»

–

Ia 0 0
0 Ib´a 0
0 0 0

fi

flS. (1)

O²tro i zvezda ure�enje se mogu okarakterisati analognim uslovima, videti Teoreme 1.1.5
i 1.1.8. Kori²¢enjem ovakvih simultanih dijagonalizacija moºe se dokazati veliki broj os-
obina matri£nih ure�enja. Zbog toga je jedan od ciljeva u disertaciji na¢i karakterizacije
analogne matri£nim formama (1) u slu£aju kada se relacije ă´, ă˚, ă#, ă#© i ă#© pos-
matraju na ²irim matemati£kim strukturama. Iz (1), i iz njoj analognih karakterizacija,
vidimo da kada je A ă B onda postoje baze u Cn odnosno u Cm u odnosu na koje linearne
transformacije A i B imaju odgovaraju¢i dijagonalni oblik. Tehnike kona£no dimenzion-
alne linearne algebre, koje su dominantno oru�e u ispitivanju matri£nih parcijalnih ure-
�enja, su neprimenljive u slu£aju operatora na beskona£no dimenzionalnim vektorskim
prostorima. Ono ²to se u slu£aju matrica postiºe promenom baze, u operatorskom slu£aju
se moºe posti¢i odgovaraju¢im dekompozicijama prostora. Neka su A,B P BpX, Y q regu-
larni operatori, gde su X i Y proizvoljni Banahovi prostori. U Teoremi 3.2.15 je pokazano
da je uslov A ă´ B ekvivalentan postojanju dekompozicija (topolo²kih direktnih suma)

X “ X1 ‘X2 ‘KerB i Y “ ImA‘ Im pB ´ Aq ‘ Y1,

u odnosu na koje operatori A,B : X1 ‘ X2 ‘ KerB Ñ ImA ‘ Im pB ´ Aq ‘ Y1 imaju
slede¢e matri£ne forme

A “

»

–

CA 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl i B “

»

–

CA 0 0
0 CB´A 0
0 0 0

fi

fl , (2)

gde su CA i CB´A invertibilni operatori. Ova karakterizacija je analogon matri£ne karak-
terizacije (1) i pomo¢u nje se moºe dokazati da mnoge osobine matri£nog minus par-
cijalnog ure�enja vaºe i u slu£aju operatora. U Teoremama 4.3.12�4.3.15 je za A,B P

BpHq, gde je H Hilbertov prostor, na sli£an na£in okarakterisan uslov A ă B, gde je
ăP tă˚,ă#,ă#©, ă#©u. Na primer, uslov A ă#© B indukuje dekompoziciju H “ ImA ‘
Im pBB#´AA#q‘KerB i ortogonalnu dekompoziciju H “ ImAk Im pB´AqkKerB˚,
u odnosu na koje A i B imaju matri£ne forme kao u (2). Logi£no je postaviti pitanje
da li je mogu¢e karakterizaciju (1), kao najbitniju osobinu svakog matri£nog ure�enja,
uop²titi u slu£aju prstena. Prelazak sa matri£nog na slu£aj prstena je komplikovaniji u
tom smislu ²to se (za razliku od operatorskog slu£aja) ne moºe koristiti analogija sa ma-
tri£nim dokazima, tj. potrebno je na¢i druga£iji pristup. Svaka dekompozicija prostora
indukuje dekompoziciju jedini£nog operatora u vidu sume me�usobno ortogonalnih idem-
potenata, ali i obrnuto. Pristup pomo¢u idempotenata ima smisla i kada se posmatra na
prstenu. Neka su a i b regularni elementi prstena R. U Teoremi 3.1.8 je dokazano da
uslov a ă´ b prirodno de�ni²e dve trojke me�usobno ortogonalnih idempotenata peiq i

iii
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pfjq, i, j “ 1, 2, 3 sa sumama jednakim 1. Na taj na£in se prsten razlaºe u direktnu sumu
bimodula eiRfj. U odnosu na ovu sumu elementi a i b imaju 3ˆ 3 dijagonalnu matri£nu
formu:

a ă´ b ðñ a “

»

–

a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

i b “

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

, (3)

pri £emu je a P e1Rf1, pe1, f1q-invertibilan, a b ´ a P e2Rf2 je pe2, f2q-invertibilan, videti
De�niciju 3.1.10. Uspostavljen je prirodan tok od karakterizacije (1) preko karakterizacije
(2) do karakterizacije (3).

Predloºena disertacija je bazirana na rezultatima autora koji su publikovani u vode¢im
me�unarodnim £asopisima. Sledi detaljno izlaganje sadrºaja. Disertacija je podeljena u
5 glava. U prvoj glavi su prezentovani osnovni pojmovi i rezultati koji su potrebni za
razumevanje problematike i za dalji rad.

U drugoj glavi ¢emo dati osvrt na pojam topolo²ke direktne sume potprostora normi-
ranog vektorskog prostora X. Svaka dekompozicija jedinice prstena R “ BpXq odre�uje
jednu topolo²ku direktnu sumu potprostora prostora X i obrnuto. Odavde sledi da svaka
matri£na forma elementa prstena odre�uje jednu matri£nu reprezentaciju operatora i obr-
nuto. Time se uspostavlja �na veza izme�u £isto algebarskog i analiti£ko topolo²kog
pojma. To nam omogu¢uje da parcijalna ure�enja ispitujemo na prstenima, a da kao
posledicu tih rezultata dobijemo odgovaraju¢e preformulisane rezultate na operatorima.
Rezultati ove glave su deo neobjavljenog rukopisa [89].

Ostatak disertacije moºemo podeliti na dva dela. U Glavama 3 i 4 ¢emo analizirati
parcijalna ure�enja odre�ena uop²tenim inverzima elemenata, a u Glavi 5 ure�enja de�n-
isana posredstvom anulatora.

Glava 3 sadrºi rezultate koji su publikovani u radovima [91] i [96]. U Poglavlju 3.1 se
ispituje prostorno pre-ure�enje i minus parcijalno ure�enje na proizvoljnim prstenima. S
obzirom na prisustvo uop²tenih inverza, minus ure�enje ima smisla posmatrati pre svega
na fon Nojmanovim regularnim prstenima. Koriste¢i rezultate ovog poglavlja i Glave 2, u
Poglavlju 3.2 dobijamo odgovaraju¢e rezultate prostornog pre-ure�enja i minus parcijalnog
ure�enja na BpX, Y q, gde su X i Y Banahovi prostori. Dokazano je da £ak i oni rezultati
iz prethodnjog poglavlja koji zahtevaju regularnost prstena R, vaºe i u ovom slu£aju.

U Glavi 4 se paralelno, posredstvom zajedni£kih idempotenata, ispituju MP, grupni,
jezgarni i dualni jezgarni inverz, kao i odgovaraju¢a parcijalna ure�enja. Ve¢ina rezultata
ove glave koji se ti£u jezgarnog inverza i jezgarnog parcijalnog ure�enja su novi £ak i
u slu£aju matri£nih parcijalnih ure�enja. Najpre, se u Poglavlju 4.1 uvodi ekvivalentna
algebarska de�nicija jezgarnog matri£nog inverza, tj. koncept se pro²iruje na proizvoljan
prsten sa involucijom. Jezgarni inverz je okarakterisan skupom jedna£ina, a tako�e je data
i njegova matri£na forma. Dokazano je da ovaj inverz pripada klasi Drejzinovog pb, cq-
inverza i klasi inverza duº elementa. Dat je i veliki broj karakterizacija EP elemenata.
Rezultati ovog poglavlja su publikovani u radu [94], a deo se nalazi u radu [90] koji je
trenutno na recenziji.

U Poglavlju 4.2 se ispituju osobine relacija ă˚, ă#, ă#© i ă#© na prstenu i dokazuje se
da su one zaista relacije poretka. Dekompozicije prstena u obliku direktne sume i karak-
terizacije analogne sa (3) su dobijene za svako od ure�enja. Date su karakterizacije ovih
relacija kori²¢enjem skupovnih inkluzija odgovaraju¢ih podskupova uop²tenih inverza. U
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nastavku je dat veliki broj uslova pod kojima vaºi implikacija a ă´ b ñ a ă b, gde je
ă jedno od £etiri posmatrana ure�enja. Rezultati ovog poglavlja su deo rada [95] koji je
trenutno na reviziji.

U Poglavlju 4.3 se tematika iz prethodnog poglavlja posmatra na algebri BpHq, gde
je H Hilbertov prostor. Na po£etku je de�nicija jezgarnog inverza pro²irena sa matrice
na operator, ali ovog puta se jezgarni inverz posmatra kao uop²teni inverz sa prede�n-
isanom slikom i jezgrom. Spektralna svojstva ovog inverza su posebno analizirana. Pod
pretpostavkom da je A ă B, gde je ăP tă˚,ă#,ă#©,ă#©u, odre�ene su dekompozicije
prostora H i odgovaraju¢e matri£ne forme operatora A i B. Rezultati ovog poglavlja su
publikovani u radu [93].

U Poglavlju 4.4 je Mitrina jedinstvena teorija parcijalnih ure�enja baziranih na uop²tenim
inverzima, pro²irena sa skupa kompleksnih matrica na prsten. Najpre je data alge-
barska karakterizacija kona£no dimenzionalnih vektorskih prostora, pomo¢u koje je uve-
den pojam kona£no dimenzionalnog (FD) prstena koji je blisko povezan sa pojmom
Dedekindovog-kona£nog prstena. Matri£ni koncepti g-preslikavanja i G relacije su pro²ireni
na proizvoljan prsten. Glavni rezultat ovog poglavlja je dokaz da su potrebni i dovoljni
uslovi pod kojima je G relacija parcijalno ure�enje na FD prstenu, isti kao i u matri£nom
slu£aju. Rezultati ovog poglavlja su publikovani u radu [97].

Glavni nedostatak pominjanih parcijalnih ure�enja je taj ²to se oni de�ni²u samo na
elementima koji poseduju uop²teni inverz. Ali ve¢ na algebri BpHq, proizvoljan operator
sa slikom koja nije zatvoren skup ne poseduje uop²teni inverz. �emrl je prvi posmatrao
problem pro²irenja de�nicije minus parcijalnog ure�enja sa skupa kompleksnih matrica
na celu algebru BpHq: A ă´ B ako postoje ograni£eni idmepotenti P i Q takvi da je

ImP “ ImA, KerP “ KerA i A “ PB “ BQ.

Nastavljaju¢i �emrlov pristup, Dolinar i Marovt su pro²irili de�niciju zvezda ure�enja
na BpHq, dok je E�mov pro²irio de�niciju o²trog ure�enja na BpXq, gde je X Banahov
prostor.

Cilj pete glave disertacije je prona¢i ekvivalentnu algebarsku de�niciju �emrlove de�ni-
cije koja ¢e omogu¢iti pro²irenje minus ure�enja na op²tije matemati£ke strukture. Jasno
je da takva struktura mora biti �bogata� idempotentima, a Rikartovi prsteni upravo imaju
ovu osobinu. Prsten A je Rikartov (Rikartov ˚) prsten ako za svako a P A postoje idem-
potenti (samo-adjungovani idempotenti) p i q iz A takvi da je ˝p “ ˝a i q˝ “ a˝, gde je
˝a “ tx P A : xa “ 0u, i sli£no a˝ “ tx P R : ax “ au. Algebra BpHq je bitan primer
Rikartovog ˚-prstena. U Poglavlju 5.3 je dato pro²irenje �emrlove de�nicije sa BpHq na
A na slede¢i na£in: a ă´ b ako i samo ako postoje idempotenti p i q takvi da je

˝p “ ˝a, q˝ “ a˝ i a “ pb “ bq.

Dokazano je da je ă´ relacija parcijalnog ure�enja na Rikartovom prstenu. I u ovom
slu£aju je pokazano da uslov a ă´ b odre�uje dve dekompozicije jedinice prstena A i na
taj na£in 3ˆ3 matri£ne reprezentacije elementa a i b sli£ne reprezentacijama (3), pri £emu
sada element a P e1Rf1 nije pe1, f1q-delilac nule, a b´ a P e2Rf2 nije pe2, f2q-delilac nule.
Rezultati Poglavlja 5.3 su deo rada [25] koji je trenutno na recenziji.

Nastavljaju¢i pristup opisan u prethodnom poglavlju, u Poglavlju 5.4 je data alge-
barska de�nicija zvezda ă˚, levog-zvezda i desnog-zvezda parcijalnog ure�enja. Pored
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dokaza da su ove relacije parcijalna ure�enja na Rikartovom ˚-prstenu, jo² jednom su do-
bijene reprezentacije sli£ne onima u (3). Tako�e je posmatran uzajamni odnos ovih ure-
�enja sa minus ure�enjem, a osobine su posebno ispitane za normalne elemente prstena.
Rezultati ovog poglavlja su publikovani u radu [69].

U Poglavlju 5.5 je zaokruºena teorija parcijalnih ure�enja odre�enih anulatorima,
de�nisanjem i ispitivanjem o²trog ă# i jezgarnog ă#© parcijalnog ure�enja. Rezultati
ovog poglavlja su publikovani u radu [92]. Kori²¢enjem rezultata Glave 2, za svako od
posmatranih ure�enja de�nisanih anulatorima je dato kratko tuma£enje matri£nih formi
elemenata u slu£aju kada je A “ BpHq.
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Glava 1

Uvod

U ovoj glavi ¢emo izloºiti osnovne oznake, de�nicije i rezultate neophodnih za dalji rad.

Relacije i parcijalna ure�enja

De�nicija 1.0.1. Binarna relacija ρ na skupu A je podskup od Aˆ A.

Ako px, yq P ρ, kaºemo da je x u relaciji ρ sa y i to ozna£avamo sa xρy.

De�nicija 1.0.2. Za binarnu relaciju ρ na A kaºemo da je

(1) re�eksivna ako je xρx, za svako x P A;

(2) simetri£na ako za sve x, y P A, iz xρy sledi yρx;

(3) antisimetr£na ako za sve x, y P A, iz xρy i yρx sledi x “ y;

(4) tranzitivna ako za sve x, y, z P A, iz xρy i yρz sledi xρz.

De�nicija 1.0.3. Relacija ρ naA je relacija ekvivalencije ako je ona re�eksivna, simetri£na
i tranzitivna.

De�nicija 1.0.4. Relacija ρ na A je relacija poretka, odnosno relacija parcijalnog ure-
�enja, ako je ona re�eksivna, antisimetri£na i tranzitivna.

De�nicija 1.0.5. Relacija ρ na A se zove pre-ure�enje ako je ona re�eksivna i tranzitivna.

1.1 Matri£na parcijalna ure�enja odre�ena uop²tenim

inverzima

Ukoliko nije druga£ije nagla²eno, pod poljem ¢emo podrazumevati polje C kompleksnih
brojeva. Skup svih kompleksnih matrica reda m ˆ n ozna£avamo sa Mmˆn. Kada je
m “ n, algebru kvadratnih matrica reda n ozna£avamo sa Mn. Jedini£nu matricu reda
n ozna£avamo sa In. Za A P Mmˆn sa ImA ozna£avamo prostor kolona matrice A, tj.
skup tAx : x P Cnu. Sa KerA ozna£avamo jezgro matrice A, tj. skup tx P Cn : Ax “ 0u.
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Naravno, A˚ P Mnˆm ozna£ava konjugovano transponovanu matricu matrice A. Indeks
matrice A P Mn, u oznaci indA, je najmanji prirodan broj k P t0, 1, 2, . . . u za koji vaºi
rankAk “ rankAk`1. Svaka kvadratna matrica A P Mn ima indeks i vaºi 0 ď indA ď n.
Imamo, indA ď 1 ako i samo ako je rankA “ rankA2. Skup svih kompleksnih kvadratnih
matrica reda n i indeksa manjeg ili jednakog 1 ozna£avamo sa I1,n:

I1,n “ tA PMn : indA ď 1u.

Elementarna je stvar da svaku matricu moºemo posmatrati kao linearni operator (linearnu
transformaciju) izme�u dva vektorska prostora kona£nih dimenzija, i obrnuto. To ¢emo
nadalje £initi bez posebnog nagla²avanja.

Uop²teni inverzi matrica

Kao ²to znamo matrica A PMn je regularna ako i samo ako je rankA “ n, tj. detA ‰ 0.
U tom slu£aju matrica A ima inverz, tj. postoji jedinstvena matrica A´1 takva da je
AA´1 “ A´1A “ In. Inverzna matrica matrice A zadovoljava, izme�u ostalog, slede¢e
jedna£ine:

p1q AXA “ A,

p1kq AkXA “ Ak,

p2q XAX “ X,

p3q pAXq˚ “ AX,

p4q pXAq˚ “ XA,

p5q AX “ XA,

p6q XA2
“ A,

p7q AX2
“ X,

p8q A2X “ A,

p9q X2A “ A.

Tako�e, za λ ‰ 0

Ax “ λx ðñ A´1x “
1

λ
x. (1.1)

U ºelji da proizvoljnoj matrici, £ak i pravougaonoj, pridruºimo matricu koja ¢e imati neke
od ovih osobina obi£nog inverza, prirodno dolazimo do pojma uop²tenog (generalizovanog)
inverza matrice A PMmˆn.

Za matricu A PMmˆn, neka Ati, j, . . . ku ozna£ava skup svih matrica X PMnˆm koje
zadovoljavaju jedna£ine piq, pjq, . . . , pkq. Matrica X P Ati, j, . . . ku se naziva ti, j, . . . , ku-
inverz od A i tako�e se ozna£ava sa Api,j,...,kq. Istu notaciju koristimo i u slu£aju kada je
A operator na beskona£no dimenzionalnom prostoru.

De�nicija 1.1.1. (Videti [13].) Neka je A PMmˆn. Matrica X PMnˆm se naziva

1. unutra²nji inverz (g-inverz) matrice A ako X P At1u;
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2. spolja²nji inverz matrice A ako X P At2u;

3. re�eksivni inverz matrice A ako X P At1, 2u;

4. Mur-Penrouzov (eng. Moore-Penrose) inverz (skra¢eno kaºemo MP inverz) matrice
A ako X P At1, 2, 3, 4u, i u tom slu£aju koristimo oznaku X “ A:;

Ako je n “ m onda se matrica X naziva

5. grupni inverz matrice A ako X P At1, 2, 5u, i u tom slu£aju koristimo oznaku X “

A#;

6. Drejzinov (eng. Drazin) inverz matrice A ako X P At1k, 2, 5u, i u tom slu£aju
koristimo oznaku X “ AD.

Poznato je da svaka matrica ima jedinstven Mur-Penrouzov inverz. MP inverz je
uveo Mur [80] a kasnije su, nezavisno od njega, Bjerhamar [16] i Penrouz [86] na drugi
na£in ponovo do²li do istog pojma. Svaka kvadratna matrica A indeksa k ima jedinstven
Drejzinov inverz. Matrica A PMn ima grupni inverz ako i samo ako je njen indeks manji
ili jednak 1, i u tom slu£aju je grupni inverz jedinstven.

Ekvivalentne karakterizacije, minimalna svojstva, spektralna svojstva i ostale osobine
Mur-Penrouzovog, Drejzinovog i grupnog inverza se mogu na¢i u [13]. Pored nabrojanih,
nedavno su uvedena jo² dva uop²tena inverza kompleksne matrice. To su jezgarni i dualni
jezgarni inverz £ije de�nicije ¢emo dati u Glavi 4.1.

Neka su sada U i V vektorski prostori proizvoljnih dimenzija. Sa LpU, V q ozna£avamo
skup svih linearnih transformacija (operatora) A : U Ñ V . Za A P LpU, V q, sa ImA
ozna£avamo sliku operatora A a sa KerA ozna£avamo jezgro (nul prostor) od A:

ImA “ tAx : x P Uu, KerA “ tx P U : Ax “ 0u.

Ukoliko su U i V normirani vektorski prostori tada sa BpU, V q ozna£avamo skup svih
ograni£enih linearnih operatora A : U Ñ V . Ako je U “ V ona umesto LpU,Uq i BpU,Uq
pi²emo LpUq odnosno BpUq. Jedini£ni operator na prostoru U ozna£avamo sa IU , tj. sa
I kada ne moºe do¢i do zabune.

Za operator A P LpUq kaºemo da ima indeks manji ili jednak jedan, indA ď 1, ako je
ImA “ ImA2 i KerA “ KerA2. Skup svih ograni£enih linearnih operatora na Banahovom
prostoru X £iji je indeks manji ili jednak 1 ozna£avamo sa I1,X . Vaºi da je

I1,X :“ tA P BpXq : indA ď 1u

“ tA P BpXq : ImA‘KerA “ Xu.

Na osnovu Katoove teoreme (Teorema 4.7.5 u [98]) sledi da ako A P I1,X onda je ImA
zatvoren potprostor.

Na potpuno isti na£in kao za matrice, de�ni²u se razli£iti uop²teni inverzi operatora na
Banahovim odnosno Hilbertovim prostorima. Tako�e zadrºavamo odgovaraju¢u notaciju.
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Matri£na parcijalna ure�enja

Cilj ovog poglavlja je prikaz najbitnijih poznatih rezultata matri£nih parcijalnih ure�enja
baziranih na uop²tenim inverzima. Mnogo vi²e se moºe na¢i u monogra�ji [77] i tamo
navedenim referencama.

Prostorno pre-ure�enje

Osnovna matri£na relacija ure�enja je prostorno pre-ure�enje.

De�nicija 1.1.2. (Videti [77].) Neka su A,B P Mmˆn. Kaºemo da je A manja od B u
odnosu na prostorno pre-ure�enje, i to ozna£avamo sa A ăs B, ako je

ImA Ď ImB i ImA˚ Ď ImB˚.

Pokazuje se da je relacija ăs re�eksivna i tranzitivna, tj. ăs je pre-urednjenje na
Mmˆn. Tako�e, A ăs B ako i samo ako je A “ BMB za neku matricu M P Mnˆm.
Dakle, ako je A ăs B onda je rank pAq ď rank pBq.

Minus parcijalno ure�enje

Na matricama se ovo ure�enje naj£e²¢e de�ni²e na slede¢i na£in.

De�nicija 1.1.3. (Videti [77].) Neka su A,B P Mmˆn. Kaºemo da je A manja od B u
odnosu na minus parcijalno ure�enje, i to ozna£avamo sa A ă´ B, ako postoji g-inverz
Ap1q P At1u takav da je

AAp1q “ BAp1q i Ap1qA “ Ap1qB.

U slede¢oj teoremi su date neke od ekvivalentnih karakterizacija minus ure�enja.
Vide¢emo, da su teoreme alanologne ovoj, karakteristi£ne i za ostala matri£na ure�enja
koja ¢emo de�nisati.

Teorema 1.1.4. (Vedeti [77].) Neka su A,B PMmˆn nenula matrice i neka je rank pAq “
a i rank pBq “ b. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) A ă´ B;

(ii) Postoje regularne matrice R PMm i S PMn takve da je

A “ R

»

–

Ia 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

flS i B “ R

»

–

Ia 0 0
0 Ib´a 0
0 0 0

fi

flS; (1.2)

(iii) Bt1u Ď At1u;

(iv) rank pBq “ rank pAq ` rank pB ´ Aq;

(v) Postoje idempotenti P PMm i Q PMn takvi da je

A “ PB “ BQ.

Minus ure�enje je relacija parcijalnog ure�enja na Mmˆn.
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Pokazuje se da je simultana dijagonalizacija 1.2 klju£na u dokazivanju mnogih osobina
minus ure�enja. Na primer, ako je A ă´ B onda se mogu okarakterisani slede¢i skupovi
(videti [76], [77]):

At1uB :“ tAp1q P At1u : AAp1q “ BAp1q, Ap1qA “ Ap1qBu

“ tBp1q ´Bp1qpB ´ AqBp1q : Bp1q P Bt1uu

“ tS´1

»

–

Ia 0 D13

0 0 0
D31 0 D33

fi

flR´1 : D13, D31, D33 proizvoljneu;

tP PMm : A “ PBu “ tR

»

–

Ia 0 V pI ´ T33q
0 0 UT33
0 0 T33

fi

flR´1 :

T13 PMm´b je idmepotent, a U PMpb´aqˆpm´bq, V PMaˆpm´bq su proizvoljneu.

O²tro parcijalno ure�enje

Prvobitnu de�niciju o²trog (eng. sharp) matri£nog ure�enja je dao Mitra u radu [74].

De�nicija 1.1.5. (Videti [74, 77].) Neka su A,B P I1,n. Kaºemo da je A manja od B u
odnosu na o²tro parcijalno ure�enje, i to ozna£avamo sa A ă# B, ako vaºi

AA#
“ BA# i A#A “ A#B.

Primetimo da u prethodnoj de�niciji nije neophodno zahtevati da je indB ď 1. Ipak,
taj uslov je presudan za izvo�enje mnogih osobina o²trog ure�enja.

Teorema 1.1.6. (Videti [77].) Za matrice A,B P I1,n slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) A ă# B;

(ii) A2 “ AB “ BA;

(iii) Neka je rank pAq “ a i rank pBq “ b. Postoji regularna matrica R PMn takva da je

A “ R

»

–

Da 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

flR´1 i B “ R

»

–

Da 0 0
0 Db´a 0
0 0 0

fi

flR´1, (1.3)

gde su Da PMa i Db´a PMb´a regularne matrice.

(iv) Bt1, 5u Ď At1, 5u;

(v) Postoji idempotent P PMn takav da je

A “ PB “ BP.
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O²tro ure�enje je relacija parcijalnog ure�enja na I1,n.

Zvezda parcijalno ure�enje

De�nicija 1.1.7. Neka su A,B P Mmˆn. Kaºemo da je matrica A manja od matrice B
u odnosu na zvezda parcijalno ure�enje, i to ozna£avamo sa A ă˚ B, ako vaºi

AA˚ “ BA˚ i A˚A “ A˚B.

Teorema 1.1.8. (Videti [77].) Za matrice A,B PMmˆn slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) A ă˚ B;

(ii) AA: “ BA: i A:A “ A:B;

(iii) Neka je rank pAq “ a i rank pBq “ b. Postoje unitarne matrice U P Mm i V P Mn,
i pozitivno de�nitne dijagonalne matrice Da PMa i Db´a PMb´a takve da je

A “ U

»

–

Da 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

flV ˚ i B “ U

»

–

Da 0 0
0 Db´a 0
0 0 0

fi

flV ˚; (1.4)

(iv) Bt1, 3, 4u Ď At1, 3, 4u;

(v) Postoje ortogonalni idempotenti P PMm i Q PMn takvi da je

A “ PB “ BQ.

Zvezda ure�enje je relacija parcijalnog ure�enja na Mmˆn.

Pored nabrojanih, nedavno su uvedena dva nova matri£na parcijalna ure�enje. To su
jezgarno i dulno jezgarno parcijalno ure�enje. Njihove de�nicije ¢emo dati u Glavi 4.2.

1.2 Parcijalna ure�enja na polugrupama i prstenima

Neka je pR,`, ¨q prsten sa jedinicom 1. Za x, y P R, umesto x ¨ y, skra¢eno pi²emo xy.
Za date podskupove A i B od R, proizvod AB je skup

AB “ tab : a P A, b P Bu.

Skra¢eno pi²emo aA i Aa umesto tauA i Atau.

De�nicija 1.2.1. A Ď R je desni (levi) ideal od R ako je AR Ď A (RA Ď A). Ako je A
i levi i desni ideal onda se A zove (dvostrani) ideal.

Jasno je da je aR desni ideal i on se naziva glavni desni ideal generisan sa a. Sli£no,
Ra je glavni levi ideal generisan sa a.
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De�nicija 1.2.2. Prsten R je prsten sa involucijom (druga£ije kaºemo ˚-prsten) ako je
de�nisano preslikavanje aÑ a˚ iz R u R sa osobinama

pa˚q˚ “ a, pa` bq˚ “ a˚ ` b˚, pabq˚ “ b˚a˚, za sve a, b P R.

Preslikavanje ˚ se naziva involucija na R.

De�nicija 1.2.3. (Videti [33].) Involucija ˚ na prstenu R je pravilna ako iz a˚a “ 0 sledi
a “ 0.

De�nicija 1.2.4. Neka je R ˚-prsten. Element a P R je samo-adjungovan ako je a˚ “ a.

De�nicija 1.2.5. Element e prstena R je idempotent ako je e2 “ e. Sa EpRq oz-
na£avamo skup svih idempotenata iz R. Skup svih samo-adjungovanih idempotenata
iz R ozna£avamo sa rEpRq.

Razli£ite vrste uop²tenih inverza elementa a P R de�ni²emo odgovaraju¢im jedna£i-
nama na isti na£in kao i u slu£aju matrica. Poznato je da su Mur-Penrouzov i grupni
inverz od a jedinstveni kada postoje. Ako element a ima Mur-Penrouzov inverz onda za
njega kaºemo da je ˚-regularan ili MP-invertibilan. Za g-invertibilni element kaºemo da
je (fon Nojman) regularan . Prsten R je fon Nojman regularan (regularan, skra¢eno) ako
je svaki elemenat a P R regularan.

De�nicija 1.2.6. Element a ˚-prstena R je EP element ako postoje a: i a# i ako je
a: “ a#.

Parcijalno ure�enje na prstenu R se naziva prirodno ako je de�nisano posredstvom
operacije ¨.

Neka je sada pS, ¨q polugrupa. Odgovaraju¢i pojmovi de�nisani na prstenu posred-
stvom operacije ¨ se prenose na S. Sa S1 ozna£avamo monoid generisan sa S.

Preslikavanje a Ñ a˚ iz S u S se naziva involucija ako je pa˚q˚ “ a i pabq˚ “ b˚a˚.
Involucija ˚ na S je pravilna ako iz a˚a “ a˚b “ b˚b sledi a “ b, [33]. Ako polugrupa ima
nulu tada je involucija pravilna ako i samo ako iz a˚a “ 0 sledi a “ 0. Polugrupa S je
˚-regularna ako su svi njeni elementi ˚-regularni.

De�nicija 1.2.7. Na skupu idempotenata EpSq polugrupe S prirodno ure�enje ď je
de�nisano sa

e ď f ðñ e “ ef “ fe. (1.5)

Lako se dokazuje da je relacija ď de�nisana sa (1.5) relacija parcijalnog ure�enja na
EpSq, [21].

Treba re¢i da su relacije minus i zvezda ure�nja prvobitno de�nisane na polugrupi
odnosno ˚-polugrupi, a zatim na matricama.

Minus ure�enje na polugrupi su nezavisno jedan od drugog uveli Hartvig i Namburipad.
De�nicija se moºe iskazati na nekoliko ekvivalentnih na£ina.

Teorema 1.2.8. (Videti [79].) Neka je S regularna polugrupa. Slede¢i uslovi su ekviva-
lentni:
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Uvod

(i) a ă´ b, tj. postoji ap1q P at1u tako da je ap1qa “ ap1qb i aap1q “ bap1q;

(ii) a`a “ a`b i aa` “ ba` za neko a` P at1, 2u;

(iii) a “ eb za neki idempotent e P aS i aS Ď bS;

(iv) a “ xb “ by, xa “ a za neke x, y P S;

(v) a “ aa`b “ ba`a za neko a` P at1, 2u;

(vi) a “ ab`b “ bb`a, a “ ab`a za neko b` P bt1, 2u;

(vii) Postoje e, f P EpSq tako da je a “ eb “ bf ;

Relacija ă´ je relacija parcijalnog ure�enja na S.

U prethodnoj teoremi uslov (ii) je Hartvigova de�nicija [46], uslov (iii) je de�nicija
Namburipada [83], uslov (iv) je di�nicija Mi£a [79], uslov (v) je Gomezov [39], uslov (vi)
je Hikijev [50], dok se uslov (vii) £esto uzima za de�niciju.

Teorema 1.2.9. (Videti [79].) Neka je S polugrupa. Relacija ď de�nisana sa

a ď b ðñ a “ xb “ by, xa “ a, za neke x, y P S1 (1.6)

je parcijalno ure�enje na S.

Zvezda parcijalno ure�enje na ˚-polugrupi, koje je uveo Drejzin [33], se de�ni²e na isti
na£in kao u slu£aju matrica.

Teorema 1.2.10. (Videti [33].) Ako je S polugrupa sa pravilnom involucijom onda je
relacija ă˚ parcijalno ure�enje na S.
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Glava 2

Direktna suma potprostora i

dekompozicija jedinice

U ovoj glavi ºelimo da ukaºemo na odre�ena pitanja (i damo adekvatna obja²njenja) koji
su u vezi sa slede¢om situacijom koja se £esto sre¢e u literaturi. Treba napomenuti da se,
zbog kompletnosti, u ovoj glavi nalaze i delovi koji spadaju u poznate stvari. Neka je dato
linearno preslikavanje A : X Ñ X, gde je X Banahov prostor, i neka je X “ Y ‘ Z, gde
su Y i Z zatvoreni potprostori u X (samim tim Banahovi). Ako je x P X tada postoje
jedinstveni y P Y i z P Z takvi da je x “ y`z (i svaka dva elementa y P Y i z P Z de�ni²u
neko x “ y`z P X). Imamo da je Ax “ Ay`Az. Vektor Ay se na jedinstven na£in moºe
napisati kao suma Ay “ w1 ` w2 gde je w1 P Y i w2 P Z. Tako�e, Az “ w3 ` w4, gde
su w3 P Y i w4 P Z jedinstveni. Moºemo de�nisati preslikavanja A1 : Y Ñ Y , A1y “ w1,
A2 : Z Ñ Y , A2z “ w3, A3 : Y Ñ Z, A3y “ w2, i A4 : Z Ñ Z, A4z “ w4. Operator A je
u potpunosti odre�en preslikavanjima Ai, i “ 1, . . . , 4 i moºemo pisati

A “

„

A1 A2

A3 A4



:

„

Y
Z



Ñ

„

Y
Z



. (2.1)

Moºe se pokazati da A P BpXq ako i samo ako A1 P BpY q, A2 P BpZ, Y q, A3 P BpY, Zq i
A4 P BpZq. Treba napomenuti da je pretpostavka da je X Banahov prostor neophodna.

Tako�e, imamo situaciju koja uop²tava gornje rezonovanje. Naime, pretpostavimo da
je Z “ X2 ‘ X3, gde su X2 i X3 zatvoreni. Radi jednostavnosti, umesto Y ¢emo pisati
X1. Dakle, imamo da je X “ X1‘X2‘X3, gde su X1, X2, X3 i X2‘X3 zatvoreni. Neka
je A P BpXq. U odnosu na ovu dekompoziciju prostora X, operator A ima reprezentaciju

A “

»

–

A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

fi

fl :

»

–

X1

X2

X3

fi

flÑ

»

–

X1

X2

X3

fi

fl , (2.2)

gde je Aij : Xj Ñ Xi. I u ovoj situaciji se koristi tvr�enje da A P BpXq ako i samo ako
Aij P BpXj, Xiq.

U ovoj glavi ºelimo da ukaºemo na slede¢a pitanja u vezi ove problematike:

1. �ta zapravo predstavlja direktna suma X “ X1 ‘ X2 ‘ X3, kada je X Banahov
prostor? Da li je dovoljno zahtevati jedinstvenost predstavljanja proizvoljnog x P X
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u obliku x “ x1 ` x2 ` x3 gde xi P Xi? Ili je potrebno zahtevati da su Xi zatvoreni
potprostori? Moºda treba i X2 ‘X3 da bude zatvoren potprostor? Ili suma svaka
dva potprostora treba da bude zatvorena?

2. U vezi sa prethodnim pitanjem moºemo se zapitati kako de�nisati direktnu sumu u
slu£aju kada je X samo normiran prostor.

3. Ako A P BpXq zbog £ega onda i Aij P BpXjXiq? �ta je, na primer, sa operatorom

B “

„

A11 A12

A21 A22



:

„

X1

X2



Ñ

„

X1

X2



,

koji se dobija iz reprezentacije (2.2)? Da li je on ograni£en? Ali pre toga, da li
je potprostor X1 ‘ X2 zatvoren, tj. da li je operator B de�nisan na Banahovom
prostoru? (Eventualna pretpostavka je da je samo X2 ‘X3 zatvoren.)

4. Da li iz Aij P BpXj, Xiq sledi A P BpXq?

5. �ta ako prostor X nije Banahov ve¢ samo normiran? Koje dodatne uslove treba
pretpostaviti u tom slu£aju? Dalje, neka je X Hilbertov prostor i neka je X suma
ortogonalnih potprostora. Da li je u tom slu£aju neophodno pretpostaviti da su Xi

zatvoreni ili to moºda direktno sledi? Kona£no, ²ta ako je X samo unitaran prostor.

6. Koje uslove treba pretpostaviti u slu£aju kada je X suma n potprostora,

X “ X1 ‘` ¨ ¨ ¨ ` ‘Xn?

Da li treba pretpostaviti da je suma bilo kojih k, 1 ď k ď n, od ovih n potprostora
zatvorena? Moºda u slu£aju kada je X Banahov, iz zatvorenosti prostora Xi sledi
zatvorenost sume bilo kojih k potprostora? Opet, ²ta ako je X samo normiran, i
tako dalje.

7. Kako de�nisati direktnu sumu X1‘ ¨ ¨ ¨ ‘Xn u slu£aju kada je X1` ¨ ¨ ¨ `Xn ‰ X?

U ovoj glavi ¢emo detaljno prou£iti ovu problematiku i dati odgovore na gornja i
sli£na pitanja. Posmatra¢emo slu£aj kada umesto tri imamo n potprostora i precizno ¢emo
de�nisati pojam direktne sume u Poglavlju 2.1. U Poglavlju 2.2 ¢emo generalizovati pojam
takozvane dvostrane Parsove dekompozicije jedinice prstena i objasniti blisku povezanost
te dekompozicije sa direktnom sumom potprostora (Poglavlje 2.3). Na osnovu toga ¢emo
u Poglavlju 2.4 dokazati neke osobine matri£ne reprezentacije operatora de�nisanog na
direktnoj sumi potprostora.

Kao ²to ¢emo videti, u ovoj glavi ¢emo uspostaviti vezu izme�u £isto algebarskih i
analiti£ko topolo²kih pojmova. Stim u vezi, koriste¢i rezultate ove glave, odre�eni �tip�
tvr�enja vezan za prstene, uz odre�enu interpretaciju, moºe da se preformuli²e na slu£aj
ograni£enih operatora. To je jedan od glavnih ciljeva ove glave.
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2.1 Spolja²nja i unutra²nja direktna suma

Direktna suma (ili direktan proizvod, prema nekim autorima) se de�ni²e za razli£ite vrste
matemati£kih objekata me�u kojima su vektorski prostori, matrice, grupe, ideali, mod-
uli itd. Pre svega, treba praviti razliku izme�u spolja²nje i unutra²nje direktne sume
(direktnog proizvoda). Ta dva pojma su blisko povezana ali razli£ita.

Spolja²nja direktna suma struktura S1,. . . , Sn je Dekartov proizvod

Ss “ S1 ˆ S2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Sn

zajedno sa odgovaraju¢im operacijama koje se de�ni²u koordinatno. Jasno je da su ovom
de�nicijom obuhva¢eni slu£ajevi kada su posmatrane strukture grupe, prsteni i vektorski
prostori.

U slu£aju kada su na strukturama de�nisane dodatne strukture, kao ²to su norma,
skalarni proizvod itd., onda se te dodatne strukture, naj£e²¢e de�ni²u i na odgovaraju¢oj
direktnoj sumi.

Spolja²nja direktna suma Ss “ X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn normiranih prostora pX1, } ¨ }1q, . . . ,
pXn, } ¨ }nq je spolja²nja direktna suma prostora X1, . . . , Xn kada se oni posmatraju kao
vektorski prostori. Norma na Ss se moºe de�nisati na vi²e na£ina. Slede¢a teorema je
dobro poznata.

Teorema 2.1.1. Neka su pX1, } ¨ }1q, . . . , pXn, } ¨ }nq normirani vektorski prostori i neka
je Ss “ X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn. Neka je

}px1, . . . , xnq}p “ p}x1}
p
1 ` ¨ ¨ ¨ ` }xn}

p
nq

1
p , gde je p ě 1 realan broj i neka je

}px1, . . . , xnq}8 “ maxt}x1}1, . . . , }xn}nu.

Tada su } ¨ }p, p P R, p ě 1 i } ¨ }8 norme na Ss i one su me�usobno ekvivalentne, tj. one
de�ni²u istu topologiju na Ss. Prostor Ss, zajedno sa jednom od gore de�nisanih normi,
je Banahov prostor ako i samo ako je Xi Banahov prostor za svako i “ 1, 2, . . . , n.

Dokaz. Videti, na primer, Problem 3.9 (str. 168.), Problem 3.33 (str. 178.) i Primer 4.
D (str. 208.) u [61].

Ukoliko imamo n unitarnih prostora pH1, x¨, ¨y1q, . . . , pHn, x¨, ¨ynq tada se njihova spol-
ja²nja direktna suma Ss “ H1ˆ¨ ¨ ¨ˆHn de�ni²e kao spolja²nja direktna suma ovih prostora
kada se oni posmatraju kao vektorski prostori. Skalarni proizvod na Ss se de�ni²e sa

xpx1, . . . , xnq, py1, . . . , ynqy “ xx1, y1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` xxn, ynyn.

Primetimo da je u slu£aju unitarnih prostora, norma na Ss ustvari } ¨ }2 norma. Ovako
de�nisana direktna suma Ss je Hilbertov prostor ako i samo ako je Hi Hilbertov prostor
za svako i “ 1, 2, . . . , n (Teorema 2.1.1).

Neka su S1,. . . , Sn podstrukture strukture S na kojoj je de�nisana operacija +. U
najop²tijem smislu kaºemo da je suma Su “ S1 ` ¨ ¨ ¨ ` Sn unutra²nja direktna suma
ukoliko je preslikavanje ϕ : S1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Sn Ñ Su de�nisano sa ϕps1, . . . , snq “ s1 ` ¨ ¨ ¨ ` sn
izomor�zam.
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De�nicija 2.1.2. Neka su S1, . . . , Sn potprostori vektorskog prostora S. Kaºemo da je
suma Su “ S1 ` ¨ ¨ ¨ ` Sn algebarska (unutra²nja) direktna suma ako je preslikavanje

ϕ : Ss Ñ Su, ϕpx1, x2, . . . , xnq “ x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn (2.3)

izomor�zam vektorskih prostora.

Suma Su “ S1`¨ ¨ ¨`Sn je algebarska direktna suma ako i samo ako iz x1`¨ ¨ ¨`xn “ 0,
xi P Si, i “ 1, . . . , n sledi xi “ 0, i “ 1, . . . , n. Ostale poznate karakterterizacije
algebarskih direktnih suma se mogu na¢i, recimo, u [56].

Kada je na vektorskom prostoru S de�nisana norma tada ona odre�uje topologiju na
S.

De�nicija 2.1.3. Neka su pS1, } ¨ }1q i pS2, } ¨ }2q dva normirana vektorska prostora.
Preslikavanje ϕ : S1 Ñ S2 je topolo²ki izomor�zam ako je ϕ izomor�zam vektorskih
prostora i ako su ϕ i ϕ´1 neprekidne funkcije. Drugim re£ima, ϕ je topolo²ki izomor�zam
ako je linearni homeomor�zam.

Napomena 2.1.4. Iz De�nicije 2.1.3 sledi da se topolo²kim izomor�zmom otvoreni
skupovi u S1 slikaju u otvorene skupove u S2 i obrnuto. Dakle, ne zahteva se da topolo²ki
izomor�zam �£uva� normu, u smislu da je

}ϕpxq}2 “ }x}1, @x P S1. (2.4)

Linearno preslikavanje koje zadovoljava uslov (2.4), tj. preslikavanje koje �£uva� rasto-
janja, se naziva izometrija. Izomor�zam koji je ujedno i izometrija se naziva izometri£ki
izomor�zam. Jasno, ako je ϕ izometri£ki izomor�zam tada je }ϕ} “ 1 i }ϕ´1} “ 1 pa je ϕ
i topolo²ki izomor�zam. Obrnuto u op²tem slu£aju ne vaºi.

De�nicija 2.1.5. Neka su S1, . . . , Sn potprostori normiranog vektorskog prostora pS, }¨}q.
Neka je na skupu Ss “ S1ˆ¨ ¨ ¨ˆSn de�nisana jedna od normi } ¨ }p, p ě 1, p P R ili } ¨ }8.
Kaºemo da je suma Su “ S1` ¨ ¨ ¨ `Sn topolo²ka (unutra²nja) direktna suma potprostora
ako je preslikavanje ϕ : Ss Ñ Su de�nisano sa (2.3) topolo²ki izomor�zam normiranih
vektorskih prostora. Iz Teoreme 2.1.1 sledi da je sve jedno koja od normi } ¨ }p, p ě 1 ili
} ¨ }8 je de�nisana na Ss, ²to opravdava ovakvu formulaciju ove de�nicije.

Karakterizaciju topolo²kih direktnih suma moºemo dati koriste¢i idempotentske oper-
atore.

Teorema 2.1.6. (Videti tako�e [107].) Neka su X1, X2, . . . , Xn potprostori normiranog
vektorskog prostora X takvi da je suma Su “ X1`X2`¨ ¨ ¨`Xn algebarska direktna suma.
Slede¢a tvr�enja su ekvivalentna:

(i) Su je topolo²ka direktna suma.

(ii) Preslikavanje Ei : Su Ñ Su de�nisano sa

Eipx1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq “ xi, xj P Xj, j “ 1, 2, . . . , n

je neprekidno za svako i “ 1, 2, . . . , n.
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Dokaz. Primetimo najpre da je Ei (linearan) idempotent i ImEi “ Xi, za svako i “
1, 2, . . . , n. Neka je Ss “ X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn. Iz Teoreme 2.1.1 sledi da je pSs, } ¨ }1q normiran
prostor. De�ni²imo preslikavanje

ϕ : Ss Ñ Su, ϕpx1, . . . , xnq “ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn.

Dakle, ϕpx1, . . . , xnq “ E1x ` ¨ ¨ ¨ ` Enx, x “ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn. Lako se pokazuje da je ϕ
linearno i sirjektivno preslikavanje. Iz uslova da je Su algebarska direktna suma sledi da
je ϕ bijekcija. �ta vi²e

ϕ´1px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq “ pE1px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq, . . . , Enpx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnqq.

Tako�e,

}ϕpx1, . . . , xnq} “ }x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn} ď }x1} ` ¨ ¨ ¨ }xn} “ }px1, . . . , xnq}1.

Odavde sledi da je ϕ ograni£en operator, pa samim tim i neprekidan. Zbog toga, iz
De�nicije 2.1.5 sledi da je Su topolo²ka direktna suma ako i samo ako je ϕ´1 neprekidna
funkcija.

(i) ùñ (ii): Pretpostavimo da je Su topolo²ka direktna suma, tj. da je ϕ´1 ograni£en
operator. Sledi

}Eipx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq} ď }E1px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq} ` ¨ ¨ ¨ ` }Enpx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq}

“ }pE1px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq, . . . , Enpx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnqq}1

“ }ϕ´1px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq}1 ď }ϕ
´1
} ¨ }x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn}.

Zaklju£ujemo da je Ei neprekidan operator za svako i “ 1, 2, . . . , n.
(ii) ùñ (i): Pretpostavimo sada da je Ei neprekidan operator za svako i “ 1, 2, . . . , n.

Sledi

}ϕ´1px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq}1 “ }pE1px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq, . . . , Enpx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnqq}1

“ }E1px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq} ` ¨ ¨ ¨ ` }Enpx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq}

ď }E1} ¨ }x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn} ` ¨ ¨ ¨ ` }En} ¨ }x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn}

“ p}E1} ` ¨ ¨ ¨ ` }En}q}x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn},

pa zaklju£ujemo da je ϕ´1 ograni£en operator.

U poglavlju 2.3 u Teoremama 2.3.2 i 2.3.5 ¢emo dati jo² dve karakterizacije topolo²kih
direktnih suma. Za nas ¢e od najve¢eg interesa biti topolo²ke direktne sume Banahovih i
Hilbertovih potprostora.

U slu£aju unitarnih prostora S1 i S2 moºemo zahtevati da izomor�zam �£uva� skalarni
proizvod. Ispostavlja se da je dovoljno da izomor�zam �£uva� normu de�nisanu tim
skalarnim proizvodom.

Lema 2.1.7. Neka su pS1, x¨, ¨y1q i pS2, x¨, ¨y2q unitarni prostori i neka je ϕ : S1 Ñ S2

izomor�zam vektorskih prostora. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) }ϕpxq}2 “ }x}1, za svako x P S1;
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(ii) xϕpxq, ϕpyqy2 “ xx, yy1, za sve x, y P S1.

Dokaz. Jasno je da iz (ii) sledi (i). Koriste¢i poznatu polarizacionu jednakost

xx, yy “
1

4

`

}x` y}2 ´ }x´ y}2 ` i}x` iy}2 ´ i}x´ iy}2
˘

lako se pokazuje da iz (i) sledi (ii).

De�nicija 2.1.8. Neka su S1, . . . , Sn potprostori unitarnog vektorskog prostora pS, x¨, ¨yq.
Neka je na vektorskom prostoru Ss “ S1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Sn de�nisan skalarni proizvod

xpx1, . . . , xnq, py1, . . . , ynqy “ xx1, y1y ` ¨ ¨ ¨ ` xxn, yny. (2.5)

Kaºemo da je suma Su “ S1 ` ¨ ¨ ¨ ` Sn ortogonalna (unutra²nja) direktna suma ako
je preslikavanje ϕ : Ss Ñ Su de�nisano sa (2.3) izometri£ki izomor�zam. Ortogonalnu
direktnu sumu ozna£avamo sa

S1 k ¨ ¨ ¨ k Sn, tj. sa
n
ë

i“1

Si.

Jasno je da skalarni proizvod (2.5) indukuje slede¢u normu na Ss:

}px1, . . . , xnq} “ p}x1}
2
` ¨ ¨ ¨ ` }xn}

2
q
1
2 .

Tako�e je jasno da je svaka ortogonalna direktna suma ujedno i topolo²ka direktna
suma. Karakterizaciju ortogonalnih suma ¢emo dati u Teoremama 2.3.6 i 2.3.11.

2.2 Dekompozicija jedinice u prstenu

Neka je R prsten sa jedinicom 1. U ovom poglavlju ¢emo dati uop²tenje takozvane dvos-
trane Parsove dekompozicije prstena R. Ina£e, matemati£ar Bendºamin Pars je prvi uveo
pojmove idempotentnog i nilpotentnog elementa, [14].

De�nicija 2.2.1. Za idempotente e, f P R kaºemo da su ortogonalni ako je ef “ fe “
0. Idempotenti e1, e2, . . . , en P R su ortogonalni ako su oni ortogonalni u parovima.
Jednakost

1 “ e1 ` e2 ` ¨ ¨ ¨ ` en,

gde su e1, e2, . . . , en P R me�usobno ortogonalni idempotenti, se zove dekompozicija je-
dinice prstena R.

Treba praviti razliku izme�u pojma ortogonalnih idempotenata e i f datog De�nicijom
2.2.1 i pojma ortogonalnog idempotenta e involutivnog prstena R (to je element za koji
vaºi e “ e2 “ e˚).

Neka su 1 “ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` em i 1 “ f1 ` ¨ ¨ ¨ ` fn dve dekompozicije jedinice prstena R.
Proizvoljni element x P R se moºe napisati u slede¢em obliku

x “ 1 ¨ x ¨ 1 “ pe1 ` ¨ ¨ ¨ ` emq ¨ x ¨ pf1 ` ¨ ¨ ¨ ` fnq “
m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

eixfj “
m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

xij, (2.6)
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gde je xij “ eixfj P eiRfj. Primetimo da su za svako i “ 1, 2, . . . , n i j “ 1, 2, . . . ,m
skupovi eiRei i fjRfj prsteni, dok je eiRfj istovremeno levi eiRei-modul i desni fjRfj-
modul. Osim toga za svako r P eiRei, s P fjRfj i x P eiRfj, naravno vaºi da je prxqs “
rpxsq. Sledi da eiRfj predstavlja jedan eiRei-fjRfj-bimodul, [23]. Nije te²ko proveriti da
suma (2.6) de�ni²e dekompoziciju prstena R u direktnu sumu ovih bimodula:

R “
m
à

i“1

n
à

j“1

eiRfj. (2.7)

Pogodno je pisati x u matri£nom obliku

x “

»

—

–

x11 ¨ ¨ ¨ x1n
... . . . ...

xm1 ¨ ¨ ¨ xmn

fi

ffi

fl

eˆf

. (2.8)

Vaºno je naglasiti da svaki element x P R ima jedinstvenu matri£nu reprezentaciju u
odnosu na dekompozicije 1 “ e1 ` ¨ ¨ ¨ em i 1 “ f1 ` ¨ ¨ ¨ ` fn.
Ako je y “ ryijseˆf onda je jasno da je x ` y “ rxij ` yijseˆf . Neka je 1 “ g1 ` ¨ ¨ ¨ ` gk
jo² jedna dekompozicija jedinice prstena R. Sli£no kao malopre vaºi

R “
n
à

i“1

k
à

j“1

fiRgj,

i za svako z P R postoji jedinstvena matri£na reprezentacija (forma)

z “ rzijsfˆg,

gde je zij “ fizgj P fiRgj, i “ 1, 2, . . . , n, j “ 1, 2, . . . , k. Zbog me�usobne ortogonalnosti
uklju£enih idempotenata, lako se pokazuje da se za mnoºenje elemenata x i z moºe koristiti
uobi£ajeno pravilo mnoºenja matrica:

xz “ rwijseˆg, gde je wij “
n
ÿ

l“1

xilzlj.

Kada je m “ n i ei “ fi, i “ 1, 2, . . . , n, dekompozicija (2.7) je poznata kao dvostrana
Parsova dekompozicija prstena R, [52].

Pretpostavimo sada da je na prstenu R de�nisana involucija ˚. Iz (2.6) sledi

x˚ “
m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

x˚ij “
n
ÿ

j“1

m
ÿ

i“1

f˚j x
˚e˚i ,

tj.

x˚ “

»

—

–

x˚11 ¨ ¨ ¨ x˚m1
... . . . ...
x˚1n ¨ ¨ ¨ x˚mn

fi

ffi

fl

f˚ˆe˚

, (2.9)
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gde je gornja reprezentacija data u odnosu na dekompozicije 1 “ f˚1 ` ¨ ¨ ¨ ` f˚n i 1 “
e˚1 ` ¨ ¨ ¨ ` e

˚
m.

Dekompozicija jedinice 1 “ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` en je ortogonalna ako su ei, i “ 1, 2, . . . , n
samo-adjungovani idempotenti.

Kada imamo dva idempotenta e, f P R tada oni odre�uju dekompoziciju jedinice,
1 “ e ` p1 ´ eq odnosno 1 “ f ` p1 ´ fq. Tada ¢emo matri£nu reprezentaciju elementa
x P R pisati na slede¢i na£in

x “

„

x1 x2
x3 x4



eˆf

.

2.3 Ekvivalentnost direktne sume i dekompozicije

jedinice

Ako je X normiran vektorski prostor tada skup BpXq moºemo posmatrati kao prsten sa
jedinicom I “ IX P BpXq. Zbog toga pojam dekompozicije jedinice I prstena BpXq ima
smisla. Slede¢a teorema povezuje pojam dekompozicije jedinice prstena BpXq sa pojmom
topolo²ke direktne sume.

Lema 2.3.1. Ako su E1, E2 P BpXq dva idempotenta takva da je E1E2 “ E2E1 “ 0 onda
je E1 ` E2 idempotent i vaºi da je

Im pE1 ` E2q “ ImE1 ‘ ImE2,

pri £emu je gornja suma topolo²ka direktna suma potprostora.

Dokaz. Jasno je da je E1 ` E2 idempotent i da je Im pE1 ` E2q Ď ImE1 ` ImE2. Ako
x P ImE1 onda je 0 “ E2E1x “ E2x, pa je x “ pE1 ` E2qx P Im pE1 ` E2q. Sli£no,
ImE2 Ď Im pE1 ` E2q. Ako x P ImE1 X ImE2 onda je x “ E1x “ E2x, pa je x “ E2

1x “
E1E2x “ 0. Iz Teoreme 2.1.6 se lako dokazuje da je suma topolo²ka.

Teorema 2.3.2. (Videti tako�e [42].)

(i) Neka su X1, X2 . . . , Xn potprostori normiranog vektorskog prostora X i neka je

X “ X1 ‘X2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Xn,

pri £emu je gornja suma topolo²ka direktna suma potprostora. Tada postoje idem-
potenti Ei P BpXq, i “ 1, 2, . . . , n, takvi da je

I “ E1 ` E2 ` ¨ ¨ ¨ ` En

dekompozicija jedinice I prstena BpXq i ImEi “ Xi za svako i “ 1, 2, . . . , n.

(ii) Neka je
I “ E1 ` E2 ` ¨ ¨ ¨ ` En

dekompozicija jedinice prstena BpXq. Tada je

X “ ImE1 ‘ ImE2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ ImEn, (2.10)
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pri £emu je prethodna suma topolo²ka direktna suma. �ta vi²e, ako je J Ď t1, 2, . . . , nu
onda je

ř

iPJ Ei P BpXq idempotent i vaºi

Im

˜

ÿ

iPJ

Ei

¸

“
à

iPJ

ImEi, (2.11)

pri £emu je prethodna suma topolo²ka direktna suma.

Dokaz. (i): Neka je za svako i “ 1, 2, . . . , n de�nisano preslikavanje Ei : X Ñ X sa

Eipx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq “ xi, xj P Xj, j “ 1, 2, . . . , n.

Kako je X “ X1 ‘ X2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Xn topolo²ka direktna suma, na osnovu Teoreme 2.1.6 i
njenog dokaza sledi da je Ei ograni£en idempotent i ImEi “ Xi za svako i “ 1, 2, . . . , n.
Jasno je da je

pE1 ` ¨ ¨ ¨ ` Enqpx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq “ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn,

pa je E1 ` ¨ ¨ ¨ ` En “ I. Tako�e, za i ‰ j vaºi

EipEjpx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnqq “ Eipxjq “ 0,

pa je EiEj “ 0. Sledi da je I “ E1 `E2 ` ¨ ¨ ¨ `En dekompozicija jedinice prstena BpXq.
(ii): Pretpostavimo da je I “ E1`E2`¨ ¨ ¨`En dekompozicija jedinice prstena BpXq.

Bez gubljenja op²tosti pretpostavimo da je J “ t1, 2, . . . , ku, 1 ď k ď n. Kori²¢enjem
Leme 2.3.1, indukcijom po k se moºe dokazati da je

řk
i“1Ei ograni£en idempotent, da je

Im

˜

k
ÿ

i“1

Ei

¸

“

k
ÿ

i“1

ImEi,

i da je suma SJ “
řk
i“1 ImEi algebarska direktna suma. Da bi dokazali da je suma SJ

topolo²ka direktna suma, na osnovu Teoreme 2.1.6, dovoljno je dokazati da je preslikavanje
Pi : SJ Ñ SJ , i “ 1, 2, . . . , k de�nisano sa Pipx1`¨ ¨ ¨`xkq “ xi, xj P ImEj, j “ 1, 2, . . . , k,
neprekidno za svako i “ 1, 2, . . . , k. Kako xj P ImEj, to je xj “ Ejxj pa zbog EiEj “ 0
za i ‰ j, sledi da je

Eipx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xkq “ xi “ Pipx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xkq.

Zbog toga je }Pix} “ }Eix} ď }Ei}}x} pa je Pi ograni£en operator. Jednakost (2.10) dobi-
jamo u specijalnom slu£aju kada je J “ t1, 2, . . . , nu. Ovim je dokaz zavr²en. Primetimo
tako�e da je

KerEj “
n
à

i“1,i‰j

ImEi. (2.12)

Posledica 2.3.3. Neka su X1, X2 . . . , Xn potprostori normiranog vektorskog prostora X
i neka je

Su “ X1 ‘X2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Xn,

17



Direktna suma potprostora i dekompozicija jedinice

topolo²ka direktna suma potprostora. Neka je J Ď t1, 2, . . . , nu. Tada je suma

SJ “
à

iPJ

Xi

topolo²ka direktna suma i SJ je zatvoren potprostor u Su. Sledi, ako je Su zatvoren u X
onda je i SJ zatvoren u X.

Dokaz. Kako je Su “ X1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Xn topolo²ka direktna suma, na osnovu Teoreme 2.3.2
(i) sledi da postoji dekompozicija jedinice prstena BpSuq, I “ E1 ` ¨ ¨ ¨ ` En pri £emu je
ImEi “ Xi. Sada na osnovu dela (ii) Teoreme 2.3.2 sledi da je

SJ “
à

iPJ

Xi “
à

iPJ

ImEi “ Im

˜

ÿ

iPJ

Ei

¸

topolo²ka direktna suma. Kako je
ř

iPJ Ei ograni£en idempotent na Su, sledi da je SJ
zatvoren potprostor u Su.

U slu£aju kada je X Banahov prostor, topolo²ku direktnu sumu potprostora moºemo
okarakterisati na znatno jednostavniji na£in nego ²to je to slu£aj kada je X samo normiran
prostor. Podsetimo se slede¢e poznate teoreme o ograni£enom inverzu.

Teorema 2.3.4. (Videti [98].) Neka su X i Y Banahovi prostori i A P BpX, Y q. Ako je
preslikavanje A �1-1� i �na� tada postoji A´1 i A´1 P BpY,Xq.

Kao posledicu prethodne teoreme dobijamo slede¢i vaºan rezultat.

Teorema 2.3.5. (Videti tako�e [107].) Neka je X Banahov prostor i neka su X1, X2,
. . . , Xn potprostori od X takvi da je suma Su “ X1 `X2 ` ¨ ¨ ¨ `Xn algebarska direktna
suma. Ako su potprostori X1, X2, . . . , Xn i Su zatvoreni u X onda je Su topolo²ka
direktna suma i skup

ř

iPJ Xi je zatvoren potprostor u X za svako J Ď t1, 2, . . . , nu.

Dokaz. Neka je Ss “ X1 ˆ X2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn i neka je na Ss de�nisana } ¨ }1 norma. Neka
je ϕ : Ss Ñ Su preslikavanje de�nisano sa ϕpx1, . . . , xnq “ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn. U dokazu
Teoreme 2.1.6 smo dokazali da je ϕ ograni£en bijektivan linearan operator. Potprostori
Xi, i “ 1, 2, . . . , n i Su su zatvoreni potprostori Banahovog prostora X pa su oni Banahovi
prostori. Na osnovu Teoreme 2.1.1 sledi da je i prostor Ss Banahov. Zbog toga, iz Teoreme
2.3.4 sledi da je ϕ´1 : Su Ñ Ss ograni£en operator. Dakle, ϕ je topolo²ki izomor�zam,
pa na osnovu De�nicije 2.1.5 sledi da je Su topolo²ka direktna suma. Da je skup

ř

iPJ Xi

zatvoren potprostor prostora X direktno sledi iz Posledice 2.3.3

Kada su u pitanju ortogonalne direktne sume na unitarnim prostorima (£ak i na onima
koji nisu Hilbertovi) stvar je jednostavnija.

Teorema 2.3.6. Neka su X1, . . . , Xn potprostori unitarnog prostora X i neka je

Su “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn.

Slede¢i uslovi su ekvivalentni:
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(i) Su je ortogonalna direktna suma.

(ii) XiKXj za sve i, j P t1, . . . , nu, i ‰ j.

Dokaz. (i) ñ (ii): Pretpostavimo da je Su ortogonalna direktna suma. Iz De�nicije 2.1.8
sledi da je preslikavanje ϕ : px1, . . . , xnq Ñ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn izometri£ki izomor�zam iz
Ss “ X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn na Su. Po Lemi 2.1.7 onda imamo da je

xϕpxq, ϕpyqyX “ xx, yySs ,

za sve x, y P Ss. Neka su x1 P X1 i y2 P X2 proizvoljni. Stavljaju¢i x “ px1, 0, . . . , 0q,
y “ p0, y2, 0, . . . , 0q lako dobijamo da je xx1, y2yX “ 0. Sledi X1KX2. Sli£no dobijamo da
je XiKXj za sve i, j P t1, . . . , nu, i ‰ j.

(ii)ñ (i): Pretpostavimo da je XiKXj za i ‰ j. Dokaºimo najpre da je Su algebarska
direktna suma. Neka je x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn “ 0, xi P Xi. Imamo

}x1}
2
“ xx1, x1y “ xx1, x1y ` xx1, x2y ` ¨ ¨ ¨ ` xx1, xny

“ xx1, x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xny “ xx1, 0y “ 0.

Sli£no, xi “ 0 za svako i “ 1, 2, . . . , n. Da bi dokazali da je Su ortogonalna direktna suma,
treba jo² dokazati da je }ϕpxq} “ }x}, za svako x P Ss. Zbog ortogonalnosti imamo da je

}ϕpx1, . . . , xnq}
2
“ }x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn}

2
“ }x1}

2
` ¨ ¨ ¨ ` }xn}

2
“ }px1, . . . , xnq}

2.

Posledica 2.3.7. Neka su X1,. . . , Xn potprostori (ne obavezno zatvoreni) unitarnog pros-
tora X takvi da je XiKXj za i ‰ j, i, j “ 1, 2, . . . , n. Neka je J Ď t1, 2, . . . , nu. Ako je
suma (ortogonalna po Teoremi 2.3.6) Su “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn zatvoren potprostor u X onda
je suma

SJ “
ÿ

iPJ

Xi

zatvoren potprostor u X.

Dokaz. Dokaz sledi iz Teoreme 2.3.6 i Posledice 2.3.3.

Napomena 2.3.8. Neka su X1 i X2 zatvoreni potprostori unitarnog prostora X takvi
da je X1KX2. Tada suma X1 k X2 ne mora biti zatvoren prostor u X. Me�utim ako
je X Hilbertov prostor tada je ova suma ztvoren potprostor u X, videti na primer [106].
Naravno, ako su Xi, i “ 1, 2, . . . , n me�usobno ortogonalni potprostori Hilbertovog pros-
tora X, onda, indukcijom po n, lako moºemo dokazati da je suma X1k ¨ ¨ ¨kXn zatvoren
potprostor u X.

De�nicija 2.3.9. Neka je X unitaran prostor. Ograni£en idempotent P : X Ñ X je
ortogonalan (samo-adjungovan) ako je X “ ImP kKerP .

Napomena 2.3.10. Neka je P P BpXq ograni£en idempotent na unitarnom prostoru X.
Poznata je slede¢a karakterizacija:

P je ortogonalan ô ImPKKerP ô }P } “ 1. (2.13)

Ako je X Hilbertov prostor onda je idempotent P P BpXq ortogonalan ako i samo ako je
P “ P ˚.
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Teorema 2.3.11. Neka su X1, X2, . . . , Xn potprostori unitarnog vektorskog prostora X
takvi da je suma Su “ X1 `X2 ` ¨ ¨ ¨ `Xn algebarska direktna suma. Slede¢a tvr�enja su
ekvivalentna:

(i) Su je ortogonalna direktna suma.

(ii) Preslikavanje Ei : Su Ñ Su de�nisano sa

Eipx1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq “ xi, xj P Xj, j “ 1, 2, . . . , n

je ortogonalan ograni£en idempotent za svako i “ 1, 2, . . . , n.

Dokaz. Dokaz sledi iz Teoreme 2.1.6, njenog dokaza, Teoreme 2.3.6 i osobine (2.13).

Neka je X unitaran vektorski prostor. Dekompozicija jedinice prstena BpXq, I “
E1 ` ¨ ¨ ¨ `En je ortogonalna ako su Ei, i “ 1, . . . , n ortogonalni idempotenti. Kada je X
Hilbertov prostor tada se ova de�nicija slaºe sa ranije uvedenom de�nicijom ortogonalne
dekompozicije jedinice prstena R.

Teorema 2.3.12. (i) Neka su X1, X2, . . . , Xn potprostori unitarnog vektorskog prostora
X i neka je

X “ X1 kX2 k ¨ ¨ ¨ kXn.

Tada postoje ortogonalni idempotenti Ei P BpXq, i “ 1, 2, . . . , n, takvi da je

I “ E1 ` E2 ` ¨ ¨ ¨ ` En

ortogonalna dekompozicija jedinice prstena BpXq i ImEi “ Xi za svako i “ 1, 2, . . . , n.

(ii) Neka je
I “ E1 ` E2 ` ¨ ¨ ¨ ` En

ortogonalna dekompozicija jedinice prstena BpXq. Tada je

X “ ImE1 k ImE2 k ¨ ¨ ¨ k ImEn. (2.14)

�ta vi²e, ako je J Ď t1, 2, . . . , nu tada je
ř

iPJ Ei P BpXq ortogonalan idempotent i
vaºi

Im

˜

ÿ

iPJ

Ei

¸

“
ë

iPJ

Im pEiq. (2.15)

Dokaz. Dokaz sledi iz Teoreme 2.3.2, njenog dokaza, jednakosti (2.12), Teoreme 2.3.6 i
osobine (2.13).

Napomena 2.3.13. Neka je X normiran prostor i neka su X1 i X2 zatvoreni potprostori
takvi da je X1 X X2 “ t0u, tj. X “ X1 ‘ X2 je algebarska direktna suma. Tada je
preslikavanje P : X Ñ X de�nisano sa P px1 ` x2q “ x1, x1 P X1, x2 P X2 linearno i vaºi
P 2 “ P . Me�utim P nije obavezno ograni£en operator. Tek kada je X Banahov prostor
onda je P ograni£en, ²to se moºe dokazati primenom teoreme o zatvorenom gra�ku. Dakle,
ako je X samo normiran prostor tada zatvorenost potprostora X1 i X2 nije dovoljan uslov
da algebarska direktna suma X1 ‘X2 bude i topolo²ka. Treba voditi ra£una jer pojedini
autori topolo²ku direktnu sumu de�ni²u kao algebarsku direktnu sumu X “ X1‘X2 kod
koje su X1 i X2 zatvoreni potprostori u X. Zbog toga uvodimo slede¢u de�niciju.
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De�nicija 2.3.14. Potprostor Z normiranog prostora X je topolo²ki komplementaran
(skra¢eno samo komplementaran) u X ako postoji potprostor Z1 Ď X takav da je X “

Z ‘ Z1 pri £emu je ova suma topolo²ka direktna suma.

Lema 2.3.15. Neka je Z potprostor normiranog prostora X.

(i) Z je komplementaran u X ako i samo ako postoji ograni£en idempotent P P BpXq
takav da je Z “ ImP .

(ii) Ako je X Banahov prostor onda je Z komplementaran u X ako i samo ako je Z
zatvoren u X i postoji zatvoren potprostor Z1 Ď X takav da je X “ Z ` Z1 i
Z X Z1 “ t0u.

(iii) Ako je X Hilbertov prostor onda je Z komplementaran u X ako i samo ako je Z
zatvoren u X.

Dokaz. Tvr�enje (i) sledi iz Teoreme 2.1.6, a tvr�enje (ii) iz Teoreme 2.3.5. Tvr�enje (iii)
sledi iz poznate osobine po kojoj za svaki zatvoren potprostor Z Hilbertovog prostora X
vaºi X “ Z k ZK.

2.4 Matrica operatora odre�ena direktnom sumom

Neka su X i Y normirani vektorski prostori. U Poglavlju 2.2 smo videli da kada imamo
dve dekompozicije jedinice prstena onda proizvojan element x moºemo predstaviti u odgo-
varaju¢oj matri£noj formi (2.8). U ovom poglavlju ¢emo videti na ²ta se svodi ovakav
zapis u slu£aju kada je posmatrani prsten BpXq. �ta vi²e, ispostavlja se da analogija u
potpunosti vaºi i na skupu BpX, Y q, koji nije prsten.

Neka su IX “ F1` ¨ ¨ ¨`Fn i IY “ E1` ¨ ¨ ¨`Em dekompozicije jedinice prstena BpXq
odnosno BpY q. Pretpostavimo da je A P BpX, Y q. Tada, naravno, vaºi

A “ IY ¨ A ¨ IX “ pE1 ` ¨ ¨ ¨ ` EmqApF1 ` ¨ ¨ ¨ ` Fnq “
m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

EiAFj, (2.16)

i zbog toga, za x “ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn P ImF1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ ImFn “ X, imamo

Ax “
m
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

Aijxj, (2.17)

gde je operator Aij : ImFj Ñ ImEi de�nisan sa Aijxj :“ EiAFjxj “ EiAFjx. Odavde
sledi }Aijxj} ď }EiAFj}}xj} pa Aij P BpImFj, ImEiq.

Pretpostavimo sada da Aij P BpImFj, ImEiq i neka je operator A : X Ñ Y de�nisan
sa (2.17). Sledi da je

}Ax} ď mMp}x1} ` ¨ ¨ ¨ ` }xn}q “ mMp}F1x} ` ¨ ¨ ¨ ` }Fnx}q

ď mMp}F1} ` ¨ ¨ ¨ ` }Fn}q}x},
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Direktna suma potprostora i dekompozicija jedinice

gde je M “ max t}Aij} : i “ 1, 2, . . . ,m, j “ 1, 2, . . . , nu. Odavde sledi da A P BpX, Y q.
Dakle, A P BpX, Y q ako i samo ako Aij P BpImFj, ImEiq. U tom slu£aju se (2.17) tj.
(2.16) moºe napisati u slede¢oj matri£noj formi

A “

»

—

–

A11 . . . A1n
... . . . ...

Am1 . . . Amn

fi

ffi

fl

:

»

—

–

ImF1
...

ImFn

fi

ffi

fl

Ñ

»

—

–

ImE1
...

ImEm

fi

ffi

fl

,

koja je analogna sa reprezentacijom (2.8) elementa x P R.
Kao i u slu£aju prstena, sabiranje i mnoºenje operatora zapisanih u matri£noj formi

se obavlja primenom poznatih pravila za sabiranje i mnoºenje matrica. Preciznije, ako u
odnosu na dekompozicije IX “ F1`¨ ¨ ¨`Fn i IY “ E1`¨ ¨ ¨`Em operator B P BpX, Y q ima
matri£nu formu rBijsmˆn, tada je matri£na forma operatora A`B jednaka rAij`Bijsmˆn.
Dalje, neka je data dekompozicija jedinice prstena BpZq, IZ “ G1 ` ¨ ¨ ¨ ` Gk, gde je
Z normiran prostor. Neka je rCijsnˆk matri£na forma operatora C P BpZ,Xq. Tada
operator AC P BpZ, Y q ima matri£nu formu rDijsmˆk, gde je Dij “

řn
l“1AilClj. Dokazi

ovih osobina su jednostavni.
Za nas ¢e biti najvaºniji slu£aj kada su X i Y kompletni vektorski prostori. Zbog toga

¢emo u slede¢oj teoremi sumirati prethodna razmatranja za slu£aj Banahovih prostora.

Teorema 2.4.1. Neka su X1, . . . , Xn zatvoreni potprostori Banahovog prostora X i neka
su Y1, . . . , Ym zatvoreni potprostori Banahovog prostora Y . Neka je

X “ X1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Xn i Y “ Y1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Ym,

pri £emu su prethodne sume algebarske direktne sume. Tada su ove sume topolo²ke direk-
tne sume i one indukuju dekompoziciju jedinice prstena BpXq,

IX “ F1 ` ¨ ¨ ¨ ` Fn,

gde je ImFj “ Xj, j “ 1, 2, . . . , n i dekompoziciju jedinice prstena BpY q,

IY “ E1 ` ¨ ¨ ¨ ` Em,

gde je ImEi “ Yi, i “ 1, 2, . . . ,m. �ta vi²e, za J Ď t1, 2, . . . , nu i I Ď t1, 2, . . . ,mu, sume
à

jPJ

Xj i
à

iPI

Yi

su zatvoreni potprostori u X odnosno u Y . Dalje, neka je A : X Ñ Y linearan operator.
Tada se A moºe predstaviti u matri£noj formi

A “

»

—

–

A11 . . . A1n
... . . . ...

Am1 . . . Amn

fi

ffi

fl

:

»

—

–

X1
...
Xn

fi

ffi

fl

Ñ

»

—

–

Y1
...
Ym

fi

ffi

fl

, (2.18)

gde su Aij : Xj Ñ Yi linearni operatori de�nisani sa Aijxj “ EiAFjxj. Ako je operator
A ograni£en onda su operatori Aij ograni£eni. Obrnuto, neka su Aij : Xj Ñ Yi linearni
operatori i neka je operator A : X Ñ Y de�nisan sa Ax “

řm
i“1

řn
j“1Aijxj, gde je

x “ x1`¨ ¨ ¨`xn, xi P Xi. Ako su operatori Aij ograni£eni onda je i operator A ograni£en.
U tom slu£aju svaka podmatrica matrice (2.18) de�ni²e odgovaraju¢i ograni£en operator.
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Pretpostavimo sada da suX i Y Hilbertovi prostori. Za operator A P BpX, Y qmoºemo
posmatrati Hilbert adjungovani operator A˚ P BpY,Xq operatora A. Neka je

X “ X1 k ¨ ¨ ¨ kXn i Y “ Y1 k ¨ ¨ ¨ k Ym.

Tada su odgovaraju¢e dekompozicije jedinice prstena BpXq odnosno BpY q ortogonalne.
Koriste¢i reprezentaciju (2.9) lako moºemo pokazati daA˚ ima slede¢u matri£nu reprezentaciju:

A˚ “

»

—

–

A˚11 . . . A˚m1
... . . . ...

A˚1n . . . A˚mn

fi

ffi

fl

:

»

—

–

Y1
...
Ym

fi

ffi

fl

Ñ

»

—

–

X1
...
Xn

fi

ffi

fl

.

Naravno, gornja reprezentacija ne vaºi u slu£aju kada posmatrane sume nisu ortogonalne.

23



Glava 3

Minus parcijalno ure�enje

3.1 Minus parcijalno ure�enje na prstenima

Neka jeR prsten sa jedinicom 1. SaRp1q ozna£imo skup svih regularnih (tj. g-invertibilnih)
elemenata prstena R. Me�u ekvivalentnim de�nicijama minus ure�enja, slede¢a se na-
j£e²¢e koristi u slu£aju matrica i prstena.

De�nicija 3.1.1. Neka su a, b P R. Kaºemo da je a manje od b u odnosu na minus
parcijalno ure�enje, i to ozna£avamo sa a ă´ b, ako je a P Rp1q i

ax “ bx, xa “ xb, (3.1)

za neko x P at1u.

Iako je minus ure�enje prvobitno de�nisano i ispitivano na polugrupama, skoro sva
dalja istraºivanja su bila usmerena na slu£aj pravougaonih kompleksnih matrica.

U ovoj glavi ¢emo pokazati da mnoge osobine minus ure�enja na skupu matrica vaºe
i kada se ure�enje posmatra na proizvoljnom prstenu. Rezultati ovog poglavlja su pub-
likovani u radu [91].

Na² cilj je da na�emo ekvivalent de�nicije 3.1.1, kojim ¢emo dobiti neke osobine minus
parcijalnog ure�enja. Za tu svrhu, pogledajmo kako je taj problem re²en za realne i
kompleksne matrice.

Simultanom dijagonalizacijom (1.2) u Teoremi 1.1.4 smo dali poznatu karakterizaciju
minus parcijalnog ure�enja u slu£aju kompleksnih matrica. Pokazuje se da je ova karak-
terizacija veoma korisna za dobijanje mnogih osobina minus parcijalnog ure�enja. Za vi²e
detalja u vezi minus ure�enja videti monogra�ju [77] i reference date u njoj. Dokazi u [77]
su bazirani pre svega na kona£no dimenzionalnim metodama linearne algebre. Naravno,
ove tehnike se ne mogu koristiti kada su a i b elementi proizvoljnog prstena.

Na² cilj je na¢i matri£ne forme za a, b P R, kada je a ă´ b, koje su analogne onima
datim u (1.2).

Napomena 3.1.2. Prilikom uop²tavanja matri£nih rezultata prirodno je problem najpre
posmatrati u beskona£no dimenzionalnom, operatorskom slu£aju, a tek nakon toga u
kontekstu prstena. Takav pristup je primenjen i u ovom istraºivanju. Iz prakti£nih razloga,
u disertaciji su parcijalna ure�enja prvo obra�ena u kontekstu prstena, a zatim je dat osvrt
na operatorski slu£aj.
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Minus parcijalno ure�enje

3.1.1 Prostorno pre-ure�enje

Pre nego ²to pre�emo na minus parcijalno ure�enje, posmatra¢emo jedno drugo ure�enje
koje je blisko povezano sa prethodnim.

De�nicija 3.1.3. Za a, b P R kaºemo da je a manje od b u odnosu na prostorno pre-
ure�enje, i to ozna£avamo sa a ăs b, ako je

aR Ď bR i Ra Ď Rb.

Ova de�nicija je analogna de�niciji prostornog pre-ure�enja na kompleksnim matri-
cama, videti De�niciju 1.1.2. Lako se pokazuje da je relacija ăs pre-ure�enje i da iz a ă´ b
sledi a ăs b.

Slede¢i rezultat je poznat u matri£nom slu£aju, [6].

Teorema 3.1.4. Neka je R regularan prsten i a, b P R. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ăs b;

(ii) a “ bbp1qa “ abp1qb, za sve bp1q P bt1u;

(iii) a “ bbp1qabp1qb, za sve bp1q P bt1u;

(iv) abp1qa je invarijantan u odosu na izbor bp1q P bt1u.

Dokaz. Ako je a “ 0 ili b “ 0 tada teorema vaºi. Pretpostavimo da je a ‰ 0 i b ‰ 0.
(i) ùñ (ii): Kako je a ăs b imamo aR Ď bR, pa postoji x P R takav da je a “ bx.

Dakle, a “ bbp1qbx “ bbp1qa za svako bp1q P bt1u. Sli£no, a “ abp1qb, za svako bp1q P bt1u.
(ii) ùñ (iii) je trivijalno.
(iii) ùñ (iv): Fiksirajmo h P bt1u. Za svako bp1q P bt1u je

abp1qa “ pbhahbqbp1qpbhahbq “ bhahbhahb,

a ovaj izraz ne zavisi od bp1q.
(iv) ùñ (i): Fiksirajmo h P bt1u i neka je

e1 “ bh, e2 “ 1´ bh,

f1 “ hb, f2 “ 1´ hb.

Tada su
1 “ e1 ` e2 i 1 “ f1 ` f2

dve dekompozicije jedinice prstena R. Ako je bp1q P bt1u tada je f1bp1qe1 “ hbbp1qbh “ hbh
(“ f1he1). Sa druge strane, ako je f1bp1qe1 “ hbh tada je

bbp1qb “ pbf1qb
p1q
pe1bq “ bphbhqb “ b.

Dakle, bp1q P bt1u ako i samo ako

bp1q “

„

hbh x12
x21 x22



fˆe

, (3.2)
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Minus parcijalno ure�enje

gde su xij P fiRej proizvoljni. Sada,

abp1qa “ raf1 af2s1ˆf

„

hbh x12
x21 x22



fˆe

„

e1a
e2a



eˆ1

“ ahbha` ax21a` ax12a` ax22a

ne zavisi od x21, x12, x22. Stavljaju¢i x12 “ x22 “ 0 dobijamo da je ax21a “ 0 za svako
x21 P f2Re1, ²to zna£i da je af2xe1a “ 0 za svako x P R. Mnoºe¢i ovu jednakost sa e1 sa
leve strane i sa f2 sa desne strane dobijamo

pe1af2qxpe1af2q “ 0.

Kako je R regularan, moºemo izabrati da je x “ pe1af2qp1q P pe1af2qt1u. Sledi e1af2 “ 0.
Sli£no, e2af1 “ 0 i e2af2 “ 0 pa zaklju£ujemo da je a “ e1af1 “ bhahb. Odavde sledi da
je a ăs b.

Primetimo da je regularnost prstena R kori²¢ena jedino u delu (iv) ñ (i).

Lema 3.1.5. Neka je b P Rp1q (R nije obavezno regularan). Zadrºavaju¢i oznake iz dokaza
Teoreme 3.1.4, skup svih unutra²njih inverza elementa b je dat sa (3.2), dok je skup svih
re�eksivnih uop²tenih inverza od b dat sa

bp1,2q “

„

hbh x12
x21 x21bx12



fˆe

, (3.3)

gde su x12 P f1Re2 i x21 P f2Re1 proizvoljni.

Dokaz. Karakterizaciju elemenata bp1q smo dokazali u dokazu Teoreme 3.1.4. Element
bp1,2q mora imati formu (3.2). Imamo da je x22 “ x21bx12, jer

„

hbh x12
x21 x22



fˆe

“ bp1,2q “ bp1,2qbbp1,2q “

„

hbh x12
x21 x22



fˆe

„

b 0
0 0



eˆf

bp1,2q

“

„

f1 0
x21b 0



fˆf

„

hbh x12
x21 x22



fˆe

“

„

hbh x12
x21 x21bx12



fˆe

.

Ako je bp1,2q dato sa (3.3) tada se lako proverava da bp1,2q P bt1, 2u.

Slede¢i jednostavan rezultat je inspirisan Teoremom 21 u [67].

Teorema 3.1.6. Neka su a, b P R. Ako je a ăs b i at2u X bt1u ‰ H onda je a “ b.

Dokaz. Neka je g P at2u X bt1u. Kako je a ăs b, iz Teoreme 3.1.4 sledi a “ agb “ bga.
Sledi

b “ bgb “ bgagb “ agb “ a.
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Minus parcijalno ure�enje

3.1.2 Minus parcijalno ure�enje

Dekompozicija prstena indukovana minus parcijalnim ure�enjem

Ideja dekompozicije jedinice prstena posredstvom uslova a ă´ b je, kako ¢emo videti u
ovoj i narednim glavama, univerzalna i moºe se primeniti na svim ure�enjima baziranim
na uop²tenim inverzima ili anulatorima.

Primetimo da je 0 ă´ b, za svako b iz R i da je a ă´ 0 ô a “ 0.

Lema 3.1.7. Neka je a, b P Rp1q. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă´ b;

(ii) a “ abp1qa “ abp1qb “ bbp1qa za svako bp1q P bt1u;

(iii) b´ a “ pb´ aqbp1qpb´ aq “ pb´ aqbp1qb “ bbp1qpb´ aq za svako bp1q P bt1u;

(iv) b´ a ă´ b.

Dokaz. (i) ùñ (ii): �injenica da iz a ă´ b sledi abp1qa “ a je poznata. Dokaza¢emo je
zbog kompletnosti. Neka je a ă´ b. Tada postoji ap1q P at1u tako da je aap1q “ bap1q i
ap1qa “ ap1qb. Za proizvoljno bp1q P bt1u imamo

abp1qa “ aap1qabp1qaap1qa “ aap1qbbp1qbap1qa “ aap1qbap1qa “ a.

Sli£no se pokazuje da je i a “ abp1qb “ bbp1qa.
(ii) ùñ (i): Neka je x “ bp1qabp1q. Tada x P at1u i

ax “ abp1qabp1q “ abp1q “ bbp1qabp1q “ bx.

Sli£no, xa “ xb, i zbog toga a ă´ b.
(ii) ðñ (iii) se pokazuje direktnom proverom.
(iii) ðñ (iv) sledi iz ekvivalencije uslova (i) i (ii).

Primetimo da se u uslovima (ii) i (iii) Leme 3.1.7, re£ �svako� moºe zameniti re£ju
�neko�.

Iz Leme 3.1.7 vidimo da je uslov a ă´ b simetri£an po a i b´ a.
Dalje, ako su A i B kompleksne matrice tada je (videti [46])

A ă´ B ðñ rankpBq “ rankpAq ` rankpB ´ Aq, (3.4)

i poslednji uslov je simetri£an po A i B ´ A.
Element x P at1u koji se javlja u De�niciji 3.1.1 ne svedo£i o ovoj simetriji jer je

pb´ aqx “ 0 ‰ bx. Ali iz Leme 3.1.7 vidimo da elementi skupa bt1u ukazuju na simetriju.
Iz tog razloga, u cilju dobijanja dekompozicije prstena R indukovane uslovom a ă´ b,
po¢i¢emo od proizvoljnog ali �ksiranog elementa h P bt1u.

Ideja slede¢e teoreme se u potpunosti moºe primeniti na sva parcijalna ure�enja na
prstenima zasnovana na uop²tenim inverzima. Ona je, naravno, bazirana na algebarskoj
tehnici i razlikuje se od svih tehnika koje su do sada primenjivane u ispitivanju matri£nih
parcijalnih ure�enja. U tom smislu ova ideja predstavlja glavni rezultat i doprinos ovog
dela disertacije.
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Teorema 3.1.8. Neka su a, b P Rp1q. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă´ b;

(ii) Postoje dekompozicije jedinice prstena R,

1 “ e1 ` e2 ` e3, 1 “ f1 ` f2 ` f3 (3.5)

u odnosu na koje a i b imaju slede¢e matri£ne forme:

a “

»

–

a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

, b “

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

. (3.6)

Dokaz. Slu£ajevi a “ 0 ili b “ 0 su trivijalni.
(i) ùñ (ii): Fiksirajmo h P bt1u i stavimo da je

e1 “ ah, e2 “ pb´ aqh, e3 “ 1´ bh,

f1 “ ha, f2 “ hpb´ aq, f3 “ 1´ hb.
(3.7)

Kako je a ă´ b, Lema 3.1.7 daje

pahqpahq “ pahqpbhq “ pbhqpahq “ ah, pbhqpbhq “ bh

i
phaqphaq “ phaqphbq “ phbqphaq “ ha, phbqphbq “ hb.

Sledi da su
1 “ e1 ` e2 ` e3, 1 “ f1 ` f2 ` f3

dve dekompozicije jedinice prstena R.
Vaºi

e1af1 “ ahaha “ a

i
e2pb´ aqf2 “ pb´ aqhpb´ aqhpb´ aq “ b´ a.

Element a (kao i bilo koji drugi element iz R) ima jedinstvenu matri£nu reprezentaciju u
odnosu na dekompozicije jedinice, 1 “ e1 ` e2 ` e3 i 1 “ f1 ` f2 ` f3. Kako je a “ e1af1
sledi da je gornje levo polje matri£ne forme za a jednako a a da su sva ostala polja jednaka
nuli. To dokazuje reprezentaciju elementa a u (3.6). Sli£no, matri£na forma za b sledi iz
jednakosti

b “ a` pb´ aq “ e1af1 ` e2pb´ aqf2.

(ii) ùñ (i): Fiksirajmo ap1q P at1u i stavimo da je x “ f1a
p1qe1. Lako je videti da

x P at1u i da je ax “ bx i xa “ xb.

Kada je slu£aj kao u Teoremi 3.1.8, kaºemo da su dekompozicije (3.5), gde su idempo-
tenti de�nisani sa (3.7), standardne dekompozicije. Primetimo da su matr£ne reprezentacije
(3.6) analogne matri£nim dekompozicijama (1.2).
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Teorema 3.1.9. Neka su a, b P Rp1q takvi da je a ‰ 0, b ‰ 0 i a ă´ b. Neka su ei, fi,
i “ 1, 2, 3, de�nisani sa (3.7). Tada postoje jedinstveni elementi xa P f1Re1 i xb´a P f2Re2
takvi da je

axa “ e1, xaa “ f1,

pb´ aqxb´a “ e2, xb´apb´ aq “ f2.
(3.8)

Dalje, u odnosu na standardne dekompozicije, skup at1u je dat sa

ap1q “ rxijsfˆe, (3.9)

gde je x11 “ xa, a xij P fiRej, pi, jq ‰ p1, 1q su proizvoljni.
Skup bt1u je dat sa

bp1q “

»

–

xa 0 x13
0 xb´a x23
x31 x32 x33

fi

fl

fˆe

, (3.10)

gde su xij P fiRej proizvoljni.

Dokaz. Neka je
xa :“ f1he1 “ hah,

xb´a :“ f2he2 “ hpb´ aqh.
(3.11)

Moºe se proveriti da ovi elementi zadovoljavaju (3.8). Dokaz jedinstvenosti je trivijalan.
Neka je bp1q “ rfibp1qejsfˆe P bt1u proizvoljan. Iz

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

“ b “ bbp1qb “

»

–

abp1qa abp1qpb´ aq 0
pb´ aqbp1qa pb´ aqbp1qpb´ aq 0

0 0 0

fi

fl

eˆf

sledi da je abp1qa “ a. Mnoºe¢i ovu jednakost sa xa sa obe strane dobijamo f1bp1qe1 “
xa. Tako�e, mnoºe¢i f1bp1qe1 “ xa sa a sa obe strane dobijamo abp1qa “ a. Sli£no,
abp1qpb ´ aq “ 0 ô f1b

p1qe2 “ 0, pb ´ aqbp1qa “ 0 ô f2b
p1qe1 “ 0 i pb ´ aqbp1qpb ´ aq “

b´ aô f2b
p1qe2 “ xb´a. Dakle, skup bt1u je dat sa (3.10). Karakterizacija skupa at1u se

moºe dokazati analogno.

Do kraja ovog poglavlja, prati¢emo notaciju iz Teorema 3.1.8 i 3.1.9.
Neka su e i f , e ‰ f idempotenti prstena R sa jedinicom 1. Tada je skup eRe prsten

sa jedinicom e pa ima smisla govoriti o invertibilnosti njegovih elemenata. Skup eRf
nema jedinicu pa o invertibilnosti njegovih elemenata moºemo govoriti jedino u slede¢em
smislu.

De�nicija 3.1.10. Neka su p, q P EpRq. Za element a P R kaºemo da je pp, qq-invertibilan
ako postoji a1 P qRp tako da vaºe slede¢i uslovi

(1) a P pRq;

(2) aa1 “ p;

(3) a1a “ q.
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U tom slu£aju kaºemo da je a1, pp, qq-inverz elementa a.

Slede¢a teorema je o£igledna.

Lema 3.1.11. Za element a P R postoje p, q P EpRq tako da je a, pp, qq-invertibilan
ako i samo ako je a, g-invertibilan. Kada postoji, pp, qq-inverz elementa a je jedinstven.
Element a1 je pp, qq-inverz od a ako i samo ako je a pq, pq-inverz od a1.

Napomena 3.1.12. Neka su p, q P EpRq, b P pR i neka je a P R, pp, qq-invertibilan pri
£emu je a1 P qRp njegov pp, qq-inverz. Neka je data jedna£ina ax “ b, pri £emu jedna£inu
re²avamo u skupu qR. Mnoºe¢i obe strane jedna£ine sa a1 sa leve strane dobijamo qx “ a1b.
Kako x P qR, to je x “ a1b. Obrnuto, iz x “ a1b, mnoºe¢i jedna£inu sa a sa leve strane,
dobijamo ax “ pb “ b. Dakle, jedna£ina ima jedinstveno re²enje u skupu qR:

ax “ b ô x “ a1b.

Sli£no, ako je b P Rq i x P Rp onda je

xa “ b ô x “ ba1.

U kombinaciji sa matri£nim reprezentacijama elemenata u odnosu na odgovaraju¢e dekom-
pozicije jedinice prstena, prethodno zapaºanje se pokazuje vrlo korisnim ukoliko u ma-
tri£noj formi elementa imamo pp, qq-invertibilne elemente.

U smislu De�nicije 3.1.10, jednakosti (3.8) u Teoremi 3.1.9 zapravo kaºu da je ele-
ment a P e1Rf1, pe1, f1q-invertibilan, a element b ´ a P e2Rf2, pe2, f2q-invertibilan. U
slede¢oj glavi ¢emo videti da se pp, qq-invertibilnost svodi na klasi£nu invertibilnost kada
su elementi a i b operatori.

Napomena 3.1.13. Neka su a, b P Rp1q i a ă´ b. Pretpostavimo da je h P bt1u regularan.
Fiksirajmo r1 P ht1u i stavimo da je r “ b ` e3r1f3. Tada se lako pokazuje da r P ht1u.
Neka je

e11 “ e1, e12 “ e2, e13 “ pr ´ bqh, e14 “ 1´ rh,

f 11 “ f1, f 12 “ f2, f 13 “ hpr ´ bq, f 14 “ 1´ hr.

Nije te²ko pokazati da su

1 “ e11 ` ¨ ¨ ¨ ` e
1
4, 1 “ f 11 ` ¨ ¨ ¨ ` f

1
4

dve dekompozicije jedinice prstena R. Tako�e f 13ph´hbhqe
1
3 “ h´hbh. Moºemo zaklju£iti

da a, b i h imaju slede¢e matri£ne forme u odnosu na ove dekompozicije:

a “

»

—

—

–

a 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

e1ˆf 1

, b “

»

—

—

–

a 0 0 0
0 b´ a 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

e1ˆf 1

, h “

»

—

—

–

xa 0 0 0
0 xb´a 0 0
0 0 h´ hbh 0
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

f 1ˆe1

.

�ta vi²e, postoji jedinstven x P e13Rf
1
3, naime x “ e13rf

1
3 “ rhr´b, tako da je ph´hbhqx “

f 13 i xph ´ hbhq “ e13. Dakle, u svim poljima matri£ne forme elementa h se nalaze pp, qq-
invertibilni elementi.
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Osobine minus parcijalnog ure�enja

U radu [73] je navedeno da je, pod pretpostavkom da je prsten R regularan i da je
a P bRb, uslov a ă´ b ekvivalentan uslovu bt1u Ď at1u. Koriste¢i tzv. poredak direktne
sume kao me�ukorak, u radu [17] je pokazano da ekvivalencija vaºi i bez pretpostavke
a P bRb. U slede¢oj teoremi ¢emo dokazati da u stvari vaºi ja£i rezultat.

Teorema 3.1.14. Neka je R regularan prsten i neka su a, b P R. Slede¢i uslovi su
ekvivalentni:

(i) a ă´ b;

(ii) bt1u Ď at1u;

(iii) bt1, 2u Ď at1u.

Dokaz. (i) ùñ (ii) sledi iz tvr�enja (i) ñ (ii) Leme 3.1.7.
(ii) ùñ (iii) je trivijalno.
(iii) ùñ (i): Zadrºimo oznake iz dokaza (iv) ñ (i) Leme 3.1.4. Iz Leme 3.1.5 sledi da

je
a “ abp1,2qa “ ahbha` ax21a` ax12a` ax21bx12a,

za svako x12 P f1Re2 i x21 P f2Re1. Kao u dokazu (iv) ñ (i) Teoreme 3.1.4 moºemo
pokazati da je

e1af2 “ e2af1 “ 0 i a “ ahbha “ af1he1a. (3.12)

Iz (3.12) sledi

a “ pe1 ` e2qpaf1he1aqpf1 ` f2q “ e1paf1he1aqf1 “ e1af1 “ e1a “ af1.

Neka je x “ f1hahe1. Tada je

x “ he1af1h “ he1ah “ haf1h “ hah

i
he1 “ f1h “ hbh P bt1, 2u Ď at1u,

pa je
axa “ a

i

ax “ ahe1ah “ ah “ e1ah “ bhah “ bx,

xa “ haf1ha “ ha “ haf1 “ hahb “ xb.

Po de�niciji je a ă´ b.

Poznato je da je relacija ă´ parcijalno ure�enje na regularnoj polugrupi, videti [79].
Zbog kompletnosti ¢emo dati dokaz u slu£aju regularnog prstena.

Teorema 3.1.15. (Videti [79].) Neka je R regularan prsten. Relacija ă´ je relacija
parcijalnog ure�enja na R.
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Dokaz. Re�eksivnosti i tranzitivnost slede iz Teoreme 3.1.14. Ako je a ă´ b i b ă´ a
tada je at1u Ď bt1u i postoji ap1q P at1u tako da je aap1q “ bap1q i ap1qa “ ap1qb. Sledi
a “ aap1qa “ bap1qb “ b pa je ă´ parcijalno ure�enje.

Kao direktnu posledicu dobijamo slede¢e zanimljivo tvr�enje.

Posledica 3.1.16. Neka je R regularan prsten i a, b P R. Ako je at1u “ bt1u ‰ H onda
je a “ b.

Dokaz. Iz Teoreme 3.1.14, (i) ô (ii) sledi da je a ă´ b i b ă´ a. Odavde je a “ b.

Sada ¢emo dati pregled poznatih karakterizacija minus parcijalnog ure�enja. Neka su
a, b P Rp1q takvi da je

a ă´ b. (3.13)

Ako je p1 “ e1, p2 “ 1 ´ e1, q1 “ f1, q2 “ 1 ´ f1 tada su 1 “ p1 ` p2 i 1 “ q1 ` q2 dve
dekompozicije jedinice prstena R i po Teoremi 3.1.8 sledi

b “

„

a 0
0 b´ a



pˆq

. (3.14)

Ovo je ekvivalentno sa a “ p1bq1 i b´ a “ p2bq2. Mnoºe¢i drugu od ovih jednakosti sa p1
sa leve strane dobijamo p1pb ´ aq “ 0, pa je a “ p1b. Sli£no, a “ bq1. Sa druge strane,
pretpostavimo da postoje idempotenti p1 i q1 takvi da je

a “ p1b “ bq1.

Neka je x “ q1a
p1qp1, gde je ap1q P at1u. Imamo a ă´ b, jer je axa “ aq1a

p1qp1a “ aap1qa “
a, ax “ bq1x “ bx i xa “ xp1b “ xb.

Teorema 3.1.17. Neka su a, b P Rp1q. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă´ b.

(ii) Postoje p, q P EpRq u odnosu na koje b ima slede¢u matri£nu reprezentaciju

b “

„

a 0
0 b´ a



pˆq

.

(iii) Postoje p, q P EpRq takvi da je
a “ pb “ bq.

(iv) bR “ aR ‘ pb´ aqR.

(v) Rb “ Ra‘Rpb´ aq.

(vi) aR X pb´ aqR “ t0u “ RaXRpb´ aq.

Dokaz. Ekvivalentnost uslova (i)�(iii) smo malo£as dokazali. Ekvivalentnost (i) i (iv)
je dokazana u Lemi 3 u [17], a ekvivalentnost uslova (iv)�(vi) je dokazana u Teoremi 1
u [53].
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Napominjemo da se uslov (iv) koristi kao de�nicija parcijalnog ure�enja zvanog di-
rektna suma. U [79] se mogu na¢i jo² neke karakterizacije minus parcijalnog ure�enja na
regularnim polugrupama.

Neka je

at1ub “ tx P at1u : ax “ bx, xa “ xbu i
at1, 2ub “ tx P at1, 2u : ax “ bx, xa “ xbu.

U slede¢oj teoremi ¢emo dati eksplicitne reprezentacije skupova at1ub and at1, 2ub. Za
slu£aj kada su a i b kompleksne matrice videti [75] i [76].

Teorema 3.1.18. Neka su a, b P Rp1q i neka je a ă´ b. Tada je

(i) at1ub “ tbp1q ´ bp1qpb´ aqbp1q : bp1q P bt1uu;

(ii) at1, 2ub “ tbp1qabp1q : bp1q P bt1uu “ tbp1,2qabp1,2q : bp1,2q P bt1, 2uu.

Dokaz. (i): Ozna£imo sa S desnu stranu jednakosti (i). Kako je a ă´ b, sledi da, u odnosu
na standardne dekompozicije, a, b i bp1q imaju reprezentacije date sa (3.6) odnosno (3.10).
Odavde sledi da x P S ako i samo ako je

x “ bp1q ´ bp1qpb´ aqbp1q “

»

–

xa 0 x13
0 0 0
x31 0 x133

fi

fl

fˆe

, (3.15)

za odre�ene elemente x13 P f1Re3, x31 P f3Re1 i x133 P f3Re3 (x
1
33 “ x33 ´ x32pb ´ aqx23).

Direktnom proverom se pokazuje da je axa “ a, ax “ bx i xa “ xb, tj. x P at1ub.
Pretpostavimo sada da x P at1ub. Tada x P at1u i zbog toga je x “ rxijsfˆe, gde je

x11 “ xa. Iz ax “ bx i xa “ xb dobijamo da je x12 “ x21 “ x22 “ x23 “ x32 “ 0. Moºe se
proveriti da je x “ bp1q ´ bp1qpb´ aqbp1q P S gde je

bp1q “

»

–

xa 0 x13
0 xb´a 0
x31 0 x33

fi

fl

fˆe

.

(ii): Dokaz jednakosti (ii) je sli£an. Dobijamo da je element x P at1, 2ub dat sa

x “

»

–

xa 0 x13
0 0 0
x31 0 x31ax13

fi

fl

fˆe

,

gde su x13, x31 proizvoljni.

Slede¢a teorema je generalizacija Teoreme 3.5.6. in [77] gde su a, b kompleksne matrice.

Teorema 3.1.19. Neka su a, b P Rp1q i neka je a ă´ b.

(i) Za svako ap1q P at1ub postoji bp1q P bt1u tako da je

bp1qa “ ap1qa, abp1q “ aap1q; (3.16)
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(ii) Za svako bp1q P bt1u postoji ap1q P at1ub tako da (3.16) vaºi.

Dokaz. (i): Iz dokaza Teoreme 3.1.18 sledi da ap1q P at1ub ima matri£nu reprezentaciju
datu sa (3.15). Tada (3.16) vaºi za

bp1q “

»

–

xa 0 x13
0 xb´a x123
x31 x132 x133

fi

fl

fˆe

,

gde su x123 P f2Re3, x
1
32 P f3Re2, x

1
33 P f3Re3 proizvoljni.

(ii): Svako bp1q P bt1u ima reprezentaciju (3.10). Element

ap1q “

»

–

xa 0 x13
0 0 0
x31 0 x133

fi

fl

fˆe

,

gde je x133 P f3Re3 proizvoljan, ima traºene osobine.

Kao ²to je navedeno u Teoremi 3.1.17, ako su a, b P Rp1q tada je uslov a ă´ b ekviva-
lentan sa a “ pb “ bq gde su p, q P R odre�eni idempotenti. Cilj nam je da okarakteri²emo
klasu svih takvih idempotenata. Slede¢i rezultati su analogni Teoremama 3.5.13 � 3.5.18
u [77] u kojima je posmatran slu£aj kada su a i b kompleksne matrice. Svi oni se mogu
dokazati koriste¢i matri£ne forme (3.6) i identitete (3.8).

Teorema 3.1.20. Neka su a, b P Rp1q i neka je a ă´ b. Klasa svih idempotenata p P R
takvih da je a “ pb je data sa

p “

»

–

e1 0 x13pe3 ´ p33q
0 0 x23p33
0 0 p33

fi

fl

eˆe

, (3.17)

gde je p33 P e3Re3 proizvoljan idempotent, a x13 P e1Re3, x23 P e2Re3 su proizvoljni
elementi.

Dokaz. Ako p ima oblik kao u (3.17) tada je p idempotent i a “ pb. Neka je p idempotent
takav da je a “ pb. Pretpostavimo da je p “ rpijseˆe, i, j “ 1, 2, 3, u odnosu na standardnu
dekompoziciju 1 “ e1 ` e2 ` e3. Iz a “ pb, koriste¢i (3.6) i (3.8), dobijamo da je p11 “ e1,
i p12 “ p21 “ p22 “ p31 “ p32 “ 0. Iz uslova p “ p2 sledi p23 “ p23p33, p13 “ p13 ` p13p33
i p33 “ p233. Stoga, p13 “ x13pe3 ´ p33q i p23 “ x23p33, gde su x13 P e1Re3, x23 P e2Re3
proizvoljni.

Na isti na£in dobijamo i slede¢u teoremu.

Teorema 3.1.21. Neka su a, b P Rp1q i neka je a ă´ b. Klasa svih idempotenata q P R
takvih da je a “ bq je data sa

q “

»

–

f1 0 0
0 0 0

pf3 ´ q33qx31 q33x32 q33

fi

fl

fˆf

,

gde je q33 P f3Rf3 proizvoljan idempotent, a x31 P f3Rf1, x32 P f3Rf2 su proizvoljni
elementi.
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Napomena 3.1.22. Neka je

e11 “ e1, e12 “ e2, e13 “ p33, e14 “ e3 ´ p33,

f 11 “ f1, f 12 “ f2, f 13 “ q33, f 14 “ f3 ´ q33,

gde su p33 i q33 idempotenti iz Teorema 3.1.20 i 3.1.21. Tada su

1 “ e11 ` ¨ ¨ ¨ ` e
1
4, 1 “ f 11 ` ¨ ¨ ¨ ` f

1
4

dekompozicije jedinice prstena R. Jasno je da je

a “

»

—

—

–

a 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

e1ˆf

, b “

»

—

—

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0
0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

e1ˆf

, p “

»

—

—

–

e11 0 0 x14
0 0 x23 0
0 0 e13 0
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

e1ˆe1

,

i

a “

»

–

a 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

fi

fl

eˆf 1

, b “

»

–

a 0 0 0
0 b´ a 0 0
0 0 0 0

fi

fl

eˆf 1

, q “

»

—

—

–

f 11 0 0 0
0 0 0 0
0 x32 f 13 0
x41 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

f 1ˆf 1

,

za neke x14 P e11Re
1
4, x23 P e

1
2Re

1
3, x32 P f

1
3Rf

1
2 i x41 P f

1
4Rf

1
1.

Posledica 3.1.23. Neka su a, b P Rp1q i neka je a ă´ b. Tada je klasa svih idempotenata
p takvih da je a “ pb i pR “ aR data sa taap1q : ap1q P at1ubu. Klasa svih idempotenata q
takvih da je a “ bq i Rq “ Ra je data sa tap1qa : ap1q P at1ubu.

Dokaz. Kako je a “ e1a i e1 “ axa, imamo da je aR “ e1R. Iz (3.17) vidimo da je p
idempotent takav da je a “ pb i pR “ aR “ e1R ako i samo ako je p33 “ 0 ako i samo
ako je

p “

»

–

e1 0 x13
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆe

,

gde je x13 P e1Re3 proizvoljan. Iz (3.15) vidimo da aap1q, gde je ap1q P at1ub ima gornji
oblik. Druga karakterizacija se moºe dobiti na isti na£in.

Posledica 3.1.24. Neka su a, b P Rp1q takvi da je a ă´ b. Svaki idempotent p koji
zadovoljava a “ pb, se moºe napisati kao p “ p1 ` p2, gde je p1 idempotent takav da je
a “ p1b, p1R “ aR, a p2 idempotent takav da je p1p2 “ p2p1 “ p2a “ p2b “ 0. Svaki
idempotent q koji zadovoljava a “ bq, se moºe napisati kao q “ q1`q2, gde je q1 idempotent
takav da je a “ bq1, Rq1 “ Ra, a q2 idempotent takav da je q1q2 “ q2q1 “ aq2 “ bq2 “ 0.

Dokaz. Prema Teoremama 3.1.20, 3.1.21 i Posledici 3.1.23 moºemo uzeti

p1 “

»

–

e1 0 x13pe3 ´ p33q
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆe

, p2 “

»

–

0 0 0
0 0 x23p33
0 0 p33

fi

fl

eˆe

, i

q1 “

»

–

f1 0 0
0 0 0

pf3 ´ q33qx31 0 0

fi

fl

fˆf

, q2 “

»

–

0 0 0
0 0 0
0 q33x32 q33

fi

fl

fˆf

.
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Pretpostavimo sada da je A algebra sa jedinicom 1 nad poljem K. Jasno, algebra A
je prsten (A,`, ¨) i srodni koncepti i rezultati ostaju na snazi pri prelasku sa R na A.

Neka je A ă´ B, gde su A,B P Mn kompleksne matrice, rangova a odnosno b, i neka
su c1, c2 P C, c2 ‰ 0, c1 ` c2 ‰ 0. U radu [110] je dokazano da je c1A ` c2B invertibilna
ako i samo ako je B invertibilna i u tom slu£aju vaºi

pc1A` c2Bq
´1
“ pc1 ` c2q

´1B´1 ` pc´12 ´ pc1 ` c2q
´1
qrp0‘ In´aqBp0‘ In´aqs

:.

Slede¢a teorema pokazuje da isti rezultat vaºi kada su a, b P Ap1q. Primetimo da je u
na²oj formuli izbegnuto kori²¢enje Mur-Penrouzovog inverza.

Teorema 3.1.25. Neka su a, b P Ap1q i neka je a ă´ b. Neka su c1, c2 P K, c2 ‰ 0,
c1` c2 ‰ 0. Tada je c1a` c2b invertibilan element ako i samo ako je b invertibilan. Dalje,

pc1a` c2bq
´1
“ c´12 b´1 ` ppc1 ` c2q

´1
´ c´12 qb

´1ab´1 (3.18)

“ c´12 b´1 ` ppc1 ` c2q
´1
´ c´12 qa

p1q,

gde je ap1q P at1ub.

Dokaz. Kako je a ă´ b, po Teoremi 3.1.8, imamo slede¢e matri£ne reprezentacije u odnosu
na standardne dekompozicije:

b “

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

, c1a` c2b “

»

–

pc1 ` c2qa 0 0
0 c2pb´ aq 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

.

Kako je c2 ‰ 0, c1`c2 ‰ 0, sledi da je b invertibilan ako i samo ako je c1a`c2b invertibilan
ako i samo ako je e3 “ f3 “ 0. U tom slu£aju su

1 “ e1 ` e2, 1 “ f1 ` f2

dve dekompozicije jedinice za A i u odnosu na njih imamo da je

b´1 “

„

xa 0
0 xb´a



fˆe

, pc1a` c2bq
´1
“

„

pc1 ` c2q
´1xa 0

0 c´12 xb´a



fˆe

,

pa formula (3.18) se moºe lako proveriti.
Kako je b invertibilan i a ă´ b iz Teoreme 3.1.18 sledi at1ub “ tb´1ab´1u.

Minus parcijalno ure�enje na matricama nad prstenom

Do kraja poglavlja ¢emo posmatrati minus parcijalno ure�enje na matricama nad
prstenom R. Skup svih mˆ n matrica £iji su £lanovi elementi prstena R ozna£avamo sa
MmˆnpRq. U nastavku ¢emo ukazati kako se koncepti i rezultati iz prethodnog dela mogu
pro²iriti na skup MmˆnpRq.

Za proizvoljno A PMmˆnpRq, ozna£imo sa CSpAq :“ tAξ : ξ PMnˆ1pRqu i RSpAq :“
tξA : ξ P M1ˆmpRqu prostor kolona odnosno prostor vrsta matrice A. Ozna£imo sa
M
p1q
mˆnpRq skup svih regularnih matrica iz MmˆnpRq.
U Teoremi 3.5 u [102], koja se prepisuje fon Nojmanu, je, na vrlo elegantan na£in,

dokazano slede¢e tvr�enje.
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Teorema 3.1.26. (Videti [102].) Ako je R regularan prsten tada je i prsten MnˆnpRq
regularan. �ta vi²e, svaka matrica A PMmˆnpRq nad regularnim prstenom R je regularna.

Za A,B PMmˆnpRq, minus parcijalno ure�enje se de�ni²e kao i u slu£aju prstena, dok
se prostorno pre-ure�enje de�ni²e na slede¢i na£in:

A ăs B ðñ CSpAq Ď CSpBq i RSpAq Ď RSpBq. (3.19)

Ideja iz Poglavlja 2.2 se moºe primeniti na MmˆnpRq. Neka su

Im “ E1 ` ¨ ¨ ¨ ` Er i In “ F1 ` ¨ ¨ ¨ ` Fs

dve dekompozicije jedinice prstena MmˆmpRq odnosno prstena MnˆnpRq, gde su Im P

MmˆmpRq i In PMnˆnpRq jedini£ne matrice. Za svako X PMmˆnpRq imamo da je

X “ ImXIn “ pE1 ` ¨ ¨ ¨ ` ErqXpF1 ` ¨ ¨ ¨ ` Fsq “
r
ÿ

i“1

s
ÿ

j“1

EiXFj.

Da bi izbegli ponavljanje, samo ¢emo naglasiti da zaklju£ci analogni onima iz Poglavlja
2.2 vaºe i u ovom slu£aju.

Svi rezultati iz prethodnih poglavlja, izuzev Teoreme 3.1.25, ostaju ta£ni i u ovom
slu£aju kada A,B PMmˆnpRq. Pojedini komentari su ipak neophodni. U odnosu na slu£aj
kada su a, b P R, koji smo ispitivali u prethodnim poglavljima, u novom slu£aju je potrebno
napraviti nekoliko tehni£kih promena. U zavisnosti od konteksta, prsten R treba zameniti
sa MmˆnpRq, MmˆmpRq, MnˆmpRq ili MnˆnpRq. Tako�e, skup Rp1q treba zameniti sa
M
p1q
mˆnpRq ili M

p1q
nˆmpRq, ali u tvr�enjima u kojima je pretpostavljena regularnost prstena

R tu pretpostavku treba zadrºati (prema Teoremi 3.1.26). Uslove xRρyR i RxρRy gde
je ρ P tĎ,“u treba zameniti sa CSpXqρCSpY q odnosno sa RSpXqρRSpY q. Kako R
ima jedinicu, za X, Y P MmˆnpRq, uslov CSpXq Ď CSpY q je ekvivalentan sa X “ Y Z
za neko Z P MnˆnpRq. Tako�e, RSpXq Ď RSpY q je ekvivalentan sa X “ ZY za neko
Z PMmˆmpRq.

Pod sada²njim pretpostavkama, dokazi svih tvr�enja izuzev Teoreme 3.1.25, se izvode
duº linija dokaza odgovaraju¢ih tvr�enja prethodnog slu£aja.

Lema 3.1.5 u sada²njem kontekstu je prvobitno dokazana u [49]. U istom radu je
dokazano, pod pretpostavkom da je R regularan prost prsten i A,B,C P MmˆnpRq, da
je CSpCq Ď CSpBq i RSpAq Ď RSpBq ako i samo ako je izraz ABp1,2qC invarijantan
u odnosu na izbor Bp1,2q P Bt1, 2u. U Teoremi 3.1.4, u sada²njem slu£aju, jedina pret-
postavka je regularnost prstena R ali se posmatra samo invarijantnost izraza ABp1qA.

3.2 Minus parcijalno ure�enje za operatore na

Banahovim prostorima

Svi vektorski prostori u ovom poglavlju su Banahovi, a svi operatori su linearni i ograni£eni.
Neka je

Bp1qpX, Y q “ tA P BpX, Y q : A je unutra²nje regualraranu.
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U ovom poglavlju ¢emo ispitati osobine prostornog pre-ure�enja i minus parcijalnog
ure�enja na skupu Bp1qpX, Y q.

U Glavi 2 smo detaljno ispitali pojmove dekompozicije jedinice prstena i topolo²ke
direktne sume potprostora. Najbitnije, objasnili smo njihovu povezanost (ekvivalentnost)
i njome ukazali na analognost odre�enih rezultata u prstenima i na operatorima.

Vide¢emo kako se rezultati iz Poglavlja 3.1 mogu �preneti� na BpX, Y q, iako on nije
prsten. Dokaza¢emo da £ak i oni rezultati iz Glave 3.1, koji zahtevaju regularnost prstena
R, vaºe na BpX, Y q. U ovoj, ali i u svim narednim glavama, pod direktnom sumom
potprostora podrazumevamo topolo²ku direktnu sumu. Najpre ¢emo dokazati neke rezul-
tate u vezi regularnih operatora, koji ¢e nam biti potrebni u ovoj i narednim glavama.
Rezultati ovog poglavlja su objavljeni u radu [96].

Regularni operatori na Banahovim prostorima

Neka su X i Y Banahovi prostori. Slede¢a poznata teorema je osnovni rezultat teorije
uop²tenih inverza operatora na Banahovim prostorima.

Teorema 3.2.1. (Videti [26].) Operator A P BpX, Y q je unutra²nje regularan ako i samo
ako su KerA i ImA komplementarni (zbog toga i zatvoreni) u X odnosno u Y . U tom
slu£aju je

ImA “ Im pAAp1qq i KerA “ Ker pAp1qAq, (3.20)

gde je Ap1q P BpY,Xq proizvoljan g-inverz od A.
Sledi, ako su H i K Hilbertovi prostori onda je operator A P BpH,Kq unutra²nje

regularan ako i samo ako je ImA zatvoren.

Dokaz. Dokaz dajemo zbog kompletnosti ali i zbog toga ²to ¢emo se pozivati na njega.
Ako je A unutra²nje regularan onda postoji Ap1q P BpY,Xq tako da je AAp1qA “ A. Tada
su operatori P “ AAp1q i Q “ Ap1qA idempotenti. Vaºi

ImP Ď ImA “ Im pAAp1qAq Ď ImP,

odakle, na osnovu Leme 2.3.15 , sledi da je ImA “ ImP komplementaran u Y . Sli£no
je KerA “ KerQ “ Im pI ´ Qq pa je KerA komplementaran u X. Obrnuto, ako su
ImA i KerA komplementarni potprostori u Y odnosno u X onda, na osnovu Leme 2.3.15
postoje zatvoreni potprostori X1 Ď X i Y1 Ď Y takvi da su sume X “ X1 ‘ KerA i
Y “ ImA‘ Y1 topolo²ke direktne sume. Lako se pokazuje da je, u odnosu na ove sume,
matrica operatora A oblika

A “

„

A1 0
0 0



,

gde je A1 P BpX1, ImAq invertibilan. Direktnom proverom se pokazuje da je operator

Ap1q “

„

A´11 B2

B3 B4



:

„

ImA
Y1



Ñ

„

X1

KerA



uop²teni inverz od A, gde su operatori B2 P BpY1, X1q, B3 P BpImA,KerAq, B4 P

BpY1,KerAq proizvoljni.

Kao posledicu dobijamo slede¢i poznat rezultat.
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Lema 3.2.2. (Videti [98].) Operator A P BpX, Y q je levo invertibilan ako i samo ako je
A �1-1� i ImA komplementaran u Y . A je desno invertibilan ako i samo ako je A �na� i
KerA komplementaran u X.

Lema 3.2.3. (Videti tako�e [27].) Za A P BpX, Y q slede¢a dva uslova su ekvivalentna:

(i) A je unutra²nje regualran.

(ii) Postoji Banahov prostor Z i operatori P P BpZ, Y q i Q P BpX,Zq takvi da je P levo
invertibilan, Q desno invertibilan i A “ PQ.

Dokaz. (i) ñ (ii): Pretpostavimo da je A unutra²nje regularan. Neka je Z “ ImA.
Imaju¢i u vidu dokaz Teoreme 3.2.1, neka je

P “

„

I
0



: Z Ñ

„

ImA
Y1



, i Q “
“

A1 0
‰

:

„

X1

KerA



Ñ Z.

Iz Leme 3.2.2 sledi da je P levo, a Q desno invertibilan. Tako�e, lako se proverava da je
A “ PQ.

(ii) ñ (i): Pretpostavimo sada da je A “ PQ gde je P levo, a Q desno invertibilan.
Sledi ImA “ ImP i KerA “ KerQ. Po Lemi 3.2.2 sledi da su ImA i KerA komplemen-
tarni u Y odnosno u X. Sada, iz Teoreme 3.2.1 sledi da je A unutra²nje regualran.

Kada je slu£aj kao u Lemi 3.2.3 (ii), kaºemo da je pP,Qq dekompozicija punog ranga
(�full-rank decomposition�) operatora A, aludiraju¢i na poznatu matri£nu dekompoziciju.
Dekompozicija punog ranga regularnog operatora A je tako�e poznata kao kanonska fak-
torizacija od A.

Lema 3.2.4. (Videti tako�e [31], [11].) Neka su X, Y, Z i W Banahovi prostori, A P

BpX, Y q, B P Bp1qpZ, Y q i C P BpZ,W q. Tada vaºi

(i) ImA Ď ImB ðñ A “ BBp1qA, za svako Bp1q P Bt1u;

(ii) KerB Ď KerC ðñ C “ CBp1qB, za svako Bp1q P Bt1u.

Dokaz. (i): Pretpostavimo da je ImA Ď ImB. Neka je Bp1q P Bt1u proizvoljno. Iz (3.20)
sledi

ImA Ď ImB “ Im pBBp1qq “ Ker pI ´BBp1qq

pa je pI ´BBp1qqA “ 0, tj. A “ BBp1qA. Jasno je da iz A “ BBp1qA sledi ImA Ď ImA.
(ii): Pretpostavimo da je KerB Ď KerC. Iz (3.20) sledi

KerC Ě KerB “ Ker pBp1qBq “ Im pI ´Bp1qBq,

pa je CpI´Bp1qBq “ 0, tj. C “ CBp1qB. Jasno, iz C “ CBp1qB sledi KerB Ď KerC.

Lema 3.2.5. Neka je A,B P BpXq, pri £emu je B regularan operator. Tada vaºi

ImA Ď ImB ô ABpXq Ď BBpXq i KerB Ď KerA ô BpXqA Ď BpXqB.
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Dokaz. U dokazu koristimo Lemu 3.2.4 (i). Jasno je da iz A “ BBp1qA sledi ABpXq Ď
BBpXq. Vaºi i obrnuto, jer ako je A “ BZ, za neko Z P BpXq, onda je A “ BBp1qBZ “
BBp1qA. Time smo dokazali prvu ekvivalenciju dok se druga dokazuje na sli£an na£in.

Napomena 3.2.6. Treba naglasiti da je uslov B P Bp1qpZ, Y q u Lemi 3.2.4 neophodan.
Naime, u op²tem slu£aju, iz ImA Ď ImB ne sledi da je A “ BG za neki ograni£en operator
G. Iz Leme 3.2.5 sledi da su de�nicija prostornog pre-ure�enja na prstenu (De�nicija 3.1.3
na strani 25), de�nicija ovog ure�enja na skupu matrica (De�nicija 1.1.2 na strani 4) i
De�nicija 3.2.7 saglasne.

Prostorno pre-ure�enje za operatore na Banahovim prostorima

Primetimo da je za matrice A,B P Mmˆn, uslov ImA˚ Ď ImB˚, koji se javlja u
De�niciji 1.1.2 prostornog pre-ure�enja za matrice, ekvivalentan uslovu KerB Ď KerA.
Sada je jasno kako ¢emo ovu relaciju de�nisati za operatore.

De�nicija 3.2.7. (Videti [77].) Neka su A,B P BpX, Y q. Kaºemo da je operator A manji
od B u odnosu na prostorno pre-ure�enje, i to ozna£avamo sa A ăs B, ako je

ImA Ď ImB i KerB Ď KerA.

Setimo se da je u Teoremi 3.1.4, koja predstavlja glavni rezultat za prostorno pre-
ure�enje na prstenima, kori²¢ena pretpostavka o regularnosti prstena R. Taj uslov ne
moºemo zahtevati u operatorskom slu£aju, jer postoje operatori iz BpX, Y q koji nisu
regularni. Me�utim, u Teoremi 3.2.10 ¢emo pokazati da iste karakterizacije prostornog
pre-ure�enja vaºe i za operatore. Za dokaz te teoreme ¢e nam biti potrebno nekoliko
pomo¢nih tvr�enja.

Lema 3.2.8. Neka je 0 ‰ x0 P X, y0 P Y , gde su X i Y normirani prostori. Tada postoji
T P BpX, Y q tako da je Tx0 “ y0.

Dokaz. Po posledici Han-Banahove teoreme sledi da postoji ograni£en funkcional f P
X 1 ” BpX,Cq takav da je fpx0q “ 1. De�ni²imo operator T sa Tx “ fpxqy0. Tada
T P BpX, Y q i Tx0 “ y0.

Posledica 3.2.9. Neka su 0 ‰ B P BpX, Y q i A P BpZ,W q, gde su X, Y, Z i W normirani
prostori. Ako je ATB “ 0 za svako T P BpY, Zq tada je A “ 0.

Dokaz. Kako je B ‰ 0, postoji x0 P X tako da je Bx0 “ y0 ‰ 0. Pretpostavimo suprotno,
da postoji element z0 P Z takav da je Az0 “ w0 ‰ 0. Iz Leme 3.2.8 sledi da moºemo na¢i
operator T P BpY, Zq takav da je Ty0 “ z0. Sledi, ATBx0 “ ATy0 “ Az0 ‰ 0, ²to je u
kontradikciji sa pretpostavkom.

Neka su A i C matrice razli£ite od nule. Poznato je da je proizvod ABp1qC invarijantan
u odnosu na izbor Bp1q P Bt1u ako i samo ako je ImC Ď ImB i ImA˚ Ď ImB˚. Ovo
je dokazano u [101] za kompleksne matrice i u [78] za matrice nad proizvoljnim poljem.
U slede¢oj teoremi ¢emo pokazati da ovaj rezultat vaºi i za operatore na Banahovim
prostorima.
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Teorema 3.2.10. Neka su A,B,C P BpX, Y q nenula operatori i neka je B regularan.
Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) ABp1qC je invarijantan u odnosu na izbor Bp1q P Bt1u.

(ii) ABp1,2qC je invarijantan u odnosu na izbor Bp1,2q P Bt1, 2u.

(iii) ImC Ď ImB i KerB Ď KerA.

Dokaz. Kako je B regularan, postoje zatvoreni potprostori X1 Ď X i Y1 Ď Y takvi da je
X “ X1‘KerB i Y “ ImB‘Y1 i u odnosu na ove dekompozicije B i Bp1q P Bt1u imaju
slede¢e reprezentacije (videti dokaz Teoreme 3.2.1):

B “

„

B1 0
0 0



:

„

X1

KerB



Ñ

„

ImB
Y1



, Bp1q “

„

B´11 K2

K3 K4



:

„

ImB
Y1



Ñ

„

X1

KerB



,

gde je B1 invertibilan operator, a K2, K3 i K4 ograni£eni operatori. Nije te²ko pokazati
da operator Bp1,2q pripada skupu P Bt1, 2u ako i samo ako je njegova reprezentacija

Bp1,2q “

„

B
p´1q
1 M2

M3 M3B1M2



:

„

ImB
Y1



Ñ

„

X1

KerB



,

za neke ograni£ene operatore M2 i M3.
(i) ñ (ii) je trivijalno.
(ii) ñ (iii): Pretpostavimo da je proizvod ABp1,2qC invarijantan u odnosu na izbor

elementa Bp1,2q P Bt1, 2u. Neka operatori A i C imaju slede¢e matri£ne forme

A “
“

A1 A2

‰

:

„

X1

KerB



Ñ Y i C “
„

C1

C2



: X Ñ

„

ImB
Y1



,

za neke ograni£ene operatore A1, A2, C1 i C2. Po pretpostavci imamo da

ABp1,2qC “ A1B
´1
1 C1 ` A1M2C2 ` A2M3C1 ` A2M3B1M2C2

ne zavisi od M2 i M3. Uzimaju¢i M2 “ M3 “ 0 dobijamo ABp1,2qC “ A1B
´1
1 C1. Ako

uzmemo da je M2 “ 0 dobijamo da je A2M3C1 “ 0, za svako M3. Sli£no, A1M2C2 “ 0,
za svako M2 pa je i A2M3B1M2C2 “ 0, za svako M2 i M3. Dokaºimo da je C2 “ 0. Ako
pretpostavimo da je C2 ‰ 0 onda iz Posledice 3.2.9 sledi da je A1 “ 0 i A2M3B1 “ 0, za
svako M3. Kako je B1 ‰ 0, iz istog razloga sledi da je i A2 “ 0. Dobijamo da je A “ 0
²to je kontradikcija. Dakle C2 “ 0, pa zbog C ‰ 0 sledi C1 ‰ 0. Zbog toga, koriste¢i
opet Posledicu 3.2.9, dobijamo da je A2 “ 0. Upravo smo dokazali da je ImC Ď ImB i
KerB Ď KerA.

(iii) ñ (i): Pretpostavimo sada da je ImC Ď ImB i da je KerB Ď KerA. Sledi da A
i C imaju slede¢e matri£ne forme:

A “
“

A1 0
‰

:

„

X1

KerB



Ñ Y i C “
„

C1

0



: X Ñ

„

ImB
Y1



,

za neke A1 i C1. Imamo da je

ABp1qC “
“

A1 0
‰

„

B´11 K2

K3 K4

 „

C1

0



“ A1B
´1
1 C1,

²to ne zavisi od K2, K3 i K4.
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Sada smo u poziciji da dokaºemo nekoliko karakterizacija prostornog pre-ure�enja.

Teorema 3.2.11. Neka je A P BpX, Y q i 0 ‰ B P Bp1qpX, Y q i neka je pP,Qq, dekom-
pozicija punog ranga operatora B. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) A ăs B.

(ii) ABp1qA je invarijantan u odnosu na izbor Bp1q P Bt1u.

(iii) ABp1,2qA je invarijantan u odnosu na izbor Bp1,2q P Bt1, 2u.

(iv) A “ BBp1qA “ ABp1qB, za svako Bp1q P Bt1u.

(v) A “ BMB, za neko M P BpY,Xq;

(vi) A “ PTQ, za neki ograni£en operator T .

Dokaz. Ako je A “ 0 tada je svih ²est uslova zadovoljeno. Pretpostavimo da je A ‰ 0.
Tada ekvivalentnost uslova (i), (ii) i (iii) sledi iz Teoreme 3.2.10, a ekvivalentnost uslova
(i), (iv) i (v) sledi iz Leme 3.2.4.

(i) ñ (vi): Kako je ImA Ď ImB “ ImP i KerQ “ KerB Ď KerA, po Lemi 3.2.4
sledi da je

A “ PP´1l A “ AQ´1r Q “ PP´1l AQ´1r Q “ PTQ,

gde je T “ P´1l AQ´1r ograni£en linearan operator.
(vi) ñ (i): Ako je A “ PTQ onda je ImA Ď ImP “ ImB i KerB “ KerQ Ď KerA,

tj. A ăs B.

Napomena 3.2.12. Ako je B regularan tada je jasno da je A ăs B ako i samo ako je

A “

„

T 0
0 0



:

„

X1

KerB



Ñ

„

ImB
Y1



za neko T P BpX1, ImBq.

Tako�e, 0 ăs A za svako A i A ăs 0 ako i samo ako je A “ 0.

Minus parcijalno ure�enje za operatore na Banahovim prostorima

Ve¢ smo naglasili da se koriste¢i ekvivalentnost dekompozicije jedinice prstena i direk-
tne sume potprostora, mnogi rezultati iz prstena mogu preneti na operatorski slu£aj.

De�nicija 3.2.13. Neka su A,B P Bp1qpX, Y q. Kaºemo da je A ă´ B ako postoji
Ap1q P At1u tako da je AAp1q “ BAp1q i Ap1qA “ Ap1qB.

Primetimo da u De�niciji 3.2.13 nismo morali da zahtevamo da i operator B bude
regularan. Ipak uzimamo da su i A i B regularni jer je to presudno za dokazivanje mnogih
osobina minus parcijalnog ure�enja. Na primer, da bi dokazali tranzitivnost relacije ă´

moramo da posmatramo uslove A ă´ B i B ă´ C, pa moramo pretpostaviti da je B
regualran.
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Pretpostavimo da su A,B P Bp1qpX, Y q i da je A ă´ B. Podsetimo se Teoreme 3.1.8 i
njenog dokaza na strani 28. Neka su Ei i Fi, i “ 1, 2, 3 de�nisani kao u dokazu te teoreme.
Dakle,

E1 “ AH, E2 “ pB ´ AqH, E3 “ I ´BH, F1 “ HA, F2 “ HpB ´ Aq, F3 “ I ´HB,

gde je H P Bt1u proizvoljan �ksiran g-inverz od B. Primetimo da je zbog A ă´ B,
A “ BBp1qA “ ABp1qB “ ABp1qA za svako Bp1q P Bt1u pa je pB´AqHpB´Aq “ B´A,
tj. H je g-inverz od B´A. Po Teoremi 3.2.1 i Teoremi 2.3.2 (ii) (strana 16) imamo da je

ImE1 “ ImA, ImE2 “ Im pB ´ Aq, ImF3 “ Ker pHBq “ KerB,

ImA‘ Im pB ´ Aq “ Im pE1q ‘ ImE2 “ Im pE1 ` E2q “ Im pBHq “ ImB,

ImF2 ‘ ImF3 “ Im pF2 ` F3q “ Im pI ´HAq “ Ker pHAq “ KerA.

Dekompozicija jedinice prstena BpY q, IY “ E1 ` E2 ` E3 indukuje direktnu sumu Y “

ImE1 ‘ ImE2 ‘ ImE3, tj.

Y “ ImA‘ Im pB ´ Aq ‘ Y1,

gde je Y1 “ ImE3. Sli£no, dekompozicija jedinice prstena BpXq, IX “ F1 ` F2 ` F3

indukuje direktnu sumu
X “ X1 ‘X2 ‘KerB,

gde je X1 “ ImF1, X2 “ ImF2. Sledi da u odnosu na ove dekompozicije prostora X i Y ,
operatori A i B imaju slede¢e matri£ne forme

A “

»

–

CA 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl :

»

–

X1

X2

KerB

fi

flÑ

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

Y1

fi

fl ,

B “

»

–

CA 0 0
0 CB´A 0
0 0 0

fi

fl :

»

–

X1

X2

KerB

fi

flÑ

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

Y1

fi

fl .

(3.21)

Zbog ImCA “ ImA i KerCA “ KerA “ X2‘KerB zaklju£ujemo da je CA P BpX1, ImAq
invertibilan operator. Sli£no dobijamo da je i CB´A P BpX2, Im pB ´ Aqq invertibilan.
Primetimo tako�e da ovi zaklju£ci slede i iz Teoreme 3.1.9 na strani 29 gde smo dokazali
pp, qq-invertibilnost elemenata a P e1Rf1 i b´ a P e2Rf2.

Setimo se da za elemente a i b regularnog prstena R vaºi ekvivalencija a ă´ bô bt1u Ď
at1u ô bt1, 2u Ď at1u, Teorema 3.1.14 na strani 31. Iako skup BpX, Y q sadrºi i operatore
koji nisu regularni, ova karakterizacija minus ure�enja vaºi i na skupu operatora, ²to ¢emo
videti iz naredne teoreme. Pre toga, podsetimo se slede¢e poznate teoreme.

Teorema 3.2.14. (Videti [98].) Neka su X, Y Banahovi prostori, i neka je A P BpX, Y q.
Ako je Z zatvoren potprostor od Y , takav da je ImA ‘ Z zatvoren u Y , onda je ImA
zatvoren u Y .

Teorema 3.2.15. Neka su A,B P Bp1qpX, Y q. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:
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(i) A ă´ B.

(ii) Postoje dekompozicije (topolo²ke direktne sume)

X “ X1 ‘X2 ‘KerB i Y “ ImA‘ Im pB ´ Aq ‘ Y1

i postoje invertibilni operatori CA P BpX1, ImAq i CB´A P BpX2, Im pB ´ Aqq tako
da A i B imaju matri£ne forme (3.21).

(iii) ImB “ ImA‘ Im pB ´ Aq.

(iv) Bt1u Ď At1u.

(v) Bt1, 2u Ď At1u.

Dokaz. (i) ùñ (ii) smo malopre dokazali. Me�utim, da¢emo i autorov prvobitni dokaz
ovog tvr�enja koji se moºe na¢i u radu [96]. Zanimljivo je da je dokaz Teoreme 3.1.8 dosta
lak²i i lep²i od ovog, iako se u njemu dokazuje tvr�enje u op²tijem slu£aju.

Kako je B regularan, iz Leme 3.2.3 sledi da je B “ PQ gde je P P BpImB, Y q levo
invertibilan, Py “ y za svako y P ImB i Q P BpX, ImBq desno invertibilan, Qx “ Bx za
svako x P X. Kako iz A ă´ B o£igledno sledi da je A ăs B, iz Teoreme 3.2.11 dobijamo
da je A “ PTQ za neko T P BpImBq. Iz de�nicije minus ure�enja sledi da postoji
Ap1q P At1u tako da je AAp1q “ BAp1q i Ap1qA “ Ap1qB. Neka je G “ Ap1qAAp1q. Tada je
G P At1, 2u, AG “ BG i GA “ GB. Sledi da je PTQG “ PQG pa je TQG “ QG jer
je P levo invertibilan. Dalje, AGA “ A, tj. PTQGPTQ “ PTQ. Dakle, TQGPT “ T
i zbog toga je QGPT “ T . Sada iz GAG “ G dobijamo da je T 2 “ pQGPT qpQGPT q “
QGAGPT “ QGPT “ T . Dakle, A “ PTQ, gde je T P BpImBq idempotent. Sledi da
je ImB “ ImT ‘KerT . Kako je Q desno invertibilan i Py “ y, za svako y P ImB, sledi
da je ImA “ Im pPTQq “ Im pPT q “ ImT . Sli£no je Im pB ´ Aq “ Im pPQ ´ PTQq “
Im pP pI ´ T qQq “ Im pP pI ´ T qq “ Im pI ´ T q “ KerT . Time smo dokazali da je
ImB “ ImA‘ Im pB ´ Aq.
Kako su KerB i ImB zatvoreni i komplementarni u X odnosno u Y sledi da postoje
zatvoreni potprostori X3 Ď X i Y1 Ď Y takvi da je X “ X3 ‘ KerB i Y “ ImB ‘ Y1.
Tada operator B ima slede¢u matri£nu formu

B “

„

B1 0
0 0



:

„

X3

KerB



Ñ

„

ImB
Y1



,

gde je B1 invertibilan. Neka je X1 “ B´11 pImAq i X2 “ B´11 pIm pB ´ Aqq. Kako je
ImB “ ImA‘Im pB´Aq i kako su ImA i ImB zatvoreni, iz Teoreme 3.2.14 zaklju£ujemo
da je Im pB ´ Aq tako�e zatvoren. Kako je B1 neprekidan sledi da su X1 i X2 zatvoreni.
Operator B1 je invertibilan odakle sledi da je X3 “ X1 ‘ X2. Pretpostavimo dalje da
je x P KerB. Kako je 0 “ Bx “ Ax ` pB ´ Aqx P ImA ‘ Im pB ´ Aq sledi da je
Ax “ 0 “ pB ´ Aqx, pa je KerB Ď KerA.
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Iz prethodnog razmatranja sledi da operatori A i B imaju sled¢e matri£ne forme:

A “

»

–

K L 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl :

»

–

X1

X2

KerB

fi

flÑ

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

Y1

fi

fl and

B “

»

–

CA 0 0
0 CB´A 0
0 0 0

fi

fl :

»

–

X1

X2

KerB

fi

flÑ

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

Y1

fi

fl ,

za neke ograni£ene operatore K, L i invertibilne operatore CA, CB´A de�nisane na odgo-
varaju¢im potprostorima. Dokaºimo da je K “ CA i L “ 0. Neka je x P X1 proizvoljno.
Imamo da je Bx “ CAx`0 P ImA‘Im pB´Aq. Sa druge strane je Bx “ Ax`pB´Aqx “
Kx`pB´Aqx P ImA‘Im pB´Aq. Zaklju£ujemo da je Kx “ CAx za svako x P X1, pa je
K “ CA. Sli£no, za proizvoljno x P X2, imamo da je Bx “ 0`CB´Ax P ImA‘Im pB´Aq.
Sa druge strane je Bx “ Ax ` pB ´ Aqx “ Lx ` pB ´ Aqx P ImA ‘ Im pB ´ Aq, pa je
Lx “ 0. Sledi L “ 0.

(ii) ùñ (iii) sledi iz 3.21 i invertibilnosti operatora CA i CB´A.
(iii) ùñ (iv): Pretpostavimo da je ImB “ ImA ‘ Im pB ´ Aq i neka je B P Bt1u

proizvoljan. Tada je ImA Ď ImB pa na osnovu Leme 3.2.4 sledi A “ BBp1qA i zbog toga
je

ApI ´Bp1qAq “ A´ ABp1qA “ BBp1qA´ ABp1qA “ pB ´ AqBp1qA P ImAX Im pB ´ Aq.

Me�utim ImAX Im pB ´ Aq “ t0u, pa je A “ ABp1qA, tj. Bp1q P At1u.
(iv) ùñ (v) je trivijalno.
(v) ùñ (i): Kako je ABp1,2qA “ A za svako Bp1,2q P Bt1, 2u, iz Teoreme 3.2.11 (iii)

ô (iv) sledi A “ BBp1qA “ ABp1qB, za svako Bp1q P Bt1u. Fiksirajmo H P Bt1u i neka
je G “ HBH. Tada G P Bt1, 2u pa je A “ AGA “ BGA “ AGB. Neka je F “ GAG.
Tada je AFA “ AGAGA “ A, tj. F P At1u. Tako�e,

AF “ AGAG “ AG “ BGAG “ BF i FA “ GAGA “ GA “ GAGB “ FB.

Sledi, A ă´ B.

Posledica 3.2.16. Neka su A,B P BpX, Y q. Ako je At1u “ Bt1u ‰ H tada je A “ B.

Teorema 3.2.17. Relacija ă´ je relacija parcijalnog ure�enja na Bp1qpX, Y q.

Dokaz. Re�eksivnosti i tranzitivnost slede iz Teoreme 3.2.15 (i) ô (iv). Ako je A ă´ B
i B ă´ A, gde su A,B P Bp1qpX, Y q onda, na osnovu Teoreme 3.2.15 (i) ô (ii), sledi
ImB “ ImA ‘ Im pB ´ Aq i ImA “ ImB ‘ Im pA ´ Bq. Stoga, Im pB ´ Aq “ t0u tj.
A “ B. Dakle, ă´ je relacija parcijalnog ure�enja na Bp1qpX, Y q.

Posledica 3.2.18. Neka operator B P Bp1qpX, Y q ima dekompoziciju punog ranga B “

PQ. Tada je klasa svih operatora A P Bp1qpX, Y q takvih da je A ă´ B data sa

tPTQ : T je ograni£en idempotentu.
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Dokaz. Pretpostavimo da je A ă´ B. Postoji Ap1q P At1u tako da je AAp1q “ BAp1q

i Ap1qA “ Ap1qB. Nije te²ko pokazati da za operator G “ Ap1qAAp1q vaºi G P At1, 2u,
AG “ BG i GA “ GB. Imamo

A “ AGA “ BGB “ PQGPQ “ PTQ,

gde je T “ QGP . Primetimo da je

T 2
“ QGPQGP “ QGBGP “ QGAGP “ QGP “ T.

Obrnuto, pretpostavimmo da je A “ PTQ gde je T idempotent. Za F “ Q´1r TP´1l

imamo da je AFA “ A, AF “ PTP´1l “ BF i FA “ Q´1r TQ “ FB, pa je A ă´ B.

Napomena 3.2.19. Neka su A,B P Bp1qpX, Y q i A ă´ B. Tada je linearna kombinacija
c1A` c2B, gde je c1, c2 P C, regularan operator. Specijalno, B ´ A regularan.

Napomena 3.2.20. Neka su T i S invertibilni operatori i A,B P Bp1qpX, Y q. Kako je
pTXSqt1u “ S´1Xt1uT´1, iz Teoreme 3.2.15 (i) ô (iv), sledi je A ă´ B ako i samo ako
je TAS ă´ TBS..

Ako su A,B P Bp1qpX, Y q, gde je A levo ili desno invertibilan, i ako je A ă´ B tada je
A “ B. Ako je A´1r desni inverz od A tada imamo slede¢i niz implikacija: A ă´ B ñ A “
AB´A “ BB´A “ AB´B ñ I “ AA´1r “ AB´AA´1r “ AB´ ñ A “ AB´B “ IB “ B.
Slu£aj kada je A levo invertibilan se dokazuje sli£no.

Podsetimo se da su osobine minus ure�enja na prstenima date Teoremama 3.1.18,
3.1.19, 3.1.20, 3.1.21, 3.1.25, Napomenom 3.1.22 i Posledicama 3.1.23 i 3.1.24, dokazane
kori²¢enjem matri£nih reprezentacija elemenata a i b iz Teoreme 3.1.8 na strani 28. Sada
je jasno da, koriste¢i matri£ne reprezentacije (3.21) iz Teoreme 3.2.15, koje su analogne
reprezentacijama u slu£aju prstena, nabrojane rezultate moºemo dokazati i u slu£aju
operatora.

Neka je

At1uB “ tG P At1u : AG “ BG,GA “ GBu i
At1, 2uB “ tG P At1, 2u : AG “ BG,GA “ GBu.

Teorema 3.2.21. Neka su A,B P Bp1qpX, Y q i neka je A ă´ B. Tada

(i) At1uB “ tBp1q ´Bp1qpB ´ AqBp1q : Bp1q P Bt1uu;

(ii) At1, 2uB “ tBp1qABp1q : Bp1q P Bt1uu “ tBp1,2qABp1,2q : Bp1,2q P Bt1, 2uu.

Teorema 3.2.22. Neka su A,B P Bp1qpX, Y q i neka je A ă´ B.

(i) Za svako Ap1q P At1uB postoji Bp1q P Bt1u tako da je

Bp1qA “ Ap1qA, ABp1q “ AAp1q; (3.22)

(ii) Za svako Bp1q P Bt1u postoji Ap1q P At1uB tako da (3.22) vaºi.
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Teorema 3.2.23. Neka su A,B P Bp1qpX, Y q i neka je A ă´ B. Klasa svih idempotenata
P P BpY q takvih da je A “ PB je data sa

P “

»

–

I 0 V pI ´ P33q

0 0 UP33

0 0 P33

fi

fl :

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

Y1

fi

flÑ

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

Y1

fi

fl , (3.23)

gde je P33 P BpY1q proizvoljan idempotent, a U P BpY1, Im pB ´ Aqq, V P BpY1, ImAq
proizvoljni operatori.

Teorema 3.2.24. Neka su A,B P Bp1qpX, Y q i neka je A ă´ B. Klasa svih idempotenata
Q P BpXq takvih da je A “ BQ je data sa

Q “

»

–

I 0 0
0 0 0

pI ´Q33qV Q33U Q33

fi

fl :

»

–

X1

X2

KerB

fi

flÑ

»

–

X1

X2

KerB

fi

fl , (3.24)

gde je Q33 P BpKerBq proizvoljan idempotent, a U P BpX2,KerBq, V P BpX1,KerBq
proizvoljni operatori.

Napomena 3.2.25. Iz Teoreme 3.2.23 sledi da je Y “ ImA‘Im pB´Aq‘ImP33‘KerP33.
Naravno, X ima standardnu dekompoziciju X “ X1 ‘ X2 ‘ KerB. U odnosu na ove
dekompozicije, A,B i P imaju slede¢e forme:

A “

»

—

—

–

C1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

, B “

»

—

—

–

C1 0 0
0 C2 0
0 0 0
0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

, P “

»

—

—

–

I 0 0 V
0 0 U 0
0 0 I 0
0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

za neke operatore U i V .
Sli£no, Teorema 3.2.24 daje X “ X1 ‘ X2 ‘ ImQ33 ‘ KerQ33. U odnosu na ovu

dekompoziciju, A,B i Q imaju slede¢e forme:

A “

»

–

C1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

fi

fl , B “

»

–

C1 0 0 0
0 C2 0 0
0 0 0 0

fi

fl , Q “

»

—

—

–

I 0 0 0
0 0 0 0
0 L I 0
M 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

,

za neke operatore L i M .

Teorema 3.2.26. Neka su A,B P Bp1qpX, Y q i neka je A ă´ B. Tada je klasa svih
idempotenata P takvih da je A “ PB i ImP “ ImA data sa tAAp1q : Ap1q P At1uBu.
Klasa svih idempotenata Q takvih da je A “ BQ i KerQ “ KerA je data sa tAp1qA :
Ap1q P At1uBu.

Teorema 3.2.27. Neka su A,B P Bp1qpX, Y q i neka je A ă´ B. Svaki idempotent P koji
zadovoljava A “ PB, se moºe napisati kao P “ P1 ` P2, gde je P1 idempotent takav da
je A “ P1B, ImP1 “ ImA, a P2 idempotent takav da je P1P2 “ P2P1 “ P2A “ P2B “ 0.
Svaki idempotent Q koji zadovoljava A “ BQ, se moºe napisati kao Q “ Q1 ` Q2, gde
je Q1 idempotent takav da je A “ BQ1, KerQ1 “ KerA, a Q2 idempotent takav da je
Q1Q2 “ Q2Q1 “ AQ2 “ BQ2 “ 0.
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Teorema 3.2.28. Neka su A,B P Bp1qpX, Y q i neka je A ă´ B. Neka su c1, c2 P C,
c2 ‰ 0, c1 ` c2 ‰ 0. Tada je c1A ` c2B invertibilan ako i samo ako je B invertibilan.
Dalje,

pc1A` c2Bq
´1
“ c´12 B´1 ` ppc1 ` c2q

´1
´ c´12 qB

´1AB´1

“ c´12 B´1 ` ppc1 ` c2q
´1
´ c´12 qA

p1q,

gde je Ap1q P At1uB.

Napomenimo na kraju da rezultati iz Teoreme 1.2.8 vaºe i na Bp1qpX, Y q. Dokaz tog
tvr�enja kao i jo² mno²tvo drugih karakterizacija je dokazano u radu [96].
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Glava 4

Zvezda, o²tro, jezgarno i dualno

jezgarno parcijalno ure�enje

4.1 Grupni, Mur-Penrouzov, jezgarni i dualni

jezgarni inverz u prstenima sa involucijom

De�nicije Mur-Penrouzovog i grupnog matri£nog inverza smo dali u Uvodu. Za matricu
A P Mn, indA ď 1, Rao i Mitra su de�nisali jedinstven uop²ten inverz A´ρ˚χ, koji je
jednak A#AA:, videti poglavlje 4.10 u [99]. Nedavno, u radu [9], Baksalari i Trenkler su
slede¢om de�nicijom uveli takozvani jezgarni inverz za koji se dokazuje da je identi£an sa
A´ρ˚χ.

De�nicija 4.1.1. (Videti [9].) Neka je A P Mn. Matrica A#© P Mn se naziva jezgarni
(eng. core) inverz matrice A ako zadovoljava

AA#© “ PA i ImA#© Ď ImA,

gde je sa PA ozna£ena ortogonalna idempotentska matrica za koju je ImPA “ ImA.

Dualni jezgarni inverz se de�ni²e analogno.

De�nicija 4.1.2. (Videti [9].) Neka je A P Mn. Matrica A#© P Mn se naziva dualni
jezgarni inverz matrice A ako zadovoljava

A#©A “ PA˚ i ImA#© Ď ImA˚.

Teorema 4.1.3. (Videti [47].) Neka je A P Mn matrica ranga r. Tada se A moºe
napisati u obliku

A “ U

„

ΣK ΣL
0 0



U˚, (4.1)

gde je U P Mn unitarna, Σ “ diagpσ1, . . . , σrq je dijagonalna matrica sa singularnim
vrednostima od A zajedno sa njihovom vi²estruko²¢u, σ1 ě σ2 ě ¨ ¨ ¨ ě σr ą 0, a matrice
K PMr i L PMrˆn´r zadovoljavaju KK˚ ` LL˚ “ Ir.
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Teorema 4.1.4. (Videti [9].) Neka je A PMn i neka ona ima dekompoziciju (4.1). Ma-
trica A ima jezgarni inverz ako i samo ako je indA ď 1. U tom slu£aju je K invertibilna
i

A#© “ U

„

pΣKq´1 0
0 0



U˚, (4.2)

Tako�e, u [9] je dokazano da se jezgarni inverz poklapa sa Bot-Da�novim inverzom

PArpA´ IqPA ` Is
´1.

Da ne bi do²lo do zabune, treba re¢i da su jezgarni i dualni jezgarni inverz specijalni
slu£ajevi jezgarnog-EP inverza, kojeg su ispitivali Manjunatha Prasad i Mohana u [87].
Oni su preimenovali termin �jezgarni inverz� u �jezgarni-EP uop²teni inverz�. Tako�e,
koriste termin *jezgarni-EP uop²teni inverz umesto dualni jezgarni inverz, nagla²avaju¢i
da je ta terminologija ispravnija. O ovome ¢e biti vi²e re£i u zadnjem delu ovog poglavlja.
Mi ¢emo zadrºati na²e oznake i terminologiju.

U ovoj glavi R ozna£ava prsten sa involucijom i jedinicom 1; skra¢eno kaºemo ˚-prsten.
Cilj je da de�nicije gore pomenutih inverza pro²irimo sa Mn na R. Pokaza¢emo da se sva
£etiri tipa inverza mogu ispitivati na sli£an, analogan na£in. MP i grupni inverz elementa
a P R se de�ni²u na isti na£in kao u matri£nom slu£aju; i kada postoje oni su jedinstveni.
Odre�ene karakterizacije MP invertibilnosti u prstenu se mogu na¢i u [57].

Rezultati ovog poglavlja su publikovani u radu [94].

De�nicija jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza u prstenu

De�nicije jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza datih u De�nicijama 4.1.1 odnosno 4.1.2
nemaju smisla za elemente prstena. Potraºimo zbog toga ekvivalentne £isto algebarske
de�nicije ovih inverza.

Ali, najpre ¢emo pokazati da sva £etiri tipa inverza pripadaju klasi re�eksivnih inverza
sa unapred de�nisanom slikom i nul prostorom (jezgrom). Poznato je da je A: re�eksivni
inverz matrice A sa slikom ImA: “ ImA˚ i nul prostorom KerA: “ KerA˚, [13]. To
moºemo zapisati kao

A: “ A
p1,2q
ImA˚,KerA˚ .

Tako�e (videti [13]), ImA# “ ImA i KerA# “ KerA, tj.

A#
“ A

p1,2q
Im pAq,Ker pAq.

Da bi na²li sli£an izraz za jezgarni inverz, podsetimo se da je A#© “ A#PA (vedeti [9]).
To zna£i da je

A#© “ A#AA:, (4.3)

odakle dobijamo

ImA “ ImA#
“ Im pA#AA:AA#

q Ď Im pA#AA:q “ ImA#© Ď ImA#

KerA˚ “ KerA: “ Ker pA:AA#AA:q Ě Ker pA#AA:q “ KerA#© Ě KerA:.
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Odmah vidimo da je
A#© “ A

p1,2q
ImA,KerA˚ .

Na sli£an na£in dobijamo
A#© “ A

p1,2q
ImA˚,KerA.

Potraºimo sada algebarsku de�niciju jezgarnog inverza.

Lema 4.1.5. Matrica X P Mn je jezgarni inverz matrice A P Mn ako i samo ako je
AXA “ A, XMn “ AMn i MnX “MnA

˚.

Dokaz. Pretpostavimo da je X jezgarni inverz od A. Jasno je da je XMn Ď AMn jer
ImX Ď ImA. Iz (4.3), vidimo da je AXA “ A i XA “ A#A, pa je A “ XA2, i zato
AMn Ď XMn. Tako�e je A˚ “ A˚pAXq˚ “ A˚AX, pa je MnA

˚ Ď MnX. Kona£no,
X “ A#AA: “ A#pA:q˚A˚ implicira MnX Ď MnA

˚. Obrnuto, pretpostavimo da je
A “ AXA, XMn “ AMn i MnX “ MnA

˚. Sledi ImX Ď ImA i postoji V P Mn tako
da je X “ V A˚. Sada je jasno da je pAXq2 “ AX, i X “ V A˚ “ V A˚X˚A˚ “ XX˚A˚.
Dakle, AX “ AXpAXq˚, odakle sledi da je AX samo-adjungovan, pa je AX “ PA.

Sli£no, moºemo pokazati da analogni rezultat vaºi i za dualni jezgarni inverz.

Lema 4.1.6. Matrica X P Mn je dualni jezgarni inverz matrice A P Mn ako i samo ako
je AXA “ A, XMn “ A˚Mn i MnX “MnA.

Zahvaljuju¢i Lemama 4.1.5 i 4.1.6, moºemo pro²iriti koncepte jezgarnog i dualnog
jezgarnog inverza sa Mn na R.

De�nicija 4.1.7. Neka je a P R. Element a#© P R koji zadovoljava uslove

aa#©a “ a, a#©R “ aR i Ra#© “ Ra˚

se zove jezgarni inverz od a.

De�nicija 4.1.8. Neka je a P R. Element a#© P R koji zadovoljava jedna£ine

aa#©a “ a, a#©R “ a˚R i Ra#© “ Ra

se zove dualni jezgarni inverz od a.

Skup svih grupno, MP, jezgarno, dualno jezgarno invertibilnih elemenata prstena R
ozna£avamo sa R#, odnosno sa R:, odnosno sa R#©, odnosno sa R#©.

Osobine grupnog, MP, jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza

Na sli£an na£in kao za jezgarni i dualni jezgarni inverz, moºemo na¢i karakterizacije
grupnog i MP inverza, koje su analogne uslovima u De�niciji 4.1.7 odnosno De�niciji
4.1.8.

Za a P R neka je ˝a “ tx P R : xa “ 0u i a˝ “ tx P R : ax “ 0u. Potrebne su nam
slede¢e leme.

Lema 4.1.9. Neka su a, b P R. Tada:
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(i) Ako je aR Ď bR onda je ˝b Ď ˝a.

(ii) Ako je b P Rp1q i ˝b Ď ˝a onda je aR Ď bR.

Dokaz. (i): Pretpostavimo da je aR Ď bR i ub “ 0 za neko u P R. Postoji x P R tako da
je a “ bx pa je ua “ ubx “ 0.

(ii): Pretpostavimo sada da je ˝b Ď ˝a i bp1q P bt1u. Kako je p1 ´ bbp1qqb “ 0 imamo
p1´ bbp1qqa “ 0 pa je a “ bbp1qa. Dakle, aR Ď bR.

Lema 4.1.10. Neka su a, b P R. Tada:

(i) Ako je Ra Ď Rb onda je b˝ Ď a˝.

(ii) Ako je b P Rp1q i b˝ Ď a˝ onda je Ra Ď Rb.

Teorema 4.1.11. Neka su a, x P R. Slede¢a tvr�enja su ekvivalentna:

(i) a je grup invertibilan i x “ a#.

(ii) axa “ a, xR “ aR i Rx “ Ra.

(iii) axa “ a, ˝x “ ˝a i x˝ “ a˝.

(iv) axa “ a, xR Ď aR i Rx Ď Ra.

(v) axa “ a, ˝a Ď ˝x i a˝ Ď x˝.

Dokaz. (i) ñ (ii): Imamo a “ axa “ aax “ xaa i x “ xax “ xxa “ axx pa je xR “ aR i
Rx “ Ra.

(ii) ñ (iii) ñ (iv) ñ (v) sledi iz Lema 4.1.9 i 4.1.10.
(v)ñ (i): Iz axa “ a sledi da ax´ 1 P ˝a Ď ˝x i 1´xa P a˝ Ď x˝ pa je pax´ 1qx “ 0 i

xp1´xaq “ 0. Sledi da je x “ ax2 “ x2a, i zbog toga je ax “ ax2a “ xa i xax “ x2a “ x.
Zbog jedinstvenosti grupnog inverza je x “ a#.

Teorema 4.1.12. Neka su a, x P R. Slede¢a tvr�enja su ekvivalentna:

(i) a je MP invertibilan i x “ a:.

(ii) axa “ a, xR “ a˚R i Rx “ Ra˚.

(iii) axa “ a, ˝x “ ˝pa˚q i x˝ “ pa˚q˝.

(iv) axa “ a, xR Ď a˚R i Rx Ď Ra˚.

(v) axa “ a, ˝pa˚q Ď ˝x i pa˚q˝ Ď x˝.

Dokaz. (i) ñ (ii): Iz osobina MP inverza lako dobijamo jednakosti a˚ “ xaa˚ “ a˚ax i
x “ a˚x˚x “ xx˚a˚ pa je xR “ a˚R i Rx “ Ra˚.

(ii) ñ (iii) ñ (iv) ñ (v) sledi iz Lema 4.1.9 i 4.1.10.
(v)ñ (i): Iz a˚x˚a˚ “ a˚, vidimo da je p1´x˚a˚q P pa˚q˝ Ď x˝ i p1´a˚x˚q P ˝pa˚q Ď ˝x.

Dakle, x “ xx˚a˚ i x “ a˚x˚x. Odavde je ax “ axpaxq˚ i xa “ pxaq˚xa pa su zbog toga
ax i xa samo-adjungovani. Kona£no, xax “ xpaxq˚ “ xx˚a˚ “ x. Dokazali smo da je
x “ a:.
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De�nicije 4.1.7, 4.1.8 i Teoreme 4.1.11 (ii), 4.1.12 (ii) pokazuju da se grupni, Mur-
Penrouzov, jezgarni i dualni jezgarni inverz mogu de�nisati analogno:

x P R je grupni inverz od a ako i samo ako je axa “ a, xR “ aR, Rx “ Ra,

x P R je MP inverz od a ako i samo ako je axa “ a, xR “ a˚R, Rx “ Ra˚,

x P R je jezgarni inverz od a ako i samo ako je axa “ a, xR “ aR, Rx “ Ra˚

x P R je dualni jezgarni inverz od a ako i samo ako je axa “ a, xR “ a˚R, Rx “ Ra.
(4.4)

Kao ²to moºemo videti, £etiri inverza su blisko povezana i moºe se re¢i da oni formiraju
odre�enu podklasu klase svih unutra²njih inverza. �ta vi²e, moºemo zaklju£iti da su
jezgarni i dualni jezgarni inverz �izme�u� grupnog i MP inverza.

U nastavku ¢emo pokazati da je postojanje posmatranih inverza blisko povezano sa
postojanjem odre�enih idempotenata. Najpre, dajemo nekoliko pomo¢nih rezultata.

Lema 4.1.13. Neka su q1, q2 P EpRq. Ako je Rq1 Ď Rq2 i q2R Ď q1R onda je q1 “ q2.

Dokaz. Ako je Rq1 Ď Rq2 onda je q1 “ uq2 za neko u P R pa je q1q2 “ uq22 “ uq2 “ q1.
Sli£no, iz q2R Ď q1R sledi q1q2 “ q2.

Lema 4.1.14. Neka su p1, p2 P rEpRq. Ako je Rp1 “ Rp2 ili p1R “ p2R onda je p1 “ p2.

Dokaz. Ako je Rp1 “ Rp2 tada je, kao u prethodnoj lemi, p1 “ p1p2 i p2 “ p2p1. Ali,
p2 “ p˚2 “ p˚1p

˚
2 “ p1p2 “ p1. Sli£no, p1R “ p2R implicira p1 “ p2.

Teorema 4.1.15. Neka je a P R. Slede¢a tvr�enja su ekvivalentna:

(i) a je grupno invertibilan.

(ii) Postoji q P EpRq takav da je qR “ aR i Rq “ Ra.

(iii) a P Rp1q i postoji q P EpRq takav da je ˝a “ ˝q i a˝ “ q˝.

Ako su prethodna tvr�enja ta£na onda tvr�enja (ii) i (iii) uklju£uju isti jedinstveni idem-
potent q. �ta vi²e, proizvod qap1qq je invarijantan u odnosu na izbor elementa ap1q P at1u
i vaºi

a “

„

a 0
0 0



qˆq

, a# “

„

qap1qq 0
0 0



qˆq

. (4.5)

Dokaz. (i) ñ (ii): Pretpostavimo da je a grupno invertibilan i neka je q “ aa# “ a#a.
Tada je a “ qa “ aq, tj. qR “ aR, Rq “ Ra.

(ii) ñ (iii): Iz qR “ aR imamo da je q “ ax i a “ qz za neko x, z P R. Sledi,
qa “ q2z “ qz “ a i axa “ qa “ a, pa a P Rp1q. Ostatak dokaza sledi iz Leme 4.1.9 (i) i
Leme 4.1.10 (i).

(iii) ñ (i): Pretpostavimo da a P Rp1q i pretpostavimo da postoji idempotent q takav
da je a˝ “ q˝ i ˝a “ ˝q. Neka je ap1q P at1u proizvoljan. Kako je 1 ´ ap1qa P a˝ Ď q˝

dobijamo q “ qap1qa. Tako�e, 1 ´ q P q˝ Ď a˝, pa je a “ aq. Sli£no, q “ aap1qq i a “ qa.
Stavimo da je x “ qap1qq. Tada je x “ a#, jer je

ax “ aqap1qq “ aap1qq “ q, xa “ qap1qqa “ qap1qa “ q,

axa “ qa “ a, xax “ qx “ x.
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Odavde sledi invarijantnost proizvoda qap1qq u odnosu na izbor inverza ap1q P at1u. Pod-
setimo se da svaki element iz R ima jedinstvenu matri£nu reprezentaciju u odnosu na
idempotent q. Zbog toga, iz a “ qaq i a# “ qap1qq sledi dokaz reprezentacija (4.5).
Jedinstvenost za q sledi iz Leme 4.1.13.

Teorema 4.1.16. Neka je a P R. Slede¢a tvr�enja su ekvivalentna:

(i) a je MP invertibilan.

(ii) Postoje p, r P rEpRq takvi da je pR “ aR i Rr “ Ra.

(iii) a P Rp1q i postoje p, r P rEpRq takvi da je ˝a “ ˝p i a˝ “ r˝.

Ako su prethodna tvr�enja ta£na onda tvr�enja (ii) i (iii) uklju£uju isti par jedinstvenih
samo-adjungovanih idempotenta p i r. �ta vi²e, proizvod rap1qp je invarijantan u odnosu
na izbor elementa ap1q P at1u i vaºi

a “

„

a 0
0 0



pˆr

, a: “

„

rap1qp 0
0 0



rˆp

. (4.6)

Dokaz. (i)ñ (ii): Pretpostavimo da je aMP invertibilan i stavimo da je p “ aa: i r “ a:a.
Jasno je da su p i r samo-adjungovani idempotenti. Iz a “ pa “ ar zaklju£jujemo da je
pR “ aR i Rr “ Ra.

(ii) ñ (iii): Ako koristimo p, a zatim i r, umesto q onda se dokaz izvodi duº linija
dokaza Teoreme 4.1.15 (ii) ñ (iii).

(iii) ñ (i): Kao u dokazu Teoreme 4.1.15, moºemo pokazati da je a “ pa “ ar,
p “ aap1qp i r “ rap1qa. Stavimo x “ rap1qp. Jednakost x “ a: sledi iz jedna£ina

ax “ arap1qp “ aap1qp “ p “ p˚

xa “ rap1qpa “ rap1qa “ r “ r˚

axa “ pa “ a

xax “ rx “ x.

Sada, invarijantnost proizvoda rap1qp u odnosu na izbor ap1q P at1u sledi iz poznate £in-
jenice da je MP inverz jedinstven kada postoji. Kako je a “ par i a: “ x “ rap1qp, zbog
jedinstvenosti predstavljanja, sledi dokaz reprezentacija (4.6). Jedinstvenost za p i r sledi
iz Leme 4.1.14.

˚-prsten R je Rikartov ˚-prsten ako za svako a P R postoji samo-adjungovani idempo-
tent p takav da je ˝a “ Rp, videti [15]. Analogna osobina za desni anulator je automatski
zadovoljena u tom slu£aju. Primetimo da je Rp “ ˝p1´ pq.

Posledica 4.1.17. Neka je a P R gde je R Rikartov ˚-prsten. Tada je a MP invertibilan
ako i samo ako je a regularan.

Analogne karakterizacije jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza posredstvom idem-
potenata i anulatora su date slede¢im dvema teoremama. Pored toga, ove inverze ¢emo
okarakterisati skupom jedna£ina. Matri£ne reprezentacije elemenata a i b u slede¢oj teo-
remi uporediti sa odgovaraju¢im matri£nim dekompozicijama navedenim u Teoremama
4.1.3 i 4.1.4.
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Teorema 4.1.18. Neka je a P R. Slede¢a tvr�enja su ekvivalentna:

(i) a je jezgarno invertibilan.

(ii) Postoji x P R tako da je axa “ a, ˝x “ ˝a i x˝ “ pa˚q˝.

(iii) Postoji x P R tako da

p1q axa “ a p2q xax “ x p3q paxq˚ “ ax p6q xa2 “ a p7q ax2 “ x.

(iv) Postoje p P rEpRq i q P EpRq tako da je pR “ aR, qR “ aR i Rq “ Ra.

(v) a P Rp1q i postoje p P rEpRq i q P EpRq tako da je ˝a “ ˝p, ˝a “ ˝q i a˝ “ q˝.

Ako su prethodna tvr�enja ta£na onda je x “ a#©, a#© je jedinstven i tvr�enja (iv) i (v)
uklju£uju isti par jedinstvenih idempotenata p i q. �ta vi²e, proizvod qap1qp je invarijantan
u odnosu na izbor elementa ap1q P at1u i vaºi

a “

„

a 0
0 0



pˆq

, a#© “

„

qap1qp 0
0 0



qˆp

. (4.7)

Dokaz. (i) ñ (ii): Pretpostavimo da je a jezgarno invertibilan i neka je x “ a#©. Po
de�niciji vaºi axa “ a, xR “ aR i Rx “ Ra˚. Iz Lema 4.1.9 i 4.1.10, sledi da je ˝x “ ˝a i
x˝ “ pa˚q˝.

(ii) ñ (iii) Pretpostavimo da postoji x P R tako da je axa “ a, ˝x “ ˝a i x˝ “ pa˚q˝.
Prate¢i dokaze Teorema 4.1.11 i 4.1.12 moºemo dobiti da je

x “ ax2, ax “ paxq˚ i xax “ x.

Iz xa´ 1 P ˝x Ď ˝a imamo
a “ xa2.

(iii) ñ (iv): Stavimo da je p “ ax i q “ xa. Iz axa “ a sledi da su p i q idempotenti
takvi da je pR “ aR i Rq “ Ra. Jedna£ina (3) pokazuje da je p samo-adjungovan. Iz
a “ xa2 “ qa i q “ xa “ ax2a zaklju£ujemo qR “ aR.

(iv) ñ (v): Dokaz je sli£an dokazu Teoreme 4.1.15 (ii) ñ (iii).
(v) ñ (i): Pretpostavimo da a P Rp1q i pretpostavimo da postoje samo-adjungovani

idempotent p P R i idempotent q P R takvi da je ˝a “ ˝p, ˝a “ ˝q i a˝ “ q˝. Fiksirajmo
ap1q P at1u. U dokazu Teoreme 4.1.15 smo dokazali da je a “ qa “ aq i q “ qap1qa “ aap1qq.
U dokazu Teoreme 4.1.16 smo dokazali da je a “ pa i p “ aap1qp. Neka je a´ P at1u
proizvoljan. Tada je qa´p “ qap1qaa´aap1qp “ qap1qaap1qp “ qap1qp, pa je qa´p invarijantan
u odnosu na izbor a´ P at1u. Stavimo da je x “ qap1qp. Imamo axa “ aqap1qpa “ aap1qa “
a. Tako�e, x “ qap1qp “ aap1qqap1qp i xa2 “ qap1qpa2 “ qap1qaa “ qa “ a, pa je xR “ aR.
�ta vi²e,

x “ qap1qp˚ “ qap1qpaap1qpq˚ “ qap1qppap1qq˚a˚ i

a˚ax “ a˚aqap1qp “ a˚aap1qp “ a˚p “ ppaq˚ “ a˚,
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pa je Rx “ Ra˚. Sledi da je x “ a#©, tj. a je jezgarno invertibilan.
Jedinstvenost idempotenata p i q sledi iz Lema 4.1.14 i 4.1.13. Pokazali smo da ako

je x jezgarni inverz od a onda x ima osobine date u (ii) i (iii). Pretpostavimo da postoje
dva elementa x i y koji zadovoljavaju jedna£ine u (iii). Iz dokaza (iii) ñ (iv) i zbog
jedinstvenosti idempotenata p i q zaklju£ujemo da je p “ ax “ ay i q “ xa “ ya.
Dakle, x “ xax “ yay “ y. Tako�e smo dokazali da ako postoji neki element x koji
zadovoljava jedna£ine u (iii) tada je a jezgarno invertibilan, ali njegov jezgarni inverz
mora da zadovoljava jedna£ine u (iii) koje odre�uju x na jedinstven na£in. Sledi da su
i element x koji se javlja u (ii) i element x koji se javlja u (iii) jednaki sa a#©. Tako�e
sledi da je jezgarni inverz od a jedinstven. Reprezentacije (4.7) slede zbog a “ paq i
a#© “ x “ qap1qp.

Teorema koja se odnosi na dualni jezgarni inverz se moºe dokazati sli£no.

Teorema 4.1.19. Neka je a P R. Slede¢a tvr�enja su ekvivalentna:

(i) a je dualno jezgarno invertibilan.

(ii) Postoji x P R tako da je axa “ a, ˝x “ ˝pa˚q i x˝ “ a˝.

(iii) Postoji x P R tako da je

p1q axa “ a p2q xax “ x p4q pxaq˚ “ xa p8q a2x “ a p9q x2a “ x.

(iv) Postoje r P rEpRq i q P EpRq tako da je Rr “ Ra, qR “ aR i Rq “ Ra.

(v) a P Rp1q i postoje r P rEpRq i q P rEpRq tako da je a˝ “ r˝, ˝a “ ˝q i a˝ “ q˝.

Ako su prethodna tvr�enja ta£na onda je x “ a#©, a#© je jedinstven i tvr�enja (iv) i (v)
uklju£uju isti par jedinstvenih idempotenata r i q. �ta vi²e, proizvod rap1qq je invarijantan
u odnosu na izbor elementa ap1q P at1u i vaºi

a “

„

a 0
0 0



qˆr

, a#© “

„

rap1qq 0
0 0



rˆq

.

Koristi¢emo oznake qa, pa i ra za idempotente povezane sa a P R, date u Teoremama
4.1.15, 4.1.16, 4.1.18 i 4.1.19. Pisa¢emo q, p i r umesto qa, pa i ra kada ne postoji opasnost
od zabune.

Pogledajmo jedna£ine u Teoremama 4.1.18 (iii) i 4.1.19 (iii) koje karakteri²u jezgarni
odnosno dualni jezgarni inverz. Primetimo da su te jedna£ine kombinacija jedna£ina koje
karakteri²u grupni inverz i jedna£ina koje karakteri²u MP inverz. Da bi smo to videli
dovoljno je proveriti da su slede¢i skupovi jedna£ina ekvivalentni:

(i) axa “ a, xax “ x, ax “ xa;

(ii) axa “ a, xax “ x, xa2 “ a, a2x “ a;

(iii) axa “ a, xax “ x, x2a “ x, ax2 “ x.
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Napomena 4.1.20. U Teoremama 4.1.15, 4.1.16, 4.1.18 i 4.1.19 je uspostavljena povezanost
izme�u uop²tene invertibilnosti elementa a i postojanja idempotenata p “ pa, q “ qa
i r “ ra sa datim osobinama. Sledi, a je istovremeno grupno i MP invertibilan ako
i samo ako je a istovremeno jezgarno i dualno jezgarno invertibilan. Drugim re£ima,
R# X R: “ R#© X R#© i R#© Y R#© Ď R#. Treba naglasiti da unutra²nja invertibilnost
elementa a (postoji x tako da je axa “ a) implicira MP invertibilnost od a u slu£aju kada
je R, C˚-algebra (videti [45]) ili Rikartov ˚-prsten (Posledica 4.1.17).

Napomena 4.1.21. Tvr�enja (ii) i (iii) u Teoremi 4.1.18 i tvr�enja (ii) i (iii) u Teo-
remi 4.1.19 mogu posluºiti kao ekvivalentne de�nicije za jezgarni odnosno dualni jezgarni
inverz.

Pretpostavimo da a P R#XR:. Iz Teorema 4.1.15 i 4.1.16, sledi da postoje jedinstveni
idempotent q “ qa i jedinstveni samo-adjungovani idempotenti p “ pa i r “ ra sa datim
osobinama. Zbog jedinstvenosti, zaklju£ujemo da su ti idempotenti isti sa idempotentima
u Teoremama 4.1.18 i 4.1.19. Dakle,

q “ aa# “ a#a “ a#©a “ aa#©

p “ aa: “ aa#©

r “ a:a “ a#©a.

(4.8)

Sada je lako pokazati da je

pq “ q, qp “ p, rq “ r, qr “ q. (4.9)

�ta vi²e,

q˚p “ ppqq˚ “ q˚, pq˚ “ pqpq˚ “ p, q˚r “ prqq˚ “ r, rq˚ “ pqrq˚ “ q˚. (4.10)

Iz (4.9) i (4.10) sledi da je p rangovska projekcija od q (eng. �range projection�) i da je r
rangovska projekcija od q˚, tj. p “ qK i r “ pq˚qK, videti [60]. U prethodnim teoremama
smo tako�e dokazali da je

a “ qaq “ paq “ qar “ par, a# “ qap1qq, a: “ rap1qp, a#© “ qap1qp, a#© “ rap1qq,
(4.11)

gde je ap1q P at1u proizvoljan. Iz (4.9) � (4.11), sledi

a “

„

a 0
0 0



qˆq

“

„

a 0
0 0



pˆq

“

„

a 0
0 0



qˆr

“

„

a 0
0 0



pˆr

a# “

„

a# 0
0 0



qˆq

“

„

a# 0
0 0



pˆq

“

„

a# 0
0 0



qˆr

“

„

a# 0
0 0



pˆr

a: “

„

a: 0
0 0



rˆp

“

„

a: 0
0 0



q˚ˆp

“

„

a: 0
0 0



rˆq˚
“

„

a: 0
0 0



q˚ˆq˚

a#© “

„

a#© 0
0 0



qˆp

“

„

a#© 0
0 0



pˆp

“

„

a#© 0
0 0



qˆq˚
“

„

a#© 0
0 0



pˆq˚

a#© “

„

a#© 0
0 0



rˆq

“

„

a#© 0
0 0



q˚ˆq

“

„

a#© 0
0 0



rˆr

“

„

a#© 0
0 0



q˚ˆr

.

(4.12)
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Pogledajmo, na primer, reprezentaciju a#© “
„

a#© 0
0 0



qˆq˚
P qRq˚. Postoji jedinstveni

element x P q˚Rq takav da je xa#© “ q˚ i a#©x “ q. Naime, x “ q˚aq. U smislu De�nicije
3.1.10, moºemo re¢i da je element a#© P qRq˚, pq, q˚q-invertibilan. Moºe se pokazati da
ovu osobinu imaju svi elementi u gornjim levim uglovima u (4.12).

Napomena 4.1.22. Na osnovu prethodnog dobijamo slede¢e zaklju£ke.

1. Ako je a P R# onda je a# pq, qq-inverz od a.

2. Ako je a P R: onda je a: pp, rq-inverz od a.

3. Ako je a P R#© onda je a#© pp, qq-inverz od a.

4. Ako je a P R#© onda je a#© pq, rq-inverz od a.

Na ovu osobinu ¢emo se vratiti u Glavi 4.3 kada ove inverze budemo posmatrali na skupu
Hilbertovih operatora.

Jasno je da je pa#q# “ a i pa:q: “ a. Izrazi za pA#©q: i pA#©q#©, gde su A PMn, su dati
u [9]. Dajemo izraze za ostale �duple� inverze.

Teorema 4.1.23. Neka je a P R# XR:. Tada:

(i) pa# “ pa, qa# “ qa, ra# “ ra i

pa#q# “ a, pa#q: “ raapa, pa#q#© “ apa, pa#q#© “ raa.

(ii) pa: “ ra, qa: “ q˚a , ra: “ pa i

pa:q# “ q˚aaq
˚
a , pa:q: “ a, pa:q#© “ q˚aa, pa:q#© “ aq˚a .

(iii) p
a#© “ q

a#© “ r
a#© “ pa i

pa#©q# “ pa#©q: “ pa#©q#© “ pa#©q#© “ apa.

(iv) pa#© “ qa#© “ ra#© “ ra i

pa#©q
#
“ pa#©q

:
“ pa#©q

#©
“ pa#©q#© “ raa.

Dokaz. Dokaza¢emo samo tvr�enje (iii); ostala tvr�enja se mogu dokazati na isti na£in.
Kako je a#©R “ aR “ paR i Ra#© “ Ra˚ “ paRq˚ “ ppaRq

˚ “ Rpa, zaklju£ujemo da je

p
a#© “ q

a#© “ r
a#© “ pa.

Iz (4.11), dobijamo

pa#©q# “ pa#©q: “ pa#©q#© “ pa#©q#© “

„

papa
#©qp1qpa 0
0 0



paˆpa

“

„

paapa 0
0 0



paˆpa

“

„

apa 0
0 0



paˆpa

.
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Iz Teoreme 4.1.23 sledi da su a#© i a#© EP elementi. Osobine jezgarnog inverza date u
slede¢oj teoremi su uop²tenje slu£aja R “Mn (videti [9]) na slu£aj proizvoljnog ˚-prstena.

Teorema 4.1.24. Neka je a P R#© i n P N. Tada:

(i) a#© “ a#pa;

(ii) pa#©q2a “ a#;

(iii) pa#©qn “ panq#©;

(iv) ppa#©q#©q#© “ a#©;

(v) Ako je a P R: onda je

a# “ a#©aa#©, a: “ a#©aa
#©, a#© “ a#aa:, a#© “ a:aa#.

Dokaz. Kako je a P R#©, postoje a#, qa i pa.

(i): Po Teoremi 4.1.18 (iii) i zbog (4.8), imamo a#© “ a#©aa#© “ a#aa#© “ a#pa.

(ii): pa#©q2a “ a#©qa
piq
“ a#paqa

p4.9q
“ a#qa “ a#.

(iii): Kako je a “ anpa#qn´1 “ pa#qn´1an zaklju£ujemo da je Ran “ Ra “ Rqa i anR “
aR “ qaR “ paR. Koriste¢i apa#©q2 “ a#© vidimo da je anpa#©qn “ aa#© pa je
anpa#©qnan “ aa#©an “ an, tj. pa#©qn P ant1u. Iz Teoreme 4.1.18, dobijamo

panq#© “ qapa
n
q
p1qpa “ qapa

#©
q
npa “ pa

#©
q
n.

(iv): Iz dokaza tvr�enja (iii) Teoreme 4.1.23, dobijamo

ppa#©q#©q#© “ a#©p
a#© “ a#©pa “ a#©.

(v): Ako je a P R: tada, iz (4.8), sledi a# “ a#aa# “ a#©aa#©, a: “ a:aa: “ a#©aa
#©,

a#© “ a#©aa#© “ a#aa: i a#© “ a#©aa#© “ a:aa#.

Naravno, vaºi i analogan rezultat za dualni jezgarni inverz elementa a P R#©. Jed-
nakosti u (v) u Teoremi 4.1.24, moºda, na najbolji na£in ilustruju povezanost grupnog,
MP, jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza. Jo² jednom vidimo da su jezgarni i dualni
jezgarni inverz �izme�u� grupnog i MP inverza i obrnuto.

Karakterizacija EP elemenata

U nastavku ¢emo posmatrati ekvivalentne uslove uslovu da je a P R, EP element. EP
matrice i EP operatori su op²irno ispitivani od strane mnogih istraºiva£a. U skora²nje
vreme, EP elementi su dosta prou£avani i u kontekstu prstena sa involucijom. Za skora²nju
teoriju videti, na primer, [20], [81] i tamo navedenu literaturu.

Teorema 4.1.25. Neka je a P R. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:
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(i) a je EP, tj. a P R# XR: i a# “ a:.

(ii) a P R: i pa “ ra.

(iii) a P R#© i pa “ qa.

(iv) a P R#© i ra “ qa.

(v) a P R#© i a# “ a#©.

(vi) a P R#© i a# “ a#©.

(vii) a P R# XR: i a: “ a#©.

(viii) a P R# XR: i a: “ a#©.

(ix) a P R# XR: i a#© “ a#©.

Dokaz. (i) ñ (ii) � (ix): Ako je a EP element onda je

pa “ aa: “ aa# “ qa “ a#a “ a:a “ ra.

Iz (4.11), sledi
a# “ a: “ a#© “ a#© “ qaa

p1qqa.

(ii) ili (iii) ili (iv) ñ (i): Pretpostavimo da je pa “ ra. Imamo paR “ aR i Rpa “
Rra “ Ra pa postoji qa i pa “ qa “ ra. Sledi da a P R# i aa: “ pa “ qa “ aa#. Dakle,
aa# “ a#a je samo-adjungovan, pa je a: “ a#. Sli£no, pa “ qa ili ra “ qa implicira
pa “ ra “ qa pa moºemo nastaviti kao malo£as.

(v) ñ (i): Pretpostavimo da a P R#© i da je a#© “ a#. Mnoºe¢i obe strane ove
jednakosti sa a sa leve strane, dobijamo pa “ aa#© “ aa# “ qa. Iz prethodnog dela dokaza
sledi da je a EP.

Ostale implikacije se mogu dokazati na sli£an na£in.

Dakle, a je EP ako i samo ako a P R# X R: i a# “ a: “ a#© “ a#©. Neke od
karakterizacija u slede¢oj teoremi uklju£uju samo grupni i MP inverz. Napominjemo da su
neke od njih poznate. Navodimo ih zbog kompletnosti. Za x, y P R pi²emo rx, ys “ xy´yx.

Teorema 4.1.26. Neka je a P R: XR#. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a je EP.

(ii) Bar jedan element (svi elementi) skupa

tra, a:s, ra, a#©s, ra, a#©s, ra
#, a:s, ra#, a#©s, ra#, a#©su

je jednak nuli.

(iii) Bar jedan element (svi elementi) skupa

tapa, raa, raapa, q
˚
aa, aq

˚
a , q

˚
aaq

˚
au

je jednak a.
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(iv) apa “ raa.

(v) raapa “ raa.

(vi) raapa “ apa.

(vii) q˚aa “ apa.

(viii) aq˚a “ raa.

Dokaz. Neka je p “ pa, q “ qa i r “ ra.
(i) ñ (ii)�(ix): Ako je a EP onda je iz Teoreme 4.1.25, a# “ a: “ a#© “ a#© i

q “ p “ r “ q˚. Sada dokazi trivijalno slede.
Za dokaz obrnutih implikacija koristi¢emo jednakosti (4.8)�(4.11) i Teoremu 4.1.25 ili

neki od ve¢ dokazanih uslova.
(ii) ñ (i): Treba pokazati da ako postoji element skupa koji je jednak nuli onda je

a EP. Ako je aa#© “ a#©a onda je p “ q. Po Teoremi 4.1.25, a je EP. Pretpostavimo
da je ra#, a#©s “ 0, tj. da je a#a#© “ a#©a#. Mnoºe¢i obe strane jednakosti sa leva
sa a dobijamo qa#© “ pa#. Iz (4.11), sledi a#© “ a#, pa je a EP. Pretpostavimo da je
a#a: “ a:a#. Mnoºe¢i obe strane jednakosti sa a sa leve strane dobijamo a#© “ pa# “ a#,
pa je a EP. Ostali slu£ajevi (ra, a:s “ 0, ra, a#©s “ 0, ra#, a#©s “ 0) se mogu sli£no dokazati.

(iii) ñ (i): Ako je ap “ a onda, mnoºe¢i obe strane sa a# sa leva, dobijamo qp “ q,
odakle je p “ q. Dakle, a je EP. Ako je ra “ a onda je q “ aa# “ raa# “ rq “ r, pa
je a EP. Ako je rap “ a onda je a “ qa “ qrap “ qap “ ap. Ako je q˚a “ a onda je
a “ q˚a “ rq˚a “ ra. Ako je aq˚ “ a onda je a “ aq˚ “ aq˚p “ ap. Kona£no, ako je
q˚aq˚ “ a onda je a “ q˚aq˚p “ ap.

(iv)ñ (i): Pretpostavimo da je ap “ ra. Iz qr “ q dobijamo a “ qa “ qra “ qap “ ap.
Iz prethodnog dela dokaza, zaklju£ujemo da je a EP.

(v) ñ (i): Ako je rap “ ra onda je a “ qa “ qra “ qrap “ qap “ ap.
(vi) ñ (i): Ako je rap “ ap onda je a “ aq “ apq “ rapq “ raq “ ra.
(vii) ñ (i): Pretpostavimo da je q˚a “ ap. Kako je pq˚ “ p imamo a “ pa “ pq˚a “

pap “ ap. Iz dela (iii) ñ (i) sledi da je a EP.
(viii) ñ (i): Kako je q˚r “ r zaklju£ujemo da aq˚ “ ra implicira a “ ar “ aq˚r “

rar “ ra, pa je a EP.

Kombinuju¢i Teoremu 4.1.23 sa Teoremom 4.1.26, moºemo generalizovati rezultate iz
rada [9] i dobiti ogroman broj novih karakterizacija za EP elemente.

Rao-Mitrin inverz sa ograni£enjima i Drejzinov pb, cq inverz

Nakon ²to smo de�niciju jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza pro²irili sa skupa matrica
na proizvoljan prsten, do kraja glave ºelimo da pokaºemo da ovako de�nisani inverzi
pripadaju klasi pb, cq inverza i klasi inverza duº elementa. Klase pb, cq inverza i inverza
duº elementa su nedavno, pod ovim imenima, ispitivane u radovima [34] odnosno [70]. Jo²
jedan tip inverza, takozvani jezgarni-EP inverz, je nedavno ispitivan od strane Prasada
i Monahe u radu [87]. Me�utim, £ini se da su autori ovih radova prevideli Rao Mitrin
inverz sa ograni£enjima uveden 1972. godine u radu [100], videti tako�e Glavu 4.11 u [99].

61



Zvezda, o²tro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno ure�enje

U ovom poglavlju ºelimo da ukaºemo da je upravo ovaj inverz prete£a Drejzinovog pb, cq
inverza, a samim tim i inverza duº elementa i jezgarnog-EP inverza. Preciznije, kada se
Rao Mitrin inverz napi²e u £isto algebarskom (multiplikativnom) obliku ispostavlja se da
se on poklapa sa pb, cq inverzom. Rezultati ovog poglavlja su publikovani u radu [94], a
deo se nalazi i u rukopisu [90] koji je trenutno na recenziji. Nagla²avamo da, uz adekvatnu
interpretaciju, ve¢ina rezultata ovog poglavlja ostaje na snazi i za pravougaone kompleksne
matrice. U radu [34] iz 2012. godine Drejzin je uveo slede¢u klasu spolja²njih uop²tenih
inverza.

De�nicija 4.1.27. (Videti [34].) Neka je S polugrupa i neka su a, b, c, y P S. Kaºemo da
je y, pb, cq-inverz od a ako je

(1) y P pbSyq X pyScq i

(2) yab “ b, cay “ c.

U slu£aju kada postoji pb, cq-inverz od a, ozna£imo ga sa y, on je jedinstven i zadovol-
java jedna£inu yay “ y. Kada je S “Mn i b “ c “ e gde je e idempotent, pb, cq-inverz od
a se poklapa sa Bot-Da�novim uop²tenim inverzom od a u odnosu na e, [18]. Zbog toga
je Drejzin naglasio da se Bot-Da�nov inverz mora prepoznati kao direktna prete£a pb, cq
inverza. Primetimo da se uslov (1) u De�niciji 4.1.27 moºe zameniti uslovom

(1') y P pbSq X pScq.

Zaista, pretpostavimo da je y P pbSq X pScq i yab “ b, cay “ c. Tada je y “ bu “ vc za
neke u, v P S pa je

y “ bu “ yabu “ yavc P ySc.

Sli£no, y P bSy.
Neka su A,B,C PMn. U radu [100] iz 1972. godine, Rao i Mitra su uveli dva razli£ita

tipa ograni£enja kako bi pro²irili koncept Bot-Da�novog inverza i de�nisali novi inverz sa
ograni£enjima Y PMn matrice A.

Ograni£enje tipa 1.
c: ImY Ď ImB;
r: ImY ˚ Ď ImC˚.
Ograni£enje tipa 2.
C: Y A je identi£ko preslikavanje na ImB;
R: pAY q˚ je identi£ko preslikavanje na ImC˚.

De�nicija 4.1.28. (Videti [100].) Neka su A,B,C P Mn. Kaºemo da je Y P Mn, crCR
inverz sa ograni£enjima matrice A ako Y zadovoljava ograni£enja c, r, C i R. Ovaj inverz
¢emo ozna£avati sa AB,C .

Napominjemo da su Rao i Mitra ozna£ili njihov inverz sa AcrCR. Tako�e, oni su ga
de�nisali u ne²to ²irem kontekstu, gde je A, mˆ n matrica koja slika vektore iz En u Em,
gde En predstavlja n dimenzionalni vektorski prostor sa skalarnim proizvodom.

U cilju prepisivanja ulsova c, r, C i R na £isto multiplikativnom jeziku, primetimo da
je ImY Ď ImB ako i samo ako je Y “ BK za neku matricu K PMn, tj. ako i samo ako
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Y P BMn. Sli£no, ImY ˚ Ď ImC˚ ako i samo ako je Y ˚ P C˚Mn ²to je ekvivalentno sa
Y PMnC. Evidentno je da je ograni£enje C ekvivalentno sa Y AB “ B, dok je ograni£enje
R ekvivalentno sa pAY q˚C˚ “ C˚, tj. sa CAY “ C. Dakle, ograni£enja se mogu napisati
na slede¢i na£in:

c: Y P BMn;
r: Y PMnC;
C: Y AB “ B;
R: CAY “ C,
²to su upravo uslovi (1') i (2).
U [100] je dokazano da AB,C postoji ako i samo ako je rankpCABq “ rankpCq “

rankpBq i u tom slu£aju je AB,C jedinstven. Zbog kompletnosti, u slede¢oj teoremi ¢emo
ovo dokazati, ali na druga£iji na£in. Matrice ¢emo identi�kovati sa operatorima koji deluju
na Cn.

Teorema 4.1.29. Neka su A,B,C P Mn i neka su K i L potprostori od Cn takvi da je
ImB ‘K “ Cn i L‘KerC “ Cn. crCR inverz sa ograni£enjima AB,C of A postoji ako
i samo ako je rankpCABq “ rankpCq “ rankpBq i u tom slu£aju je AB,C jedinstven, i A i
AB,C imaju slede¢e reprezentacije:

A “

„

A1 A2

A3 A4



:

„

ImB
K



Ñ

„

L
KerC



AB,C “

„

A´11 0
0 0



:

„

L
KerC



Ñ

„

ImB
K



,

gde je A1 : ImB Ñ L invertibilan.

Dokaz. Neka je A “

„

A1 A2

A3 A4



u odnosu na date dekompozicije. Jasno je da operatori

B : ImB˚ ‘KerB Ñ ImB ‘K i C : L‘KerC Ñ ImC ‘KerC˚ imaju reprezentacije

B “

„

B1 0
0 0



i C “
„

C1 0
0 0



, (4.13)

gde su B1 i C1 invertibilni.
Pretpostavimo da je rankpCABq “ rankpCq “ rankpBq. Sledi dimL “ n´dim KerC “

rankpCq “ rankpBq i Ker pCABq “ KerB. Da bi dokazali da je A1 invertibilan dovoljno
je dokazati da je on injektivan. Neka je A1x “ 0 za neko x “ Bz P ImB, z P Cn. Tada je
ABz “ A3Bz P KerC pa z P Ker pCABq “ KerB, tj. x “ 0. Sada, jednostavna provera

pokazuje da operator Y “

„

A´11 0
0 0



:

„

L
KerC



Ñ

„

ImB
K



zadovoljava ograni£enja c, r,

C i R. Dakle, AB,C postoji i AB,C “ Y .
Pretpostavimo sa druge strane da postoji crCR inverz sa ograni£enjima od A i oz-

na£imo ga sa Y P Mn. Kako Y ispunjava ograni£enja c i r, imamo ImY Ď ImB i
KerC Ď KerY , pa Y ima reprezentaciju

Y “

„

Y1 0
0 0



:

„

L
KerC



Ñ

„

ImB
K



,
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za neko Y1 : L Ñ ImB. Jenostavna kalkulacija pokazuje da je uslov C: Y AB “ B
ekvivalentan sa Y1A1B1 “ B1. Kako je B1 invertibilan, to je Y1A1 “ IImB. Sli£no, uslov
R implicira A1Y1 “ IL. Dakle, A1 je invertibilan, Y1 “ A´11 i zato je Y jedinstven.
Ostaje jo² da pokaºemo jednakost rangova. Kako je A1 invertibilan zaklju£ujemo da je
rankpBq “ dim L “ rankpCq. Tako�e, B1 i C1 su invertibilni pa je

rankpCq “ rankpC1q “ rankpC1A1B1q “ rankpCABq.

Napomena 4.1.30. Iz Teoreme 4.1.29 i njenog dokaza zaklju£ujemo slede¢e:

1. U ograni£enjima c, r, C i R matrice B i C moºemo zameniti bilo kojim drugim
matricamaB1 odnosno C1 takvim da je ImB1 “ ImB i ImC˚1 “ ImC˚ (tj. KerC1 “

KerC). Specijalno, moºemo odabrati (samo-adjungovane) idempotentske matrice
E i F takve da je ImE “ ImB i KerF “ KerC, videti tako�e [100].

2. AB,C je spolja²nji inverz Y “ A
p2q
T,S od A sa prede�nisanom slikom i nul prostorom,

naime, ImY “ T :“ ImB i KerY “ S :“ KerC “ pImC˚qK. Ovaj inverz je
ispitivan od strane velikog broja autora, videti na primer [13], str. 72, Teorema 14.

3. Pretpostavimo da AB,C postoji. Kako je rankpBq “ rankpCq, sledi da postoji matrica
D takva da je ImD “ ImB i KerD “ KerC i zbog toga matricu D moºemo uzeti
umesto matrica B i C.

4. Iz (4.13) sledi da je AB,C “ BpCABqp1qC, gde je pCABqp1q proizvoljan unutra²nji
inverz od CAB. Ovo je tako�e dokazano u [100].

Iz prethodne diskusije dobijamo slede¢u teoremu.

Teorema 4.1.31. Neka su A,B,C PMn. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(1) rankpBq “ rankpCq “ rankpCABq,

(2) Postoji pB,Cq-inverz od A,

(3) Postoji AB,C,

(4) Postoji Ap2qImB,KerC,

i u tom slu£aju se ovi inverzi poklapaju.

Nedavno, Meri je nezavisno od Drejzina de�nisao inverz elementa a duº elementa d
koji je specijalni slu£aj pb, cq inverza od a, pa samim tim i specijalni slu£aj Rao i Mitrinog
crCR inverza sa ograni£enjima. Za polugrupu S, sa S1 ozna£avamo monoid generisan sa
S. Grinova relacija (pre-ure�enje) ďH je de�nisana sa, videti [70]:

a ďH b ðñ S1a Ď S1b i aS1
Ď bS1.

Odmah vidimo da je
a ďH b ðñ a “ b ili a P SbX bS. (4.14)
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De�nicija 4.1.32. (Videti [70].) Neka su a, d P S. Kaºemo da je y P S inverz od a duº
elementa d ako je yad “ d “ day i y ďH d.

Sledi da je y inverz od a duº d ako i samo ako je y, pd, dq-inverz od a.

Napomena 4.1.33. Primetimo da je u slu£aju S “ Mn uslov a P Sb ekvivalentan sa
Ker b Ď Ker a. Tako�e, uslov a P bS je ekvivalentan sa Im a Ď Im b.

U Lemi 3 u [70] je dokazano da je y inverz od a duº d ako i samo ako je

yay “ y i y ďH d, d ďH y. (4.15)

Iz (4.15), (4.14) i Napomena 4.1.30 (2.) i 4.1.33 dobijamo slede¢u teoremu.

Teorema 4.1.34. Neka je S “Mn i A,D PMn. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(1) rankpDq “ rankpDADq,

(2) Postoji inverz od A duº D,

(3) Postoji AD,D,

(4) Postoji Ap2qImD,KerD,

(5) Postoji pD,Dq-inverz od A,

i u tom slu£aju se ovi inverzi poklapaju.

Sledi da su u slu£aju S “Mn, klasa inverza sa ograni£enjima crCR, klasa spolja²njih
inverza sa prede�nisanom slikom i nul prostorom, klasa pb, cq inverza i klasa inverza duº
elementa jednake.

U radu iz 2014. godine, Prasad i Mohana su uveli pojam jezgarnog-EP inverza.

De�nicija 4.1.35. (Videti [87].) Matrica Y P Mn je jezgarni-EP inverz od A P Mn ako
je Y AY “ Y i

ImY “ ImY ˚ “ ImAk, (4.16)

gde je k indeks od A.

Svaka matrica A PMn ima jedinstven jezgarni-EP inverz koji se ozna£ava sa A †©, [87].
Naravno, uslov (4.16) moºemo zameniti uslovom

ImY “ ImAk i KerY “ Ker pA˚qk.

Primetimo da za matricu D “ AkpA˚qk vaºi ImD “ ImAk i KerD “ Ker pA˚qk. Iz ove
opaske i Teoreme 4.1.31 dobijamo slede¢i rezultat.

Teorema 4.1.36. Neka matrica A P Mn ima indeks k i neka je Y P Mn. Slede¢i uslovi
su ekvivalentni:

(1) Y je jezgarni-EP inverz od A, tj. Y “ A †©.
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(2) Y je spolja²nji inverz od A takav da je ImY “ ImAk i KerY “ Ker pA˚qk, tj.
Y “ A

p2q

ImAk,Ker pA˚qk
.

(3) Y je crCR inverz sa ograni£enjima od A gde je B “ Ak i C “ pA˚qk, tj. Y “

AAk,pA˚qk .

(4) Y je pAk, pA˚qkq-inverz od A.

(5) Y je inverz od A duº AkpA˚qk.

U radu [87] je tako�e de�nisan pojam *jezgarnog-EP inverza od A P Mn. Matrica Y
je *jezgarni-EP inverz od A ako je Y AY “ Y i

ImY “ ImY ˚ “ Im pA˚qk.

Na isti na£in kao malopre moºemo pokazati da je Y jezgarni-EP inverz od A ako i samo ako
je Y “ A

p2q

Im pA˚qk,KerAk ako i samo ako je Y “ ApA˚qk,Ak ako i samo ako je Y , ppA˚qk, Akq-
inverz od A ako i samo ako je Y inverz od A duº pA˚qkAk.

Jezgarni i dualni jezgarni inverz kao specijalni slu£ajevi pb, cq i in-
verza duº elementa

Poglavlje zavr²avamo dokazima da jezgarni i dualni jezgarni inverz pripadaju klasi
pb, cq inverza i klasi inverza duº elementa.

Teorema 4.1.37. Neka je a P R:. Tada:

(i) a je jezgarno invertibilan ako i samo ako je invertibilan duº elementa aa˚. U tom
slu£aju inverz od a duº aa˚ se poklapa sa jezgarnim inverzom od a.

(ii) a je dualno jezgarno invertibilan ako i samo ako je invertibilan duº elementa a˚a.
U tom slu£aju inverz od a duº a˚a se poklapa sa dualnim jezgarnim inverzom od a.

Dokaz. (i): Pretpostavimo da a P R: X R# i dokaºimo da je x “ a#© inverz od a duº
d “ aa˚. Podsetimo se da je po Teoremi 4.1.18, xa2 “ a i paxq˚ “ ax. Odmah se vidi da
je

xad “ xaaa˚ “ aa˚ “ d i
dax “ aa˚ax “ aa˚paxq˚ “ apaxaq˚ “ aa˚ “ d.

Nastavljamo slede¢im zapaºanjem. Neka je z “ pa:q˚a:. Tada je

aa˚z “ aa˚pa:q˚a: “ apa:aq˚a: “ aa:aa: “ aa: i

zaa˚ “ pa:q˚a:aa˚ “ pa:q˚pa:aq˚a˚ “ paa:aa:q˚ “ paa:q˚ “ aa:. (4.17)

Kako je ax2 “ x, xax “ x i ax “ aa: to je

x “ ax2 “ aa:x “ aa˚zx “ dzx i

x “ xax “ xaa: “ xzaa˚ “ xzd.
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Sledi da x P dR i x P Rd pa je xR Ď dR i Rx Ď Rd; zbog toga je x ďH d. Po De�niciji
4.1.32, zaklju£ujemo da je a#© inverz od a duº aa˚.

Obrnuto, pretpostavimo da postoji inverz od a P R: duº aa˚, ozna£imo ga sa x, i
dokaºimo da a P R#© i da je x “ a#©. Po De�niciji 4.1.32 imamo da je

xa2a˚ “ aa˚ “ aa˚ax (4.18)

i postoji w P R tako da je
x “ aa˚w. (4.19)

Dovoljno je dokazati da x zadovoljava jednakosti date u Teoremi 4.1.18 (iii). Iz (4.17)
sledi

ax “ aa:ax “ zaa˚ax “ zaa˚ “ aa:,

pa je paxq˚ “ ax. Sada, axa “ aa:a “ a. Tako�e,

xa2 “ xaaa:a “ xa2pa:aq˚ “ xa2a˚pa:q˚
p4.18q
“ aa˚pa:q˚ “ apa:aq˚ “ a (4.20)

ax2
p4.19q
“ axaa˚w “ aa˚w “ x

xax “ xaaa˚w
p4.20q
“ aa˚w

p4.19q
“ x.

Dokaz je zavr²en.
(ii): Ovo tvr�enje se moºe dokazati na isti na£in kao i (i).

Teorema 4.1.38. Neka je a P R. Tada:

(i) a je jezgarno invertibilan ako i samo ako postoji pa, a˚q-inverz od a. U tom slu£aju
se pa, a˚q-inverz od a poklapa sa jezgarnim inverzom od a.

(ii) a je dualno jezgarno invertibilan ako i samo ako postoji pa˚, aq-inverz od a. U tom
slu£aju se pa˚, aq-inverz od a poklapa sa dualnim jezgarnim inverzom od a.

Dokaz. Dokaza¢emo samo tvr�enje (i) zato ²to se tvr�enje (ii) moºe sli£no dokazati. Pret-
postavimo da a P R#© i neka je x “ a#©, b “ a i c “ a˚. Iz osobina jezgarnog inverza
dobijamo

xab “ xa2 “ a “ b

cax “ a˚ax “ a˚paxq˚ “ paxaq˚ “ a˚ “ c

x “ xax “ ax2ax “ bx2ax P bRx

x “ xax “ xpaxq˚ “ xx˚a˚ “ xx˚c P xRc.

Dakle, po De�niciji 4.1.27, x “ a#© je pa, a˚q-inverz od a.
Obrnuto, pretpostavimo da pa, a˚q-inverz od a postoji, ozna£imo ga sa x, i dokaºimo

da x zadovoljava jedna£ine date u Teoremi 4.1.18 (iii). Po De�niciji 4.1.27 je

xa2 “ a, a˚ax “ a˚ (4.21)
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i postoji w P R tako da je
x “ awx. (4.22)

Dobijamo

ax
p4.21q
“ pa˚axq˚x “ paxq˚ax,

pa je paxq˚ “ ax. Tako�e,

axa “ paxq˚a “ pa˚axq˚
p4.21q
“ pa˚q˚ “ a (4.23)

ax2
p4.22q
“ axawx

p4.23q
“ awx “ x

xax
p4.22q
“ xaawx

p4.21q
“ awx “ x.

Dokaz teoreme je zavr²en.

4.2 Zvezda, o²tro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno

ure�enje na prstenima sa involucijom

U Poglavlju 4.1 smo de�nisali i detaljno ispitali grupni, Mur-Penrouzov, jezgarni i dualni
jezgarni uop²teni inverz elemenata u prstenu sa involucijom. Setimo se da se posredstvom
MP i grupnog inverza, mogu de�nisati dva tipa parcijalna ure�enja na skupu kompleksnih
matrice, videti Sekciju 1.1 na strani 4. To su zvezda i o²tro matri£no parcijalno ure�enje.
U istom radu [9] u kome su ispitivali jezgarni i dualni jezgarni inerz, Baksalari i Trenkler
su pomo¢u ovih inverza de�nisali odgovaraju¢a matri£na ure�enja.

De�nicija 4.2.1. (Videti [9].) Neka su A,B P I1,n. Kaºemo da je A manja od B u
odnosu na jezgarno (eng. core) parcijalno ure�enje, i to ozna£avamo sa A ă#© B, ako vaºi

AA#© “ BA#© i A#©A “ A#©B.

De�nicija 4.2.2. (Videti [9].) Neka su A,B P I1,n. Kaºemo da je A manja od B u
odnosu na dualno jezgarno parcijalno ure�enje, i to ozna£avamo sa A ă#© B, ako vaºi

AA#© “ BA#© i A#©A “ A#©B.

Koriste¢i dekompoziciju (4.1), u [9] je data slede¢a karakterizacija jezgarnog ure�enja,
koja se £esto koristi u prou£avanju ove relacije.

Teorema 4.2.3. Neka su A,B P I1,n i neka A ima dekompoziciju (4.1). Tada je A ă#© B
ako i samo ako je

B “ U

„

ΣK ΣL
0 Z



U˚, (4.24)

gde je ΣK regularna i Z PMn´r zadovoljava indZ ď 1.
Relacija ă#© je relacija parcijalnog ure�enja na I1,n.
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Naravno, vaºi i odgovaraju¢a teorema za dualno jezgarno ure�enje analogna Teoremi
4.2.3.

Primetimo da De�nicije 1.1.5, 1.1.7, 4.2.1, 4.2.2, kojima se de�ni²u pomenuta ure�enja,
imaju smisla i u proizvoljnom ˚-prstenu R. Na² cilj je da prou£imo relacije ă˚, ă#, ă#©,
ă#© na proizvoljnom prstenu sa involucijom. U Poglavlju 3.1 smo videli da se minus
parcijalno ure�enje (koje se de�ni²e na sli£an na£in kao i ove £etiri relacije) moºe vrlo
lepo ispitati koriste¢i Parsovu dekompoziciju jedinice prstena indukovanu ovim ure�enjem.
Vide¢emo u nastavku da se ovaj pristup moºe primeniti i sada. I ne samo to, pokaza¢emo
da su zvezda, o²tro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno ure�enje blisko povezani i da se
mogu prou£avati na sasvim sli£an na£in. Dokaza¢emo da su ova ure�enja zaista relacije
poretka. Pored toga ²to ¢emo generalizovati mnoga poznata svojstva ovih ure�enja, tako�e
¢emo dokazati i znatan broj novih. Rezultati ovog poglavlja su deo rukopisa [95] koji je
trenutno na reviziji.

U ovom poglavlju R ozna£ava proizvoljan prsten sa involucijom. Neka su a, x P R.
Podsetimo se jedna£ina kojima su de�nisani grupni, MP, jezgarni i dualni jezgarni inverz
(videti Teoreme 4.1.18 i 4.1.19):

p1q axa “ a

p2q xax “ x

p3q paxq˚ “ ax

p4q pxaq˚ “ xa

p5q ax “ xa

p6q xa2 “ a

p7q ax2 “ x

p8q a2x “ a

p9q x2a “ x.

Setimo se da je
R#

XR: “ R#© XR#© i R#© YR#© Ď R#. (4.25)

Odgovaraju¢a parcijalna ure�enja se de�ni²u istim uslovima kao i u matri£nom slu£aju.

De�nicija 4.2.4. Neka su a, b P R.
Ako su a, b P R: onda kaºemo da je a manje od b u odnosu na zvezda parcijalno

ure�enje (a ă˚ b) ako je
aa: “ ba: i a:a “ a:b.

Ako su a, b P R# onda kaºemo da je amanje od b u odnosu na o²tro parcijalno ure�enje
(a ă# b) ako je

aa# “ ba# i a#a “ a#b.

Ako su a, b P R#© onda kaºemo da je a manje od b u odnosu na jezgarno parcijalno
ure�enje (a ă#© b) ako je

aa#© “ ba#© i a#©a “ a#©b.

Ako su a, b P R#© onda kaºemo da je a manje od b u odnosu na dualno jezgarno
parcijalno ure�enje (a ă#© b) ako je

aa#© “ ba#© and a#©a “ a#©b.
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Matr£ne reprezentacije elemenata a i b indukovane uslovom a ă b

Iz De�nicije 4.2.4 sledi da svaki od uslova

a ă˚ b, a ă# b, a ă#© b, a ă#© b

implicira a ă´ b. Poznato je da iz a ă´ b sledi (videti Lemu 3.1.7)

a “ abp1qb “ bbp1qa “ abp1qa, (4.26)

za svako bp1q P bt1u.
Slede¢a teorema se moze na¢i u Drejzinovom radu [33].

Teorema 4.2.5. Neka su a, b P R:. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă˚ b;

(ii) aa˚ “ ba˚ i a˚a “ a˚b;

(iii) aa: “ ab: i a:a “ b:a;

(iv) a˚ ă˚ b˚.

Osim toga,
a:a “ a:bô a˚a “ a˚b i aa: “ ba: ô aa˚ “ ba˚. (4.27)

Dokaza¢emo da o²tro ure�enje poseduje analognu karakterizaciju.

Teorema 4.2.6. Neka su a, b P R#. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă# b;

(ii) a2 “ ab “ ba;

(iii) aa# “ ab# “ b#a;

(iv) a# ă# b#.

Osim toga,
a#a “ a#bô a2 “ abô aa# “ ab# i

aa# “ ba# ô a2 “ baô a#a “ b#a.
(4.28)

Dokaz. Dokaz dela (i) ô (ii) je isti kao u slu£aju kompleksnih matrica, videti Teoremu
4.2.8 u [77].

(ii) ñ (iii): Kako je a “ a#a2 “ pa#q2a3 i a3 “ a2b “ ab2 imamo da je

ab# “ pa#q2a3b# “ pa#q2ab2b# “ pa#q2ab “ pa#q2a2 “ aa#.

Sli£no, b#a “ a#a.
(iii) ñ (ii): Kako je a “ a2a# “ a2b# “ a3pb#q2 to je

ab “ a3pb#q2b “ a3b# “ a3a# “ a2.

Sli£no, ba “ a2.
(i) ô (iv) sledi iz de�nicije o²trog parcijalnog ure�enja i identiteta pa#q# “ a.
Ekvivalencije u (4.28) slede iz prethodnog dela dokaza.
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Setimo se da smo u Poglavlju 4.1, za element a P R: X R# de�nisali odgovaraju¢e
idempotente pa, qa i ra. Tom prilikom smo dokazali da vaºe slede¢e jednakosti (videti
(4.8) i Teoremu 4.1.24)

qa “ aa# “ a#a “ a#©a “ aa#©,

pa “ aa: “ aa#©,

ra “ a:a “ a#©a

(4.29)

Za jezgarno parcijalno ure�enje imamo slede¢i rezulatat.

Lema 4.2.7. Neka su a, b P R#© XR:. Tada je

(i) a#©a “ a#©b ô a˚a “ a˚b ô a:a “ a:b;

(ii) aa#© “ ba#© ô a2 “ ba ô aa# “ ba#;

(iii) aa#© “ ba#© ô aa˚ “ ba˚ ô aa: “ ba:;

(iv) a#©a “ a#©b ô a2 “ ab ô a#a “ a#b.

Dokaz. (i): Pretpostavimo da je a#©a “ a#©b. Koriste¢i jedna£ine koje de�ni²u jezgarni
inverz dobijamo

a˚b “ paa#©aq˚b “ a˚paa#©q˚b “ a˚aa#©b “ a˚aa#©a “ a˚a.

Ako je a˚a “ a˚b onda je

a#©b “ a#©paa#©q˚b “ a#©pa#©q˚a˚b “ a#©pa#©q˚a˚a “ a#©paa#©q˚a “ a#©a.

Preostali deo dokaza sledi iz Teoreme 4.2.5.
(ii): Ako je aa#© “ ba#© onda, iz (4.29), sledi da je

ba “ bpa#aqa “ ba#©aa “ aa#©aa “ a2.

Obrnuto, pretpostavimo da je a2 “ ba. Iz (4.29), dobijamo

ba#© “ ba#©aa#© “ ba#aa#© “ baa#a#© “ a2a#a#© “ aa#©.

Ostatak dokaza sledi iz Teoreme 4.2.6.
(iii) i (iv) se dokazuju sli£no kao (i) i (ii).

Teorema 4.2.8. Neka su a, b P R#© XR:. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă#© b;

(ii) a:a “ a:b i aa# “ ba#;

(iii) a˚a “ a˚b i a2 “ ba.

Bilo koji od uslova (i)�(iii) implicira

(iv) aa#© “ ab#© i a#©a “ b#©a.
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Dokaz. Ekvivalentnost uslova (i), (ii) i (iii) je direktna posledica Leme 4.2.7. Dokaºimo
da iz (i) sledi (iv). Pretpostavimo da je a ă#© b, tj. da je aa#© “ ba#© i a#©a “ a#©b.
Imamo

ab#© “ aa#©ab#© “ aa#©bb#© “ paa#©q˚bb#© “ pba#©q˚pbb#©q˚

“ pbb#©ba#©q˚ “ pba#©q˚ “ paa#©q˚ “ aa#©,

b#©a “ b#©aa#©a “ b#©ba#©a “ b#©bapa#©q2a psledi iz a#© “ apa#©q2q

“ b#©bbpa#©q2a “ bpa#©q2a psledi iz b#©b2 “ bq

“ apa#©q2a “ a#©a psledi iz a#© “ apa#©q2q.

Da iz (iv) ne sledi (i) moºemo videti iz slede¢eg kontraprimera. Neka je A “
„

1 0
0 0



i

B “

„

1 1
0 0



. Lako se pokazuje da je A#© “ B#© “ A pa je AA#© “ AB#© i A#©A “ B#©A

ali A#©A “
„

1 0
0 0



‰

„

1 1
0 0



“ A#©B.

Naravno, tu je i analogna teorema za dualno jezgarno parcijalno ure�enje.

Teorema 4.2.9. Neka su a, b P R#© XR:. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă#© b;

(ii) aa: “ ba: i a#a “ a#b;

(iii) aa˚ “ ba˚ i a2 “ ab.

Bilo koji od uslova (i)�(iii) implicira

(iv) a#©a “ b#©a and aa#© “ ab#©.

Dokaz. Dokaz moºemo izvesti na isti na£in kao dokaz Teoreme 4.2.8.

Iz Teoreme 4.2.8 i Teoreme 4.2.9 moºemo zaklju£iti da su jezgarno i dualno jezgarno
parcijalno ure�enje �izme�u� zvezda i o²trog parcijalnog ure�enja.

Primetimo da u Lemi 4.2.7, Teoremi 4.2.8 i Teoremi 4.2.9 moºemo ukloniti ograni£enje
a P R: u tvr�enjima gde se a: ne pojavljuje.

Na ovom mestu je pogodno navesti slede¢e zapaºanje.

Napomena 4.2.10. Videli smo da je a ă˚ b ekvivalentno sa a˚ ă˚ b˚, kao i da je a ă# b
eivivalentno sa a# ă# b#. Da analogna osobina ne vaºi za jezgarno (i dualno jezgarno)

parcijalno ure�enje pokazuje slede¢i kontraprimer. Neka je A “

„

1 1
0 0



i B “

„

1 1
0 1



(matrice su preuzete iz rada [9]). Lako se proverava da je A#© “ pA#©q#© “
„

1 0
0 0



i B#© “
„

1 ´1
0 1



. Tako�e vaºi da je A ă#© B, ali pA#©q#©A#© “
„

1 0
0 0



i pA#©q#©B#© “
„

1 ´1
0 0



pa

ne vaºi da je A#© ă#© B#©.

72



Zvezda, o²tro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno ure�enje

Jedne od najzna£ajnijih karakterizacija zvezda i o²trog matri£nog parcijalnog ure�enja
su one koje uklju£uju idempotente, videti Teoreme 1.1.8 i 1.1.6. Ove rezultate ¢emo
generalizovati na proizvoljnom ˚-prstenu. Pored toga ¢emo dati analogne rezultate za
jezgarno i dualno jezgarno parcijalno ure�enje.

Teorema 4.2.11. (i) Ako su a, b P R: onda je a ă˚ b ako i samo ako postoje p, r P
rEpRq takvi da je a “ pb “ br.

(ii) Ako su a, b P R# onda je a ă# b ako i samo ako postoji q P EpRq takav da je
a “ qb “ bq.

(iii) Ako su a, b P R#© onda je a ă#© b ako i samo ako postoje p P rEpRq i q P EpRq takvi
da je qa “ a i a “ pb “ bq.

(iv) Ako su a, b P R#© onda je a ă#© b ako i samo ako postoje r P rEpRq i q P EpRq takvi
da je aq “ a i a “ br “ qb.

Dokaz. Da bi izbegli ponavljanje dokaza¢emo samo tvr�enje (iii). Pretpostavimo da je
a, b P R#© i a ă#© b. Stavimo da je p “ aa#© i q “ a#©a. Tada je p “ p2 “ p˚, q “ q2 i
qa “ a#©a2 “ a. Tako�e je

pb “ aa#©b “ aa#©a “ a i bq “ ba#©a “ aa#©a “ a.

Obrnuto, pretpostavimo da postoje samo-adjungovani idempotent p i idempotent q takvi
da je a “ qa “ pb “ bq. Odavde dobijamo da je pa “ ppb “ pb “ a pa je

a˚b “ ppaq˚b “ a˚pb “ a˚a

ba “ bpqaq “ aa “ a2.

Po Teoremi 4.2.8 zaklju£ujemo da je a ă#© b.

Pod notacijom kao u Teoremi 4.2.11, primetimo da kada su a, b P R:XR#, zbog (4.29),
sledi da je idempotent p koji se javlja u tvr�enju (i) jednak idempotentu p koji se javlja
u tvr�enju (iii), tj.

p “ aa: “ aa#©.

Sli£no,
q “ aa# “ a#a “ a#©a “ aa#©

i
r “ a:a “ a#©a.

U Poglavlju 1.1 smo naglasili vaºnost reprezentacija analognih onima u Teoremama
1.1.6 i 1.1.8, kada je A u relaciji sa B. Slede¢e £etiri teoreme su glavni rezultat ovog
poglavlja.

Teorema 4.2.12. Neka su a, b P R:. Ako je a ă˚ b onda postoje ortogonalne dekompozi-
cije jedinice prstena R

1 “ e1 ` e2 ` e3 i 1 “ g1 ` g2 ` g3
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u odnosu na koje a i b imaju slede¢e matri£ne reprezentacije:

a “

»

–

a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆg

, b “

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0

fi

fl

eˆg

, (4.30)

pri £emu je element a P e1Rg1, pe1, g1q-invertibilan, a element b ´ a P e2Rg2, pe2, g2q-
invertibilan.
Obrnuto, ako su reprezentacije elemenata a i b kao u (4.30) gde su 1 “ e1 ` e2 ` e3 i
1 “ g1`g2`g3 dve dekompozicije jedinice prstena R takve da je e1 “ aa: i g1 “ a:a onda
je a ă˚ b.

Teorema 4.2.13. Neka su a, b P R#. Ako je a ă# b onda postoji dekompozicija jedinice
prstena R

1 “ f1 ` f2 ` f3

u odnosu na koju a i b imaju slede¢e matri£ne reprezentacije:

a “

»

–

a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

fˆf

, b “

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0

fi

fl

fˆf

, (4.31)

pri £emu je element a P f1Rf1, pf1, f1q-invertibilan, a element b ´ a P f2Rf2, pf2, f2q-
invertibilan.
Obrnuto, ako su reprezentacije elemenata a i b kao u (4.31) gde je 1 “ f1 ` f2 ` f3
dekompozicija jedinice prstena R takva da je f1 “ aa# “ a#a onda je a ă# b.

U Teoremama 4.1.3 i 4.2.3 smo naglasili vaºnost dekompozicija (4.1) i (4.24).
U slede¢oj teoremi ¢emo pokazati da, £ak u slu£aju prstena, postoje bolje matri£ne

reprezentacije elemenata a i b kada je a ă#© b. Prednost reprezentacija (4.32) datih u
Teoremi 4.2.14 u pore�enju sa reprezentacijama (4.1) i (4.24) leºi u £injenici da one imaju
vi²e nula, dok sva nenula polja imaju osobinu pp, qq-invertibilnosti.

Teorema 4.2.14. Neka su a, b P R#©. Ako je a ă#© b onda postoji ortogonalna dekom-
pozicija jedinice prstena R

1 “ e1 ` e2 ` e3

i postoji dekompozicija jedinice prstena R

1 “ f1 ` f2 ` f3

u odnosu na koje a i b imaju slede¢e matri£ne reprezentacije:

a “

»

–

a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

, b “

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

, (4.32)

pri £emu je element a P e1Rf1, pe1, f1q-invertibilan, a element b ´ a P e2Rf2, pe2, f2q-
invertibilan.
Obrnuto, ako su reprezentacije elemenata a i b kao u (4.32) gde su 1 “ e1 ` e2 ` e3 i
1 “ f1 ` f2 ` f3 dve dekompozicije jedinice prstena R takve da je e1 “ aa#© i f1 “ a#©a
onda je a ă#© b.
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Teorema 4.2.15. Neka su a, b P R#©. Ako je a ă#© b onda postoji ortogonalna dekom-
pozicija jedinice prstena R

1 “ g1 ` g2 ` g3

i postoji dekompozicija jedinice prstena R

1 “ f1 ` f2 ` f3

u odnosu na koje a i b imaju slede¢e matri£ne reprezentacije.

a “

»

–

a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

fˆg

, b “

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0

fi

fl

fˆg

, (4.33)

pri £emu je element a P f1Rg1, pf1, g1q-invertibilan, a element b ´ a P f2Rg2, pf2, g2q-
invertibilan.
Obrnuto, ako su reprezentacije elemenata a i b kao u (4.33) gde su 1 “ f1 ` f2 ` f3 i
1 “ g1 ` g2 ` g3 dve dekompozicije jedinice prstena R takve da je f1 “ aa#© i g1 “ a#©a
onda je a ă#© b.

Dokaza¢emo samo Teoremu 4.2.14. Teoreme 4.2.12, 4.2.13 i 4.2.15 se mogu dokazati
duº linija tog dokaza.

Dokaz Teoreme 4.2.14. Ideja dokaza je ista kao u dokazu Teoreme 3.1.8 na strani 28, gde
smo analognu osobinu dokazali za minus parcijalno ure�enje. Pretpostavimo da je a ă#© b.
Stavimo da je

e1 “ ab#©, e2 “ pb´ aqb
#©, e3 “ 1´ bb#©

f1 “ b#©a, f2 “ b#©pb´ aq, f3 “ 1´ b#©b.
(4.34)

Iz Teoreme 4.2.8 sledi da je e1 “ aa#© i f1 “ a#©a. Kako a ă#© b implicira a ă´ b,
jednakosti u (4.26) pokazuju da je

a “ ab#©b “ bb#©a “ ab#©a. (4.35)

Dakle,

ab#©ab#© “ ab#©,

bb#©bb#© “ bb#©,

ab#©bb#© “ ab#©,

bb#©ab#© “ ab#©,

pab#©q˚ “ paa#©q˚ “ aa#© “ ab#©,

pbb#©q˚ “ bb#©.
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Odavde sledi da je eiej “ 0, za i ‰ j i da je e2i “ ei “ e˚i , pa je 1 “ e1`e2`e3 ortogonalna
dekompozicija jedinice prstena R. Sli£no,

b#©ab#©a “ b#©a,

b#©bb#©b “ b#©b,

b#©ab#©b “ b#©a,

b#©bb#©a “ b#©a.

Odavde sledi da je 1 “ f1 ` f2 ` f3 dekompozicija jedinice prstena R. Da bi dokazali
reprezentacije u (4.32) potrebno je i dovoljno (zbog jedinstvenosti predstavljanja) da
dokaºemo da je a “ e1af1 i da je b´ a “ e2pb´ aqf2. Koriste¢i (4.35), dobijamo

e1af1 “ ab#©ab#©a “ ab#©a “ a

pb´ aqb#©pb´ aq “ bb#©b´ bb#©a´ ab#©b` ab#©a

“ b´ a´ a` a “ b´ a,

odakle je
e2pb´ aqf2 “ pb´ aqb

#©
pb´ aqb#©pb´ aq “ b´ a.

Ostaje jo² da dokaºemo da je a P e1Rf1, pe1, f1q-invertibilan, a b ´ a P e2Rf2, pe2, f2q-
invertibilan. Kako je e1 “ aa#© i f1 “ a#©a, to se lako pokazuje da je a#© P f1Re1,
pe1, f1q-inverz elementa a. Kako je

b#©pb´ aqb#© “ b#© ´ b#©ab#© “ b#© ´ a#©aa#© “ b#© ´ a#©,

i e2 “ pb´ aqb#©, f2 “ b#©pb´ aq sledi da je b#© ´ a#© “ f2b
#© “ b#©e2, tj.

b#© ´ a#© “ f2pb
#©
´ a#©qe2 P f2Re2.

Lako se dobija da je pb´aqpb#©´a#©q “ e2´ba
#©`aa#© “ e2 i sli£no pb#©´a#©qpb´aq “ f2,

odakle sledi da je b#© ´ a#©, pe2, f2q-inverz elementa b´ a.
Obrnuto, pretpostavimo da a i b imaju reprezentacije kao u (4.32) gde je e1 “ aa#© i

f1 “ a#©a. Zaklju£ujemo da je

f1a
#©e1 “ a#©aa#©aa#© “ a#©,

pa je

a#© “

»

–

a#© 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

fˆe

. (4.36)

Sada se lako vidi da je

aa#© “ ba#© “

»

–

aa#© 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆe

i a#©a “ a#©b “

»

–

a#©a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

fˆf

.

Po de�niciji, a ă#© b.
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Pretpostavimo da je a, b P R#© i a ă#© b. Pod notacijom kao u prethodnom dokazu,
moºemo dati matri£nu reprezentaciju za b#©:

b#© “

»

–

a#© 0 0
0 b#© ´ a#© 0
0 0 0

fi

fl

fˆe

. (4.37)

Podsetimo se da, po Teoremi 4.2.5, iz a ă˚ b sledi aa: “ ab: i a:a “ b:a. Da bi dokazali
reprezentacije (4.30) u Teoremi 4.2.12 treba staviti

e1 “ ab: “ aa:, e2 “ pb´ aqb
:
“ bb: ´ aa:, e3 “ 1´ bb:

g1 “ b:a “ a:a, g2 “ b:pb´ aq “ b:b´ a:a, g3 “ 1´ b:b.
(4.38)

Da bi dokazali reprezentacije (4.31) u Teoremi 4.2.13 treba staviti

f1 “ ab# “ aa#, f2 “ pb´ aqb
#
“ bb# ´ aa#, f3 “ 1´ bb#. (4.39)

Kona£no, da bi dokazali reprezentacije (4.33) u Teoremi 4.2.15 treba staviti

f1 “ ab#© “ aa#©, f2 “ pb´ aqb#© “ bb#© ´ aa#©, f3 “ 1´ bb#©

g1 “ b#©a “ a#©a, g2 “ b#©pb´ aq “ b#©b´ a#©a, g3 “ 1´ b#©b.
(4.40)

Napomena 4.2.16. Pretpostavimo da su a, b P R: X R# i da je a ă#© b. Primetimo da
za idempotente ei i fi, koji se javljaju u dokazu Teoreme 4.2.14, vaºe slede¢e jednakosti:

e1 “ ab#© “ aa#© “ aa:, po Teoremi 4.2.8 i (4.29)

e2 “ bb#© ´ ab#© “ bb: ´ aa:

e3 “ 1´ bb#© “ 1´ bb:

f1 “ b#©a “ a#©a “ a#a “ aa#, po Teoremi 4.2.8 i (4.29)

f2 “ b#©b´ b#©a “ b#b´ a#a “ bb# ´ aa#

f3 “ 1´ b#©b “ 1´ b#b “ 1´ bb#.

Sli£an zaklju£ak moºemo izvesti i za dualno jezgarno parcijalno ure�enje. Odavde sledi
da su idempotenti ei koji se javljaju u Teoremi 4.2.12 i idempotenti ei koji se javljaju u
Teoremi 4.2.14 isti; idempotenti fi koji se javljaju u Teoremama 4.2.13, 4.2.14 i 4.2.15 su
isti; idempotenti gi koji se javljaju u Teoremama 4.2.12 i 4.2.15 su isti. Kada ne moºe
do¢i do zabune, kaºemo da su dekompozicije jedinice 1 “ e1 ` e2 ` e3, 1 “ f1 ` f2 ` f3 i
1 “ g1 ` g2 ` g3 standardne dekompozicije.

Slede¢e ekvivalencije slede iz Teorema 4.2.12, 4.2.13, 3.1.8:

a ă˚ bô b´ a ă˚ b,

a ă# bô b´ a ă# b,

a ă´ bô b´ a ă´ b.
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Ali iz a ă#© b ne sledi b´ a ă#© b £ak ni u matri£nom slu£aju, videti [9]. Koriste¢i rezul-
tate iz prethodnog dela moºemo generalizovati veliki broj rezultata matri£nih parcijalnih
ure�enja. U slede¢e dve sekcije ¢emo generalizovati samo najbitnije osobine.

Karakterizacija parcijalnih ure�enja pomo¢u skupovne inkluzije

Ve¢ je u Uvodu re£eno da je poznato da se neka matri£na parcijalna ure�enja mogu
okarakterisati posredstvom inkluzije odgovaraju¢ih podskupova skupa uop²tenih inverza.
Poznate su slede¢e ekvivalencije (A,B PMn):

A ă´ B ô Bt1u Ď At1u, videti [73] (4.41)

A ă# B ô Bt1, 5u Ď At1, 5u, videti [74] (4.42)
A ă˚ B ô Bt1, 3, 4u Ď At1, 3, 4u, videti [73]. (4.43)

U Teoremi 3.1.14 na strani 31 smo dokazali da u slu£aju regularnog prstena R vaºi
a ă´ bô bt1u Ď at1u. Poznato je da u proizvoljnom prstenu, iz a ă´ b sledi bt1u Ď at1u.
U nastavku ¢emo dokazati da su ekvivalencije (4.42) i (4.43) ta£ne i u slu£aju proizvoljnog
˚-prstena. Prirodno je postaviti pitanje da li analogne karakterizacije vaºe i za jezgarno
i dualno jezgarno parcijalno ure�enje. Potvrdan odgovor za proizvoljan ˚-prsten je dat
Teoremom 4.2.18. U narednim dokazima ¢emo £esto koristiti Napomene 3.1.12 i 4.1.22.
Potrebna nam je slede¢a lema.

Lema 4.2.17. (i) Neka je b P R:. Tada je

bt1, 3u “

#

„

b: 0
x3 x4



rˆp

: x3 P p1´ rqRp, x4 P p1´ rqRp1´ pq

+

,

bt1, 4u “

#

„

b: x2
0 x4



rˆp

: x2 P rRp1´ pq, x4 P p1´ rqRp1´ pq

+

,

bt1, 3, 4u “

#

„

b: 0
0 x4



rˆp

: x4 P p1´ rqRp1´ pq

+

,

gde je r “ b:b i p “ bb:.

(ii) Neka je b P R#. Tada je

bt1, 6u “ bt6u “

#

„

b# x2
0 x4



qˆq

: x2 P qRp1´ qq, x4 P p1´ qqRp1´ qq

+

,

bt1, 8u “ bt8u “

#

„

b# 0
x3 x4



qˆq

: x3 P p1´ qqRq, x4 P p1´ qqRp1´ qq

+

,

bt1, 5u “ bt1, 6, 8u “

#

„

b# 0
0 x4



qˆq

: x4 P p1´ qqRp1´ qq

+

,

gde je q “ bb# “ b#b.
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(iii) Neka je b P R#©. Tada je

bt1, 3u “

#

„

b#© 0
x3 x4



qˆp

: x3 P p1´ qqRp, x4 P p1´ qqRp1´ pq

+

,

bt1, 6u “ bt6u “

#

„

b#© x2
0 x4



qˆp

: x2 P qRp1´ pq, x4 P p1´ qqRp1´ pq

+

,

bt1, 3, 6u “ bt3, 6u “

#

„

b#© 0
0 x4



qˆp

: x4 P p1´ qqRp1´ pq

+

,

gde je q “ b#©b “ b#b i p “ bb#©. Pored toga, ako je b P R: onda je p “ bb:.

(iv) Neka je b P R#©. Tada je

bt1, 4u “

#

„

b#© x2
0 x4



rˆq

: x2 P rRp1´ qq, x4 P p1´ rqRp1´ qq

+

,

bt1, 8u “ bt8u “

#

„

b#© 0
x3 x4



rˆq

: x3 P p1´ rqRq, x4 P p1´ rqRp1´ qq

+

,

bt1, 4, 8u “ bt4, 8u “

#

„

b#© 0
0 x4



rˆq

: x4 P p1´ rqRp1´ qq

+

,

gde je r “ b#©b i q “ bb#© “ bb#. Pored toga, ako je b P R: onda je r “ b:b.

Dokaz. (iii): Prvo, ako b P R#© tada je, po (4.25), b P R#. Tako�e, po (4.29), vaºi q “ b#b.
Dakle, ako je xb2 “ b onda je

bxb “ bxb2b# “ bbb# “ b.

Sledi, bt1, 6u “ bt6u i bt1, 3, 6u “ bt3, 6u. Iz prvog skupa jedna£ina u 4.12 sledi da je

b “

„

b 0
0 0



pˆq

“

„

b 0
0 0



qˆq

.

Pretpostavimo da je x P bt1, 3u i da je x “
„

x1 x2
x3 x4



qˆp

. Iz bxb “ b sledi

„

b 0
0 0



pˆq

“ b “ bxb “

„

bx1b 0
0 0



pˆq

.

Kako je pp, qq-inverz od b jednak b#© i kako x1 P qRp, to iz b “ bx1b sledi da je x1 “ b#©,
videti Napomene 3.1.12 i 4.1.22. Iz x P bt1, 3u imamo pbxq˚ “ bx. Kako je p samo-
adjungovan, odavde sledi da je

„

bb#© bx2
0 0



pˆp

“ bx “ pbxq˚ “

„

pbb#©q˚ 0
pbx2q

˚ 0



pˆp

.
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Kako je b, pp, qq-invertibilan i x2 P qR, iz bx2 “ 0 sledi da je x2 “ 0. Obrnuto, ako je

x “

„

b#© 0
x3 x4



qˆp

onda je bxb “ b i pbxq˚ “ bx. Time smo dokazali prvu jednakost u (iii).

Predpostavimo sada da x P bt6u i da je x “
„

x1 x2
x3 x4



qˆp

. Imamo

„

b 0
0 0



qˆq

“ b “ xb2 “

„

x1 x2
x3 x4



qˆp

„

b 0
0 0



pˆq

„

b 0
0 0



qˆq

“

„

x1b
2 0

x3b
2 0



qˆq

.

Sledi x1b2 “ b i x3b2 “ 0. Sli£no kao malopre, kako je b# pq, qq-inverz od b i kako
x1b, x3b P Rq dobijamo da je x1b “ q odnosno x3b “ 0. Sada, zbog toga ²to je b#©

pp, qq inverz od b i x1, x3 P Rp sledi da je x1 “ b#© odnoso x3 “ 0. Obrnuto, ako je

x “

„

b#© x2
0 x4



qˆp

onda je lako pokazati da je xb2 “ b. Time smo dokazali drugu jednakost

u (iii). Ako pored toga vaºi i pbxq˚ “ bx, tj. ako zahtevamo da x P bt3, 6u onda je
„

bb#© bx2
0 0



pˆp

“ bx “ pbxq˚ “

„

bb#© 0
pbx2q

˚ 0



pˆp

.

Sledi, bx2 “ 0, pa je x2 “ 0. Obrnuto, ako je x “
„

b#© 0
0 x4



qˆp

onda se lako pokazuje da

je pbxq˚ “ bx i xb2 “ b.
(i), (ii), (iv): Ova tvr�enja se mogu dokazati na sli£an na£in. Samo ¢emo dokazati

da kada b P R# onda vaºi da je bt1, 5u “ bt1, 6, 8u. Ako je bxb “ b i bx “ xb onda je
xb2 “ bxb “ b i b2x “ bxb “ b. Ako je b “ bxb “ xb2 “ b2x onda je bx “ b#b2x “ b#b i
xb “ xb2b# “ bb#, pa je bx “ xb.

Nagla²avamo da je u slede¢oj teoremi tvr�enje (iv) i ekvivalentnost uslova (a) i (c) u
tvr�enju (iii) nov rezultat £ak i u slu£aju kompleksnih matrica.

Teorema 4.2.18. (i) Neka su a, b P R:. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(a) a ă˚ b,

(b) bt1, 3u Ď at1, 3u i bt1, 4u Ď at1, 4u,

(c) bt1, 3, 4u Ď at1, 3, 4u.

(ii) Neka su a, b P R#. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(a) a ă# b,

(b) bt6u Ď at6u i bt8u Ď at8u,

(c) bt1, 5u Ď at1, 5u.

(iii) Neka su a, b P R#©. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(a) a ă#© b,

(b) bt1, 3u Ď at1, 3u i bt6u Ď at6u, (videti [71] za slu£aj kompleksnih matrica)
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(c) bt3, 6u Ď at3, 6u.

(iv) Neka su a, b P R#©. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(a) a ă#© b,

(b) bt1, 4u Ď at1, 4u i bt8u Ď at8u,

(c) bt4, 8u Ď at4, 8u.

Dokaz. (iii): (a) ñ (b) Pretpostavimo da a, b P R#© i da je a ă#© b. Iz Teoreme 4.2.14
sledi da je

a “

»

–

a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

, b “

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

,

gde je e1 “ ab#© “ aa#©, f1 “ b#©a “ a#©a. Iz Leme 4.2.17 i reprezentacije za a#© datoj u
(4.36), sledi da x P at1, 3u ako i samo ako je

x “

»

–

a#© 0 0
x21 x22 x23
x31 x32 x33

fi

fl

eˆf

,

gde su xij proizvoljni elementi odgovaraju¢ih podskupova od R. Primetimo da je e1`e2 “
bb#© i f1`f2 “ b#©b. Iz Leme 4.2.17 i reprezentacije za b#© date u (4.37), sledi da x P bt1, 3u
ako i samo ako je

x “

»

–

a#© 0 0
0 b#© ´ a#© 0
x31 x32 x33

fi

fl

eˆf

.

Zaklju£ujemo da je bt1, 3u Ď at1, 3u. Sli£no dobijamo da je bt6u Ď at6u.
(b) ñ (c) je trivijalno.

(c) ñ (a) Pretpostavimo da je bt3, 6u Ď at3, 6u i neka je a “
„

a1 a2
a3 a4



pˆq

, gde je

p “ bb#© “ p˚ i q “ b#©b. Iz

b#© “

„

b#© 0
0 0



pˆq

P bt3, 6u Ď at3, 6u “ at1, 3, 6u

sledi da je
ab#©a “ a, ab#© “ pab#©q˚, b#©a2 “ a.

Kada uslov ab#© “ pab#©q˚ prepi²emo u matri£noj formi, dobi¢emo
„

a1b
#© 0

a3b
#© 0



pˆp

“

„

pa1b
#©q˚ pa3b

#©q˚

0 0



pˆp

.

Dakle, a1b#© “ pa1b
#©q˚ “ pb#©q˚a˚1 i a3b#© “ 0. Mnoºe¢i poslednju jedna£inu sa b sa

desne strane dobijamo a3q “ 0. Kako a3 P p1 ´ pqRq zaklju£ujemo da je a3 “ 0. Kada
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jedna£inu a1b#© “ pb#©q˚a˚1 pomnoºimo sa b˚ sa leve strane i sa b sa desne strane, dobijamo
b˚a1q “ b˚pb#©q˚a˚1b. Sledi,

b˚a1 “ pa1b
#©bq˚b “ pa1qq

˚b “ a˚1b. (4.44)

Kako je qp “ p (v. (4.9)) to je p1 ´ qqp1 ´ pq “ 1 ´ q. Neka je x “
„

b#© 0
0 1´ q



qˆp

. Po

Lemi 4.2.17, x P bt3, 6u, pa x P at3, 6u. Kako je ax “
„

a1b
#© a2

0 a4



pˆp

, uslov ax “ paxq˚

daje a2 “ 0. Sada, iz ab#©a “ a sledi
„

a1b
#©a1 0
0 0



pˆq

“

„

a1 0
0 a4



pˆq

.

Dakle a4 “ 0 i a “
„

a1 0
0 0



pˆq

“

„

a 0
0 0



pˆq

. Dakle, uslov (4.44) se svodi na

b˚a “ a˚b. (4.45)

Mnoºe¢i jedna£inu b#©a2 “ a sa b sa leve strane dobijamo pa2 “ ba, tj.

a2 “ ba. (4.46)

Imaju¢i u vidu uslov (4.46) i Teoremu 4.2.8, ako dokaºemo da je a˚b “ a˚a, onda ¢e vaºiti
i uslov a ă#© b. Imamo da je

a˚b “ paa#©aq˚b “ paapa#©q2aq˚pb˚q˚ psledi iz a#© “ apa#©q2q

“ pb˚aapa#©q2aq˚ “ pa˚bapa#©q2aq˚ psledi iz (4.45)q

“ pa˚a2pa#©q2aq˚ psledi iz (4.46)q

“ pa˚aa#©aq˚ “ pa˚aq˚ “ a˚a.

(i), (ii), (iv): Dokazi tvr�enja (i), (ii) i (iv) su po ideji i na£inu sli£ni dokazu tvr�enja
(iii). �ta vi²e, dokazi za (i) i (ii) su lak²i.

Sada moºemo dokazati da su posmatrana ure�enja zaista relacije poretka.

Teorema 4.2.19. Relacije ă˚, ă#, ă#© i ă#© su relacije parcijalnog ure�enja na skupu
R: odnosno na R# odnosno na R#© odnosno na R#©.

Dokaz. Re�eksivnost i tranzitivnost ovih relacija slede iz Teoreme 4.2.18. Setimo se da je
minus parcijalno ure�enje relacija poretka. Kako iz a ă b sledi a ă´ b, gde je ă jedna od
relacija ă˚, ă#, ă#© ili ă#©, sledi da je relacija ă antisimetri£na.

Kada iz a ă´ b sledi a ă˚ b, a ă# b, a ă#© b i a ă#© b?

Naglasili smo da svaki od uslova a ă˚ b, a ă# b, a ă#© b, a ă#© b implicira a ă´ b. Pod
kojim uslovima vaºi obrnuta implikacija? Teoreme 4.2.22 i 4.2.26 su poznate u slu£aju
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kompleksnih matrica i mi ¢emo ih dokazati u slu£aju proizvoljnog ˚-prstena. Ranije smo
ustanovili da su jezgarno i dualno jezgarno parcijalno ure�enje �izme�u� zvezda i o²trog
parcijalnog ure�enja. Da bi na²li analogne uslove pod kojima minus ure�enje implicira
jezgarno i dualno jezgarno ure�enje, moramo �podeliti� uslove (ii), (iii) i (iv) iz Teoreme
4.2.22 i uslove (ii), (iii), (iv) i (v) iz Teoreme 4.2.26, na dva uslova. Zbog toga su nam
potrebne Leme 4.2.20, 4.2.21, 4.2.23, 4.2.24 i 4.2.25.

Lema 4.2.20. Neka su a, b P R: i neka je a ă´ b. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a˚a “ a˚b

(ii) a˚b je samo-adjungovan;

(iii) a:a “ a:b;

(iv) a:b je samo-adjungovan;

(v) ab: je samo-adjungovan.

Dokaz. (i) ô (ii): Jasno je da iz (i) sledi (ii). Obrnuto, pretpostavimo da je a˚b samo-
adjungovan. Kako je a ă´ b, postoji ap1q P at1u tako da je aap1q “ bap1q. Sledi,

a˚a “ a˚aap1qa “ a˚bap1qa “ b˚aap1qa “ b˚a,

pa je a˚a “ a˚b.
(i) ô (iii) sledi iz Teoreme 4.2.5.
(iii) ô (iv): O£igledno je da iz (iii) sledi (iv). Obrnuto, pretpostavimo da je a:b “

pa:bq˚. Iz (3.6) (Teorema 3.1.8) sledi da je bf1 “ a “ af1. Odavde je

a:a “ a:bf1 “ pf
˚
1 a
:bq˚ “ pf˚1 pa

:aq˚a:bq˚

“ ppa:af1q
˚a:bq˚ “ ppa:aq˚a:bq˚ “ pa:bq˚ “ a:b.

(i) ñ (v): Pogledajmo dokaz Teoreme 3.1.8. Moºemo pretpostaviti da je h “ b:.
Mnoºe¢i jednakost a˚a “ a˚b sa b: sa desne strane dobijamo a˚e1 “ a˚bb:. Delovanjem
involucije na ovu jednakost dobijamo e˚1a “ bb:a “ pe1` e2qa “ a. Mnoºe¢i obe strane sa
b: sa desna dobijamo e˚1e1 “ e1, pa je e1 “ ab: samo-adjungovan.

(v) ñ (i): Pretpostavimo da je ab: samo-adjungovan. Kao i malopre, u dokazu Teo-
reme 3.1.8 moºemo uzeti da je h “ b:. Sledi da je e1 “ ab: samo-adjungovan. Kako je jo²
e1b “ ab:b “ a dobijamo

a˚b “ pe1aq
˚b “ a˚e1b “ a˚a.

Slede¢a lema se moºe dokazati sli£no kao prethodna.

Lema 4.2.21. Neka su a, b P R: i neka je a ă´ b. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) aa˚ “ ba˚

(ii) ba˚ je samo-adjungovan;
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(iii) aa: “ ba:;

(iv) ba: je samo-adjungovan;

(v) b:a je samo-adjungovan.

Teorema 4.2.22. (Videti [74] i Teoremu 5.2.10 u [77] za slu£aj kompleksnih matrica.)
Neka su a, b P R: i neka je a ă´ b. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă˚ b;

(ii) a˚b i ba˚ su samo-adjungovani;

(iii) a:b i ba: su samo-adjungovani;

(iv) ab: i b:a su samo-adjungovani;

(v) ba:b “ a;

(vi) b:ab: “ a:.

Dokaz. (i) ô (ii) ô (iii) ô (iv) sledi iz Leme 4.2.20, Leme 4.2.21 i Teoreme 4.2.5.
(i) ô (v): Ako je a ă˚ b onda je, po de�niciji, ba:b “ aa:a “ a. Obrnuto, pret-

postavimo da je a ă´ b i ba:b “ a. Postoji ap1q P at1u tako da je aap1q “ bap1q i
ap1qa “ ap1qb. Mnoºe¢i sa desne strane jednakost a “ ba:b sa ap1qaa: dobijamo

aa: “ ba:bap1qaa: “ ba:aap1qaa: “ ba:.

Sli£no zaklju£ujemo da je a:a “ a:b.
(i) ñ (vi): Ako je a ă˚ b onda Teorema 4.2.5 daje b:ab: “ a:aa: “ a:.
(vi) ñ (iv): Pretpostavimo da je a: “ b:ab:. Kako je a ă´ b imamo ab:a “ a, videti

(4.26). Mnoºe¢i sa desne strane jednakost a: “ b:ab: sa a dobijamo

a:a “ b:ab:a “ b:a,

pa je b:a samo-adjungovan. Sli£no, ab: je samo-adjungovan.

Lema 4.2.23. Neka su a, b P R#. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) ab “ ba;

(ii) a2b “ aba i ba2 “ aba.

Dokaz. O£igledno je da iz (i) sledi (ii). Pretpostavimo da je a2b “ aba i ba2 “ aba. Ako je

q “ aa# onda je a “
„

a 0
0 0



qˆq

. Neka je b “
„

b1 b2
b3 b4



qˆq

. Iz a2b “ aba sledi a2b1 “ ab1a i

a2b2 “ 0. Mnoºe¢i a2b1 “ ab1a sa a# sa leve strane dobijamo ab1 “ a#ab1a “ qb1a “ b1a.
Mnoºe¢i a2b2 “ 0 sa pa#q2 sa leve strane dobijamo b2 “ 0. Sli£no, iz ba2 “ aba sledi
b3 “ 0. Sada je lako videti da vaºi ab “ ba.

Lema 4.2.24. Neka su a, b P R# i neka je a ă´ b. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:
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(i) ba “ a2;

(ii) ba2 “ aba;

(iii) bpa#q2 “ a#ba#;

(iv) b#a2 “ ab#a;

(v) b#pa#q2 “ a#b#a#.

Dokaz. Kako je a ă´ b, postoji ap1q P at1u tako da je ap1qa “ ap1qa i aap1q “ bap1q. Po
Lemi 3.1.5 je

ap1q “

„

a# x2
x3 x4



qˆq

,

za neke x2, x3, x4, gde je q “ aa#. Naravno,

a “

„

a 0
0 0



qˆq

i a# “

„

a# 0
0 0



qˆq

.

Dalje, kako a ă´ b implicira bt1u Ď at1u, imamo da je

ab#a “ a. (4.47)

(i) ô (ii): Ako je ba “ a2 onda je ba2 “ a3 “ aba. Obrnuto, pretpostavimo da je

ba2 “ aba i b “
„

b1 b2
b3 b4



qˆq

. Tada je b1a2 “ ab1a i b3a2 “ 0. Iz poslednje jednakosti,

sobzirom na pq, qq-invertibilnost od a, sledi da je b3 “ 0. Tako�e je
„

q 0
x3a 0



qˆq

“ ap1qa “ ap1qb “

„

a#b1 a#b2 ` x2b4
x3b1 x3b2 ` x4b4



qˆq

,

pa je q “ a#b1. Mnoºe¢i ovu jednakost sa a sa leve strane dobijamo a “ aa#b1 “ qb1 “ b1.
Sada je lako pokazati da je ba “ a2.

(i) ô (iii): Ako je a2 “ ba onda je bpa#q2 “ bapa#q3 “ a2pa#q3 “ a# i a#ba# “

a#bapa#q2 “ a#a2pa#q2 “ a#, pa je bpa#q2 “ a#ba#. Obrnuto, pretpostavimo da je

bpa#q2 “ a#ba#. Neka je b “
„

b1 b2
b3 b4



qˆq

. Uslov bpa#q2 “ a#ba# se sada svodi na

b1pa
#q2 “ a#b1a

# i b3pa#q2 “ 0. Zbog toga je b3 “ b3q “ b3a
#a “ b3pa

#q2a2 “ 0. Sada
dokaz moºemo nastaviti duº linija dokaza (ii) ñ (i).

(i) ô (iv): Ako je a2 “ ba tada je

b#a2 “ b#a2aa# “ b#baaa# “ b#bbaa# “ baa# “ a2a# “ a.

Zbog (4.47) dobijamo (iv). Obrnuto, pretpostavimo da je b#a2 “ ab#a “ a. Izvodimo

ba “ bb#a2 “ bb#aap1qaa “ bb#bap1qaa “ bap1qaa “ aap1qaa “ a2.
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(iv) ô (v): Kako je a ă´ b imamo

a#b#a# “ pa#q2ab#apa#q2 “ pa#q2apa#q2 “ pa#q3.

Pretpostavimo da je b#a2 “ ab#a “ a. Dobijamo

b#pa#q2 “ b#a2pa#q4 “ apa#q4 “ pa#q3.

Obrnuto, pretpostavimo da je b#pa#q2 “ a#b#a# “ pa#q3. Mnoºe¢i ovu jednakost sa a4

sa desne strane dobijamo b#a2 “ a.

Na isti na£in moºemo dokazati i slede¢u lemu.

Lema 4.2.25. Neka su a, b P R# i neka je a ă´ b. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) ab “ a2;

(ii) a2b “ aba;

(iii) pa#q2b “ a#ba#;

(iv) a2b# “ ab#a;

(v) pa#q2b# “ a#b#a#.

Teorema 4.2.26. (Videti [74] i Teoremu 4.2.12 u [77] za slu£aj kompleksnih matrica.)
Neka su a, b P R# i neka je a ă´ b. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă# b;

(ii) ab “ ba;

(iii) a#b “ ba#;

(iv) ab# “ b#a;

(v) a#b# “ b#a#;

(vi) b#ab# “ a#;

(vii) ba#b “ a.

Dokaz. Ekvivalentnost uslova (i)�(v) sledi iz Leme 4.2.23, Leme 4.2.24, Leme 4.2.25 i
Teoreme 4.2.6.

(i) ñ (vi): Pretpostavimo da je a ă# b, tj. da je a2 “ ab “ ba. Sledi a3 “ aa2 “
apabq “ a2b “ abb “ ab2. Sli£no je a3 “ b2a. Odavde dobijamo

b#ab# “ b#a3pa#q5a3b# “ b#b2apa#q5ab2b#

“ bapa#q5ab “ a2pa#q5a2 “ a#.

86



Zvezda, o²tro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno ure�enje

(vi) ñ (iv): Pretpostavimo da je a# “ b#ab#. Podsetimo se da vaºi ab#a “ a i zbog
toga je

a#a “ b#ab#a “ b#a

i
aa# “ ab#ab# “ ab#.

Dakle, ab# “ b#a.
(i) ñ (vii): Pretpostavimo da je a2 “ ab “ ba. Tada je

ba#b “ bapa#q3ab “ a2pa#q3a2 “ a.

(vii) ñ (iii): Pretpostavimo da je ba#b “ a. Kako je a ă´ b, postoji ap1q P at1u tako
da je aap1q “ bap1q i ap1qa “ ap1qb. Imamo

aa# “ aap1qaa# “ ba#bap1qaa# “ ba#aap1qaa# “ ba#

a#a “ a#aap1qa “ a#aap1qba#b “ a#aap1qaa#b “ a#b,

pa je ba# “ a#b.

Kombinuju¢i Lemu 4.2.20, Lemu 4.2.24 i Teoremu 4.2.8 moºemo izvesti veliki broj
ekvivalentnih uslova za a ă#© b kada je a ă´ b. Slede¢a teorema predstavlja nov rezultat
£ak i u matri£nom slu£aju.

Teorema 4.2.27. Neka su a, b P R#© i neka je a ă´ b. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă#© b.

(ii) Vaºi jedan od uslova (i), (ii) Leme 4.2.20 i jedan od uslva (i)�(v) Leme 4.2.24.

Ako uz to vaºi i a, b P R: onda su slede¢i uslovi ekvivalentni:

(i) a ă#© b.

(ii) Vaºi jedan od uslova (iii)�(v) Leme 4.2.20 i jedan od uslova (i)�(v) Leme 4.2.24.

Dokaz. Dokaz sledi iz Leme 4.2.20, Leme 4.2.24 i Teoreme 4.2.8.

Ekvivalentnost uslova (i) i (ii) u slede¢oj teoremi je uop²tenje Teoreme 2.7 [66]. U
istom radu je dokazano da ako su A i B jezgarno invertibilne matrice pri £emu je je
B: “ B# onda je

A ă#© B ô B#©AB#© “ A#© i A ă˚B,

gde je ă ˚ desno zvezda parcijalno ure�enje. Podsetimo se da desno zvezda parcijalno
ure�enje implicira minus parcijalno ure�enje. U slede¢oj teoremi ¢emo dokazati da je
uslov B: “ B# nepotreban i da se uslov A ă˚B moºe zameniti slabijim uslovom A ă´ B.

Teorema 4.2.28. Neka su a, b P R#© i neka je a ă´ b. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă#© b;

(ii) ba#©b “ a;
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(iii) b#©ab#© “ a#©.

Dokaz. (i)ô (ii): Kako je a ă´ b, postoji ap1q P at1u tako da je aap1q “ bap1q i ap1qa “ ap1qb.
Ako je a ă#© b onda, po de�niciji, sledi ba#©b “ aa#©a “ a. Obrnuto, pretpostavimo da je
a “ ba#©b. Mnoºe¢i ovu jednakost sa a#©aap1q sa leve strane dobijamo

a#©aap1qa “ a#©aap1qba#©b “ a#©aap1qaa#©b “ a#©aa#©b “ a#©b.

Dakle, a#©a “ a#©b. Sli£no, mnoºe¢i a “ ba#©b sa ap1qaa#© sa desne strane dobijamo
aa#© “ ba#©.

(i) ô (iii): Kako je a ă´ b sledi bt1u Ď at1u, pa je ab#©a “ a. Ako je a ă#© b onda,
po Teoremi 4.2.8, vaºi aa#© “ ab#© i a#©a “ b#©a. Sledi, b#©ab#© “ a#©aa#© “ a#©. Obrnuto,
pretpostavimo da je a#© “ b#©ab#©. Odavde je

a#©a “ b#©ab#©a “ b#©a i

aa#© “ ab#©ab#© “ ab#©.
(4.48)

Izaberimo h “ b#© u dokazu Teoreme 3.1.8. Dokaz sada sledi iz (4.48), Teoreme 4.2.14 i
Teoreme 3.1.8.

Teorema 4.2.29. Neka su a, b P R#© i neka je a ă´ b. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă#© b.

(ii) Vaºi jedan od uslova (i), (ii) Leme 4.2.21 i jedan od uslova (i)�(v) Leme 4.2.25.

Ako uz to vaºi i a, b P R: onda su slede¢i uslovi ekvivalentni:

(i) a ă#© b.

(ii) Vaºi jedan od uslova (iii)�(v) Leme 4.2.21 i jedan od uslova (i)�(v) Leme 4.2.25.

Dokaz. Dokaz sledi iz Leme 4.2.21, Leme 4.2.25 i Teoreme 4.2.9.

Teorema 4.2.30. Neka su a, b P R#© i neka je a ă´ b. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă#© b;

(ii) ba#©b “ a;

(iii) b#©ab#© “ a#©.

Dokaz. Teorema se moºe dokazati na isti na£in kao i Teorema 4.2.28.
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4.3 Zvezda, o²tro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno

ure�enje na Hilbertovim operatorima

Prisetimo se kako smo osobine minus parcijalnog ure�enja, sa prstena (Poglavlje 3.1)
preneli na skup Banahovih operatora (Poglavlje 3.2). Na isti na£in moºemo preneti
osobine zvezda, o²trog, jezgarnog i dualnog jezgarnog parcijalnog ure�enja, sa prstena
(Poglavlje 4.2) na skup Hilbertovih operatora. Rezultati ovog poglavlja se delom nalaze
u radu [93].

Jezgarni inverz - de�nicija i osnovne osobine

Neka je H Hilbertov prostor. S obzirom da se grupni, jezgarni i dualni jezgarni in-
verz de�ni²u samo za kvadratne matrice, u ovom poglavlju ¢emo pretpostaviti da su svi
operatori, ograni£eni Hilbertovi operatori iz H u H.

Neka je R ˚-prsten. Podsetimo se de�nicije jezgarnog inverza na skupu matrica (De�ni-
cija 4.1.1), kao i njegove de�nicije na prstenu (De�nicija 4.1.7).

De�nicija jezgarnog inverza operatora A P BpHq treba biti takva da se poklapa sa
De�nicijom 4.1.1 u slu£aju dimH ă 8, i da se poklapa sa De�nicijom 4.1.7 u slu£aju
R “ BpHq. Kao ²to ¢emo pokazati u Napomeni 4.3.8, kada je dimH “ 8, tada De�nicija
4.1.1 ne dovodi do ºeljenih osobina (na primer odatle ne sledi da je indA ď 1), pa nju
ne¢emo uzeti za de�niciju jezgarnog inverza operatora. Sa druge strane, za operatorski
slu£aj ne ºelimo uzeti ni De�niciju 4.1.7 (iako to moºemo u£initi) jer se iz nje direktno
ne vidi u kakvoj vezi su slika i jezgro operatora i njegovog jezgarnog inverza. Kako ¢emo
ubrzo videti slede¢a de�nicija zadovoljava sve zahteve.

De�nicija 4.3.1. Neka je H proizvoljan Hilbertov prostor, i A P BpHq. Operator A#© P
BpHq se naziva jezgarni inverz od A ako zadovoljava

AA#©A “ A, ImA#© “ ImA i KerA#© “ KerA˚.

Lema 4.3.2. (i) Neka je dimH ă 8. De�nicije 4.1.1 i 4.3.1 su ekvivalentne.

(ii) Neka je R “ BpHq, gde je H proizvoljan Hilbertov prostor. De�nicije 4.1.7 i 4.3.1
su ekvivalentne.

Dokaz. (i): Pretpostavimo da je dimH ă 8 i A P BpHq. Neka je A#© P BpHq jezgarni
inverz od A u smislu De�nicije 4.1.1. Na strani 50. smo dokazali da je tada AA#©A “ A,
ImA#© “ ImA i KerA#© “ KerA˚ pa je A#© jezgarni inverz od A u smislu De�nicije 4.3.1.
Obrnuto, pretpostavimo da je A#© jezgarni inverz od A u smislu De�nicije 4.3.1 i dokaºimo
da je A#© istovremeno i jezgarni inverz od A u smislu De�nicije 4.1.1. Iz ImA#© “ ImA
sledi rankpA#©q “ rankpAq. Uz to je i A#© P At1u, pa je A#© P At1, 2u ( [13], strana
46.) O£igledno je pAA#©q2 “ AA#© i Im pAA#©q “ ImA. Ostaje jo² da pokaºemo da je
Ker pAA#©q “ pImAqK “ KerA˚. Ali iz A#©AA#© “ A#© sledi Ker pAA#©q “ KerA#© “

KerA˚.
(ii): Neka je R “ BpHq. Iz obe de�nicije sledi da je A regularan. Ako jo² dokaºemo

da je A#© (u smislu obe de�nicije) regularan, onda ¢e na osnovu Leme 3.2.5 slediti dokaz
tvr�enja. U Teoremi 4.1.18 smo za A#©, kada se posmatra po De�niciji 4.1.7, dokazali
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da je A#©AA#© “ A#©. Dokaºimo da iz AA#©A “ A, ImA#© “ ImA i KerA#© “ KerA˚

sledi A#©AA#© “ A#©. Po Lemi 3.2.4, iz KerA˚ Ď KerA#© sledi A#© “ A#©pA#©q˚A˚, jer
je pA#©q˚ jedan g-inverz od A˚. Odavde je AA#© “ AA#©pAA#©q˚ pa je pAA#©q˚ “ AA#©.
Sledi

A˚pI ´ AA#©q “ A˚ ´ A˚pAA#©q˚ “ A˚ ´ pAA#©Aq˚ “ 0.

Kako je KerA˚ Ď KerA#© sledi A#©pI ´ AA#©q “ 0, tj. A#©AA#© “ A#©.

Naravno, dualni jezgarni inverz ¢emo de�nisati na slede¢i na£in.

De�nicija 4.3.3. Neka je H proizvoljan Hilbertov prostor, i A P BpHq. Operator A#© P
BpHq se naziva dualni jezgarni inverz od A ako zadovoljava

AA#©A “ A, ImA#© “ ImA˚ i KerA#© “ KerA.

Za dualni jezgarni inverz se moºe dokazati tvr�enje analogno Lemi 4.3.2.
MP i grupni inverz za operatore se de�ni²u jedna£inama na isti na£in kao i za elemente

prstena. Zbog toga i zbog Leme 4.3.2 i njenog analogona sledi da svi rezultati iz Poglavlja
4.1 i Poglavlja 4.2 koji se ti£u MP, grupnog, jezgarnog i dualnog jezgarnog inverza odnosno
zvezda, o²trog, jezgarnog i dualnog jezgarnog parcijalnog ure�enja vaºe i u operatorskom
slu£aju. U nastavku ¢emo prilagoditi ove rezultate novoj terminologiji. Rezultate koji
se u istom obliku iskazuju i u slu£aju prstena i u operatorskom slu£aju ne¢emo ponovo
pisati da se ne bismo ponavljali. Zbog speci�£nosti, u operatorskom slu£aju ¢emo imati
neke dodatne osobine. Slede¢a teorema je dobro poznata.

Teorema 4.3.4. (Videti [26].) Operator A P BpHq poseduje Mur-Penrouzov inverz ako i
samo ako je ImA zatvoren potprostor u H.

Iz Teoreme 4.1.18 sledi da se jezgarni inverz operatora moºe okarakterisati skupom
jedna£ina.

Teorema 4.3.5. Operator A#© P BpHq je jezgarni inverz operatora A P BpHq ako i samo
ako vaºe jedna£ine

p1q AA#©A “ A p2q A#©AA#© “ A#© p3q pAA#©q˚ “ AA#©

p6q A#©A2
“ A p7q ApA#©q2 “ A#©.

Kada je H kona£nodimenzionalan, tj. kada je A kompleksna matrica, tada se jezgarni
inverz moºe okarakterisati manjim brojem jedna£ina nego ²to je to slu£aj u Teoremi 4.3.5.

Teorema 4.3.6. Neka je A PMn. Tada je At2, 3, 6u ‰ H ako i samo ako je ind pAq ď 1.
U tom slu£aju je At2, 3, 6u “ tA#©u, tj. jezgarni inverz od A je jedinstvena matrica
X PMn koja zadovoljava jedna£ine:

p2qXAX “ X

p3q pAXq˚ “ AX

p6qXA2
“ A.

90



Zvezda, o²tro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno ure�enje

Dokaz. Ako je ind pAq ď 1 onda postoji A#© i ona zadovoljava date jedna£ine. Pret-
postavimo sada da postoji matrica X koja zadovoljava jedna£ine (2), (3) i p6q. Iz p6q sledi
KerA2 Ď KerA i zbog toga je KerA2 “ KerA. Dakle, ind pAq ď 1 pa postoji grupni
inverz A#. Sada je XA “ XAA#A “ XA2A# “ AA#, pa je

AXA “ A2A#
“ A

i
AX2

“ AXpXAXq “ AXAA#X “ AA#X “ XAX “ X.

Po Teoremi 4.3.5 sledi da je X “ A#©.

Kao i kod matri£nog slu£aja, samo odre�eni operatori imaju jezgarni inverz.

Teorema 4.3.7. Operator A P BpHq je jezgarno invertibilan ako i samo ako je indA ď 1.

Dokaz. Ako je A jezgarno invertibilan onda iz jedna£ine (6) sledi KerA2 “ KerA. Iz
jedna£ina (1) i (7) sledi A “ A2X2A pa je i ImA2 “ ImA. Sledi, indA ď 1. Sa druge
strane, ako je indA ď 1 onda je ImA zatvoren i postoje A# i A:. Lako se proverava da
operator X “ A#AA: zadovoljava jedna£ine (1), (2), (3), (6) i (7), pa je X “ A#©.

Slede¢a napomena pokazuje da De�nicije 4.1.1 i 4.3.1 nisu ekvivalentne u beskona£n-
odimenzionalnom slu£aju.

Napomena 4.3.8. Neka su A,X P BpHq, gde je H proizvoljan Hilbertov prostor. Pos-
matrajmo slede¢e uslove

(i) AX “ PA i ImX Ď ImA;

(ii) AXA “ A, ImX “ ImA i KerX “ KerA˚.

Tada iz uslova (ii) sledi uslov (i) ali ne i obrnuto.
Pretpostavimo da vaºi uslov (ii), tj. da je X “ A#©. Iz jedna£ina (1) i (3) iz Teoreme

4.3.5 sledi da je AX samo-adjungovani idempotent sa slikom ImA. Dakle, vaºi uslov (i).
Slede¢i kontraprimer pokazuje da, u op²tem slu£aju, uslov (i) ne implicira uslov (ii).

Neka je H “ `2pNq gde je `2pNq skup svih kompleksnih nizova x “ pxiq sa osobinom
ř8

i“1 |xi|
2 ă 8. Podsetimo se da je `2pNq Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

px, yq “
8
ÿ

i“1

xiyi.

Neka su A i X operatori levog odnosno desnog pomeraja na H:

Apx1, x2, x3, . . . q “ px2, x3, x4, . . . q, Xpx1, x2, x3, . . . q “ p0, x1, x2, . . . q.

Nije te²ko proveriti slede¢e poznate osobine ovih operatora, videti [43]:

1. A i X su ograni£eni linearni operatori.

2. A je desno invertibilan ali nije levo invertibilan i njegov desni inverz je X.
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3. X je levo invertibilan ali nije desno invertibilan i njegov levi inverz je A.

4. A˚ “ X i X˚ “ A.

Dobijamo da je ImA “ H, AX “ I “ PImA, ImX Ď ImA, pa je uslov (i) zadovoljen.
Me�utim, evidentno je da je ImX ‰ H “ ImA pa uslov (ii) nije zadovoljen. Primetimo da
smo za kontraprimer mogli uzeti bilo koji beskona£nodimenzionalni Hilbertov prostor H i
proizvoljne ograni£ene operatore A i X na H takve da je A desno ali ne i levo invertibilan
i da je AX “ I. Ova napomena u potpunosti opravdava De�niciju 4.3.1.

Neka je A P BpHq i indA ď 1. Tada postoje sva £etiri uop²tena inverza operatora
A. U Poglavlju 4.1, na strani 57, smo formulama (4.8) de�nisali slede¢e idempotente
pridruºene operatoru A:

Q “ AA#
“ A#A “ A#©A “ AA#©

P “ AA: “ AA#©

R “ A:A “ A#©A.

(4.49)

Svaki od ovih idempotenata odre�uje odgovaraju¢u dekompoziciju prostora H u obliku
sume. Nije te²ko pokazati da su to slede¢e dekompozicije.

Q : H “ ImA‘KerA

P : H “ ImAkKerA˚

R : H “ ImA˚ kKerA.

(4.50)

U (4.12) smo dali matri£ne reprezentacije elementa a i njegovih uop²tenih inverza, u
odnosu na dekompozicije indukovane idempotentima q, p i r. Zahvaljuju¢i Teoremi 2.4.1
(strana 22), reprezentacije (4.12) se svode na (dajemo samo one reprezentacije koje su
nam bitne):

A “

„

A1 0
0 0



:

„

ImA
KerA



Ñ

„

ImA
KerA



, A “

„

A1 0
0 0



:

„

ImA
KerA



Ñ

„

ImA
KerA˚



,

A “

„

A2 0
0 0



:

„

ImA˚

KerA



Ñ

„

ImA
KerA



, A “

„

A2 0
0 0



:

„

ImA˚

KerA



Ñ

„

ImA
KerA˚



,

A#
“

„

A´11 0
0 0



:

„

ImA
KerA



Ñ

„

ImA
KerA



, A#
“

„

A´11 0
0 0



:

„

ImA
KerA



Ñ

„

ImA
KerA˚



,

A: “

„

A´12 0
0 0



:

„

ImA
KerA˚



Ñ

„

ImA˚

KerA



, A: “

„

A´12 0
0 0



:

„

ImA
KerA˚



Ñ

„

ImA˚

KerA˚



,

A#© “

„

A´11 0
0 0



:

„

ImA
KerA˚



Ñ

„

ImA
KerA



, A#© “

„

A´11 0
0 0



:

„

ImA
KerA˚



Ñ

„

ImA
KerA˚



,

A#© “

„

A´12 0
0 0



:

„

ImA
KerA



Ñ

„

ImA˚

KerA



, A#© “

„

A´12 0
0 0



:

„

ImA
KerA



Ñ

„

ImA˚

KerA˚



,

(4.51)
gde su A1 P BpImAq i A2 P BpImA˚, ImAq invertibilni. Primetimo da je u matri£nom
slu£aju, uslov KerA2 “ KerA dovoljan za ind pAq ď 1, ali u beskona£nodimenzionalnom
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slu£aju nije. Ako pretpostavimo da A P BpHq ima indeks manji ili jednak jedan onda je
jezgarni inverz jedinstveno odre�en jedna£inama (2), (3) i p6q. Nagla²avamo da se ni jedna
od jedna£ina iz Teoreme 4.3.5 ne moºe izostaviti. Na primer, imamo slede¢u napomenu.

Napomena 4.3.9. Neka je H “ `2pNq i neka su A i X operatori desnog odnosno levog
pomeraja na H, videti Napomenu 4.3.8:

Apx1, x2, x3, . . . q “ p0, x1, x2, . . . q, Xpx1, x2, x3, . . . q “ px2, x3, x4, . . . q.

Tada je XA “ I pa vaºe jedna£ine (1), (2) i p6q. Tako�e, imaju¢i u vidu Napomenu 4.3.8,
imamo da je pAXq˚ “ X˚A˚ “ AX pa vaºi i jedna£ina p3q. Ali,

AX2
px1, x2, x3, . . . q “ p0, x3, x4, . . . q,

pa je AX2 ‰ X i jedna£ina p7q nije zadovoljena. Primetimo da je X “ A:.

Podsetimo se da skup svih ograni£enih operatora na H sa indeksom manjim ili jed-
nakim jedan ozna£avamo sa I1,H :

I1,H “ tA P BpHq : indA ď 1u “ tA P BpHq : ImA‘KerA “ Xu.

U slede¢oj teoremi ¢emo posmatrati neke specijalne slu£ajeve jezgarnog inverza. Pod-
setimo se da je A parcijalna izometrija ako je A˚ “ A: ili, ekvivalentno, ako je AA˚A “ A.

Teorema 4.3.10. Neka je A P I1,H . Tada:

(i) A#© “ 0 ô A “ 0;

(ii) A#© “ PImA ô A2 “ A;

(iii) A#© “ A ô A3 “ A i A je EP;

(iv) A#© “ A˚ ô A je parcijalna izometrija i EP.

Dokaz. (i) Dokaz sledi iz A#© P At1, 2u.

(ii) Ako je A#© “ PImA onda je A “ AA#©A “ APImAA “ A2. Sa druge strane, ako je
A2 “ A onda je A#© “ A#AA: “ A#A2A: “ AA: “ PImA.

(iii) Iz A#© “ A sledi A “ AA#©A “ A3. Kako je A#© EP (Teorema 4.1.23), iz A#© “ A
sledi da je A EP. Obrnuto, A#© “ A#AA: “ A#A3A: “ A2A: “ A2A# “ A.

(iv) Ako je A#© “ A˚ onda je A˚ “ A:AA˚ “ A:AA#© “ A:AA#AA: “ A:, pa je A
parcijalna izometrija. Iz ImA “ ImA#© “ ImA˚ sledi da je A EP. Obrnuto, kako je
A EP, imamo A: “ A#, a kako je A parcijalna izometrija, imamo A˚ “ A:. Sledi,
A#© “ A#AA: “ A:AA˚ “ A˚.

Slede¢a teorema je tako�e data u [9] ali za slu£aj kompleksnih matrica. Dokaza¢emo
je na jednostavniji na£in i to u slu£aju Hilbertovog prostora.

93



Zvezda, o²tro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno ure�enje

Teorema 4.3.11. Neka su A,B P BpHq samo-adjungovani idempotenti takvi da je Im pABq
zatvoren. Tada je Im pABAq zatvoren, ind pABq ď 1 i

pABq#© “ pABAq:. (4.52)

Dokaz. Ako je Im pABq zatvoren onda postoji pABq: i vaºi

AB “ ABpABq˚ppABq:q˚ “ ABApBAq:

AB “ ppABq:q˚pABq˚AB “ pBAq:BAB

Sli£no je
BA “ BABpABq: “ pABq:ABA.

Odavde sledi da je Im pABq Ď Im pABAq pa je Im pABAq “ Im pABq zatvoren. Iz gornjih
jednakosti se vidi da je

AB “ ABABpABq:pBAq: “ pBAq:pABq:ABAB.

Sledi Im pABq “ Im pABABq “ Im ppABq2q i Ker pABq “ Ker pABABq “ Ker ppABq2q,
pa je ind pABq ď 1.

Pokazali smo postojanje inverza u (4.52), pa moºemo pre¢i na dokaz formule. Dokaza-
¢emo ekvivalentno tvr�enje: ppABq#©q: “ ABA. Po Teoremi 4.1.23 (iii), imamo da je
ppABq#©q: “ ABPIm pABq “ pABq

2pABq:. Koriste¢i poznatu formulu T : “ T ˚pTT ˚q: koja
vaºi za svaki operator T sa zatvorenom slikom i koriste¢i pretpostavku da su A i B samo-
adjungovani idempotenti, dobijamo

pABq: “ pABq˚pABpABq˚q: “ B˚A˚pABB˚A˚q: “ BApABAq:.

Kada ovaj izraz stavimo u gornju formulu, dobijamo

ppABq#©q: “ pABq2BApABAq: “ ABABApABAq: “

“ ABAABApABAq: “ pABAq˚ABApABAq: “ pABAq˚ “ ABA.

Spektralne osobine

U ovoj sekciji ¢emo posmatriati takozvane spektralne osobine grupnog i jezgarnog
inverza operatora A P BpHq, indA ď 1. Spektralne osobine matri£nog grupnog inverza
se mogu na¢i u [13].

Ako 0 P σppAq, i ako je x pridruºeni sopstveni vektor, onda x P KerA, pa je KerA ‰
t0u. Kako je H “ ImA ‘ KerA “ ImA k KerA˚ sledi da je KerA#© “ KerA˚ ‰ t0u.
Dakle, 0 P σppA

#©q. Sledi zaklju£ak da je

0 P σppAq ô 0 P σppA
#
q ô 0 P σppA

#©
q,

pri £emu ako je x zajedni£ki sopstveni vektor za A, A# i A#© koji odgovara sopstvenoj
vrednosti 0 onda x P pKerAXKerA˚qzt0u.
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Osim toga, KerA# “ KerA, pa je

0 P σppAq ô 0 P σppA
#
q

pri £emu su odgovaraju¢i sopstveni vektori za A odnosno za A# jednaki i to su oni i samo
oni elementi skupa KerAzt0u.

Pretpostavimo sada da 0 ‰ λ P σppAq sa odgovaraju¢im sopstvenim vektorom x “
x1 ` x2 P ImA‘KerA. Koriste¢i prvu reprezentaciju za A u (4.51) dobijamo

0 “ pA´ λIqx “

„

A1 ´ λIImA 0
0 ´λIKerA

 „

x1
x2



.

Ovo je ekvivalentno uslovu A1x1 “ λx1 i ´λx2 “ 0. Kako je λ ‰ 0, to je x2 “ 0 i
λ P σppA1q. Dakle, za λ ‰ 0, λ P σppAq sa sopstvenim vektorom x ako i samo ako
x P ImA i λ P σppA1q sa sopstvenim vektorom x.

Neka je sada µ ‰ 0 i µ P σppA#q sa odgovaraju¢im sopstvenim vektorom y “ y1` y2 P
ImA‘KerA. Tada, koriste¢i prvu reprezentaciju za A# u (4.51), dobijamo

0 “ pA#
´ µIqy “

„

A´11 ´ µIImA 0
0 ´µIKerA

 „

y1
y2



.

Odatle je A´11 y1 “ µy1 i ´µy2 “ 0, tj. A1y1 “ µ´1y1 i y2 “ 0. Dakle, za µ ‰ 0, µ P σppA#q

sa sopstvenim vektorom y ako i samo ako y P ImA i µ´1 P σppA1q.
Kona£no, neka je ν ‰ 0 i neka ν P σppA#©q sa odgovaraju¢im sopstvenim vektorom

z “ z1 ` z2 P ImAkKerA˚. Koriste¢i drugu reprezentaciju za A#© u (4.51) dobijamo

0 “ pA#© ´ νIqz “

„

A´11 ´ νIImA 0
0 ´νIKerA˚

 „

z1
z2



.

Sledi A´11 z1 “ νz1 i ´νz2 “ 0, tj. A1z1ν
´1z1 i z2 “ 0. Dakle, za ν ‰ 0, ν P σppA#©q

sa sopstvenim vektorom z ako i samo ako z P ImA i ν´1 P σppA1q sa odgovaraju¢im
sopstvenim vektorom z “ z1 P ImA.

Iz gornjeg razmatranja sledi da za λ ‰ 0, vaºi

λ P σppAq ô λ´1 P σppA
#
q ô λ´1 P σppA

#©
q ô λ P σppA1q,

pri £emu su odgovaraju¢i sopstveni vektori za A, A#, A#© i A1 jednaki i pripadaju skupu
ImA.

Parcijalna ure�enja na Hilbertovim operatorima odre�enja uop²tenim
inverzima

U Teoremama 4.2.12�4.2.15 u Poglavlju 4.2 smo izveli matri£ne reprezentacije eleme-
nata a i b ˚-prstena R, kada je a ă b, gde je ă jedno od £etiri parcijalna ure�enja ă˚,
ă#, ă#© ili ă#©. Sada ¢emo videti na ²ta se svode ove reprezentacije u slu£aju kada su A
i B operatori iz BpHq. U operatorskom slu£aju, ove relacije se de�ni²u na isti na£in kao
i u slu£aju prstena, videti De�niciju 4.2.4.
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Neka su A,B P BpHq MP-invertibilni (tj. neka su ImA i ImB zatvoreni u H) i pret-
postavimo da je A ă˚ B. Setimo se da ovaj uslov odre�uje dve ortogonalne dekompozicije
jedinice prstena BpHq (formule (4.38) na strani 77):

I “ E1 ` E2 ` E3 i I “ G1 `G2 `G3,

gde je

E1 “ AB: “ AA:, E2 “ pB ´ AqB
:
“ BB: ´ AA:, E3 “ I ´BB:

G1 “ B:A “ A:A, G2 “ B:pB ´ Aq “ B:B ´ A:A, G3 “ I ´B:B.

Setimo se da za proizvoljan regularan operator C i proizvoljan njegov g-inverz Cp1q vaºi
Im pCCp1qq “ ImC i Ker pCp1qCq “ KerC. Primetimo da kada je A ă˚ B onda je
B: P pB ´ Aqt1u. Zbog toga dobijamo da je

ImE1 “ ImA, ImE2 “ Im pB ´ Aq, ImE3 “ Ker pBB:q “ KerB: “ KerB˚

ImG1 “ ImA: “ ImA˚, ImG2 “ ImG˚2 “ Im pB˚ ´ A˚q, ImG3 “ Ker pB:Bq “ KerB.

Zbog toga se Teorema 4.2.12, uz Teoremu 4.2.5 (i) ô (iv) i rezultate Poglavlja 2.4, u
trenutnoj postavci svodi na slede¢u teoremu.

Teorema 4.3.12. Za A,B P BpHq slede¢i uslovi su ekvivalenti:

(i) A ă˚ B.

(ii) A˚ ă˚ B˚.

(iii) H “ ImAk Im pB ´ Aq kKerB˚,

H “ ImA˚ k Im pB˚ ´ A˚q kKerB i

A “

»

–

A1 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl :

»

–

ImA˚

Im pB˚ ´ A˚q
KerB

fi

flÑ

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

KerB˚

fi

fl ,

B “

»

–

A1 0 0
0 B1 0
0 0 0

fi

fl :

»

–

ImA˚

Im pB˚ ´ A˚q
KerB

fi

flÑ

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

KerB˚

fi

fl ,

gde su A1 P BpImA˚, ImAq i B1 P BpIm pB˚´A˚q, Im pB´Aqq invertibilni operatori.

Iz prethodnog sledi da ako je A ă˚ B onda je

ImB “ ImAk Im pB ´ Aq;

ImB˚ “ ImA˚ k Im pB˚ ´ A˚q;

KerA “ Im pB˚ ´ A˚q kKerB.

96



Zvezda, o²tro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno ure�enje

Neka su A,B P I1,H i pretpostavimo da je A ă# B. Setimo se da ovaj uslov odre�uje
dekompoziciju jedinice prstena BpHq (formule 4.39 na strani 77):

I “ F1 ` F2 ` F3,

gde je

F1 “ AB#
“ AA#, F2 “ pB ´ AqB

#
“ BB#

´ AA#, F3 “ I ´BB#.

Imamo da je

ImF1 “ ImA, ImF2 “ Im pB ´ Aq, ImF3 “ KerB.

Teorema 4.2.13 se sada svodi na slede¢u teoremu.

Teorema 4.3.13. Za A,B P I1,H . slede¢i uslovi su ekvivalenti:

(i) A ă# B.

(ii) A# ă# B#.

(iii) H “ ImA‘ Im pB ´ Aq ‘KerB, i

A “

»

–

A1 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl :

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

KerB

fi

flÑ

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

KerB

fi

fl ,

B “

»

–

A1 0 0
0 B1 0
0 0 0

fi

fl :

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

KerB

fi

flÑ

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

KerB

fi

fl ,

gde su A1 P BpImAq i B1 P BpIm pB ´ Aqq invertibilni operatori.

Iz prethodnog sledi da ako je A ă# B onda je

ImB “ ImA‘ Im pB ´ Aq;

ImB˚ “ ImA˚ ‘ Im pB˚ ´ A˚q;

KerA “ Im pB ´ Aq ‘KerB.

Da bi izbegli nepotrebno ponavljanje, odmah navodimo na ²ta se svode Teoreme 4.2.14
i 4.2.15. Primetimo samo da u slu£aju jezgarnog inverza uslov A ă#© B implicira (dokaz
Teoreme 4.2.14 na strani 75)

ImF2 “ Im pB#©pB ´ Aqq “ Im pBB#
´ AA#

q,

za razliku od uslova A ă# B iz kog sledi F2 “ B#pB ´ Aq “ pB ´ AqB#, pa je ImF2 “

Im pB ´ Aq. Iz uslova A ă#© B sledi (videti (4.40)) ImF2 “ pB ´ AqB#© “ Im pB ´ Aq.

Teorema 4.3.14. Za A,B P I1,H slede¢i uslovi su ekvivalenti:

(i) A ă#© B.
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(ii) H “ ImAk Im pB ´ Aq kKerB˚,

H “ ImA‘ Im pBB# ´ AA#q ‘KerB i

A “

»

–

A1 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl :

»

–

ImA
Im pBB# ´ AA#q

KerB

fi

flÑ

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

KerB˚

fi

fl ,

B “

»

–

A1 0 0
0 B1 0
0 0 0

fi

fl :

»

–

ImA
Im pBB# ´ AA#q

KerB

fi

flÑ

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

KerB˚

fi

fl ,

gde su A1 P BpImAq i B1 P BpIm pBB# ´AA#q, Im pB ´Aqq invertibilni operatori.

Iz prethodnog sledi da ako je A ă#© B onda je

ImB “ ImAk Im pB ´ Aq;

ImB “ ImA‘ Im pBB#
´ AA#

q; (4.53)

KerA “ Im pBB#
´ AA#

q ‘KerB.

Dekompozicija (4.53) sledi iz slede¢eg razloga. Prvo ImA Ď ImB pa je Im pBB# ´

AA#q Ď ImB. Kako je H “ ImB ‘ KerB “ ImA ‘ Im pBB# ´ AA#q ‘ KerB iz
prethodnog sledi ImB “ ImA‘ Im pBB# ´ AA#q.

Teorema 4.3.15. Za A,B P I1,H slede¢i uslovi su ekvivalenti:

(i) A ă#© B.

(ii) H “ ImA˚ k Im pB˚ ´ A˚q kKerB,

H “ ImA‘ Im pB ´ Aq ‘KerB i

A “

»

–

A1 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl :

»

–

ImA˚

Im pB˚ ´ A˚q
KerB

fi

flÑ

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

KerB

fi

fl ,

B “

»

–

A1 0 0
0 B1 0
0 0 0

fi

fl :

»

–

ImA˚

Im pB˚ ´ A˚q
KerB

fi

flÑ

»

–

ImA
Im pB ´ Aq

KerB

fi

fl ,

gde su A1 P BpImA˚, ImAq i B1 P BpIm pB˚´A˚q, Im pB´Aqq invertibilni operatori.

Iz prethodnog sledi da ako je A ă#© B onda je

ImB “ ImA‘ Im pB ´ Aq;

ImB˚ “ ImA˚ k Im pB˚ ´ A˚q;

KerA “ Im pB˚ ´ A˚q kKerB.

U slu£aju prstena smo, za a P R okarakterisali razne podskupove skupa at1u (Lema
4.2.17) i pokazali da je uslov a ă b, ăP tă˚,ă#,ă#©,ă#©u ekvivalentan odgovaraju¢im
skupovnim inkluzijama (Teorema 4.2.18). Sada ¢emo videti na ²ta se svode karakterizacije
skupova At1, 3u, At6u i At3, 6u i kako se pomo¢u njih opisuje jezgarno parcijalno ure�enje.
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Lema 4.3.16. Neka je A P I1,H . Tada A ima slede¢u reprezentaciju

A “

„

A1 0
0 0



:

„

ImA
KerA



Ñ

„

ImA
KerA˚



,

gde je A1 P BpImAq invertibilan. Tako�e imamo slede¢e karakterizacije:

(i) At1, 3u “
"„

A´11 0
X3 X4



:

„

ImA
KerA˚



Ñ

„

ImA
KerA



: X3, X4 proizvoljni
*

;

(ii) At1, 6u “ At6u “

"„

A´11 X2

0 X4



:

„

ImA
KerA˚



Ñ

„

ImA
KerA



: X2, X4 proizvoljni
*

;

(iii) At1, 3, 6u “ At3, 6u “

"„

A´11 0
0 X4



:

„

ImA
KerA˚



Ñ

„

ImA
KerA



: X4 proizvoljan
*

.

Teorema 4.3.17. Neka su A,B P I1,H . Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) A ă#© B;

(ii) Bt1, 3u Ď At1, 3u i Bt6u Ď At6u;

(iii) Bt3, 6u Ď At3, 6u.

Izvo�enje formula za ostale podskupove se moºe uraditi analogno.
Poglavlje zavr²avamo slede¢om napomenom. Za dodatne osobine videti Poglavlje 6

u [93].

Napomena 4.3.18. (i) Neka je pptq “
řn
k“0 akt

k proizvoljan polinom. Tada je

ppA#©q “

n
ÿ

k“0

akpA
#©
q
k
“

n
ÿ

k“1

akpA
7
q
k´1A#© ` a0I “

“ a0I ` qpA
7
qA#©,

gde je qptq “ pptq´a0
t

. Drugi na£in je

ppA#©q “ a0pI ´ AA
:
q ` ppA7qAA:.

Za dualni jezgarni inverz imamo ppA#©q “ a0I ` A#©qpA
7q i

ppA#©q “ a0pI ´ A
:Aq ` A:AppA7q.

(ii) Podsetimo se da se Bot-Da�nov inverz operatora A P BpHq u odnosu na zatvoreni
potprostor L, de�ni²e sa

A
p´1q
L “ PLpAPL ` PLKq

´1,

gde je PL samo-adjungovani (ortogonalni) idempotent na L. Bot-Da�nov i jezgarni
inverz su povezani na slede¢i na£in:

A
p´1q
ImA “ PImArAPImA ` PKerA˚s

´1
“ A#©,
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pod pretpostavkom da je indpAq ď 1. Ovo sledi iz druge reprezentacije za A i prve
reprezentacije za A#© u (4.51) i iz slede¢ih formi

PImA “

„

I 0
0 0



:

„

ImA
KerA˚



Ñ

„

ImA
KerA



i PKerA˚ “

„

0 0
0 I



:

„

ImA
KerA˚



Ñ

„

ImA
KerA˚



.

Analogno se moºe dokazati da je A#© “ A
p´1q
Im pA˚q.

4.4 Jedinstvena teorija parcijalnih ure�enja na

prstenima odre�enih uop²tenim inverzima

Do sada smo mogli da uo£imo jasnu analogiju u de�nicijama razli£itih parcijalnih ure�enja
baziranih na uop²tenim inverzima. Jedinstvenu teoriju ovih ure�enja na skupu komplek-
snih matrica je dao Mitra u radu [76]. U poslednje vreme, velika paºnja je posve¢ena
uop²tenim inverzima i njima odre�enim parcijalnim ure�enjima na prstenima. Osim toga,
uvedene su nove klase uop²tenih inverza na prstenima, kao ²to su Drejzinov pb, cq inverz
i Merijev inverz duº elementa. Zbog toga postoji potreba za jedinstvenom teorijom par-
cijalnih ure�enja na prstenu baziranih na uop²tenim inverzema. Rezultati ovog poglavlja
su publikovani u radu [97].

U nastavku ¢emo uvesti posebnu vrstu Dedekind-kona£nog prstena, zahtevaju¢i do-
datan uslov na skupu njegovih idempotenata. Ovaj prsten, kojeg moºemo nazvati kona£no
dimenzionalan prsten (FD prsten) predstavlja uop²tenje prstena linearnih operatora na
kona£no dimenzionalnom vektorskom prostoru. Zatim ¢emo pokazati da osnovni rezultati
jedinstvene teorije matri£nih parcijalnih ure�enja vaºe i na FD prstenu. Tako�e ¢emo
dokazati i nekoliko novih rezultata.

G-relacija
Jedinstvena teorija matri£nih parcijalnih ure�enja baziranih na uop²tenim inverzima

se moºe na¢u u Mitrinom radu [76] i Glavi 7 njegove monogra�je [77]. De�nicije, pojmovi
i notacija kori²¢eni u [77] se tako�e mogu koristiti i u slu£aju prstena, pa ¢emo mi slediti
tu notaciju.

Ukoliko druga£ije nije nagla²eno, R je proizvoljni prsten sa jedinicom 1 (sa ili bez
involucije u zavisnosti od konteksta).

De�nicija 4.4.1. Ozna£imo sa PpRq klasu svih podskupova od R. g-preslikavanje je
preslikavanje

G : R ÝÑ PpRq
takvo da je Gpaq odre�en podskup od at1u, za svako a P R. Skup

ΩG “ ta P R : Gpaq ‰ Hu

se zove nosa£ g-preslikavanja G. Sa Grpaq ozna£avamo skup Gpaq X at1, 2u.

De�nicija 4.4.2. Neka je G : R ÝÑ PpRq g-preslikavanje. Za a, b P R, kaºemo da je

a ăG b ako a, b P ΩG i ga “ gb, ag “ bg za neko g P Gpaq.

Relacju ure�enja ăG zovemo G-relacija.
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Element a P R je G-maksimalan ako za svako b P R, iz a ăG b sledi a “ b.
Primetimo da koncept G-relacije pokriva minus, zvezda, o²tro, jezgarno i dualno jez-

garno parcijalno ure�enje kao specijalne slu£ajeve:

• Ako je Gpaq “ at1u, tada se relacija ăG poklapa sa relacijom minus parcijalnog
ure�enja.

• Ako je Gpaq “ ta:u, tada se ăG poklapa sa zvezda parcijalnim ure�enjem.

• Ako je Gpaq “ ta#u, tada se ăG poklapa sa o²trim ure�enjem.

• Ako je Gpaq “ ta#©u, tada se ăG poklapa sa jezgarnim ure�enjem.

• Ako je Gpaq “ ta#©u, tada se ăG poklapa sa dualnim jezgarnim ure�enjem.

Odmah moºemo videti da je G-relacija re�eksivna na nosa£u ΩG. Tako�e, za a, b P R, vaºi

a ăG b ùñ a ă´ b,

pa je ăG uvek antisimetri£na. Na² glavni zadatak je ispitati pod kojim uslovima je G-
relacija tranzitivna, samim tim relacija poretka. Potrebne su nam slede¢e de�nicije.

De�nicija 4.4.3. Neka je G : R ÝÑ PpRq g-preslikavanje i neka je a P R. Klasa

G̃paq “ tg : ga “ ap1qa, ag “ aap1q za neko ap1q P Gpaqu

se zove kompletizacija skupa Gpaq. Kaºemo da je Gpaq kompletan ako je Gpaq “ G̃paq.
Ako je Gpaq kompletan za svako a P R onda kaºemo da je preslikavanje G kompletno.

Odmah se vidi da je G̃paq Ď at1u i Gpaq Ď G̃paq za svako a P R.

De�nicija 4.4.4. Neka je G : R ÝÑ PpRq g-preslikavanje. Za a, b P R neka je

Gpa, bq “ thah : h P Gpbqu.

Kaºemo da par pa, bq zadovoljava (T)-uslov ako je Gpa, bq Ď Gpaq.

De�nicija 4.4.5. Neka je G : R ÝÑ PpRq g-preslikavanje i a P R. Za skup Gpaq kaºemo
da je polu-kompletan ako je Gpa, aq Ď Gpaq. Ako je za svako a P R, skup Gpaq polu-
kompletan onda kaºemo da je g-preslikavanje G polu-kompletno.

Dakle, Gpaq polu-kompletan ako i samo ako par pa, aq zadovoljava (T)-uslov.

Napomena 4.4.6. Dokazi mnogih rezultata iz [76] su £isto algebarski i mogu se primeniti
i u slu£aju prstena, uz slede¢i komentar. Po Lemi 3.2.5, uslovi ImA Ď ImB i ImA˚ Ď
ImB˚ se moraju zameniti uslovima aR Ď bR odnosno Ra Ď Rb.

Glavni cilj jedinstvene teorije je nalaºenje potrebnih i dovoljnih uslova pod kojima
je neka G-relacija parcijalno ure�enje. Dokaz tog rezultata, u matri£nom slu£aju, koristi
tehnike linearne algebre koje ne moºemo primeniti u slu£aju prstena. Umesto toga, kao i
do sada, koristi¢emo Parsovu dekompoziciju jedinice prstena R.

Kona£no dimenzionalni prsten

Pored prirodnog parcijalnog ure�enja ď (De�nicija 1.2.7), na skupu idempotenata
EpRq, prstena R, se de�ni²e i slede¢a poznata relacija ekvivalencije.
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De�nicija 4.4.7. (Videti [55].) Idempotenti e, f P EpRq su ekvivalentni, u oznaci e „ f ,
ako postoje elementi x P eRf i y P fRe takvi da je xy “ e i yx “ f .

Iz De�nicije 4.4.7 dobijamo da za e P EpRq vaºi

e „ 0 ùñ e “ 0. (4.54)

Napomena 4.4.8. Nije te²ko dokazati da su idempotenti e i f ekvivalentni ako i samo
ako su eR i fR izomorfni kao desni R-moduli ako i samo ako su Re i Rf izomorfni kao
levi R-moduli. Za dokaz videti Teoremu 14 u [55]. Odavde sledi da je relacija „ relacija
ekvivalencije na EpRq, [55].

Napomena 4.4.9. Primetimo da je e „ f ako i samo ako postoje x, y P R tako da je
xy “ e i yx “ f . Zaista, pretpostavimo da je xy “ e i yx “ f i izaberimo x1 “ exf i
y1 “ fye. Lako se pokazuje da x1 P eRf , y1 P fRe i x1y1 “ e, y1x1 “ f .

Prsten R je Dedekind-kona£an (direktno kona£an) ako za proizvoljne elemente x, y P R
iz xy “ 1 sledi yx “ 1, videti [62], [40]. Odmah se vidi da je R Dedekind-kona£an ako i
samo ako za svaki idempotent e P EpRq vaºi

e „ 1 ùñ e “ 1. (4.55)

Skup svih kompleksnih nˆn matrica moºemo poistovetiti sa skupom linearnih trans-
formacija LpCnq.

Lema 4.4.10. Neka je V proizvoljan vektorski prostor i neka su P,Q P LpV q dva idem-
potenta. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) P „ Q;

(ii) Potprostori ImP i ImQ su izomorfni.

Dokaz. (i) ñ (ii): Iz P „ Q sledi da je P “ XY i Q “ Y X za neke X, Y P LpV q takve
da je X “ PXQ i Y “ QY P . Lako se pokazuje da transformacija X1 “ X|ImQ : ImQÑ
ImP svedo£i o izomorfnosti prostora ImP i ImQ.

(ii) ñ (i): Neka je X1 : ImQÑ ImP izomor�zam. De�ni²imo transformacije X, Y P
LpV q sa Xv “ X1Qv i Y v “ X´1

1 Pv, v P V . Tada je XY v “ X1QpX
´1
1 Pvq “ Pv za

svako v P V . Sli£no je Y X “ Q odakle sledi P „ Q.

Napomena 4.4.11. Poznato je da je kompleksan vektorski prostor V kona£no dimen-
zionalan ako i samo ako je LpV q Dedekind-kona£an prsten. Dokaz se moºe na¢i, na primer,
u [40], str. 165�166.

Nama ¢e biti potrebna malo druga£ija karakterizacija kona£no dimenzionalnih pros-
tora.

Teorema 4.4.12. Neka je V proizvoljan vektorski prostor. slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) dimV ă 8;
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(ii) Za proizvoljne idempotente P,Q P LpV q vaºi uslov:

P „ Q ùñ I ´ P „ I ´Q.

Dokaz. (i) ñ (ii): Pretpostavimo da je dimV “ n ă 8 i neka su P,Q P LpV q dva
ekvivalentna idempotenta. Dva kona£no dimenzionalna vektorska prostora izomorfna ako
i samo ako imaju iste dimenzije. Zbog toga, po Lemi 4.4.10, imamo da je dim ImP “

dim ImQ “ r za neko r ď n. Dakle, dim Im pI´P q “ dim KerP “ n´r i dim Im pI´Qq “
dim KerQ “ n´ r. Opet, po Lemi 4.4.10, zaklju£ujemo da je I ´ P „ I ´Q.

(ii)ñ (i): Imaju¢i u vidu (4.54), jasno je da iz uslova (ii) sledi uslov P „ I ñ P “ I.
Dakle, LpV q je Dedekind-kona£an prsten, pa na osnovu Napomene 4.4.11, sledi da je
dimV ă 8.

Kao ²to se moºe videti, prethodna karakterizacija kona£no dimenzionalnosti je £isto
algebarska. Inspirisani Teoremom 4.4.12, uvodimo novu klasu prstena, a njene elemente
moºemo zvati kona£no dimenzionalni prsteni ili skra¢eno FD (Finite Dimensional) prsteni.

De�nicija 4.4.13. Prsten R je FD prsten ako za porizvoljne idempotente e, f P EpRq
vaºi uslov:

e „ f ùñ 1´ e „ 1´ f. (4.56)

Napomena 4.4.14. Pojam FD prstena je nov, koliko je autor upoznat, i, kao ²to moºemo
videti, svaki FD prsten je Dedekind-kona£an prsten. Zbog toga, iz (4.55) sledi da za FD
prsten R i proizvoljan njegov idempotent e P EpRq vaºi:

e „ 1 ñ e “ 1. (4.57)

Iz Teoreme 4.4.12 sledi da je Mn FD prsten, ali da LpV q, gde je dimV “ 8, nije FD
prsten.

Napomena 4.4.15. Iz Napomene 4.4.8 sledi da su slede¢i uslovi ekvivalentni:

(i) R je FD prsten.

(ii) Za svaka dva idempotenta e, f P EpRq vaºi:

Ako su eR i fR izomorfni kao desni R-moduli onda su p1´ eqR i p1´ fqR izomorfni
kao desni R-moduli.

(iii) Za svaka dva idempotenta e, f P EpRq vaºi:

Ako su Re i Rf izomorfni kao levi R-moduli onda su Rp1´ eq i Rp1´ fq izomorfni
kao levi R-moduli.

Kada je R, FD prsten, slede¢a teorema pokazuje da vaºi ja£i uslov od onog u (4.56).

Teorema 4.4.16. Neka je R, FD prsten i neka su e1, e2, f1, f2 P EpRq idempotenti iz R.
Vaºi slede¢a implikacija:

pe1 „ e2, f1 „ f2, e1 ď f1, e2 ď f2q ùñ f1 ´ e1 „ f2 ´ e2. (4.58)

103



Zvezda, o²tro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno ure�enje

Dokaz. Pretpostavimo da je e1 „ e2, f1 „ f2 i da je

e1f1 “ f1e1 “ e1, e2f2 “ f2e2 “ e2. (4.59)

O£igledno je da su f1 ´ e1 i f2 ´ e2 idempotenti. Stavimo da je

p1 “ e1, p2 “ f1 ´ e1, p3 “ 1´ f1

q1 “ e2, q2 “ f2 ´ e2, q3 “ 1´ f2.

Koriste¢i (4.59), jednostavna provera pokazuje da su 1 “ p1 ` p2 ` p3 i 1 “ q1 ` q2 ` q3
dve dekompozicije jedinice prstena R. Iz p1 “ e1 „ e2 “ q1, sledi da postoje x P p1Rq1 i
y P q1Rp1 tako da je xy “ p1 i yx “ q1. Kako je x “ p1xq1 i y “ q1yp1, imamo slede¢e
reprezentacije:

x “

»

–

x 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

pˆq

i y “

»

–

y 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

qˆp

.

Kako je R, FD prsten, iz f1 „ f2 sledi 1 ´ f1 „ 1 ´ f2, tj. p3 „ q3. Dakle, postoje
u P p3Rq3 i v P q3Rp3 tako da je uv “ p3 i vu “ q3. Iz u “ p3uq3 i v “ q3vp3 sledi da je:

u “

»

–

0 0 0
0 0 0
0 0 u

fi

fl

pˆq

i v “

»

–

0 0 0
0 0 0
0 0 v

fi

fl

qˆp

.

Na osnovu prethodnog sledi

px` uqpy ` vq “

»

–

xy 0 0
0 0 0
0 0 uv

fi

fl

pˆp

“

»

–

p1 0 0
0 0 0
0 0 p3

fi

fl

pˆp

.

Dakle, px ` uqpy ` vq “ p1 ` p3. Sli£no moºemo dokazati da je py ` vqpx ` uq “ q1 ` q3.
Zaklju£ujemo da je p1 ` p3 „ q1 ` q3. Kako je R, FD prsten, sledi da je 1 ´ pp1 ` p3q „
1´ pq1 ` q3q, tj. f1 ´ e1 „ f2 ´ e2.

Primetimo da kada u Teoremi 4.4.16 stavimo f1 “ f2 “ 1 onda se uslov (4.58) svodi
na uslov (4.56).

Jedinstvena teorija

Neka je ăG proizvoljna G-relacija. Glavni cilj ove sekcije je na¢i potrebne i dovoljne
uslove pod kojima je relacija ăG parcijalno ure�enje. S obzirom da iz a ăG b sledi a ă´ b,
imamo

a ăG b ùñ a “ bbp1qa “ abp1qb “ abp1qa i pb´ aqbp1qpb´ aq “ b´ a, (4.60)

za svako bp1q P bt1u.
Ispostavlja se da se ideja iz Teoreme 3.1.8 i Teorema 4.2.12�4.2.15 moºe primeniti i

na jedinstvenu teoriju.
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Teorema 4.4.17. Neka je R prsten i G : R ÝÑ PpRq g-preslikavanje. Neka su a, b P ΩG.
Tada vaºe slede¢a tvr�enja.

(i) Pretpostavimo da je a ăG b. Fiksirajmo h P Gpbq i stavimo da je

e1 “ ah, e2 “ pb´ aqh, e3 “ 1´ bh

f1 “ ha, f2 “ hpb´ aq, f3 “ 1´ hb.

Tada su
1 “ e1 ` e2 ` e3, i 1 “ f1 ` f2 ` f3

dve dekompozicije jedinice prstena R u odnosu na koje elementi a i b imaju slede¢e
matri£ne forme:

a “

»

–

a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

, b “

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

, (4.61)

pri £emu je element a P e1Rf1, pe1, f1q-invertibilan, a element b´a P e2Rf2, pe2, f2q-
invertibilan.

(ii) Ako je G polu-kompletno preslikavanje i ako a i b imaju reprezentacije (4.61) gde su
1 “ e1 ` e2 ` e3 i 1 “ f1 ` f2 ` f3 dve dekompozicije jedinice prstena R takve da je
e1 “ ag i f1 “ ga za neko g P Gpaq, onda je a ăG b.

Dokaz. Dokaz tvr�enja (i) se moºe izvesti duº linija dokaza Teoreme 3.1.8 i Teoreme
3.1.9. Da bi dokazali tvr�enje (ii) pretpostavimo da a i b imaju reprezentacije (4.61) gde
je e1 “ ag i f1 “ ga za neko g P Gpaq. Neka je g1 “ gag. Kako je G polu-kompletno,
dobijamo da g1 P Gpaq. Imamo

f1g
1e1 “ gagagag “ gag “ g1,

pa je

g1 “

»

–

g1 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

fˆe

.

Sada je lako videti da je

ag1 “ bg1 “

»

–

ag1 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆe

i g1a “ g1b “

»

–

g1a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

fˆf

.

Po De�niciji 4.4.2, a ăG b.

Napomena 4.4.18. Primetimo da i za G-relaciju vaºi tvr�enje iskazano u Teroemi 3.1.25
na strani 36.

U slede¢oj teoremi ¢emo okarakterisati sve elemente b ve¢e od elementa a u odnosu
na proizvoljnu polu-kompletnu G-relaciju. Videti Teoremu 3.4.3 u [77] za karakterizaciju
u slu£aju kompleksnih matrica.
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Teorema 4.4.19. Neka je G : R ÝÑ PpRq polu-kompletno g-preslikavanje i neka je
a P ΩG. Tada je

tb P R : a ăG bu “ ta` p1´ agqdp1´ gaq : g P Gpaq, d P Ru. (4.62)

Dokaz. Ozna£imo sa S skup na desnoj strani jednakosti (4.62). Pretpostavimo da je
a ăG b. Tada je ag “ bg i ga “ gb za neko g P Gpaq. Dakle, pb ´ aqg “ 0 i gpb ´ aq “ 0.
Lako se proverava da je

b “ a` b´ a “ a` p1´ agqpb´ aqp1´ gaq,

odakle sledi da b P S. Pretpostavimo sada da b P S, tj. da je b “ a ` p1 ´ agqdp1 ´ gaq
za neko g P Gpaq i d P R. Neka je g1 “ gag. Kako je G polu-kompletno sledi da g1 P Gpaq.
Iz aga “ a, lako se vidi da je bg1 “ ag1 i g1b “ g1a. Dakle, a ăG b.

Iz Teoreme 4.4.19, zaklju£ujemo da je a ăG b ako i samo ako je

b “

„

a 0
0 v



pˆq

,

gde je p “ ag, q “ ga za neko g P Gpaq i proizvoljno v P p1´ pqRp1´ qq.
U slede¢oj teoremi ¢emo dokazati da su, pod odre�enim uslovima, jedini maksimalni

elementi invertibilni elementi.

Teorema 4.4.20. Neka je R, FD prsten i neka je G : R Ñ PpRq polu-kompletno g-
preslikavanje. Element a P ΩG je G-maksimalan u odnosu na ăG ako i samo ako je a
invertibilan.

Dokaz. Pretpostavimo da a P ΩG nije invertibilan. Ho¢emo da pokaºemo da a nije G-
maksimalan. Neka je ap1q P Gpaq i g “ ap1qaap1q. Kako je G polu-kompletno, imamo da
g P Gpaq. Tako�e, gag “ g. Izaberimo e “ ag i f “ ga. Tada je e „ f . Ako je e “ 1 ili
f “ 1 tada iz (4.57) sledi e “ f “ 1, pa je a invertibilan. Dakle, e ‰ 1 i f ‰ 1. Kako
je R, FD prsten, sledi da je 1 ´ e „ 1 ´ f . Zbog toga postoje x P p1 ´ eqRp1 ´ fq i
y P p1 ´ fqRp1 ´ eq tako da je xy “ 1 ´ e i yx “ 1 ´ f . Neka je b “ a ` x. Kako je
1´ e ‰ 0, imamo da je x ‰ 0 pa je b ‰ a. Primetimo da je

p1´ fqg “ p1´ gaqg “ 0 i gp1´ eq “ gp1´ agq “ 0.

Dakle, xg “ 0 i gx “ 0. Sledi bg “ ag i gb “ ga pa je a ăG b, ²to je u kontradikciji sa
pretpostavkom da je a maksimalan.

Sa druge strane, pretpostavimo da je a P ΩG invertibilan i da je a ăG b za neko b P R.
Kako je a invertibilan, jedini njegov unutra²ni inverz je a´1. Dakle, Gpaq “ ta´1u. Sada,
iz a ăG b sledi aa´1 “ ba´1, pa je a “ b. Dokazali smo da je a maksimalan.

Sada smo u poziciji da damo potrebne i dovoljne uslove pod kojima je G-relacija
parcijalno ure�enje na R. Ispostavlja se da je mnogo lak²e na¢i dovoljne uslove.

Teorema 4.4.21. Neka je G : R ÝÑ PpRq g-preslikavanje. Pretpostavimo da za proizvoljne
elemente a, b P R, iz uslova da je a ăG b i da b nije maksimalan sledi da par pa, bq zado-
voljava (T)-uslov. Tada je relacija ăG parcijalno ure�enje na ΩG.
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Dokaz. Dokaz se ne razlikuje od dokaza u slu£aju kompleksnih matrica, videti Teoremu
7.2.13. u [77]. Dokaz ¢emo dati zbog kompletnosti. Kako je relacija ăG uvek re�eksivna
i antisimetri£na na ΩG, dovoljno je dokazati da je ăG tranzitivna. Pretpostavimo da je
a ăG b i b ăG c. Ako je b maksimalan onda je b “ c pa je a ăG c. Neka zato b nije
maksimalan. Kako je b ăG c, postoji h P Gpbq tako da je bh “ ch i hb “ hc. Po uslovu
teoreme, zbog a ăG b, imamo da par pa, bq zadovoljava (T)-uslov. Zato hah P Gpaq. Neka
je g “ hah. Kako iz a ăG b sledi a ă´ b, iz osobina (4.60), dobijamo a “ bha “ ahb “ aha.
Sledi

ag “ ahah “ ah “ bhah “ chah “ cg.

Sli£no je ga “ gc, odakle je a ăG c.

Posledica 4.4.22. Neka je G : R ÝÑ PpRq polu-kompletno g-preslikavanje. Za a, b P R,
slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) Ako je a ăG b i b nije maksimalan onda par pa, bq zadovoljava (T)-uslov.

(ii) Ako je a ăG b i b nije maksimalan onda je G̃pbq Ď G̃paq.

(iii) Ako je a ăG b i b nije maksimalan onda je Gpbq Ď G̃paq.

Ako jedan od uslova (i)�(iii) vaºi za svako a, b P R onda je ăG relacija parcijalnog ure�enja
na ΩG.

Dokaz. S obzirom na Teoremu 4.4.21 dovoljno je dokazati ekvivalenciju uslova (i), (ii) i
(iii). Ako je Gpbq “ H tada su svi uslovi zadovoljeni. Pretpostavimo da je Gpbq ‰ H.

(i) ñ (ii): Pretpostavimo da vaºi (i) i da je a ăG b pri £emu b nije maksimalan. Neka
je h proizvoljan element skupa G̃pbq. To zna£i da postoji bp1q P Gpbq tako da je hb “ bp1qb
i bh “ bbp1q. Neka je g “ bp1qabp1q. Kako pa, bq zadovoljava (T)-uslov, imamo da g P Gpaq.
Iz a ăG b sledi a ă´ b, pa na osnovu (4.60), sledi da je a “ aua “ aub “ bua za svako
u P bt1u. Dobijamo, a “ bha “ ahb “ abp1qa. Na osnovu prethodnog sledi da je

ha “ hpbhaq “ bp1qbha “ bp1qa “ bp1qpabp1qaq “ ga

ah “ pahbqh “ ahbbp1q “ abp1q “ pabp1qaqbp1q “ ag.

Dakle, h P G̃paq, pa je G̃pbq Ď G̃paq.
(ii) ñ (iii) je jasno jer je Gpbq Ď G̃pbq za svako b P R.
(iii) ñ (i): Pretpostavimo da vaºi (iii). Neka je a ăG b pri £emu b nije maksimalan

element. Za svako h P Gpbq postoji g P Gpaq tako da je ag “ ah i ga “ ha. Kako je G
polu-kompletno, dobijamo da je hah “ gag P Gpaq, pa par pa, bq zadovoljava (T)-uslov.

U slede¢oj teoremi ¢emo dokazati da je pod odre�enim pretpostavkama, dovoljan uslov
iz Teoreme 4.4.21 i Posledice 4.4.22, tako�e i potreban uslov da bi G-relacija bila relacija
poretka na R. Ekvivalentnost uslova (i) i (ii) u slede¢oj teoremi je uop²tenje Mitrinog
rezultata, Teorema 2.6 u [76] i rezultata Mitre, Bimasankarama i Malika, videti Teoremu
7.2.31 u [77], koji su posmatrali slu£aj R “Mn.

Teorema 4.4.23. Neka je R, FD prsten i neka je G : R ÝÑ PpRq polu-kompletno g-
preslikavanje. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

107



Zvezda, o²tro, jezgarno i dualno jezgarno parcijalno ure�enje

(i) Relacija ăG je parcijalno ure�enje na ΩG.

(ii) Neka su a, b P R. Ako je a ăG b onda par pa, bq zadovoljava (T)-uslov.

(iii) Neka su a, b P R. Ako je a ăG b onda je G̃pbq Ď G̃paq.

(iv) Neka su a, b P R. Ako je a ăG b onda je Gpbq Ď G̃paq.

Dokaz. (i)ñ (ii): Pretpostavimo da jeR, FD prsten, da je G polu-kompletno g-preslikavanje
i da je ăG tranzitivna. Neka su a, b elemetni iz R takvi da je a ăG b. Jasno je da ako je
Gpbq “ H onda par pa, bq zadovoljava (T)-uslov. Pretpostavimo zbog toga da je Gpbq ‰ H.
Neka je bp1q P Gpbq. Treba dokazati da je bp1qabp1q P Gpaq. Neka je h “ bp1qbbp1q. Kako je
G polu-kompletno, imamo h P Gpbq Ď bt1u. Lako se vidi da je hbh “ h. Tako�e, iz (4.60)
dobijamo

hah “ bp1qpbbp1qaqbp1qbbp1q “ bp1qpabp1qbqbp1q “ bp1qabp1q. (4.63)

Neka su ei i fi, i “ 1, 2, 3 kao u Teoremi 4.4.17. Tada a i b imaju reprezentacije (4.61).
Zbog Napomene 4.4.9, imamo da je bh „ hb. Zbog toga ²to je R, FD prsten, imamo
da je e3 “ 1 ´ bh „ 1 ´ hb “ f3. Odavde sledi da postoje x P e3Rf3 i y P f3Re3 tako
da je e3 “ xy i f3 “ yx. Primetimo da je hah “ f1h “ he1 pa hah P f1Re1. Sli£no
hpb´ aqh P f2Re2. Sledi da je

h “ hbh “ hah` hpb´ aqh “

»

–

hah 0 0
0 hpb´ aqh 0
0 0 0

fi

fl

fˆe

. (4.64)

Neka je c “ b` x i z “ h` y. Imamo

c “

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 x

fi

fl

eˆf

i z “

»

–

hah 0 0
0 hpb´ aqh 0
0 0 y

fi

fl

fˆe

. (4.65)

Iz (4.60) sledi da je

cz “

»

–

ahah 0 0
0 pb´ aqhpb´ aqh 0
0 0 xy

fi

fl

eˆe

“

»

–

e1 0 0
0 e2 0
0 0 e3

fi

fl

eˆe

“ 1.

Sli£no dobijamo da je zc “ 1, odakle sledi da je c invertibilan i z “ c´1. Dokaºimo sada
da je b ăG c. Iz (4.61), (4.64), (4.65) dobijamo

bh “ ch “

»

–

ahah 0 0
0 pb´ aqhpb´ aqh 0
0 0 0

fi

fl

eˆe

“

»

–

e1 0 0
0 e2 0
0 0 0

fi

fl

eˆe

.

Sli£no je hb “ hc “ f1 ` f2. Po de�niciji dobijamo b ăG c. Kako je ăG tranzitivna to je
a ăG c. Zbog toga postoji g P Gpaq tako da je ag “ cg i ga “ gc. Stoga je a “ aga “ cgc.
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Sledi

g “ c´1ac´1 “

»

–

hah 0 0
0 hpb´ aqh 0
0 0 y

fi

fl

fˆe

»

–

a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

»

–

hah 0 0
0 hpb´ aqh 0
0 0 y

fi

fl

fˆe

“

»

–

hahahah 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

fˆe

“ hah.

Iz (4.63) dobijamo da je bp1qabp1q “ g P Gpaq, ²to je i trebalo dokazati.
Dokaz (ii) ñ (iii) ñ (iv) ñ (i) se izvodi duº linija dokaza Posledice 4.4.22.

Posledica 4.4.24. Neka je G : R ÝÑ PpRq g-preslikavanje takvo da je Gpxq “ tgxu gde
je gx odre�eni g-inverz od x. Za a, b P R slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) Ako je a ăG b onda je gbagb “ ga.

(ii) Ako je a ăG b onda je aga “ agb i gaa “ gba.

(iii) Ako je a ăG b onda je G̃pbq Ď G̃paq.

Ako jedan od uslova (i)�(iii) vaºi za svako a, b P R onda je ăG relacija parcijalnog ure�enja
na ΩG.

Dokaz. Dokaz sledi iz Posledice 4.4.22.

Posledica 4.4.25. Neka je R, FD prsten i neka je G : R ÝÑ PpRq g-preslikavanje takvo
da je za x P R, Gpxq “ tgxu gde je gx odre�eni re�eksivni uop²teni inverz od x. Tada su
slede¢i uslovi ekvivalentni:

(i) Relacija ăG je relacija parcijalnog ure�enja na ΩG.

(ii) Neka su a, b P R. Ako je a ăG b onda je gbagb “ ga.

(iii) Neka su a, b P R. Ako je a ăG b onda je aga “ agb i gaa “ gba.

(iv) Neka su a, b P R. Ako je a ăG b onda je G̃pbq Ď G̃paq.

Dokaz. Kako je za svako x P ΩG, gx re�eksivni uop²teni inverz od x, sledi da je G polu-
kompletno preslikavanje. Zbog toga, dokaz sledi iz Teoreme 4.4.23.

Ve¢ smo dokazali u Teoremi 4.4.23 da pod odre�enim uslovima iz a ăG b sledi Gpbq Ď
G̃paq. Prirodno je postaviti pitanje da li vaºi i obrnuto.

Teorema 4.4.26. Neka je G : R ÝÑ PpRq g-preslikavanje i neka su a, b P ΩG. Ako je
Gpbq Ď G̃paq i a ăs b onda je a ăG b.

Dokaz. Pretpostavimo da je Gpbq Ď G̃paq i da je a ăs b. Fiksirajmo h P Gpbq. Tada
h P G̃paq pa postoji g P Gpaq tako da je ha “ ga i ah “ ag. Iz a ăs b sledi a “ bha “ ahb,
videti Teoremu 3.1.4. Kako je G polu-kompletno, imamo da je f :“ gag P Gpaq. Lako se
moºe videti da je faf “ f i da je fa “ gaga “ ga “ ha. Zbog toga je af “ bhaf “
bfaf “ bf . Sli£no je af “ ah i fa “ fb. Po de�niciji je a ăG b.
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U Teoremi 4.4.23 smo dokazali da pod odre�enim pretpostavkama iz a ăG b sledi da
par pa, bq zadovoljava (T)-uslov. Tako�e, iz a ăG b sledi a ă´ b. Obratan rezultat je
dokazan za neka matri£na parcijalna ure�enja. Naime, u Teoremi 2.4 u [74] je dokazano
da za A,B P Mn iz A ă´ B i B#AB# ăs A# sledi A ă# B. Isti rezultat je dokazan
kada se umesto grupnog inverza i o²trog ure�enja posmatra MP inverz odnosno zvezda
ure�enje. U slede¢oj teoremi ¢emo dokazati ja£i rezultat.

Teorema 4.4.27. Neka su a, b P R i neka je G : R ÝÑ PpRq g-preslikavanje. Pret-
postavimo da je a ă´ b i da postoje h P bt1u i g P Grpaq takvi da je hah ăs g. Tada je
a ăG b.

Dokaz. Pretpostavimo da je a ă´ b i da je hah ăs g za neke h P bt1u i g P Grpaq. Dakle,
hah “ xg “ gy za neke x, y P R. Iz a ă´ b sledi a “ aha “ ahb “ bha. Dobijamo da je

g “ gag “ gpahaqg “ gahahag “ gaphahqag

“ gapxgqag “ gaxpgagq “ gaxg “ gapxgq

“ gapgyq “ pgagqy “ gy,

pa je hah “ g. Sada je

gb “ hahb “ hpahbq “ ha “ haha “ phahqa “ ga

bg “ bhah “ pbhaqh “ ah “ ahah “ aphahq “ ag.

Sledi da je a ăG b.

Slede¢a teorema je uop²tenje Teoreme 2.3 u [74] gde je Mitra posmatrao slu£aj R “
Mn, GpAq “ tA:u i GpAq “ tA#u.

Teorema 4.4.28. Neka su a, b P R i neka je G : R ÝÑ PpRq g-preslikavanje. Tada vaºi:

(i) Ako je G polu-kompletno i a ăG b onda je a ă´ b i a “ bgb za neko g P Grpaq.

(ii) Ako je b P ΩG, a ă´ b i ako postoji g P Grpaq tako da je bgb ăs a onda je a ăG b.

Dokaz. (i): Pretpostavimo da je G polu-kompletno i da je a ăG b. Tada je a ă´ b i
postoji ap1q P Gpaq tako da je aap1q “ bap1q i ap1qa “ ap1qb. Neka je g “ ap1qaap1q. Kako je
G polu-kompletno, imamo da g P Gpaq. Lako se proverava da je bgb “ a.

(ii): Pretpostavimo da je a ă´ b i da postoji g P Grpaq tako da je bgb ăs a. Dakle,
postoje x, y P R tako da je bgb “ xa “ ay. Fiksirajmo h P Gpbq. Iz a ă´ b sledi
a “ aha “ bha “ ahb. Imamo da je

a “ aga “ pahbqgpbhaq “ ahpbgbqha “ ahpxaqha

“ ahxpahaq “ ahxa “ ahpxaq “ ahpayq “ pahaqy “ ay,

pa je bgb “ a. Sledi

bg “ bgag “ bgpbhaqg “ pbgbqhag “ ahag “ ag

gb “ gagb “ gpahbqgb “ gahpbgbq “ gaha “ ga.

Dakle, a ăG b.
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Ranije smo naglasili da iz a ă b sledi b ´ a ă b, gde je ăP tă´,ă˚,ă#u. Ali, kada
je ăP tă#©,ă#©u, onda iz a ă b ne sledi b ´ a ă b. U slede¢oj teoremi dajemo odgovor
na pitanje pod kojim uslovima ova osobina vaºi za G-relaciju. Videti tako�e Teoremu 2.8
u [76].

Teorema 4.4.29. Neka je R, FD prsten i neka je G : R ÝÑ PpRq g-preslikavanje
takvo da je Gpxq “ tgxu gde je gx odre�eni re�eksivni inverz od x. Pretpostavimo da je
ăG parcijalno ure�enje na ΩG i da je a ăG b. Tada je b ´ a ăG b ako i samo ako je
gb´a “ gb ´ ga.

Dokaz. Pretpostavimo da je a ăG b i b ´ a ăG b. Iz Posledice 4.4.25 sledi gbagb “ ga i
gbpb´ aqgb “ gb´a. Dakle, gb´a “ gbbgb ´ gbagb “ gb ´ ga. Sa druge strane pretpostavimo
da je a ăG b i gb´a “ gb ´ ga. Iz Posledice 4.4.25, sledi da je aga “ agb i gaa “ gba. Zbog
toga dobijamo

pb´ aqgb´a “ pb´ aqpgb ´ gaq “ bpgb ´ gaq ´ agb ` aga “ bgb´a.

Na isti na£in moºemo dobiti da je gb´apb´ aq “ gb´ab pa je b´ a ăG b.

U prethodnim poglavljima smo dokazali da su minus, zvezda, o²tro, jezgarno i dualno
jezgarno ure�enje zaista parcijalna ure�enja. Ova tvr�enja moºemo dokazati i koriste¢i
Posledicu 4.4.24.

G1. Minus ure�enje je relacija parcijalnog ure�enja na skupu ΩG :“ Rp1q.

Po Teoremi 4.4.21 dovoljno je dokazati da iz a, b P ΩG, a ă´ b sledi bp1qabp1q P at1u
za svako bp1q P bt1u. Me�utim iz a ă´ b sledi abp1qa “ a pa je prethodna osobina
zadovoljena.

G2. O²tro ure�enje je relacija parcijalnog ure�enja na skupu ΩG :“ R#.

Na osnovu Posledice 4.4.24, dovoljno je dokazati da iz a, b P ΩG, a ă# b sledi b#ab# “
a#. Ovu osobinu smo dokazali u Teoremi 4.2.26.

G3. Zvezda ure�enje je relacija parcijalnog ure�enja na skupu ΩG :“ R:.

Zbog Posledice 4.4.24 dovoljno je dokazati da iz a, b P ΩG, a ă˚ b sledi b:ab: “ a:.
Ovu osobinu smo dokazali u Teoremi 4.2.22.

G4. Jezgarno ure�enje je relacija parcijalnog ure�enja na skupu ΩG :“ R#©.

Treba dokazati da iz a ă#© b sledi b#©ab#© “ a#©. Ovu osobinu smo dokazali u Teoremi
4.2.28.

G5. Dualno jezgarno ure�enje je relacija parcijalnog ure�enja na skupu ΩG :“ Im #©.

Osobinu a ă#© b ñ b#©ab#© “ a#© smo dokazali u Teoremi 4.2.30.

Iz Posledica 4.4.22 i 4.4.24 i iz stavki G1 � G5, sledi da a ă b povla£i G̃pbq Ď G̃paq, gde
je ăP tă´,ă#,ă:,ă#©,ă#©u, a G je odgovaraju¢e g-preslikavanje. Poglavlje zavr²avamo
karakterizacijama skupova G̃paq za odre�eni tip g-preslikavanja.
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Teorema 4.4.30. Neka je G : R ÝÑ PpRq g-preslikavanje takvo da je Gpxq “ tgxu gde
je gx odre�eni re�eksivni uop²teni inverz od x. Za a P ΩG vaºi

G̃paq “

#

„

ga 0
0 g4



qˆp

: g4 P p1´ qqRp1´ pq

+

,

gde je p “ aga i q “ gaa.

Dokaz. Pretpostavimo da g pripada skupu sa desne strane. Iz a “ paq i ga “ qgap
dobijamo

a “

„

a 0
0 0



pˆq

i ga “
„

ga 0
0 0



qˆp

.

Sada je lako videti da je ga “ gaa i ag “ aga, pa g P G̃paq. Obrnuto, pretpostavimo da

g P G̃paq i neka je g “
„

g1 g2
g3 g4



qˆp

. Iz ag “ aga sledi

„

ag1 ag2
0 0



pˆp

“

„

aga 0
0 0



pˆp

.

Dakle, ag1 “ aga i ag2 “ 0. Mnoºe¢i ove jednakosti sa ga sa leve strane dobijamo qg1 “ ga
odnosno qg2 “ 0. Kako g1 P qRp i g2 P qRp1´ pq zaklju£ujemo da je g1 “ ga odnosno da
je g2 “ 0. Sli£no, iz ga “ gaa dobijamo g3 “ 0.

Iz prethodne teoreme i Leme 4.2.17 dobijamo:

• Za g-preslikavanje G de�nisano sa Gpaq “ at1u je G̃paq “ at1u, a P ΩG.

• Za g-preslikavanje G de�nisano sa Gpaq “ ta#u je G̃paq “ at1, 5u, a P ΩG.

• Za g-preslikavanje G de�nisano sa Gpaq “ ta:u je G̃paq “ at1, 3, 4u, a P ΩG.

• Za g-preslikavanje G de�nisano sa Gpaq “ ta#©u je G̃paq “ at3, 6u, a P ΩG.

• Za g-preslikavanje G de�nisano sa Gpaq “ ta#©u je G̃paq “ at4, 8u, a P ΩG.
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Glava 5

Parcijalna ure�enja odre�ena

anulatorima

U dosada²njem delu disertacije smo posmatrali parcijalna ure�enja koja se de�ni²u po-
mo¢u uop²tenih inverza elemenata. Postojanje uop²tenog inverza je dosta jako ograni£enje.
Ve¢ na algebri BpHq, gde je H beskona£no dimenzionalan Hilbertov prostor, proizvoljan
operator, sa slikom koja nije zatvoren skup, ne poseduje g-inverz. Ali cilj je de�nisati
relaciju ure�enja na celom skupu, a ne samo na podskupu g-invertibilnih elemenata. Is-
postavlja se da je, nezavisno od mati£nog skupa, najvaºinije de�nisati minus parcijalno
ure�enje. De�nicije ostalih ure�enja se onda prirodno name¢u. Naravno, novouvedena
de�nicija se mora poklapati sa originalnom de�nicijom minus parcijalnog ure�enja, u ma-
tri£nom slu£aju. Problem pro²irenja minus parcijalnog ure�enja sa skupa matrica na
skup BpHq, gde je H beskona£no dimenzionalan Hilbertov prostor, prvi je posmatrao
�emrl u radu [105]. Kao ²to smo rekli, de�nicija koja bi uklju£ivala g-inverz elementa
nije odgovaraju¢a. Pojam ranga matrice se ne moºe primeniti u beskona£no dimenzion-
alnom slu£aju, pa de�nicija A ă´ B ô rank pAq ` rank pB ´ Aq “ rank pBq, tako�e
nije adekvatna. �emrl je zbog toga na²ao jo² jednu karakterizaciju matri£nog minus par-
cijalnog ure�enja i njome de�nisao novo ure�enje: za A,B P BpHq, gde je H kona£no
dimenzionalan Hilbertov prostor, kaºemo da je A ă´ B ako i samo ako postoje idempo-
tenti P,Q P BpHq takvi da je ImP “ ImA, KerQ “ KerA, PA “ PB i AQ “ BQ,
videti [105]. Podsetimo se da je slika idempotenta P P BpHq, gde H moºe biti proizvol-
jan Hilbertov prostor, zatvoren skup. Koriste¢i iste jedna£ine, dodaju¢i samo zatvorenje
na ImA, �emrl je pro²irio koncept minus parcijalnog ure�enja na BpHq za proizvoljan
Hilbertov prostor H.

De�nicija 5.0.31. (Videti [105].) Neka je H Hilbertov prostor i neka A,B P BpHq.
Kaºemo da je A ă´ B ako postoje idempotenti P,Q P BpHq takvi da vaºi

(1) ImP “ ImA;

(2) KerA “ KerQ;

(3) PA “ PB;

(4) AQ “ BQ.
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Dokazano je da je ă´ zaista parcijalno ure�enje na BpHq. Ova de�nicija je pravilno
pro²irenje Hartvigove de�nicije minus parcijalnog ure�enja na matricama.

Na² cilj je da de�niciju minus ure�enja pro²irimo na op²tije matemati£ke strukture.
Za razliku od prethodnog dela disertacije gde smo de�nicije nekoliko razli£itih parcijalnih
ure�enja uveli posredstvom uop²tenih inverza, u ovom delu ºelimo da uop²timo �emrlov
pristup i da bez kori²¢enja g-inverza de�ni²emo minus i ostala parcijalna ure�enja na
prstenu. Me�utim De�nicija 5.0.31 uklju£uje pojam slike i jezgra operatora koji nemaju
smisla u prstenu. Zbog toga moramo na¢i ekvivalentnu algebarsku de�niciju. Iz De�nicije
5.0.31, je tako�e jasno da struktura mora biti �bogata� idempotentima. Ispostavlja se da
je pro²irenje minus parcijalnog ure�enja mogu¢e uraditi kori²¢enjem anulatora i da je
to najprirodnije u£initi na Rikartovim prstenima. U slede¢em poglavlju ¢emo se bliºe
upoznati sa ovim pojmovima. Rezultati ove glave su publikovani u radovima [92], [69] i
u radu [25] koji je trenutno na recenziji.

5.1 Anulatori i Rikartovi prsteni

U ovom poglavlju ¢emo dati osnovne de�nicije i osobine anulatora i Rikartovih prstena.
Pojedina elementarna tvr�enja ¢emo dokazati zbog kompletnosti.

De�nicija 5.1.1. Neka je R prsten i A neprazan podskup od R. Skup

A˝ “ tx P R : ax “ 0 za svako a P Au

nazivamo desni anulator skupa A. Sli£no, skup

˝A “ tx P R : xa “ 0 za svako a P Au

nazivamo levi anulator skupa A.

Napominjemo da neki autori umesto termina �anulator� koriste termin �anihilator�
(eng. annihilator).

Umesto tau˝ i ˝tau pi²emo a˝ odnosno ˝a.

Lema 5.1.2. (Videti [15].) Neka su A i B neprazni podskupovi prstena R. Vaºi:

(i) A Ď ˝pA˝q i A Ď p˝Aq˝;

(ii) A Ď B sledi B˝ Ď A˝ i ˝B Ď ˝A;

(iii) A˝ “ p˝pA˝qq˝ i ˝A “ ˝pp˝Aq˝q;

(iv) A˝ je desni ideal od R, ˝A je levi ideal od R.

(v) Ako je J levi ideal od R, onda je ˝J ideal od R. Ako je J desni ideal od R onda je
J˝ ideal od R.

(vi) Ako je R ˚-prsten onda je pA˚q˝ “ p˝Aq˚, gde je A˚ “ ta˚ : a P Au. Sli£no,
˝pA˚q “ pA˝q˚.
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Lema 5.1.3. Ako je e P EpRq onda je

˝e “ Rp1´ eq i e˝ “ p1´ eqR.

Dokaz. Ako je xe “ 0 onda je x “ xpe ` 1 ´ eq “ xp1 ´ eq P Rp1 ´ eq. Obrnuto, ako
x P Rp1´ eq onda je x “ xp1´ eq pa je xe “ 0, tj. x P ˝e. Sli£no, e˝ “ p1´ eqR.

Lema 5.1.4. Neka su e, f P EpRq. Ako je e˝ Ď f ˝ i ˝f Ď ˝e onda je e “ f .

Dokaz. Iz e˝ Ď f ˝ sledi fp1 ´ eq “ 0 tj. f “ fe. Iz ˝f Ď ˝e sledi p1 ´ fqe “ 0 pa je
e “ fe “ f .

Lema 5.1.5. Neka su e, f P rEpRq. Ako je e˝ “ f ˝ ili ˝e “ ˝f onda je e “ f .

Dokaz. Dokaz je trivijalan.

De�nicija 5.1.6. Prsten A je Rikartov prsten ako za svako a P A postoje idempotenti
e, f P EpAq takvi da je a˝ “ eA i ˝a “ Af .

De�nicija 5.1.7. ˚-prsten A je Rikartov ˚-prsten ako za svako a P A postoji
samo-adjungovani idempotent e P rEpAq takav da je a˝ “ eA. Iz Leme 5.1.2 sledi ˝a “
ppa˚q˝q˚ “ pfAq˚ “ Af , gde je f odgovaraju¢i samo-adjungovani idempotent za a˚. Iz
Leme 5.1.5 sledi da su e, f P rEpAq jedinstveni.

Teorema 5.1.8. (Videti [15].) Ako je A Rikartov prsten onda A ima jedinicu. Ako je
A Rikartov ˚-prsten onda je ˚ pravilna involucija.

Slede¢e dve leme su dosta korisne.

Lema 5.1.9. Neka su a P R i p P EpRq. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) ˝a “ ˝p;

(ii) a “ pa i za svako z P Rp vaºi

za “ 0 ñ z “ 0.

Dokaz. (i) ñ (ii): Iz ˝p Ď ˝a sledi p1 ´ pqa “ 0, tj. a “ pa. Neka je z P Rp i za “ 0. Iz
˝a Ď ˝p sledi zp “ 0. Me�utim, z P Rp pa je z “ zp “ 0.

(ii) ñ (i): Pretpostavimo da vaºi uslov (ii) i neka je za “ 0. Tada je 0 “ za “ zpa,
zp P Rp pa je zp “ 0. Obrnuto, ako je zp “ 0 onda je za “ zppaq “ 0. Dakle, ˝a “ ˝p.

Naravno, vaºi i dualni rezultat.

Lema 5.1.10. Neka su a P R i q P EpRq. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a˝ “ q˝;

(ii) a “ aq i za svako z P qR vaºi

az “ 0 ñ z “ 0.
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Napomena 5.1.11. Neka je R proizvoljan prsten. Pretpostavimo da je a P R regularan.
Tada postoji x P R tako da je axa “ a i xax “ x. Neka je p “ ax i q “ xa. Vaºi a “ paq
i x “ qxp. Setimo se da u ovom slu£aju kaºemo da je element a P pRq pp, qq-invertibilan
i da je njegov jedinstven pp, qq-inverz a1 “ x P qRp. Osim toga, lako se pokazuje da je
˝a “ ˝p i a˝ “ q˝.

Pretpostavimo sada da za a P R postoje p, q P EpRq takvi da je ˝a “ ˝p i a˝ “ q˝.
Odavde ne sledi da je a regualran, videti Teoremu 5.2.2. I sada vaºi da je a “ paq (sledi iz
Lema 5.1.9 i 5.1.10), ali a P pRq nije obavezno pp, qq-invertibilan. Sada vaºi ne²to slabije
svojstvo koje je iskazano Lemama 5.1.9 i 5.1.10. Zbog toga uvodimo slede¢i pojam.

De�nicija 5.1.12. Neka su p, q P EpRq. Za element a P R kaºemo da nije pp, qq-delilac
nule ako vaºe slede¢i uslovi

(1) a P pRq;

(2) z P Rp ñ pza “ 0 ñ z “ 0q;

(3) z P qR ñ paz “ 0 ñ z “ 0q.

Lema 5.1.13. Neka su p, q P EpRq. Za element a P R vaºi da je ˝a “ ˝p i a˝ “ q˝ ako i
samo ako a nije pp, qq-delilac nule.

Osobinu kojom se de�ni²u Rikartovi prsteni ¢emo £esto posmatrati u smislu Leme
5.1.13.

Napomena 5.1.14. Neka je a P R i neka postoje p, q P EpRq tako da je ˝a “ ˝p i
a˝ “ q˝. Primetimo da u op²tem slu£aju za a ne vaºe osobine iskazane Napomenom
3.1.12. Umesto mogu¢nosti re²avanja jedna£ina oblika ax “ b i xa “ b, sada imamo malo
slabije osobine. Naime, pretpostavimo da su b, c P Rp i neka je ba “ ca. Tada, iz Leme
5.1.9, lako dobijamo da je b´ c “ 0. Dakle, u ovom slu£aju vaºi zakon skra¢ivanja:

b, c P Rp ñ pba “ ca ô b “ cq.

Naravno, vaºi i
b, c P qR ñ pab “ ac ô b “ cq.

Setimo se da da za prsten kaºemo da je ˚-regularan ako je svaki njegov element MP
invertibilan. Na osnovu Napomene 5.1.11 i Posledice 4.1.17 dobijamo slede¢u poznatu
teoremu.

Teorema 5.1.15. Svaki von Nojman regualran prsten je Rikartov prsten. Obrnuto ne
vaºi. Svaki von Nojman regularan prsten koji je i Rikartov ˚-prsten je ˚-regularan prsten.

Poglavlje zavr²avamo slede¢im lemama u kojima ¢emo izostaviti dualne rezultate koji
se mogu dobiti analogno.

Lema 5.1.16. Neka je e P EpRq. Tada je R “ eR ‘ p1 ´ eqR (direktna suma desnih
ideala).

Dokaz. Dokaz je trivijalan.
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Lema 5.1.17. Neka su I i J dva desna ideala od R takva da je R “ I ‘ J . Tada vaºe
slede¢a tvr�enja.

(1) Postoji jedinstven idempotent e P EpRq takav da je I “ eR i J “ p1´ eqR;

(2) R “ ˝I ‘ ˝J .

Dokaz. Kako je R “ I ‘ J , postoje e P I i f P J takvi da je

1 “ e` f.

Tada je e “ e2 ` fe i e2 P I, fe P J po²to su I i J desni ideali. Kako je I X J “ t0u
dobijamo fe “ 0 i e “ e2. Tako�e, eR Ď I jer je I desni ideal. Sli£no je f 2 “ f , ef “ 0 i
fR Ď J . Za proizvoljno i P I je

i “ ei` fi, ei P I, fi P J.

Dakle, i “ ei P eR i fi “ 0. Sledi da je I “ eR i f P ˝I. Sli£no, J “ fR “ p1´eqR i e P ˝J .
Da bi dokazali jedinstvenost za e, pretpostavimo da je eR “ gR i p1´ eqR “ p1´ gqR za
neki idempotent g. Lako je videti da je e “ ge i 1´ e “ p1´ gqp1´ eq. Odavde dobijamo
e “ g. Da bi dokazali (2) dovoljno je da dokaºemo da je ˝I X ˝J “ t0u. Ako x P ˝I X ˝J
onda je xe “ 0 i xf “ 0 pa je x “ 0.

5.2 Anulator operatora na normiranom prostoru

Slede¢a teorema ¢e nam omogu¢iti da damo ekvivalentnu algebarsku de�niciju �em-
rlove de�nicije minus parcijalnog ure�enja na BpHq. Kao ²to ¢emo videti u narednim
poglavljima, pomo¢u ove teoreme moºemo pro²iriti i ostala parcijalna ure�enja. Iako je
za na²e potrebe dovoljno posmatrati slu£aj Hilbertovog prostora, teoremu ¢emo dokazati
za proizvoljan normiran prostor. Napominjemo da je njen dokaz u slu£aju Hilbertovog ili
Banahovog prostora dosta lak²i.

Teorema 5.2.1. Neka je X normiran prostor. Neka je P P BpXq idempotentski operator
i A P BpXq. Tada je:

(1) A˝ “ pI ´ P qBpXq ðñ A˝ “ P ˝ ðñ KerP “ KerA;

(2) ˝A “ BpXqpI ´ P q ðñ ˝A “ ˝P ðñ ImP “ ImA.

Dokaz. Po Lemi 5.1.3, znamo da je A˝ “ pI ´ P qBpXq ako i samo ako je A˝ “ P ˝, i
˝A “ BpXqpI ´ P q ako i samo ako ˝A “ ˝P .

(1): Pretpostavimo da je A˝ “ pI ´ P qBpXq, tj. A˝ “ P ˝. Imamo ApI ´ P q “ 0, pa
je KerP “ Im pI ´ P q Ď KerA. Pretpostavimo sa druge strane da je Ax0 “ 0 za neko
x0 P X, x0 ‰ 0. Iz posledice Han-Banahove teoreme sledi da postoji ograni£en linearan
funkcional f : X Ñ C takav da je fpx0q “ 1. Neka je S : X Ñ X preslikavanje de�nisano
sa Sx “ fpxqx0, x P X. Tada S P BpXq i }S} “ }f}}x0}. Za proizvoljno x P X imamo da
je ASx “ Apfpxqx0q “ fpxqAx0 “ 0 pa S P A˝. Sledi S P P ˝, i zbog toga je

0 “ PSx0 “ P pfpx0qx0q “ Px0,
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pa x0 P KerP . Dakle, KerA “ KerP .
Pretpostavimo sada da je KerP “ KerA. Primetimo da je A˝ “ P ˝ ako i samo ako

za svako C P BpXq vaºi slede¢a ekvivalencija:

za svako x P X pACx “ 0q ðñ za svako x P X pPCx “ 0q.

Kako za svako z P X vaºi da je Az “ 0 ako i samo ako je Pz “ 0, sledi da je A˝ “ P ˝.
(2): Pretpostavimo da je ˝A “ BpXqpI ´ P q, tj. ˝A “ ˝P i dokaºimo da je ImP “

ImA. Imamo da je pI ´ P qA “ 0 pa je

ImA Ď Ker pI ´ P q “ ImP,

jer je ImP zatvoren. Sledi da, u odnosu na dekompoziciju (topolo²ku direktnu sumu)
X “ ImP ‘ KerP , preslikavanja A,P : ImP ‘ KerP Ñ ImP ‘ KerP imaju slede¢e
matri£ne reprezentacije:

A “

„

A1 A2

0 0



i P “
„

I 0
0 0



,

gde su A1 : ImP Ñ ImP i A2 : KerP Ñ ImP ograni£eni linearni operatori. Pret-
postavimo, suprotno na²oj tvrdnji, da postoji

x0 P ImP zImA.

Naravno, x0 ‰ 0. Iz posledice Han-Banahove teoreme sledi da postoji ograni£en linearan
funkcional f : ImP Ñ C takav da je fpx0q “ 1 i fpxq “ 0 za svako x P ImA. Neka je
S1 : ImP Ñ ImP preslikavanje de�nisano sa S1pxq “ fpxqx0. Lako se pokazuje da je S1

ograni£en linearan operator takav da je S1x “ 0 za svako x P ImA i S1x0 “ x0 ‰ 0. Stoga,
kako je ImA1 Ď ImA i ImA2 Ď ImA, dobijamo da je S1A1 “ 0 i S1A2 “ 0. Kona£no,
neka je

S “

„

S1 0
0 0



.

Naravno, S je ograni£en i linearan i vaºi Sx0 “ S1x0 “ x0 ‰ 0. Imamo da je

SA “

„

S1A1 S1A2

0 0



“ 0

i

SP “

„

S1 0
0 0



“ S ‰ 0.

Ovo je u kontradikciji sa na²om pretpostavkom. Dokazali smo da je ImP “ ImA.
Pretpostavimo sada da je ImP “ ImA. Prema tome, ImA Ď Ker pI ´ P q, pa je

pI ´ P qA “ 0, tj. A “ PA. Odavde je ˝P Ď ˝A. Sa druge strane, pretpostavimo da je
CA “ 0 za neko C P BpXq, i neka je x P X proizvoljan. Kako je Px P ImP “ ImA,
postoji niz pxnqnPN Ď X takav da Axn konvergira u normi ka Px. Kako je C neprekidno
preslikavanje sledi da CAxn Ñ CPx. Ali CAxn “ 0 za svako n P N, pa zaklju£ujemo da
je CPx “ 0. Ovo vaºi za svako x P X, pa je CP “ 0. Dokazali smo da je ˝A “ ˝P .
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Podsetimo se da je svaki zatvoren potprostor M Hilbertovog prostora X komplemen-
taran u X; naime X “ M ‘MK. Drugim re£ima, postoji samo-adjungovan ograni£en
idempotent P P BpXq takav da je ImP “ M . Kao ²to znamo ako je X Banahov prostor
onda njegovi zatvoreni potprostori nisu komplementarni u op²tem slu£aju. Dalje, KerA je
zatvoren za svaki ograni£en operator. Iz ovog zapaºanja, kao direktnu posledicu Teoreme
5.2.1, dobijamo slede¢i vaºan op²te poznat rezultat.

Teorema 5.2.2. (Videti [15].) Ako je X Hilbertov prostor onda je BpXq Rikartov ˚-
prsten. Ako je X Banahov prostor onda BpXq u op²tem slu£aju nije Rikartov prsten.

5.3 Minus parcijalno ure�enje na Rikartovim

prstenima

De�nicija minus parcijalnog ure�enja kori²¢enjem anulatora

U ovoj sekciji sa R ozna£avamo proizvoljan prsten sa jedinicom sem ako druga£ije ne
naglasimo. Teorema 5.2.1 sugeri²e slede¢u de�niciju.

De�nicija 5.3.1. Neka je H Hilbertov prostor i neka su A,B P BpHq. Kaºemo da je
A ă´ B ako postoje idempotenti P,Q P BpHq takvi da vaºe slede¢i uslovi:

(1) ˝A “ ˝P ;

(2) A˝ “ Q˝;

(3) PA “ PB;

(4) AQ “ BQ.

Teorema 5.3.2. Neka su A,B P BpHq gde je H Hilbertov prostor. Tada je A ă´ B ako
i samo ako je A ă´ B, tj. De�nicije 5.0.31 i 5.3.1 de�ni²u istu binarnu relaciju.

Dokaz. Dokaz je direktna posledica Teoreme 5.2.1.

Pro²irenje na slu£aj proizvoljnog prstena je prirodno. Primetimo da na osnovu Lema
5.1.9 i 5.1.10, iz ˝a “ ˝p i a˝ “ q˝ sledi a “ pa “ qa. Zbog toga uvodimo slede¢u de�niciju.

De�nicija 5.3.3. Neka je R prsten i neka su a, b P R. Kaºemo da je a manje od b u
odnosu na minus parcijano ure�enje, i to ozna£avamo sa a ă´ b, ako postoje idempotenti
p, q P R takvi da vaºe slede¢i uslovi:

(1) ˝a “ ˝p;

(2) a˝ “ q˝;

(3) a “ pb;

(4) a “ bq.
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Iz slede¢e teoreme sledi da je na²a de�nicija pravilno pro²irenje poznatog ure�enja na
skupu idempotenata, videti De�niciju 1.2.7.

Teorema 5.3.4. Neka su a, b P EpRq. Tada je a ă´ b ako i samo ako je ab “ ba “ a.

Dokaz. Pretpostavimo da su a, b P EpRq i da je a “ ab “ ba. Ako stavimo p “ a i q “ a
dobijamo a ă´ b. Pretpostavimo sada da je a ă´ b. Postoje p, q P EpRq kao u De�niciji
5.3.3 pa je ab “ ppbqb “ pb “ a i ba “ bpbqq “ bq “ a.

Slede¢a teorema pokazuje da se, u slu£aju kada je R von Nojman regularan prsten,
relacija ă´ poklapa sa poznatom relacijom minus ure�enja ă´ koju smo ispitivali u
Poglavlju 3.1.

Teorema 5.3.5. Neka je R von Nojman regularan prsten i neka su a, b P R. Tada je
a ă´ b ako i samo ako je a ă´ b.

Dokaz. Pretpostavimo da je a ă´ b i neka su p, q P EpRq kao u De�niciji 5.3.3. Kako je
R von Nojman regularan, postoji x P R tako da je axa “ a. Neka je y “ qxp. Imamo
da je aya “ apqxpqa “ axa “ a, ay “ aqxp “ bqxp “ by, ya “ qxpa “ qxpb “ yb, pa je
a ă´ b.

Pretpostavimo sada da je a ă´ b. Postoji x P R tako da je axa “ a, ax “ bx, xa “ xb.
Stavimo p “ ax i q “ xa. Tada p P EpRq i 1 ´ p P ˝a, tj. na osnovu Leme 5.1.3,
˝p “ Rp1´ pq Ď ˝a. Sa druge strane, ako u P ˝a onda je up “ upaxq “ 0. Dakle, ˝a “ ˝p.
Osim toga, a “ axa “ axb “ pb. Sli£no, q P EpRq, a˝ “ q˝ i a “ bq. Sledi a ă´ b.

Teorema 5.3.6. Neka su a, b P R. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă´ b;

(ii) Postoje p, q P EpRq takvi da vaºe slede¢a tri uslova

(1)

a “

„

a 0
0 0



pˆq

i b “

„

a 0
0 b´ a



pˆq

; (5.1)

(2) Ako z P Rp i za “ 0 onda je z “ 0;

(3) Ako z P qR i az “ 0 onda je z “ 0.

Dokaz. Primetimo da se, na osnovu Lema 5.1.9 i 5.1.10, uslovi (2) i (3) mogu zameniti
uslovima ˝a “ ˝p i a˝ “ q˝.

(i) ñ (ii): Pretpostavimo da je a ă´ b. Tada postoje p, q P EpRq tako da je ˝a “ ˝p,
a˝ “ q˝ i a “ pa “ pb “ aq “ bq. Imamo da je paq “ a, pbq “ aq “ a, p1 ´ pqbp1 ´ qq “
pb ´ aqp1 ´ qq “ b ´ a. Svaki element iz R ima jedinstvenu matri£nu formu u odnosu na
idempotente p i q. Zbog toga, iz prethodnih jedna£ina slede reprezentacije 5.1.

(ii)ñ (i): Pretpostavimo sada da vaºi uslov (ii). Kako je p “
„

p 0
0 0



pˆp

to je pa “ pb.

Sli£no je aq “ bq, pa je a ă´ b.
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Minus parcijalno ure�enje na Rikartovim prstenima

Ukoliko nije druga£ije nagla²eno, u ovoj sekciji sa R ozna£avamo proizvoljan prsten,
dok sa A ozna£avamo proizvoljan Rikartov prsten. Po£injemo sa jednim elementarnim
tvr�enjem.

Teorema 5.3.7. Neka je A Rikartov ˚-prsten i neka su a, b P A. Tada je a ă´ b ako i
samo ako je a˚ ă´ b˚.

Dokaz. Ako je a ă´ b onda postoje idempotenti p i q takvi da je ˝a “ ˝p, a˝ “ q˝ i
a “ pb “ bq. Iz osobine (vi) Leme 5.1.2 sledi ˝pa˚q “ ˝pq˚q i pa˚q˝ “ pp˚q˝, p˚, q˚ P EpAq.
Tako�e vaºi a˚ “ b˚p˚ “ q˚b˚ pa je a˚ ă´ b˚. Naravno, zbog prethodnog vaºi i obrnut
smer.

Zbog Leme 5.1.3, iz operativnih razloga, £e²¢e ¢emo koristiti slede¢u de�niciju Rikar-
tovog prstena. Prsten R je Rikartov ako postoje idempotenti p, q P R takvi da je ˝a “ ˝p i
a˝ “ q˝. Idempotenti p i q ne moraju biti jedinstveni. Zbog toga uvodimo slede¢e skupove

LPpaq :“ tp P EpRq : ˝a “ Rp1´ pqu “ tp P EpRq : ˝a “ ˝pu,

RPpaq :“ tq P EpRq : a˝ “ p1´ qqRu “ tq P EpRq : a˝ “ q˝u.

Lema 5.3.8. Neka je a P R. Pretpostavimo da postoje p P LPpaq i q P RPpaq. Tada je

(1) LPpaq “

#

„

p p1
0 0



pˆp

: p1 P pRp1´ pq

+

“ tp` pxp1´ pq : x P Ru;

(2) RPpaq “

#

„

q 0
q1 0



qˆq

: q1 P p1´ qqRq

+

“ tq ` p1´ qqxq : x P Ru.

Dokaz. Kako je a “ paq (na osnovu Lema 5.1.9 i 5.1.10), to je a “
„

a 0
0 0



pˆp

. Neka

je e “
„

p p1
0 0



pˆp

. Lako se pokazuje da je e2 “ e i da je ea “ a odakle sledi da je

˝e Ď ˝a. Sa druge strane, pretpostavimo da z P ˝a, tj. z P ˝p. Iz zp “ 0 sledi z “

pzp1´pq`p1´pqzp1´pq, pa je z “
„

0 z1
0 z2



pˆp

, gde je z1 “ pzp1´pq i z2 “ p1´pqzp1´pq.

Sada dobijamo da je ze “ 0, pa je ˝a Ď ˝e. Sledi, e P LPpaq.

Obrnuto, pretpostavimo da e “
„

e1 e2
e3 e4



pˆp

P LPpaq, tj. e2 “ e i ˝e “ ˝a p“ ˝pq. Sledi

e “ pe i p “ ep. Odavde dobijamo
„

e1 e2
e3 e4



pˆp

“

„

e1 e2
0 0



pˆp

i
„

p 0
0 0



pˆp

“

„

e1 0
e3 0



pˆp

,

pa je e1 “ p, e3 “ 0 i e4 “ 0, ²to je i trebalo dokazati.
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Posledica 5.3.9. Neka su a, b P R. Pretpostavimo da je a ă´ b i neka su p, q P EpRq
odgovaraju¢i idempotenti (˝a “ ˝p, a˝ “ q˝, a “ pb “ bq). Tada je

tp1 P LPpaq : a “ p1bu “

#

„

p p1
0 0



pˆp

: p1 P pRp1´ pq, p1pb´ aq “ 0

+

(5.2)

tq1 P RPpaq : a “ bq1u “

#

„

q 0
q1 0



qˆq

: q1 P p1´ qqRq, pb´ aqq1 “ 0

+

.

Dokaz. Dokaza¢emo samo jednakost (5.2) jer je dokaz druge analogan. Kako je a ă´ b,
Teorema 5.3.6 daje

a “

„

a 0
0 0



pˆq

, b “

„

a 0
0 b´ a



pˆq

.

Ako p1 pripada skupu na desnoj strani onda je, na osnovu Leme 5.3.8, p1 P LPpaq. Tako�e,

p1b “

„

p p1
0 0



pˆp

„

a 0
0 b´ a



pˆq

“

„

a p1pb´ aq
0 0



pˆq

“

„

a 0
0 0



pˆq

“ a.

Da bi dokazali obrnutu inkluziju, pretpostavimo da je p1 P LPpaq i a “ p1b. Iz Leme

5.3.8 sledi p “
„

p p1
0 0



pˆp

. Sada, iz a “ p1b sledi

„

a 0
0 0



pˆq

“ a “ p1b “

„

a p1pb´ aq
0 0



pˆq

,

pa je p1pb´ aq “ 0.

Napomena 5.3.10. Primetimo da rezultati iz Leme 5.3.8 i Posledice 5.3.9 vaºe na
proizvoljnom prstenu R. Me�utim, da bi dokazali da je ă´ parcijalno ure�enje, potrebno
je pretpostaviti da je R Rikartov prsten.

Teorema 5.3.11. Neka je A Rikartov prsten. Tada je ă´ relacija parcijalnog ure�enja
na A.

Dokaz. Kako je A Rikartov prsten, za svako a P A postoje idempotenti p P LPpaq i
q P RPpaq. Kako je a “ pa “ aq, re�eksivnost sledi. Da bi dokazali antisimetri£nost,
pretpostavimo da je a ă´ b i b ă´ a. Sledi da postoje q, r P EpAq tako da je a “ aq “ bq
i b “ rb “ ra. Dobijamo da je a “ bq “ raq “ ra “ b. Ostaje jo² da dokaºemo
tranzitivnost. Pretpostavimo da je a ă´ b i b ă´ c. Dakle, postoje p, q, r, s P EpAq takvi
da je

a “ paq “ pb “ bq, ˝a “ ˝p, a˝ “ q˝ i b “ rbs “ rc “ cs, ˝b “ ˝r, b˝ “ s˝.

Neka je p1 “ p ` prp1 ´ pq. Na osnovu Leme 5.3.8 sledi da p1 P LPpaq. Primetimo da je
rp “ p. Zaista, iz ra “ rbq “ bq “ a sledi 1´ r P ˝a “ ˝p, pa je p1´ rqp “ 0, tj. rp “ p.
Zbog toga je p1 “ pr i

p1c “ prc “ pb “ a.

Sli£no se pokazuje da za q1 “ sq vaºi q1 P RPpaq i cq1 “ a. Zaklju£ujemo da je a ă´ c.
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Napomena 5.3.12. Zadrºimo oznake iz dokaza Teoreme 5.3.11. Primetimo da tako�e
vaºi p1b “ prb “ pb “ a i sli£no bq1 “ a. Sledi da ako je a ă´ b i b ă´ c onda postoje
p1 P LPpaq i q1 P RP paq koji svedo£e i o uslovu a ă´ b i o uslovu a ă´ c.

Setimo se da smo za parcijalna ure�enja de�nisana uop²tenim inverzima, uslov a ă b,
a P tă´,ă˚,ă#,ă#©,ă#©u okarakterisali odgovaraju¢im 3ˆ3 matri£nim reprezentacijama
elemenata a i b. Da li je to mogu¢e uraditi i za ure�enje ă´? Potvrdan odgovor na ovo
pitanje daje slede¢a teorema.

Teorema 5.3.13. Neka su a, b P A. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă´ b;

(ii) Postoje dekompozicije jedinice prstena A

1 “ e1 ` e2 ` e3, 1 “ f1 ` f2 ` f3,

takve da
e1 P LPpaq, e2 P LPpb´ aq, f1 P RPpaq, f2 P RPpb´ aq (5.3)

i u odnosu na njih a i b imaju slede¢e matr£ne forme

a “

»

–

a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

i b “

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

, (5.4)

pri £emu a P e1Af1 nije pe1, f1q-delilac nule, a b ´ a P e2Af2 nije pe2, f2q-delilac
nule.

Dokaz. (i) ñ (ii): Pretpostavimo da je a ă´ b. Zbog toga postoje p P LPpaq i q P RPpaq
i vaºi a “ paq “ pb “ bq. Kako je A Rikartov prsten, postoje idempotenti r P LPpb ´ aq
i s P RPpb´ aq. Iz ppb´ aq “ 0 sledi p P ˝pb´ aq “ ˝r, pa je pr “ 0. Neka je

r :“ r ´ rpp1´ rq “ r ´ rp “ rp1´ pq.

Zbog toga ²to u svakom prstenu vaºi xp´yq “ ´xy, iz Leme 5.3.8 sledi da r1 P LPpb´ aq.
Osim toga,

pr1 “ prp1´ pq “ 0 i r1p “ rp1´ pqp “ 0. (5.5)

Neka je e1 “ p, e2 “ r1 i e3 “ 1´ p´ r1. Iz 5.5 sledi da je 1 “ e1 ` e2 ` e3 dekompozicija
jedincie prstena A. Sli£no, neka je f1 “ q, f2 “ p1´ qqs i f3 “ 1´ f1´ f2. Kao i malopre,
moºemo dokazati da je 1 “ f1 ` f2 ` f3 dekompozicija jedinice pri £emu je f1 P RPpaq
i f2 P RPpb ´ aq. Matri£ne reprezentacije 5.3 slede iz njihove jedinstvenosti i slede¢ih
jednakosti

e1af1 “ paq “ a, e2pb´ aqf2 “ b´ a, b “ a` pb´ aq.

Da elementi a P e1Af1 i b ´ a P e2Af2 nisu pp, qq-delioci nule, sledi iz Leme 5.1.13 i
prethodnog dela dokaza.

(ii) ñ (i) sledi iz Teoreme 5.3.6.

123



Parcijalna ure�enja odre�ena anulatorima

U vezi uslova 5.3 videti tako�e Leme 5.1.9 i 5.1.10.

Posledica 5.3.14. Neka su a, b P A. Tada je a ă´ b ako i samo ako je b´ a ă´ b.

Teorema 5.3.15. Neka su a, b P A. Tada je a ă´ b ako i samo ako postoje idempotenti
e1 P LPpaq, e2 P LPpb´ aq, f1 P RPpaq, f2 P RPpb´ aq takvi da je e1e2 “ 0 i f2f1 “ 0.

Dokaz. Deo �samo ako� sledi iz Teoreme 5.3.13. Obrnuto, pretpostavimo da postoje
e1 P LPpaq, e2 P LPpb´ aq i da je e1e2 “ 0. Tada je e1a “ a i

e1b “ e1a` e1pb´ aq “ a` e1e2pb´ aq “ a.

Sli£no, iz f2f1 “ 0 gde je f1 P RPpaq, f2 P RPpb ´ aq, sledi a “ bf1. Po de�niciji je
a ă´ b.

Pod notacijom kao u Teoremi 5.3.13 lako je proveriti da

e1 ` e2 P LPpbq i f1 ` f2 P RPpbq. (5.6)

U Teoremi 3.1.17 smo videli da, u slu£aju regularnih elemenata a, b P R, uslov a ă´ b
vaºi ako i samo ako postoje p, q P EpRq tako da je a “ pb “ bq. Logi£no je postaviti
pitanje da li ista karakterizacija vaºi i u slu£aju ure�enja ă´ na Rikartovom prstenu
A. Potvrdan odgovor na ovo pitanje je nedavno dat u radu [68]. S obzirom da se ovaj
rezultat moºe dokazati kori²¢enjem ideje iz dokaza Teorema 5.3.11 i 5.3.13, kao i zbog
kompletnosti, dajemo dokaz.

Teorema 5.3.16. (Videti [68].) Neka su a, b P A. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă´ b;

(ii) Postoje p, q P EpAq takvi da je a “ pb “ bq.

Dokaz. Iz de�nicije relacije ă´ sledi da (i) implicira (ii). Pretpostavimo sada da je a “
pb “ bq za neke p, q P EpAq. Kako je A Rikartov prsten, postoje idempotenti e P LPpaq i
f P RPpaq. Uzmimo e1 “ e` epp1´ eq. Iz Leme 5.3.8 sledi da e1 P LPpaq. Kako je a “ pb
to je a “ pa, pa 1 ´ p P ˝a “ ˝e. Dobijamo da je e “ pe, a odavde sledi da je e1 “ ep.
Sada je

e1b “ epb “ ea “ a.

Sli£no, za f 1 “ qf vaºi f 1 P RPpaq i a “ bf 1. Dakle, a ă´ b.

U slu£aju minus parcijalnog ure�enja ă´ na skupu Bp1qpX, Y q, gde su X i Y Banahovi
prostori, videli smo koje dekompozicije prostora X i Y indukuje uslov A ă´ B, i koje
matri£ne reprezentacije imaju operatori A i B u odnosu na ove dekompozicije, videti
Teoremu 3.2.15 na strani 43.

Neka su sada A i B ograni£eni operatori iz BpH,Kq, gde su H i K Hilbertovi prostori.
Pretpostavimo da je A ă´ B i pogledajmo na ²ta se svodi Teorema 5.3.13. U tome
¢e nam pomo¢i Teorema 5.2.1, i, naravno, rezultati iz Glave 2. Uslovi E1 P LPpAq i
E2 P LPpB ´ Aq su, po Teoremi 5.2.1, ekvivalentni sa ImE1 “ ImA odnosno sa ImE2 “
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Im pB ´ Aq. Sada, kako je I “ E1 `E2 `E3 dekompozicija jedinice IK prstena BpKq, to
je

K “ ImA‘ Im pB ´ Aq ‘ ImE3.

Tako�e, iz (5.6) sledi
ImB “ ImA‘ Im pB ´ Aq. (5.7)

Primetimo da iz Teoreme 5.3.7, na osnovu 5.7, sledi

ImB˚ “ ImA˚ ‘ Im pB˚ ´ A˚q. (5.8)

Uslovi F1 P RPpAq i F2 P RPpB´Aq su ekvivalentni sa KerA “ KerF1 “ ImF2‘ImF3

odnosno Ker pB ´Aq “ KerF2 “ ImF1 ‘ ImF3. Iz (5.6) sledi Ker pF1 ` F2q “ KerB, tj.
ImF3 “ KerB.

Primetimo, tako�e, da iz uslova (5.7) i (5.8) sledi A ă´ B, videti Teoremu 2 u [105].
Zaista, neka je P P BpKq idempotent takav da je ImP “ ImA i Im pB ´ Aq Ď KerP .
Tada je P pB ´ Aq “ 0, tj. A “ PA “ PB. Sli£no moºemo na¢i idempotent R P BpHq
takav da je ImR “ ImA˚ i A˚ “ RA˚ “ RB˚. Uzmimo sada da je Q “ R˚. Imamo
KerQ “ KerA i A “ AQ “ BQ, odakle sledi A ă´ B.

Teorema 5.3.17. Neka su H i K Hilbertovi prostori i neka su A,B P BpH,Kq. Slede¢i
uslovi su ekvivalentni:

(i) A ă´ B;

(ii) Postoje dekompozicije (topolo²ke direktne sume)

H “ H1 ‘H2 ‘KerB i K “ ImA‘ Im pB ´ Aq ‘K1,

u odnosu na koje operatori

A,B : H1 ‘H2 ‘KerB Ñ ImA‘ Im pB ´ Aq ‘K1

imaju slede¢e matri£ne forme

A “

»

–

A1 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl i B “

»

–

A1 0 0
0 B1 0
0 0 0

fi

fl ,

gde su A1 : H1 Ñ ImA i B1 : H2 Ñ Im pB ´ Aq injektivni operatori stim da je
ImA1 “ ImA i B1 “ Im pB ´ Aq.

(iii)
ImB “ ImA‘ Im pB ´ Aq i ImB˚ “ ImA˚ ‘ Im pB˚ ´ A˚q

Teorema 5.3.17 je prvi put dokazana u radu [105]. Jedina razlika je u tome ²to su u
na²oj teoremi matri£ne reprezentacije reda 3 ˆ 3 za razliku od reprezentacija reda 2 ˆ 2
koje su dobijene u [105].
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5.4 Zvezda parcijalno ure�enje na Rikartovim

˚-prstenima

De�nicija zvezda parcijalnog ure�enja kori²¢enjem anulatora

Drejzinovo zvezda parcijalno ure�enje ima smisla posmatrati na algebri BpHq, gde je
H Hilbertov prostor:

A ă˚ B ô AA˚ “ BA˚ i A˚A “ A˚B. (5.9)

Drejzin je dokazao da je relacijaă˚ parcijalno ure�enje na svakoj polugrupi pS, ˚q sa pravil-
nom involucijom ˚. Poznato je (i nije te²ko dokazati) da je involucija na BpHq pravilna,
odakle sledi da je relacija de�nisana sa 5.9, relacija parcijalnog ure�enja. Me�utim, ovakva
de�nicija ne prati �emrlov pristup iskazan de�nicijom minus parcijalnog ure�enja, De�ni-
cija 5.0.31. Setimo se da je u slu£aju kompleksnih matrica, zvezda ure�enje okarakterisano
uslovom A ă˚ B ako i samo ako je A “ PB “ BQ za neke samo-adjungovane idempo-
tentske matrice P i Q, Teorema 1.1.8. Analogan rezultat smo i mi dobili u slu£aju prstena,
kada su a i b MP invertibilni elementi (Teorema 4.2.11), pa samim tim rezultat vaºi i u
slu£aju MP invertibilnih operatora. Sada je jasno da je slede¢a de�nicija u skladu sa
prethodnim zapaºanjem ali i sa �emrlovim pristupom.

De�nicija 5.4.1. (Videti [30].) Za A,B P BpHq kaºemo da je A ă˚ B ako postoje
samo-adjungovani idempotenti P,Q P BpHq takvi da je

(i) ImP “ ImA,

(ii) KerA “ KerQ,

(iii) PA “ PB,

(iv) AQ “ BQ.

O£ekivani rezultat je dokazan u radu [30]. Naime, relacija de�nisana uslovom (5.9) je
ekvivalentna sa relacijom iz De�nicije 5.4.1.

Rezultati ovog poglavlja su publikovani u radu [69]. Prate¢i ideju iz Poglavlja 5.3,
nema sumnje kako bi trebalo de�nisati relaciju ă˚ na BpHq.

De�nicija 5.4.2. Neka je H Hilbertov prostor i neka su A,B P BpHq. Kaºemo da je
A ă˚ B ako postoje samo-adjungovani idempotenti P,Q P BpHq takvi da vaºe slede¢i
uslovi:

(1) ˝A “ ˝P ;

(2) A˝ “ Q˝;

(3) PA “ PB;

(4) AQ “ BQ.
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Za o£ekivati je da su relacije ă˚ i ă˚ ekvivalentne na BpHq. Kao direktnu posledicu
Teoreme 5.2.1 dobijamo da je to zaista ta£no. Na osnovu prethodnog imamo slede¢i
rezultat.

Teorema 5.4.3. Neka su A,B P BpHq. Tada su slede¢i uslovi ekvivalentni:

1. A ă˚ B;

2. A ă˚ B;

3. AA˚ “ BA˚ i A˚A “ A˚B.

Relacija ă˚ je relacija parcijalnog ure�enja na BpHq.

Sada je jasno kako treba de�nisati relaciju zvezda ure�enja na ˚-prstenu R.

De�nicija 5.4.4. Neka je R ˚-prsten i neka su a, b P R. Kaºemo da je a manje od b u
odnosu na zvezda parcijalno ure�enje, i to ozna£avamo sa a ă˚ b, ako postoje p, q P rEpAq
takvi da je

(1) ˝a “ ˝p,

(2) a˝ “ q˝,

(3) a “ pb,

(4) a “ bq.

Na osnovu Leme 5.1.3, uslove (1) i (2) moºemo zameniti uslovima ˝a “ Rp1 ´ pq
odnosno a˝ “ p1´ qqR. Tako�e, iz uslova (1) i (2) sledi

a “ pa “ aq “ paq.

Osobine zvezda parcijalnog ure�enja na Rikartovim ˚-prstenima

Prsten A je Rikartov ˚-prsten ako postoje samo-adjungovani idempotenti p P LPpaq i
q P RPpaq. Iz Leme 5.1.5 sledi da su ova dva idempotenta jedinstvena, pa ¢emo ih ozna£iti
sa p “ lppaq odnosno sa q “ rppaq. Dakle, ako je A Rikartov ˚-prsten onda vaºi

a ă˚ b ðñ a “ lppaqb “ brppaq. (5.10)

Primetimo da je lppaq rangovska projekcija za svako e P LPpaq. Sli£no, rppaq je
rangovska projekcija za svako f P RPpaq.

Od sad pa do kraja ovog poglavlja, A ozna£ava proizvoljan Rikartov ˚-prsten.
Slede¢u lemu ¢emo £esto koristiti.

Lema 5.4.5. Neka je a P A. Tada je

(i) pa˚q˝ “ plppaqq˝;

(ii) ˝pa˚q “ ˝prppaqq.
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Dokaz. Primenom osobine (vi) Leme 5.1.2 dobijamo

pa˚q˝ “ p˝aq˚ “ p˝lppaqq˚ “ plppaqq˝.

Sli£no se dokazuje i druga jednakost.

Logi£no je postaviti pitanje da li se na Rikartovim ˚-prstenima ure�enje ă˚ ipak
poklapa sa originalnim Drejzinovim ure�enjem. Ili £ak, da li se u karakterizaciji (5.10),
lppaq i rppaqmogu zameniti proizvoljnim samo-adjungovanim idempotentima kao u slu£aju
kompleksnih matrica, ili MP invertibilnih elementa. Za odgovore na ova pitanja ¢e nam
pomo¢i slede¢e dve leme.

Lema 5.4.6. Neka su a, b P A. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a “ lppaqb;

(ii) a “ pb, za neko p P rEpAq;

(iii) a˚a “ a˚b.

Dokaz. (i) ñ (ii) je trivijalno.
(ii) ñ (iii): Pretpostavimo da je a “ pb gde je p P rEpAq. Tada je a “ pa i a˚a “

a˚pb “ ppaq˚b “ a˚b.
(iii) ñ (i): Sada je a˚pb ´ aq “ 0. Iz Leme 5.4.5 sledi lppaqpb ´ aq “ 0 pa je a “

lppaqb.

Dualni rezultat se sli£no dokazuje.

Lema 5.4.7. Neka su a, b P A. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a “ brppaq;

(ii) a “ bq, za neko q P rEpAq;

(iii) aa˚ “ ba˚.

Teorema 5.4.8. Neka su a, b P A. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă˚ b.

(ii) Postoje p, q P rEpAq takvi da je a “ pb “ bq.

(iii) a˚a “ a˚b i aa˚ “ ba˚.

(iv)

a “

„

a 0
0 0



pˆq

i b “

„

a 0
0 b´ a



pˆq

(5.11)

gde je p “ lppaq i q “ rppaq;

(v) Postoje p, q P rEpAq takvi da (5.11) vaºi.
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Dokaz. (i) ô (ii) ô (iii) sledi na osnovu Lema 5.4.6 i 5.4.7.
(i) ñ (iv): Pretpostavimo da je a ă˚ b. Tada je a “ pb “ bq gde je p “ lppaq

i q “ rppaq. Jasno je da je a “ paq odakle sledi da a ima traºenu matri£nu formu.
Matri£na forma za b sledi iz njene jedinstvenosti i slede¢ih jednakosti

pbq “ bqq “ bq “ a,

pbp1´ qq “ bqp1´ qq “ 0,

p1´ pqbq “ p1´ pqpb “ 0.

(iv) ñ (v) je trivijalno.
(v) ñ (ii): Imamo da je

pb “

„

p 0
0 0



pˆp

„

a 0
0 b´ a



pˆq

“

„

a 0
0 0



pˆq

“ a.

Sli£no je a “ bq.

Poznato je da je involucija ˚ na svakom Rikartovom ˚-prstenu pravilna. Naime, ako je
aa˚ “ 0 onda a˚ P a˝ “ rppaq˝ pa je 0 “ rppaqa˚ “ parppaqq˚ “ a˚, tj. a “ 0. Zbog toga
slede¢a teorema direktno sledi iz Teoreme 1.2.10. Naravno, teoremu je mogu¢e dokazati i
prate¢i korake dokaza Teoreme 5.3.11.

Teorema 5.4.9. Neka je R Rikartov ˚-prsten. Relacija ă˚ je relacija parcijalnog ure�enja
na R.

Napomena 5.4.10. Karakterizacija (ii) u Teoremi 5.4.8 pokazuje da su uslovi (i) i (ii)
iz De�nicije 5.4.4 suvi²ni u slu£aju kada je R Rikartov ˚-prsten. Odavde dobijamo i da
su uslovi (i) i (ii) iz De�nicije 5.4.1 tako�e suvi²ni.

Napomena 5.4.11. Uslovi (iv) i (v) iz Teoreme 5.4.8 daju karakterizaciju svih elemenata
b ve¢ih od a u odnosu na zvezda parcijalno ure�enje.

Posledica 5.4.12. Neka su a, b P A. Tada je a ă˚ b ako i samo ako je b´ a ă˚ b.

Dokaz. Dokaz sledi iz Teoreme 5.4.8 (i) ô (iii).

Sli£no Teoremi 5.3.13 i uslov a ă˚ b moºemo okarakterisati odgovaraju¢im 3 ˆ 3
reprezentacijama elemenata a i b.

Teorema 5.4.13. Neka su a, b P A. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă˚ b.

(ii) lppaqlppb´ aq “ 0 i rppaqrppb´ aq “ 0.

(iii) lppb´ aq “ lppbq ´ lppaq, lppaqlppbq “ lppaq

rppb´ aq “ rppbq ´ rppaq, rppaqrppbq “ rppaq.
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(iv) Postoje ortogonalne dekompozicije jedinice prstena A

1 “ e1 ` e2 ` e3, 1 “ g1 ` g2 ` g3,

gde je e1 “ lppaq, e2 “ lppb ´ aq, g1 “ rppaq, g2 “ rppb ´ aq u odnosu na koje
elementi a i b imaju slede¢e matri£ne forme

a “

»

–

a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆg

i b “

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0

fi

fl

eˆg

, (5.12)

pri £emu a P e1Rg1 nije pe1, g1q-delilac nule, a b´a P e2Rg2 nije pe2, g2q-delilac nule.

Dokaz. (i) ô (ii):

a ă˚ b ô lppaqpb´ aq “ 0 i pb´ aqrppaq “ 0 ô lppaqlppb´ aq “ 0 i rppb´ aqrppaq “ 0.

(i) ñ (iii): Pretpostavimo da je a ă˚ b. Tada je a “ lppaqb “ brppaq. Kako je
1´ lppbq P ˝lppbq “ ˝b to je

p1´ lppbqqa “ p1´ lppbqqbrppaq “ 0.

Sledi 1 ´ lppbq P ˝a “ ˝lppaq, odakle zaklju£ujemo da je lppaq “ lppbqlppaq, ali i lppaq “
lppaqlppbq jer su lppaq i lppbq samo-adjungovani. Dakle, lppbq ´ lppaq je samo-adjungovani
idempotent. Da bi dokazali da je lppb ´ aq “ lppbq ´ lppaq dovoljno je jo² dokazati da je
˝pb´ aq “ ˝plppbq ´ lppaqq. Koriste¢i da je b “ lppbqb i a “ lppaqb dobijamo

xpb´ aq “ 0 ðñ xplppbqb´ lppaqbq “ 0 ðñ xplppbq ´ lppaqqb “ 0

ðñ xplppbq ´ lppaqq P ˝b “ ˝lppbq ðñ xplppbq ´ lppaqqlppbq “ 0

ðñ xplppbqlppbq ´ lppaqlppbqq “ 0 ðñ xplppbq ´ lppaqq “ 0.

Analogno dokazujemo i dualni rezultat za rppbq.
(iii) ñ (iv): Neka je e1 “ lppaq, e2 “ lppb ´ aq “ lppbq ´ lppaq i e3 “ 1 ´ lppbq. Iz

lppaqlppbq “ lppaq dobijamo da je 1 “ e1 ` e2 ` e3 ortogonalna dekompozicija jedinice.
Sli£no, za f1 “ rppaq, f2 “ rppb´aq “ rppbq´rppaq, f3 “ 1´rppbq vaºi da je 1 “ f1`f2`f3
ortogonalna dekompoozicija jedinice. Iz lppaqlppbq “ lppaq sledi lppbqlppaq “ lppaq pa je
p1 ´ lppbqq P ˝lppaq “ ˝a. Dakle, a “ lppbqa. Imaju¢i ovo u vidu, reprezentacije (5.12)
slede iz b “ a` pb´ aq i slede¢ih jednakosti

e1af1 “ lppaqarppaq “ a;

e2bf2 “ e2af2 ` e2pb´ aqf2 “ plppbq ´ lppaqqaf2 ` lppb´ aqpb´ aqrppb´ aq “ b´ a.

Da elementi a P e1Ag1 i b ´ a P e2Ag2 nisu pp, qq-delioci nule, sledi iz Leme 5.1.13 i
prethodnog dela dokaza.

(iv) ñ (i) sledi na osnovu Teoreme 5.4.8 (iv) ñ (i).
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Napomena 5.4.14. Pretpostavimo sada da je A “ BpHq gde je H Hilbertov prostor
i posmatrajmo matri£ne reprezentacije u Teoremi 5.4.13. Neka je E1 “ lppAq, E2 “

lppB ´ Aq “ lppBq ´ lppAq i E3 “ I ´ lppBq. Kako je ˝E1 “
˝A, ˝E2 “

˝pB ´ Aq i
˝lppBq “ ˝B, iz Teoreme 5.2.1, dobijamo da je ImE1 “ ImA, ImE2 “ Im pB ´ Aq i

ImE3 “ Ker lppBq “ Ker plppBqq˚ “ pIm lppBqqK “ ImB
K
“ KerB˚.

Kako je 1 “ E1`E2`E3 ortogonalna dekompozicija jedinice I prstena BpHq, zaklju£ujemo
da je H “ ImE1 k ImE2 k ImE3, videti Poglavlje 2.3. Dakle,

H “ ImAk Im pB ´ Aq kKerB˚.

Neka je dalje F1 “ rppAq “ lppA˚q, F2 “ rppB ´ Aq “ lppB˚ ´ A˚q i F3 “ I ´ rppBq “
I ´ lppB˚q. Sli£no kao malopre, dobijamo da je

H “ ImA˚ k Im pB˚ ´ A˚q kKerB.

Tako�e, na osnovu Teoreme 5.2.1, imamo da je

KerA “ KerF1 “ ImF2 k ImF3 “ Im pB˚ ´ A˚q kKerB

i
Ker pB ´ Aq “ KerF2 “ ImA˚ kKerB.

Zbog toga se reprezentacije u Teoremi 5.4.13 svode na slede¢i rezultat.

Teorema 5.4.15. Neka su A,B P BpHq, gde je H Hilbertov prostor. Slede¢i uslovi su
ekvivalentni:

(1) A ă˚ B;

(2) H “ ImA˚ k Im pB˚ ´ A˚q kKerB,

H “ ImAk Im pB ´ Aq kKerB˚ i

A,B : ImA˚ k Im pB˚ ´ A˚q kKerB Ñ ImAk Im pB ´ Aq kKerB˚

imaju slede¢e matri£ne reprezentacije

A “

»

–

A1 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl i B “

»

–

A1 0 0
0 B1 0
0 0 0

fi

fl ,

gde su A1 : ImA˚ Ñ ImA i B1 : Im pB˚ ´ A˚q Ñ Im pB ´ Aq injektivni ograni£eni
operatori i uz to vaºi da je ImA1 “ ImA i ImB1 “ Im pB ´ Aq.

U slede¢oj lemi ¢emo na¢i matri£ne reprezentacije za a i b u odnosu na lppaq i rppaq
kada je a ă´ b. Rezultat je, na neki na£in, analogon Teoreme 1 u [48] gde je posmatran
slu£aj kompleksnih matrica. Na² dokaz je u potpunosti druga£iji.

131



Parcijalna ure�enja odre�ena anulatorima

Lema 5.4.16. Neka su a, b P A i neka je p “ lppaq i q “ rppaq. Slede¢i uslovi su
ekvivalentni:

(i) a ă´ b.

(ii) Postoje p1 P pRp1´ pq, q1 P p1´ qqRq, i b4 P p1´ pqRp1´ qq takvi da je

a “

„

a 0
0 0



pˆq

i b “

„

a` p1b4q1 p1b4
b4q1 b4



pˆq

. (5.13)

Dokaz. Jasno je da a ima datu matri£nu formu. Neka je b “
„

b1 b2
b3 b4



pˆq

. Po de�niciji je

a ă´ b ako i samo ako postoje p1 P LPpaq i q1 P RPpaq tako da je a “ p1b i a “ bq1. Prema
karakterizacijama datim u Lemi 5.3.8, ovo je ekvivalentno slede¢im uslovima

„

a 0
0 0



pˆq

“ a “ p1b “

„

p p1
0 0



pˆp

„

b1 b2
b3 b4



pˆq

“

„

b1 ` p1b3 b2 ` p1b4
0 0



pˆq

,

„

a 0
0 0



pˆq

“ a “ bq1 “

„

b1 b2
b3 b4



pˆq

„

q 0
q1 0



qˆq

“

„

b1 ` b2q1 0
b3 ` b4q1 0



pˆq

.

Ovo je ta£no ako i samo ako je b2 “ ´p1b4, b3 “ ´b4q1 i b1 “ a ` p1b4q1. Da bi zavr²ili
dokaz, dovoljno je uzeti p1 “ ´p1 i q1 “ ´q1.

Jasno je da zvezda parcijalno ure�enje implicira minus parcijalno ure�enje. Potraºimo
uslove pod kojima vaºi obrnuta implikacija. Ve¢ina slede¢ih rezultata je podstaknuta
odgovaraju¢im rezultatima na kompleksnim matricama [6,48]. �ak i u matri£nom slu£aju,
dokazi nisu elementarni. �ta vi²e, neki od slede¢ih dokaza su jednostavniji od matri£nih,
koji uklju£uju tehnike kona£no dimenzionalne linearne algebre i/ili koriste Mur-Penrouzov
inverz. Podsetimo se da je element a P A normalan ako je aa˚ “ a˚a.

Teorema 5.4.17. Neka su a, b P A takvi da je a ă´ b. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă˚ b;

(ii) ba˚ i a˚b su samo-adjungovani;

(iii) ba˚ i a˚b su normalni.

Dokaz. (i) ñ (ii): Kako je a ă˚ b, iz Teoreme 5.4.8 sledi da je aa˚ “ ba˚ i a˚a “ a˚b pa
su ba˚ i a˚b samo-adjungovani.

(ii) ñ (iii) je trivijalno.
(iii) ñ (i): Pretpostavimo da je a ă´ b i da su ba˚ i a˚b normalni. Tada je ba˚ab˚ “

ab˚ba˚. Koriste¢i reprezentacije (5.13), dobijamo

ba˚ab˚ “

„

pa` p1b4q1qa
˚apa` p1b4q1q

˚ pa` p1b4q1qa
˚apb4q1q

˚

b4q1a
˚apa` p1b4q1q

˚ b4q1a
˚apb4q1q

˚



pˆp

,

ab˚ba˚ “

„

apa` p1b4q1q
˚pa` p1b4q1qa

˚ ` apb4q1q
˚b4q1a

˚ 0
0 0



pˆp

,
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gde je p “ lppaq i q “ rppaq Sledi 0 “ b4q1a
˚apb4q1q

˚ “ pb4q1a
˚qpb4q1a

˚q˚. A je Rikartov
˚-prsten pa je njegova involucija pravilna, odakle sledi da je b4q1a˚ “ 0. Zbog toga, na
osnovu Leme 5.4.5, dobijamo da je b4q1 P ˝pa˚q “ ˝rppaq “ ˝q. Kako q1 P Rq, to je
b4q1 “ 0. Sli£no dobijamo da je p1b4 “ 0, pa je

b “

„

a 0
0 b4



pˆq

.

Po Teoremi 5.4.8, a ă˚ b.

Lema 5.4.18. Za a P A vaºi:

(i) lppaq “ rppa˚q;

(ii) lppaq “ lppaa˚q;

(iii) rppa˚q “ rppaa˚q;

(iv) lppaa˚q “ rppaa˚q “ lppaq “ rppa˚q.

Dokaz. (i): Dokaz direktno sledi iz osobine (i) Leme 5.4.5.
(ii): Involucija na svakom Rikartovom ˚-prstenu je pravilna, tj. iz aa˚ “ 0 sledi a “ 0

za svako a P R. Neka je xaa˚ “ 0. Tada je pxaqpxaq˚ “ 0 a odatle i xa “ 0. To zna£i da
je ˝paa˚q “ ˝a pa je lppaa˚q “ lppaq.

(iii): Sli£no kao (ii).
(iv): Sledi iz (i), (ii) i (iii).

Teorema 5.4.19. Neka su a, b P A i neka je a ă´ b. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă˚ b;

(ii) aa˚ ă˚ bb˚;

(iii) a˚a ă˚ b˚b.

Dokaz. (i)ñ (ii): Pretpostavimo da je a ă˚ b. Tada je aa˚ “ ba˚ “ ab˚ i a˚a “ a˚b “ b˚a.
Sledi

paa˚q˚pbb˚q “ aa˚bb˚ “ aa˚ab˚ “ aa˚aa˚ “ paa˚q˚paa˚q.

Sli£no, pbb˚qpaa˚q˚ “ paa˚qpaa˚q˚, pa je aa˚ ă˚ bb˚.
(ii) ñ (i): Neka je p “ lppaq i q “ rppaq. Tada je

a “

„

a 0
0 0



pˆq

i aa˚ “

„

aa˚ 0
0 0



pˆp

.

Pretpostavimo da je aa˚ ă˚ bb˚. Iz Teoreme 5.4.8 ((i) ô (iv)) i Leme 5.4.18 sledi da je

bb˚ “

„

aa˚ 0
0 c



pˆp

, (5.14)
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gde c P p1´ pqRp1´ pq. Po Lemi 5.4.16, iz uslova a ă´ b sledi da je

b “

„

a` p1b4q1 p1b4
b4q1 b4



pˆq

. (5.15)

Iz poslednje reprezentacije sledi

bb˚ “

„

pa` p1b4q1qpa` p1b4q1q
˚ ` pp1b4qpp1b4q

˚ pa` p1b4q1qpb4q1q
˚ ` p1b4b

˚
4

b4q1pa` p1b4q1q
˚ ` b4pp1b4q

˚ b4q1pb4q1q
˚ ` b4b

˚
4



pˆp

.

(5.16)
Iz (5.14) i (5.16) zaklju£ujemo da je

aa˚ “ pa` p1b4q1qpa` p1b4q1q
˚
` pp1b4qpp1b4q

˚ (5.17)
“ pa` p1b4q1qa

˚
` pa` p1b4q1qpb4q1q

˚p˚1 ` pp1b4qpp1b4q
˚

“ pa` p1b4q1qa
˚
` p´p1b4b

˚
4qp

˚
1 ` pp1b4qpp1b4q

˚

“ pa` p1b4q1qa
˚
“ aa˚ ` p1b4q1a

˚.

Dakle, p1b4q1a˚ “ 0. Sada iz Leme 5.4.5 (ii) dobijamo da je 0 “ p1b4q1q “ p1b4q1, jer
q1 P p1 ´ qqRq. Zbog toga, iz jednakosti (5.17) sledi da je pp1b4qpp1b4q˚ “ 0. Involucija ˚
je pravilna, pa zaklju£ujemo da je p1b4 “ 0. Iz (5.16) je tako�e

pa` p1b4q1qpb4q1q
˚
` p1b4b

˚
4 “ 0,

odakle sledi da je apb4q1q˚ “ 0. Zbog toga je qpb4q1q˚ “ 0, pa je b4q1 “ 0. Jednakost
(5.15) postaje

b “

„

a 0
0 b4



pˆq

.

Po Teoremi 5.4.8, a ă˚ b.
(i) ô (iii): Sli£no kao (i) ô (ii).

Lema 5.4.20. Ako je a P A normalan onda je lppaq “ rppaq.

Dokaz. Po Lemi 5.4.18 je rppaq “ rppa˚aq “ rppaa˚q “ rppa˚q “ lppaq.

Teorema 5.4.21. Neka su a, b P A gde je a normalan i neka je a ă´ b. Slede¢i uslovi
ekvivalentni:

(i) a ă˚ b;

(ii) a i b komutiraju;

(iii) a˚ i b komutiraju;

(iv) a i b˚ komutiraju;

(v) a˚ i b˚ komutiraju.
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Dokaz. Dokaza¢emo samo ekvivalentnost uslova (i) i (ii). Ostale ekvivalencije se dokazuju
sli£no. Kako je a normalan to je, po Lemi 5.4.20, lppaq “ rppaq. Ozna£imo ovaj idempo-
tent sa p.

(i) ñ (ii): Pretpostavimo da je a ă˚ b. Teorema 5.4.8 daje

a “

„

a 0
0 0



pˆp

i b “

„

a 0
0 b1



pˆp

,

gde je b1 “ b´ a. Lako se vidi da je

ab “ ba “

„

a2 0
0 0



pˆp

.

(ii) ñ (i): Kako je a ă´ b, iz Leme 5.4.16 sledi

a “

„

a 0
0 0



pˆp

i b “

„

a` p1b4q1 p1b4
b4q1 b4



pˆp

,

gde je p1 P pRp1´ pq i q1 P p1´ pqRp. Pretpostavimo da je ab “ ba. Sledi
„

a2 ` ap1b4q1 ap1b4
0 0



pˆp

“

„

a2 ` p1b4q1a 0
b4q1a 0



pˆp

,

i zbog toga je ap1b4 “ 0. Kako je a˝ “ p˝ i p1 P pRp1´ pq, sledi da je p1b4 “ 0. Sli£no, iz
b4q1a “ 0 sledi b4q1 “ 0. Dakle,

b “

„

a 0
0 b4



pˆp

,

odakle je a ă˚ b.

Podsetimo se da je w P R parcijalna izometrija ako je ww˚w “ w.

Teorema 5.4.22. Neka su a, b P A parcijalne izometrije. Tada je a ă˚ b ako i samo ako
je a ă´ b.

Dokaz. Deo �samo ako� je trivijalan. Pretpostavimo da je a ă´ b. Treba pokazati da je
a ă˚ b. Po Teoremi 5.4.19 dovoljno je dokazati da je aa˚ ă˚ bb˚. Po pretpostavci, postoje
idempotenti p i q takvi da je a “ pb “ bq. Odavde je a “ bq “ bb˚bq “ bb˚a, pa je

paa˚qpaa˚q˚ “ aa˚ “ bb˚aa˚ “ pbb˚qpaa˚q˚

i
paa˚q˚paa˚q “ aa˚ “ aa˚bb˚ “ paa˚q˚pbb˚q.

Dakle, aa˚ ă˚ bb˚.

Sada ¢emo dati nekoliko osobina �nasle�ivanja� zvezda parcijalnog ure�enja. Pro²irimo
najpre poznatu osobinu minus parcijalnog ure�enja sa BpHq (videti [105]) na proizvoljan
prsten.
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Lema 5.4.23. Neka je R proizvoljan prsten i neka su a, b P R. Ako je b P EpRq i a ă´ b
onda je a P EpRq.

Dokaz. Neka je b idempotent i neka je a ă´ b. Po de�niciji, postoje p P LPpaq i q P RPpaq
tako da je a “ pb “ bq. Imamo a “ bq “ b2q “ ba pa 1 ´ b P ˝a “ ˝p, tj. p “ bp. Sledi,
p “ p2 “ pbp “ ap, odakle je a “ pa “ apa “ aa “ a2.

Slede¢om teoremom ¢emo pokazati da ako je b idempotent, samo-adjungovani idem-
potent ili parcijalna izometrija, onda i svaki element a koji zadovoljava a ă˚ b nasle�uje
istu osobinu.

Teorema 5.4.24. Neka su a, b P A i pretpostavimo da je a ă˚ b.

(i) Ako je b2 “ b onda je a2 “ a.

(ii) Ako je b2 “ b “ b˚ onda je a2 “ a “ a˚.

(iii) Ako je bb˚b “ b onda je aa˚a “ a.

Dokaz. (i): Sledi iz Leme 5.4.23 i osobine a ă˚ b ñ a ă´ b.
(ii): Neka je sada b2 “ b “ b˚. Kao i malopre zaklju£ujemo da je a2 “ a pa ostaje

jo² da pokaºemo da je a samo-adjungovan. Kako je a ă˚ b, imamo a “ pb “ bq gde je
p “ lppaq i q “ rppaq. Iz dokaza Leme 5.4.23, znamo da je p “ bp, pa je

a “ pa “ bpa “ b˚p˚a “ ppbq˚a “ a˚a.

Dakle, a je samo-adjungovan.
(iii): Na kraju, neka je b “ bb˚b. Iz a ă˚ b sledi

a “

„

a 0
0 0



pˆq

i b “

„

a 0
0 b1



pˆq

,

gde je b1 “ b´ a. Imamo
„

a 0
0 b1



pˆq

“

„

a 0
0 b1



pˆq

„

a˚ 0
0 b˚1



qˆp

„

a 0
0 b1



pˆq

odakle je a “ aa˚a.

Levo-zvezda i desno-zvezda parcijalno ure�enje

Levo-zvezda i desno-zvezda parcijalno ure�enje su uveli Baksalari i Mitra u radu [8]
na slede¢i na£in.

De�nicija 5.4.25. Levo zvezda parcijalno ure�enje, ˚ă, na Mmˆn je relacija de�nisana
sa

A ˚ă B ako je A˚A “ A˚B i ImA Ď ImB.

Desno zvezda parcijalno ure�enje, ă˚ , na Mmˆn je relacija de�nisana sa

A ă˚B ako je AA˚ “ BA˚ i ImA˚ Ď ImB˚.
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Baksalari i Mitra su dokazali da za A,B P Mm,n, iz A ă˚ B sledi A ˚ă B i A ă˚B.
Tako�e, iz A ˚ă B ili A ă˚B sledi A ă´ B. Obrnute implikacije ne vaºe.

Prate¢i �emrlov pirstup de�nisanja minus parcijalnog ure�enja na BpHq i koriste¢i
poznate £injenice vezane za gore pomenuta matri£na ure�enja, u radu [29] su de�nisane
slede¢e relacije na BpHq.

De�nicija 5.4.26. (Videti [29].) Za A,B P BpHq kaºemo da je A ˚ă B kada postoji
samo-adjungovani idempotent P P BpHq i idempotent Q P BpHq tako da je

(i) ImP “ ImA,

(ii) KerA “ KerQ,

(iii) PA “ PB,

(iv) AQ “ BQ.

U [29] je dokazano da je za A,B P BpHq, A ˚ă B ako i samo ako je A˚A “ A˚B i
ImA Ď ImB, pa je relacija iz De�nicije 5.4.26 pravilno pro²irenje levog-zvezda ure�neja
na skupu kompleksnih matrica. Analogno se de�ni²e i desno-zvezda parcijalno ure�enje
na BpHq, videti [29].

Levo-zvezda ure�enje moºemo okarakterisati £isto algebarskim uslovom.

De�nicija 5.4.27. Za A,B P BpHq kaºemo da je A ˚ă B ako postoji samo-adjungovani
idempotent P P BpHq i idempotent Q P BpHq tako da je

(i) ˝A “ ˝P ,

(ii) A˝ “ Q˝,

(iii) A “ PB,

(iv) A “ BQ.

Da je relacija ˚ă iz prethodne de�nicije zaista ekvivalentna sa relacijom ˚ă iz De�ni-
cije 5.4.26, sledi iz Teoreme 5.2.1.

Sada smo u poziciji da pro²irimo pojmove levog-zvezda i desnog-zvezda ure�enja na
prsten sa involucijom.

De�nicija 5.4.28. Neka je R ˚-prsten i neka su a, b P R. Kaºemo da je a manje od
b u odnosu na levo-zvezda parcijalno ure�enje, i to ozna£avamo sa a ˚ă b, ako postoje
p P rEpRq i q P EpRq takvi da je

(i) ˝a “ ˝p,

(ii) a˝ “ q˝,

(iii) a “ pb,

(iv) a “ bq.
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De�nicija 5.4.29. Neka je R ˚-prsten i neka su a, b P R. Kaºemo da je a manje od b
u odnosu na desno-zvezda parcijalno ure�enje, i to ozna£avamo sa a ă˚ b, ako postoje
p P EpRq i q P rEpRq takvi da je

(i) ˝a “ ˝p,

(ii) a˝ “ q˝,

(iii) a “ pb,

(iv) a “ bq.

Napomena 5.4.30. Lako se proverava da je a ˚ă b ako i samo ako je a˚ ă˚ b˚. Ovo sledi
iz x˝ “ y˝ ô ˝px˚q “ ˝py˚q.

Napomena 5.4.31. Neka je R ˚-prsten. Upore�uju¢i De�niciju 5.3.3 sa De�nicijama
5.4.28 i 5.4.29, lako nalazimo da a ˚ă b ñ a ă´ b i a ă˚ b ñ a ă´ b.

Teorema 5.4.32. Neka su a, b P A. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ˚ă b.

(ii) Postoje p P rEpAq i q P EpAq takvi da je a “ pb “ bq.

(iii) a˚a “ a˚b i a “ bq za neko q P EpAq.

(iv)

a “

„

a 0
0 0



pˆq

i b “

„

a 0
0 b´ a



pˆq

. (5.18)

gde je p “ lppaq i q P RPpaq;

(v) Postoje p P rEpAq i q P EpAq tako da vaºe matri£ne forme (5.18).

Dokaz. Primetimo da se u stavkama (ii), (iii) i (v) zahteva samo da je q idempotent, a
ne i da obavezno pripada skupu RPpaq. To se moºe dokazati na isti na£in kao u dokazu
Teoreme 5.3.16. Ostali deo teoreme se moºe dokazati na sli£an na£in kao i Teorema
5.4.8.

Naravno, analogna teorema vaºi i za desno-zvezda ure�enje.
Slede¢a teorema govori da su relacije uvedene De�nicijama 5.4.28 i 5.4.29 zaista par-

cijalna ure�enja kada je A Rikartov ˚-prsten.

Teorema 5.4.33. Relacije ˚ă i ă˚ su relacije parcijalnog ure�enja na A.

Dokaz. Dokaz se moºe izvesti prate¢i linije dokaza Teoreme 5.3.11.

Slede¢a teorema je uop²tenje odgovaraju¢eg matri£nog rezultata (videti Teoremu 4.2.
u [8] i Teoremu 2.1 u [4]).

Teorema 5.4.34. Neka je R Rikartov ˚-prsten i neka su a, b P R. Slede¢i uslovi su
ekvivalentni:
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(i) a ˚ă b;

(ii) a ă´ b i a˚b je samo-adjungovan;

(iii)

a “

„

a 0
0 0



pˆq

i b “

„

a 0
b4q1 b4



pˆq

,

gde je p “ lppaq i q “ rppaq.

Dokaz. (i) ñ (ii) sledi iz Napomene 5.4.31 i Teoreme 5.4.32 ((i) ñ (iii)).
(ii) ñ (iii): Pretpostavimo da je a ă´ b i da je a˚b samo-adjungovan. Iz Leme 5.4.16

sledi

a˚b “

„

a˚ 0
0 0



qˆp

„

a` p1b4q1 p1b4
b4q1 b4



pˆq

“

„

a˚a` a˚p1b4q1 a˚p1b4
0 0



qˆq

,

gde je p “ lppaq i q “ rppaq. Kako je a˚b samo-adjungovan, imamo da je a˚p1b4 “ 0, i
zbog toga je p1b4 P pa˚q˝ “ rppa˚q˝ “ lppaq˝ “ p˝. Kako p1 P pRp1 ´ pq dobijamo da je
p1b4 “ 0, odakle sledi reprezentacija za b.

(iii)ñ (i): Pretpostavimo da a i b imaju date reprezentacije i neka je q1 “
„

q 0
´q1 0



qˆq

.

Iz Leme 5.3.8 sledi da q1 P RPpaq. Direktna provera pokazuje da je a˚a “ a˚b i a “ bq1.
Po Teoremi 5.4.32 sledi da je a ˚ă b.

Sli£no se dokazuje i slede¢a teorema.

Teorema 5.4.35. Neka je R Rikartov ˚-prsten i a, b P R. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă˚ b;

(ii) a ă´ b i ba˚ je samo-adjungovan;

(iii)

a “

„

a 0
0 0



pˆq

i b “

„

a p1b4
0 b4



pˆq

,

gde je p “ lppaq i q “ rppaq.

Teorema 5.4.36. Neka su a, b P A normalni elementi. Tada je

a ˚ă b ô a ă˚ b ô a ă˚ b.

Dokaz. Pretpostavimo da su a i b normalni i da je a ˚ă b. Po Lemi 5.4.20 vaºi da je
lppaq “ rppaq. Iz Teoreme 5.4.34 sledi

bb˚ “

„

a 0
b4q1 b4



pˆp

„

a˚ pb4q1q
˚

0 b˚4



pˆp

“

„

aa˚ apb4q1q
˚

b4q1a
˚ b4q1pb4q1q

˚ ` b4b
˚
4



pˆp

,

b˚b “

„

a˚a` pb4q1q
˚b4q1 pb4q1q

˚b4
b˚4b4q1 b˚4b4



pˆp

,
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gde je p “ lppaq. Kako su a i b normalni, sledi da je aa˚ “ a˚a i aa˚ “ a˚a` pb4q1q
˚b4q1.

Dakle, pb4q1q˚b4q1 “ 0. A ima pravilnu involuciju, pa je b4q1 “ 0. Po Teoremi 5.4.8 (iv)
ñ (i) sledi da je a ă˚ b. Kako zvezda ure�enje implicira levo-zvezda ure�enje, dokazali
smo da je a ˚ă b ako i samo ako a ă˚ b. Na isti na£in moºemo dokazati da je a ă˚ b ako i
samo ako je a ă˚ b.

5.5 O²tro i jezgarno parcijalno ure�enje na

Rikartovim prstenima

Grupni inverz i o²tro parcijalno ure�enje de�nisano pomo¢u njega smo detaljno ispitali
u Glavama 4.1 odnosno 4.2. Kao i u slu£aju minus i zvezda ure�enja i sada ºelimo da
de�niciju pro²irimo tako da ona ima smisla i za elemente koji nisu g-invertibilni. Rezultati
ovog poglavlja se delom nalaze u radu [92]. Pre svega da vidimo kako se o²tro ure�enje
moºe pro²iriti na algebru BpXq, gde je X beskona£no dimenzionalan Banahov prostor
(s obzirom da se grupni inverz de�ni²e i na strukturama bez involucije, nema potrebe
suºavati kontekst na Hilbertov prostor). I u ovoj situaciji se moºe primeniti univerzalan
�emrlov pristup. Neka je

IX “ tA P BpXq : ImA‘KerA “ Xu.

Lako se vidi da A P IX ako i samo ako postoji idempotent PA P BpXq takav da je

ImPA “ ImA i KerPA “ KerA.

Takav idempotent je jedinstven i vaºi

A “ PAA “ APA.

Primetimo da se skup IX poklapa sa skupom I1,n kada je dimX ă 8. Prate¢i �emrlov
pristup, E�mov je u radu [35] pro²irio de�nicijiju o²trog ure�enja na BpHq na slede¢i
na£in.

De�nicija 5.5.1. (Videti [35].) Neka je X Banahov prostor. Za A,B P BpXq kaºemo da
je A ă7 B ako A P IX i

A “ PAB “ BPA.

Relacija ă7 je relacija parcijalnog ure�enja na IX , [35], i ona je pravilno pro²irenje
o²trog parcijalnog ure�enja sa I1,n na IX . Nedavno je de�nicija o²trog ure�enja uop²tena
sa Mn na skup R# (podskup grupno invertibilnih elemenata prstena), videti [68]. Na²
cilj je da de�niciju o²trog ure�enja pro²irimo na prstene, ali, kao i do sada, ne ºelimo da
ograni£imo na²e razmatranje samo na elemente koji poseduju grupni inverz. Ekvivalentna
algebarska de�nicija sa anulatorima je o£ekivana.

Neka je X Banahov prostor i neka je

IX “ tA P BpXq : ˝A “ ˝P i A˝ “ P ˝ za neki idempotent P P BpXqu. (5.19)

Kada A P IX , idempotent P koji se javlja u (5.19) je jedinstven (Lema 5.1.4) i oz-
na£ava¢emo ga sa PA.
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De�nicija 5.5.2. Neka je X Banahov prostor. Za A,B P BpXq kaºemo da je A ă7 B
ako A P IX i

A “ PAB “ BPA.

Teorema 5.5.3. Neka je X Banahov prostor. Tada je:

(1) IX “ IX ;

(2) O²tro parcijalno ure�enje ă# uvedeno De�nicijom 5.5.1 i relacija ă# uvedena De�ni-
cijom 5.5.2 su jednake na BpXq.

Dokaz. Dokaz je direktna posledica Teoreme 5.2.1.

O²tro parcijalno ure�enje na IR
Neka je R proizvoljan prsten. De�nicije skupa IX i relacije ă# date De�nicijom 5.5.2
imaju smisla i u R. Ozna£imo

IR “ ta P R : ˝a “ ˝p i a˝ “ p˝ za neko p P EpRqu.

U Lemi 5.1.4 je dokazana jedinstvenost idempotenta p, pa ga moºemo ozna£iti sa p “ pa.
Ako a P IR onda je p1´ paqa “ ap1´ paq “ 0 jer 1´ pa P

˝pa X p
˝
a. Zbog toga je

a “ paa “ apa.

De�nicija 5.5.4. Neka su a, b P R. Kaºemo da je a manje od b u odnosu na o²tro
parcijalno ure�enje , i to ozna£avamo sa a ă# b, ako a P IR i

a “ pab “ bpa.

Jasno je da za a, b P R vaºi

a ă# b ñ a ă´ b.

Lema 5.5.5. Neka su a, b P IR. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(1) a “ pab;

(2) a2 “ ab.

Bilo koji od uslova (1) ili (2) implicira papb “ pa.

Dokaz. Kako je a “ paa to je

a “ pab ðñ papb´ aq “ 0 ðñ b´ a P p˝a ðñ b´ a P a˝

ðñ apb´ aq “ 0 ðñ a2 “ ab.

Pretpostavimo da je a “ pab. Iz 1´pb P p
˝
b “ b˝ dobijamo da je ap1´pbq “ pabp1´pbq “ 0,

pa 1´ pb P a
˝ “ p˝a. Sledi pap1´ pbq “ 0.

Zbog dualnosti, dobijamo i slede¢u lemu.
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Lema 5.5.6. Neka su a, b P IR. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(1) a “ bpa;

(2) a2 “ ba.

Bilo koji od uslova (1) ili (2) implicira pbpa “ pa.

Teorema 5.5.7. Neka su a, b P IR. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă# b.

(ii) b´ a P IR i papb´a “ 0 i pb´apa “ 0.

(iii) b´ a P IR i papb “ pbpa “ pa i pb´a “ pb ´ pa.

(iv) Postoji dekompozicija jedinice prstena R, 1 “ f1`f2`f3, gde je f1 “ pa i f2 “ pb´a,
u odnosu na koju je

a “

»

–

a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

fˆf

i b “

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0

fi

fl

fˆf

, (5.20)

pri £emu a P f1Rf1 nije pf1, f1q-delilac nule, a b ´ a P f2Rf2 nije pf2, f2q-delilac
nule.

(v) a “ pb “ bp, za neko p P EpRq.

(vi) a2 “ ab “ ba.

Dokaz. (i) ñ (iii): Pretpostavimo da su a, b P IR i a ă# b. Tada je a “ pab “ bpa. Iz
Lema 5.5.5 i 5.5.6 imamo

pa “ papb “ pbpa. (5.21)

Sledi da je pb´pa idempotent. Dokaºimo da b´a P IR i da je pb´a “ pb´pa. Pretpostavimo
da je ppb ´ paqx “ 0 za neko x P R. Tada je

pb´ aqx “ pbpb ´ bpaqx “ bppb ´ paqx “ 0.

Sa druge strane ako je pb´aqx “ 0 onda je bp1´paqx “ pb´aqx “ 0, pa p1´paqx P b˝ “ p˝b .
Dakle,

0 “ pbp1´ paqx “ ppb ´ paqx.

Dakle, pb ´ aq˝ “ ppb ´ paq
˝. Sli£no, ˝pb´ aq “ ˝ppb ´ paq. Odavde sledi da b ´ a P IR i

da je pb´a “ pb ´ pa.
(iii) ñ (iv): Neka je f1 “ pa, f2 “ pb ´ pa “ pb´a i f3 “ 1 ´ pb. Iz pretpostavke da

je papb “ pbpa “ pa lako dobijamo da je 1 “ f1 ` f2 ` f3 dekompozicija jedinice prstena
R. Znamo da je a “ paapa “ f1af1. Tako�e, b´ a “ pb´apb´ aqpb´a “ f2pb´ aqf2, pa je
b “ a`pb´aq “ f1af1`f2pb´aqf2. Zbog jedinstvenosti matri£ne reprezentacije elemenata
u odnosu na dekompoziciju jedinice, 1 “ f1`f2`f3, sledi da a i b imaju traºene matri£ne
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forme (5.20). Iz Leme 5.1.13 i prethodnog dela dokaza sledi da a P f1Rf1 i b´ a P f2Rf2
nisu pp, qq-delioci nule.

(iv) ñ (vi) je jasno; obi£no matri£no mnoºenje.
(vi) ñ (i) sledi iz Lema 5.5.5 i 5.5.6.
(i) ô (ii): Ve¢ smo dokazali da iz a ă# b sledi b´ a P IR.

a ă# b ô papb´ aq “ 0 i pb´ aqpa “ 0 ô papb´a “ 0 i pb´apa “ 0.

(i) ñ (v) je o£igledno.
(v) ñ (vi): Iz a “ pb “ bp sledi pa “ ap “ a, pa je a2 “ apb “ ab i a2 “ bpa “ ba.

Koriste¢i Teoremu 5.5.7 moºemo okarakterisati skup svih elemenata b ve¢ih od ele-
menta a P IR u odnosu na relaciju ă#:

a ă# b ðñ b “

„

a 0
0 b1



paˆpa

ðñ b “ a` p1´ paqxp1´ paq,

gde su b1 P p1´ paqRp1´ paq i x P R proizvoljni.

Napomena 5.5.8. Pogledajmo sada na koje reprezentacije se svode matri£ne forme date
u (5.20) u slu£aju kada je R “ BpXq gde je X Banahov prostor. Pretpostavimo da A,B P
IX “ IX i A ă# B, tj. A ă# B. U Teoremi 5.5.7 smo dokazali da je I “ F1 ` F2 ` F3,
gde je F1 “ PA, F2 “ PB´A “ PB ´ PA, F3 “ I ´ PB, dekompozicija jedinice I prstena
BpXq. Kako je ˝A “ ˝PA, ˝pB ´ Aq “ ˝PB´A i B˝ “ P ˝B, iz Teoreme 5.2.1 sledi da je
ImF1 “ ImA, ImF2 “ Im pB ´ Aq i ImF3 “ Im pI ´ PBq “ KerPB “ KerB. Dakle,

X “ ImA‘ Im pB ´ Aq ‘KerB.

�ta vi²e, kako je A˝ “ P ˝A, Teorema 5.2.1 pokazuje da je KerA “ KerPA “ KerF1. Ali,
kako je KerF1 “ ImF2 ‘ ImF3, to je

KerA “ Im pB ´ Aq ‘KerB.

Sli£no,
Ker pB ´ Aq “ ImA‘KerB.

Sada smo u poziciji da preformuli²emo Teoremu 5.5.7. Matri£ne reprezentacije u slede¢oj
teoremi su dokazane u Teoremi 1 u [35], sa tom razlikom da mi imamo 3 ˆ 3 nasuprot
2ˆ 2 reprezentacijama dobijenim u [35].

Teorema 5.5.9. Neka su A,B P IX . Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(1) A ă# B.

(2) PAPB “ PBPA “ PA i PB´A “ PB ´ PA.

(3) X “ ImA ‘ Im pB ´ Aq ‘ KerB i A i B imaju slede¢e matri£ne reprezentacije u
odnosu na ovu dekompoziciju

A “

»

–

A1 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl i B “

»

–

A1 0 0
0 B1 0
0 0 0

fi

fl ,
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gde su A1 : ImA Ñ ImA i B1 : Im pB ´ Aq Ñ Im pB ´ Aq injektivni ograni£eni
operatori sa ImA1 “ ImA i ImB1 “ Im pB ´ Aq.

(4) A2 “ AB “ BA.

Teorema 5.5.10. Relacija ă# je relacija parcijalnog ure�enja na IR.

Dokaz. Ako a P IR onda je a “ paa “ apa, pa je ă# re�eksivna. Kako ă# implicira
ă´ i kako je relacija ă´ antisimetri£na, sledi da je i ă# antisimetri£na. Da bi dokazali
tranzitivnost, pretpostavimo da a, b, c P IR i da je a ă# b, b ă# c. Tada je a “ pab “ bpa
i b “ pbc “ cpb. Tako�e, papb “ pbpa “ pa. Sledi da je a “ pab “ papbc “ pac i
a “ bpa “ cpbpa “ cpa. Po de�niciji je a ă# c.

Nastavljamo sa jednostranim o²trim ure�enjima. Videti [77] za de�nicije u matri£nom
slu£aju.

De�nicija 5.5.11. Za a, b P R kaºemo da je a#ă b ako a P IR, postoji q P RPpaq i

a “ pab “ bq.

De�nicija 5.5.12. Za a, b P R kaºemo da je a ă# b ako a P IR, postoji q P LPpaq i

a “ qb “ bpa.

Relacije #ă i ă# se zovu levo-o²tro odnosno desno-o²tro parcijalno ure�enje. Odmah
vidimo da za a, b P R vaºi

a#ă b ñ a ă´ b i a ă# b ñ a ă´ b.

Teorema 5.5.13. Neka su a, b P IR. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a#ă b;

(ii) a “ ap “ pb “ bq, za neke p, q P EpRq.

(iii)

a “

„

a 0
0 0



paˆq

i b “
„

a 0
0 b´ a



paˆq

, (5.22)

za neko q P RPpaq pri £emu a P paRq nije ppa, qq-delilac nule.

(iv) Postoji q P EpRq tako da vaºe matri£ne forme 5.22

(v) a2 “ ab i a “ bq za neko q P RPpaq.

(vi) a2 “ ab i a “ bq za neko q P EpRq

144



Parcijalna ure�enja odre�ena anulatorima

Dokaz. (i) ô (ii): Primetimo da iz a “ ap sledi 1 ´ p P a˝ “ p˝a, pa je pap “ pa. Sledi,
pab “ papb “ paa “ a. Ostatak dokaza je sli£an dokazu Teoreme 5.3.16.

Ekvivalencije (i) ô (v) i (ii) ô (vi) slede iz Leme 5.5.5.
(i) ñ (iii): Pretpostavimo da je a#ă b, tj. da je a “ pab “ bq gde q P RPpaq. Kako

je a “ paa “ aq “ pab “ bq lako moºemo proveriti da je

a “ paaq, b´ a “ p1´ paqbp1´ qq. (5.23)

Sada, kako je b “ a ` pb ´ aq, slede matri£ne forme za a i b date u (5.22). Da a P paRq
nije ppa, qq-delilac nule sledi iz Leme 5.1.13.

(iii) ñ (iv) je o£igledno.
(iv) ñ (ii): Kako je a “ paa “ aq, iz (5.22) i

pa “

„

pa 0
0 0



paˆpa

i q “
„

q 0
0 0



qˆq

,

sledi da je a “ pab “ bq, tj. a#ă b.

Analogno se moºe formulisati i dokazati dualna teorema za desno-o²tro ure�enje.

Teorema 5.5.14. Relacije #ă i ă# su relacije parcijalnih ure�enja na IR.

Dokaz. Da¢emo dokaz samo za levo-o²tro ure�enje jer se dokaz za desno-o²tro ure�enje
moºe izvesti sli£no. Re�eksivnost za #ă sledi iz a “ paa “ apa, dok antisimetri£nost
sledi iz osobine a#ă b ñ a ă´ b. Pretpostavimo sada da a, b P IR i da je a#ă b i
b#ă c. Po De�niciji 5.5.11 imamo da je a “ pab “ bq i b “ pbc “ cr za neke q P RPpaq i
r P RPpbq. Iz Leme 5.5.5 imamo da je papb “ pa, pa je

pac “ papbc “ pab “ a.

Neka je q1 “ q ` p1 ´ qqrq. Sli£no kao u dokazu Teoreme 5.3.11 se pokazuje da je
q1 “ rq P RPpaq i da je a “ cq1. Dakle, a#ă b.

Jezgarno parcijalno ure�enje na Rikartovim ˚-prstenima

Pro²irenje jezgarnog parcijalnog ure�enjaă#© sa I1,n na IR, pomo¢u anulatora, je analogno
pro²irenjima ostalih relacija koje smo posmatrali.

De�nicija 5.5.15. Neka je R ˚-prsten i neka su a, b P R. Kaºemo da je a manje od b u
odnosu na jezgarno parcijalno ure�enje, i to ozna£avamo sa a ă#© b, ako a P IR i

a “ lppaqb “ bpa.

Naravno, moºemo posmatrati i dualno jezgarno ure�enje.

De�nicija 5.5.16. Neka je R ˚-prsten i neka su a, b P R. Kaºemo da je a manje od b u
odnosu na dualno jezgarno parcijalno ure�enje, i to ozna£avamo sa a ă#© b, ako a P IR i

a “ pab “ brppaq.
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Zbog o£igledne dualnosti jezgarnog i dualnog jezgarnog ure�enja, u nastavku ¢emo
analizirati samo jezgarno ure�enje.

Zbog toga ²to uslov a ă#© b podrazumeva postojanje samo-adjungovanog idempotenta
lppaq, nadalje ¢emo ovu relaciju ispitivati isklju£ivo na Rikartovom ˚-prstenu A.

Napomena 5.5.17. O£igledno je da iz a ă#© b sledi a ă´ b.
Pretpostavimo sada da je ăP tă´, ă7, #ă,ă# u i neka su e, f P EpRq. Primetimo da

je pe “ e. Nije te²ko videti da je e ă f ako i samo ako je e ď f . �ta vi²e, ako e, f P rEpRq
onda je lppeq “ rppeq “ pe “ e. Sada moºemo pokazati da je e ď f ako i samo ako
je e ă f , gde ăP tă˚, ˚ă,ă˚ ,ă#©, ă#©u. Dakle, sve posmatrane relacije su pravilna
pro²irenja prirodnog parcijalnog ure�enja na skupu (samo-adjungovanih) idempotenata.

Teorema 5.5.18. Neka su a, b P A. Tada je

a ă
#© b ðñ a ˚ă b i a ă# b.

Relacija ă#© je relacija parcijalnog ure�enja na IR.

Dokaz. Iz De�nicija 5.5.12 i 5.5.15 i Teoreme 5.4.32 sledi da je a ă#© b ako i samo ako je
a ˚ă b i a ă# b. U Teoremama 5.5.14 i 5.4.33 smo dokazali da su relacije ă# odnosno
˚ă parcijalna ure�enja na A. Odavde sledi da je ă#© parcijalno ure�enje na A.

Teorema 5.5.19. Neka su a, b P A. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă#© b.

(ii) a “ qa “ pb “ bq, za neke p P rEpRq i q P EpRq.

(iii) a˚a “ a˚b i a2 “ ba.

Dokaz. (i)ñ (ii) je trivijalno. Neka vaºi (ii). Iz a “ qa “ bq sledi a2 “ ba, a iz a “ pb, na
osnovu Leme 5.4.6, sledi a˚a “ a˚b. Implikacija (iii) ñ (i) sledi iz Lema 5.5.6 i 5.4.6.

Teorema 5.5.20. Neka su a, b P IA. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) a ă#© b;

(ii) Postoji ortogonalna dekompozicija jedinice

1 “ e1 ` e2 ` e3

i postoji dekompozicija jedinice

1 “ f1 ` f2 ` f3,

tako da je e1 “ lppaq, e2 “ lppb´ aq “ lppbq ´ lppaq, f1 “ pa, f ˝2 “ pb´ aq
˝ i

a “

»

–

a 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

i b “

»

–

a 0 0
0 b´ a 0
0 0 0

fi

fl

eˆf

, (5.24)

pri £emu a P e1Af1 nije pe1, f1q-delilac nule, a b ´ a P e2Af2 nije pe2, f2q-delilac
nule.
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Dokaz. (i)ñ (ii): Pretpostavimo da su a, b P IR i da je a ă#© b. Tada je a “ lppaqb “ bpa.
Neka je e1 “ lppaq, e2 “ lppb ´ aq i e3 “ 1 ´ lppbq. Na isti na£in kao u dokazu Teoreme
5.4.13, moºemo dokazati da je lppb ´ aq “ lppbq ´ lppaq, lppaqlppbq “ lppaq, lppaqlppbq “
lppaq, i da je 1 “ e1` e2` e3 ortogonalna dekompozicija jedinice prstena A. U Lemi 5.5.6
smo dokazali da iz a “ bpa sledi pbpa “ pa. Kako je 1´ pb P p

˝
b “ b˝ imamo da je

ap1´ pbq “ lppaqbp1´ pbq “ 0,

pa je 1 ´ pb P a
˝ “ p˝a. Zaklju£ujemo da je pa “ papb i zbog toga pb ´ pa P EpAq. Neka

je f1 “ pa, f2 “ pb ´ pa i f3 “ 1 ´ pb. Iz pa “ papb “ pbpa sledi da je 1 “ f1 ` f2 ` f3
dekompozicija jedinice prstenaA. Da je pb´aq˝ “ ppb´paq˝ moºemo dokazati kao u dokazu
Teoreme 5.5.7. Dokaºimo sada da je apb “ a. Zaista, iz pa “ papb sledi 1 ´ pb P p

˝
a “ a˝,

pa je ap1´ pbq “ 0. Primetimo da je

e1af1 “ lppaqapa “ a

i
e2bf2 “ plppbq ´ lppaqqbppb ´ paq “ pb´ aqppb ´ paq “ bppb ´ paq “ b´ a.

Dakle, a “ e1af1 i e2pb ´ aqf2 “ b ´ a, pa je b “ a ` pb ´ aq “ e1af1 ` e2pb ´ aqf2. Iz
ovih jedna£ina slede matri£ne reprezentacije elemenata a i b date u (5.24). Da elementi
a P e1Af1 i b ´ a P e2Af2 nisu pp, qq-delioci nule, sledi iz Leme 5.1.13 i prethodnog dela
dokaza.

(ii) ñ (i): Kako je lppaq “ e1lppaqe1 i pa “ f1paf1, zbog jedinstvenosti matri£nog
predstavljanja elemenata, dobijamo da je

lppaq “

»

–

lppaq 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

eˆe

i pa “

»

–

pa 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl

fˆf

.

Sada je lako pokazati da je a “ lppaqb “ bpa, pa je a ă#© b.

Napomena 5.5.21. U dokazu Teoreme 5.5.20 smo videli da iz a ă#© b sledi lppb ´ aq “
lppbq ´ lppaq i p˝b´a “ ppb ´ paq

˝. Dokaºimo sada da iz a ă#© b ne sledi pb´a “ pb ´ pa, u
op²tem slu£aju. Pretpostavimo, suprotno na²oj tvrdnji, da iz a ă#© b sledi pb´a “ pb´pa.
Tada iz ekvivalentnosti uslova (i) i (ii) iz Teoreme 5.5.20, moºemo zaklju£iti da je a ă#© b
ako i samo ako je b ´ a ă#© b. Ali ovo ne vaºi £ak i u slu£aju kompleksnih matrica,
videti [9].

Koriste¢i Teoremu 5.5.20, moºemo okarakterisati skup svih elemenata b ve¢ih od a P IA
u odnosu na jezgarno parcijalno ure�enje:

a ă
#© b ðñ b “

„

a 0
0 b1



lppaqˆpa

ðñ b “ a` p1´ lppaqqxp1´ paq,

gde su b1 P p1´ lppaqqRp1´ paq i x P R proizvoljni.
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Napomena 5.5.22. Pretpostavimo sada da je A “ BpHq, A,B P IH , gde je H Hilbertov
prostor i posmatrajmo Teoremu 5.5.20. Neka je E1 “ lppAq, E2 “ lppB ´ Aq “ lppBq ´
lppAq, E3 “ 1 ´ lppBq i F1 “ PA, F2 “ PB ´ PA, F3 “ I ´ PB. Sli£no kao za zvezda
ure�enje, na strani 131, dobijamo da je

H “ ImAk Im pB ´ Aq kKerB˚.

Kako je ˝F1 “
˝A, P ˝B “ B˝, dobijamo da je ImF1 “ ImA i ImF3 “ KerPB “ KerB.

Zbog toga je
H “ ImA‘ Im pPB ´ PAq ‘KerB.

Dalje, kako je A˝ “ F ˝1 , to je

KerA “ KerF1 “ ImF2 ‘ ImF3 “ Im pPB ´ PAq ‘KerB.

Tako�e, iz pB ´ Aq˝ “ F ˝2 zaklju£ujemo da je

Ker pB ´ Aq “ KerF2 “ ImF1 ‘ ImF3 “ ImA‘KerB.

Sada smo u poziciji da preformuli²emo Teoremu 5.5.20.

Teorema 5.5.23. Neka su A,B P IH , gde je H Hilbertov prostor. Slede¢i uslovi su
ekvivalentni:

(1) A ă#© B;

(2)

H “ ImA‘ Im pPB ´ PAq ‘KerB,

H “ ImAk Im pB ´ Aq kKerB˚

i
A,B : ImA‘ Im pPB ´ PAq ‘KerB Ñ ImAk Im pB ´ Aq kKerB˚

imaju slede¢e matri£ne reprezentacije

A “

»

–

A1 0 0
0 0 0
0 0 0

fi

fl i B “

»

–

A1 0 0
0 B1 0
0 0 0

fi

fl ,

gde su A1 : ImA Ñ ImA i B1 : Im pPB ´ PAq Ñ Im pB ´ Aq injektivni ograni£eni
operatori i uz to vaºi da je ImA1 “ ImA i ImB1 “ Im pB ´ Aq.
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} ¨ }8, 11
k, 14
ă˚, 126, 127, 131
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ă´, 119
ă#, 141, 143
ă#©, 145, 148
ă#©, 145
rppaq, 127
ă# , 144
σp, 94
„, 102
#ă, 144
LPpaq, 121
RPpaq, 121
G̃paq, 101
a#, 52
a˝, 114
a#©, 51
a:, 52
a#©, 51
pa, 141
˝A, 114
˝a, 114
(T)-uslov, 101

anihilator, videti anulator
anulator

desni, 114
levi, 114

dekompozicija
pP,Qq, 39
jedinice prstena, 14
ortogonalna, 16

Parsova, 15
direktna suma

algebarska potprostora, 12
ortogonalna potprostora, 14
spolja²nja
normiranih prostora, 11
unitarnih prostora, 11

topolo²ka potprostora, 12

ekvivalentni idempotenti, 102
element

pp, qq-invertibilan, 29
˚-regularan, 7
G-maksimalan, 101
EP, 7, 59

nije pp, qq delilac nule, 116
normalan, 132
parcijalna izometrija, 135
regularan, 7
samo-adjungovan, 7

g-preslikavanje, 100

ideal, 6
idempotent, 7

ortogonalan, 19
indeks

matrice, 2
operatora, 3

inverz
pb, cq, 62
pp, qq, 30
ti, j, . . . , ku-inverz, 2
crCR sa ograni£enjima, 62
g-inverz, 2
Bot-Da�nov, 50, 99
Drejzinov, 3
duº elementa, 65
dualni jezgarni, 49, 51, 90
grupni, 3, 7, 53
jezgarni, 49, 51, 89
jezgarni-EP, 65
MP, 3, 53
Mur-Penrouzov, 3, 7
re�eksivni, 3
spolja²nji, 3
unutra²nji, 2

involucija, 7
pravilna, 7

izometrija, 12
izomor�zam

izometri£ki, 12
topolo²ki, 12

komplementaran potprostor, 21
kompletizacija, 101

nosa£ g-preslikavanja, 100

operator
levog (desnog) pomeraja, 91, 93

ortogonalni idempotenti, 14
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polugrupa
˚-regularna, 7

preslikavanje
kompletno, 101
polu-kompletno, 101

prsten
˚-prsten, videti sa involucijom
Dedekind-kona£an, 102
FD, 103
fon Nojman regularan, 7, 120
regularan, videti fon Nojman regularan
Rikartov, 115
Rikartov ˚, 54, 115
sa involucijom, 7

rangovska projekcija, 57, 127
relacija

antisimetri£na, 1
binarna, 1
eivivalencije, 1
poretka - parcijalnog ure�enja, 1
pre-ure�enja, 1
re�eksivna, 1
simetri£na, 1
tranzitivna, 1

standardne dekompozicije, 28, 77

topolo²ki komplementaran potprostor, videti
komplementaran potprostor

ure�enje
desno-o²tro parcijalno, 144
desno-zvezda parcijalno, 136, 138
dualno jezgarno parcijalno, 68, 69, 145
jezgarno parcijalno, 68, 69, 145
levo-o²tro parcijalno, 144
levo-zvezda parcijalno, 136, 137
minus parcijalno, 4, 24, 113, 119
o²tro parcijalno, 5, 69, 141
prirodno na EpSq, 7
prostorno pre-ure�enje, 4, 25, 40
zvezda parcijalno, 6, 69, 127
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