Univerzitet u Nisu

Masinski fakultet

Ivan R. Pavlovié

Dinamicka stabilnost viskoelasti¢nih kontinualnih
sistema pod dejstvom slucajnih poremecaja

Doktorska disertacija

Ni§, 2014. god.



University of Ni$

Mechanical faculty

Ivan R. Pavlovié

Dynamic stability of viscoelastic continuous systems
subjected to random excitation

Doctoral dissertation

NiS, 2014.



Mentor: redovni profesor dr Predrag Kozi¢, MaSinski fakultet Univerziteta u NiSu.

Komentor: docent dr Goran Janevski, Masinski fakultet Univerziteta u NiSu.

Clan komisije: redovni profesor dr Predrag Rajkovi¢, Masinski fakultet Univerziteta u Niu.
Clan komisije: vanredni profesor dr Natasa Trisovi¢, Maginski fakultet Univerziteta u
Beogradu.

Clan komisije: redovni profesor u penziji dr Zoran Golubovié¢, Maginski fakultet Univerziteta

u Beogradu.

Datum odbrane: 25. 12. 2014. god.



Najiskrenije se zahvaljujem:

Mentoru, dr Predragu Koziéu, redovnom profesoru Masinskog fakulteta Univerziteta u Nisu,
na razumevanju, strucnoj pomoci i korisnim savetima koje mi je pruzio u toku rada.

Komentoru, dr Goranu Janevskom, docentu Masinskog fakulteta Univerziteta u Nisu, na
nesebicnoj strucnoj podrsci i spremnosti da prenese svoje znanje.

Clanovima komisije, dr Predragu Rajkovicu, redovnom profesoru MaSinskog fakulteta
Univerziteta u Nisu, dr Zoranu Golubovi¢u, redovnom profesoru Masinskog fakulteta
Univerziteta u Beogradu, i dr Natasi TriSovié, vanrednom profesoru Masinskog fakulteta
Univerziteta u Beogradu, na korisnim primedbama i savetima prilikom uoblicavanja ove
doktorske disertacije.

Svom ocu, dr Ratku Pavloviéu, redovnom profesoru Masinskog fakulteta Univerziteta u
Nisu, na svemu sto me je naucio i za put na koji me je usmerio.

Svojoj supruzi Dragani i éerki Danici na ljubavi, strpljenju i podrsci.
Doktorska disertacija je realizovana u okviru projekta Ministarstva prosvete i nauke

Republike Srbije ""Dinamicka stabilnost i nestabilnost mehanickih sistema pod dejstvom
stohastickih poremecaja’’ OI 174011.



Deki i unuku Pavlovi¢ - Ratku i Nikoli



Dinamicka stabilnost viskoelasti¢nih kontinualnih sistema pod dejstvom

slu¢ajnih poremecaja

U ovoj disertaciji je analizirana dinamicka stabilnost elasticnih i viskoelasti¢nih
mehanickih sistema, kao i1 nanostruktura, podvrgnutih dejstvu pritisnih sila koje predstavljaju
vremenski promenljive stohasticke funkcije. Ovakvi slucajni poremecaji mogu sadrzati beli
spektar kao Sto su Sirokopojasni procesi tipa belog Suma, realnog Suma, ograni¢enog Suma,
itd., ili su to regularni slucajni procesi sa zadatom funkcijom gustine raspodele verovatnoce
(Gauss-ov 1 harmonijski proces).

Granice skoro sigurne stabilnosti za diskretizovani sistem stohasti¢kih diferencijalnih
jednacina ¢iji su koeficijenti Sirokopojasni procesi dobijene su odredivanjem najveéeg
eksponenta Ljapunova i momenta eksponenta Ljapunova kori§¢enjem metode stohastiCkog
usrednjenja prvog i1 drugog reda. U slucaju procesa koji ne sadrze beli spektar oblasti
stabilnosti dobijene su metodom funkcionala Ljapunova. Analiziran je uticaj fizi¢kih i
geometrijskih parametara na oblasti skoro sigurne stohasti¢ke stabilnosti.

IzvrSena je numericka verifikacija analitickih rezultata dobijenih metodom momenta
eksponenta Ljapunova kao i1 numericko odredivanje momenata eksponenta Ljapunova

koriS¢enjem simulacije zasnovane na Monte Carlo metodi.

Kljuéne reci: Viskoelasticni sistem, nanostruktura, sluc¢ajni proces, eksponent
Ljapunova, moment eksponenta Ljapunova, funkcional Ljapunova, stohasticko usrednjenje,

metod Monte Carlo.

Nauc¢na oblast: Masinsko inZenjerstvo
UZa naucna oblast: Primenjena mehanika

UDK: 551.3:517.938



Dynamic stability of viscoelastic continuous systems subjected to

random excitation

Dynamic stability of elastic and viscoelastic mechanical systems and nanostructures
under the influence of axial forces which are represented by time dependent stochastic
functions is analyzed in this dissertation. These disturbances can be wideband random
processes such as white noise, real noise, bounded noise etc., or regular random processes
with known probability density function distribution (Gaussian and harmonic process).

Almost sure boundaries for discreetisated stochastic differential equations which
contain wideband processes are obtained by maximal Liapunov exponent and moment
Liapunov exponent which are determined using the first and second order stochastic
averaging method. In case of non white processes stability boundaries are obtained by
Liapunov functional method. Influence of different physical and geometric parameters on
almost sure stochastic stability regions are analyzed.

Numerical verification for analytical results obtained by moment Liapunov exponent
method, as well as numerical determination of moment Liapunov exponents were performed

using the simulation based on Monte Carlo method.

Key words: Viscoelastic system, nanostructure, random process, Liapunov exponent,
moment Liapunov exponent, Liapunov functional, stochastic averaging, Monte Carlo

method.

Scientific field: Mechanical engineering
Major in: Applied mechanics
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1. UvOD

Pri ispitivanju dinamickih procesa vrlo Cesto se sreCemo sa analizom moguéih
poremecaja, ¢ija priroda nije dovoljno jasna. Takvi poremecaji mogu biti izazvani kako
spoljasnjim slucajnim poremecajima tako i1 nekontrolisanim promenama geometrijskih i
fizickih parametara sistema. Na primer, neravnomernost puta izaziva pojavu oscilacija pri
kretanju transportnih vozila, nesavrSenost elasticnih elemenata i konstruktivni ekscentriciteti
kod masina i1 uredaja u proizvodnim procesima prouzrokuju mehanicke poremecaje, itd. Kada
takvi poremecaji ne dovode do sustinskog odstupanja od zadatog kretanja sistema, moguce ih
je zanemariti i dobiti prakti¢no tacno resenje. Takav princip da pri zadatim taénim pocetnim
uslovima i poznatim optere¢enjima svakom trenutku vremena odgovara taéno odredeno
stanje sistema je karakteristican za klasiénu mehaniku, a posebno za klasi¢nu teoriju
oscilacija,. U odredenom vremenskom intervalu skup stanja sistema jednoznacno opisuje
njegovu ,trajektoriju®. Takva jednozna¢na veza stanja sistema i vremena se terminoloski
definiSe kao deterministi¢ki pristup, koji u potpunosti iskljucuje razlicite vrste
nekontrolisanih poremecaja, a koji realno postoje u prirodi.

Medutim, kada nekontrolisani poremecaji o kojima je napred bilo re¢i, dovode do
reakcije sistema i pojave prinudnih oscilacija, javlja se potreba konstrukcije novog fizickog
modela za ispitivanje dinamickih procesa. Sama priroda ove problematike zahteva izgradnju
novog matematickog aparata koji omogucava najtacniji opis spoljasnjih opterecenja koja
nemaju deterministi¢ki karakter. Adekvatna matemati¢ka disciplina koja sadrzi metode za
reSavanje nedeterministi¢kih problema je teorija slucajnih procesa.

U brojnim realnim primerima uticaj dejstva slucajnih poremecaja igra vrlo znacajnu, a
ponekad i odlu¢ujucu ulogu, pa njihovo zanemarivanje dovodi do ozbiljnih gresaka. Osnovna
karakteristika sluc¢ajnih procesa je neodredenost o¢ekivanog ponasanja za svaku pojedinac¢nu
realizaciju procesa, kao i eksplicitna izrazenost statistickog karaktera skupa velikog broja
realizacija. Metode teorije verovatnoCe 1 teorije slucajnih procesa omogucavaju ocenu i

analizu masovnih dogadaja nezavisno od ta¢nog ponasanja individualnih realizacija.



Za primenu metoda teorije verovatnoce neophodno je da se viSestruka realizacija
slucajnog dogadaja odvija pod prakti¢cno jednakim uslovima. Obi¢no se pri ispitivanju
slu¢ajnih procesa u mehanickim, a posebno nestacionarnim, sistemima podrazumeva da je
ispunjen uslov masovnosti. Za stacionarne slucajne procese usvajanje hipoteze o ergodicnosti
procesa omogucava da se umesto skupa realizacija posmatra samo jedna, a da dobijena
informacija reprezentuje ponaSanje sistema. Za mnoge praktiCne probleme takav pristup
proucavanju slucajnih procesa se pokazao adekvatnim, a korelaciona teorija, kao oblast
teorije slucajnih procesa koja se bavi ovom problematikom, zauzima centralno mesto. U
problemima gde se korelaciona teorija ne moze primeniti, koristi se teorija procesa Markova.

Kao §to je poznato, matematicki modeli deterministickih dinamickih sistema sa
konac¢nim brojem stepeni slobode su obicne diferencijalne jednacine, a kod kontinualnih
sistema to su parcijalne diferencijalne jednacine. Analogno prethodnoj formulaciji, kod
stohastickih dinamickih sistema matemati¢ki modeli su stohasticke (obi¢ne i parcijalne)
diferencijalne jednacine. U naSim razmatranjima stohastickih sistema zadrza¢emo se na
deterministickim grani¢nim uslovima. Slucajni poremecaji u stohastic¢kim diferencijalnim
jednacinama najcesce figuriSu kao koeficijenti uz odgovarajuce izvode, pa su to parametarske
stohasticke diferencijalne jednacine.

Stacionarni i skoro sigurno neprekidni (neprekidni sa verovatno¢om jednakoj jedinici)
slucajni procesi nazivaju se regularnim. Matematicki modeli ovih procesa opisuju se
regularnim stohastickim diferencijalnim jednadinama koje su analogne klasi¢nim
diferencijalnim jednacinama matematicke fizike. Takve diferencijalne jednaine Cesto Su
primenjivane 1 analizirane od strane fiziCara i1 inZenjera, a manje od matematicara. Posle
odredenih dodatnih pretpostavki 1 uproS¢enja omoguéavaju primenu odgovarajuée
modifikovane metode za deterministicke diferencijalne jednacine. U nekom smislu one
predstavljaju proSirenje klasi¢ne teorije parcijalnih diferencijalnih jednacina, a pri analizi
stabilnosti pomo¢u metode Ljapunova moze se koristiti obi¢no parcijalno diferenciranje za
skoro sve realizacije procesa.

Ukoliko su koeficijenti stohasticke diferencijalne jednacine, koji kod mehanickih
sistema najéeSc¢e predstavljaju parametarsku pobudu, Sirokopojasni Gauss-ovi procesi kakav
je na primer, Wiener-ov proces, koji nisu diferencijabilni, tada se ovakve diferencijalne
jednacine nazivaju stohasticke (parcijalne ili obi¢ne) diferencijalne jednacine tipa Ito.

Slicno kao u klasi¢noj tako i1 u statisti¢koj dinamici mogu se uociti dva osnovna

pravca analize ponaSanja dinamickih sistema. Prvi je kvantitativni i1 zasniva se na odredivanju



efektivnih reSenja parcijalnih, stohastiCkih diferencijalnih jednacina, njihovih statistickih
karakteristika kao 1 verovatno¢e nalazenja reSenja u odredenoj oblasti. Zbog toga se
stohasticke diferencijalne jednacdine reSavaju simulacijom ili formiranjem deterministickih
diferencijalnih jednacina po statistickim momentima, koje se reSavaju poznatim metodama
(analitickim ili numeri¢kim). Drugi pravac proucavanja dinamickih sistema je usmeren na
dobijanje kvalitativnih informacija o egzistenciji, jedinstvenosti i stabilnosti reSenja, a $to se
odnosi na veze izmedu pocetnih uslova i reSenja u bilo kom trenutku, tendencije rasta reSenja
do beskonacnosti, opadanja do nule ili na odredivanje oblasti kretanja. Problematika koja se
razmatra u ovoj disertaciji usmerena je na analizu stabilnosti kontinualnih viskoelasti¢nih

sistema podvrgnutih dejstvu razlicitih tipova sluc¢ajnih poremecaja.
1.1 Pregled istraZivanja stohasticke stabilnosti mehanickih sistema

Stabilnost mehanickih sistema pod dejstvom stohastickih poremecaja se intenzivno
proucava viSe decenija. Samuels [1] je autor jednog od prvih radova u kome je razvijena
opSta teorija za ispitivanje srednje kvadratne stabilnosti linearnih sistema diferencijalnih
jednacina sa koeficijentima tipa belog Suma. Caughey [2] je izvrsio korekciju primera kojima
je Samuels ilustrovao svoja istrazivanja i pokazao da nije moguce stabilisati sistem sa
negativnim prigusenjem, kao i da je srednje kvadratna stabilnost potreban, ali ne i dovoljan
uslov za skoro sigurnu stabilnost sistema. Da bi to bilo ispunjeno, potrebno je da su stabilni
svi statisticki momenti.

Jedna od najcesce koriS€enih metoda za ispitivanje skoro sigurne stabilnosti
stohasti¢kih sistema putem odredivanja najveceg eksponenta Ljapunova je metoda
stohastickog usrednjenja. Ariaratnam i dr. [3] su dobili uslove skoro sigurne asimptotske
stabilnosti jedne klase linearnih sistema sa dva stepena slobode koji je podvrgnut dejstvu
Sirokopojasne sluCajne parametarske pobude malog intenziteta. Kombinujuéi metodu
stohasti¢kog usrednjenja i metodu Khasminskii odredili su asimptotske izraze za najveci
eksponent Ljapunova, a svoja teorijska razmatranja su primenili na problem stabilnosti
savojno-uvojnih oscilacija tanke elasti¢ne grede podvrgnute dejstvu stohasti¢ki promenljivih
momenata koji dejstvuju na krajevima nosaca.

Analiticki postupak zasnovan na metodi stohastickog usrednjenja obvojnice energije,
koji je koriS¢en za proucavanje elasti¢nih okeanskih struktura, dali su Moshchuk i Ibrahim
[4]. Morski talasi su modelirani kao uskopojasni Gauss-ov slucajni proces generisan izlazom

filtera prvog, drugog i Cetvrtog reda. Isti autori, Moshchuk i Ibrahim [5], su prethodni



problem prosirili na ne-Gauss-ove procese generisane preko nelinearnog filtera koji je
pobuden procesom belog Suma.

Dinamicku stabilnost pokretne elasticne trake podvrgnute slucajnim parametarskim
pobudama proucavali su Kozi¢ i Pavlovi¢ [6]. Odredeni su uslovi srednje kvadratne i skoro
sigurne asimptotske stabilnosti trake kada su stohasticki parametarski poremecaji nekorelirani
procesi. Postupak ispitivanja stabilnosti nelinearnih dinamickih sistema putem stohastickog
usrednjenja drugog reda razvili su Hijawi i dr. [7]. IzvrSena je analiza statistickog odziva
oscilatora drugog reda sa tri tipa nelinearnosti i pokazano je da se rezultati usrednjenja
drugog reda dobro slazu sa ocenom odredenom Monte Carlo simulacijom.

Metodu stohastickog usrednjenja koristili su Namachchivaya i Ramakrishnan [8] za
ispitivanje dinami¢kog ponasanja parametarski pobudenog simetri¢énog sistema sa dva
stepena slobode, a uslovi skoro sigurne stabilnosti su dobijeni odredivanjem maksimalnog
eksponenta Ljapunova. Kozi¢ i Pavlovi¢ [9] su ispitivali srednje kvadratnu i skoro sigurnu
stabilnost torzijskih oscilacija pokretne trake koris¢enjem eksponenata Ljapunova u prvoj i
drugoj aproksimaciji. Dinamicku stabilnost negiroskopskih viskoelasti¢nih sistema
podvrgnutih dejstvu visestrukih parametarskih pobuda istrazivali su Ariaratnam i
Abdelrahman [10]. Najve¢i eksponent Ljapunova kao indikator skoro sigurne asimptotske
stabilnosti dobijen je metodom stohasti¢kog usrednjenja i postupka Khasminskii, a kao
primer je posmatrana viskoelasticna tankozidna greda optere¢ena silom na sredini i
momentima na krajevima. Pokazano je da na stabilnost sistema uticu samo vrednosti spektra
poremecaja koje su bliske dvostrukim prirodnim frekvencijama sistema i zbiru i razlici
prirodnih frekvencija tankozidne viskoelasti¢ne grede. Jednu efikasnu metodu za ispitivanje
stabilnosti elasti¢nih sistema podvrgnutih dejstvu stohasticke parametarske pobude dao je
Potapov [11]. Metoda je bazirana na simulaciji stohasti¢kih procesa, numeri¢kim reSavanjem
diferencijalnih jednacina koje opisuju poremeceno kretanje sistema i sraCunavanjem najveceg
eksponenta Ljapunova. Primenom ove metode moZe se oceniti skoro sigurna stabilnost i
stabilnost statistickih momenata razli¢itog reda. Pokazano je da se rezultati dobijeni za filtere
razlic¢itog reda principijelno razlikuju od onih koji su dobijeni za procese tipa Gauss-ovog
belog Suma. Labou i Ma [12] su proucavali skoro sigurnu asimptotsku stabilnost elasti¢nih
sistema podvrgnutih parametarskim pobudama. Poremecaji se sastoje od harmonijskih
funkcija 1 stohastickih komponenti. Dobijeni su eksplicitni izrazi za najve¢i eksponent

Ljapunova primenom jednog alternativnog probabilistickog pristupa i odredene su oblasti



stabilnosti pravougaone grede optereCene stohastickim aksijalnim silama i momentima na
krajevima.

Pored eksponenta Ljapunova, u savremenoj teoriji dinamiCke stabilnosti sistema
podvrgnutih dejstvu stohasti¢kih poremecaja koristi se i moment eksponenta Ljapunova. Za
linearni konzervativni sistem sa malim slu¢ajnim poremecajima Khasminskii i Moshchuk
[13] su dali asimptotski razvoj u red za moment eksponenta Ljapunova i indeks stabilnosti. U
svojstvu primera prikazan je mehanicki sistem sa jednim stepenom slobode, pri ¢emu je
parametarska pobuda prisutna u prigusenju i krutosti sistema.

Za sistem sa dva stepena slobode, koji je podvrgnut dejstvu realnog Suma (Ornstein-
Uhlenbeck-ov proces) Xie [14] je primenio metodu regularne perturbacije u cilju odredivanja
momenata eksponenta Ljapunova. Na osnovu momenta eksponenta Ljapunova, eksponenta
Ljapunova i indeksa stabilnosti odredio je uslove skoro sigurne stabilnosti sistema. U slu¢aju
ograni¢enog Suma Xie [15] je odredio oblasti skoro sigurne stabilnosti na osnovu dijagrama
momenata eksponenta Ljapunova za razli¢ite vrednosti perturbacionog parametra i
parametara ograni¢enog Suma. Isti autor, Xie [16], je za isti sistem, koji je sada podvrgnut
istovremenom dejstvu harmonijskog i realnog Suma odredio uslove skoro sigurne stabilnosti
sratunavaju¢i momente ecksponenta Ljapunova i eksponente Ljapunova. Analiza je
sprovedena za perturbacije nultog, prvog i drugog reda.

Za parametarski pobuden oscilator Kozi¢ i dr. [17] su pomo¢u momenta p-tog reda
eksponenta Ljapunova odredili oblasti skoro sigurne stabilnosti razvijajuci sopstveni problem
u ortogonalni Fourier-ov red. Ovaj razvoj dovodi do determinante neograni¢enog reda, ¢ija se
konvergencija utvrduje numerickim postupkom.

Eksponent Ljapunova i moment eksponenta Ljapunova odredili su Kozi¢ i dr. [18] za
ispitivanje skoro sigurne stabilnosti Hill-ove diferencijalne jednaine ¢iji su koeficijenti
priguSenja i frekvencije modelirani procesima tipa belog Suma. Teorijska razmatranja su
primenjena na tanku, slobodno oslonjenu prostu gredu, koja je podvrgnuta aksijalnim silama i
vremenski promenljivom prigusenju kao stohastickim pobudama malog intenziteta. Isti autori,
Kozi¢ i dr. [19], su pomoc¢u eksponenta Ljapunova i momenta eksponenta Ljapunova dobili
uslove skoro sigurne stabilnosti sistema dvostrukih greda koji je podvrgnut dejstvu parametarske
pobude tipa belog Suma. Verifikacija aproksimativnih rezultata dobijenih preko momenta
eksponenta Ljapunova je izvrSena numerickom Monte Carlo simulacijom. Uticaj moda na
stabilnost statistickih momenata i skoro sigurnu stabilnost elasti¢ne grede, gde je uzet u obzir
uticaj popre¢nog smicanja, proucavali su Kozi¢ i dr. [20]. Granice stabilnosti su dobijene u

funkciji koeficijenta prigusenja, spektralne gustine stohasticke sile 1 broja moda.



Dinamicko ponasanje TimoSenkove grede podvrgnute dejstvu ograni¢enog Suma
putem sracunavanja p-tog momenta eksponenta Ljapunova prouc¢avali su Janevski i dr. [21].
U tom cilju primenjena je metoda regularne perturbacije, a granice skoro sigurne stabilnosti
su dobijene u funkciji koeficijenta priguSenja i statistiCkih karakteristika aksijalne pritisne
sile. Skoro sigurnu stabilnost tankozidne grede podvrgnute dejstvu ekscentri¢nog aksijalnog
optereCenja razmatrali su Janevski i dr. [22]. Verifikacija aproksimativnih rezultata za
moment eksponenta Ljapunova izvr$ena je numerickom Monte Carlo simulacijom.

Kada se proucava dinamicka stabilnost kontinualnih mehanickih sistema pod
dejstvom stohastiCkih opterecenja, metode eksponenta Ljapunova 1 momenata eksponenta
Ljapunova zahtevaju da se izvr$i diskretizacija parcijalnih diferencijalnih jednacina. To nije
moguce uvek uciniti, pa se ispitivanje stabilnosti vr$i primenom direktne metode Ljapunova
koja se u literaturi moze naci i pod nazivom metoda funkcionala Ljapunova.

Plaut i Infante [23] su autori jednog od prvih radova u kome je proucavana skoro
sigurna stabilnost primenom funkcionala Ljapunova. Oni su dali jedan opsti postupak za
konstrukciju funkcionala koji se odnosi na sisteme opisane linearnim parcijalnim
diferencijalnim jednaCinama sa vremenski promenljivim stohastickim koeficijentima.
Naredni kvalitativni skok u proucavanju stohasti¢ke stabilnosti kontinualnih sistema
predstavlja rad Kozin-a [24] gde je dat postupak konstrukcije ,najboljeg” funkcionala
Ljapunova. Polaze¢i od opsteg oblika funkcionala u kvadratnoj formi, Kozin trazi onaj koji
¢e obezbediti najvece oblasti stabilnosti u funkciji viskoznog prigusenja i varijanse.

Dinamicku stabilnost nelinearnih kontinualnih sistema pod dejstvom razlicitih tipova
stohasti¢kih opterecenja proucavao je Tylikowski [25],[26],[27] i [28]. Dobijeni su uslovi
skoro sigurne asimptotske stabilnosti za izotropne ploce i ljuske, kao i antisimetri¢ne
popre¢no 1 ugaono lamelovane ploce podvrgnute dejstvu stohastickih, vremenski
promenljivih sila koje dejstvuju u srednjoj ravni nosaca. Analizirane su relacije izmedu
uslova stabilnosti linearizovanog i nelinearnog sistema diferencijalnih jednacina.

Uticaj poprecnog smicanja i inercije obrtanja na dinamicku stabilnost i nestabilnost
nosaca podvrgnutih dejstvu slucajnog opterecenja proucali su Pavlovi¢ i dr. [29], Pavlovi¢ i
Pavlovi¢ [30], Tylikowski i dr. [31] i Pavlovi¢ i dr. [32]. Pokazano je da je kod
viskoelasti¢nih laminatnih plo¢a uticaj inercije obrtanja na oblasti skoro sigurne stabilnosti
vrlo znacajan i ne moze se zanemariti kao kod elasti¢nih, simetri¢nih, popre¢no lamelovanih

nosaca. Kod poprecno postavljenih simetricnih i antisimetricnih laminatnih greda uticaj



poprec¢nog smicanja na oblasti skoro sigurne nestabilnosti je jako izrazen kada je odnos
duzine nosaca i popre¢nih dimenzija mali. Analiziran je uticaj odnosa glavnih krutosti lamela,

faktora popre¢nog smicanja, broja lamela i broja moda na oblasti skoro sigurne nestabilnosti.
1.2 Definicije stohasti¢ke stabilnosti kontinualnih sistema

Neka je dat kontinualni dinamicki sistem ¢&ije se kretanje opisuje u prostoru D", koji

je podskup N-dimenzionalnog Euklidskog prostora sa prostornim promenljivim

x =[x, ---x, ]. Granica prostora D" je B", akretanje sistema je opisano sistemom funkcija

u= [u1 (x,t)---u,, (X,t)] koje zadovoljavaju sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina

%:f’?(t;ulh..,uM1X11'--1XN)1 i:1127""Ml’ (11)

i jednacine veza

B (6, Uy Uy, X Xy ) =0, =12, My, (1.2)

gde su & i B, diferencijalni operatori po prostornim promenljivim, M, +M, =M, at je

vreme. Funkcije u(x,t) uzimaju vrednosti u,(x,t) u trenutku t =0 i te vrednosti se nazivaju

poetni uslovi, a na granici B"™ vrednosti u, (x,t) koje se nazivaju grani¢ni uslovi.

Sli¢no kao u teoriji stabilnosti deterministickih sistema, gde su definicije stabilnosti
formulisane u smislu uniformne konvergencije reSenja s obzirom na pocetne uslove, uvode se
definicije stabilnosti stohasti¢kih sistema kao §to je prikazano u radovima Kozin-a [24] i
Tylikowski-og [33]. Kako u teoriji verovatnoe postoje tri osnovna tipa uniformne
konvergencije: konvergencija u verovatno€i, konvergencija u srednjem 1 skoro sigurna
konvergencija (sa verovatno¢om jednakom jedinici), moguce je formulisati tri osnovne
definicije stohasti¢ke stabilnosti. Za nas je najvaznija definicija skoro sigurne stabilnosti koja
glasi: Trivijalno reSenje U=0 je skoro sigurno stohasti¢ki stabilno ako je zadovoljena
logicka relacija

lim P{sup luex, b)) > g} =0, (1.3)

A
£>0 |u(x,0)]—>0

gde P ozna¢ava verovatnoéu, a || je pogodno izabrana norma koja zadovoljava dva osnovna

postulata



Ju(x,t)|>0 akoje u(x,t)=0,
(1.4)
lu(x,t)|=0 akoje u(x,t)=0,

kao i relaciju trougla

lug (%, 8) + U, (61| < uy (4,8 +Ju (x, 1) - (1.5)

Za trivijalno reSenje U=0 se kaZze da je skoro sigurno asimptotski stabilno ako je

skoro sigurno stabilno u smislu definicije (1.3) i ako je
p{limJu(x, ] = 0}-1. (L6)

1.3 Metode odredivanja stohasticke stabilnosti kontinualnih sistema

Sa stanoviSta teorije oscilacija, problemi opisani diferencijalnim jednacinama ¢iji
koeficijenti eksplicitno zavise od vremena, spadaju u klasu parametarskih oscilacija. U
deterministickim problemima, ispitivanje 1 odredivanje oblasti stabilnosti parametarskih
oscilacija vr$i se modeliranjem kretanja preko Mathieu-ove diferencijalne jednacine i Ince-
Strutt-ovih dijagrama.

Pri prelasku na parametarsku stohasticku pobudu, Kriterijum stabilnosti zavisi od
statistiCkih karakteristika pobude i parametara mehanickog sistema. Ako je parametarska
pobuda uskopojasni proces ili ima neku ograni¢enu oblast u ravni amplitudno-frekventne
karakteristike, javlja se niz oblasti nestabilnosti oblika klina analognih oblastima
parametarske rezonancije kod deterministickih sistema. Problem postaje sloZeniji kada je u
pitanju Sirokopojasna parametarska pobuda, a dinamicki sistem je kontinualan sa
beskona¢nim brojem sopstvenih frekvencija.

Problemi opste prirode se uvecavaju kada nije poznata spektralna gustina poremecaja,
ve¢ samo opSte informacije o gustini raspodele verovatnoce. Takvi problemi se mogu
prevazi¢i koris¢enjem direktne metode Ljapunova.

Metoda diskretizacije predstavlja uproS¢enje kontinualnih mehanickih sistema, pri
¢emu se beskonacan broj stepeni slobode zamenjuje kona¢nim. Na taj nacin se modifikuje
matematicki model i sa parcijalnih diferencijalnih jednacina se prelazi na odgovarajuéi sistem

obi¢nih diferencijalnih jednacina.



1.4 Direktna metoda Ljapunova

Direktna metoda Ljapunova zasniva se na KkoriS¢enju pozitivno definitnog
funkcionala, pri ¢emu se na osnovu njegovog ponasanja duz trajektorija reSenja stohasticke
diferencijalne jednaCine moze suditi o stabilnosti sistema, Tylikowski [33], Pavlovi¢ [34].
Mov¢an [35] je dao uopstenje direktne metode Ljapunova za ispitivanje stabilnosti

kontinualnih sistema, pri ¢emu je uveden pojam stabilnosti s obzirom na dve mere rastojanja

reSenja od neporemecéenog resenja, uopste od trivijalnog reSenja. Prva mera, |||| .+ S€ odnosi na

ocenu pocetnih uslova, a druga, || , na ocenu resenja u bilo kom narednom trenutku.

Funkcional Ljapunova V je pozitivno definitan s obzirom na normu |}, ako je

A V>0akoje Av|u>e = V>6. (1.7)

ueX (Q) £>06>0

Funkcional Ljapunova je neprekidan s obzirom na normu |, ako je

AV ul, <6 = V<e. (1.8)

e>06>0

Ako je funkcional V nerastuéi duz proizvoljnog resenja diferencijalne jednacine, tada
je trivijalno reSenje stohasticke parcijalne diferencijalne jednacine stabilno u smislu definicije

(1.3). NajceS¢e su obe mere odstupanja izjednaCene i vezane nekom relacijom sa

funkcionalom V. U razmatranju konkretnih kontinualnih sistema je ||, = || = VV.

Primena direktne metode Ljapunova za odredivanje uslova stohasticke stabilnosti
kontinualnih sistema zahteva razliite prilaze 1 razliite metode dokaza Sto zavisi od tipova
diferencijalnih jednacina koje opisuju ponasanje kontinualnog dinamickog sistema. Tako se
na primer, analize skoro sigurne asimptotske stabilnosti i uniformne stohasticke stabilnosti
diferencijalnih jednacina tipa It6, vrSe razli¢itim metodama. Sem toga, i izbor funkcionala

zavisi od tipa diferencijalne jednacine kontinualnog sistema.
1.5 Metode konstrukcije funkcionala Ljapunova

Jedan od osnovnih problema pri analizi stabilnosti kontinualnih sistema primenom
direktne metode Ljapunova je izbor pozitivno definitnog funkcionala. Opsta metoda
konstrukcije funkcionala Ljapunova ne postoji, ali postoje metode konstrukcije funkcionala

koje se odnose na odredene tipove problema.



Jedna od prvih metoda za konstrukciju funkcionala Ljapunova, koja poseduje izvesni
karakter opStosti, predlozena je od strane Parks-a i Pritchard-a [36] i Siroko je primenjivana u
analizi stabilnosti i deterministickih i stohastickih problema. Nedostatak ove metode ogleda
se u nejednoznacénosti izbora funkcionala.

Drugi nacin konstrukcije funkcionala Ljapunova poti¢e od Plaut-a i Infante-a [23],
koji su autori predlozili za ispitivanje skoro sigurne stohasticke stabilnosti problema opisanih
stohastickim diferencijalnim jednacinama tipa Ito.

Kozin [24], je predlozio metodu konstrukcije funkcionala Ljapunova i nazvao ga je
,hajbolji*“ funkcional. Ovaj funkcional je koriS¢en za analizu stabilnosti problema opisanih
regularnim diferencijalnim jednac¢inama drugog reda s obzirom na vreme i linearno viskozno
prigusenje. Stohasticki ¢lanovi u delu diferencijalnog operatora po prostornim promenljivim
su stacionarni i ergodicki procesi Cije su realizacije neprekidne sa verovatnocom jedan.

Dalje je izlozena Parks-Pritchard-ova metoda konstrukcije funkcionala koja ¢e biti
koris¢ena pri prouc¢avanju stabilnosti kontinualnih sistema.

Neka je L(-) operator parcijalnog diferenciranja po vremenu t i prostornim
promenljivim x; koji sadrzi izvode po vremenu do reda r. ReSenje diferencijalne jednacine
L(u)=0 u cilindritnom prostoru CN'=QxA je u(x,t). Uvedimo novi diferencijalni

operator N(-), r-1 reda po t, koji je dobijen iz operatora L(-) formalnim diferenciranjem po

vremenu t. Integral proizvoda ova dva operatora po prostoru C'™ = Qx{r:0<7 <t} jednak

je nuli s obzirom na diferencijalne jednacine kretanja

j L(u)N(u)dC* =0. (1.9)

CtN +1

Predstavimo proizvod L(u)N(u) u obliku zbira divergencije vektora q i odredene

kvadratne forme koja sadrzi izvode po u, s tim §to su izvodi po vremenu reda nizeg od r

j L(u)N(u)dC* = j [divq(u) +Q(u)]dCN* =0 (1.10)

C{N + C[N +1

Koris¢enjem Green-ove formule i grani¢nih uslova, dobija se

[ [divg(u)+Q)ldc ™ = [q(u)d(c**)+ [Q(u)dc*™. (1.12)

CtN +1 5CtN +1 CtN +1
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Prethodna relacija proizilazi iz niza parcijalnih integracija, zamene nultih granicnih

uslova i svodenja na ¢lanove r-1 reda u izvodima po vremenu. Izjednacujuci identitet

cav
V(t); —'fadt 0, (1.12)
0

sa relacijom (1.11), vidi se, da se moze izabrati prvi ¢lan u (1.11) kao funkcional Ljapunova
V= j q(u)dQ, (1.13)
Q
dok je njegov izvod po vremenu
dv
— =—| Q(u)dQ. 1.14
- j Q(u) (1.14)

Ocigledno je da predstavljanje (1.11) nije jednoznacno, a zadovoljavaju¢u formu
funkcionala i njegovog izvoda po vremenu zashivamo na uslovu pozitivne definitnosti
funkcionala. Prednost ove metode je njena izvesna opstost, kao i istovremeno odredivanje

vremenskog izvoda funkcionala.
1.6 Metoda diskretizacije

U sluc¢aju kada grani¢ni uslovi dinamickog sistema ne zavise od vremena, parcijalne
diferencijalne jednacine (1.1) i (1.2) se mogu svesti na sistem obi¢nih diferencijalnih
jednacina, pri ¢emu je njihov broj beskonacan, u(x,t) < {fl(t), f,(t),..., fs(t),...}. Prelaz sa
opStih parcijalnih diferencijalnih jednacina (koje mogu biti nelinearne) na diskretizovan
model sistema obi¢nih stohasti¢kih diferencijalnih jednacina moZe se izvrSiti pribliznim
metodama. Najpodesnija je metoda Galerkina koja se zasniva na minimalizaciji kvadrata
greske diskretizovanog resenja.

U prakticnim problemima analiza se vrs$i tako Sto se proucava konacan broj obi¢nih
stohastickih ~ diferencijalnih  jednac¢ina 1 ispituje stabilnost trivijalnog reSenja
f@)=~f,t)=---=f,(t)=0. Treba napomenuti da ovakvo ograni¢avanje broja
diferencijalnih jednacina nema ¢vrste matematicke osnove. Ova metoda je Cesto kori§¢ena pri
ispitivanju stohasti¢ke stabilnosti kontinualnih sistema u jednomodalnoj aproksimaciji u

radovima Ariaratnam-a i Xie-a, [37],[38].
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1.7 Eksponenti Ljapunova

Savremena teorija stabilnosti stohastickih dinamickih sistema se zasniva na
eksponentima Ljapunova i momentu eksponenata Ljapunova. Za linearne stohasti¢ke sisteme
eksponenti Ljapunova su analogni sopstvenim vrednostima deterministickih linearnih
sistema. Najveci eksponent Ljapunova ne odreduje samo stabilnost linearnog stohastickog
sistema, ve¢ i brzinu rasta ili opadanja tokom vremena. S druge strane, p-ti moment
eksponenta Ljapunova sudi o stabilnosti p-tog momenta linearnog stohastickog sistema.

Izmedu momenta eksponenta Ljapunova i eksponenta Ljapunova postoji jednostavna
veza. Naime, najveéi eksponent Ljapunova je prvi izvod p-tog momenta eksponenta
Ljapunova u tac¢ki p=0. Prema tome, p-ti moment eksponenta Ljapunova predstavlja ciljni
karakteristi¢ni broj za proucavanje dinamicke stabilnosti linearnih stohastickih sistema.

Neka linearni stohasticki sistem diferencijalnih jednacina ima oblik
X(t) = A1) x(t), x(0) =X,, (1.15)

gde je &(t) :{gl,cfz,...,gd }T d-dimenzioni vektor stohastickih procesa. Pretpostavimo da je
&(t) proces kod koga je jedna realizacija usrednjena po vremenu reprezentna za ceo skup i da
je E[|| A(é(O))||]<oo, gde je [A| norma matrice A odredena najve¢om sopstvenom
vrednoséu  matrice  VA'A , a zvezdicom je oznacena operacija transponovanja i
konjugovanosti ukoliko je A kompleksna matrica. Tada postoji r<n realnih brojeva
Ay Ay s A, 11 Celih brojeva d,,d,,...,d, kojima se redom mnozi svaki od brojeva A, kaoir
slu¢ajnih potprostora E ,E,,...,E, . Pritom je:

1. d, dimenzija slucajnog potprostora E,, a E;, E,,.,E, potprostor n-
dimenzionalnog vektorskog prostora, tj. R" =E, ® E, ®---®QE,,

2. dA +d, A4, +---+d A, :tr{E[|| A(&(O))”]}, gde je sa tr(A) oznacen trag matrice
A, i predstavlja zbir ¢lanova na glavnoj dijagonali matrice A,

3. redenje sistema (1.15) raste ili opada eksponencijalno reda A, za veliko [t| ako i

samo ako sistem polazi iz slucajnog potprostora E, iskljucuju¢i nulti element, t;.

lim 1Iog||x(t)|| =, ako i samo ako je x, € E, \ {0} i

t—too t

4. za skoro sve sluCajne pocetne vektore X,, eksponencijalni udinak rasta ili

opadanja A(x,) sistema jednak je jednom od karakteristi¢nih brojeva A, 4,,.., 4, .

12



Axo)e{l, Apren Ay )

Realni karakteristi¢ni brojevi 4,,4,,...,4, predstavljaju srednji eksponencijalni udeo
rasta ili opadanja resenja za veliko [t| i nazivaju se eksponentima Ljapunova. Za sud o

stabilnosti linearnog stohastickog sistema najvazniji je najveci eksponent Ljapunova
.1
A= lim Elog||x(t)|| . (1.16)

Ako je najveci eksponent Ljapunova negativan, trivijalno reSenje sistema (1) je skoro

sigurno asimptotski stabilno, tj. za bilo koje £ >0 i p >0, postoji 5(¢, p) >0 takvo da je

P{stljéc)”x(t)” > g} <p, (1.17)

uvek kada je [x(0)| <5 i
P{!E?O"X(t)”:()}:l, (1.18)

gde relacija (1.18) predstavlja uslov skoro sigurne stabilnosti (stabilnost sa verovatno¢om 1).

Ako je najve¢i eksponent Ljapunova A, >0, trivijalno reSenje sistema (1.15) je

skoro sigurno nestabilno.
1.8 Moment eksponenta Ljapunova

Analogno definiciji eksponenata Ljapunova, definiSe se moment reda p eksponenta

Ljapunova za resenje sistema (1.15) u obliku
1 [ p]
A(p) = lim . log E||x(t)]" | (1.19)

Moment reda p eksponenta Ljapunova A(p) karakteriSe eksponencijalni rast ili

opadanje momenta reda p reenja E[||x(t)||p]. Ako je A(p)<0, tada je moment reda p

asimptotski stabilan, tj. E[||x(t)||p] —0 kada t —>o0.
Moment eksponenta Ljapunova A(p) ima sledece osobine:

1. A(p,x(0)) = A(p) za sve pocetne vrednosti X(0) u n-dimenzionalnom vektorskom

prostoru bez nultog elementa.

2. Za sve realne vrednosti p, A(p) je realna, analiticka i konveksna funkcija.

3. A(p)/ pje rastuca funkcija, a A(p) prolazi kroz nulu, A(0)=0 i

13



A=N(p),_, =lim Alp). (1.20)

p—0 p

tj. nagib funkcije A(p)u nuli jednak je eksponentu Ljapunova.

4. Moment reda p eksponenta Ljapunova je osnovna sopstvena vrednost

diferencijalnog sopstvenog problema

L(p.a)T (@) = A(P)T (a), (1.21)

za nenegativnu sopstvenu funkciju T(q).

Relacija (1.20) predstavlja najjasniju vezu izmedu skoro sigurne stabilnosti i
stabilnosti momenta linearnog sistema (1.15).

Da bi se dobila kompletna slika dinamicke stabilnosti sistema (1.15), od posebne
vaznosti je proucavanje stabilnosti realizacije i momenta p-tog reda za sve realne vrednosti
parametra p i odrediti, kako najve¢i eksponent Ljapunova tako i p-ti moment eksponenta
Ljapunova. Vrednost parametra p, =0 za koju je moment eksponenta Ljapunova jednak
nuli, A(p,) =0, naziva se indeks stabilnosti.

Mada je moment eksponenta Ljapunova veoma vazan u proucavanju dinamicke
stabilnosti stohasti¢kih sistema, postupak njegovog odredivanja je veoma slozen. Analitic¢ki
postupak odredivanja momenta se zasniva na metodi perturbacije, a numericki na koriS¢enju
metode Monte Carlo simulacije.

Detaljna analiza stabilnosti odredivanjem momenta eksponenta Ljapunova
perturbacionom metodom data je u doktorskoj disertaciji u referenci [39].

Metoda regularne perturbacije se zasniva na asimptotskom razvoju momenta

eksponenta Ljapunova A, (p) u diferencijalnom problemu sopstvene vrednosti (1.21) po

malom parametru ¢, $to je prikazano u radu Khasminskii-og i Moshchuk-a [13]. U tom cilju

sopstvena vrednost A(p) i sopstvena funkcija T (q) glase

A(P) =Y &' A (D) = Ay () + &M, () + £2A,(p) 4+ + £"A (),

i=0

(1.22)
T(@) =2 &'Ti(@) =To(q) + €Ty (q) + £°T, (@) +-+-+ £"T, (a),

dok je L(p,q) diferencijalni operator

L(p,q)=is‘Li(p,q)= Lo (P, a) + &Ly (p,a) + £°L,(p,q) +---+ &L, (p,q) . (1.23)
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Diferencijalni operatori drugog reda L;(p,q), j=12,...,m, su oblika

N N ) 82 N ) a )
Li(p.a)=>.>ad (p,a) ——+ > b (p,q)—+cP(p,q). (1.24)
k1 1L 09,00, o oq,

Zamenom relacija (1.22), (1.23) i (1.24) u (1.21) i izjednacavanjem ¢lanova uz iste

stepene malog parametra ¢, dobijaju se perturbacije:

O-togreda  Ly(p,q) T, (@) = A, (P)T,(a),
1-og reda Lo(p,a) Ty (a) + L (p, Q) T, (@) = Ap (P)T, (@) + Ay (P)T, (),

(1.25)

n-togreda  Ly(p,q)T,(a)+L(p,a)T,,(q)= Zn‘,Ak (P)T. (@) -

Sukcesivnim reSavanjem perturbacija, pocev od nultog reda, uz koris¢enje Fredholm-

ove alternative, odreduju se ¢lanovi razvoja momenta eksponenta Ljapunova.
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2. OSNOVI VISKOELASTICNIH MATERIJALA

Mnogi materijali ispoljavaju viskoelasticne osobine kada su izlozeni deformacijama
koje istovremeno zavise od optereCenja, vremena i temperature. Na primer, visoke zgrade
vibriraju kada su dinamicki opterecene vetrom ili zemljotresom. Viskoelasti¢ni materijali
imaju osobinu apsorpcije (priguSenja) takvih vibracija. Viskoelasti¢ni amortizeri, koji se
koriste kod nekih visokih zgrada, sastoje se od celi¢nih plo¢a oblozenih viskoelasti¢nim
jedinjenjima polimera. Amorfne, ¢vrste supstance kao $to je staklo, mogu da se ponasaju kao
vrlo viskozne te¢nosti na poviSenim temperaturama gde se vremenski odziv materijala moze
meriti u sekundama. S druge strane, na sobnoj temperaturi krutost stakla je mnogo veca tako
da, iako teCenja i1 dalje ima, njegov odziv se moZe meriti godinama i decenijama. Sli¢no,
viskoelasticno ponasanje je primeéeno i u drugim materijalima, na primer kod drveta,
polimera, ljudskog tkiva itd.

Pronadeni 1 razvijeni viskoelasti¢ni materijali koriS¢eni su u velikom broju razlicitih
aplikacija. Istovremeno elasti¢no i viskozno ponaSanje materijala znacajno je otpornije na
smicanje 1 zatezanje. Dodatni sinteti¢ki polimeri pomaZu u stabilizaciji materijala i ¢ine da se
materijal ponasa saglasno zahtevima konstruktora. Zbog svog sloZenog ponaSanja, kori§¢enje
linearnih osobina materijala je neadekvatno kod tacnog odredivanja finalnog oblika
viskoelasti¢nih materijala, vremena potrebnog da bi se dostigao taj oblik, kao i napona u
elementu. U ovakvim sluc¢ajevima viskoelasticnost materijala mora biti detaljnije proucena.

U klasi¢noj teoriji elasticnosti pretpostavlja se da su veze izmedu napona i
deformacija linearne i nezavisne od vremena, Novacki [40]. Uvodenjem pretpostavke o
malim deformacijama moze se primeniti princip superpozicije za opterecenja i deformacije.
Izvedeni eksperimenti sa nekim materijalima pokazuju da, na primer, nakom naglog dejstva
opterecenja, koje zatim ostaje konstantno, deformacija raste sa vremenom. Nakon uklanjanja
opterecenja deformacija se ne gubi trenutno.

U cilju opisivanja ovakvih fenomena formuliSe se veza izmedu napona i deformacija

koja je opstija od one kod idealno elasti¢nog tela. Ta veza ima oblik
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f(o,&,t) =0, (2.2)

gde je o napon, ¢ deformacija, a t vreme.
Pod pretpostavkom da su deformacije male, na osnovu Bolcman-ovog principa

superpozicije, formirana je teorija linearne viskoelasti¢nosti. Bolcman-ov princip predstavlja

osnovu matematicke teorije linearne viskoelasti¢nosti koji tvrdi da ako naponski ciklus o, (t)
proizvodi deformaciju & (t), a naponski ciklus o,(t) deformaciju ¢,(t), tada zbir ciklusa
o,(t)+o,(t) proizvodi deformaciju ¢, (t)+¢,(t). Prema tome, relacija (2.1) ima oblik

linearne diferencijalne ili integralne jednacine.

Promenljivost mehanickih svojstava sredine tokom vremena modelira se
kombinovanjem idealno elasticnog tela i viskoznog fluida. Elasti¢ne osobine se opisuju
Hooke-ovim zakonom, a viskozne Newton-ovim zakonom. Reoloski model elasti¢nosti je
opruga sa linearnom karakteristikom, pri ¢emu je koeficijent proporcionalnosti modul
elasticnosti, a reoloski model viskoznosti je kinematski par koji se sastoji od cilindra
ispunjenog viskoznom tec¢noséu u kome se pomera klip. Taj kinematski par se obi¢no naziva
prigusnica. Pri kretanju klipa te¢nost struji iz jedne u drugu komoru cilindra, brzinom koja je
proporcionalna naponu.

U teoriji linearne viskoelasti¢nosti veliku ulogu igraju funkcije puzenja 1 relaksacije,
koje predstavljaju mere mehanickih osobina tela.

Funkcija puzenja ¢(t,0,), na primeru zategnutog Stapa optereenog u pocetnom

trenutku t =0 konstantnim opterec¢enjem koje prouzrokuje napon o, predstavlja odnos

o(t,o,) L0} (2.2)
O,

0

Ako je napon o(z) neprekidna funkcija promenljive 7 u intervalu —oo <7 <t, izraz

za deformaciju u trenutku t ima sledeci oblik

£(t) = j‘@O‘(r)

—0

p(t—7)dr. (2.3)

Funkcija relaksacije za primer zategnutog Stapa, koji u trenutku t =0 ima deformaciju

&, glasi

it ep) =28, (2.4)

&y
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Ako je deformacija ¢(z) neprekidna funkcija vremena 7 u intervalu —co <7 <t, izraz

za napon u trenutku t ima oblik

o0- 42

—00

w(t—-7)dr. (2.5)

Relacije (2.3) 1 (2.5) predstavljaju veze izmedu napona i deformacija pri linearnom
stanju napona. Oc¢igledno je da su funkcije puzenja i relaksacije fundamentalne pri opisivanju

osobina materijala. Jednacine (2.3) i (2.5) su ekvivalentne Hooke-ovom zakonu kada su ¢ i
w nezavisne od vremena. Ove relacije se mogu posmatrati 1 kao integralne jednacine, gde je

jedna od fundamentalnih veli¢ina nepoznata, dok je druga, koja se nalazi na desnoj strani,

poznata. U ovom slucaju su funkcije ¢ i y jezgra Volterra-ine integralne jednacine.

Vrlo ¢esto se mehanicko ponasanje linearnog viskoelasti¢nog materijala matematicki

opisuje linearnom diferencijalnom jedna¢inom

o+ d_6_|_ &4_...4_ &— &+ %_*_ d_28_|_..._|_ & (26)
P, at P, a2 Pn at" =0+ 0y at q, a2 U e :

gdesu p;, Pyyees PyyQos0yse-- A,y » parametri koji zavise od fizickih konstanti materijala.

Najcesce koris¢eni modeli materijala sa viskoelasti¢nim osobinama su Voigt-Kelvin-
ov model, Maxwell-ov model, generalisani Maxwell-ov model, standardni viskoelasti¢ni

model i troparametarski model.
2.1 Voigt-Kelvin-ov model materijala

U ovom modelu opruga i prigusnica su vezane paralelno (SI. 2.1).

Slika 2.1 Voigt-Kelvin-ov model
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Deformacije opruge i prigusnice su jednake, &g =&, =¢, a napon je jednak zbiru

komponentnih napona

o(t)=o:(t)+0,(t)=Eec () +7 dggt(t) =E (g(t) + ﬁ%j (2.7)

pri ¢emu je E modul elasti¢nosti, a 7 =71/ E je vreme retardacije (zaostajanja).

Funkcija puzenja za Voigt-Kelvin-ov model glasi
1 g
(p(t):E(l—e 7). (2.8)

2.2 Maxwell-ov model materijala

Ovaj model se sastoji od opruge i prigusnice, koji su vezani redno (Sl. 2.2).

Slika 2.2 Maxwell-ov model

Napon u opruzi i prigusnici je isti, o =0, = o, a ukupna dilatacija je jednaka zbiru

komponentnih dilatacija &(t) = ¢ (t) + ¢, (t), paje

de(t) _dec(®) 98,1 _1doe®) 1 _ _l[w

dt dt d¢ E dt »n 7 El dt

+ éa(t)} (2.9)
n
Funkcija relaksacije za Maxwell-ov model ima oblik
w(t) =Ee™'". (2.10)

2.3 Generalisani Maxwell-ov model materijala

Ovaj model se sastoji od nizia n Maxwell-ovih modela sa razli¢itim vremenima

retardacije, koji su vezani paralelno, (SI. 2.3).
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E; E, E;

EC (XX (XX
7]1 }’]2 77]
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({ (

|

Slika 2.3 Generalisani Maxwell-ov model

Dilatacije su u svim elementima jednake, ¢, =¢, =---=¢, =&, a napon je jednak

zbiru komponentnih napona koji se javljaju u Maxwell-ovim elementima

=Y, 2.11)
i=1
pri ¢emu je za i-ti element
de® _ 1140 1 ] 2.12)
dt  E ( dt m

Funkcija relaksacije za generalisani Maxwell-ov model ima oblik

w(t) = Z Ee™'m. (2.13)

2.4 Standardni linearni ¢vrsti (Zener-ov) model materijala

Ovaj model predstavlja paralelnu vezu Hooke-ovog (elasti¢nog) i Maxwell-ovog tela
(Sl. 2.4).

=
— AVWWWWA——
(¢) [¢)
~———] ————
E AN
n E

Slika 2.4 Zener-ov model
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Napon i deformacija su funkcionalno povezani diferencijalnom jednac¢inom

o®)+7 0 = B0+ (B, + E )7

, (2.14)

gde je vreme retardacije 7 =n/E,.

2.5 Troparametarski viskoelasti¢ni ¢vrsti model materijala

Redna veza Hooke-ovog i Voigt-Kelvin-ovog tela predstavlja ovaj model
viskoelasticnog materijala (Shirahatti i Sinha [41]), (SI. 2.5).

E:
G E, G
 AMAM—e—
n
I
1]

Slika 2.5 Troparametarski model

Za troparametarski model materijala, konstitutivna jedna¢ina ima oblik

do(t)
dt

=Qoe(t) +0, @, (2.15)

o(t)+ P, dt

gde su p, =7/(E, +E,), 6y = EE, /(E, +E,) i ¢, =En/(E, +E,).
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3. NELOKALNA TEORIJA ELASTICNOSTI

Nelokalna teorija polja se bavi fizikom materijalnih tela, pri ¢emu je mehanicko
ponasanje jedne tacke tela uslovljeno mehani¢kim stanjem svih tacaka tela. Prema klasi¢noj
teoriji, materijalne tacke tela su kontinualno rasporedene, pri ¢emu su im pridruzene neke
fizicki nezavisne promenljive kao §to su masa, elektricno i magnetno polje, itd. Stanje tela u
jednoj materijalnoj tacki je opisano relacijama odziva objekta koje formiraju drugu klasu kao
Sto je napon, unutraSnja energija, toplota, itd. Takve jednacine se nazivaju konstitutivne
jednacine.

Nelokalna teorija vrsi generalizaciju klasi¢ne teorije u dva klju¢na aspekta:

1. Zakon odrzanja energije vazi za celo telo,

2. Stanje tela u jednoj materijalnoj tacki je opisano funkcionalnim odzivom.

Ovo znaci da je potrebno potpuno poznavanje svih nezavisnih promenljivih u svim
tatkama tela da bi se opisalo stanje tela u svakoj tacki. Nelokalnost u vremenu se formulise
kao zavisnost od memorije. Kao podklasa prethodne definicije javljaju se gradijentne teorije
koje se odnose na ogranic¢enu nelokalnost.

Prema Eringen-u [42] osnovne jednacine polja nelokalne elasti¢nosti za izotropan

materijal imaju slede¢i oblik:

e Navier-ove jednatne kretanja deformabilnog tela u Decartes-ovom
koordinatnom sistemu glase

ot
5(;)x(x+ 6;y+aat;z +p(X —1i)=0,
ot ot ot
a;u a;u a; +p(Y —¥)=0, (3.1)
o, o, o
xz z 7 —-wW)=0
8x+8y+62+'0( W)

e Veza izmedu lokalnog 1 nelokalnog napona

t; (X) = [al(X'-X, B) oy (X)) dV (X). (3.2)
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e Komponente tenzora nelokalne deformacije

ou ov ow
Exw = Ew T €T
OX Yo ox OX
3.3)
1({ou ov 1fou ow 1(ov ow
Ey =l —t+t—| =%t =2t |
2\ 0y OX 2\ 0z 0oX 2\ 0z oy
e Hooke-ov zakon
t :ﬂ(gxx +&y, +5ZZ)+ 2ue, 1, :ﬂ(gxx +é&, +gzz)+ 2ue,,, 1, =2ue,,
(3.4)

t, = /1(5XX +é&, +8ZZ)+ 2ue,,, t,=2us,, t,=2uc,.

7z

U relacijama (3.1)-(3.4) t; i o;; su komponente tenzora nelokalnog (klasinog) i
lokalnog napona, X, Y i Z su komponente specifiéne zapreminske sile, p je gustina
materijala, u, viw komponentna pomeranja u X, y i z pravcu, &; su komponente tenzora

nelokalne deformacije, a 4 i x# su Lame-ove konstante koje se mogu izraziti preko modula

elasti¢nosti E i Poisson-ovog koeficijenta v

Ev E
A=V u=G=_ " 35
Lv)-2v) “7 7 T 20y (3.5)

N—"

Iz relacija (3.1)-(3.4) se vidi da se jednacine nelokalne i klasi¢ne teorije elasti¢nosti
razlikuju samo u tome da nelokalna teorija sadrzi dopunsku jednacinu (3.2). Ova jednacina

uspostavlja vezu izmedu napona nelokalne i klasi¢ne teorije elasti¢nosti. Funkcija jezgra

aQX‘—X|, ﬂ) predstavlja nelokalni modul koji uzima u obzir nelokalne uticaje u referentnoj

tacki X izazvane lokalnom deformacijom u tacki X'. Veli¢ina

X'—X| predstavlja rastojanje
izrazeno Euklidskom normom, a S je materijalna konstanta koja zavisi od unutrasnjih i

spoljaSnjih duzinskih karakteristika kao Sto su duzina prsline, talasna duzina itd. Ova

konstanta je data izrazom

=== (3.6)

gde je e, - konstanta poredenja modela sa eksperimentalnim rezultatima i drugim potvrdenim

modelima. Odreduje se tako da relacije modela nelokalne elasticnosti obezbeduju

zadovoljavaju¢u aproksimaciju sa krivama disperzije atoma ravnih talasa i onih koji su
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dobijeni iz dinamike reetki atoma. Clanovi a i ¢ su unutrainje i spoljasnje duZinske
karakterisitke nano strukture.

Prema Eringen-u [42] nelokalni modul moze biti u obliku

al|X|, p)= Ky (Vxox108), 3.7)

27z€2

gde je K, modifikovana Bessel-ova funkcija
00 1 i
g%m(j (3.8)

Pretpostavljajuci funkciju jezgra kao Green-ovu funkciju, Eringen pokazuje da se

integralna konstitutivna relacija (3.2) moze predstaviti u ekvivalentnoj diferencijalnoj formi
Lt =0y, (3.9

gde je diferencijalni operator Helmholtz-ovog tipa
£:P_@@Yv1, (3.10)

o* 0% o7

aVi= e + G + P je Laplace-ov operator.

Mogu se uzeti i drugi oblici diferencijalne forme, kao §to je na primer, diferencijalni

operator bi-Helmholtz-ovog tipa

=[-cv2 + eV = (1-e2v? - e2v?), (3.11)
koji se moze predstaviti kao proizvod dva operatora Helmholtz-ovog tipa. Detaljna analiza
teorije nelokalne elasti¢nosti bi-Helmholtz-ovog tipa moze se na¢i u radu Lazar-a i dr. [43] .

3.1 Uvod u nelokalnu teoriju stabilnosti i oscilacija greda

Jedan od najjednostavnijih jednodimenzionalnih kontinualnih strukturnih modela
proizvedenih od nano materijala i nano dimenzija se definiSe kao nano greda. Takav tip
strukture se Siroko koristi u mnogim inZenjerskim granama kao S$to je gradevinarstvo,
masinska i vazduhoplovna tehnika. Prvobitno je ova problematika bila vezana za buran

razvoj nanostrukturnih komponenata kao S§to su nano elektromehanicki 1 mikro
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elektromehanicki sistemi. Strukturni elementi kao $to su grede, plo¢e 1 membrane nasli su
Siroku primenu u takvim sistemima.

Rezultati eksperimentalne i atomske simulacije ukazuju na znacajan uticaj dimenzija
na mehanicke karakteristike takvih struktura kada njihove dimenzije postaju vrlo male.
Napomenimo da klasi¢na teorija elasti¢nosti ne zavisi od dimenzija, pa ne moze predvideti
njihov uticaj na mehani¢ko ponasanje sistema. S druge strane, atomski i molekularni modeli
su ograniceni kapacitetima kompjutera 1 nisu pogodni za adekvatno modeliranje nano 1 mikro
elektromehanickih sistema. Ovo su razlozi koji su doveli do izuzetnog interesovanja za
teorije kontinuma koje uzimaju u obzir dimenzije objekta pri modeliranju struktura malih
dimenzija. Izmedu ostalih, nelokalna teorija kontinuma koju su razvili Eringen i njegovi
saradnici, veoma je znacajna U proucavanju mnogih problema kao §to su prostiranje talasa,
dislokacija i prostiranje prslina.

Dinamicki problemi nanogreda vezani za Euler-Bernoulli-jev, Timosenkov, Reddy-
jev i Levinson-ov model su prouc¢avani u brojnim radovima. Jedan od prvih je rad Peddieson-
a i dr. [44] gde je za odredivanje statickih deformacija greda primenjena nelokalna teorija
kontinuma zasnovana na upro$§¢enom Eringen-ovom modelu [42]. Nelokalna teorija nano
greda je kasnije koriS¢ena od strane Zhang-a i dr. [45] u ispitivanju statickih i oscilatornih
karakteristika ugljeni¢nih prostih i sloZzenih nanocevi. Analiticka reSenja savijanja, izvijanja i
oscilovanja razli¢itih modela greda na osnovu Eringen-ove nelokalne teorije dao je Reddy
[46]. Lei i dr. [47] su koristili nelokalni viskoelasti¢ni model i spoljasnje viskozno prigusenje
za analizu dinamickih karakteristika TimoSenkove grede sa razli¢itim grani¢nim uslovima.

Na osnovu Euler-Bernoulli-jevog i Timosenkovog modela, Tylikowski [48],[49] je
proucavao dinamic¢ku nestabilnost nano greda podvrgnutih dejstvu vremenski promenljivog
stohastickog opterecenja. Koriste¢i maksimalni eksponent Ljapunova, Potapov [50] je
proucavao asimptosku stabilnost i skoro sigurnu asimptotsku stabilnost greda, pri ¢emu je
uzet u obzir uticaj nelokalne elasti¢nosti i prigusenja. U radu Pavlovéa i dr. [51] proucavana je

skoro sigurna stabilnost viskoelasti¢ne nanogrede podvrgnute dejstvu realnog Suma.
3.2 Uvod u opStu teoriju greda

Postoji viSe teorija greda pomocu kojih se opisuje kinematika i geometrija
deformacije greda. U cilju opisivanja razli¢itih teorija, uves¢emo Decartes-ov koordinatni

sistem tako da se X-osa poklopa sa osom grede, Z-osa je usmerena nanize u ravni dejstva
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optereCenja, a Y-0sa je upravna na ravan optereéenja (SI. 3.1). Pomeranja u pravcima

koordinatnih osa su u, w i v=0 koja zavise od koordinata X, Z i vremena T.

(X, T)

Slika 3.1 Nanogreda i njen tipican element

Normalna sila, transverzalna sila i napadni moment u nekom preseku grede su
Fu=[tedA F=[t,dA M=zt dA (3.12)
A A A

gde je A povrsina popre¢nog preseka grede, a t, i t,, su lokalni normalni i tangencijalni

Xz

napon u proizvoljnoj tacki preseka nosaca. Komponente

P=[Z%,dA R=[Z’t,dA (3.13)
A A

se javljaju samo u teorijama viSeg reda, kao §to je na primer Reddy-jeva teorija.

3.3 Nelokalna teorija Euler-Bernoulli-jevog modela grede

Euler-Bernoulli-jeva teorija greda se zasniva na polju pomeranja

U=U(X,T)=-Z

—aWéX'T), W =W(X,T). (3.14)

X

Jedina deformacija koja je razli¢ita od nule je dilatacija u pravcu X

U _ow

T T X

(3.15)

Na osnovu dinamickih jednac¢ina elementa grede (SI. 3.1) dobija se
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mﬁ=2ﬁ . pAaZW oW oV

—+C—=—-0,+0,,
— oT?2 'oT  oX %t
(3.16)
L oM oW
Jp=SMi = —-V-H—=0.
Zl oX oX

gde je p gustina materijala, ¢, koeficijent viskoznog prigusenja, ¢, i g, kontinualna

optereCenja na donjoj i gornjoj strani grede, a V i H su komponente glavnog vektora
unutrasnjih sila.

Nelokalni normalni napon je
o=Lt, =Eeg, (3.17)

gde je £ diferencijalni operator Helmholtz-ovog tipa

82
=|1-(e,a)’ =— |, 3.18
£, { (e,2) ax} (3.18)
ili bi-Helmholtz-ovog tipa
0? 0?
1-¢’ 1-e2 — | 3.19
Lo ( axj( ? axj (3.19)
Primenom diferencijalnog operatora £ na izraz za napadni moment u relaciji (3.15)
dobija se
2
LM =-El 0 V\2/ (3.20)
oX

Na osnovu relacija (3.15), (3.16) i (3.20) dobija se

oW, oW 0 (oH 0 (_ oW
£ pn o o N, B |20, @2
{p oT? T ax(axj W qz} X [ axzj (3.21)

Za gredu konstantnog poprecnog preseka, koja je na krajevima opterecena aksijalnom

pritisnom silom koja zavisi od vremena, H = F(T), relacija (3.21) postaje

82W ow 84W
L pA—+Cc,—+F =0. 3.22

U sluc¢aju Voigt-Kelvin-ovog materijala grede, relacija (3.17) postaje
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_68)’ 77:% (3.23)

pa je osnovna dinamicka jednacina grede

2
£,0Aa +C18W F(I')

oW oW
aT? qz} (ax“ M aTax“Jzo' (3:24)

oX?

Za slobodno oslonjeni nosa¢ grani¢ni uslovi su

X =0 2
W =0, 0 V\Zl =0, (3.25)
X =L X
dok je za konzolni nosa¢
w=o, M_p
X =0 > (3.26)
X =L oW - oW '
ox® 7 oX?

3.4 Nelokalna teorija TimoSenkovog modela grede

U Timosenkovoj teoriji greda polje pomeranja je

AW (X,T)

U=U(X,T)=-Zy, W=W(X,T), ~ (3.27)

=y +o,

gde je ¥ ugao obrtanja poprecnog preseka usled savijanja momentom, a ¢ ugao obrtanja

popre¢nog preseka usled smicanja.
Normalna dilatacija i deformacija usled smicanja su

Mo, W, (3.28)

Ex TETX ox ' e X

Na osnovu dinamickih jedna¢ina elementa grede dobija se

oW oW _ov

ma = Ei = PpA—+C— +q,,
£ Pare o Tox T
(3.29)
. N k% oy oM oW
WM = AGmeeir oV TR

i=1

Transverzalna sila i moment savijanja su
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F =V + H%—ksjtudA, |v|=j2txdi, (3.30)
X )

gde je k. faktor korekcije smicanja. Nelokalni normalni i tangencijalni napon napon su
o=Lt, =Ee¢, =L, =G, (3.31)

pri ¢emu je G modul klizanja.
S obzirom na relacije (3.29), (3.30) i (3.31), dobija se

W oW 0 (oH W oy
g n W o W kG ~W o,
{p oTz et ax(axj Wt qz} SA(GXZ ax}

(3.32)
2
o o TV e, —kSGA(%—y/) 0 (EI 8"”) 0.
oT oT oX oX oX
U slucaju Voigt-Kelvin-ovog materijala nosaca, relacije (3.31) imaju oblik
_O¢ op
=Ee+Enp—, 7=Gop+Gn 3.33
o=Be+Bp—, 7=Co+Gn—, (3.33)

pa se na osnovu relacija (3.29) i (3.30) dobija

B(V+Haﬂ) kSGA(1++ﬁij(aﬂ—w} M =—el| Yy a‘” (3.34)
X ot )\ ox ox T oxat

gde je | aksijalni moment inercije preseka. Eliminacijom transverzalne sile i momenta se

dobija

2 2
BpAaW+clﬂ+ 0 (6H] q, +4d, kGA(1+ aj 8W_6_1,// =0,
oT? or  oX \ oX oT Jlox? oX

2 2
o[ pt Y e, ¥ kGA{l nij[aﬂ—y/j—i gl Y7 O
oT? T a1 )\ ox x| ox " axeT

3.5 Nelokalna teorija Reddy-jevog modela grede

(3.35)

[E—
Il
©

U poboljsanoj teoriji greda Reddy [52] daje polje pomeranja u obliku

AW (X,T)

U=UX,T)=-Zy-¢Z?
( ) V=0 ( ox

—y/j, W =W (X,T), (3.36)

gde je ¢, =4/(3h?), ah je visina pravougaonog popre¢nog preseka grede.
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Normalna dilatacija i deformacija usled smicanja su

ou oy S W (X,T) oy )\ OW
—e=—— =727 _¢7 - , 7.=0-3c2%) =—-w| (337
Ex TET 5 ox ( & x| 7 ( : )ax v | @337

Na osnovu dinamickih jednacina elementa grede dobija se

A
p *l oX20T? oOXoT?

2 3 4 3 2
—a\/\zl—clmll—a Wz—cfm ow A P Ij—@ (Haﬂj q=0,
oT OXoT oX?2  oX  oX oX

(3.38)

0? (W 8P oM«
ol v 1 4[ l//j"'

——+c,M —
oT? oXoT? oT?

gde su uvedene oznake

:Ipz":dA, Mm,=m,—c,m,, m,=m,—cm, M=M-cP, Q=Q-3cR. (3.39)

A

U slucaju idealno elasticnog materijala, na osnovu nelokalne teorije, osnovne

dinamicke jednacine glase

3 4 3
£|:pAaW_ 1m4a—l//_012m6[ oW — 8!// ] i(H%)_q}z

oT? OXT? OX20T?  oXaT? ) aX | oX
3
=GA azv\! W ¢k a‘”3—cfEK ﬂ—a‘i =0, (3.40)
X2 X oX oX* o

Oy W )| edw (oW ~(aw j
L ol c,m - = El —c,EJ - —-GA — -y |=0,
{p oz o 4(6X6T2 ar? x? X ax? ox 7

gde je

(A1,3,K) j °JdA, A=A-3cl, T=1-3cJ,
(3.41)
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4. SLUCAJNI PROCESI

Slucajni proces se moze grubo definisati kao kontinualan fizicki proces koji je
prouzrokovan nedeterministickim uticajima. U svakom od serija eksperimenata, slucajni
proces X(t) generise zapis X(t), koji predstavlja realizaciju primerka funkcije procesa u
pojedinacnom eksperimentu. Slucajna priroda procesa se odrazava u ¢injenici da ne postoje
dva zapisa identi¢na u svakom pogledu, kao $to je prikazano na Sl. 4.1. Skup svih mogucih
realizacija slu¢ajnog procesa naziva se familija realizacija. Dok je svaka realizacija definitna
funkcija vremena t, tj. X(t) je obi¢na funkcija za fiksirano k, familija svih realizacija se moze
opisati jedino statisti¢ki. Prema tome, za bilo koju pojedinacnu vrednost t, X(t) je slucajna

promenjiva.

X®

| l“li‘ LA 4 l“l‘“ “‘l h,l lll. 1,lll‘Jll‘"‘xl l‘x“ I il l"a!u ]r.l‘.ﬂlL ll \’ YHIW ! l “H ! lv"
T oA A

Slika 4.1 Realizacije slucajnog procesa X(t)
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Slucajni proces moze biti funkcija jedne promenljive kao §to je vreme t (na primer
brzina obrtanja vratila), a moze zavisiti od nekoliko nezavisno promenljivih kao $to je na

primer polje pritiska u fluidu koji zavisi od vremena i polozaja, Xie [53] | Malisi¢ [54].
4.1 Funkcija raspodele verovatnocée i funkcija gustine raspodele verovatnoce

Slucajni proces je opisan razli¢itim funkcijama raspodele verovatnoce. Na osnovu
Sl. 4.1 u odredenom trenutku t, funkcija raspodele verovatnocée prvog reda za X(t) se definiSe

kao
F.(x,t) =P{X(t)< x}. (4.1)

Uoc¢imo dva vremenska trenutka t; i t,. Verovatnoca da je X(t1) < x1 1 X(t2) < X2

predstavlja funckiju raspodele verovatnoée drugog reda
R0 b % 1) = PIX (1) < %, X (1)< X, ) “2)
Sli¢no, funkcija raspodele verovatnoce reda n definiSe se kao

FL (%t X, s X0t ) = POX (L) < X0, X () < Xy ey X (L, )< X, ] (4.3)

n?

Slucajni proces je potpuno odreden ukoliko su poznate funkcije raspodele
verovatnoée za svaki red n = 1,2,.... Odgovarajuc¢a funkcija gustine raspodele verovatnoce

reda n, n=1,2,..., definiSe se kao

O"F (X, 1 %, b5 X, 1)
X 1t ;X 1t ;---;Xnytn = n 111727 2 i ) 4'4
P 0% i, i X, 1) A (@.4)

P, (Xt Xy, s X, ) dx dX,...dX, =

= P{x, < X(t,) < X, +0X; X, < X (t,) < X, + X0y X, < X (t,) < X, +0X . (45)

Cesto je nepotrebno ili nemoguée odrediti funkcije raspodele verovatnoée bilo kog
reda. U praksi, dovoljno je poznavanje funkcija raspodele verovatnoce prvog i drugog reda.
Konkretno, za Gauss-ov slucajni proces, funkcija raspodele verovatnoc¢e prvog i drugog reda

opisuje proces u potpunosti.

Ukoliko su funkcije raspodele verovatnoce invarijantne sa promenom vremena, tj.,

ako je

F Ot %, G X ) = F (G L + 70X, 6 + 75 XLt + 7)), (4.6)

n?
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za svako n i proizvoljno 7, za slucajni proces se kaze da je stacionaran. Ovo znaci da je
funkcija raspodele verovatno¢e prvog reda nezavisna od vremena, a funkcija raspodele

verovatno¢e drugog reda zavisi samo od vremenske razlike
Fl(xit):Fl(X)! FZ(Xl’tl;XZ’tZ):FZ(Xl’XZ;tZ _tl)' (47)

Smatra se da je slucajni proces stacionaran kada se fizicki faktori koji uti¢u na njega

ne menjaju vremenom.
4.2 Matematicko ocekivanje i momenti

Na osnovu dostupnih eksperimentalnih podataka u brojnim fizickim primenama je
veoma tesko odrediti sve funkcije raspodele verovatnoce, a ¢esto ovako detaljna informacija
nije ni neophodna. U takvim slu¢ajevima, pri ovakvim ograni¢enjima, potrebno je poznavati
samo neke srednje karakteristike slucajnog procesa. Za slucajni proces X(t) mogu se
definisati dva tipa usrednjenja:

Statisticka ili srednja vrednost skupa za odredenu vrednost vremenskog parametra t
oznacena sa E[X(t)], odredena je sra¢unavanjem ocekivanja ili srednje vrednosti slucajne

vrednosti X(t) na celom skupu realizacija

N

E[X ()] = Lm%z“x (). (4.8)

k=1

Vremenski usrednjena vrednost oznatava se sa X (t) i odredena je odabirom

pojedinacne realizacije X ™ (t) i sradunavanjem srednje vrednosti za X®(t) za celi

T I JO

Svako od ovih usrednjenja se takode moze definisati za bilo koju funkciju slucajnog
procesa. Najjednostavnije od tih funkcija su polinomi X' (t,), X" (t,),..., X (t.), &ije se
srednje vrednosti nazivaju momenti.

Od svih momenata koji se dobijaju na osnovu funkcije raspodele verovatnoce prvog
reda najvaznije je matematicko ocekivanje (ofekivana vrednost ili moment prvog reda) i

srednje kvadratno ocekivanje (moment drugog reda), a definiSu se, redom
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m(t) =m,(t) = E[X®)] = [ xp,(x, t)dx, (4.10)

m, (t) = E[X*(t)] = sz p,(x,t)dx. (4.11)

Varijansa slucajnog procesa X(t), oznadava se sa Var[X (t)]=c?(t) i definisana je

izrazom

o*(1) = E[X ©) -] = m,@) - me(t), (4.12)

Sto predstavlja ocekivanje kvadrata disperzije srednje vrednosti. Pozitivni kvadratni koren
varijanse se naziva standardna devijacija i predstavlja rasipanje krive gustine verovatnoce

oko srednje vrednosti.
Kod stacionarnih procesa, posto je p,(X,t) nezavisno od vremena t, matemati¢ko

o¢ekivanje i momenti su takode nezavisni od t.
4.3 Korelacione funkcije i funkcije spektralne gustine

Najvaznija srednja vrednost dobijena iz raspodele verovatno¢e drugog reda je

autokorelaciona funkcija
R(t,t) = EIX @)X )] = [ %0, %,t,)dx,dx, (4.13)

Prefiks auto oznacava da su razmatrane dve slucajne promenljive, X(t1) i X(t2), koje
odgovaraju istom slu¢ajnom procesu. Srodna veli¢ina je kovarijansa slucajne funkcije, koja

opisuje zavisnost izmedu vrednosti slu¢ajne funkcije u dva trenutka t; ity , i definiSe se kao

K(tt,) = E{X (t) - mt) X © —m(t,)}]= R(t,.t,) - m(t)m(t,) (4.14)
gde je m(t)=E[X(t)]. Za dve slucajne promenljive se kaze da su nekorelirane ukoliko je

njihova kovarijansa jednaka nuli.

Uopstena autokorelaciona funkcija je poprecno-korelaciona funkcija i definise se kao

EDX )Y ()] = [ 0Py (X Y, t)dx, @15

gde X(t1) i Y(t2) pripadaju razli¢itim sluc¢ajnim procesima X(t) i Y(t).
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Dva slu¢ajna procesa X(t1) 1 Y(t2) su nezavisna ako je

Pxy (X’tl; y’tz) = Px (X1t1) Py (y1t2) ) (4-16)

a jednacina (4.15) postaje

E[X (L)Y (t)]= [xp, (xt)dx [yp, (v, t)dy =E[X W)LY (t,)].  (4.17)

Kod stacionarnih slucajnih procesa autokorelaciona funkcija zavisi jedino od
vremenske razlike t,-t; i Cesto se oznacava sa R(z), gde je 7 = t,-t;. Autokorelaciona funkcija

1ma sledece osobine:

1. R(0)=E[X*(t)], $to predstavlja srednju kvadratnu vrednost za slu&ajni proces X(t).

2. R(z) je simetri¢na u okolini 7 = 0 posto je

R(z) = E[X (t), X (t+7)] = E[X (t—7) X ()] = E[X ) X (t —7)] = R(~7).  (4.18)

3. Imajuci u vidu nejednakost E[{X O£ X({t- z‘)}z] >0, dobija se
E[X*(t)]+E[X?(t+7)]= R2E[X () X (t+7)], (4.19)
ili,
R(0)>|R(7)|. (4.20)
Na osnovu osobina 2 i 3 jasno je da, ukoliko postoji, R'(0) mora biti jednako nuli, a

R"(0) je negativno.

4.  Ukoliko nema periodi¢ne komponente, onda je

lim R(r) =0. (4.21)

T—>to0

5. Postoje

izn::R(ri —7)Uu; = izn::E[X(ri)X(rj)]uiuj = EHiX(Ti)ui} }2 0, (4.22)

i=1 j i=l ]

za proizvoljno n i proizvoljne vrednosti uj, Uy, ..., Uy; t1, to, ..., ty, ONda je R(z) nenegativno
definitna funkcija. Na osnovu osobine i teoreme zasnovane na Bochner-u, iz teorije Fourier-

ovih integrala, R(z) se moZze napisati u slede¢em obliku

R(r) = 0[S ()] =% f S(0)e do, (4.23)
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paje S(w) Fourier-ova transformacija funkcije R(z)
S(w) = p[R(7)] = 1 J'R(r)e““”dr . (4.24)
2 7

Funkcija S(w) se naziva spektralna gustina slu¢ajnog procesa X(t). Jednacine (4.23) |

(4.24) povezuju autokorelacionu funkciju i spektralnu gustinu stacionarnog slu¢ajnog procesa
Sto nas upucuje na Wiener-Khinchine-ove relacije.

Znacenje izraza ,,spektralna gustina“ postaje jasnije kada se posmatra relacija
E[X2(t)] = sz p,(x,t)dx = R(0) = IS(w)d—w = IS( f)df, (4.25)
—0 —0 27[ —o0

gde je w=24 . Ako se sludajni proces X(t) posmatra kao struja, tada E[X?(t)] daje
usrednjenu energiju rasipanja u jedinicnom otporniku, pri ¢emu je S(w)ucesée u energiji na
frekvenciji f naintervalu df.

Neki od primera autokorelacionih funkcija 1 njima odgovarajucih spektralnih gustina

Su:

1. Periodi¢na funkcija

R(z) = A’ cos m, 7,
(4.26)

S(w) = A? Ie‘"”cos w,td7 = T[S (0 + @,) + S (0 — wy)],

gde je o() Dirac-ova delta funkcija. Stoga je celokupna energija skoncentrisana na
frekvencijama o =+a®,, kao §to je prikazano na Sl. 4.2 a).

2. Eksponencijalna autokorelaciona funkcija, kao §to je prikazano na Sl. 4.2 b)

2
R(r)= A%, S(@)=2 .27)
a”+o
3. Proces belog Suma
R(r) = A%5(z), S(w) = A”. (4.28)

Za ovaj slucajni proces funkcija spektralne gustine je konstantna na celom
frekventnom intervalu, kao $to se vidi na Sl. 4.2 ¢). Proces se ne moze fizicki realizovati jer

je njegova ukupna srednja energija beskonacna.
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Slika 4.2 Autokorelacione funkcije i odgovarajuce funkcije spektralne gustine

4.4 Ergodicki slucajni procesi

Srednje vrednosti 0 kojima je bilo re¢i u prethodnom tekstu, odnosile su se na
usrednjenja skupova (familija). Prakti¢no sraCunavanje je jako otezano, jer se zahteva veliki
broj realizacija. Sa druge strane vremensko usrednjenje odredene realizacije definisano
jednacinom (4.9) se moze jednostavno sracunati. U tom slucaju je pozeljno znati pod kojim
uslovima su dva tipa usrednjenih vrednosti jednake. Slucajni proces ¢ija srednja vrednost
poseduje ovu osobinu se naziva ergodicki. U osnovi ,.ergodicki“ zna¢i da je bilo koja
pojedinacna realizacija usrednjena po vremenu reprezentna za ceo skup.

Prema tome, za ergodicki slucajni proces vazi
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— 1i ET (k)
E[X(t)]_TlmT_ij (t) dt,
(4.29)
R(z) = E[X (1) X (t + 7)] :T"L‘[L% jx © )X ® (t +7)dt,

gde je X®(t) karakteristi¢ni zapis. Dok su vremenske srednje vrednosti nezavisne od

vremena, ocigledno je da je stacionarnost neophodan uslov ergodi¢nosti. Mnogi prakti¢ni

slucajni procesi se ¢esto smatraju ergodickim.

4.5 Gauss-ov i harmonijski proces

Veoma bitan slu¢ajni proces je Gauss-ov proces Cije su funkcije gustine raspodele

verovatnoce za jednodimenzionalnu i dvodimenzionalnu raspodelu date slede¢im izrazima

1 [ xemoF
pl(x1t)_ \/ZO'(t) eXp{ ZGz(t) }’ (0
P (X 13X 1) =
2 , 1 (4.31)
_ 1 exp{_ 1 : {(Xl—znl) _Zp(xl_m1)(xz_mz)_l_(Xz_ZnZ) }}’
\/ﬂﬁlﬁzﬁ 21-p%) ! %192 7
gde je
m(t) = E[X ()], o*(t) = E[{X({®)-m®)}*], p(t,.t,) = %
T (4.32)

m, =m(,), m,=m(,), o,=0), o,=0(t,).
Harmonijski proces ima jednodimenzionalnu funkciju gustine raspodele verovatnoce

. (4.33)
A% —x?

3|~

pl(xft) =

i predstavlja gustinu verovatno¢e dogadaja da se u proizvoljnom trenutku materijalna tacka
koja vrsi harmonijsko kretanje, nalazi na rastojanju X, (X=ASinat) od ravnoteznog

poloZaja. Matemati¢ko o¢ekivanje i varijansa harmonijskog procesa su

m@) = E[X(©]=0, o2(t) = E{X ) -m®)}]= % A (4.34)
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Slika 4.3 Funkcija gustine raspodele verovatnoce za a) Gauss-ov i b) harmonijski

proces
4.6 Wiener-ov proces

Wiener-ov ili Brown-ov proces se oznacava sa W(t) ili B(t) i predstavlja osnovu
moderne teorije slucajnih procesa. Definise se na sledeéi nacin:

1. WI(t) je neprekidna funkcija od t, ima realne vrednosti i Gauss-ovog je tipa.

2. W(t) ima nultu srednju vrednost, tj. E[W (t)]=0.

o’t,ako jet <s,

3. EW(@®)W(s)]=R(t,s) = o’ min(t,s) ={ , _
o°s,ako jet>s.

Uslov 3 ukazuje da je varijansa Wiener-ovog procesa

Var[w ()] = EW? )= o1, (4.35)

Eli[\N(t) —W(sﬂ = EW@®)]+ EW2(s)]- 2EW @)W (s)] = 0% (t - 5), zat =5, (4.36)
il

E[\dw (t)ﬂ = o2dt, gde je dW (t) =W (t +dt) —W (t). (4.37)

Cesto se uzima da je o? =1, tako da je W(t) =oVV(t) i EU dW(t)‘z} = dt. VV(t) se

naziva jedini¢nim ili standardnim Wiener-ovim procesom. Nadalje ¢emo proces W (t)

oznacavati sa W(t).
Osobine Wiener-ovog procesa su:

a)  WI(t) ima nezavisne prirastaje
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E[{\N(t4)_W(ts’)}{\N(tz)_W(tl)}]:0' (4.38)

stoga W(t) ima ortogonalne prirastaje.
Iz uslova 2 definicije Wiener-ovog procesa se dobija

E[W (t,)-W (t,) [EW t,) -W (t,)]=0, (4.39)
$to dovodi do
E[W (t,) -W () HW (t,) -W )] = EW t,) -W ) EW () -W (t)],  (4.40)

I ukazuje da W(t) ima nekorelirane prirastaje. Kako je iz uslova definicije 1 i 2, W(t) Gauss-

ov proces sa nultom srednjom vrednos¢u, prirastaji W(t) su nezavisni.
Neka jeVV(t) =W (t)-W(0), tada je VV(O) =0. Stoga se standardni Wiener-ov proces

W(t) moze definisati sa W(0) = 0 sa verovatnoc¢om 1.

b)  Neprekidnost

2
Kako je E[|W(t)—W(s)| }:t—s—w, kada t—s, W(t) je srednjekvadratno

neprekidna.

Neka je X (t) =W (t + At) —W (t), tada se iz definicije Wiener-ovog procesa dobija

E[X(t)]= Ew(t+at)]-EWw(t)]=0,
(4.41)

E[x2())= @\N(t +AL)-W(t)? @ = |At|

Iz relacija (4.41) sledi da je X(t) Gauss-ov proces sa nultom srednjom vredno$éu i

varijansom |At| . Funkcija gustine verovatnoce za slucajni proces X(t) ima oblik

_¢
exp{ 2|At|]' (4.42)

Px (§,t)=

27[|At|
Na osnovu osobina normalne slu¢ajne promenjive

E[x*(t)]=3{E[x20)]}* =3(at), (4.43)

dobija se
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E{I w (tz)—vv(tl)l“} =3, -t[" (4.44)

Prema tome, W(t) zadovoljava uslov Kolmogorovljeve teoreme $to ukazuje da je W(t)

neprekidna funkcija sa verovatno¢om 1.
c)  Nediferencijabilnost

Kako je iz jednacine (4.41)

2
g Wra)-we)" | 1 ©, kada |At|—>0, (4.45)
| At | Ay

sledi da je standardni Wiener-ov proces W(t) nediferencijabilan u srednje kvadratnom smislu.

Moze se takode pokazati da je W(t) nediferencijabilna funkcija sa verovatnocom 1.
4.7 Proces belog Suma

Beli Sum se definiSe kao stacionarni proces X(t), na vremenskom intervalu

—oo < <400 sa
E[X(t)]=0, E[X(t)X(t+7)]=R(z)=S,(). (4.46)

Spektralna gustina S(w) za proces X(t) je

S(w)= je"‘”R(r)dr = je"””so5(r)dr =S, = const. (4.47)

Varijansa procesa belog Suma je E[X ? (t)] =R(0) = .

Neka je ubuduce Z(t) Gauss-ov proces, tada Z(t) zadovoljava uslove Wiener-ovog
procesa i moze se izraziti kao Z(t)z\/S_OW (t), gde je W(t) jedini¢ni "prosireni" Wiener-ov
proces na vremenskom intervalu —oo <t <400 pri ¢emu je vremenski opseg t proSiren sa
[O,+oo] na (—oo,+oo). Sada se moZe dobiti sledeca formalna veza

Z(t):\/S_OW(t), —w<t<+wo, S,=07,
(4.48)

E[Z (t)] =0, E[dZ (t.)dz (t, )] - {0?(1“’ tltlzzti t.
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4.8 Procesi Markova

Za slucajan proces X(t), a<t<b, se kaze da je proces Markova ako je u trenucima

vremena a<t, <t,.<---<t, <b

X(t,)=¢u)  (449)

X(t,)=¢,, j=12...n-1=P{X(t,)< &

PiX ()<,
Sto znaci da verovatnoca da proces uzima vrednost manju od &, u narednom trenutku t,
zavisi od vrednosti procesa u datom trenutku t. , i nezavisna je od vrednosti u prethodnim

trenucima t, ,,t, ,,....t,.

Jednacina (4.49) se moze napisati pomocu funkcija raspodele verovatnoce

F(EtolE it siEa s &) = P&ty [Eatis), (4.50)

gde je X ={X(t,), X(t,),..., X(t,)}, ili pomoéu funkcija gustine raspodele verovatnoce

(é:n’t |§ —1’ —1’ n-2" n 2’ 51’ ) (é:n'tn|§n—l'tn—l)' (451)

Za proces Markova su poznate sve konacno dimenzionalne raspodele kada je poznata

dvodimenzionalna funkcija raspodele verovatnoée F,(&,t;&,,t,), a takode poznata je
funkcija gustine raspodele verovatnoée p,(&,t;&,,t,). Na primer, ako je t,>t,>t,

trodimenzionalna funkcija gustine raspodele verovatnoce je

Px (51't1;§2’t2;§3’t3): Px (53’t3|§2’t2;§1’t1)' Px (é:l’tl;§2’t2):

4.52
= px(531t3|§2’t2)' px(él’tl;é:Z’tZ)’ ( )

gde je

NERA I Px (ot & tLE,  pulEtléut,)= px(@g’ég ) (4.53)

Uslovna funkcija raspodele verovatnoce F, (§,t|77,s), t>s, poznata je kao funkcija
raspodele prelaza; a uslovna funkcija gustine raspodele verovatnoce Py (§,t|77, S), t>s
poznata je kao funkcija gustine raspodele prelaza koja se Cesto oznacava kao (§ ,t|77, S).

Ako je q, (§,t +1n, s+r)= Oy (§,t|77,s) za bilo koje 7, proces se naziva stacionarnim.

Tada qx(f,t|77,s) zavisi od &, 7 i vremenske razlike t-s.
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4.9 Difuzioni procesi

Slucajni proces X(t) sa neprekidnim vremenskim parametrom t se naziva difuzioni
proces ako zadovoljava uslove procesa Markova, a njegove trajektorije realizacija su
neprekidne funkcije vremena t.

Osobina da su trajektorije realizacija difuzionog procesa neprekidne, moze se izraziti
u slede¢em obliku

ﬂ%i P{X(t+At)-X(t)>¢[X (t)=&}=0, (4.54)

Sto znaci da je verovatnoca velikih promena procesa X(t) za kratak vremenski interval, mala.
Svi difuzioni procesi su definisani pomocu dva parametra koji opisuju srednju

vrednost 1 varijansu beskona¢no malih razlika. Ako ozna¢imo beskona¢no malo pomeranje u

trenutku Atsa AX(t)= X (t +At)—X(t), onda se moze definisati

HTOA% E[AX ()X (t)=&]=a(e t), (4.55)
tim - Elfax X ()= £]-b(&.), (4.56)

Na osnovu teorije verovatnoce, ocCekivana vrednost E[Y] karakteriSe tendenciju
slucajne promenjive Y ka centru. Varijansa Var (Y) = E[Y 2 ]— {E[Y]}2 karakteriSe varijaciju ili

disperziju slu¢ajne promenljive Y oko srednje vrednosti E[Y]; dakle E[Y 2] je mera varijacije
ili disperzije za Y.

Prema tome, a((f,t) karakteriSe centralnu sklonost ili srednju vrednost odstupanja i
naziva se koeficijent prenosa, dok b(é,t) daje meru disperzije odstupanja i naziva se
koeficijent difuzije. Kao ilustraciju, razmotrimo difuzioni proces sa konstantnim

koeficijentom prenosa m i koeficijentom difuzije o*. Takav proces se moze matematicki

modelirati It6-ovom stohastickom diferencijalnom jednac¢inom
dX (t)=mdt +odw(t) X(0)=0. (4.57)

ResSenja It6-ove jednacine prikazanasuna Sl. 4.4 zam=2i oc=2i6.
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Slika 4.4 Difuzioni proces

4.10 Jednacine Kolmogorova
4.10.1 Prva (obrnuta) difuziona jednacina Kolmogorova

U prvoj jednacini Kolmogorova funkcija gustine raspodele prenosa

(&4t )= pe (&Y, t,) za fiksno (£,t) je zasnovana na zavisnosti od (&,t,). Prva

(obrnuta) jedna¢ina Kolmogorova ima oblik
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oq(& 1.t 10E 180 to) blE 1) 274 14 t)

=y +a(&),t,) o > 52 =0, (4.58)
sa grani¢nim uslovom
A&Et) > 8(E-¢) keda t, —t. (4.59)
Relacija (4.59) se moZe napisati u formalnom obliku
A, . a(&.1&,.t)=0, (4.60)
gde je
A ()= ra(g, 1) 20 B o) O (4.61)

oty 05, 2 o
A, () je diferencijalni ili beskona¢no mali generator difuzionog procesa X(t).

4.10.2 Druga (direktna) difuziona jednadina Kolmogorova (Fokker-Planck-ova
jednacina)

U ovom slucaju funkcija gustine raspodele prenosa q(é,t|§0,to) za fiksno & i t,

posmatra se kao funkcija od & it, za t>t,. Druga (direktna) jednacina Kolmogorova ima

oblik

aa(&tt)__2lalethaletst )], 1%l tal st )

ot o0& 2 PYE ! (4.62)
odnosno
aq(Etet,) .
‘MTK) = L&t ), (4.63)
sa poc¢etnim uslovom
A&fe t,) > 5(E-&) keda t—t,, (4.64)
gde je operator L,
- R0, 1 BE0] .
oc 2 o
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4.11 Stohasticki integrali
4.11.1 Stohasti¢ki Riemann-ovi integrali

Integral oblika
b
Y = fOX()dt, (4.66)

gde je f(t) deterministicka funkcija, a X(t) sluCajni proces sa nultim matematickim
oc¢ekivanjem E[X (t)]= 0, generiSe sluCajnu promenjivu Y i naziva se stohasticki Riemann-ov

integral. MozZe se pokazati da je

(4.67)
b b
E[v2]= [ ] f()f ()E[X (t)X (5)ltds
Integral (4.66) se moze uopstiti na sledeci nacin
b
Y(t):J' f(t,s)X(s)ds, c<t<d, (4.68)
gde je Y(t) slucajni proces.
4.11.2 Stohasticki Riemann-Stieltjes-ovi integrali
Integral oblika
b
Y =[f(t)ax(t), (4.69)

gde je f(t) deterministicka funkcija, a X(t) slu€ajni proces, generise slucajnu promenjivu Y i
naziva se stohasticki Riemann-Stieltjes-ov integral.

Integral (4.69) se moze uopstiti na sledeci nacin

Y(w)=|ft,0)dX(t,0) wecQ, (4.70)

D ey T

gde je Q prostor verovatnoce, f(t,a)) je slucajna funkcijaod ti o, a X(t,a)) je slucajni

proces sa ortogonalnim prirastajima.
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4.11.3 Integral tipa Ito

Neka je f(t,®) stohasticka funkcija koja zavisi od W(s), 0 <'s <t} i nezavisna je od

W(s), s >t},0<t<T, gde je W(t) standardni Wiener-ov proces. Stohasticki integral
t
It 0)=[(s,0)dW(s), weQ, (4.71)
0
se naziva It6 integral. Pokazuje se da Ito integral ima osobine

E[ltw)]=0, E[I*(t0)= j E[f (s, o)]ds. (4.72)

0

4.12 Stohasticke diferencijalne jednacine

Stohasticka diferencijalna jednacina oblika
dX (t)=m(X,t)dt+o(X,t)aW(t), 0<t<T, (4.73)

sa pocetnim uslovom X(0) = X, sa verovatnocom 1, predstavlja se integralnom jedna¢inom
t t

X (t)=x, + [ m(X,tit+ [ o(X )W (t) (4.74)

0

Kako je drugi integral u jednacini (4.74) integral tipa It6, tada je jednacina (4.73) Ito
stohasticka diferencijalna jednacina.

Moze se pokazati da je reSenje X(t) stohasticke diferencijalne jednacine difuzioni
proces Markova sa koeficijentom prenosa a = m(X,t) i koeficijentom difuzije b :az(x,t).

Gustina verovatnoce prenosa zadovoljava prvu i drugu jednacinu Kolmogorova, (4.58) i

(4.62).

Dalje, neka je X(t)={X,(t),X,(t),..., X, ()} n-dimenzionalni vektor, a

W(t) = W, (t),W, (t),...,.W, (t)}" d-dimenzionalni vektor Wiener-ovog procesa. Za sistem

stohastickih diferencijalnih jednacina tipa It
d
dX; =m (X t)dt + > oy (X,t)dW;, i=12..,n, (4.75)
j=1

vektor prenosa i difuziona matrica, koja je simetri¢na i nenegativna, imaju oblik
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a(X,t)={m ,(X,t),m,(Xt)..m (X1t),
(4.76)

d
b, (x.1)] - {zaik (Xt (X,t)} ~ boc’, o(Xt)=[o,(X1)] ..
k=1
4.13 Proces realnog Suma (Ornstein-Uhlenbeck-ov proces)

Ornstein-Uhlenbeck-ov proces X(t) predstavlja se jednodimenzionalnom stohastickom

diferencijalnom jednaginom tipa Itd
dX (t)=—aX(t)dt+odW(t), X(t,)=X,. (4.77)
gde su « i o konstante.
Matematicko o&ekivanje procesa X(t), s obzirom da je E[dW(t)]=0, je
m, (t) = E[X (t)]=e " YE[X,]. (4.78)

Varijansa realnog Suma je
2
var[X (t)] = E[(X (t)- m, ©*|= K t.t) = e‘z”‘(t‘t°>\/ar[xo]+;—[1—e‘2“(“t°)]. (4.79)
a

Na osnovu relacija (4.78) i (4.79), za zadati pocetni uslov X(t,)=X,, X(t) ima

matematiCko oCekivanje uy,, i standardnu devijaciju oy,

2

ity o 2alt-t,
Hy = X&) o2 :Z[l—e 2ali)) (4.80)

Na osnovu druge Kolmogorovljeve jednaCine pokazuje se da proces X(t) ima

normalnu (Gauss-ovu) raspodelu sa matematickim ocekivanjem g, i standardnom

devijacijom o, ,, date relacijom (4.80). Autokorelaciona funkcija procesa je

R(z) = E[X ()X (t+7)]= ‘2’—2e‘“ , (4.81)
(04

a spektralna gustina je (SI. 4.5)

S(@)=—— (4.82)
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Kada a raste S(w) tezi ravnoj liniji u Sirokom frekventnom opsegu. U specijalnom
sluaju kada o=a,/S, >, proces X(t) tezi Gauss-ovom procesu belog Suma sa
konstantnom  spektralnom gustinom S(w)=S,, tj. to je proces realnog Suma

X(t)= \/S_O &(t), gde je £(t) jedini¢ni proces Gauss-ovog belog Suma.

)

Slika 4.5 Spektralna gustina Ornstein-Uhlenbeck-ovog procesa
4.14 Proces ograni¢enog Suma

Ornstein-Uhlenbeck-ov proces X(t) definisan jednacinom (4.77), je normalno
raspodeljena sluc¢ajna promenjiva u odredenom trenutku t, nije ograni¢en i moZe uzimati
razli¢ite proizvoljno velike vrednosti sa malim verovatno¢ama. Kao takav ne mozZe se
koristiti kao realan model Suma u razli¢itim inzenjerskim aplikacijama. Stoga je proces

ograni¢enog Suma, dat u slede¢em obilku, ¢esto koriS¢en kao model Suma
Y (t) = cos[vt + oW (t) + 6], (4.83)

gde su v i o konstante, a # je uniformno raspodeljen slucajan broj na intervalu (0,27z).

Uvodenje faznog ugla 6 u jednacinu (4.83) cini Y(t) stacionarnim procesom.

Jednacina (4.83) se moze napisati u obliku
Y(t)=cosZ(t), dZ(t)=vdt+odW(t), (4.84)

sa po¢etnim uslovom Z(0) =& . Korelaciona funkcija za proces Y(t) je
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2
R(r) = E[X(t)X (t+7)]= %cos VT exp (—%| r|) : (4.85)
Spektralna gustina procesa Y(t) je (SI. 4.6)
oz(a)z +1? +1 o“j
4

2|0y + 50! [T+ o] |

S(w) =

(4.86)

18-, S(@)

16 "

Slika 4.6 Spektralna gustina procesa ogranic¢enog Suma
4.15 Ité-ovo diferencijalno pravilo (Ité lema)

Neka je X(t) neki difuzioni proces koji je opisan stohastickom Ito6 diferencijalnom

jednacinom
dX (t)=m(X,t)dt +o(X,t)dW(t) (4.87)

i neka je ¢(X ,t) neka skalarna funkcija jedanput diferencijabilna po vremenu t i dvaput po X.

1t diferencijal skalarne funkcije ¢(X,t) je dat izrazom

2

d¢(x,t)=[%+m(x,t)§—f+%az(x,t)(j;thm(x,t)S—fdw . (4.88)

Sracunavanjem matematickog ocekivanja obeju strana u relaciji (4.88), dobija se
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dE[¢(X,t)]= EH%+m(x,t)%+1 2(X,1) 0y Hdt,

(o2
oX 2 oX 2
ili (4.89)
d o 06 1 ,.o 0%
—E[g(X,t Xt Xt :
ebox -2 {2 om0 Lo 28
Ukoliko je problem opisan sistemom stohasti¢kih Ito diferencijalnih jednacina
dX, =m, (Xtdt+Za (X,t)dw,, i=12..,n, (4.90)
i=
onda It6 diferencijal skalarne funkcije ¢(X,t) ima oblik
5¢ by K 0¢
dg +Zm (X t)——+= ZZbij(x, dt+ZZGU (X.t) dW (4.91)
254 oX,0X = a

pri ¢emu je b(X, t) =606
4.16 Integral Stratonovica

Pretpostavimo da je X(t) difuzioni proces sa koeficijentom prenosa m(Xt) i

koeficijentom difuzije o(X,t). Ako se interval vremena [t,,t] podeli na n segmenata u

odredenim trenucima t, <t <---<t, =t, At;,=t,,—-t;, A=maxAt

n i .1, tada je integral

Stratonovica definisan relacijom

T f(X,t)dX (t) = |ﬁgng.§ f[w,g}[xﬁm)— x(t,)], (4.92)

A0 T

gde * iznad znaka inegrala ukazuje da je re¢ o inegralu u smislu Strantonovica, a za funkciju
f(X,t) se pretpostavlja da je neprekidna po vremenu t i da ima neprekidne prve izvode
of (X,t)/ oX.

Na desnoj strani jednacine (4.92) moze se pisati

f(Mt] . f(X(tj)+x(t,-+l) tj”m}

) 4.93
2 2 2 (4.93)
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a rezultat se ne bi promenio. Kako proces X(t) zadovoljava 1t6 diferencijalnu jednaéinu
(4.87), tada sa verovatno¢om 1 vazi
*t t t

[£(x,0ax @ = [ F(X DX )+ ] Y 2 oy (4.94)
; . 27 oX
gde je dodatni ¢lan obican integral. Jednaéina (4.94) daje vezu izmedu integrala tipa It6 i
integrala Stratonovica. U vektorskom obliku, ova veza glasi

t

Tf(x,t)dxj(t): [ (X, t)dx (1) + ZI X, t)dt. (4.95)

t 25 =lt,
4.17 Stratonoviceva stohasticka diferencijalna jednacina

Diferenciranje u smislu Stratonovi¢a oznacavaéemo zvezdicom: d (-). Proces X(t)

zadovoljava Stratonovic¢evu stohasti¢ku diferencijalnu jednacinu u obliku
d"X(t)=m"(X,t)dt + o (X,t)dw(t), (4.96)

kojoj odgovara stohasticka integralna jednacina

X(t)= x(t0)+jm*(X(s),s)ds +Ta*(X(S),s)dW(s), (4.97)

to to
pri emu je dW(t)=d'W(t).
Neka proces X(t) zadovoljava stohasticku It6 diferencijalnu jednacinu (4.87), tada je
t t
X(t)= X (to)+jm(X (s),s)ds + ja(x (s),s)dW (s). (4.98)
t t

Pokazuje se da je

*t t ~ lt of (X,t)
[ X )dw®) - f(X,t)dw 1) = > | — o(X,t)t, (4.99)

to t to
pa se relacija (4.98) moze napisati u obliku

x(t)=x(t0)+j[m(x,s)_%a(x,s)%;s)}mja(x,s)dw(s). (4.100)

f

Uporedivanjem relacija (4.97) i (4.100) zakljucujemo da je
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o« 1 do(X,t) .
m(X,t)_m(X,t)+§a(X,t) pa a(X,t)=c"(X,1), (4.101)

odakle sledi da je reSenje stohasticke diferencijalne jednacine Stratonovica (4.96) difuzioni
proces sa koeficijentom prenosa m(X,t) I koeficijentom difuzije az(x,t) datih relacijom
(4.101).

Ako proces X(t) zadovoljava n-dimenzionalni sistem diferencijalnih jednacina

Stratonovic¢a

d"'X, =m; (Xtdt+Za (X,t)dw,, i=12...n, (4.102)

kojoj odgovara It6 sistem diferencijalnih jednac¢ina (4.90), tada je

m. (X,t)= ZZ %Xt), o (X )=, (X,1).  (4.103)

4.18 Aproksimacija fizickog procesa difuzionim procesom
Razmotrimo neki fizi¢ki sistem opisan diferencijalnom jednacinom prvog reda
X (1) = f(X,)+9(X,t) &), (4.104)

gde je &(t) stacionarni Sirokopojasni proces. Ukoliko se &(t) aproksimira procesom belog
Suma, postavlja se pitanje koja diferencijalna jednac¢ina odgovara pribliznom resenju X(t).
Odgovor na ovo pitanje daje teorema Vong-Zakai-ja [55] koja tvrdi da niz reSenja jednacine
(4.104), sa verovatnocom 1, tezi difuzionom procesu X(t) koji se dobija kao reSenje

stohastiCke diferencijalne jednacine Stratonovica
d™X(t) = f(X,t)dt+g(X,t) dW(t). (4.105)

Jednacini (4.105) odgovara It6 diferencijalna jednacina
dX (t)= [f(x v+ Lax. ag(§ t)}dt +g(X,H)dW (). (4.106)
Ako je fizicki proces opisan sistemom diferencijalnih jednacina

d
X0 ) = 1O XP,0+39,(X,) V), =120, (4.107)
j=1
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tada, sa verovatno¢om 1, {Xi(”) (t)}—) X;(t) gde je X,(t) reSenje diferencijalne jednacine

Stratonovic¢a
d
d"X, (®) = f, (X)+ g, (X.t) dw; (t), (4.108)
j=1
odnosno, u Itd smislu
18, ag; (X,t) d
dX;=| f;(X,)+>> > g, (X, ) == |dt+ > g, (X,t)dW,.  (4.109)
2 j=L k=L axj k=1

4.19 Metoda usrednjenja stohasti¢kih diferencijalnih jednacina

Metodu stohastickog usrednjenja je razvio Stratonovi¢ [56] kombinujuéi fizicke i
matematicke argumente pri proucavanju uticaja Suma na elektronske releje i oscilacije
vakuumskih cevi. Stroge matematicke dokaze metode stohastickog usrednjenja dao je
Khasminskii u radovima [57] i [58]. Ova metoda predstavlja primenu dobro poznate metode
usrednjenja Bogoljubov-Mitropoljskog za obi¢ne nelinearne diferencijalne jednacine sa
malim parametrom na stohasticke diferencijalne jednacine.

Razmotrimo jednacinu
X(t) = eF(X,t,&(1), ), (4.110)

gde je O<e&<<1 mali parametar, a £(t) je stacionarni stohasti¢ki proces sa nultim

matematickim ocekivanjem. Razvojem u red funkcije na desnoj strani jednacine (4.110)

dobija se

F(X,t,&(t),) = FO(X, 1, E() +eF P (X, t)+0(e), (4.111)

gde su, F©@ i F® glatke funkcije svojih argumenata sa svojim prvim i drugim izvodima,
ogranicene.

Neka je I\t/l (-) operator usrednjenja definisan na slede¢i na¢in

1%
Mo=yg;£om, (4.112)

gde se integracija vrsi po eksplicitno prisutnom vremenskom parametru t u podintegralnoj

funkciji.
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Pretpostavimo da vazi sledece:

1. Postoje slede¢e uniformne grani¢ne vrednosti po X i t
_ 0 (0)
m(X)=M F<1>+jE aF—Ff dr,
t oX

o’ (X) = ut/l{jE[F@’Ff]dr},

(4.113)

gde je F@ =FO(X,t+7,&(t+7)).

2. Autokorelaciona funkcija R(r)= E[f(t)f(t+r)] stohasti¢kog procesa &(t)
dovoljno brzo opada ka nuli kada z raste, tj. £(t) ima malo vreme Korelacije 7, u poredenju
sa vremenom relaksacije 7, sistema. Vreme Korelacije z, karakterise veli¢inu vremenskog
intervala na kome se proteze znacajna korelacija izmedu vrednosti procesa &(t), dok vreme
relaksacije z, daje aproksimativnu meru na vremenskoj skali na kojoj su uoCene znacajne

promene amplituda odziva procesa.

Tada, na vremenskom intervalu reda 1/, proces X(t) se moze uniformno

aproksimirati difuzionim procesom Markova X(t) &iji je koeficijent prenosa &’m(X) i
koeficijent difuzije £°c?(X), tj. proces X(t) zadovoljava stohasticku Itd diferencijalnu
jednacinu

dX (t) = £2m(X) dt + &0 (X) dW (t) . (4.114)

U vektorskom slucaju, pretpostavimo da je problem opisan sistemom stohastickih

diferencijalnih jednacina oblika
X(t) = eF(X,1,E(1), €), (4.115)

gde je

X =Xy, X Xo ' EO =60 G & |
(4.116)

F=FO(X1&@1)+eFY(X1)+o0(e).

Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi analogni uslovima 1. i 2, tada se, na

vremenskom intervalu reda 1/&, proces X(t) moZe aproksimovati n-dimenzionalnim
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vektorom difuzionog procesa Markova X(t) koji zadovoljava sistem Ito diferencijalnih
jednacCina
dX(t) = e’m(X)dt + s6(X) dW(t) (4.117)

gde je W(t) = {\Nl,WZ,...,Wn }T n-dimenzionalni vektor medusobno nezavisnih standardnih

Wiener-ovih procesa. Vektor prenosa ’m(X) i nxn matrica £6(X) dati su sledecom

relacijom

m(X) = l\t/I{F(l) " JQE{%;) Ff}dr},
h (4.118)
(%) = (%) o7 (X) = M {TE[F“” Ff]dr},

—0

gde je FO =FO(Xt+7,E(t+7)), a £2b(X) je nxn difuziona matrica. U razvijenom

obliku, relacije (4.118) glase

Y4 @) 0 . aFi(O) 0
m, (X) = M{F, +__[E > P T

Y

(4.119)
[6(X) 6™ (X)]; =M {TE[E(O) FO ]dr}

Ovde je vazno uociti redosled ¢lanova u jednacini (4.117). Koeficijent prenosa je reda

o(g?), a i difuziona matrica je reda o(¢®). Kako je metoda stohastickog usrednjenja

aproksimacija prvog reda, ova jednacina obezbeduje da prenosni i difuzioni ¢lanovi imaju

kompatibilan udeo u toj aproksimaciji.
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5. DINAMICKA STABILNOST SISTEMA
VISKOELASTICNIH GREDA

Posmatrajmo mehanicki sistem koji se sastoji od dve paralelne vitke prizmati¢ne i
homogene viskoelasti¢ne grede, koje su kontinualno spojene jednim Winkler-ovim elasti¢nim
slojem. Grede su istih duzina i slobodno su oslonjene na krajevima. Na krajevima greda

deluju aksijalne pritisne sile F, i F,, kao $to je prikazano na Sl. 5.1.

pl'lAl'lfl'lt-l F(T‘)
. R
A S WX L L L
N S 3 g L vwEDh o o 2 g 4L £
4 P ‘Ib (\ ‘l‘) (\ E .
Y w(x,1) po A I E & .
Y
v ,l

Slika 5.1 Fizicki model elasticno povezanih viskoelasticnih greda

Na osnovu Euler-Bernoulli-jeve teorije greda, spregnute diferencijalne jednacine
transverzalnih oscilacija sistema date su u radu Zhang-a i dr. [45] relacijama

o*w, _ o°w, o*w, 2w _
oA 6t21 +v, ataxl“' +E, 1 8X4 +F (t) + K(Wl _Wz): 0, (5.1)
o’w, _ o°w o*w, 2w —
P2A; 6t22 +v, &8)(24 +E,l, 2 St +F (t) + K(W2 _Wl): 0, (5.2)

gde su w, (i =1, 2) transverzalna pomeranja greda, o, gustine materijala greda, v, vremena

retardacije, X prostorna koordinata u pravcu ose grede, t vreme, E.I, (i =1, 2) savojne

krutosti greda, K modul krutosti Winkler-ovog elasti¢nog sloja, a F,(t) i F,(t) su vremenski
promenljivi stohasticki procesi.

Grani¢ni uslovi za slobodno oslonjene Krajeve greda su
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X =0 2 ?
X—L} wo=0 M _g w -0 M_g (5.3)

gde je L duzina greda.
Pretpostavimo da su proizvodi p,A i p,A, jednaki (p,A = p,A, = pA), pri Gemu

individualni parametri greda mogu biti razli¢iti. U cilju svodenja diferencijalnih jednacina

(5.1) i (5.2) na bezdimenzioni oblik uves¢emo slede¢e smene

X=lx 2v,=2i e =Bl ¢ ()=

AT T pALY RO K
p p

AL A (i=172), (5.4)

gde su v;, e, i K redukovane veli¢ine vremena retardacije, krutosti greda i krutosti Winkler-

ovog elasticnog sloja, a f i f (t) su redukovane konstantne i stohasticke komponente

aksijalnih sila.
Prema tome, diferencijalne jednacine (5.1) i (5.2) nakon uvodenja bezdimenzionih

koordinata postaju

0°W, o°w. o*w, 0°W,
6t21 +2v, atax%‘ +e, ax“l +(f, + fl(t))yzl +K(w, —w,)=0, (5.5)
0w O°Ww. o*w o°w.
2 +2v, 6t6xi +e, 8)(42 +(f, + f,(1)) ax22 +K(w, —w,)=0, (5.6)
a granicni uslovi (5.3) imaju oblik
Xx=0 0w, 0w
w, =0, —2=0, w,=0, 2 =0. 5.7
X :1} . ox* ? ox* 1)

U ovom delu disertacije bi¢e ispitivana skoro sigurna asimptotska stabilnost sistema
elasticno povezanih greda podvrgnutih dejstvu stohasti¢kih vremenski promenljivih

aksijalnih opterecenja. U cilju ocene poremecenog resenja, kako je ranije receno, neophodno
je uvesti meru rastojanja |}| resenja jednagina (5.5) i (5.6) dobijenu pod uslovom da

zadovoljava zadate netrivijalne pocetne uslove i reSenja dobijena za trivijalne pocetne uslove.
Kada stohasticki poremecaji ne sadrze beli spektar, za ravnotezno stanje jednacina (5.5) i

(5.6) kaze se da je skoro sigurno stohasticki stabilno ako je

p{ lim|w(. )] > 0=1, (5.:8)

t—oo

58



gde je W=C0|(W1,W2) matrica kolona. Kada su poremecaji Sirokopojasni procesi, porast
norme vektora w(.,t) se moZe oceniti odredivanjem najveceg eksponenta Ljapunova A, koji

je odreden relacijom

A =lim % log|w(.,t)] - (5.9)

5.1 Konstrukcija funkcionala Ljapunova

Prvi problem koji je napred formulisan reSi¢emo metodom funkcionala Ljapunova. Za
konstrukciju funkcionala Ljapunova koristicemo metodu koju su razvili Parks i Pritchard
[36]. U tom cilju napisatemo diferencijalne jednacine kretanja sistema (5.5) i (5.6) u
formalnom obliku Lw =0 i uve$¢emo linearni operator N koji predstavlja formalni izvod

operatora L po operatoru diferenciranja po vremenu

oW, . o'w,

ot e (5.10)
w, 0w,
ot

V,
ox*

Nw=2

Integracijom skalarnog proizvoda vektora (LwoNw) na pravougaoniku

C= [X 0<x< 1]>< [O,t], a s obzirom na diferencijalne jednacine (5.5) 1 (5.6), o¢igledno je
1t
[ (LwoNw)dtdx=o0. (5.11)
00

U razvijenom obliku, relacija (5.11) ima oblik

1t 2 5 4 2 4
oW oW o'W, 0°W OW. o'W
2_([!: {{ L2, —L+e 8X4l +(f, + f,(1) le + K(w, —Wz)}[—1+vl X41J+

ot otox* 0 ot 0
o*w, o°w, o'w, o*w, oW, o'w,
H o +2v, ot T8 o +(f,, + f,(1)) o +K(w, —w,) FRRACRw dtdx = 0.
(5.12)
Prva dva ¢lana u izrazu (5.12) su
1t 2 5 4
Il=2” (ﬂ-}VZVHLZvi aw‘4 8Wi+Vi6in dtdx =

1 at aoxt | ot ax

(5.13)

1t 2 5 4 1t 5 4
o[ [[ Ly, S My O i+ 2 [ v, W;(awi v, T g,
23t atox* )\ ot ox 0o atax' | at ox
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Prvi integral u izrazu (5.13) je

1t 2 5 4 1 4, \?
I :ZJI aWi+V- oW, aWi+V-aWi dth:I %_H/_@Wi dx,
o latt atext ot ax! ot et
a drugi je
1t 5 5 5
Lo=2]] OW [ O, Oy — 9y ”awaw'dtd W, oW
o 'otoxt| ot atox* ox
00 00
odakle je

4 1t A5
|12=2vj oW, dtdx 2v”‘3—W;aW' dtdx.
o ) atoxt et

Konacno, izraz (5.13) ima oblik

1 4. \? 4, )2 1t 5
_ _ oW, o'W, o[ O'W, oW, O°W,
Il—lll‘l‘llz—jl(a‘i‘vi aXA j +Vi[ax4 ] ]dX"FZVIJ‘J.Eata dth |—12

0

Naredni ¢lan u (5.12) je

1t 4 4 1t 1t 4
L, =2[] OO OV =2 Il 0w A%dtdx+2v,e,” oW dtd
00 ax at 00 ax at 00
gde je
1t 4 1t 3 3 2
I21:2ei” a\’Z‘%dtdx=2ei” 9 av;/‘ o, _av;/iawi dtdx =
5o OX' ot 50| OX{ ox® ot ox° oOxot
1t 3
ejawa"" o|t-2e”a 'dtd
o Ooax

S obzirom na grani¢ne uslove (5.7), prvi ¢lan je jednak nuli, pa se dobija

1t 3 1t 2 2 2 3
21=—2e”8 tdx=—2e” oW, 7w, —avg‘a;/v‘ dtdx =
.5 ox° axat x ox? oxot OX* ox“ot

ox* ox’ot

Jl»ja w, o°w, didx.
00

= j( ox (ZiétJ

Na osnovu grani¢nih uslova ponovo je prvi ¢lan jednak nuli, tako da je

(5.14)

P dtix, (5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)
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Lt a4 22w 2 Lt (a4
1, I1+2ve”[ Jdtd _ej£ de+2 e”( jdtdx =1,2. (5.21)
00 00
Izraz koji sadrzi konstantnu komponentu sile u (5.12) je

1t

2”f aW aw+vaw dtdx =
10 8

00

X
(5.22)
1t 2 1t 2 4
=2in”6 ki %dtdxuv,f,e” O, O Wi e,
79 Ox° ot 55 OX® OX
Prvi integral u izrazu (5.22) je
1t A2 1t 2
I3l:2flo_[.|‘a V;Ii_ldtdxzz.fio J-Ig aWiaWi dthZ
55 OX 50 OX OX Oxot
Ll ow ow, 1 lt@W (5.23)
=2f, (— j dt —2f,0”— Wi dtalx.
5\ OX o 55 OX oOxot
Prvi ¢lan u (5.23) je jednak nuli, pa je
6‘W 2
—f dx. 5.24
31~ i0 (axj ( )

Na sli¢an nacin se dobija drugi integral u izrazu (5.22)

1t A2 4 1t 2 3 30, )2
Ly =2v,f [ [ aavzvi T Yty = 20, 1, [[ O[O OV | [OW: || ey
0o OX° OX 00| OX\ OX* OX OX
Lo, o*w, Y Lt odw ) Lt ) (529
=2v,f, ! ( vl ax;} dt —2v, f, ! ! [ ax3'j dtdx = —2v, f,, ! ! ( ax3'J dtalx

Kona¢no je

t(ow, Lo )
Iy =1y, + 1, :_f“’o(Kj dx—2v, inM o | dtx (5.26)

pri ¢emu indeks i uzima vrednosti i = 1, 2.
Izraz koji sadrzi krutost Winkler-ovog sloja u (5.12) je
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o a2 o 52
1t 4 4 '
oW, Ow. W o'W
=2K W, —W, )| ———2 |+(w,—w, )| v Ly 2 | | dtdx
R e R e |
Prvi integral u (5.27) je
1t 3W 8W 1
I41:2K” (Wl—wz)(ﬁ—#j dtdx:KI(Wl—wz)zdx, (5.28)
00 0
a drugi je
o o*w, o*w
l,, =2K j j (Wl—wz)(vl ax“l —v, 6x42 dtdx. (5.29)
00
Transformisanjem ¢lanova u (5.29) dobija se
Lt a4y 2
2Kv1”Wl — dtx= 2Kvl”( 1} dtdx,
00
2|<v2”w aWZ dtdx = 2|<v2”£ WZJ dtdx, (5.30)
X
w o'w,
2
—2Kv2“W ax dtdx — 2KV1”w2 i dtx
1t A2
= awaw aWaWZdtdx_—ZKv+v aWaWZdtd
1 2 2
ox? 0o OX
paje
Lol (o2w, ) o*w, ) 0% w, 0°w,
l,, =2K|||v L1 +v 2 —(v, +v dtdx . 5.31
42 .!..([ 1[ 8X2 ] 2[ axz J ( 1 2) 8X2 8X ( )

Ox?

h Ll (2w, ) ow, \’ o*w, o%w.
I4:K!;(wl—wz)zdx+2K‘([ﬂv{—lJ +V2[—2j —(,+v,) =5 ale 8x2 dtdx, (5.32)

dok integrali koji sadrze stohasticke komponente ostaju neizmenjeni.
Zamenom izraza (5.17), (5.21), (5.26) i (5.32) u (5.12), razdvajanjem ¢lanova u

kojima se integracija sprovodi samo po prostornoj promenljivoj x i ¢lanova u kojima se
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integracija sprovodi po prostornoj i vremenskoj promenljivoj, relacija (5.12) se moze napisati

u obliku
t

V[ - j LA (5.33)
0

pri ¢emu je

o*w, ) o*w, ) o'w, ) o'w, )
1 2 1 2
Vl(ataxzj +V2(6t6x2j +elv1( 8x4j +e2v2( o J )
3 2 3 2 2 2 2 2
) f(aa_Wj _ f[aa_W) +Kvl(aavglJ +Kv{aavgz] ] (5.35)
X X X X

0w, 0*w 0w, [ ow. o*w. 0w, [ ow 0w
—K(v, +v,)—+ > 2 4 f,(t) ale[ atl +v, 8x41J+ f,(t) 2( 2 1y, 42de.

ox? | ot OX

U svojstvu mere reSenja uze¢emo normu u obliku ||W|| =+/V pa funkcional V mora

biti pozitivno definitan. To ¢e biti ispunjeno ako je

1 2 2 2 2 2 2
oG oo ) - oty s

0

Saglasno pocetnim uslovima (5.8), mozemo resenja diferencijalnih jednacina (5.5) i

(5.6) pretpostaviti u obliku

wx =3 T, Osinax wxt)=3T, Osinax, (5.37)

n=1 n=1
gde je &, =nx, pase posle zamene (5.37) u (5.36) ova relacija svodi na
(e — f 02 +K)T2 —2KT, T, + (e, — f a2 +K)TZ >0, (01=1,23..). (5.38)

Pretpostavimo da vaze nejednakosti
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(5.39)

koje predstavljaju uslove da su grede, svaka ponaosob postavljene na Winkler-ov elasti¢ni
sloj i podvrgnute dejstvu konstantnih pritisnih sila, stabilne u statiCkom smislu. Relacija

(5.38) je zadovoljena pod uslovom da vaze relacije (5.39) i ako je

X fozlar? —fa [(62 +Ze1)a: + K(1+ Z)]"' e1e205r(13 + K(ez + el)ar? >0, (5.40)

gde je uveden odnos velicina konstantnih komponenti pritisnin sila y="f,/f.

Izjednacavanjem relacije (5.40) sa nulom dobija se

F02) _ (ez +Ze1)0‘: + K(l"‘l)i\/[(ez _7531)01:11 + K(l_l)]z +44K?
ol - .

5.41
2y af ( )
Kriti¢no optereéenje jednako je manjoj vrednosti u izrazu (5.41)
2
co_ (@2t xea + KO 2)-lle, -zt + K- )f +42K
a = ; : (5.42)

2ya

i ekvivalentno je relaciji (20) u radu Pavlovi¢a i dr. [59] kada je e, =€, =e€.

Za y =0 i K=0, kriti¢na opterecenja pri izvijanju greda dobijena iz relacija (5.39) i
(5.42) jednaka su Euler-ovoj kriti¢noj sili. Prema tome, funkcional Ljapunova je pozitivno
definitan ukoliko su deterministicke komponente aksijalnih optere¢enja manje od kriticne sile

pri izvijanju, tj. ako su uslovi staticke stabilnosti (5.39) i (5.42) za sistem dvostrukih greda

zadovoljeni.
5.2 Skoro sigurna stabilnost pri dejstvu poremecaja koji ne sadrze beli spektar

Uvedimo nepoznatu skalarnu funkciju ¢(t) u obliku

1dv
—— < ¢(t). 5.43
vV dt s(t) (5.43)

Kako je tacka maksimuma specijalni slucaj stacionarne tacke potrazi¢emo ekstremalu

iz relacije
5(V-gv)=0. (5.44)

Za varijacioni problem (5.44) odgovarajuce Euler-Lagrange-ove jednacine glase
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4 ow 4 2
[g +2v, %j? + [gvl 887 + f.(t) a—j w, =0, (5.45)

OX?
ot Yow 0! 0°
[g + 2V2 axﬁj# + [gl/z ax_4 + f2 (t) ax—zj W, = 0, (546)

o’ 0% \ow 0° 0! 0? 0°
(g‘ﬁyﬁ' fl(t)yjﬁ+|:g(2\/f%+917+ foly'i' KJ+281V1%+

. . v v (5.47)
+ 21/1 fol % + 2]/1 fl(t)%—F 2V1K y:|wl — K|:g + (Vl +V2)y:| W, = O,
o' 0% ow. o° 0! 0° o°
(gvz PV f,(t) pvl J_atz + {g(szz Sl gt f, v KJ +2e,v, PO o

6 6 4

0 0 0!
+ 2V2 f02 %4‘ 2V2 fz(t)%‘i‘ 2V2K ax—4:|W2 — K|:g+ (Vl +V2)ax_4:|wl = 0,
Sistem diferencijalnih jednadina (5.45) — (5.48) se moze uprostiti ako se izvrsi

eliminacija izvoda po vremenu funkcija w, i w,, pa se na taj nacin dobijaju dve

diferencijalne jednacine u kojima su nepoznate samo funkcije w, i w,

Pa o) ]
{é @ _ (g +2v, &(—AJKM} W, + Kg +2v, ax—Ajﬁlz w, =0, (5.49)

o o), |
Kg +2v, ylﬁlz}wl + {6(021) — (g +2v, yjﬂ 2o |W, =0, (5.50)

gde su zbog preglednijeg zapisa uvedeni diferencijalni operatori

o* 0? ) o*
£0i:§‘/ia?+fi(t)a?a E%i)zgmgon leZK{g+(Vl+V2)y:|'
(5.51)
0° o* 0° o° 0° o° o* .
c=cl2vi— e —+f —+K|+2v|e —+f. —+f(t)—+K— | (i=12).
ii g( Vi aXS |0X4 oi 8X2 j VI( '8x8 oi 8X6 |( )axe ax4j ( )

Zamenom pretpostavljenih reSenja (5.37) u diferencijalne jednacine (5.49) i (5.50),

dobija se sistem algebarskih jednacina koje sadrze nepoznate funkcije T, (t) i T,,(t)
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{[(gvla: —a, f, (t))2 - (g +2v,a, )ggl]Tln t)+ (g +2v,a, )ETZTZn (t)}: 0,

[Ms

I
=

n

(5.52)
o~ 4\ n 4 2 2 4\ n
S+ 2v,at )T, O+ (vt - a2 £,0F -+ 2,00, Jr, =0,
n=1
gde su uvedene oznake
05 = g(ZViZaS +eia;1 - foiaf + K)+ 21/ia;1 (eioc;1 — foiaf —f, (t)af + K), (i=12),
(5.53)

=K [g+(vl +v2)a;‘].
Netrivijalna reSenja za funkcije T, (t) 1 T,,(t) postoje pod uslovom da je
determinanta sistema (5.52) jednaka nuli, $to daje algebarsku jednacinu ¢etvrtog reda
a6 +8,,60 + 85,6 +a,,6, +as, =0, (5.54)
¢iji su koeficijenti dati izrazima
a, =e.e, +K(e, +e,,)
), = 4(V1 TV, )a:am ,
a,, = 4(1/12 +avy, +v7 )agaln —K2(v, =, ) al (e, + K)FA () —(e,, + K)FA(D),

a,, =16v,v, (Vl tV, )aizaln - ZKZ(Vl + VZ)(Vl -V, )20512 -

" (5.55)
- 4“: [Vl (eln + K)Fzzn ®-v, (92n + K)Fﬁ (t)]’

a,, =16viviata,, — 4K v, (v, —v, )2 a’ +F2(t)F/ (1) -

- 4“3 [Vlz (eln + K)F22 (t)+ V22 (ezn + K)Flz (t)]’
i sa oznakama
e, =ea’ — fa+via®, F,()=a?(2vial + (1), (i=12). (5.56)

Kao §to je poznato iz teorije algebarskih jednacina, reSenje jednaCine (5.54) se moze
dobiti u zatvorenom obliku. Bez gubitka opStosti, mozemo uzeti da su vremena retardacije

oba nosaca ista, tj. v, =v, =v. U tom slucaju algebarska jednacina (5.54) se svodi na

bikvadratnu jednacinu

o Cut K@+ ea T KR (o e, FaOFAO o 55

4
(gn +2va,
a1n aln
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Iz jednacine (5.57) se lako dobija

(6 + KIEL O+ (e, + K)F2 0+ [l + K)FE © (o5, + KIFZOF +4KPF2OF2() )
2|:elne2n + K(eln + e2n )]
~2va, (5.58)

n =

gde su znaci izabrani tako da resenje bude realno i pozitivno.

Nakon odredivanja nepoznatih funkcija ¢,, vratimo se na diferencijalnu nejednacinu

(5.43). Zbog ortogonalnosti funkcija sin e, X, funkcional Ljapunova (5.34) mozemo napisati

u obliku V = an pa se ocena funkcionala V moze izvrsiti nizom nejednakosti
n=1

d>V,
dv =1 & ( j
— =1 < V_ <| max V. 5.59
" " leg o S| maxg, (5.59)

Integracijom relacije (5.59) po vremenu, dobija se
l t
V <V, exp & [maxs, (z) dr}t. (5.60)
0

Kada su stohasti¢ki procesi f,(t), f,(t) ergodicki i stacionarni, tada ¢e trivijalna

reSenja sistema stohastickih diferencijalnih jednadina (5.5) 1 (5.6) biti skoro sigurno

asimptotski stabilna ako je
E [mgx S (t)]< 0, (5.61)
gde je E[] operator matemati¢kog ocekivanja.
5.3 Skoro sigurna stabilnost pod dejstvom Sirokopojasnih poremecaja

Zamenom relacija (5.37) u diferencijalne jednacine (5.5) i (5.6), primenom metode
diskretizacije, svodimo parcijalne diferencijalne jednacine na beskonacan sistem obic¢nih
diferencijalnih jednacina

-rln + 2‘/105r‘11-|;1n + ela:Tln _(fol +1f; (t))arlen + K(Tln — Ty, ) =0,
(5.62)
Ton +2v,00T 50 + €00 T, — (o + (1) 2T, + K(T,, =Ty )=0, n=12,....

Ako zamenimo u diferencijalne jednacine (5.62) pretpostavljena resenja u obliku
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T, = A, cos(o, t+ay), T, =A, cos(w,t+a,) n=12.., (5.63)

za sluc¢aj kada su vremena retardacije i stohasticki procesi jednaki nuli, v, =v, =0,
f,(t) = f,(t) =0,dobijamo sistem homogenih algebarskih jednacina po nepoznatim
amplitudama A, A,,. Ovaj sistem imace netrivijalna reSenja ako je determinanta sistema

jednaka nuli. 1z tog uslova se dobija frekventna jednadina odakle se odreduju prirodne

frekvencije u n-tom modu

4 2
g = OOk ot ebn 22K e~ el 7. (559

Izjednacavanjem izraza (5.64) sa nulom, pod pretpostavkom da vazi uslov (5.39),
dolazimo do identi¢nog izraza za kriti¢nu silu koji smo dobili iz uslova pozitivne definitnosti
funkcionala Ljapunova (5.42).

Kako su primetili Ariaratnam i Abdelrahman [60], efektivna analiza diferencijalnih
jednacina (5.62) se moze izvrsiti ograni¢avajuéi se samo na prvi mod (n = 1).

Osnovne prirodne frekvencije @, = @,, ®,, = ®,, dobijene iz relacije (5.64) su

W, = %[(elﬂ“ +e,rt — - f,m’ + 2K)$\/(el7z4 —e, ' — f %+ f,7’ )2 +4K2} . (5.65)

U cilju uproséenja diferencijalnih jednac¢ina (5.62), uvodimo nove promenljive z; i z,

transformacijom oblika T =QZ, gde su ozna¢ena matrica Q i promenjive T i Z

T= Ty Q= K cK 2 _ Z, (5.66)
T T et - frt +K - 0(9172'4 — fo ' +K —a)zz) N P

a C je parametar koji se bira tako da se dobije podesno skaliranje. U nasem sludaju je ¢* =1,

pa ¢emo uzeti da je ¢ =-1, jer bi ¢=1 vodilo ka neodredenosti. Diferencijalne jednacine

(5.62) sada imaju oblik

zl + 2(131121 + ﬂlZZZ )+ a)lz Zl + (CIZZl + C1122 ) fl (t) - Cll(zl + ZZ)fZ (t) = ol
(5.67)

4 +2(ﬁ21z + Pyl 2)"'6’)2Z +C11( )f t)- ( Clzzz)fz(t)zo’

gde su uvedene oznake
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4 2 2 4 2 2
_ &y - foof +K—of JER foo + K-, 72

! 12

11

2 2 2 2
W, — @, W, —

(5.68)

2 2

B = (_ Cov1 +CyVs )772’ Bro=Po = _Cll(vl —V, )ﬂ' v P = (C11V1 —CpV, )ﬂ' :

Ocigledno je da sistem (5.67) ima trivijalno reSenje z, =z, = 0. Pretpostavimo da su
f,(t)i f,(t) ergodicki stohasticki procesi sa malim vremenom korelacije. Neka su
koeficienti 3, (i, :1,2), kao i kosinusne i sinusne spektralne gustine procesa f (t) i f,(t),
male veli¢ine istog reda parametra &, 0 <& <<1.

Ako uvedemo transformaciju

Z, =8,C0S¢, 2, =—wa;Sing, ¢ =ot+e, 1=12, (5.69)

dobija se sledeci sistem Eetiri diferencijalne jednacine prvog reda

q = _ZLﬁllal sin’ ¢+ B, —>a, sing, sin ¢2] +
.

1

+ SI2)¢1 [(ClZal cos ¢ + C;ya, COS ¢2) f.(t) - Cll(al cos ¢, +a, CoS ¢2) f, (t)] ,
1
. COS¢y . :
¢ = oa [_ 2(:311(0131 sing, + f,,w,a, sin g, )+
g

+ (C12al cos ¢1 + CllaZ cos ¢2) fl (t) - Cll(al cos ¢l + a'2 cos ¢2) fZ (t)] !

a, =—2 ﬂ21w—1a15|n $sing, + frra, sin’ ¢2]+
2

| (5.70)
+ 5% o (8, cos g —a, c05 4, ), (1) — (coia, COS —C,p2, c0S4,) F, (1)
W,

. Ccos . .
®, = o :2 [_2(ﬂ21w1a1sm Py + B0,8,5IN ¢2)+
Ly

+ C11(a1 Cos ¢1 —a, Cos ¢2 ) fl (t) - (C11a1 Cos ¢1 —Cy,a, COS ¢2 ) fz (t)] :

Kosinusne 1 sinusne poprecne spektralne gustine ergodickih stohastickih procesa
f (t) i f,(t) sudefinisane na sledeci nacin

(Sy(@)ivy (@)= 2[ E{R O F, (t+ D) (coswzisinwr)dz, (1,j=12).  (5.72)

0

Kada ¢ tezi nuli, reSenje sistema diferencijalnih jednacina (5.70) konvergira u slabom

smislu difuzionom procesu Markova, kome odgovaraju Itd diferencijalne jednac¢ine oblika
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da, =m_dt + o, dW_, + 0,,dW,,,
(5.72)
do, = m, dt + 77i1dW(p1 + nide(ﬂz,

gde su W, i W, meSoviti nezavisni jedini¢ni Wiener-ovi procesi. Primenom metode

stohastickog usrednjenja Khasminskii, dobijaju se koeficijenti prenosa i difuzione matrice u
obliku

) ,al
my, = [_ B +3C S, (2w, ) +2C 10,5, ]al +C,1S, a_2 ,

1

2
ma2 = [_ 1822 + 3C(01q5)52a (2602) + 2C(u1qa)s(;] a'2 + Cwlq(isa— Zl_ !

2

m<01 = 2Cwl [l//lw (26’)1) + q(u(//(;]l

m,, = 2C,q, [qwl/IZ(/) (2w,) + ‘//c;],
oo™ | = 2 1[S.. (2 )22 + 8522 (5.73)
[WT ]12= [WT ] = 2C 10,5, ,3,,

[‘”T ] 22~ 2Cwlq5)[sga12 +S,, (sz)ag],
a2
[7777T ]11: 2Cw1|:281a (0)+S,(2w) + Sy 522}

b J1= —2C .0, [2(0.5.:(0) — 625, (0) — S,,(0) + 6,5,,(0)) - S¢ ]

b ] = —2C.40, [2(0,5.:(0) — 51,(0) — 675, (0) + 4, 5,,(0)) - S¢ |,

2
[7777T ]22: 2Ca)1q§)|:282a (0)+S,,(2w,) +Sq ?}

2

gde su uvedene oznake

= v 4, =—, Soizsfl_sliz_szil"'sziz'

+

Wo =W Wi — W+ Wi,
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(Si}I’WiT): [Siji (o + a’z)ll//i? (o + a’z)]i [Si}L (o _a)z)ﬂ//i? (0 — a’z)]1 (5.74)

Sia (@) = chSll(a)) — Y (Slz (o) + SZl(a)))+ Sy(®), d.= &,

11

Sy (@) =S,,(0)—q, [812 (@) + SZl(a))]+ qc2822 (@).

Za sistem sa dva stepena slobode, diferencijalne jednacine (5.72) po amplitudama

sistema glase

da, =m_dt+o,,dW,, +0c,,dW,,,
(5.75)
da, =m_dt+o,,dW,, +o,,dW,,.
Usrednjeni vektor amplituda (a,, a,) je dvodimenzionalni difuzioni proces, pa se
moze primeniti postupak Khasminskii-og [58] u cilju odredivanja najveceg eksponenta

Ljapunova amplitudnog procesa. Uvodenjem novih promenljivih p 1 ¢

:%Iog(aerazz), tan¢_§, $e(0,7/2), (5.76)
i koris¢enjem It6-ovog diferencijalnog pravila, dobijaju se sledece 1t6 diferencijalne

jednacine za funkcije p i ¢

dp = Q(g)dt + Z(¢) dW (1),

(5.77)
dg = D(g)dt + ¥ (4) dW (1),
gde je
£(g) W (1) = i[ O jdw o)
J (5.78)
2 ¢ ¢
¥(g)dw (t)zjz_;(aa” 2, T gj dw, (t).
Koeficijenti prenosa Q(¢) i ®(¢) u relacijama (5.77) dati su izrazima
Q(¢) = A, cos’ g+ A,sin’* ¢+ 2C_,q,S, +¥*(4),
(5.79)

() =5 (4, - A )sin 2+ V2 (9)ctg2¢
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U relacijama (5.79) uvedene su oznake

A’l = _ﬂll + 2Cwlsla (2(01) ’ X’Z = _ﬂ22 + 2Ca)lq5)82a (2(()2) ! (580)

dok je

o¢ o¢
(O-all a + 0. a]

v (¢) = {(Gall % T 0 %J (Ualz % T 042 %j} 1 2 —

o0a, oa, oa, oa, (G o¢ %

al2 oa, + 0,2 2a

2
2 2
0 o0 0 0
= (0'511 + 0512)(%} + Z(O-allo-aZI + O'alzo'azz) _¢_¢ + (0'521 + 0522)[—¢J '

. oa, 0a,
pa je kona¢no
Y2 (¢) = A+ Bcos 2¢ + C cos® 2¢, (5.82)

gde je
A=2C, [+ 02)s; +5,(20)+ 02 5,4 (20,)-20, 8,
B=—C,f-2)s;, (.83)

C = Cllira)s; -5, 2a)-a: 8., (20,)+ 20, 5; ]

Na osnovu druge jednacine u (5.77) se vidi da je #(t) autodifuzioni proces koji je
nesingularan, jer je koeficijent difuzije ¢ procesa W(¢) u Ito6 diferencijalnoj jednacini
razli¢it od nule na intervalu [0, 7/2]. Za ovaj proces mozemo odrediti funkciju gustine

verovatno¢e p(¢) resavanjem sledeée Fokker-Planck-ove jednacine

P fog)p@)+ L[ @9pw), (5.84)

ot o 2 0¢>

koja za stacionarnu funkciju raspodele verovatnoce, op(¢)/ot =0, glasi

Ly @0 1070

> ds |2 dg ®(¢)p(¢)} =C,, (5.85)

gde je C, integraciona konstanta koja se odreduje iz uslova normalizacije
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w2

[ p(#) dg=1. (5.86)
0
Relacija (5.85) predstavlja linearnu diferencijalnu jednacinu prvog reda Cije je reSenje

C,
= dg, U 2
PO =200 wwwwﬂ(@¢ (@em{f

D(¢)
P2 (¢)

d¢} (5.87)

a kako nema akumulacije koli¢ine verovatnoc¢e na granicama, konstanta C, =0, pa je proces
¢ ergodicki u intervalu 0< ¢ < /2. Prema tome, invarijantna funkcija gustine verovatnoce

procesa ¢ je

C,
- 5.88
p(p) = Y HUG) (5.88)

Nakon integracije drugog integrala u (5.87) dobija se:

a) Za A=4AC-B? <0,

p(¢) = Me [ 2(4, _%)Tgh‘l B +2Asin (ﬂ.

¥ (g) i 7

b) Za A=4AC-B2=0,

C,sin2¢ 2(4, —4,)
PO="p2 i) w2 () Xp{ B+2Asin2¢] (5.:89)

c) Za A=4AC-B?*>0,

p(#) =

C,sin2¢ {_ 2(4, —@)Tg_l B+2Asin2¢}
P2 (4) JA JA '

Na osnovu relacije (5.85) dobija se normalizaciona konstanta

12_21
C, = , 5.90
(20 )—op(-25) (599

pri ¢emu je:

a) Za A=4AC-B?<0,
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b) Za A=4AC-B2=0,

24, -4) 24, -4)

7, =22 2 g =22 T 5.91
¢ B4+2A b B (5:91)
c) Za A=4AC-B?>0,
B+2A B
7, =BTg1—=22, 7, =BTg™
e g T g e

Norma procesa je y/a’ +a’ , pa je eksponent Ljapunova sistema dat slede¢im izrazom

A=Ilim= Iogw/a +al _I|m p(t) (5.92)

t—)oo

Integracijom prve jednagine u (5.77) sledi
p(t)=p(0)+ iQ(@dt +Iz<¢> aw (1), (5.99)
a nakon deljenja sa t je
FOR0 +%iQ(¢)dt +%i2(¢) aw (). (5.94)
Kako je proces ¢ ergodicki i kako je E[dW (t)]=0, sledi da je
i () = g@%i@(qﬁ)dt + !ijg%ii(@ aw (1) = !@%iQ((iﬁ)dt ~Eow]. 69

Na osnovu relacija (5.92) i (5.95), nakon odredivanja funkcije gustine raspodele

verovatnoce, najveci eksponent Ljapunova je

wl2

E[Q()]= j Q@) p(4)dg. (5.96)

Prema Ariaratnam-u i Abdelrahman-u [60], najveéi eksponent Ljapunova, sa

verovatno¢om 1, dat je izrazima:
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a) Za A=4AC-B’<0,

=4 Tghy, |+exp 4 =4 Tghy,

exp
A

exp }“Z%Tgh‘% —exp L 0 Tgh™y,

1 1
A= E(ﬂ,l +1,)+2C_,q,S, +E(/12 -4)

b) Za A=4AC-B2=0,

1 1
A :E(ﬂ'l +;’“2)+2Cwlq(oso +E(12 _ﬂ'l)

) Za A=4AC-B’>0,

1 _ 1
/I =_(ﬂ’l +/12)+2Ca)1qm80 +_(/12 _/11) !

g ° exp[— Y=gy j—exp(— ﬂz_ﬂitg‘lyj

\/X 2 \/Z 1
gde je
B+2C B-2C
V1= v V2 = : (5.98)
A A

5.4 Numericki rezultati i diskusija

5.4.1 Primena ortogonalnih polinoma

Jedan pogodan nacin za dobijanje granica oblasti skoro sigurne stabilnosti je da se na
relaciju (5.61) primeni Schwartz-ova nejednacina. Radi pojednostavljenja, uzmimo da na
sistem dejstvuju dva stohasti¢ka procesa f(t) i g(t) sa statistickim karakteristikama

E[f(t)g(t
e[f0]-Elow]-0. of =[] oi=elgrw] r=EIUI0L 59

fag
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gde je r koeficijent korelacije procesa f i g. Primenom Schwartz-ove nejednacine
EVXY ]s VE[X]E[Y] na relaciju (5.57) dobija se
(eln + K)E[Fzzn (t)]"'(ezn + K)E[Fli (t)] +

+ EH (60 + K)F2 (1) (0 + K)FZ®]" +4K2FZ(F (t)} < (5.100)

= 41/05: [elnEZn + K(eln + e2n )]

Nakon jos jedne primene Schwartz-ove nejednacine na relaciju (5.100) dobija se

algebarska jednacina
F(oy, 05,1, T, foy.60,8,,K,n) =0, (5.101)

¢ijim reSavanjem odredujemo granice oblasti skoro sigurne stabilnosti. Vazno je napomenuti
da se primenom Schwartz-ove nejednacdine ne dobijaju maksimalne oblasti stabilnosti. Kozin
[24] je pokazao da je poznavanje funkcija gustine raspodele verovatnocée potreban i dovoljan
uslov za dobijanje optimalnih rezultata. Kada na sistem dejstvuje viSe stohastickih
poremecaja, relacija (5.61) zahteva poznavanje viSedimenzionalne funkcije gustine
verovatnoce.

Kada su u pitanju dva stohasticka procesa sa poznatom funkcijom zajedniCke
raspodele gustine verovatnoc¢e p(f,g) relacija (5.61) ima oblik

+00+00

| Jmax<,(f.9) p(f,9) df dg <0, (5.102)

—00—00

1 predstavlja sli¢nu relaciju jednacini (5.101), ali njeno numeri¢ko reSavanje nije nimalo
jednostavno. Naime, granice integrala se moraju definisati kona¢nim izrazima koji najéesce
sadrZe nepoznate varijanse procesa. Razni autori su dali razli¢ite metode reSavanja problema.
Za slucaj jednodimenzionalnog procesa Kozin [24] je, na osnovu grafickog prikaza, formirao
iterativni postupak za odredivanje korena integro-algebarske jednadine. U slucaju
dvodimenzionalnih procesa Xie [53] je izlozio optimizacionu metodu i kompleksnu metodu
ograni¢ene optimizacije.

Grupa autora sa Masinskog fakulteta Univerziteta u Nisu (Pavlovi¢ i dr.
[29],[30],[59]) je razvila metodu resavanja problema (5.102) na osnovu ortogonalnih

Hermite-ovih i Cebisevljevih polinoma. U osnovi ove metode je ideja da se nesvojstveni
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integrali zamene kona¢nom sumom proizvoda koeficijenata Gauss-ovih kvadraturnih formula
i veli¢ine podintegralne funkcije sracunate u nulama ortogonalnih polinoma. Na primer, za

jednodimenzionalni proces relacija (5.102) glasi
Jmaxc, (F)p(f) df = > W, maxg, (&), (5.103)
R k=1

pri ¢emu se koeficijenti kvadratura W, biraju prema funkciji gustine raspodele procesa, a &,

su nule izabranog ortogonalnog polinoma.
Za sluCaj Gauss-ove raspodele gustine verovatnofe procesa primenjujemo

odgovarajuce Gauss-Hermite-ove kvadraturne formule, pri ¢emu su &, nule Hermite-ovih

polinoma

Ha 0 = (e 4 o) =" Mim),(zx)”‘” , (5.104)

dok su koeficijenti kvadrature

_ 2n+l\/;n!
© HEr

Za sluc¢aj harmonijske raspodele gustine verovatno¢e procesa primenjujemo

(5.105)

odgovaraju¢e Gauss-Cebisevljeve kvadraturne formule, pri ¢emu su za Cebisevljeve

polinome

= kzgl‘f] (_ 1)k (n -k _1)! —2k
T (x) = == (2x)" 2, 5.106
_(x) = cos(n arccos x) SN T EEETTIR X) (5.106)

anule & su date izrazima

2k —

&, =cos 17:, k=1 2,....n, (5.107)

dok su koeficijenti kvadrature konstantni

(5.108)

IzloZeni postupak se lako proSiruje na slucaj dvodimenzionalnih slu€ajnih procesa,

kao sto je prikazano u radovima Khasminskii-og [58] i Pavlovica i dr. [59].
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5.4.2 Poreme¢aj ne sadrzi beli spektar

Na osnovu relacija (5.58) i (5.61) moze se dobiti minimalno vreme retardacije koje
obezbeduje skoro sigurnu asimptotsku stabilnost sistema kada su poznate funkcije gustine
verovatnoée za oba stohastiCka procesa. U svojstvu primera razmotricemo slucajne procese
koji imaju Gauss-ovu ili harmonijsku raspodelu gustine verovatnoée. Za harmonijski proces

je f,(t)=H cos(a)t+49), gde su H, @ fiksirane amplituda i frekvencija, a € je uniformno
raspodeljena faza na intervalu [0,27).

U prvom koraku proucavacemo slu¢aj kada je gornja greda optereéena

deterministickim i stohastickim silama, dok je donja greda podvrgnuta dejstvu samo

deterministicke sile, tj. f,(t)=0 i f,, = 0. Tada se relacija (5.58) svodi na

tal (e, +K)+ (e + KOFZ (M) +[av el (6, + K) (e, + KIFZ(®)]” +16v*a K22 (1)
o0 =J 2le, e, + K(ey, +6,, )] i
~2va;. (5.109)

Stohasticka komponenta koja dejstvuje na gornju gredu ima nulto matemati¢ko
o¢ekivanje i varijanse o3, i o/, pri ¢emu se indeks G odnosi na Gauss-ov, a indeks H na
harmonijski proces. Granice skoro sigurne asimptotske stabilnosti Gauss-ovog procesa su
predstavljene punom, a granice harmonijskog procesa isprekidanom linijom. Na Sl. 5.2, 5.3 i
5.4 oblasti stabilnosti sistema viskoelasti¢nih dvostrukih greda prikazane su na dijagramima
gde je na apscisi vreme retardacije v, a na ordinati su varijanse stohasti¢kog procesa.

Na Sl. 5.2 prikazane su oblasti skoro sigurne stabilnosti u funkciji odnosa veli¢ina
deterministi¢kih komponenti aksijalnih optere¢enja greda y=f,/f,. Znak minus na
dijagramu ukazuje da jedna od sila, u ovom slucaju ona koja dejstvuje na donju gredu, ima
zatezni karakter. Pri tome je uzeto da su redukovane krutosti nosaca jednake, a komponenta

pritisne sile na gornjoj gredi je konstantna. Moze se zakljuciti da zatezna sila f_,, povecava

02°
oblasti stabilnosti, ali to povecanje nije srazmerno smanjenju oblasti stabilnosti kada sila f,
ima pritisni karakter.

Na Sl. 5.3 dati su dijagrami stabilnosti u funkciji redukovanih krutosti greda e, i e,.

SraCunavanja su izvrSena za sluc¢aj kada je donja greda izloZena aksijalnoj pritisnoj sili

78



konstantnog intenziteta. Moze se uociti da se sa smanjenjem savojnih krutosti nosaca
smanjuju oblasti stabilnosti. To smanjenje je izraZenije kada se smanjuje savojna krutost

nosaca koji je podvrgnut dejstvu stohastickog poremecaja.

35
30 f =20
K =2000
25 e=e=4
20 4
g
oS 15+
10
5 =1
- oblast stabilnosti
0 y . T T ‘ \ T T y
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

Slika 5.2 Oblasti stabilnosti za Gauss-ov i harmonijski proces u funkciji odnosa

deterministickih opterecenja

35
30 S j01=20 e|:€2:4
K =2000 g
2 0.5 <
5 7z=-0. . . ~
e =4, ¢ =2 &
2 A
. 20 /,’ /,\'\\ |
) = =
. e=2,e=4 &
oS 15
10 A
5 . i
oblast stabilnosti
0 . . ; ‘ . , ;
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

Slika 5.3 Oblasti stabilnosti za Gauss-ov i harmonijski proces u
funkciji redukovane krutosti greda
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5 _,,;ij:/ oblast stabilnosti
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0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

I’

Slika 5.4 Oblasti stabilnosti za Gauss-ov i harmonijski proces u funkciji

redukovane krutosti Winkler-ovog sloja

Na Sl. 5.4 dati su dijagrami stabilnosti u funkciji redukovane krutosti Winkler-ovog
sloja K. Sracunavanja su izvrSena za slucaj kada su deterministiCke komponente aksijalnih
sila jednake nuli. Moze se uociti da se sa pove¢anjem krutosti Winkler-ovog sloja, uvecavaju
oblasti stabilnosti. Povecanje oblasti stabilnosti je mnogo izraZenije kada je Kkrutost sloja
manja, a sa povecanjem krutosti sloja uveéanje oblasti stabilnosti je znatno manje.

Prostorni prikaz uticaja odnosa deterministickog opterecenja i krutosti Winkler-ovog

elasti¢nog sloja na oblasti stabilnosti viskoelasti¢nih dvostrukih greda dat je na SI. 5.5 5.6.

a) 94 0.000

Slika 5.5 Oblasti stabilnosti za a) Gauss-ov i b) harmonijski proces u funkciji odnosa

deterministickih opterecenja
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6000 0.000

Slika 5.6 Oblasti stabilnosti za a) Gauss-ov i b) harmonijski proces u funkciji
redukovane krutosti Winkler-ovog sloja

Napomenimo da je u cilju poredenja Gauss-ovog i harmonijskog procesa uzeto da je
varijansa harmonijskog procesa o, = H? /2, kako je to prikazano u poglavlju 4.5, relacija
(4.34).

Kada su obe grede opterecene stohastickim optere¢enjem, smatraéemo da procesi
f (t) 1 f,(t) nisu u korelaciji (r=0) i da imaju normalnu raspodelu sa nultim matemati¢kim
ocekivanjem i disperzijama o, i og,, redom.

Oblasti stabilnosti su prikazane u ravni disperzija og, | oy, 1 date su u funkciji

vremena retardacije, redukovane krutosti greda i krutosti Winkler-ovog sloja (SI. 5.7, 5.8 i
5.9). Pri ovome je uzeto da su deterministicke komponente pritisnih sila jednake nuli,
for = fo2 =0.

4.0

3.5+
3.0+
2.5 =t

v=10.006
2.0 o

VA

1.5 : .
oblast stabilnosti

v=0.005

gm

Slika 5.7 Oblasti stabilnosti za sistem dvostrukih greda pod uticajem normalno

raspodeljenog opterecenja u funkciji vremena retardacije
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Na osnovu dijagrama sa Sl. 5.7 i 5.8 moze se zakljuciti da porast vremena retardacije i
krutosti greda vodi do znacajnog porasta oblasti stabilnosti.

Kao $to je pomenuto, porast krutosti Winkler-ovog sloja izaziva ograni¢eno
povecéanje oblasti stabilnosti §to se jasno uocava na osnovu granica stabilnosti prikazanih na

SI.5.9.

3:5

3.0 A

2.5

2.0

0.5 4 i .
oblast stabilnosti

owt+—r—ovr—-r——r——
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5

Slika 5.8 Oblasti stabilnosti za sistem dvostrukih greda pod uticajem normalno

raspodeljenog opterecenja u funkciji redukovanih krutosti greda

CTG 2

oblast stabilnosti

w4+ ————
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5

Slika 5.9 Oblasti stabilnosti za sistem dvostrukih greda pod uticajem normalno

raspodeljenog opterecenja u funkciji krutosti Winkler-ovog sloja
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5.4.3 Sirokopojasna pobuda

Na osnovu relacija (5.97) mogu se dobiti oblasti skoro sigurne stabilnosti kada su
procesi Sirokopojasni sa poznatim spektralnim gustinama. Kada su slu¢ajni procesi

nekorelirani Gauss-ovi beli Sumovi tada se poremecaji mogu prikazati u obliku
df, (t) = 0,,, dW, (1), i=1 2, (5.110)

sa konstantnom spektralnom gustinom S, (@) =o7,, gde je W,(t) jedini¢ni Wiener-ov

proces.
Za realni Sum ili Ornstein-Uhlenbeck-ov proces poremecaji su opisani Ito

diferencijalnim jednac¢inama

df,(t) =—¢,; f,()dt + o dW, (1), =1 2, (5.111)
sa spektralnom gustinom
0__2
Sip (@) = ———. (5.112)
a +w

Proces ograni¢enog Suma definiSe se slede¢im izrazom
f,(t)=cosZ(t), dZ(t)=v,dt+o,dW,(t), =12, (5.113)

dok je spektralna gustina procesa
az(a)z +v? +164j
4

ZBw—vf+iaﬂBw+vf+iaﬂ-

S(w) = (5.114)

Na SI. 510 i 5.11 prikazane su oblasti skoro sigurne stabilnosti sistema
viskoelasti¢cnih dvostrukih greda u funkciji redukovanih krutosti greda za slucaj kada su
optere¢enja slucajni procesi tipa belog Suma. Kada je optere¢ena samo gornja greda, na
Sl. 5.10 date su oblasti stabilnosti u zavisnosti od intenziteta belog Suma i vremena
retardacije. U slucaju kada su obe grede podvrgnute dejstvu aksijalnih stohasti¢kih
optere¢enja oblasti stabilnosti su prikazane na Sl. 5.11. Moze se zapaziti da se oblasti

stabilnosti poveéavaju kada redukovana krutost donje grede e, raste.
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e=3

0.4 - £ =1000 2

€1= ezz

a.=0

2 e=1
0.3 2
Nb—
0.2 5
0.1+ .
oblast stabilnosti
0.0 T T T T T T |
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008

Slika 5.10 Oblasti stabilnosti sistema dvostrukih greda u funkciji redukovane krutosti donje

grede kada je gornja greda izlozena dejstvu slucajne pritisne sile tipa belog Suma

0.20 A

0.15

O-2 W

0.10 5

0.05 5

Slika 5.11 Oblasti stabilnosti sistema dvostrukih greda u funkciji redukovane krutosti donje

grede kada su obe grede izloZene dejstvu slucajne pritisne sile tipa belog Ssuma

U slucaju kada su grede izlozene dejstvu pritisnih sila tipa realnog Suma, oblasti

stabilnosti su odredene parametrima oz, O, @, | @,.
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Slika 5.12 Oblasti ststabilnosti sistema dvostrukih greda u funkciji parametra o,

kada su obe grede izloZene dejstvu slucajne pritisne sile tipa realnog suma

Slika 5.13 Oblasti stabilnosti sistema dvostrukih greda u funkciji parametara o5, 0,5,

kada su obe grede izlozene dejstvu slucajne pritisne sile tipa realnog suma

Na Sl. 5.12 oblasti stabilnosti su date u ravni o, 0,5 U funkciji parametra o, dok je
parametar o, fiksiran. Oblasti stabilnosti rastu kada raste parametar «,, a sve granicne krive
se sazimaju u zajednicku tacku na o,z osi. U ravni «, @, na Sl. 5.13, oblasti stabilnosti su

date u funkciji intenziteta pritisnih sila tipa realnog Suma.
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Za proces ograni¢enog Suma oblasti stabilnosti prikazane su u ravni eksponenta
Ljapunova i redukovane krutosti donje grede. Oblasti stabilnosti nalaze se u zoni gde je
eksponent Ljapunova negativan. Sa Sl. 5.14 moze se zakljuciti da porast redukovanih krutosti

greda ima veoma znac¢ajan uticaj na povecanje stabilnosti sistema.

oblast stabilnosti

Slika 5.14 Oblasti stabilnosti sistema dvostrukih greda u funkciji redukovane krutosti e; kada

su obe grede izloZene ogranicenom Sumu

Deo rezultata ovog poglavlja objavljen je u radu [61].
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6. DINAMICKA STABILNOST NANOSTRUKTURA

6.1 Uvodne napomene

Jednostavan model jednodimenzionalne strukture na¢injene od nanomaterijala, ¢ije su
dimenzije reda nanometra formulise se kao nanogreda. U novije vreme, nanostrukturne
komponente se koriste za nano elektromehanic¢ke i mikro elektromehanicke sisteme. Brojni
autori istrazivali su dinamicke probleme nanogreda koji su zasnovani na razli¢itim teorijama
greda (Euler-Bernoulli-jeva, Timosenkova, Reddy-jeva teorija, itd.).

Nelokalna teorija kontinuma prvi put je primenjena u nanotehnologiji od strane
Peddieson-a i dr. [44], gde su analizirane stati¢ke deformacije linijskih struktura na osnovu
Eringen-ove [42] teorije. Lu i dr. [62] su koristili Euler-Bernoulli-jevu i Timosenkovu teoriju
greda u cilju proucavanja oscilatornih karakteristika jednozidnih i dvozidnih nanocevi. Reddy
[46] je koristio razliite nelokalne teorije greda radi odredivanja analitickih reSenja za
savijanje, oscilovanje i izvijanje greda. Aranda-Ruiz i dr. [63] su odredili prirodne
frekvencije savojnih oscilacija nanokonzole sa linearno promenljivim popre¢nim presekom.
Nelokalni viskoelasticni konstitutivni model sa spoljasnjim viskoznim priguSenjem koje
zavisi od brzine, primenom metode prenosne funkcije, proucavali su Lei i dr. [47] radi
analize dinamickih karakteristika Timosenkovih greda sa razli¢itim grani¢nim uslovima.

Dinamicku nestabilnost Euler-Bernoulli-jevih i Timosenkovih nanogreda podvrgnutih
dejstvu vremenski promenljivih stohastickih optere¢enja izucavao je Tylikowski [48],[49],
dok je Potapov [50] razmatrao asimptotsku i skoro sigurnu stabilnost greda koriste¢i metodu
maksimalnog eksponenta Ljapunova, pri ¢emu je uzimao u obzir uticaj nelokalne elasti¢nosti
1 prigusenja.

U ovom poglavlju disertacije bice ispitivana skoro sigurna stabilnost viskoelasti¢ne
nanogrede u funkciji vremena retardacije, varijanse procesa stohasti¢ke pritisne sile,
geometrijskog parametra, koeficijenta skaliranja i intenziteta deterministicke komponente
aksijalnog optere¢enja. SuStinski doprinos ove analize se ogleda u jasnom formulisanju

granica oblasti stabilnosti kada se uzima u obzir inercija rotacije poprecnog preseka
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viskoelasti¢ne nanogrede. Sem procesa koji nemaju beli spektar, bi¢e razmatrani slu¢ajevi
kada su poremecaji tipa belog, realnog i ograni¢enog Suma, a oblasti skoro sigurne stabilnosti

su dobijene numeri¢kim odredivanjem momenta eksponenta Ljapunova.
6.2 Nelokalne konstitutivne relacije

Eringenova nelokalna teorija [42] u integralnoj formulaciji pretpostavlja da napon u

nekoj referentnoj tacki X zavisi od deformacije u svim tackama X' tela, koje se obuhvataju

preko tezinskog jezgra aQX'—X|)

t,(X) = a(X—X]) o, (X") v, (6.1)

v
gde su t; i oy nelokalni i lokalni (klasi¢ni) tenzori napona. Eringen preporucuje teZinsko
jezgro u obliku Grinove funkcije linearnog diferencijalnog operatora £

La(x—X|)=5(x-X)|) (6.2)
gde je o Dirakova funkcija. Primenom jednacine (6.2) na jednacinu (6.1), integralna forma
nelokalnog tenzora napona se svodi na diferencijalni oblik

Lt. =0, . (6.3)

U Eringenovoj [42] nelokalnoj elasti¢nosti Helmholtz-ovog i bi-Helmholtz-ovog tipa,

linearni operatori £ imaju oblik
L, =1-7V:, B, =[-@v?)a-Ev?), (6.4)

gde je V* Laplace-ov operator, a iz, , 4, i i, Su nenegativni parametri nelokalnosti.

6.3 Viskoelasti¢na nanogreda
6.3.1 Nelokalna Rayleigh-jeva teorija greda

Na SlI. 3.1 prikazana je uniformna greda duzine L Kkoja je podvrgnuta dejstvu
transverzalnog opterecenja po jedinici duzine (g, na gornjoj strani i g, na donjoj strani
nosaca), i aksijalnog pritiska H. Osa X se poklapa sa osom grede, a transverzalna optereéenja
su paralelna sa Z-osom. Elementarni deo grede je takode prikazan na slici, ali bez sila
viskoznog prigusenja.

Dinamicke jednacine elementa grede su
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oW oW oV
PA—+C—=—-+4,
oT oT  oX
(6.5)
2
oT oT OX oX

Pl

gde je gq=0q,—-0d,, p gustina materijala grede, A povrSina poprecnog preseka,
W =W (X,T) pomeranje u pravcu Z-0se, i ugao obrtanja poprecnog preseka usled savijanja
nosaca, T vreme, V smicajna sila tokom savijanja, | aksijalni moment inercije popre¢nog
preseka za savijanje u jednoj ravni, M moment savijanja, a ¢, i ¢, su koeficijenti viskoznog

priguSenja. Na osnovu Euler-Benoulli-jeve teorije greda je

R

= 6.6

gde je &, poprecna dilatacija. Nelokalni napon za viskoelasti¢ni Voigt-Kelvin-ov materijal

grede ima oblik

_0O¢
t =E&y +E7 a_l)fx : (6.7)

pri ¢emu je 77 vreme retardacije, a E je Young-ov modul elasti¢nosti.

Na osnovu jednacina (6.7) i (6.3) dobija se

oW oW
LM =—El +77 . 6.8
(ax z 1 X 2aTj (68)

Eliminacijom veli¢ina V i M iz jednacina (6.5) i (6.8) dobija se parcijalna

diferencijalna jednacina po transverzalnom pomeranju W

0°W oW oW o'W 0°H
LA +G —C At At
oT oT oX 2oT oX20T?  oX 6.9)
+El 84W+_ oW =0 |
ox* T axeT '

6.3.2 Formulacija problema

Na osnovu izraza (6.9), zanemarivanjem spoljnog viskoznog prigusenja (Cl =C, = 0),

osnovna diferencijala jednacina transverzalnih oscilacija nanogrede ima oblik
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o°W o'W o°W o'W . _ O°W
L) pA - pl +F(t + El + El =0. 6.10
Prere P oxzere ()axz} ax* o axaT (.10
Za slobodno oslonjene ivice, grani¢ni uslovi su
X=0 2
W =0, 0 V\Z/ =0. (6.11)
X=L oX
Uvodenjem sledecih parametara
T=kt W=Lw, X=Lx k = LZ\/E_/?’
O o (612

2n=-", f +f(t)= , ri= :
7 ® PAL? AL®

|

moze se diferencijalna jednacina (6.10) svesti na bezdimenzioni oblik, gde je » redukovano
vreme retardacije, f, i f(t) su redukovana konstantna i stohasticka komponenta aksijalne

sile.

Prema tome, jednacina (6.10) ima oblik

+(f, + £ (1))

2 4
B{a W_po OW 0, (6.13)

o’w | o'w o°w
> 242 2
ot ox“ot

—+ =
o | ot M ada

gde su operatori (6.4) za Helmholtz-ov i bi-Helmholtz-ov oblik jezgra

o .. 0° 0° ea .
BZ,BH :1—;[()2? ili ‘B:‘BDH :[1_!1128)(_2J(1_ﬂ22¥]’ H; :T, i=1 2. (614)

Granic¢ni uslovi (6.11) sada imaju oblik

x=0 2
} w oW o, (6.15)

x=1
Nas cilj je ispitivanje skoro sigurne asimptotske stabilnosti viskoelasti¢ne Rayleigh-

jeve nanogrede podvrgnute dejstvu aksijalnog, stohastickog, promenljivog optere¢enja. U

cilju ocene poremecenog resSenja, potrebno je uvesti meru odstupanja |||| reSenja jednacine

(6.13) sa netrivijalnim pocetnim uslovima od trivijalnog resenja. Da bi ravnotezno stanje
jednacine (6.13) bilo skoro sigurno stohasticki stabilno potrebno je da bude zadovoljen izraz
(5.8), tj.

P {!EQHW(-'U" - 0}= 1. (6.16)
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6.3.3 Analiza stabilnosti sistema pod dejstvom procesa koji ne sadrze beli spektar

Problem koji je definisan u poglavlju 6.3.1 resava¢emo primenom metode funkcionala
Ljapunova. U tom cilju konstruisa¢emo funkcional primenom metode Parks—Pritchard-a [36].

Napisimo jednacinu (6.13) u formalnom obliku Lw =0, i uvedimo linearni operator N koji

predstavlja formalni izvod operatora L po &/t

(6.17)

3 4
Nw=2g W2 a4W +2778\:v.
ox ot OX

Integracijom skalarnog proizvoda vektora (LWoNW) na pravougaoniku

C =[x:0< x <1]x [0,t] imajuéi u vidu jednaginu (6.13), jasno je da vazi

(Lw o Nw)dtdx = 0. (6.18)

O e
O e

U razvijenom obliku relacija (6.18) ima oblik

1t 2 4 2 4 5
ow , O'w ow| oO'w o°wW

2 L —-r +(f, + f(t + +2 .

{H {az ot ())8x2} ox° "ax“at}

3 4
A 82w +na\iv dtdx = 0.
ot ox“ot OX

Parcijalnom integracijom pojedinih ¢lanova jednacine (6.19) dobija se

1t 2 4 5 3 4
ow , O'wW o°w ow , O°wW o'w
I,=2 L —-r +2 L —-—r + dtdx =
: !M (8’[2 8x26t2j ”ax“at}{ {at axzatJ ”ax“}
ce(otew  , o'Lw o°w Y oLew ,a%Lw  o'w
:2.”‘ I 242 T2 —-r i~ T2
0o L ot ox“ot ox"ot \ ot ox“ot OX

1t 5 3 4
+2[[n ow (w20 EW W Nt
13 Toaxtat| ot oxZot ' ox

(6.19)

Jdtdx + (6.20)

Nakon sracunavanja, sledi da je

i oow , o0w) o'wl| o L otwY
l,=||L —-r + dx + dx +
: ﬂ (6’[ 6x26tj "ax“} n![ax“J
1t 5 3 4
o°w((aew ,o%ew) o'w
ool [ 2t-r 2]

+ dtdx.
T acaTa T acar nax“}

(6.21)

Integral koji sadrzi konstantnu komponentu sile je
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1t 2 3 4
1, =28, [[ 8 W2 CW L O W g
0o OX ot ox“ot OX (6.22)
1t A2 3 1t 2 4 '
— o, [ [ SR OBV 2 OB s 2t [ [ | £ 20 |9 .
0o OX ot X2 ot 00 X
Prvi ¢lan u relaciji (6.22) je
[poew(oLw ,0%Lw
L =21, [[ == —r? == |didx =
5o OX ot ox“ot
1t 2 1t A2 3
=2f,[] g[aﬁwaﬁwj_aﬁwamdw —2f0r2”8£2W82£Wdtdx= (6.23)
50 LOX\ ox ot OX oOxot 5o OX° OX°0
t 1 1t 2 1t 2 3
=21, | ofw obw t-2f, [ @wdtdx—zforzjj O LWOLW iy
5 Ox ot |, 0o Ox oxot 5o OX° oOx“ot

Imajuéi u vidu grani¢ne uslove (6.15) prvi ¢lan u (6.23) je jednak nuli, pa se kona¢no

zaizraz |, dobija
2 Lt 5

, =—f j( jdx+r [Ba—J [
a 00

Za Helmholtz-ov tip jezgra je

J dtdx . (6.24)

1t 4 3
o'W ow 0°W o'w
l,, =2 ——r? +n dtdx =
" !! ox* Kﬁ“ a axzatj T }
L o2w )Y 2w ow) o'w Lt ’ (6:25)
:'[ ( ZJ +,u§(—3j +r? (—3} +,uo( j dx + 2 ”( jdtd
o [\ Ox OX OX ox* %
dok je za bi-Helmhotz-ov tip jezgra
1t 4 3 4
o'W oW o°w o'W
L3 22.!._(!. ox’ |:(£bH E‘ Z'BDH axzat] 4:|dth—
1 2..\2 3.\ 2 4., \?
oW o°w o'w
_I{asz +(u12+ﬂ§(—(3x3} +ufﬂ§(ax4j + (6.26)
0
o*w)’ o*w) 5w’ Lt otw)’
2 2 2 2 2
+r [(%] +(,ul +IL12 {W} +y1 My (EJ dX+277££ 8X4 dth,

dok integrali koji sadrze stohasticke komponente ostaju neizmenjeni

92



Razdvajanjem c¢lanova u (6.19) kod kojih je integracija vrSena po prostornoj
promenljivoj i ostalih ¢lanova u kojima se integracija sprovodi po prostornoj promenljivoj i

vremenu, relacija (6.19) se moze napisati kao suma dva integrala

t
t dv
V[ —j—tdt =0, (6.27)
0
pri ¢emu je
L ow a'w)  L(o'w) |, (aew) o2ew)
V= +n? 1| Y g2 S ks v, (6.28
M ot "ax“] "(ax“] “(ax] : (asz e (028)

Za Helmholtz-ov i bi-Helmholtz-ov operator, funkcionali V, su
1 2 3 3,0, )2 4,2
0°W S| [ O°W o[ O°W
+ro|| — | +u5| — dx,
o= 52 e 52 o (32 32 )
LI(o?w) ow)’ o'w)’ (6.29)
Voo = | (ax_z] +(ﬂf+ﬂ§{§] +ﬂfﬂ§(ax—4J +
0
owY’ o'w)’ o*w)’
+r{(a?J +('u12+'u22{6x_4j +ﬂfﬂ§(%} dx.
Izvod po vremenu funkcionala (6.28) je

1 3 4 2
I — @—rzﬁ 82W + fona—\:vﬁa—\;v+
0 ax at ot ox“ot ox"  oXx

o*w( _ow 0w o*w o*w)’
L——r’pL + + dx.
axz( o oxet "ax“j "(ax“”

Kao mera reSenja uzima se norma u obliku |w| =~V , pa funkcional V mora biti

(6.30)

pozitivno definitan. To ¢e biti ispunjeno ako je

foj[(@j = }M 0 631
ol L Ox ox?

Resenje pretpostavljamo tako da zadovoljava grani¢ne uslove (6.15) u slede¢em

obliku
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wix.t) = ST, () sina, x (6.32)

gde je «, =mr, pase relacija (6.31) posle integracije svodi na

ol an
. : _ 6.33
Leidal’ " Ll o et o

Prva relacija u (6.33) se odnosi na Helmholtz-ov, a druga na bi-Helmholtz-ov tip
jezgra.

Mozemo zakljuciti da je funkcional Ljapunova pozitivno definitan ako je
deterministicka komponenta aksijalnog opterec¢enja manja od kriti¢ne sile pri statickom
savijanju koju je odredio Reddy [46], a koja je ekvivalentna relaciji (6.33) za slucaj
Helmholtz-ovog i bi-Helmholtz-ovog tipa jezgra.

DefiniSimo skalarnu funkciju A(t) u obliku

1dVv
—— < A(t 6.34
vV dt (t). (6.34)

Kako je tacka maksimuma partikularni slucaj stacionarne tatke, mozemo napisati
s(V-av)=o. (6.35)

Kori$¢enjem Euler-ovih varijacionih jednacina, dobija se

4y 4
A 2oy r2poyy OV | o g0V Xl
ox° ox° ox°

4 ) .
+ An ,B@ W_r B@_W + f(t) B(z)a \;V_rzﬂ(z)(?\:v

0, (6.36)

4 4
an| £9Y _y? ﬁa" +f(t) ﬁ”av e OV
ox* ox® OX

8 4
a2 OV g g OW g o OW L pOW g p O
ox° ox? OX ox* ox°

o°w o°w o®w
+2fnl—+2f ()L —-+2 =0,
o5 ()7 PO
gde je v =o0w/¢ct.
S obzirom na grani¢ne uslove (6.15), i reSenje (6.32), iz relacija (6.36) se dobija

algebarska jednacina
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A 22 +2B A +C, =0, (6.37)
gde je
A =Lr’ (77205?" +F,L r? ), B, =2na (77204?1 +F,L 12 ),
C, =4n°a’(F, - f (a2 L, )- L, r2 2 (t)a’ L, (6.38)
rnf =1+ rza;, F = a; - foa,iﬁm,

a za Helmholtz-ov i bi-Helmholtz-ov tip jezgra je
Loy =L plal, Loy =+ pa? Jar dial). (6.39)
Resavanjem jednacine (6.37), dobija se nepoznata funkcija 4., u obliku

2n%ap, + aZr2 1 (t)

A )
el +r2e (o - fa2t,)

"R,

—2na + (6.40)

gde je ispred korena uzet znak plus kako bi se dobile maksimalne oblasti stabilnosti.

Resavanjem diferencijalne nejednacine (6.34), moZemo izvrsiti ocenu funkcionala V
(31_\: < (max 4, v, (6.41)

pa se nakon integracije relacije (6.41) dobija
1 t

V>V, exp {Ejmax A, (7) dr}t. (6.42)
0

Kada je proces f(t) ergodicki i stacionaran, moze se zakljuciti da je trivijalno resenje

jednacine (6.13) skoro sigurno asimptotski stabilno ako je
E{max Am (t)} <0, (6.43)
pri ¢emu E{} predstavlja operator matemati¢kog ocekivanja.

6.3.4 Analiza stabilnosti pod dejstvom procesa tipa belog Suma

Viskoelasti¢cna Rayleigh-jeva nanogreda je najpre analizirana za slucaj kada je
aksijalno opterecenje proces tipa realnog Suma. Za analizu stabilnosti koriS¢ena je numericka

metoda odredivanja momenta eksponenata Ljapunova. Verifikacija predlozene simulacije
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izvrSena je na osnovu analitickih rezultata dobijenih u radu Xie-a [14]. U ovoj referenci je
analiziran moment eksponenata Ljapunova za dvodimenzionalni sistem opisan stohastickom

diferencijalnom jednac¢inom

0%q

—2+2ﬁa—q+[a)§ —6,¢(D)]a(z) =0, (6.44)
or or

pri ¢emu je stohasticki proces realni Sum opisan Ito diferencijalnom jednac¢inom
dé(r) = —a,¢(r)d7 + 0, dW (7). (6.45)

Prema diferencijalnoj jednacini (6.44) predlozena je sledeca simulaciona Sema

stohasticki
proces

proizvod

h J

F 3

Slika 6.1 Blok-dijagram sistema opisanog jednacinom (6.44)

pri ¢emu je stohasti¢ki proces realnog Suma &(7) ulazni, a reSenje q je izlazni signal
simulacije. Pojaganja g1, g2 i g3 su redom &,, 23 i ;.

U cilju verifikacije analitickih rezultata koji su dobijeni u ovom radu izvrSena je
simulacija blok dijagrama prikazanog na Sl. 6.1. Na osnovu rada Gillespie-ja [64], napravljen
je programski kod za simulaciju procesa realnog Suma, prikazan u referenci [65], koji je u
ovom primeru kori§¢en za simulaciju ulaznog signala. Primenjena je numericka metoda
Runge-Kutta za reSavanje stohastickih diferencijalnih jedna¢ina. Na osnovu prikazane
metode Monte Carlo simulacije koju su koristili Kozi¢ i dr. u [20], broj simulacija je N=2000,

a za pocetne uslove je uzeto q(0) =1 i ¢(0)=0. Sli¢no kao u analiziranom radu parametri

sistema koji su kori§¢eni u ovom primeru su @, =1, o, =1, o,=1 ¢,=0.1 g=1.

Stabilnost p-tog momenta trivijalnog reSenja sistema (6.44), E[”q(r)”é] , odredena je

momentom eksponenta Ljapunova koji je definisan slede¢im izrazom

.1
Mgy = lim LHog Efl(e); | (6.46)
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gde je E[] ogekivana vrednost vektora q(r)={q(z),q(z)} , a ||| predstavlja Euklidsku

normu. Promenljive stanja sistema g, =q(z) i g, =q(zr) dobijene su iz simulacije, a

moment eksponenta Ljapunova sraunat je na osnovu izraza (6.46). Analiticki i numericki

rezultati za posmatrani sistem prikazani su na Sl. 6.2.

0.20

0.18 - =0. analitika
0.16 -

0.14 H
0.12 4

0.10 +

Aq m(p)

0.08 4
0.06 4

0.04
0.02 -

0.00 \\
-0.02 y : T y T y T y T :
51 0 2 4 6 8 10

Slika 6.2 Poredenje numerickih i prethodno dobijenih analitickih rezultata u radu [14]

Dobijeni rezultati u potpunosti potvrduju opravdanost programskog koda koji je

koris€en za Simulaciju procesa realnog Suma. Ova simulacija je dalje koriS¢ena u cilju

odredivanja momenata eksponenata Ljapunova za viskoelasti¢nu nanogredu kada na nju

deluju procesi tipa realnog, belog i ogranicenog Suma. Zamenom relacije (6.32) u

diferencijalnu jednacinu (6.13), dobija se diskretizovana jednacina oblika

2 2\F 2’70‘:1 : 2 arzn _ _
(1+ram)Tn(t)+an(tﬁa{—GJrﬂgai) (f0+f(t))}Tn(t)—0. (6.47)

Sada se moze primeniti simulaciona Sema prikazana na Sl. 6.1 sa koeficijentima gi, g»

o 250

a m _
ey el T @) A iad)

:1+r

(6.48)

9: v 02

N

O
6.3.5 Numericki rezultati i diskusija

Na osnovu relacije (6.43) mogu se dobiti oblasti skoro sigurne stabilnosti

viskoelasticnih nanogreda kada je uzeta u obzir inercija obrtanja preseka, u slucaju kada
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stohasticki proces ne sadrzi beli spektar. Oblasti stabilnosti odredene su za Gauss-ov i

harmonijski proces sa uniformno raspodeljenom fazom u intervalu [O, 27:]. Pretpostavimo
harmonijski proces u obliku f, (t) = A cos(at+6), gde je fazni ugao 6 slucajna
promenljiva, a A, amplituda, tako da je varijansa A’ /2.

Granice skoro sigurne asimptotske stabilnosti za Gauss-ov proces prikazane su punom
linijjom, a za harmonijski process isprekidanom linijom. Sracunavanja su izvrSena
koris¢enjem Gauss-Christoffel-ovih kvadraturnih formula. Za Gauss-ov proces kori$éeni su
parametri Hermite-ovih polinoma, a za harmonijski proces koeficijenti Chebyshev-ljevih
polinoma.

Na SlI. 6.3, 6.4 i 6.5 oblasti stabilnosti prikazane su u ravni varijanse sluc¢ajnog
procesa i vremena retardacije materijala nanogrede. Sl. 6.3 ilustruje uticaj inercije obrtanja
preseka na oblasti stabilnosti za oba procesa. U sluc¢aju Gauss-ove pobude, zanemarivanje
inercije obrtanja preseka prouzrokuje gresku od oko 9.8%, dok je za harmonijsku pobudu ova
greSka nesto manja 1 iznosi 9.26%. U svakom slucaju, kod nanogreda sa visokim vrednostima

parametra r, inercija rotacije preseka se ne sme zanemariti.

0.020
u,=02
£,=0
0.015 -
“
0.010
0.005 -
- oblast stabilnosti
0.000 ‘ | , : ; : . , :
0.0000 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010

7
Slika 6.3 Oblasti stabilnosti za Gauss-ov i harmonijski proces u funkciji parametra r

koji uzima u obzir uticaj inercije obrtanja poprecnog preseka
Na Sl. 6.4 oblasti stabilnosti su prikazane u funkciji parametra nanoskaliranja za
Helmholtz-ov tip jezgra u,. Moze se zakljuciti da se oblasti stabilnosti povecavaju kada

parameter skaliranja opada. Generalno govoreci, efekat nelokalnosti uvecava oblasti

nestabilnosti nanogrede.

98



optereéenja menja od kompresije (fo = 3) prema zatezanju (f

SI. 6.5.

0.012 4

0.010

0.008

0.006 —

0.004

0.002

0.000

oblast stabilnosti

0.0000

T T T T
0.0002 0.0004 0.0006 0.0008

0.0010

Slika 6.4 Oblasti stabilnosti za Gauss-ov i harmonijski proces u funkciji koeficijenta

nanoskaliranja

0.006

0.005

0.004 —

=]

0.003
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0.001

0.000
0.0000

r=0.1
u= 0.38

\
oblast stabilnosti

T ] I
0.0002 0.0004 0.0006

Ui

T
0.0008

0.0010

Slika 6.5 Oblasti stabilnosti za Gauss-ov i harmonijski proces u funkciji

deterministicke komponente pritisne sile

Oblasti stabilnosti se povecavaju kada se konstantna komponenta aksijalnog

0

=-3) kako je prikazano na

99



oblast stabilnosti

Slika 6.6 Oblasti stabilnosti za Gauss-ov i harmonijski proces u funkciji vremena retardacije

0.0035

0.0030 r=0.1

0.0025

0.0020 +

0.0015

0.0010 oblast stabilnosti

0.0005

0.0000 == : , ’ , ' . .
0.0000 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010

Slika 6.7 Uticaj koeficijenta nanoskaliranja za Helmholtz-ov i bi- Helmholtz-ov oblik

jezgra na oblasti stabilnosti za Gauss-ov i harmonijski proces

Na Sl. 6.6 oblasti stabilnosti su date u ravni koeficijenta nanoskaliranja i varijanse
slucajnog procesa za razli¢ite vrednosti vremena retardacije. Moze se primetiti da se oblasti
stabilnosti znacajno uvecavaju Sa porastom vremena retardacije.

Uticaj koeficijenta nanoskaliranja za Helmholtz-ov i bi-Helmholtz-ov oblik jezgra na oblasti

stabilnosti prikazan je na Sl. 6.7. Na osnovu rada Lazar-a i dr. [43], za Helmholtz-ov tip jezgra
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korisc¢ena je vrednost koeficijenta nanoskaliranja 1, =0.39, dok su za bi-Helmholtz-ov tip

Jjezgra koris¢eni koeficijenti nanoskaliranja g =0.318 i w, =0.218.

Na Sl. 6.8'1 6.9 dat je prostorni prikaz uticaja deterministicke komponente pritisne sile
i koeficijenta nanoskaliranja na oblasti stabilnosti viskoelasticne nanogrede.

0.0010
0.0008

Slika 6.8 Oblasti stabilnosti za a) Gauss-ov i b) harmonijski proces u funkciji

deterministicke komponente pritisne sile

000, 1] o TT——— 0.025

|
A | |
r | |
0.025 / ‘ |
/ | 0.020 w
| |
0.020 | 1
| 0.015 |
{ |
¢ 0015 o |
0.010
0.010
0.005 0.005
0,000 :ii‘ S iy gl > 0.0010 0.000 Jet 2 > 0.0010
0.15 \;3: > 0.0008 0.15 0.0008
0.20 0.0006 020 % = 0.0006
: 0.0004
a) =z 0.0002 2 b) 4 0.0002 2
040 0.0000

0.40 0.0000

Slika 6.9 Oblasti stabilnosti za a) Gauss-ov i b) harmonijski proces u funkciji

koeficijenta nanoskaliranja

Moze se zakljuciti da su oblasti stabilnosti vece u slu¢aju Helmholtz-ovog tipa jezgra
za oba procesa. Generalno, efekat nelokalnosti smanjuje oblasti stabilnosti nanogrede.

Kada je pobuda proces realnog Suma, kori§¢enjem istih parametara simulacije kao u

test primeru (6.44), moment eksponenata Ljapunova je dobijen numerickim putem za

razli¢ite vrednosti r, u, 1 # . Oblasti skoro sigurne stabilnosti se nalaze u delu ravni gde je
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moment eksponenta Ljapunova negativan. Ukoliko se zanemari uticaj inercije preseka (r=0),

kod pobude tipa realnog Suma ¢ini se veca greska nego Sto je to u sluCaju procesa koji ne

sadrze beli spektar, $to je ocigledno sa Sl. 6.10. Smanjenje koeficijenta nanoskaliranja g, i

povecanje vremena retardacije # dovodi do znacajnog povecanja oblasti skoro sigurne

stabilnosti, kako je to prikazano na Sl. 6.11 1 6.12.

0.8 4

0.6 |

Ap)

0.4 4

0.2

0.0

-0.2

Slika 6.10 Oblasti stabilnosti za proces realnog suma u funkciji parametra r koji

uzima u obzir uticaj inercije obrtanja poprecnog preseka

4.0
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3.5+
3.0+
254

2.0

A)

o =10 ;1010.35
0
e =10
r=0.1
7 =0.01
#,=03
#,=0.25

Slika 6.11 Oblasti stabilnosti za proces realnog suma u funkciji koeficijenta

nanoskaliranja g,
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254

2.0+
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0.5

0.0
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Slika 6.12 Oblasti stabilnosti za proces realnog Suma u funkciji vremena retardacije g

Kod analize stabilnosti viskoelasti¢éne nanogrede numerickom simulacijom kada na
nju deluju procesi belog i ograni¢enog Suma, potrebno je najpre adaptirati programski kod za
simulaciju ulaznog signala na osnovu definicija ovih procesa datim u poglavlju 5.4.3,
(jednacine 5.110 i 5.113). U cilju poredenja sa rezultatima prikazanim na Sl. 6.10, 6.11 i1 6.12

za proces realnog Suma, moment eksponenta Ljapunova za proces ograni¢enog Suma dat je za
razli¢ite vrednosti parametara nanoskaliranja x, i geometrijskog faktora r (SI. 6.13 i 6.14),
dok je stabilnost nanogrede kada na nju deluje proces belog Suma prikazana za razlicite

vrednosti parametara u, i # (SI. 6.151 6.16).

0.40

0.35 - v=0.5 #=10.32
R o =1
0.30 4 ’ #=03
| 7= 0.003
0.25 | r=0.1 u= 0.27
020
s ] 1=025
0.15 |
0.10 -] #=023
0.05 |
0.00
-0.05 T T T T
5) 0 2 4 6 8 10
p

Slika 6.13 Oblasti stabilnosti za proces ogranicenog suma u funkciji koeficijenta

nanoskaliranja g,
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#,=0.25
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0.05 r=0.01
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-0.05
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Slika 6.14 Oblasti stabilnosti za proces ogranicenog suma u funkciji parametra r koji uzima u

obzir uticaj inercije obrtanja poprecnog preseka
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Slika 6.16 Oblasti stabilnosti za proces belog suma u funkciji parametra n
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6.4 Sistem elasti¢no spojenih nanogreda
6.4.1 Formulacija problema

Razmotrimo sistem sastavljen od dve paralelne, tanke, homogene nanogrede spojene
elasti¢nim slojem ¢ija je krutost K jednaka Winkler-ovoj konstanti u Winkler-ovom modelu
datom u radu Murmu-a i Adhikari-ja [66]. Obe nanogrede su iste duZine i prosto su oslonjene

na krajevima. Nanogrede su izlozene aksijalnim silama F, i F, kao §to je prikazano na Sl.

6.17.
nanogreda |
/// pl'JAHjl'!f;l F'(T')
AN L § VWX, T) ; 5 A
o S5 - . . . . . . r:‘,\ \» o .
1 2 ¢ S O N

7N \ VX1 pu AL E & X

/ nanogreda 2
Y

) A

Slika 6.17. Geometrija sistema elasticno spojenih dvostrukih nanogreda

Na osnovu relacije (3.23), diferencijalne jednacine transverzalnih vibracija sistema

dvostrukih nanogreda su

O°W. oW, oW, — oW,
£{plAlaT21+cla—_l_l+ Fl(t)aT;+ K (W, —WZ)}rElIlTj:O, (6.49)
oW oW oW, — o'W
B{pZAQ = 2 tc, 8T2 +F,(t) o 2+ K(W, —wl)} +E,l, W“Z =0, (6.50)

gde su E;l;, (i=1,2), savojne krutosti nanogreda, a F (t) i F,(t) su vremenski zavisni
stacionarni slucajni procesi.

Na osnovu prosto oslonjenih ivica, grani¢ni uslovi su
oW,
oX?

0, W, =0, =0, (6.51)

X=O =0 82W1=
X =L o X 2

gde je L duzina grede.

Kao i u pomenutoj referenci, pretpostavlja se da su obe nanogrede identi¢ne

A =p A =pA El =El,=EIl ¢ =¢,=¢, (6.52)

ali su aksijalne sile razlicite.
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U cilju dobijanja bezdimenzionih jednacina (6.49) i (6.50) uvodimo slede¢e parametre

T=kt W, =Lw, X=Lx k=L ‘E’IA
(6.53)
w4
25Kt )= F(tz, k=KL (i-12)
PA AL PA

gde su B i K koeficijent prigu$enja i redukovana krutost elasti¢nog sloja, redom, a f, i

f,(t), (i=1,2), su redukovane konstantne i stohasti¢ke komponente aksijalnih sila.

Nakon uvodenja parametara (6.53) u jednacine (6.49) i (6.50) dobija se

ow, o'w,
13{ pe Zﬂ +[f, f(t)] -+ K(w, —w )} i =0, (6.54)

62W oW 62W a4W
'e{ atzz + Zﬁ 81:2 + [foz + f2 (t)]ang"‘ K(Wz _Wl)}_'_ax—f = 0. (6.55)

gde su operatori

o? . o° 0? ga .
L=L, :1—;158)(—2 ili £=2, {“”ny(l“‘?zyj’ #o= i=12. (6.56)

Grani¢ni uslovi (6.51) sada imaju oblik

=0, W, =0,
X=L

X =0 O°W, oW
W, =0, 2 _, 6.57
} ! oX 2 oX 2 (657)

Cilj istrazivanja je ispitivanje skoro sigurne asimptotske nestabilnosti dvostrukih

nanogreda izloZenih vremenski zavisnim stohastickim aksijalnim opterecenjima. Da bi se

ocenila pertubaciona reSenja, neophodno je uvesti meru razlike |||| reSenja u jednafinama

(6.54) i (6.55) u slucaju netrivijalnih i trivijalnih pocetnih uslova. Da bi ravnotezno stanje
jednacina (6.54) i (6.55) bilo skoro sigurno stohasti¢ki nestabilno potrebno je da bude

zadovoljen slede¢i izraz
P{!im||w(.,t)|| —>oo}:1, (6.58)

gde je w = col(w,, w, ) matrica kolone.
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6.4.2 Konstrukcija funkcionala Ljapunova

Prethodno formulisani cilj istrazivanja reSicemo primenom metode funkcionala
Ljapunova. U cilju primene direktne metode Ljapunova, funkcional se moze konstruisati
koris¢enjem Parks-Pritchard-ove metode [36], pri ¢emu ¢emo Koristiti metodologiju
primenjenu u prethodnim poglavljima. Dakle, ako se jednacine (6.54) i (6.55) napisu u
formalnom obliku Lw =0, i uvede operator N koji predstavlja formalni izvod operatora L u

odnosu na 0/ ot kako je to izlozeno u poglavlju 5.1, dobija se

3m
Nw = 2 a\a; . (6.59)
o 2 s pu,|

Integraljenjem skalarnog proizvoda vektora (LWoNW) u cilindricnom prostoru

C =[x:0<x<1]x[0,t] naosnovu jednacina (6.54) i (6.55), jasno je da

(Lw o Nw) dtdx = 0. (6.60)

O Sy
S —

U razvijenom obliku, relacija (6.60) ima oblik

o o'w, | 0Lw,
2!! {{ { 2ﬁ—+[ f(t)] +K(w, —w, )} ~ J( ~ ﬂ.BWj
o*w, ) ~ o*w, | oLw, _
+[£{ = +2ﬁﬁ+[f02 K (w, Wl)}+ & j( e, j}dtdx_o.
(6.61)
Prva dva ¢lana u izrazu (6.61) su
tt(0%Lw, oLw, | oLw,
=2”( 128 )( ﬂﬁw]dtdx_
00 \ Ot a N a (6.62)

zzﬁ [a:;"’iwag‘t"’ij(agtw ,BBWjdtdx+2”,Ba£W(a§tW ﬂﬁwjdtdx

Prvi integral u izrazu (6.62) je

|11=2£i [a;ﬁ;’“ +ﬂagtwi J(agtwi +ﬂ£wijdtdx:_([(a§twi +ﬁ£wij dx, (6.63)

adrugi je
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12=2ﬁ ﬂ%{—+ﬂﬁw jdtd _Zﬁzﬁ%ﬁwidtdwﬂ ﬂ( jdtdx (6.64)

odakle je

1

I, :252J(£Wi )de+2ﬂﬁ(%j2dtdx. (6.65)

0

Konacno, izraz (6.62) ima oblik
1t
=1, + ”(aﬁw ﬁﬁwj dx+2ﬁj Pax+2 ”( jdtdx i=1,2. (6.66)
00

Izraz koji sadrzi konstantnu komponentu sile u (6.61) je

1t 2
1, =2[[f, o Lw, (%+ﬂﬁwjdtdx:
00

ox*
(6.67)
1t 2 1t 2
_2f, ”a LW, OB, oy dx + 2, [ | O B% o, ditlx.
5o OX ot 0o OX
Prvi integral u izrazu (6.67) je
1t A2 1t 2
|21=2fi0”‘3 B;Ni oLw; dt dx =21, [[|— 0 OLw, OLW, | OBW; O7BW: | i
5o OX ot 0o X\ ox ot ox  oxot
t (6.68)
=21, (w’v aBWJ dt —2f,0”a£W o BW' dtclx.
o\ OX OX
Prvi ¢lan je jednak nuli, pa je
toLw,
—f || = | dx. 6.69
0 j ( ~ j (6.69)
Na sli¢an nacin se dobija drugi integral u izrazu (6.67)
1t 2
— '£wdtd X =25 ” (w"’i Lw, —(aﬁwij dtdx =
e ox\  OX OX
. (6.70)

=28 f,oj(ag" Bwj

0

‘ j dt dx = —Zﬂfiojj(éﬁwi Jz dtdx.

dt —Zﬂfmﬁ[ =

0

Kona¢no je
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] dx — Z,Bfioﬁ [%jzdtdx, (6.71)

1
|2:|21+|22 fuoj(
0

pri ¢emu indeks i uzima vrednosti i = 1, 2.

Izraz koji sadrzi krutost Winkler-ovog sloja u (6.61) je

I, = 2ij {(ﬁwl —mz)(agtw +,6£Wj +(Lw, —ml)(agth +/3£WZH dtdx =

6.72)
o LW, OLwW (
= 2K {(Bwl —mz)( ~ L —72)+,B(£Wl — £w, )(Lw, —ml)} dtdlx.
00
Prvi integral u (6.72) je
1t 1
g, = 2K | (ml—mz)(agtwl _okw, jdtd =K (Lw dx, (6.73)
00 0
a drugi je
1t
= 2Kp3 j j 2 dtdx. (6.74)
00
Kona¢no se dobija
1 1t
Iy = Iy + 1y, = K[ (8w, — 2w, Pdx+ 2K B[ [ (Lw 2 dtdx, (6.75)
0 00

dok integrali koji sadrze stohasti¢ke komponente ostaju neizmenjeni.
Integracija poslednjeg ¢lana u (6.61) se mora sprovesti posebno za svaki oblik jezgra.

Za Helmholtz-ov tip jezgra je

e otw, [ ow, ow. T otw, 0w,
=2 L2 Lidtdx+2 Lwe — 12 L {dtdx, (6.76
H _([_(!- aX4 8’[ /uo 8X28t ﬂ.([.of 8X4 i IUO axz ( )

koji nakon parcijalne integracije postaje

1 aZW
" !H ox?

Za bi-Helmholtz-ov tip jezgra je

_ 2w 2 Lt 54w
L1+ dx +2 —L £ w. dtdx. 6.77
J “{ax” ﬂM(M W, (6.77)

‘w, o’w, teo'w
o _2” . ( —(u? ﬂ2)6x26t+uf'u2 o ]dt dx + 2,8!! ~ L didx, (6.78)
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pa se sliénim postupkom kao u slu¢aju Helmholtz-ovog tipa dobija

| s j[( J ﬂl+/¢§{%) y1ﬂ2[84 ]}dx +2 ﬁ v L, w, dtdx, (6.79)

gde je i=1,2.

Zamenom izraza (6.66), (6.71), (6.75) i (6.77) ili (6.79) u (6.61), razdvajanjem
¢lanova u kojima se integracija sprovodi samo po prostornoj promenljivoj X i ¢lanova u
kojima se integracija sprovodi po prostornoj i vremenskoj promenljivoj, relacija (6.61) se

moze napisati u obliku

- ?j—\t/dt =0, (6.80)

V= H{B(% + ,Blwlﬂz ; {B(% + B,W, ﬂz + B (Lew, ) + g7 (Lw, ' +

S ~
[ ——

gde je

, ) (6.81)
_ fo{,e(%ﬂ - foz{ﬁ(%ﬂ + K[ﬁ(wlwz)]z} dx +V,.
OX OX
Za Helmholz-ov i bi-Helmholtz-ov operator, funkcionali V, imaju oblik
j 0? Wl 83wl 0? w2
0 8X3
Veon = IK j W+ 1 )( J ( J (6.82)

o*w, )’ ow, 0w
+( axzzj +(y,f +,uzz)( 6X32j + il 6X42 dx.

Izvod po vremenu funkcionala (6.81) je

v i ow, )|’ oW, ERY L/ 0° W,
E:—zl {B{B(Eﬂ + ﬂ[ﬁ( o ﬂ B R ot By oy — W, +
o*w, | [ ow, o*w. oW,
+ f (t)B( P ] (EJrﬂlW j+ f (t)B( pw ]B(—at +,32W2j+ (6.83)

+K,B[£(W1—w2)]2+,8 % ew, + ﬂ m}d
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Za meru reSenja moze se uzeti |[w|=+V, a funkcional V mora biti pozitivno

definitan. To ¢e biti zadovoljeno ako je

V, + H- fo{ﬁ(%ﬂz -~ fo{ﬁ( a(;“’xz HZ + K[L(w, —w, )]Z}dx > 0. (6.84)

Resenje pretpostavljamo tako da zadovoljava grani¢ne uslove (6.57) u slede¢em

obliku

w6t = 3T, Osingx, w,(xt) =3 T, Osina,x (6.85)

m=1

gde je a,, =Mz, arelacija (6.84) je redukovana na

4 4
{Z_m — faal+ K]Tﬁ —2KT, T, + [g— —fal + Kijm >0, (M=1,23.), (6.86)

m m

gde je

Sy =B ~Lbsal, 8= S~ e sia).  (687)

m

za Helmholtz-ov i bi-Helmholtz-ov tip jezgra, redom.

Pretpostavimo da je

2
f01<z—’“+a—K2, f02<g—m+a£2, (6.88)

Sto uvodi uslov da su grede, razdvojene 1 leze na elasticnom sloju, staticki stabilne. Za
Helmholtz-ovo jezgro, desna strana jednacine (6.88) je ekvivalentna relaciji (40) u radu
Murmu-a i Adhikari-a [68].

Relacija (6.86) je zadovoljena ukoliko je

2 2 2 2
£, —(g—mﬁzJ(fM + f02)+[z—m+£zJ Ko (6.89)

m m m am am

Uvodenjem odnosa aksijalnih opterecenja y = f,/ f, u relaciju (6.89) se posle

jednostavnih algebarskih transformacija dobija

2 2 2
1+ ) " +— |F,/0L- M| +4K
( Z)(Sm anzj \/( ) (Sm ai} bt

2y

f

(6.90)

01(1,2) —

111



Za y =1, sile izvijanja odredene iz relacija (6.90) ekvivalentne su izrazima (36) i (37)

dobijenih od strane Murmu-a i Adhikari-a u [67]. Kriti¢na sila izvijanja je

a; K 2 a,i K ’ 2
(1+;({£m+aéJ—\/(l—;() (ferOtrij +4,K

2y

cr _
fol -

(6.91)

Funkcional Ljapunova je pozitivno definitan ukoliko su deterministicke komponente
aksijalnih optere¢enja manje od kriti¢ne sile izvijanja, tj. ako su stati¢ki uslovi stabilnosti

(6.88) i (6.89) za sistem dvostrukih nanogreda zadovoljeni.

6.4.3 Skoro sigurna nestabilnost
Neka je skalarna funkcija A(t) definisana kao

1dv
St 6.92
V dt (t). (6.92)

Kako je minimalna tacka pojedinac¢ni slucaj stacionarne tacke, moze se napisati
s(V-av)=o. (6.93)

Euler-ove jednacine za varijacioni problem (6.93) glase

(A+2p5)£ ( j + £ Kﬂ,ﬂjtfl(t)axzjwl} 0, (6.94)
2) 2) 82 —
(A+2p)L ( ] Ty Hﬂﬂ+f2(t)—aszwz} 0, (6.95)

L/w + f,(t) 8—22}13@ (%j + /1(2 LD 4 8—4413 +f, 5—2213@ + Kﬁm}
OX ot 19)4 OoX (6.96)
02 '

2ﬁ(§—;£ +f, +f (t) £<2> + Kﬁ‘z)ﬂ w, —K(1+23)£%w, =0,

(ﬂﬂ + f (t)—}ﬁ‘z’( J { (2ﬂ2£‘2) +—£+ f,, 22 L2 4 KB(Z)J+
(6.97)
2ﬂ(5—4£ +f,, —2ﬁ2> f (t) 13‘2’ + KE”H w, — K(1+28)£%w, =0,
OX OX
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gdeje L2 =L£L.

Eliminisanjem vremenskih izvoda promenljivin w, i w,, jednacine (6.94)-(6.97) se
svode na

0? 2) O o)

{(w+ fl(t)—asz(/l,b’B( + fl(t)—axz £ J
_ 2 p(2) o o (2) (2) 6.98
(ﬂ,+2ﬂ{ﬂ{2ﬂ£ to gt fa— s £9 4 KE j+ (6.98)

4 2
42 ﬂ(a_ L+ f ;X S LP 4 f (t) 13(2) +Ke? ﬂ}wl +K(1+28)£%w, =0,

K(4+28)L%w, + {/w + fz(t);(—zzJ[/wﬁ” + 1, (t)aﬁx—zzﬁ”j—

4 2
—(A+ 2ﬂ){z(2ﬂ2£@> + %ﬁ +f, 86—213(2) + KL J +
X

(6.99)
+2,b’(—£ —ﬁ” f (t) 12(2) + Kzz(?-‘)mwz =0.
Uvodenjem resenja (6.85) u jednacine (6.98) i (6.99) dobija se
mZ;{[(}L B-a2f,t)f (4, +2,B)€lm]Tlm ) +K(1, + Zﬂ)ZTZm(t)}z 0
(6.100)

m=1

> {K(ﬂm +2B) T (t) + [(ﬂmﬁ ~ a2 t,©)) = (A +28) o [T (t)}= 0,

gde je

ITI

zim=zm[2ﬁ2+z_;-f0iag+r<j+2ﬂ( . —faal —al f(t)+|<] (i=12). (6.101)

Netrivijalna reSenja funkcija T, (t) i T,,(t) postoje kada je determinanta sistema

(6.100) jednaka nuli, $to vodi do bikvadratne jedna¢ine po nepoznatoj A

B (A +28)" +D,, (A, +28) +D,, =0, (6.102)
gde je

4 4 4
bOm = K(Zﬂz +2§—m— folari - fozarij_'_[ﬂz +Z_m_ folarij[ﬂz +g_m_ f02ar$1J;
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4

b, =| K + A2 +%— foza;j(zﬁz ral @) +

: (6.103)
+{K + +%‘ fmanﬂ(zﬂz +a2 f,0f,

m

b, = (282 + a2 1,(t)f (287 + a2 f,®)).

Resavanjem jednacine (6.102) dobija se

8, F 2 (t) + 2, F2 (1) + (@ F2, 1) — a, F2A () +4K2F2 (©F2 ()
ﬂ’m = 4 4 4 B Zﬂ’
am am am
ZHﬂZ +—£ — folariJ[ﬂz Jr—£ — f02a§J+ K(Zﬂ2 + 2—£ — folaf1 — fozanzqﬂ

m m m

(6.104)
gde je

4

a_ =K+ p° +z_m— foa,  Fo(t)=282+a2f,(t). (6.105)

oi*m?
m

Pri reSavanju bikvadratne jednacine ispred oba korena uzet je znak plus, jer je 4,

realna i pozitivna funkcija.

Resavanjem diferencijalne nejednacine (6.92), moze se oceniti vrednost funkcionala V

%—\: > (mnin A, )V, (6.106)

a nakon integracije relacije (6.106) po vremenu, dobija se

t
V>V, exp {% [min 2, () dr}t. (6.107)
0

Kada su procesi f,(t), f,(t) ergodicki i stacionarni, moze se zakljuciti da je trivijalno

reSenje jednacina (6.54) i (6.55) skoro sigurno asimptotski nestabilno ako je

E{ min (t)} >0, (6.108)

gde E{} oznacava operator matematickog ocekivanja.
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6.4.4 Numericki rezultati i diskusija

Relacija (6.108) pruza mogucnost odredivanja oblasti skoro sigurne nestabilnosti
elasti¢no spojenih nanogreda. Oblasti nestabilnosti sistema dvostrukih nanogreda dobijeni su

za Gauss-ov i harmonijski proces sa uniformno raspodeljenom fazom u opsegu [O, 27:].
Pretpostavimo harmonijski proces f, (t) = A, cos(at +6), gde je faza 0 slu¢ajna promenljiva
aamplituda A, se koristi za sracunavanje varijanse procesa A’ /2.

Najpre, razmotrice se slucaj kada je gornja greda izloZena deterministickim i
stohastickim silama, a donja greda samo deterministickom opterecenju, tj. f,(t)=0 I
f,, #0. Poznavanje funkcije gustine verovatnoée p(f,) procesa f,(t) pruza moguénost
dobijanja preciznijih rezultata, (Kozin [24]). Oblasti nestabilnosti su date u funkciji varijanse
optereéenja 612 , koeficijenta viskoznog prigusenja S, redukovane krutosti elasticnog sloja
K, koeficijenta nanoskaliranja za Helmholtz-ov i bi-Helmholtz-ov tip jezgra, £, i £, i
odnosa intenziteta deterministi¢kih opterecenja y = f, / f_,.

Na Sl. 6.18, 6.19 i 6.20 oblasti nestabilnosti sistema dvostrukih nanogreda date su u
ravni promenljivih varijanse o i koeficijenta viskoznog prigusenja B, a u funkciji
redukovane krutosti elasticnog sloja K, odnosa deterministickih opterecenja y, |

koeficijenata nanoskaliranja za Helmholtz-ov i bi-Helmholtz-ov tip jezgra, £, i £,.

oblast nestabilnosti

Slika 6.18 Oblasti nestabilnosti sistema dvostrukih nanogreda opterecenih Gauss-ovim i

harmonijskim procesom u funkciji krutoststi elasticnog sloja
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oblast nestabilnosti
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0.0 02 04 0.6 0.8 1.0

Slika 6.19 Oblasti nestabilnosti sisiema dvostrukih nanogreda opterecenih Gauss-ovim i

harmonijskim procesom u funkciji odnosa deterministickih komponenti aksijalnih sila
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3.0 A

254
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oblast nestabilnosti

Slika 6.20 Oblasti nestabilnosti sistema dvostrukih nanogreda opterecenih Gauss-ovim i
harmonijskim procesom u funkciji koeficijenata nanoskaliranja

za Helmholtz-ov i bi-Helmholtz-ov tip jezgra

Moze se primetiti da su oblasti nestabilnosti vec¢e za harmonijski nego za Gauss-ov
proces. Na Sl. 6.18 prikazan je uticaj krutosti elasticnog sloja na oblasti nestabilnosti za oba
procesa, a evidentno je da se oblasti nestabilnosti smanjuju kako raste krutost K. Negativna

vrednost y, na Sl. 6.19 ukazuje na to da je deterministicka komponenta koja deluje na donju
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gredu f,, zatezna sila koja smanjuje oblasti nestabilnosti. Uticaj koeficijenata nanoskaliranja

za Helmholtz-ov i bi-Helmholtz-ov tip jezgra na oblasti nestabilnosti prikazan je na

Sl. 6.20. Moze se zakljuciti da su oblasti nestabilnosti vec¢e u slu¢aju bi-Helmholtz-ovog tipa

jezgra za oba procesa. Generalno, nelokalni efekti povecavaju oblasti nestabilnosti sistema

dvostrukih nanogreda.

oblast nestabilnosti

T

Slika 6.21 Uticaj koeficijenta nanoskaliranja za Helmholtz-ov tip jezgra i deterministickih

komponenti aksijalnih sila na oblasti nestabilnosti sisiema dvostrukih nanogreda opterecenih

0.40

Gauss-ovim i harmonijskim procesom

0.35 ;
0.30
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0.20;
0.15
0.10

0.05

oblast nestabilnosti
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0.0

Slika 6.22 Uticaj koeficijenta nanoskaliranja za Helmholtz-ov tip jezgra i krutosti elasticnog

sloja na oblasti nestabilnosti sistema dvostrukih nanogreda opterecenih Gauss-ovim i

harmonijskim procesom
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Na Sl. 6.21 i 6.22 oblasti nestabilnosti sistema dvostrukih nanogreda prikazane su u
ravni varijanse o/ i koeficijenta nanoskaliranja za Helmholtz-ov tip jezgra u, u funkciji
redukovane krutosti elasti¢nog sloja K i deterministickih komponenti aksijalnih optereé¢enja
f,, 1 fy,. Za manje koeficijente nanoskaliranja, uticaj krutosti elastinog sloja na oblasti

nestabilnosti je veoma znacajan, dok je za vece vrednosti zanemarljiv, kao §to je to prikazano

na Sl. 6.21. Sl. 6.22 ilustruje promene oblasti nestabilnosti kada su obe deterministicke

komponente pritisne sile ( f,, =1), kada su jednake nuli i kada su zatezne sile ( f,, =—1), pri

¢emu je f,,=05f,. Za jednake apsolutne vrednosti pritisnih i zateznih sila oblasti

stabilnosti se proporcionalno uvecavaju i smanjuju u odnosu na slu¢aj kada je deterministicka
sila jednaka nuli. Ova konstatacija vazi i za vece vrednosti koeficijenta nanoskaliranja.
Prostorni prikaz uticaja promene odnosa deterministickog opterecenja i koeficijenta

nanoskaliranja na oblasti stabilnosti dvostrukih nanogreda dat je na Sl. 6.23 i 6.24.

a-) - it : b) . \'2‘” oo -
Slika 6.23 Oblasti nestabilnosti sisiema dvostrukih nanogreda za a) Gauss-ov i b) harmonijski

proces u funkciji odnosa deterministih komponenti aksijalnih sila

Slika 6.24 Oblasti nestabilnosti sisiema dvostrukih nanogreda za a) Gauss-ov i b) harmonijski

proces u funkciji krutoststi elasticnog sloja
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Ista analiza se moze izvrSiti i u slu¢aju kada je f,(t)=01i f, #0.
Kada su obe grede optereCene na pritisak stohastickim opterecenjem, razmotrimo
slucaj kada procesi f,(t) i f,(t) imaju normalnu raspodelu. Dvodimenziona funkcija gustine

verovatnoce je u tom slucaju data u Gauss-ovom obliku

2 2
p(f )= > exp[— Wb J (6.109)

2 o 2
7o, o, 20, 20,

gde su o,i o, varijanse procesa f,(t) i f,(t).

Oblasti nestabilnosti u ravni o, o, su date u funkciji redukovane krutosti elasticnog
sloja K (SI. 6.25), odnosa deterministi¢kih aksijalnih opterecenja y (SI. 6.26), koeficijenta
prigusenja £ (Sl. 6.27) i koeficijenta nanoskaliranja r, za Helmholtz-ov tip jezgra (Sl. 6.28).
Na osnovu rezultata prikazanih na Sl. 6.25-6.28 moze se zakljuCiti da porast krutosti
elastinog sloja, deterministickih sila od pritisnih do zateznih i1 koeficijenta priguSenja,
dovodi do smanjenja oblasti nestabilnosti, dok porast koeficijenta nanoskaliranja smanjuje

oblasti nestabilnosti.

oblast nestabilnosti

Slika 6.25 Oblasti nestabilnosti za sistem dvostrukih nanogreda pod dejstvom normalno

raspodeljenih opterecenja u funkciji krutosti elasticnog sloja K
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0.6

0.5+ oblast nestabilnosti ,

Slika 6.26 Oblasti nestabilnosti za sistem dvostrukih nanogreda pod dejstvom normalno

raspodeljenih opterecenja u funkciji odnosa deterministickih aksijalnih opterecenja

oblast nestabilnosti ,

Slika 6.27 Oblasti nestabilnosti za sistem dvostrukih nanogreda pod dejstvom normalno

raspodeljenih opterecenja u funkciji koeficijenta viskoznog prigusenja 8
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Slika 6.28 Oblasti nestabilnosti za sistem dvostrukih nanogreda pod dejstvom normalno

raspodeljenih opterecenja u funkciji koeficijenta nanoskaliranja

za Helmholtz-ov tip jezgra u,
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7. STOHASTICKO USREDNJENJE DRUGOG REDA

Metoda stohasti¢kog usrednjenja ima za cilj da se reSenje stohastickog dinamickog
sistema aproksimira difuzionim procesom Markova. Resenje treba da zadovoljava Ito
stohasticke diferencijalne jednadine pri ¢emu vreme korelacije dovoljno brzo tezi nuli,
odnosno da je poremecaj Sirokopojasni slucajni proces. Ovako formulisana metoda se naziva
usrednjenje prvog reda i pokazala se vrlo korisnom za odredivanje statisti¢kih karakteristika
odziva dinamickih sistema sa nelinearnim prigusenjima. Medutim, kada u sistemu postoje
odredene nelinearnosti vezane za krutost i inerciju, njihovi uticaji se, primenom usrednjenja
prvog reda, gube. Ovakav tip nelinearnosti moze se prepoznati u odzivu sistema ako se
postupak prosiri na usrednjenje viseg reda. Na primer, kada su u pitanju kubne nelinearnosti
potrebno je i dovoljno koristiti usrednjenje drugog reda. S obzirom da usrednjenje drugog
reda zahteva mukotrpna matematicka sracunavanja, primenjuje se samo u neophodnim
slu¢ajevima.

U cilju prikaza ovog postupka posmatrajmo sistem obi¢nih stohasti¢kih

diferencijalnih jednacina oblika

% +o’x =eF (x,%&@1), i=12..,n, (7.1)

gde je &(t) stacionaran Sirokopojasni slucajni proces za koji se moze uvesti norma kao
njegova mera.

Pretpostavkom reSenja sistema (7.1) uvodenjem novih promenljivih a;, X,
1=12,..,nuobliku

X, =8,C08¢, X% =—amsing, ¢=ot+¢, (7.2)

dobija se 2n diferencijalnih jednac¢ina prvog reda po amplitudama i fazama

=-= F {ai cos¢;, —aw; sing, f(t)}sm %

a.i

i @ (7.3)
¢ =-——F, {a cos g, —a,m; sing,, E(t)jcosd, i=12..,n.

i @,
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Radi pojednostavljenja, ograni¢imo se na slucaj sistema sa jednim stepenom slobode
(n = 1). Razvijmo desne strane diferencijalnih jednacina (7.3) u stepene redove po stepenima
malog parametra ¢

a=¢G(a,¢,5(t)=£G,(a,9.5(1)+£°G,(a,4,£(1)+&°Gy(a, 4, E(1) +-, o
1.4

¢=cH(a 4 &0)=cH,(a.9.c0)+ e H,(a,8.50)+ & Hy(a b, £0)+-
Diferencijalne jednacine (7.4) se u literaturi nazivaju standardne asimptotske
jednacine.
U slede¢em koraku uvodimo transformaciju promenljivih radi definisanja ne-

oscilatorne amplitude a*, faznog ugla ¢* ifaznog pomeranja ¢*

a=a*+su(a*¢*)

(7.5)
Q= q)*+gv(a*,¢*),
pri ¢emu a* i ¢* moraju zadovoljiti novi sistem diferencijalnih jednacina
a*= gG*(a*,go*, §(t)) = ng(a*, o*, f(t))+ gZG;(a*,go*, §(t))+ gsG;(a*, o*, §(t))+ T
(7.6)

g*=cH (a* g%, ()= e H, (a%,*,£(t))+ £°H, (a*, ¢*, £(1)) + £°H, (a*, ¢*, E() )+ .

Relacije (7.6) se nazivaju ne-oscilatorne asimptotske jednacine i imaju sli¢an oblik
kao i relacije (7.5). Oscilatorni ¢lanovi u relacijama (7.5) su zamenjeni funkcijama u i v. Ti
oscilatorni ¢lanovi se takode razvijaju u stepene redove po malom parametru &

u(a*,g*)=u,(a* %)+ zu,(@* ¢*)+ s (@% ¢ %)+,
(7.7)

v(a*,g*)=vy(a*, g %)+ v, (@* ¢ %)+ £7v, (a%, %)+ -

U cilju uproscenja analize, postupak se razdvaja na dva koraka. U prvom koraku se ne
ukljucuju oscilatorni ¢lanovi koji se odnose na sluc¢ajnu pobudu, dok se drugi korak bavi

uticajem oscilatornih ¢lanova. Diferenciranjem relacija (7.5) dobijamo

d=a*+¢ a*a—u+(a)+(/)*)a—u :
oa* op*
(7.8)
)=p*+e a*ﬂ+(a)+ *)ﬂ
p=¢ P PV gu

Zamenom relacija (7.6) u (7.8), za slucaj kada je £(t) =0, dobija se
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a:gG(a*,(p*,O)+g{5G*;?u+(a)+gH *)%}:g(;; +&°Gy 4+
+8{8(€G +&°G, +- \G(U i [a)+g(gH +&*H, +- )]6(u e )},
oa* 0g*
(7.9)
¢:5H(a*,¢*,0)+g{&6*%+(a)+gl-l*)%}25H1*+52H;+---+
+g{5(£G +&°G, + \8(V TRt [a)+g(gH +&%H, +- )]ﬁ(v Mt )}
oa* Og*

Paralelno sa razvojem jednacina (7.9) u stepene redove po stepenima malog parametra

g, razvijamo polazne jednacine (7.4) u Tejlorov red, za slucaj kada je &(t)=0. Tada

Ako izjednacimo desne strane jednacina (7.9) i (7.10) izjednacavajuci koeficijente uz

dobijamo slede¢i sistem diferencijalnih jednacina

oG
+EV—

d=eG(a*+eu,g*+&v,0)= {G*(a* ¢*,0)+ gu%

(7.10)

oH|

¢=8H(a*+gu,¢5*+gv,0) {H *(a* 0%, O)+ guaa—l;l| +ev—

iste stepene malog parametra ¢, dobijaju se sledece relacije:
1. Jednacine prvog reda (koeficijenti uz &) su
62 (%, 0%,0)+ 025 @8 G (x4 0)
1 ’¢ ’ a¢* - ) ' y
(7.11)
* ov, (a*,¢*)
Hl (a*,(/)*,0)+ O)T = Hl (a*,¢*10).
Resavanjem ovih jednatina mozemo odrediti nepoznate funkcije u,(a* ¢*) i

v, (a*,4%*).

2. Jednagine drugog reda (koeficijenti uz £°) su

St o, +G, o, +H; Uy _ )| +u1ﬁ +v 166
op* oa* op* oa
(7.12)
H;+a)%+G* Ny M M,

L L =H,| +u,—*
og*  toa* T og* | ' a
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ResSavanjem ovih jednafina mozemo odrediti nepoznate funkcije uz(a*,¢*) i
v, (a*,¢%).

U jednacinama (7.11) 1 (7.12) funkcije Gi*(a*, *,0) i Hi*(a*, *,O) su izjednacene sa

. L . . N . ou; . : .- . .
ne-oscilatornim ¢lanovima. Diferencijalni ¢lanovi tipa @w—- | @—>= su izjednaceni sa

o>  og*

oscilatornim &lanovima u svakoj od jedna¢ina. Oscilatorne funkcije u,(a*,4*) i v,(a*,4*) se

dobijaju integracijom izraza ouy [ % Prema izrazima (7.11) sledi da je

G, (a*,¢*,0) = ne - oscilatorni ¢lan funkcije G, (a*,¢*,0)
(7.13)
H, (a*,¢*,0)= ne - oscilatorni ¢lan funkcije H, (a*,¢*,0)
u,(a*,¢*)= éj{oscilatorni ¢lanovi funkcije G, (a*,¢*,0)}dg*+g,(a*),
(7.14)

v, (a*,¢*)= éj{oscilatorni ¢lanovi funkcije H, (a*,¢*,0)}dg*+h, (a*)

gde su g,(a*) i h(a*) integracione konstante koje se odreduju tako da ne-oscilatorna
amplituda bude jednaka punoj amplitudi odziva osnovnog harmonika cos¢g*. Ovo se
obezbeduje zamenom oscilatornih funkcija ul(a*,;/ﬁ*) v, (a*,¢*) u jednacine (7.2) ukupnog

odziva sistema

X(t) = a(t)cos g(t) = (a*+eu, +---)cos(g*+ev, +---)=
. (7.15)
= a*cosg*+e(Uu, Cosg*—v,.a*sing*...)+-..

* . *
1 I

Ne-oscilatorne funkcije viseg reda G, (a*,*,0) i H/ (a* ¢*0) i oscilatorne
komponente viseg reda u,(a*,4*) i v,(a*,¢*), i=2,3,...,n, se odreduju na analogan nagin.
MozZe se uociti da izrazi na levoj strani relacija (7.12) zavise od prethodno sracunatih veli¢ina

iz (7.11). Clanovi na desnoj strani jedna¢ina (7.12) su odredeni na osnovu koeficijenata

standardnih asimptotskih jednacina (7.4) gde je zamenjeno &(t) =0.
IzloZeni postupak kada je &(t) =0 predstavlja prvi korak. U drugom koraku uzima se

U obzir uticaj ¢lanova pobude. Ovo se izvodi tako $to se zameni transformacija (7.5) u

¢lanove pobude i svaki ¢lan se razvije u stepeni red po malom parametru &. Dobijene

komponente pobude se pridodaju odgovaraju¢im komponentama funkcije G, (a*, o*, O) i

H. (a*,¢*,0), uz iste stepene po ¢.
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U brojnim istrazivanjima stabilnosti diskretnih i kontinualnih stohastickih sistema
koeficijent priguSenja, bilo spoljasnjeg ili unutraSnjeg, je bila konstantna veli¢ina. U
realnosti, koeficijent priguSenja je promenljiva veli¢ina, odnosno u opStem slucaju to je
vremenski zavisna sluCajna funkcija. Za diskretne sisteme sa vremenski promenljivim
viskoznim prigu$enjem Ariaratnam i Ly [68] i Ariaratnam i Xie [69] su odredili granice skoro
sigurne stabilnosti kada su poznate statistiCke karakteristike spoljasnjeg procesa i procesa
koeficijenta viskoznog prigusenja.

U cilju konkretnog prikaza stohastickog usrednjenja drugog reda razmotricemo
sledeci primer.

Posmatrajmo kontinualni dinamicki sistem koji zauzima ograni¢en prostor Q sa
definisanom  granicom C u  jednodimenzionalnom,  dvodimenzionalnom ili
trodimenzionalnom prostoru {x} Ozna¢imo sa w(x,t) pomeranje sistema u odnosu na

ravnotezno stanje, koje ¢emo, radi jednostavnosti, uzeti da je w(x,t) =0.

Neka je dinami¢ko ponaSanje sistema opisano linearnom parcijalnom

diferencijalnom jedna¢inom oblika

o*w ow o'w oO*w
- +2[az+\/Eg(t)]§+¥+[fo+\/zf(t)]azz ~0. (7.16)

Vrednosti o 1 f, u jednacini (7.16) su pozitivne konstante, a funkcije g(t) i f(t)
predstavljaju Sirokopojasne stacionarne procese sa nultom srednjom vredno$¢u. Stohasticka
diferencijalna jednacina (7.16) opisuje transverzalne oscilacije tanke elasticne grede
pritisnute vremenski promenljivim aksijalnim silama, koja se nalazi u polju spoljasnjeg
viskoznog prigusenja. Greda je slobodno oslonjena na svojim krajevima, pa su homogeni

vremenski nezavisni granic¢ni uslovi oblika

z=0 o’w(z,t)

}, w(z,t)=0, ————==0. (7.17)
oz

Radi diskretizacije diferencijalne jednacine (7.16) razmotrimo transformaciju u prvom

modu pretpostavljajuci resenje u obliku
w(z,t) =q(t)sinzz. (7.18)

Zamenom pretpostavljenog resenja (7.18) u (7.16) dobija se stohasti¢ka diferencijalna

jednacina drugog reda oblika

() + 2ax (1) + & [L- Ve & (D]a(t) + s, &, (A1) =0, (7.19)
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gde je wf =7* —x*1,, afunkcije & (t) i & (t)

EO=2510. &0 :wig(o. (7.20)

su korelirani Sirokopojasni stacionarni stohastic¢ki procesi sa nultim srednjim vrednostima.
7.1 Stohasti¢ko usrednjenje prvog reda

U cilju koris¢enja metode stohastickog usrednjenja zamenom novim promenljivim

a(t) i d(t) primenjuje se sledec¢a transformacija
q(t) = a(t)cos d(t), q(t) = —a(t)w, sin d(t)q(t), (7.22)
gde je @(t) = w,t + o(t) .
1z jednacdine (7.21) se dobija
a(t) cos d(t) —a(t)e(t) sin d(t) =0, (7.22)
Zamenom (7.21) u (7.19) dobija se

a(t)sin d(t) + a(t)e(t) cos d(t) = —2ax a(t)sin d(t) —

—Jewy& (t)a(t) cos D(t) — Vew, &, (t)a(t) sin d(t). (7.23)

Resavanjem diferencijalnih jednac¢ina (7.22) i (7.23), P(t) i ¢@(t) se mogu resiti i

napisati u standardnom obliku

P(t) =FO (P o, t) + Ve[FO (P.g, &, 1) + FL (P, 0, &,.1)],
(7.24)

() = eFO (P o) + Va2 (Pp, &, ) + B (P, £,,1)
gde su
P(t) = a(t)”
FO(P,p,t) = —2apPsin’®, F2(p,t) = —asin 20,

w, pP
2

Fl(ll)(P:(Da él’t) == §18in 20, Fl(zl)(Py(D' é:z’t) =—w, pPS, sinZCI), (7.25)

), .
FY (P60 =—o&0s @, FR(p.6,) =0 &, sin 20,
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Pretpostavimo da su &, (t) i &,(t) stacionarni Sirokopojasni slucajni procesi sa nultom
srednjom vredno$¢u i korelacionom matricom [K; ()], i, j=1,2. Ako su koeficijenti u
jednacinama (7.24) dovoljno glatki procesi, & (t) i &,(t) imaju dovoljno dobre zajednicke
osobine, a njihova korelaciona matrica [K;(t)] dovoljno brzo opada kada z-—oo, tada

postoji grani¢ni difuzioni proces Markova kada & — 0, §to se moze opisati poznatim It6

stohastickim diferencijalnim jedna¢inama

dP(t) = em, +/e5,,dB, (t) + Ve a,,0B, (1),
(7.26)

dp(t) = e, +e5,,dB, (t) + Ve &,,dB, (1),
gde su By(t) i B,(t) dva procesa Brown-ovog kretanja. Primenom operacije usrednjenja, P(t) i
o(t) se direktno zamenjuju sa P(t) i @(t). Elementi vektora prenosa m,, m, i difuzione
matrice b(P,») =o(P,»)s’ (P,p) dati su u skladu sa graniénom teoremom Khasminskii-og

slede¢im izrazima

m, = IIm { (1)(P go,t)+zz J{ﬁFlﬁl)(P IO FOP,p, & t+1),t+1)K, (7)

k=L 1=1
Fl(kl)(P ?,¢(1),1)
op

FV (P, & (t+12),t+ 1)K, (r)}dr}dt,

3

(3]
m, = I{ (P, ¢,t)+ZZ I[aF” B2e O o p,p.e @ +0),t+ K, () +

k=1 1=1 o

L R (P & (0).1)
op

(7.27)

FOP, &t +1),t+17)K, (T)i|d r}dt,

T > o1

b; =lim = {iZZ:F,S)(P 2.5 ODFP (P, & (t+7),t+ 1)K, (r)}dt

o(P.p)=l5,], i =12

Tako, zamenom relacija (7.25) u sistem (7.27) i nakon primene grani¢ne teoreme

Khasminskii, dobijaju se slede¢i koeficijenti prenosa i difuzije M, M, D11, D12 b1 1022

M, =—pPa+ Pt {%2 S, (0)+ %[gl(z%) +5,(20,) - 2\1112(2@0)]} ,
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& Paw?p
m, = 8 [lpl(zwo) +¥,(2w,) - 2512(2600)] , by=b, = 4 S;,(0), (7.28)

4

2
— ,
b,=P?p°b,,, b,, =?°[Sl(2a)o) +S,(2w,) +2S,(0) - 2¥,,(2m,)],

gde su S(w,) i Y¥(w,) sinusne i kosinusne spektralne gustine procesa & (t) i &,(t) date

relacijama

S,(@,) = [ Ky (r) cos yrdr, S, (@) = [ Ky, (7) cos myrdr,
- (7.29)

S1,(@,) = [ Ky, (r) cos wprdr, Wy, (@p) = - [ Ky, () sin g dr.

Ocigledno je da promenljiva P ne zavisi od @, pa se prva jednacina sistema (7.26)
moze reSiti nezavisno. Na osnovu osobine Brown-ovog procesa jasno je da su matemati¢ka
oc¢ekivanja drugog i tre¢eg ¢lana u jednacini (7.26) jednaka nuli.

Odredivanjem matematickog ocekivanja obe strane prve jednaéine u relacijama (7.26)
dobija se

p+2
16

dE[P (t)]= ep(-a + & {gsz (0) + [S,(2w,) + S, (2w,) 2‘P12(2a)0)]}>E[I5]dt. (7.30)

Iz izraza (7.30), a na osnovu njegove definicije, moment eksponenta Ljapunova za

usrednjeni sistem je

. log E|P(t 2
A(p) = lim M — -+ {gsz 0)+ %[sl(z%) +8,(2m,)— 2‘P12(2a)0)]}>, (7.31)
a eksponent Ljapunova ima oblik
2
A= d’;—ép) = g{— o+ %0[81(2@0) +S,(2w,) - 2\1112(2@0)]}. (7.32)
p=0

Granice skoro sigurne stabilnosti i stabilnosti p-tog momenta odredene susa A =0 i
A(p)=0, redom.

7.2 Stohasti¢ko usrednjenje drugog reda

U cilju dobijanja bolje aproksimacije mozZe se primeniti stohasti¢ko usrednjenje

drugog reda i dobijeni rezultati porediti sa rezultatima dobijenim usrednjenjem prvog reda.
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Funkcije F® i F® sadrze proizvode sinusnih i kosinusnih funkcija sa faznim uglom ®(t)

pa predstavljaju oscilatorne c¢lanove. Takve funkcije sa viSestrukim faznim uglom
predstavljaju izrazite oscilacije ili vise harmonike u resenju za sporo promenljivu amplitudu i
fazno pomeranje. Kada se prouc¢ava samo stacionarni odziv, oscilacije sa vi§im frekvencijama
imaju lokalizovano dejstvo i ne uti¢u znacajnije na usrednjeno ponasanje sistema u dugom
vremenskom intervalu. Prema tome, oscilatorni efekti se mogu eliminisati, a diferencijalne

jednacine kretanja uprostiti uvodenjem transformacija

P(t)=P(t)+¢R(P,2.1),
- (7.33)
pt) = (t) +ep,(P,0,1),

gde su P(t) i @(t) velicine dobijene usrednjenjem prvog reda. Diferenciranjem jednacine

(7.33) u odnosu na vreme t dobija se

{?(t)} APl 2 (7.34)
P(t) @ op
ot
gde je
1+ 58—% 56—%
A= . oP Gg (7.35)
W1y gi_l
oP op
Lako se odreduje inverzna matrica
Al = ? | 7.36
o 00 v
oP op

) FO - =2 E® L E®
Ploaas) ol panftFe
7 O — % Fy+F;
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w R __P_l(plm ﬁpj oR ( FO 8%}
1
ot 2| OP ot
=& +& +
© op, _a_(ﬂl(F(l)_@P] %( =e 5(01)
oR
21 |:(1)+|:(1) |:(1) F(l)
\/;{Fl(ll) + Fl(zl)} % P ( 11 12 ) (D( 21 22 )
Er=e)
Py +Fy; _g_(g(pl(ln FE9)- 2B (Fo L r0)|
odnosno krace
—_ * Ak * * 3 ok ok
N
Q Fz Fz I:21 + Fzz F21 + Fzz
gde je
= —20pP sin? 5—%, F, =—asin 25—%, D) =t +(t),
ot ot
F~ = _oR F - a_@ F,” — 2apP ¢, sin 2® — 2apP, sin’ @,
oP 09
F, = —6—% F —a—gil F, —2a¢, c0s20,
oP 0p
F,=- a)OZpP £ sin2®, F, =—w,pP&, sin® @,
F =-w& 082D, F, =—% £,sin 20 (7.39)
F, = ZE F- 23 >, — (e, PP ¢, cOS 2 + Op —01sin 2d) &,

- oP, oP,

F, = 8Pl R - 6(2 Fy = (@, PP ,5in 20 + 0, pPR, sin” @),
o 0@ op 0Py = 0@y _« D
Fpy =— 5Pl Fi- 8(; Foi + 0y 8in20¢,, Fy, = _a_F_’l F., _6_@1 Fyo — 0y, COS 20 G,

Clan prvog reda u prvoj jednaéini sistema (7.38), ozna¢en sa F,", nakon usrednjenja

treba da bude jednak rezultatu dobijenom usrednjenjem prvog reda. Stavljanjem da je F’

usrednjena vrednost deterministickog uslova u P u prvoj jednacini sistema (7.24)
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T oo

R B
= =||m?.([F1 dt, (7.40)

dobija se
P = PP sin2a, (7.41)
2w,
Sli¢no se dobija da je
a J—
o= cos 2d. (7.42)
2w,

Zamenom jednacina (7.41) i (7.42) u (7.39) prethodno prikazani metod stohastickog
usrednjenja se moze primeniti na jedna¢ine (7.38). Na osnovu istog postupka usrednjenja,
dobija se usrednjeni oblik jednacina (7.38)

dP(t) = m; +0,,0B, (t) +7,,0B, (1),
(7.43)
A (t) =M, + 53,08, (1) + 57,08, (1),

gde su ¢lanovi viseg reda zanemareni i gde su koeficijenti prenosa i difuzije dati slede¢im

relacijama
m, =em +&° p(p8+ 2) Paw,S,,(2w,), M, =¢m, +& ag)o ¥, (2aw,),
b, = ey, + & PP aa, S,(2w,), b,=b =db,+é& PP aw, s,(0),
b, = éb,, + &2 %[2512(0) +5,2a,)], (7.44)

b'(P.2)=lb;] =o"(P.2)s" (P.5), o (P.9)=l5;], i,i=12

Srac¢unavanjem matematickog ocekivanja obe strane prve jednacine iz sistema (7.43)

dobija se

dE[ﬁ(t)]z<—epa+spw§{§sz(0>+ plgz[81(2%)+sz(2wo)—2%2(2wo)]}>+

(7.45)
+&° w aw,S,,(2w,)) E[F_’]dt.
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Kao u slucaju stohastickog usrednjenja prvog reda tako i za stohasticko usrednjenje

drugog reda dobija se moment eksponenta Ljapunova

A(p) = ep({-a + a’g {g S,(0) + plLGZ [81 (2w,) +5,(2w,) - 2T12]}> +

(7.46)
42 p(p8+ 2)

a5, (2ax,),

dok je eksponent Ljapunova za usrednjenje drugog reda

L dA(p)
dp

aw,

2 S,,(2m,). (7.47)

2
= 8{— o+ % [Sl (2w,) +S,(2w,) - 2'¥,, (20)0)]} +&°
p=0

7.3 Oblasti stabilnosti

U radu Kozica i dr. [18] analizirana je stabilnost sistema (7.16) kada su parametarkse
pobude f(t) i g(t) sirokopojasni stohasticki procesi sa konstantnim spektralnim gustinama.
Koris¢enjem transformacije Khasminskii, jedna¢ina (7.16) je konvertovana u It
diferencijalnu jednacinu i dobijeni su uslovi stabilnosti za razli¢ite vrednosti konstantne
pritisne sile i koeficijenta prigusenja primenom perturbacione metode. U cilju poredenja sa
rezultatima datim u referenci [18], uzeCemo da su f(t) i g(t) procesi belog Suma sa

autokorelacionim funkcijama koje su date izrazima

Ry (t,.t,) = E[f (t,) f (t,)]= 465, 5(t, —t,) =85 (t, —t,) = o25(t, - 1,),

(7.48)
Ry (tt) = E[0(t)a(t,)]= 7 *S,8(t, —t,) = 95 (t, ~t,) = o35 (t, —t,).
Uzajamne korelacione funkcije procesa & (t) i &, (t) su
R. (t,t,) = E[& (0)& 1)) =S8, - 1),
Res, (tt;) = E[&, (6)&, (t,)] = S,6(t, -t,), (7.49)

R§1§2 (t,.t,) = E[gl(tl)gz (tz)] =S,0(t, —t)) = pyS,S,5(t, —-t,),

gde je 0<p<1 Kkoeficijent korelacije. S obzirom na izraz (7.20), kosinusne spektralne

gustine procesa &, (t) i &,(t) su

O (o} O:0
S,=—=, S,=—%, S,=p—=. (7.50)
a an, av,
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Na osnovu dobijenih rezultata za eksponente Ljapunova pri stohastickom usrednjenju
prvog i drugog reda, kazemo da je sistem asimptotski stabilan kada je eksponent Ljapunova
negativan. Iz izraza za eksponent Ljapunova dobijen stohastickim usrednjenjem prvog reda

(7.32) granice oblasti skoro sigurne stabilnosti sistema su date relacijom

o < a)o,/8§—0'gz, (7.51)

gde je ¢ =¢ea. Istim postupkom, na osnovu izraza (7.47) za eksponent Ljapunova odreden

stohastickim usrednjenjem drugog reda granice oblasti skoro sigurne stabilnosti su odredene

izrazom

o <L po, +4 Bl +(2p? —ad)ol. (7.52)

Ocigledno, da kada je koeficijent korelacije p =0, procesi f(t) i g(t) su medusobno

nezavisni, a uslov (7.52) se svodi na relaciju (7.51). U tom slucaju, granice skoro sigurne

stabilnosti dobijene stohastickim usrednjenjem prvog i drugog reda su jednake. Za p =0

procesi f(t) i g(t) su korelirani, a granice skoro sigurne stabilnosti (7.52) najmanje opadaju za

p=1. Granice skoro sigurne stabilnosti ¢e se porediti sa rezultatima dobijenih
perturbacionom metodom u referenci [18] za isti sistem. Imajuc¢i u vidu rezultate date u
referenci [18] (jednacina (45)), gde je izvriena smena @’ =@ —¢?, odredujemo granice

skoro sigurne stabilnosti sistema (7.16)

o\ < \8¢w¢ —wic? —8L° (7.53)

U cilju poredenja, na Sl. 7.1 prikazane su oblasti stabilnosti dobijene postupkom
stohasti¢kog usrednjenja prvog i drugog reda i na osnovu rezultata dobijenih perturbacijom
prvog reda u referenci [18] (jednacina (42)) za razliite vrednosti . Moze se primetiti da su
krive koje odreduju granice stabilnosti vrlo bliske za male vrednosti koeficijenta prigusenja ¢
Takode, na Sl. 7.1 je jasno da je uslov stabilnosti dobijen stohastickim usrednjenjem drugog
reda najstrozi.

Na Sl. 7.2 poredeni su rezultati stabilnosti p-tog momenta dobijeni stohasti¢kim
usrednjenjem prvog i drugog reda u jednacinama (7.30) i (7.46) sa rezultatima u referenci
[18] (jednacina (48)) za razlicite vrednosti stepena norme p. Moze se videti da su granice
stabilnosti uze za vece vrednosti p. Takode, Sl. 7.2 ukazuje da metoda stohastickog
usrednjenja drugog reda ne poboljSava znacajno tacnost aproksimacije tako da su rezultati

dobijeni usrednjenjem prvog reda potpuno prihvatljivi u inzenjerskim aplikacijama.
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Slika 7.2 Poredenje granica stabilnosti p-tog momenta u funkciji koeficijenta prigusenja ¢ za

razlicite vrednosti parametra p: a) p=1, b) p=2ic) p=4
7.4 Numericko odredivanje p-tog momenta eksponenta Ljapunova

Numeri¢ko odredivanje momenta eksponenta Ljapunova koriS¢éeno je u cilju
verifikacije prethodno dobijenih analitickih rezultata. Numericka procedura se zasniva na
razvoju tacnog reSenja Itd stohastickih diferencijalnih jednacina u funkciji jednakih
vremenskih koraka h i malog parametra ¢, kao $to je prikazano u radu Milstein-a i Tretyakov-a
[70]. Vektor stanja sistema (7.19) je napisan kao sistem It6 stohastickih diferencijalnih
jednacina u obliku

dx, = @, Xx,dt,
(7.54)

dx2{—a)oxl—g(za—g)}dnf\/—xdw(t) Ve Jyx,aw, (t),

gde je X, = q(t), X, = (t) , W (t) i W,(t) su standardni Wiener-ovi procesi, a £ i 7
[0

o 20
se mogu odrediti na osnovu izraza (7.48). Za numericko odredivanje reSenja stohasticke
diferencijalne jednac¢ine kori$¢ena je metoda Runge-Kutta sa greskom R =O(h*+&*h).
Interval diskretizacije je [t,,T]:{t.:k=0,1,23,...,N;t, <t <t, <---<t, =T}, a vremenski
korak je h=t,,; —t, . Metoda Runge-Kutta za (k+1) vektor stanja X = (X;,X,) je

x4 = xO (RO 1+ JeRY + RP) + x8 (RY +VeR,” + RY),

(7.55)
XY = xO(RY +eRY + RP) + P (R +/&R,," + RY),
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gde je

h’w? h'aw! E) h h®w? 4
(0) —1- 0 0 @ _ h3/2 S o 2 2 _ " %o _
R, 5 + Y R {\/ﬁ(ﬂ"'zj*‘G\/?’é’wo} R 3 (a 4)

h?w? h
RY = hcoo[l— o ] RY = hg’zw{gﬁé—ﬁ[mgﬂ ,

2_2
RY = —hza){l— N, ](a—z) (7.56)

9 4

Jh h’w}
RY =R, RY =" (g 1-" g0+ S| RE —RE,
0

e L R ]
h2

() o, Y
R? = _h?m,(1—- —2 ) —2),
22 @, ( 9 N 4)

a slu¢ajne promenljive & i 7 su simulirane na slede¢i nacin

P(§=—1)=P((§=1)=%, P(n=_T12j=P(n=%j=%- (7.57)

Odredivanjem L reSenja stohastickih diferencijalnih jednacina (7.54) p-ti moment se

moze odrediti na sledeéi nacin

Ex el = LXK Cls X o) =X T X 6] (759

Mote Carlo metodom mozemo numericki sra¢unati p-ti moment eksponenta

Ljapunova definisan izrazom
1 p
A(p) = ?Iog me M) ] (7.59)

Na Sl. 7.3 i 7.4 prikazano je poredenje aproksimativnih analitickih rezultata za
moment eksponenta Ljapunova dobijen stohastickim usrednjenjem prvog i drugog reda,
rezultata prve perturbacije u referenci [18] (jednacina (30)) i numeri¢kih rezultata dobijenih

Monte Carlo simulacijom za razli¢ite vrednosti o,, o, 1 £ . Broj realizacija uzorka u Monte

g

Carlo simulaciji je L=4000, vremenski korak integracije je t=0.00005 [s], a ukupno vreme
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trajanja simulacije je T=0.5 [s]. MozZe se zapaziti veoma dobro poklapanje rezultata dobijenih
metodom stohastickog usrednjenja prvog reda i rezultata dobijenih Monte Carlo metodom za

male vrednosti o,, o, i ¢, tj., za slabiji intenzitet Sumova. Takode, i na ovim slikama je

g H
pokazano da metoda stohastickog usrednjenja drugog reda ne poboljSava znacajno tacnost
aproksimacije tako da se opet moze izvesti zaklju¢ak da su rezultati dobijeni usrednjenjem

prvog reda potpuno prihvatljivi u inzenjerskim aplikacijama.

5 52
_ o
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Slika 7.3 Varijacija momenta eksponenta Ljapunova u odnosu na p za razlicite

vrednosti intenziteta procesa o, :a) o, =1,b) 0,=4 i 0,=8
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Slika 7.4 Varijacija momenta eksponenta Ljapunova u odnosu na p za razlicite vrednosti

intenziteta procesa o, :a) 0,=08,b) o, =1 i 0,=12

Rezultati iz ovog poglavlja objavljeni su u radu [71].
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ZAKLJUCAK

U ovoj disertaciji detaljno je obradena i anlizirana dinamicka stabilnosti elasti¢nih i
viskoelasticnih mehanickih sistema i1 nanostruktura pod dejstvom slucajnih poremecaja.
IzlozZeni rad se sastoji od sedam poglavlja.

Prva Cetiri poglavlja predstavljaju uvodni deo rada.

U prvom poglavlju dat je osvrt na prethodna istrazivanja u analizi stabilnosti
mehanickih sistema pod dejstvom sluc¢ajne pobude, date su osnovne definicije stabilnosti
kontinualnih sistema kao i neke od metoda za njihovo odredivanje (metode funkcionala
Ljapunova, eksponenta Ljapunova metodom stohastickog usrednjenja i momenta eksponenta
Ljapunova metodom regularne perturbacije).

Drugo poglavlje se bavi osnovama viskoelasticnih materijala. Ovde su prikazani
najcesce koris¢eni modeli zasnovani na kombinaciji elasti¢nih i viskoznih osobina materijala.
Kombinovanjem elastiénog (Hooke-ovog) i viskoznog (Newton-ovog) reoloskog modela
prikazani su Voigt-Kelvin-ov, Maxwell-ov, generalisani Maxwell-ov, Zener-ov i
troparametarski modeli materijala.

Trece poglavlje opisuje nelokalnu teoriju elasti¢nosti tela kao i neke od nelokalnih
teorija greda. Polaze¢i od poznatih relacija iz klasi¢ne teorije elasti¢nosti (Navier-ovih
jednacCina kretanja deformabilnog tela, geometrije linearne deformacije tela izrazene preko
komponenata tenzora deformacije i generalisanog Hooke-ovog zakona) i uvodenjem
dopunske Eringen-ove jednacine veze izmedu lokalnog i nelokalnog napona prikazana je u
kratkim crtama nelokalna teorija elasti¢nosti. Pretpostavljaju¢i funkciju jezgra kao Green-ovu
funkciju, integralna veza izmedu lokalnog i nelokalnog napona predstavljena je u
ekvivalentnoj diferencijalnoj formi, gde je diferencijalni operator Helmholtz-ovog ili bi-
Helmholtz-ovog tipa. U ovom delu prikazane su nelokalne teorije Euler-Bernoulli-jevog,
Timosenkovog i Reddy-jevog modela grede.

Cetvrto poglavlje bavi se sludajnim procesima kao i osnovnim statistickim
definicijama srednjih vrednosti ovih procesa (funkcija raspodele verovatnoce i1 funkcija

gustine raspodele verovatnoce, matematicko ocekivanje 1 statisticki momenti, korelacione
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funkcije i funkcije spektralne gustine). Posebna paznja je posveéena ergodickim sluc¢ajnim
procesima, a detaljnije su opisani slu¢ajni procesi koji predstavljaju pobudu sistema za koje je
vrSena analiza stabilnosti u daljem radu (Sirokopojasni procesi tipa belog, realnog i
ograni¢enog Suma) kao i metoda usrednjenja stohasti¢kih diferencijalnih jednac¢ina. Od
procesa koji nemaju beli spektar prikazani su Gauss-ov i harmonijski proces.

U petom poglavlju, koriS¢enjem direktne metode Ljapunova i1 metode eksponenta
Ljapunova, a na osnovu Euler-Bernoulli-jeve teorije greda analizirana je stabilnost sistema
viskoelasti¢nih dvostrukih greda pod dejstvom aksijalnih optereéenja. Grede su medusobno
spojene Winkler-ovim elasti¢nim slojem, a aksijalne sile koje deluju na njihovim krajevima
sastoje se od deterministickog dela 1 vremenski zavisne stohasticke funkcije. Uslovi skoro
sigurne stabilnosti odredene su za procese koji ne sadrze beli spektar (Gauss-ov i harmonijski
proces) i za Sirokopojasne procese tipa belog, realnog i ograni¢enog Suma.

Numericki rezultati za procese koji nemaju beli spektar su dobijeni zamenom
nesvojstvenih integrala sumom proizvoda koeficijenata Gauss-ovih kvadraturnih formula i
veli¢ina poditegralne funkcije sracunate u nulama ortogonalnih polinoma. Za slu¢aj Gauss-
ove raspodele gustine verovatnoc¢e procesa primenjene su odgovarajuée kvadraturne formule
pri ¢emu su koriS¢ene nule Hermite-ovih polinoma. U slu¢aju harmonijske raspodele gustine
verovatnoce koriéene su nule Cebisevljevih polinoma.

Oblasti skoro sigurne stabilnosti dobijene su u funkciji vremena retardacije, savojne
krutosti, modula krutosti Winkler-ovog elasticnog sloja, intenziteta deterministi¢kih
komponenti aksijalnih opterecenja i parametara stohasti¢kih procesa.

U slucaju kada je gornja greda optere¢ena deterministickim i stohasti¢kim silama, dok
je donja podvrgnuta samo deterministicCkom optere¢enju, oblasti skoro sigurne stabilnosti
date su za Gauss-ov, harmonijski i procese koji imaju beli spektar. Zaklju¢eno je da se
smanjenjem savojnih krutosti nosac¢a smanjuju oblasti stabilnosti. To smanjenje je izrazenije
kada se smanjuje savojna krutost nosaca koji je podvrgnut dejstvu stohastickog poremecaja.
U slucaju kada se menja krutost Winkler-ovog elasti¢nog sloja sraCunavanja su izvrSena kada
su deterministi¢ke komponente aksijalnih sila jednake nuli. Pove¢anjem krutosti elasti¢nog
sloja uvecavaju se oblasti stabilnosti. To uvecanje je izraZenije kada je krutost sloja manja, a
sa povecanjem krutosti sloja tendencija uvecanja oblasti stabilnosti drasticno opada.
Konstantna zatezna sila na donjoj gredi povecava oblast stabilnosti, ali to povecanje nije
srazmerno smanjenju oblasti stabilnosti kada ova sila ima pritisni karakter. Treba naglasiti,
kada procesi ne sadrze beli spektar, oblasti stabilnosti su vece za Gauss-OV nego za

harmonijski proces.
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Kada su obe grede stohastiCki opterecene, u slucaju procesa koji ne sadrze beli
spektar, uzeto je da procesi fi(t) i fo(t) imaju normalnu raspodelu sa koeficijentom korelacije
jednakim nuli. Oblasti stabilnosti su prikazane u ravni disperzije slucajnih procesa pri ¢emu
su deterministiCke komponente pritisnih sila jednake nuli. Zaklju€eno je da porast vremena
retardacije i krutosti greda vodi do znaCajnog porasta oblasti stabilnosti, a da porast krutosti
Winkler-ovog sloja izaziva ograni¢eno povecanje oblasti stabilnosti.

Kada su aksijalne sile sirokopojasni procesi, tada funkcije fi(t) i fo(t) predstavljaju
procese belog, realnog i ograni¢enog Suma. U slucaju dejstva procesa belog Suma, kada je
optere¢ena samo gornja greda prikazane su oblasti stabilnosti u ravni intenziteta belog Suma i
vremena retardacije, a u funkciji redukovane krutosti donje grede. Kada su obe grede
opterecene procesima belog Suma oblasti stabilnosti su date u ravni intenziteta ovih procesa.
Zakljuceno je da se oblasti stabilnosti poveéavaju kada redukovana krutost druge grede raste.

U slucaju kada su grede izloZene procesu realnog Suma, oblasti stabilnosti su

odredene parametrima o, 0,5, @;, | a,. Oblasti stabilnosti su date u ravni oz, 0,5, U
funkciji parametra o, dok je parametar ¢, fiksiran. Oblasti stabilnosti rastu kada raste
parametar «,, a sve grani¢ne krive se sazimaju u zajednic¢ku tacku na o, osi. U ravni o,, a,

oblasti stabilnosti su dati u funkciji intenziteta realnog Suma.

Za proces ograni¢enog Suma oblasti stabilnosti prikazane su u ravni eksponenta
Ljapunova i redukovane krutosti donje grede u funkciji redukovane krutosti gornje grede.
Oblasti stabilnosti nalaze u zoni gde je eksponent Ljapunova negativan. Zakljuc¢eno je da
porast redukovanih krutosti greda ima veoma znacajan uticaj na povecanje stabilnosti
sistema.

Sesto poglavlje prou¢ava dinamicku stabilnost elastiénih i viskoelasti¢nih
nanostruktura pod dejstvom razliitih tipova slu¢ajnih poremecaja. U delu 6.1 date su uvodne
napomene i prethodna istraZivanja u oblasti nanostruktura dok su u delu 6.2 date nelokalne
konstitutivne relacije. U delu 6.3 koris¢enjem direktne metode Ljapunova i metode momenta
eksponenta Ljapunova, a na osnovu nelokalne Eringen-ove teorije elasti¢nosti i Rayleigh-jeve
teorije greda analizirana je stabilnost viskoelasticne nanogrede pod uticajem aksijalnih
pritisnih sila koje se sastoje od konstantnog dela 1 vremenski zavisne stohasti¢ke funkcije. Za
odredivanje oblasti stabilnosti u slucaju Gauss-ovog i harmonijskog procesa koriS¢ena je
direktna metoda Ljapunova. U sluc¢aju realnog i ograni¢enog Suma, uslovi skoro sigurne
stabilnosti dobijeni su numerickim sraCunavanjem momenta eksponenta Ljapunova

koris¢enjem razvijene simulacione metode (prikazane u ovom poglavlju).
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Oblasti skoro sigurne stabilnosti dobijene su u funkciji vremena retardacije, varijansi
stohastiCkih procesa, geometrijskog parametra, koeficijenta nanoskaliranja 1 intenziteta
deterministickih komponenti aksijalnih optereéenja.

Na osnovu numeri¢kih rezultata, u slu¢aju Gauss-ove pobude, zanemarivanje inercije
rotacije prouzrokuje gresku od oko 9.8%, dok je za harmonijsku pobudu ova greska nesto
manja i iznosi 9.26%. Moze se zakljuciti da se, u slucaju nanogreda sa velikim parametrom r,
inercija rotacije ne sme zanemariti.

Jedan od vaznih zakljucaka koji se odnose na nanostrukture, da se oblasti stabilnosti
uvecavaju sa smanjenjem koeficijenta nanoskaliranja. Oblasti stabilnosti se uvecavaju kako
se konstantna komponenta menja od pritisne ka zateznoj, a povecanje vremena retardacije
znacajno uvecava oblasti stabilnosti.

Oblasti stabilnosti za Helmholtz-ov su vece nego za bi-Helmholtz-ov tip jezgra. Opste
gledano, nelokalni efekti smanjuju oblasti stabilnosti Rayleigh-jevih nanogreda.

Kada je pobuda proces realnog Suma, kori$¢enjem istih parametara simulacije kao u
test primeru, moment eksponenata Ljapunova je dobijen numerickim putem za razlicite
vrednosti geometrijskog faktora, koeficijenta nanoskaliranja i vremena retardacije. Ukoliko
se zanemari uticaj inercije preseka kod pobude tipa realnog Suma ¢ini se veca greska nego §to
je to u slucaju procesa koji nemaju beli spektar. Smanjenje koeficijenta nanoskaliranja 1
povecanje vremena retardacije dovodi do znafajnog povecanja oblasti skoro sigurne
stabilnosti.

Kod analize stabilnosti viskoelasti¢ne nanogrede kada na nju deluju procesi belog i
ograni¢enog Suma, programski kod za simulaciju ulaznog signala adaptiran je na osnovu
definicija ovih procesa. U cilju komparacije sa rezultatima dobijenim za proces realnog Suma,
moment eksponenta Ljapunova za proces ograni¢enog Suma analiziran je za razliite
vrednosti parametara nanoskaliranja i geometrijskog faktora, dok je stabilnost nanogrede
kada na nju deluje proces belog Suma analizirana za razliite vrednosti koeficijenta
nanoskaliranja i vremena retardacije.

U delu 6.4, analizirana je nestabilnost dvostrukih nanogreda koris¢enjem direktne
metode Ljapunova, na osnovu nelokalne Eringen-ove teorije elasti¢nosti i Euler-Bernoulli-
jeve teorije greda. Grede su medusobno spojene elasticnim slojem. | u ovom delu grede su
pod uticajem aksijalnih pritisnih sila koje se sastoje od deterministickog dela 1 vremenski
zavisne stohasti¢ke funkcije. Uslovi skoro sigurne nestabilnosti, za procese koji ne sadrze beli
spektar, dobijeni su u funkciji koeficijenta viskoznog prigusenja, krutosti elasticnog sloja,

koeficijenta nanoskaliranja i intenziteta deterministickih komponenti aksijalnih optereéenja.
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U slucaju kada je gornja greda opterecena deterministickim 1 stohastickim silama a
donja samo deterministiCkim silama, oblasti stabilnosti su date za Gauss-0v i harmonijski
proces.

Smanjenje krutosti elasticnog medijuma vodi do uvecanja oblasti nestabilnosti, dok
rast deterministiCkog dela pritisne aksijalne sile smanjuje oblasti nestabilnosti. Opsti
zakljucak je da su oblasti nestabilnosti ve¢e za harmonijski nego za Gauss-ov proces.

Kada su deterministi¢ke komponente sila koje deluju na donju gredu zatezne, dolazi
do smanjenja oblasti nestabilnosti. Oblasti nestabilnosti za bi-Helmholtz-ov tip jezgra su vece
nego za sluc¢aj Helmholtz-ovog tipa jezgra. Kao i u delu 6.3 moze se zakljuéiti da nelokalni
efekti povecavaju oblasti nestabilnosti sistema dvostrukih nanogreda.

Za manje koeficijente nanoskaliranja uticaj elasticnog sloja na oblasti nestabilnosti je
veoma znacajan, ali za vece vrednosti koeficijenta ovaj uticaj is¢ezava. Oblasti nestabilnosti
su vece kada su obe komponente sila pritisne nego kada su zatezne. Granice nestabilnosti su
na skoro jednakom rastojanju u odnosu na krivu kada su detrerministicke komponente
jednake nuli i takav trend se nastavlja i za vece vrednosti koeficijenta nanoskaliranja.

Kada je donja greda aksijalno optere¢ena oblasti nestabilnosti su date u funkciji
odnosa deterministickih komponenti. Oblasti stabilnosti se povecavaju kako se odnos
deterministickih komponenti smanjuje.

Kada su obe grede stohasti¢ki optereCene uzeto je da procesi fi(t) i fo(t) imaju
normalnu raspodelu. Moze se zakljuéiti da porast krutosti elasti¢nog sloja, deterministi¢kih
sila od pritisnih ka zateznim, kao i koeficijenta priguSenja vodi do smanjenja oblasti
nestabilnosti, dok povecanje koeficijenta nanoskaliranja uvecava oblasti nestabilnosti.

U sedmom poglavlju analizirana je stabilnost sistema pod dejstvom dva zavisna
slucajna procesa odredivanjem momenta eksponenta Ljapunova pomocu metode stohastickog
usrednjenja prvog i drugog reda. Naime, kada u sistemu postoje nelinearnosti koje se odnose
na krutost i inerciju, njihovi uticaji se, primenom usrednjenja prvog reda gube. Ovakav tip
nelinearnosti se moZe uociti u reSenju stohastickih diferencijalnih jednacina ako se primeni
postupak stohastickog usrednjenja viSeg reda. Na primer, kada su u pitanju kubne
nelinearnosti potrebno je i dovoljno Koristiti usrednjenje drugog reda. S obzirom da
usrednjenja viSeg reda zahtevaju obimna matematicka sraCunavanja to se ona primenjuju
samo u neophodnim slu¢ajevima.

Na usrednjene Ito diferencijalne jednadine koje odgovaraju p-tom stepenu norme
primenjena je metoda stohastiCkog usrednjenja prvog i drugog reda u cilju analitickog

odredivanja momenta eksponenta Ljapunova u uslovima malog fluktuacionog parametra ¢ .
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Za stohastickih sistem opisan Ito diferencijalnim jednacinama koris¢en je Monte Carlo
simulacioni algoritam za odredivanje momenta eksponenta Ljapunova. Metoda Monte Carlo
simulacije aproksimira analiticku metodu stohastickog usrednjenja prvog i drugog reda kod
odredivanja momenta eksponenta Ljapunova 1 daje kriterijume za ocenu tacnosti
aproksimiranih analitickih rezultata.

Moze se zakljuciti, na osnovu aproksimiranih analitiCkih rezultata i Monte Carlo

simulacije momenta eksponenta Ljapunova, da povecanje intenziteta Suma o, , uvecava

g 1
oblasti stabilnosti za p > 0 $to znaci da ovaj process stabilizuje sistem. Takode, poveéanjem

intenziteta Suma o, oblasti stabilnosti p-tog momenta za p > 0 se suzavaju, kao §to je i

ocekivano. Dobijeni rezultati su od velikog znacaja u inZenjeskim aplikacijama.

U ovom radu su detaljno proucavani linearni elasti¢ni i1 viskoelasti¢ni dinamicki
sistemi. Metoda funkcionala Ljapunova i metoda stohastickog usrednjenja drugog reda daju
Siroke mogucnosti za proucavanje nelinearnih mehanickih sistema podvrgnutih sluc¢ajnim
poremecajima bilo da su oni regularni ili da sadrZze beli spektar. Istrazivanja vezana za
ispitivanje stabilnosti kontinualnih sistema sa velikim ugibima i nelinearnim krutostima

Winkler-ovog sloja predstavljala bi ozbiljan prodor u prou¢avanju ove problematike.
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HACTABHO-HAYYHOM BERY
MAUIMHCKOI' ®AKYJITETA Y HUIIY

Onanykom HacraBHo-HayuHor Beha Malwuunckor dakynrera Y Husepautera y Huuwy, 6p. 612-
465-12/2014 on 14. jyna 2014. ronmHe, MeHoBaHHM cMo 3a ynaHoBe Komucuje 3a olieHy 1 oabpaHy
noktopcke auceprauuje Mpana [Nasnosuha, aunn. mMaul. WHX, Mo Ha3MBOM

“InHaMHYKA cTaOHJIHOCT BHCKOEJACTHYHHX KOHTHHYAJHHX CHCTEMA MO/ /1ejCTBOM
cayyajuux nopemehaja”

HakoH npersnesa nokTopcke auceprauuje, cariacHo 3akOHY O BUCOKOM ofpas3oBary H
Cratyty Maiwuunckor ¢akynrera YHupep3urtera y Huwy, Komucuja noanocu cnenehu:

MU3BEUNITAJ

Ilogauu o kanauaaTy

Kanaupar Uean Ilasnosuh pohen je 02. 11. 1979. roaune y Huwy. OcHOBHY wkony u
rumHasujy “Cseto3ap Mapkosuh” (pauyHapcko-nporpamMepckd cmep) 3aspluno je y Hwuwy.
Mawuncku dakynrer y Huwy ynucao je wkoncke 1998/99. roauHe, a auniomupao je HoBemOpa
2003. roarHe Ha cMmepy PauyHapcku moapykaHe MpOW3BOAHE TEXHOJOrHje, ca MpoCeYHOM OLIEHOM
9,06 u oueHom 10 wa aunnomckom wucnuty. Tema AMNAOMCKOr paja KaHauaatra Ouna je
“IlpojekToBarbe NETEPMUHMUCTHUKMX M CTOXACTHYKMX MYITHBApWjaOMJIHMX CUCTEMa M HHUXOBa
NnpUMeHa Ha peliasarmy npakTHuHuX npobnema”. Tokom cryauja oa 2000 mo 2003. roauue
YY4ECTBOBaO je Ha MalluuHHWjagama Kao TakMuuap y 3Hamby U3 MateMaTuke U MHPOPMATHKE W Y
CMOPTCKMM TakMHYewMMa y oabojur U crtoHom TeHucy. Jlobuo je Harpany Bnane Penybauke
Cpb6uje 3a Hajbosme ctynente y 2001. roaunu. Takohe, no6uo je narpaay 2002. roaune 3a Haj6osber
cTyAeHTa yeTBpTe roauHe MawunHckor dakyatera y Huwy. ¥V nepuoay oa 2001. no 2003. roauxe
610 je npeaceHUK CTyaeHTCKe acouujaurje MaiuuHekor dakynrtera y Huuy.

[Tocaeaunnomcke ctyauje ynucao je wkoncke 2004/05. ronuHe Ha MailunHckom dakyarery
y Huwy, cmep AyromaTcko ynpabare W poboTHka.

On neuembpa 2003. roanne no maja 2006. roauHe 6MO je aHraxoBaH Kao HMCTpaXKuBay
CTHUMEHAMCTa Ha NpojekTy MMHMCTapcTBa NMpocBeTe, HayKe W TexHonowkor pas3Boja PenyOnuke
Cpbuje "CaBpeMeHO fa/bUHCKO ynpaB/bakbe CHCTEMUMA 3a BoAOCHaOAeBabe W TPETMAaH OTMaAHNUX
Boaa”, es. O6p. 6370, pykoBoaunau npojekra ap Bnacrumup Huxonuh, pea. npod. Oa 2006. no
2010. roauue OWO je aHrakoBaH Kao WCTpPaXKMBay MPUMPaBHUK Ha MpojekTy MUHHCTapcTBa
npocBeTe, HayKe M TexHosolwKor pa3sBoja Penybnuke CpbOuje moa HazuBom “JleTepMUHUCTHUKA W
CTOXACTHYKa CTAOMNHOCT MeXaHW4kux cucrema’ es. Op. 144023, pykosoaunau npojekta ap Parko
[TaBnosuh, pea. npod.

Okrobpa 2009. roauHe ynucao je nokropcke ctyauje u3 obnactu IlpuMereHa MexaHHKa.
Mapta 2010. roanne uzabpau je 3a acuctenta Ha Kareapu 3a Mexanuky. Y npoTekjaoMm nepuoay
610 je aHraxoBaH y HacTaBu Ha u3Bolewy Bebara Ha cneaehum npeameruma: MexaHuka -
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Cratuka, Mexanuka lI-Kunematuka, OtnopHocT matepujana, Muxkerwepcka rpapuka, MutepHer
ynpasbame U TexHuuka pusmka.

Buo je unan opraHuzaumonux oabopa Buiie MehyHapoaAHUX HAyUYHUX KOH(epeHLHja.

Y nepuoay oa 2009. no 2013. roante 610 je aHraxoBaH Kao UCTpakMBay Ha GunatepanHum
HJAA]L npojektuma Mawuuckor ¢akynrera y Huwy u Mucturyra 3a ayromatuky MAT u3 Bpemena
”Robust Vision for Rehabilitation Robotic” u "Novel Approach in Human Detection in Robotic”.
On 2013. roauHe aHraxkoBaH je Ha OunarepanHom JIAAJl npojekty Maiwunckor gakyntera y
Huwy u MuctutyTa 3a mexanuky Texuuukor ynueep3urtera y bepauny “Intelligent control of smart
structures”. ;

TpeHyTHO je aHraxxoBaH Ha npojekTy MMHMCTapcTBa NpOCBETe, HayKe M TEXHOJOLUKOr
passoja PenyGnuke Cp6uje noa HasuBom “JIluHamuuka cTaOMIHOCT W HECTAOMAHOCT MEXaHUYKMX
cucTeMa Mo AejCTBOM cToxacTHukux nopemehaja” es. 6poj. 174011, pykoBoaunal npojekra ap
Parko INaBnosuh, pea. npod.

Kanaupar je aytop uiau koayTop 22 Hay4HUX M CTPYYHHX panoBa 00jaB/bEHMX Y
YacoMUCHUMa MM U3NOXKEeHMX Ha AoMahuM U MehyHapoaHUM KOHpepeHLjama.

PanoBu kanampata objaBmeHu y MmehyHnapoaHum uwaconucuma ca ISl nucre koju cy
HEMoCpeHO NOBe3aHW ca TEMOM JOKTOPCKE AucepTaLje cy:

Paoosu kanouoama ob6jagsenu y 8pxyHckum mehyHapoonum vaconucuma (M21):

1. Pavlovi¢ R., Pavlovi¢ L.: Influence of rotatory inertia and transverse shear on stochastic
instability of the cross-ply laminated beam, International Journal of Solids and Structures,
(2005), Vol. 42(18-19), str. 4913-4926.

2. Pavlovi¢ R., Kozi¢ P., Rajkovi¢ P., Pavlovié 1.: Dynamic stability of a thin-walled beam
subjected to axial loads and end moments, Journal of Sound and Vibration, (2007), Vol.
301(3-5), str. 690-700.

3. Pavlovi¢ R., Rajkovi¢ P., Pavlovi¢ I.: Dynamic stability of the viscoelastic rotating shaft
subjectet to random excitation, /nternational Journal of Mechanical Sciences, (2008), Vol.
50(2), str. 359-364.

4. Pavlovi¢ R., Kozi¢ P., Pavlovié I.: Dynamic stability and instability of a double-beam
system subjected to random forces, International Journal of Mechanical Sciences, (2012),
Vol. 62(1), str. 111-119.

5. Pavlovi¢ L., Ciri¢ I., Peki¢ P., Nikoli¢ V., Pavlovi¢ R., Cojbasi¢ Z., Radenkovi¢ G.:
Rheological model optimization using advanced evolutionary computation for the
analysis of the influence of recycled rubber on rubber blend dynamical behavior,
Meccanica, (2013), Vol. 48(10), str. 2467-2477.

Paoosu kanouoama objasmenu y ucmakHymum meljyHapooHum vaconucuma (M22):

1. Pavlovi¢ R., Rajkovi¢ P., Pavlovi¢ I.: Amost sure stability of a moving elastic band,
Trans. ASME Journal of Applied Mechanics, (2008), Vol. 75(4), str. 041016.

2. Pavlovi¢ R., Kozi¢ P., Miti¢ S., Pavlovi¢ L.: Influence of rotatory inertia on dynamic
stability of the viscoelastic symmetric cross-ply laminated plates, Mechanics Research
Communications, (2012), Vol. 45, str. 28-33.

Paoosu kanouoama objasmwenu (unu buhe objasvernu) y mehynapoonum uaconucuma (M23):

1. Pavlovi¢ R., Kozi¢ P., Miti¢ S., Pavlovi¢ 1.: Stochastic stability of rotating shaft, Archive
of Applied Mechanics, (2009), Vol. 79(12), str. 1163-1171.
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Pavlovié¢ 1., Pavlovi¢ R., Kozi¢ P., Janevski G.: Almost sure stochastic stability of a

viscoelastic double-beam system, Archive of Applied Mechanics_(2013), Vol. 83(11), str.
1591-1605.

Janevski G., Kozi¢ P., Pavlovi¢ I.: Moment Lyapunov exponents of the parametrical
Hill’s equation under the excitation of two correlated wideband noises, Structural
Engineering and Mechanics , Pap he 6utu wramnad y 2014. roantu.

Paoosu objaswenu y uaconucuma Hayuonannoe snauaja (M50):
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Ciri¢ 1., Cojbasi¢ Z., Tomi¢ M., Pavlovi¢ M., Pavlovi¢ V., Pavlovi¢ I, Nikoli¢ V.:
Intelligent control of DaNI robot based on robot vision and object recognition, Facta
Universitatis, (2012), Vol. 11(2), str. 129-140.

Caonwuumersa Kanoudama Ha MelyHapoOHuUM CKynosuma wmamnana y 3bopruyuma padosa
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Nikolié V., Cojbaéié Z., Cirié 1., Pavlovié I.: Advanced Control Concept for the Remote
Heating System of Ni§, Proceedings of the IX Triennial International SAUM Conference on
Systems, Automatic Control and Measurements,ISBN 978-86-85195-49-5, (2007), str. 45-49,
Nis.

Pavlovi¢ R., Kozi¢ P., Pavlovié¢ 1.: Influence of rotatory inertia on dynamic stability of
the symmetric cross-ply laminated plates, 2nd International Congress of Serbian Society
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Caonmmera KAHOUOAMAa HA CKYROGUMA HAWUOHAIHOZ 3HAYAja wimamnava y 360pHuyuma
paoosa (M63):

1. Nikoli¢ V., Cojbasi¢ Z., Ciri¢ 1, Pavlovi¢ L: Savremeni koncepti upravljanja
dislociranim objektima komunalnih sistema, Vodovod i kanalizacija, 2007 Zbornik
radova, str. 48-54, Tara, Serbia.

2. Nikoli¢ V., Cojbasi¢ Z., Pavlovi¢ L., Ciri¢ I.: Inteligentno daljinsko upravljanje sistemima
za vodosnabdevanje i tretman otpadnih voda, 3/. naucno-strucni skup sa medunarodnim
uces¢cem HIPNEF 2008, Zbornik radova, str. 455-460, Vrnjacka Banja, Serbia.

Texnuuka pewersa kanoudama (M80):

1. Cojbasi¢ Z., Nikoli¢ V., Ciri¢ L., Pavlovié L.: Heypo-a3n knacudukatop objexra Ko
poboTcke BH3Mje cioxeHOr pexabuauTaunonor poborekor eucrema ®PUEH/L (2011).

Yuewhe kanouoama y nayuno ucmpaxcusaukum HayUOHANHUM RPOjeKMUMA:

1. HayuHo-ucTpakxuBauku npojekar koju ¢uHaHcupa MHUHHMCTapcTBO 3a HayKy W 3alUTHUTY
®HBOTHe cpeauHe Penybnuke Cpbuje. CaBpeMeHo 1a/bHHCKO yNpaB/bake CHCTEMHMA 32
BogocHaGaeBame U TpeTmaH oTnaaHux Boaa. EB. 6poj 6370. PykoBoaunau npojekra ap
Bnactumup Hukonuh, pea. npod.

2. Hayu4Ho-McTpakMBauku Mnpojekar Koju (puHaHcHpa MUHHMCTApcTBO 3a HayKy M 3alUTUTY
wuBoTHe cpeauHe Penybauke CpbOuje. [leTepMHHHCTHYKA M CTOXACTHYKA CTabMIHOCT
mMexaHH4KHX cuctema. EB. 6poj 144023. PykoBoaunau npojekrta ap Parko [Tasnosuh, pen.
npod.

3. HayuHo-ucTpaxkxuBaukyd npojekar koju ¢uHaHcupa MUHUCTApCTBO 3a HAyKy M 3alUTUTY
kuBoTHe cpeauHe Penybauke CpOuje. JImHamuuka crabuaHocT W HecTaGMIHOCT
MeXaHH4YKHX CHCTeMa MOJ /AejcTBOM cToxacTHYKHX nopemehaja. Es. 6poj 174011.
PykoBoaunnau npojekra ap Parko INasnosuh, pea. npod.

Yuewihe kanoudama y nayuno ucmpaxcusaukum mefyHapoOHuM npojekmuma:

1. bunarepanuu npojekar DAD-MNTR RS, y okBupy nporpama “PPP Serbien” Bremen-Nis.
Robust Vision for Rehabilitation Robotics, 2009-2011.

2. bunarepanuu npojekar DAD-MNTR RS, y okBupy nporpama “PPP Serbien” Bremen-Nis. A
novel apprroach to human detection and tracing in robotics, 2012-2013.

3. bunarepanuu npojekat DAD-MNTR RS, y okBupy nporpama “PPP Serbien” Bremen-Nis.
Intelligent control of smart structures, 2013-2014.

AHa/n3a JOKTOpCKe JHCcepTaluje

Hokropcka aucepraumja kanauaata KMpana [laBnosuha, aunn. mMaul. MHXK, HanucaHa je Ha
156 ctpana BS ¢opmara. [IpobaemaTika aHanu3upana y AMcepTaLujy u3oxeHa je y 8 nornasma y
OKBMpY KOJUX Cy YBOJHA pa3marpara W 3akbydak. Caapikaj aucepTaluje AaT je Ha NoyeTKy paja.
Ha kpajy pana je cnucak nurteparype ca 72 6ubnuorpadcke jeanuue. ducepraumja caapixu 58
rpapuukux npunora.

Canpikaj TekcTa AOKTOPCKE AUCepTaLMje H3N0XKeH je Kpo3 cneseha nornassba:

VBoga.

OcHOBM BUCKOENACTHYHUX MaTepujana.
HenokanHa Teopuja en1acTUYHOCTH.
CnyuajHu npouecu.

B



ﬂHHaMH'—[Ka CcTabMNHOCT CUCTEMA BUCKOENIACTHUHHUX rpena.
JuHamuuka cTaBUIHOCT HAHOCTPYKTYpA.

CToXacTHUKO ycpeamwene Apyror peaa.

3aksbyuak.

o~ v

JokTopcky auceprauujy kanaupata Meana [lasnosuha, auni. mail. MHX, YMHU OcCam
JienoBa Koju cy 3acebHo GopmupaHu no nornasbUMa.

Y npeom nornae/by AaTr je nperfien HajHOBMjMX MCTPaKMBamka KpO3 aHanu3y paaoBa y
obnactn croxacTvuke cTabMIHOCTH OHUCKPETHHUX H KOHTHHYaJTHHUX MCXaHHYKHX CHCTEMA. L[a‘re cy
AepUHHLM]E CTOXACTMYKE CTaGMAHOCTM M MeToje 3a oapeluBame CTOXAacTHuKe CTAaGHIHOCTH
KOHTHHYanHux cucrema: [lupextHa mertona JbanyHoBa, MeToja KOHCTpyKuUMje (yHKLMOHana
JbanyHoBa u Merojaa auckperusauuje. Takohe, npukaszaH je nocrynak oapehupama €KCNOHEHTa
JbanyHoBa U MOMeHaTa excrnoHeHara JbanyHoBa npumeHoM neptypbaunoHe MeToe.

Y npyroM nornapjby nNpuKasaH je yTHLaj BpemeHa W TemrnepaTtype Ha Aedopmauuje W
HaMoHe y MaTepujanuMa Kaja OHW WCMOJbaBajy BUCKOENacTHYHe ocoOMHe. Y KNacH4HO] TEOpHjH
€nacTUYHOCTH Be3e u3Mel)y HanoHa v aedopmauuja cy JMHeapHe M HE 3aBHMCE OJI BpEMeHa jep cy
yBeJeHe MpeTnocTaBke 0 Manum aedopmalujama y MaTepujany na ce MOXe NMPUMEHMTH NMPUHLIMM
cynepnosuuuje 3a ontepehewa M aedopmauuje. EKcnepMMeHTH Cy nokasanu Ja HaKOH Harjor
aejctea ontepehiera, Koje 3aTUM OCTaje KOHCTaHTHO, AedopMauuja pacte ca BpemeHoM. OBpHyTO,
HaKOH Harjor ykiaawarma ontepehemwa nedopmaumja ce He rydu TpeHyTHo. Y UMby OMHMCHBakbHA
oBakBuX (heHOMeHa opmyaucaHe cy onuiTHje Beze u3mely HanoHa v nedopmaumja Koje y3umajy y
003up u Bpeme. [IpomeH/BMBOCT MEXaHHYKHX OcOOMHA MaTepujana TOKOM BpeMeHa Mojenvpa ce
KOMOWHOBabeM MAEANHO eNacTHYHOr Tena u BuckosHor dayuaa. Enactuune ocobuHe matepujana
onucyjy ce Hook-oBum, a Bucko3He Newton- OBUM 3aKOHOM. PeosiolIKM Mojes eNnacTUYHOCTH je
onpyra ca JMHEapHOM KapaKTepUCTHKOM, NpPHU 4Yemy je Koe(DHULHMJEHT NMponopLUHOHATHOCTH MOAY]
€NaCTUYHOCTH, @ PEOsIOLIKM MOZE] BUCKO3HOCTH je MPUryLIHWLA KOja MMa KapaKTepHCTHKY Aa je
Op3uHa nponopuxoHanHa HanoHy. [pukazanu cy Hajueiwhe kopuiwheHn mozenu marepujana ca
BMCKOenacTUuHMM ocobuHama: Voigt-Kelvin-oB Moaen, Maxwell-oB Mogpen, reHepanucanu
Maxwell-oB Mozen, cTaHaapAHK BUCKOENACTUUHU MOZeN (Zener-0B) U TponapamMeTapcku MOJEN.

Y Tpehem nornaemy y KpaTKMM LpTama OMMCAaHA je HEJOKajlHAa Teopuja eNacTHYHOCTH
yBohewem ponyhcke Eringen-oBe jeaHauuHe Be3e W3mel)y JIOKaqHOr M HENOKAJHOr HamnoHa.
[MpernocraBbena je QyHkuuja jesrpa kao Green-oBa (yHKUMja, a WHTerpanHa Be3a uamehy
JIOKAHOT M HEeNOKaJlHOI HanoHa MNpeicTaB/beHa je y eKBHBaleHTHo] audepenumjantoj popmu, rae
Je nudepenuujanuu onepatop Helmholtz-oBor unu bi-Helmholtz-osor tuna. Ilpukasan je moaen
JeHOAMMEH3HOHOT KOHTMHYaNHOr MOJENa HaHO AMMEH3Mja Koju ce AeduHHUILE Kao HAHO rpeja.
TakaB MOJeN ce LWMPOKO KOPUCTH Y MHKEHEPCKO] npakcu. Takohe, NpUMEHOM HelloKanHe TeopHje
€1aCTUYHOCTH M 3a cayyaj Voigt-Kelvin-oBor mosiena matepujana u3peieHe Cy OCHOBHE AMHAMUYKE
jenHauuHe HaHo rpena Euler-Bernoulli-jesor, Tumolwuenkosor u Reddy-jesor Tuna.

Y 4eTBPTOM MOrJiaB/by AaTe Cy OCHOBHE BEJHUYMHE Cly4YajHUX MPOMEH/BUBHMX M Cly4ajHHUX
npoueca (dyHkuMja pacnogene BepoBaTHoOhe M (yHKUMja rycTMHe pacnojaene BepoBaTHohe,
MaTeMaTH4KO OYEKHWBaWe M CTaTUCTUUKM MOMEHTH, KopenauuoHe ¢yHkuuje v QyHKUMje
cnekrpanHe ryctuHe). Caapikaj oBOr rnornab/ba OrpaHUuYEH je Ha OMUCUBAE Cy4ajHUX npoleca
KOju MpeacTaBsbajy nodyne y AMHAMHYKUM CHCTEMMMA, pa3MaTpaHuM Yy aucepTauuju. JletabHo cy
npUKasaHu cayyajHu npouecu: Gauss-0B M XapMoHHjcku npouec, Wiener-oB npouec, npotec 6enor
wyma, npouec peandHor wyma (Ornstein-Uhlenbeck-oB npouec), npouec orpaHuueHor Lluyma.
Takohe, mare cy ocHoBe Teopuje cTOXacTHukuX AWdepeHuUMjaNHUX jenHayuHa, [td-oBe M
CrparoHoBuueBe, Kao W penauuje M3Melhy croxacTHUkuX HHTerpana y Itdé-oBoj u CTpaToOHOBHYEBO]
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uHTepnpeTtauuju. Ha kpajy oBor nornap/ba W3/0%eHa je METOAA CTOXACTUYKOr yCpearea NpBor
pena kojy je passuo CtparoHoBuy. OHa npeacTtas/ba NPUMEHY METOAE ycpeawewa borosmybos-
Murponossckor 3a o6uyHe audepeHUMjanHe jelHaYMHEe ca MajuM MapameTpoM Ha CTOXAacTHYKe
andepeHuMjanHe jeaHauMHe.

VY netom nornap/by aHanuM3MpaH je MEXaHWUYKM CMCTEM KOJU Ce CacTOju OA JBe napanenHe
xomoreHe BuckoenactuuHe Euler-Bernoulli-jeee rpeae noa aejcrBom akcujanHux ontepehera, koje
Cy KOHTHHYanHo cnojeHe Winkler-oBum enacTuuHUM ciojeM. AKCHjanHe MPUTUCHE cune Aenyjy Ha
KpajeBMMa rpeaa 1 umajy AeTepMUHUCTHYKM M CTOXAcTH4KM neo. KopuuihewmeM AMpEKTHE MeToae
JbanyHoBa U MeToJie ekcrnoHeHTa JbanyHoBa oapel)eHu cy ycnoBU CKOpPO CUrypHe cTabMIHOCTH 3a
npouece koju He caapxe 6enu cnektap (Gauss-oB MU XapMOHMjCKM MpOLIEC) M 3a LIMPOKOMNOjacHe
npouece Genor, peanaHor ¥ orpaHuyeHor wyma. O6nacTu ckopo curypHe cTabMIHOCTH 1obMjeHe Cy
y ¢yHKUMjU BpemeHa peTapiauuje, caBojHe KpyTocTH, kpytoct Winkler-osor enactuyHor cnoja,
MHTEH3MTETa AETEPMUHUCTHMUYKMX KOMMOHEHTH aKcujaqHuX ontepehewa MW  napamerapa
CTOXACTHUKMX Mpoueca. 3a CTOXacTHUYKE npouece KOoju He caapxke Oenu cnekrap HyMepHukH
pesyntati N0OMjeHM Cy 3aMEHOM HECBOjCTBEHMX WHTerpana CyMOM npou3Boja KoeduuujeHata
Gauss-0BMX KBaapaTypHuX (opmyna W BelWYMHA NOAMHTErpanHuX QyHKUMja cpayyHaATHUX Y
Hynama OpTOroHaNHUX MoauMHOMa. 3a ciyyajHe npouece koju Mmajy Gauss-oBy pacrnoaeny ryctiHe
BepoBaTHohe npumMeweHe cy Gauss-Hermite-oBe kBaapatypHe (opmyne, a 3a npouece Koju umajy
XapMOHHjCKY pacnogeny ryctuHe BeposaTHohe kopuiuhene cy Gauss-UeGuieBieBe kBaapaTypHe

dopmyne.

3aTiM je aHanu3MpaH ciyuaj Kaaa je ropksa rpeja ontepefieHa NPUTUCHOM CHIOM KOja MMa
NETEPMUHHUCTUYKM M CTOXACTHYKW 0€0, a AOHa je W3/N0KEHa caMo AEjCTBY AETEPMHUHUCTHYKE
npuTUCcHe cuie. 3a oBakaB ciyuyaj nputucHor ontepehewa Takohe cy oapeheHu ycnoeu ckopo
curypHe ctabunHocTH 3a npolece Koju He caapxke 6enu cnekrap (Gauss-0B U XapMOHMjCKH MpoLIeC)
M npouece Koju umajy Oenu cnektap. Ha ocHoBy noGujeHMX pe3ynTara 3ak/by4yeHO je na ce
CMameHheM CaBOJHUX KPYTOCTH HoOcauya cmambyjy 00nacTh cTaOMNHOCTH. AHanu3upaH je yTuuaj
npomere kpyroctd Winkler-oBor enacTMyHOr cioja M 3ak/byyeHo je aa ce noseharmem KpyToCcTH
nosehasa o6nact crabunHocti. OBo nopehatbe je 3HayajHUje 3a Makbe BPEHOCTH KPYTOCTH, 0K ce
nosehawemM KpyTOCTHM cnoja TeHaeHuuja ysehawa obnacTu cTabMAHOCTH, 3HAYajHO cMmaibyje. 3a
npouece Koju He caapxe Oenu cnekrap yrepheHo je Takole, aa cy obnactu crabunnoctu 3a Gauss-
0B npouec Behe Hero 3a XapMOHMjCKM NMPHU jeaHaKUM napameTpuma cuctema. Kana cy obe rpene
onTepeheHe NPUTUCHUM CUlamMa, ONUCAHMM CTOXacTHUKHUM npouecuma fi(t) u fL(t) Koju umajy
HOpManHy pacnojeny BepoBaTHohe, 3aTuM kaja cy oba npoueca HekopenupaHu Oenu, peanHu M
orpaHuuyeHu lIymMoBH oapeheHe cy obnactu ctabunHOCTH y (yHKUMjH Oucriep3uja ClyuyajHUX
npoueca. YTBpheHo je Aa nopacT BpemMeHa peTapaalMje ¥ KpyTOCTH rpeia 3HauyajHO YTHYE Ha
nosehawe obnacTv crtabunHocTu rpena, Aok je yruuaj nosehawa kpytocty Winkler-oBor
€aCTUYHOT CJ10ja 3HATHO MakbH.

Y uwiecToM nornassby y NpBOM JeNy aHaAM3MpaHa je AMHaAMUYka CTabMIHOCT pasNUuyMTHX
HaHoCcTpyKTypa. M3sseneHa je audepeHuujanHa jeaHauydHa TpaHcdepsanHMX —OcLMIaLMja
BMCKoenacTMyHe HaHorpeae Voigt-Kelvin-oBor Moazena martepujana, Ha OCHOBY JAMHaMHUYKMX
jennHauMHa kpeTamwa enemeHTtapHor aenuha rpeae. Hajnpe je oapehena obnact ckopo curyphe
crabunHocTy, YyHupopmHe BuckoenactuuHe Rayleigh-jeee HaHorpene wu3noxeHe [ejcTBY
TpaHcBep3anHor ontepeherwa NO jeAMHWULUM NYXKWUHE G, U G, W aKCHjalHO] CHJM MpPUTHCKa,
kopuwheweM aupekTHe Mmeropne JbanyHoBa M METOAOM MOMeHaTta ekcrnoHenta Jbanynosa. V
cayyajy kama je nputucHa cuna Gauss-0B M XapMOHMjCKM Mpoliec 061acT CKOpO CHrypHe
crabunHocTh oapehena je kopuwhewem aupexktHe metoae JbanyHoBa, a Kaja je npUTHCHa cuia
THNAa peaqHoOr W OrpaHuuyeHor wyma obnact ckopo curypie crtabunHoctd nobujeHa je



7

cpauyHaBaweM MoMeHarta ekcroHeHTta JbanyHoBa. Banupauuja no6ujeHnx pesynrarta u3BplueHa je
METOIOM CHUMYJalMje KOjy je OPUrMHANHO pa3BUMO W npumeHHuo kaHauaat. Ob6nactu cTabuaHOCTH
nobujeHe cy y GyHKUMjU BpeMeHa perapaauMje, BapHjaHCH (AMCrep3uje) CTOXacTHYKUX fpoleca,
reoMeTpUjcKMX Mapamerapa, koeduuMjeHTa HaHOCKaniMparma W WHTEH3WTETa AETEPMUHMCTHUKE
KOMMOHEHTe akcHjanHor ontepehersa. JeaaH o BXHUX 3aK/bydaka KOjU BaXke 3a HAHOCTPYKTYpe,
jecte pna ce obnact crabunHocTH mnosehaBa cmamuBatbeM KoedHLMjeHTa HAHOCKalWpawa W
nosehaBamweM BpemeHa perapaauuje. 3a Helmholtz-oB Tun jesrpa oBnactu crabunHoctu cy Behe
Hero 3a bi-Helmholtz-os. OnwTe rosopehin, Henokanuu edekTH cmaryjy obnact cTtabuaHOCTH
Rayleigh-jeBe HaHorpene.

Y apyrom neny oBOr norjaejba aHaqu3MpaH jeé MEXaHWUYKW CHCTEM KOjU Ce CacToju OA JBe
TaHKe XOMOreHe HaHorpeje crojeHe enactiynum cnojem Winkler-osor tuna. I'pene cy akcujanHo
onTtepehieHe NPUTUCHUM CUaMa Koje MMajy AETEPMHHMCTHYKH W CTOXAaCTUYKM A€0. YCNOBH CKOPO
CUrypHe cToxacTHyke cTabuaHOCcTM ozapelieHe cy npumeHOM aupekTHe metone JbanyHosa. 3a
CNyyaj Kaja je CTOXacTHMUKW A€0 MPHTHCHUX CHUa Mpouec KOjU He caapyku Oenu crnektap yCIOBH
CKOpPO CHrypHe CTOXacTHuke crabuinHOCTH A00MjeHu cy Y (YHKUMjU KoedHLM]eHTa BUCKO3ZHOT
NPUryllewa, KpPyTOCTH €NacTHYHOr cnoja, koeduuUMjeHTa HaHOCKanupawa W WHTEH3MUTeTa
AETEPMUHUCTHUYKUX KOMIMOHEHTH aKCHjanHoOr mnpuTUcHor ontepehewa. YTBpheHo je na ce
cMmameweM kpyrtoctd Winkler-oBor enactuuHor cnoja cmawyje obaact crabunHocti. Kao u y
MPETXOHOM MPpUMEpPY TAaKO U 3a 0Baj MEXaHUUYKH cucTem yTBpheHo je na je obnact ctabUIHOCTH 3a
Helmholtz-oB Tun jesrpa seha Hero 3a bi-Helmholtz-os. Kana ce netepMMHHCTHUKM A€0 NPUTHCHHX
Cuia cMakbyje Tako Ja OHe MOCTajy 3aTe3He Ta nojasa u3asusa nosehare 001acTH CTaOMAHOCTH,
Aok nosehamwe koeduumjeHTa HaHOCKanuparwa cMamyje 001acT cTabunHOCTH.

Y ceamom nornaesby Hajnpe je M3JM0XKeH NMOCTynak CTOXaCTHYKOr yCpeamera Apyror peja,
a 3aTMM je aHanu3MpaHa cTabMIHOCT KpeTama MEeXaHMYKOr CHCTeMa YHje KpeTawe Olucyje
asonapamerapcka Hill-oa audepenumjanna jeaHaunHa npu A€jCTBY JBa  KOpe/vpaHa
lMpokornojacHa npoueca. Ha ycpeaweHe Ito-oBe avdepeHumjanHe jeaHayuHe Koje Oarosapajy p-
TOM CTEMeHy HOpMe TMpUMEeHEeHa jeé MeToJa CTOXAaCTUYKOr YCpelmwea MNpBOr W Apyror pena.
Ekcnonent JbanyHoBa M MomeHTH ekcnoHeHTa JbanyHoBa ozapeheHM €y Kao peloBH Major
baykryaunoHor napameTrpa €. MoMeHTH ekcnoHeHTa JbanyHoBa Cy BaXKHM KapaKTEpPUCTHYHM
OpojeBH KOjUM ce onucyje AMHaMuuyKa CTabMAHOCT cToXacTHuKKX cucTema. Kana je p-Tu MOMEHTH
ekcrioHeHTa JbanyHoBa HeraTMBaH pelUEHE KOje OMMCYje KpeTame CTOXAaCTHYKOr CHCTeMa je
crabunHo. OBako onpeleHH aHANUTUUKU U3pa3u 3a eKcroHeHT JbanyHoBa U MOMEHTe eKClOHeHTa
JbanyHoBa MckopHiIheHH Cy 3a aHanu3y CKOpPO CUTypHe CTaOMIHOCTH W CTabMIHOCTH MOMeHaTa
CTalMOHAPHOT pellea KOoje OMuCYje KpeTawe TaHKe XOMOreHe rpeje MW3J0XKeHe aKCHjalHOM
MPUTUCKY U npurywewy. OBe BeNU4HHE Cy LWHPONOjaCHH HE3aBUCHU CTOXACTHUYKH NPOLECH Manor
MHTeH3uTeTa. ['paHuLIe CKOpO CUrypHe CTabUIHOCTH U cTabUaHOCTH MOMeHaTa oapelieHe Ha OCHOBY
aHaNMTUUYKUX M3pa3a, a cpavyyHare Cy W HYMEpPHUYKU MPUMEHOM CHMYNALMOHOr airopuTMa Koju
oaroeapa meroau Moute Kapno. OBako nobujeHu pe3yntat nokasyjy BeJMKY MOAYAAPHOCT YMMeE
ce noTephyje TAYHOCT anpoOKCUMaTHUBHUX aHANUTHYKKUX pe3ysTara.

Y 3ak/byuKy ayTop Aaje Ha CHCTeMaTH4yaH HauWH 3aK/byyHa pazMmaTpama CBaKOr CermMeHTa
JIOKTOpCKe aucepTauuje ¥ McTHue HajOMTHMje pesynTaTe A0 KOjMX je AOLIA0 WUCTPaXKMBameM, a
Takohe HaBOAM KOju cy Moryhu fasbu nNpaBUM UCTPaXKMBakba Y 0BOj 061acTH.

3AK/bYYAK U IIPEJIOT

Ha ocHoBY M3no)keHe aHanu3e NOKTOpPCKE AMCEepTalMje W OCTBAPEHHUX pe3ysiTaTa YjlaHOBH
Komucuje 3a oueHy 1 oabpaHy 3aksbyuyjy aa:
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cajp:Kaj noaHeTe JAOKTOPCKE AMCepTalMje y NoTMyHOCTH oAroBapa TeMW npuxsaheHoj on
ctpaHe HactaBHo-HayuyHor Beha MawuHckor dakynteta YHusepsutera y Huwy,

KaHAMAaT je oBnajao noTpeOHUM 3HaMHUMa W3 pasnMuMTUX 00MacTH, a HApPOYMTO W3
obnactu ocuunaumja ¥ cTabUIHOCTH CTOXaCTHYKMX MEXAHUYKHUX CHCTEMA,

KaHAMAAT je UCMOJbHO NMOTpeOHY CaMOCTAaNHOCT U MHBEHTUBHOCT Yy Hay4HOUCTPaXXMBauyKOM
pany,

KaHauaaT je  Jowao A0 OpUTrMHaNHMX  pe3ynTata Koju cy nybnukoBaHu vy
BMCOKOpPaHrMpaHMM 4aconucuMma M CaoniuTeHU Ha KoHdepeHUHWjamMa M3 Yyxke HayuyHe
of1acTH K0joj Npunana Tema A0KTOpCKe AucepTaLuje,

A00MjeHU pe3ynTaTH npykajy MoryRHOCT 3a Aaba HyMEpHYKO-TEOpHjCKa MCTpakHBamwa y
0BOj obnacTH,

pan je oaroBapajyhe KOHUMNUpaH, TEXHUYKH KBanuTeTHO ypaheH u omoryhaBa nperneaHo
npaherme U310KeHOr caapikaja u 1oOUjeHUX pe3yaTaTa UCTpaXKHUBatba.

Ha OCHOBY CBe€ra H3J0¥KEeHOor, 4JaHOBH KOMHCHjC CY MULI/bEHA [da NOoJHETa AOKTOpPCKa

AucepTalMja NpeAcTaB/ba BpeaaH AONPUHOCT U3yvaBakby npobiemarike AMHaMH4Ke cTabGMIHOCTH
BMCKOENACTUYHMX MEXaHWYKMX cHucTeMa MojA JAejcTBOM cny4dajuux nopemehaja. Komucuja
npeanaxe HacrasHo-HayuHom Behy MaiwunHckor ¢akynrera y Huwy na noaHetu paa kaHauaara

HUsana [MaBnoeuha, aunn. Maw. WHXK. NOA HA3MBOM

“InHaMHuKa cTaOHIHOCT BHCKOENACTHYHHX KOHTHHYAJIHHX CHCTEMA MOoJ [1ejCTBOM

cayqajuux nopemehaja”

NPUXBATH Kao IOKTOPCKY AWCEPTALMjy M KaHAHaTa NO30Be HA YCMEHY jaBHY 0A0paHy.

Y Huuwy, Beorpany YJIIAHOBHU KOMUCHIE

oktobpa 2014. roa.

et v
o3uh, pea. npod.
MawnHckor dakynrera Yuusepsurera y Huwy
Yxa nayuna obnact: TeopHjcka U MpUMeHEHA MEXaHUKa.

6‘—‘&' Ot 7irt'\r 4/

ap Mopau CKH, 10UEHT
Mawnuckor ¢pakynrera Yuusepsurera y Huuy

Yika HWWCT' TeopHjcKa M NpUMeH-EHA MEXaHHKa.
copit (P poft

h/p Ipeapar Pajm)ﬁluﬁ pea. npod
Mawnnckor pakyntera Yuusepsurera y Huwy
Vika nayuna obnact: MaremaTika M HHpopmaTHKa.

ap Hatawa Tpuwosuh, BaH. npod.
MawuHckor pakyaTera Y HHBep3HTeTA Y Beorpany
Y:ka HayuHa obnact: JIHHAMHKa KOHCTPYKLH]a.

AR

ap 30pau [‘onyﬁonuﬂ pea. npod. y/ﬁeumjn
Mawmuuckor dpakynrera Yuusepsurera y Beorpaay
Yika wayuHa obnact: TeopHjcKa M MpUMeHeHa MexaHHKa






