UNIVERZITET U NISU
PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET

DEPARTMAN ZA MATEMATIKU

Radica R. Bojici¢

IZRACUNAVANJE HANKELOVE
TRANSFORMACIJE NIZOVA

Doktorska disertacija

Nig, 2014



UNIVERSITY OF NIS
FACULTY OF SCIENCE AND MATHEMATICS

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Radica R. Bojici¢
COMPUTATION OF THE HANKEL

TRANSFORM OF SEQUENCES

PhD thesis

Nig, 2014



”I ja vam kazZem:
Istite i dace vam se!
Trazite i naci cete!
Kucagte 1 otvorice se!
(Luka, 11:9)



Mentor:

Prof. dr Marko Petkovic,

vanredni profesor Prirodno-Matematickog fakulteta Univerziteta u Nisu.

Clanovi komisije:

1. Prof. dr Jelena Manojlovic¢,

redovni profesor Prirodno-Matematickog fakulteta Univerziteta u Nisu,

2. Prof. dr Predrag Rajkovi¢,

redovni profesor Masinskog fakulteta Univerziteta u Nisu.

Datum odbrane:



Zavolela sam matematiku odavno, ¢ini mi se od
kad znam za sebe. Jos uvek se secam nekih zanimljivih
problemcica koje mi je pokojni deda zadavao da resavam.
Secam se i svoje prve “zaradene crvene novéanice” koju
sam dobila od njega kada sam za jedno popodne naucila
tablicu mnoZenja. Secam se i da je on prvi pomenuo
da veruje da ¢u jednom postati "doktor matematike” 1
samo po mjegovom ponosnom izrazu lica sam mogla da
zakljucim da je to nesto vazno i veliko. Seé¢am se i nje-
govog stiska ruke 1 srecnog pogleda kada sam mu pokazala
indeks i saopstila vest da sam upisala matematiku. Reci
nije bilo, jer se tad vec gasio njegov Zivot. Nije bio sa
nama da ga obradujem kad sam diplomirala, magistri-
rala, objavila svoj prvi rad, prezentovala po prvi put svoj
rad na konferenciji... Evo me, deda, na korak od toga
da shvatim $ta znaci biti "doktor matematike”!

Imala sam srecu da su mi matematiku predavali,
ne samo njeni 1ZUrsni Poznavaoci, mego i njeni ve-
liki oboZavaoci. Ne mogu a da ne pomenem uciteljicu
Stevanu Kovacevi¢ i prva mesta na takmicenjima iz
matematike koja sam postigla zahvaljujuci njoj. Za-
tim, nastavnika i razrednog staresinu, velikog coveka
sa jos vecom dusom, Radivoja Manojloviéa-Divcu, koga
doZivljavam kao c¢lana porodice. Tu je i profesor Lju-
bisav Stevovié, bez cije strucne pomoci i velikog znanja
ne bih uspela ni da upisem fakultet.

Da se ostvarim u svojoj omiljenoj oblasti matema-
tike, oblasti diferencijalnih jednacina, zahvalnost dugu-
jem prof. dr Jeleni Manojlovic. Pod njenim men-
torstvom 1 wvelikom pomoci sam postavila, a zatim 1
dokazala svoju prvu, samostalnu teoremu, pa zatim 1
drugu, tre¢u... Na kraju i magistrirala.  Jos jednu
zahvalnost joj dugujem, a to je Sto me je upoznala 1
predloZila saradnju sa sadasnjim mentorom.

Veliku zahvalnost osecam i prema prof. dr Pre-
dragu Ragkovicu zbog nesebicne pomoci, korisnih saveta,
inspirativnih ideja, ali i zbog motivacije 1 velikog opti-
mizma kojim zraci.

Linearna algebra nikad nije bila medu mojim omi-
ljenim predmetima. Do pre nesto wvise od tri godine
kad sam upoznala prof. dr Marka D. Petkoviéa, mog
sadasnjeg mentora i dobrog prijatelja.



Zadwilo me je koliko znanja poseduge, koliko definicija,
pojmova, teorema, pa i citavih teorija, koliko oblasti
matematike 1 nauke uopste nosi u sebi. Uz tu "Zivu en-
ciklopediju”, Rudera Boskovica naSeq doba sam, ne samo
zavolela linearnu algebru, nego i upoznala lepotu pro-
gramskog paketa MATHEMATICA, naucila da mi bude sas-
tavni deo bilo kakvog rada u matematici, savladala La-
TeX i sve prednosti njegovog koriséenja, ovladala en-
gleskim jezikom 1 naucila da pisem radove, naucila
da istrazZujem, postavijam probleme, dokazujem nove
cingenice, potvrdujem neke veé dokazane. Zato ne pos-
toje dovoljno velike reci kojima bih mu na adekvatan
nacin iskazala zahvalnost za sve ovo.

Zahvalnost dugujem 1 rektoru Univerziteta wu
Pristini, prof. dr Srecku Milacicu koji mi je ukazao ve-
liku cast i poverenje da me, tada kao dekan Ekonom-
skog fakulteta u Kosovskoj Mitrovici, primi za asistenta
1 omogucéi moje napredovanje v matematici. Prof. dr
Milana BoZinovica mogu da pominjem i da mu se za-
hvaljujem bez prestanka, a da opet ne iskaZem sve Sto
zZelim. Nema tih reci koje bi oslikale svu podrsku, svo
poverenje i sve pohvale koje sam dobila od njega.

Zahvalila bih se bih i svojoj porodici, koja je za
razliku od ove zahvalnice, na cijem je kraju, u mom
Zivotu na vodecem mestu. Tati i mami sto su istrpeli sve
promene u mom raspoloZenju, od nerviranja kod mnogo-
brojnih pokusaja da neka teorema ili formula “prode”,
pa do euforije kad iz nekog eminentnog casopisa stigne
vest da je rad prihvacen. Batu i Ljilji uz koje sam rasla
1 odrasla, sazrela i postala bolji covek zahvaljujuci nji-
hovim wvrlinama © plemenitim srcima. Zato $to su se
radovali mogim uspesima, bili moj oslonac u Zivotu i ne-
sebicno mi pomagali wvek © v svemu. Piki i Njaki, na
snazi, razumevanju, podrsci koju su mi davale u ogrom-
nim kolicinama. Sto me toliko vole i veruju u mene.
Sto su pristajale da budu moji slusaoci i kad, verovatno,
ni re¢ nisu razumele. Sto su morale i da "ovladaju”
terminima poput tezinske funkcije, Hankelovih determi-
nanti ili Motzkinovih brojeva, tako im je, kao vrsnim ter-
apeutima, kako nesto nagmanje potrebno. Jovani, prosto
sto je takvo dete, nagbolje koje znam. Za nju jedno veee-
liko "mmmmmmmm”. Vasiliju, sto nas je toliko usrecio,
vratio nadu i uneo radost u nase Zivote.

Svim mojim prijateljima koje sam malo zapos-
tavila zbog izrade ovog rada, zahvaljujem na prijateljstvu,
podrsci i razumevanju.
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Glava 1

Uvod

Sedamdesetih godina proslog veka, kada se javljaju prva zaceca simbolickog izracunavanja (kom-
pjuterske algebre), prvi implementirani algoritmi su bili komplikovani i priliéno neefikasni. Zbog
toga je istrazivanje u ovoj oblasti bilo usmereno ka izvodenju novih teorijskih rezultata, prven-
stveno u oblasti algebre, koji su kasnije iskoris¢eni za poboljsanje algoritama u kompjuterskoj
algebri. Danas se kompjuterska algebra masovno koristi kao pomoc¢no sredstvo za izvodenje
i verifikaciju komplikovanih izraza. Takode se koristi i za implementaciju numericki nestabil-
nih metoda, koji zahtevaju izracunavanja u aritmetici visoke preciznosti. Danas postoji vise
programskih paketa koji podrzavaju simbolicko racunanje. Oni se nazivaju softveri za kom-
pjutersku algebru (CAS, Computer Algebra Software), npr. MATHEMATICA, MAPLE, MUPAD, itd.

Najpoznatiji i ujedno najmocniji CAS softver kada je u pitanju simbolicko racunanje je
MATHEMATICA. Najvaznije svojstvo ovog programa je to da simbolicki racuna jednako dobro kao
i numericki.

Literatura vezana za programski jezik MATHEMATICA je veoma obimna. U tom bogatom opusu,
mozemo izdvojiti oficijalne knjige autora Stephena Wolframa [115, 114, 116], pregledni rad [4],
kao i knjige objavljene na srpskom jeziku [103, 66].

Medutim, ono Sto se proteze dugi niz godina je, da je ostala potreba matematike, ali i nauke
uopste, da se i dalje razvijaju metodi klasi¢ne, teorijske algebre, kako bi se, primenom njenih
rezultata, poboljsao kavalitet, ali i efikasnost ne samo kompjuterske algebre, nego i drugih,
srodnih grana matematike.

Hankelove determinante (persimetricne, Turanove determinante) kao determinante Han-
kelovih matrica se proucavaju ve¢ duze vreme. Medutim, pojam ”Hankelova transformacija”
uveo je prvi Layman 2001. godine u svom radu [68]. Do sada je otkriveno vise razli¢itih metoda
za racunanje Hankelovih determinanti. Mozemo izdvojiti metod Dodgsonove kondenzacije, koji
je primenljiv i u sluc¢aju proizvoljne determinante, metod LU dekompozicije [63], metod baziran
na rezultatima Radouxa i Junoda [91, 92, 93], koji su novijeg datuma, a koji koriste funkcije
generatrise polaznog niza momenata. Zanimljiv je i metod koji su postavili Egecioglu, Redmond
i Ryavec [41], a koji povezuje racunanje Hankelovih determinanti sa resavanjem diferencijalnih
konvolucionih jednacina i moze se primeniti u nekim slucajevima gde drugi metodi ne mogu.
U poslednje vreme kod kombinatoric¢ara cesto primenjivan metod, je Gessel-Viennot-Lindstrov
(G-V-L) metod [52, 69, 109] koji nam daje vezu izmedu Hankelove transformacije i broja putanja
u (celobrojnoj) mrezi.

Ipak, najcesée proucavan i primenjivan metod je metod zasnovan na ortogonalnim poli-
nomima, tj. metod baziran na veriznim razlomcima.



Hankelove determinante imaju veliku primenu u teoriji ortogonalnih polinoma, numerickoj
matematici a takode i u drugim oblastima matematike i tehnickim naukama. Narocito je vazno
izracunavanje ovih determinanti u zatvorenom obliku. U skorije vreme publikovan je vec¢i broj
naucnih radova u kojima se racunaju Hankelove determinante razlicitih nizova celih brojeva.
Objavljen je i veéi broj preglednih radova na ovu temu (npr. radovi Krattentnhalera [62, 63]).

Osim S§to se publikovani radovi na ovu temu razlikuju po metodima koje autori koriste,
razlikuju se jos po klasi nizova koje proucavaju. Napomeninimo da su mnogi poznati rezultati
formulisani za nizove celih brojeva, ali da u opstem slucaju vaze za proizvoljne realne nizove.
Izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju je do sada naden za veliki broj poznatih
celobrojnih nizova, kao §to su nizovi: Fibonaccijevih brojeva [34], Catalanovih i isprekidanih
Catalanovih brojeva [34, 94], Motzkinovih brojeva [24], malih i velikih Schréderovih brojeva
[23], Jacobsthalovih brojeva [9], centralnih i generalizovanih centralnih trinomnih koeficijenata
[87], Narayana polinoma [88], itd. Pored toga, za neke od tih nizova, brojni rezultati iz ove
oblasi su potvrdeni na vise razlicitih nacina.

Tako su, na primer, Hankelovu transformaciju zbira dva uzastopna Catalanova broja prvi
izracunali A. Cvetkovi¢, P. M. Rajkovi¢ i M. Ivkovi¢ [34] koriste¢i metod baziran na ortogo-
nalnim polinomima. Sa druge strane, Chamberland i French [25] dokazuju jos opstiji rezultat
koriste¢i potpuno drugaciji metod (uglavnom baziran na LU faktorizaciji). Jos jedna general-
izacija pomenutog rezultata iz [34] moze se na¢i u radu [94] P. M. Rajkovic¢a, M. D. Petkovica
i P. Barryja.

Hankelove determinante imaju veliku primenu u razli¢itim oblastima matematike, fizike i
tehnickim naukama. Znacajna je njihova primena u kombinatorici, odnosno u prebrojavanju
razlicitih kombinatornih objekata (Asteckih dijamanata, puteva u celobrojnim mrezama, itd.)
U fizici ¢vrstog stanja, Hankelove determinante se pojavljuju kao resenje Toda jednacine kao
i kod jos nekih jednacina koje imaju bitnu ulogu u povezivanju teorije kvantne gravitacije i
teorije solitona. Primenjuju se takode i u numerickoj matematici kao i u tehnickim naukama,
a naroCito u automatici i sistemima automatskog upravljanja. Utvrdena je i veza izmedu
Hankelovih determinanti i sistema kompjuterske algebre, a dat je i jedan algoritam za racunanje
najvec¢eg zajednickog delioca polinoma zasnovan bas na Hankelovim matricama.

Ova doktorska disertacija predstavlja dodatak velikoj teoriji Hankelovih transformacija na
polju simbolickog izracunavanja za odabrane celobrojne nizove. Ona sadrzi rezultate iz ra-
zlicitih oblasti linearne algebe kao Sto su teorije: ortogonalnih polinoma, specijalnih nizova,
determinanti, matrica, analitickog izracunavanja i raznih transformacija redova, ali i elemente
kompleksne analize, resavanja diferencnih jednacina, numericke matematike, itd...

Disertacija je bazirana na originalnim rezultatima autora koji su publikovani u vodeé¢im
medunarodnim ¢asopisima iz oblasti linearne algebre i specijalnih funkcija [16, 15, 17]. Takode,
sadrzi i znacajan broj rezultata koji se ovom prilikom prvi put pojavljuju [18, 19].

Rad je podeljen u 7 glava, svaka glava je podeljena na vise poglavlja, a neka poglavlja i na
odeljke.

Rezultati sadrzani u drugoj glavi odnose se na simbolicko izracunavanje Hankelovih deter-
minantni, odnosno Hankelovih transformacija nizova. U prvom poglavlju ove glave navedene
su osnovne definicije i pojmovi vezani za nizove celih brojeva, ali i primeri nekih poznatih ni-
zova zajedno sa nekim njihovim zanimljivim osobinama. Drugo poglavlje sadrzi pregled vaznih
transformacija nizova celih brojeva, ukljuc¢ujué¢i binomnu, a-binomnu, invert kao i Hankelovu
transformaciju. Prikazana su i osnovna svojstva ovih transformacija i nabrojane neke primene



Hankelove transformacije u nauci. Osnovni metodi za izracunavanje Hankelove transformacije
su predmet proucavanja narednog, treéeg poglavlja. To su metod Dodgsonove kondenzacije i
Radoux-Junodov metod. U cetvrtom poglavlju je izlozena teorija ortogonalnih polinoma, nave-
dena su njihova osnovna svojstva sa posebnim osvrtom na troclanu rekurentnu relaciju. Peto
poglavlje je posveteno upoznavanju metoda za rac¢unanje Hankelove transformacije pomocu
veriznih razlomaka i ortogonalnih polinoma. Takode je prikazan metod za nalazenje tezinske
funkcije primenom Stieltjesove inverzione formule, kao i metodi za transformaciju tezinske
funkcije. Ovo poglavlje ujedno predstavlja i osnovu razvoja teorije u daljem radu ove dis-
ertacije.

Trec¢a glava ovog rada posvecena je metodima za izracunavanje Hankelove transformacije
nizova zadatih inverznim redom. U prvom poglavlju ove glave definisan je inverzni red neke
racionalne funkcije i data njegova najvaznija svojstva. Posebna paznja je posveéena nizu
(Un)nen, koji je zadat inverznim redom funkcije Q(z) = TTon i 5a? dok je trazenje njegove
moment reprezentacije glavni cilj drugog poglavlja. U tre¢em poglavlju ove glave su izracunate
Hankelove transformacije hf i h* pomerenih nizova wu; i u:* definisanih sa v} = (Un11)nen,
1 u = (Upy2)nen,- Glavni cilj ove glave, pronalazenje izraza u zatvorenom obliku za Han-
kelovu transformaciju niza (u,)nen,, je ostvaren u cetvrtom poglavlju, dok su u poslednjem,
petom, uspostavljene neke relacije koje, prethodno pomenute Hankelove transformacije zado-
voljavaju. Definisan je i novi problem koji bi trebalo da bude smernica u daljem proucavanju
ove problematike. Rezultati izlozeni u ovoj glavi su originalni i zasnovani su na radu [16].

U narednoj, ¢etvrtoj glavi su izneseni rezultati vezani za Hankelovu transformaciju ispreki-
danih nizova. Prvo poglavlje je posvec¢eno definisanju isprekidanih nizova, ali i uvodenju
novih vrsta transformacija nizova: isprekidane, a-isprekidane i isprekidane-Hankelove trans-
formacije. Izracunavanje Hankelove determinante i determinante nalik-Hankelovoj koje su
bazirane na Catalanovim brojevima predstavljaju glavni zadatak drugog poglavlja, dok se
u tre¢em poglavlju bavimo Hankelovom transformacijom niza isprekidanih pomerenih Cata-
lanovih brojeva. U cetvrtom poglavlju ove glave je obradena generalizacija rezultata datih u
tre¢oj glavi ovog rada, a koji se odnose na Hankelovu transformaciju inverznog reda funkcije
Q(x) = m, kao i odgovarajuc¢ih pomerenih nizova. Sledec¢e poglavlje nam donosi izraze
za Hankelove transformacije generalizacije niza w, i odgovaraju¢ih pomerenih nizova. Dokaz
ovih izraza je baziran na primeni opadajuce a-binomne transformacije i rezultatima dobi-
jenim u prethodnom poglavlju. Za razliku od prethodnih rezultata koji su dobijeni uglavnom
koris¢enjem metoda baziranog na ortogonalnim polonomima, pristup koji je koriséen u ovoj
glavi zasnovan je na rezultatima Gessela i Viennota [49] i nekih novijih rezultata Krattenthalera
[64]. Rezultati izlozeni u ovoj glavi su originalni i preuzeti iz rada [17].

Nastavak ideje izneSene u Glavi 3 je dat u petoj glavi ovog rada, u kojoj je glavni za-
datak trazenje izraza u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju inverznog reda (vy,)nen,
funkcije x(ll:ﬁo‘;), ali 1 odgovarajué¢ih pomerenih nizova (v} )nen, 1 (V2% )nen,. U prvom poglavlju
ove glave su izneSeni pojmovi i svojstva pomenutog reda, dok je trazenje njegove moment
reprezentacije glavni zadatak narednog, drugog poglavlja. Trece poglavlje, klju¢no u ovoj glavi,
se sastoji od pronalazenja izraza u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju kako niza
(Un)neny, tako i njegovih pomerenih nizova (v)nen, 1 (V5 )nen,, ali i niza o, koji se od pocetnog
niza (v, )nen, razlikuje samo u pocetnom ¢lanu, tj. u ¢lanu sa indeksom 0. Hankelova transfor-
macija inverznog reda z(1 — ax) i LU-faktorizacija Hankelove matrice H je tema poslednjeg
poglavlja ove glave. Rezultati izloZeni u ovoj glavi su originalni i objavljeni u radu [15].

Hankelova transformacija nizova baziranih na Motzkinovim brojevima je predmet proucava-



nja Seste glave ove disertacije. Prvo poglavlje je posveéeno definiciji i uvodnom pojmovima
vezanim za Motzkinove brojeve. U drugom poglavlju je izvedena moment reprezentacija Motzki-
novih brojeva kao i izraz u zatvorenom obliku za njihovu Hankelovu transformaciju. Hankelova
transformacija linearne kombinacije (m,41 — ¢ - My, )nen, dva uzastopna Motzkinova broja, kao
i njeni specijalni slucajevi za razlicite vrednosti konstanti ¢, su detaljno prouceni u tre¢em
poglavlju ove glave. Hankelova transformacija linearne kombinacije m, o —a - m,1 +b-m,
tri uzastopna Motzkinova broja je, kako se moze videti u cetvrtom poglavlju, znatno tezi i
obimniji zadatak. U opstem slucaju, za proizvoljne vrednosti konstanti a i b nije naden izraz u
zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju, ali je to uradeno za neke konkretne vrednosti
ovih parametara. Neki od tih rezultata predstavljaju novine u ovoj teoriji, dok su drugi potvrde
nekih dobro poznatih rezultata, ali dokazane na drugaciji nac¢in. U petom poglavlju je data jos
jedna linearna kombinacija i Hankelova transformacija niza m,_ 5. Sesto, poslednje poglavlje
ove glave predstavlja rezime novih rezultata navedenih u celoj ovoj glavi.

Predmet proucavanja poslednje, sedme glave ove disertacije su (u, [, d)-Motzkinovi brojevi
i Hankelove transformacije nizova zasnovanih na njima. U prvom poglavlju je uvedena defini-
cija (u, [, d)-Motzkinovih brojeva kao i osnovni pojmovi vezani za njih, dok je njihova moment
reprezentacija i Hankelova transformacija predstavljena u narednom, drugom poglavlju. Trece
poglavlje nam donosi izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju zbira dva uza-
stopna (u, [, d)-Motzkinova broja, dok su naredna dva vezana za trazenje odgovarajucih izraza
za Hankelovu transformaciju pomerenih (poglavlje 4) i zbira dva pomerena (poglavlje 5) (u, [, d)-
Motzkinova broja. Kao sto se moze videti u ostatku ove glave, u prvom slucaju je naden trazeni
izraz u zatvorenom obliku, dok je u drugom nadena diferencna jednacina koju ta transforma-
cija zadovoljava. Treba napomenuti da su sve formule dobijene u ovoj glavi svedene na slucaj
t-Motzkinovih brojeva (kada je (u,l,d) = (1,¢,1)), odnosno na slucaj (klasi¢nih) Motzkinovih
brojeva (kada je (u,l,d) = (1,1,1)). Tamo gde je to bilo moguce izrac¢unati su i koeficijenti
odgovarajuce troclane rekurentne relacije.

Sve formule koje su dobijene tokom istrazivanja na temu Hankelovih transformacija i iznesene
u ovoj disertaciji su proverene u programskom paketu mMATHEMATICA. Ovaj programski paket je
intenzivno koris¢en za manipulaciju izrazima, $to je umnogome olaksalo izvodenje glomaznih
formula koje se javljaju kao medurezultati ili krajnji rezultati izracunavnaja.



Glava 2

Simbolicko izracunavanje Hankelovih
determinanti

Hankelove determinante, kao posebna klasa determinanti, predstavlja, u sustini, jednu trans-
formaciju (Hankelovu transformaciju) definisanu na skupu nizova (celih brojeva ili u opstem
slucaju realnih, odnosno, kompleksnih brojeva). Njihovo simbolicko izracunavanje je glavna
tema ove glave. Prvo su uvedeni osnovni pojmovi i glavne definicije, a zatim su opisani razli¢iti
metodi za racunanje Hankelovih determinanti koji ¢e kasnije biti iskoris¢eni za izracunavanje
Hankelove transformacije razlicitih klasa nizova.

2.1 Celobrojni nizovi i njihova svojstva

Svaka funkcija oblika
a : NQ — R

predstavlja niz realnih brojeva. Ozna¢imo sa a, = a(n) opsti ¢lan niza a, a sam niz sa (@, )nen,-
Predmet naseg interesovanja u daljem radu najvise su nizovi celih brojeva tj. nizovi

CLZNO—>Z,

a 1 mnogi poznati rezultati koji su navedeni, su u originalu formulisani samo za nizove celih
brojeva. Medutim, treba naglasiti da u opstem slucaju oni vaze za proizvoljne realne nizove.

Nizovi se ¢esto zadaju pomocu funkcije generatrise (o.g.f, ordinary generating function).
Tako je za niz (a,)nen, funkcija generatrisa g(z) funkcija definisana sa

“+o0o

g(x) = Z a,x".

n=0

Osim ovog postoji jos jedan tip funkcije generatrise, tzv. eksponencijalna funkcija generatrisa
(e.g.f, exponential generating function). Za niz (a,)nen, eksponencijalna funkcija generatrisa

e(x) definisana je sa
+oo

_ On p
e(xr) = Z "
n=0
Mozemo da primetimo da je eksponencijalna funkcija generatrisa niza (a,)nen, ustvari jednaka
funkciji generatrisi niza (a,/n!)pen,-



2.1 Celobrojni nizovi i njihova svojstva 8

Za niz (an,)nen, kazemo da je niz momenata mere p ako vazi

%:Aﬂw@.

Ovakve nizove ¢emo vrlo ¢esto koristiti u daljem radu.
U daljim razmatranjima cesto ¢emo se pozivati na Online enciklopediju celih brojeva (EIS)
[101]. Ova enciklopedija je najveéa poznata arhiva nizova celih brojeva i sadrzi mnostvo in-
formacija i svojstava za svaki od nizova u njoj (opsti ¢lan, funkciju generatrisu, e.g.f, itd...).
Autor ove enciklopedije je Neil J. A. Sloane. Na primer, niz Catalanovih brojeva je u ovoj
enciklopediji oznacen sa (A000108).
Naves¢emo nekoliko poznatih brojnih nizova, kao i njihove najpoznatije karakteristike i
zanimljiva svojstva.
Co

n+1

—

Primer 2.1.1. Niz Catalanovih brojeva (A000108) (Cy,)nen,, definisan sa C), =

generatrisu
1—+1—4x
2 ’
Ovo je jedan od najproucavanijih i ujedno i najbitnijih nizova celih brojeva. Catalanovi brojevi C,
predstavljaju niz momenata tezinske funkcije

ima funkciju

c(z) =

na intervalu [0, 4]. Prema tome vazi

4
4_
@zl/ﬂmﬂ@m
27T 0 X

Niz isprekidanih Catalanovih brojeva (C'(|n/2])(1+ (=1)")/2)nen, (prvih nekoliko ¢lanova ovog niza
su1,0,1,0,2,0,5,0,...) moze biti predstavljen kao niz momenata na sledeéi nacin.

_1\n 2
cnfap L = L [ anvi= i,

Da bi dokazali poslednji izraz, dovoljno je da uoc¢imo da je x™v/4 — z2 neparna funkcija za neparne
vrednosti broja n, pa je njen integral na segmentu [—2, 2| jednak nuli. Za parne vrednosti broja n,

n = 2k vazi
1 2 2]{‘\/72 4 n dy
— x 4—a?de=2 [ y"\/4—y— = Ck.
2m ) o 0 VY
Primer 2.1.2. Pod generalisanim Fibonaccijevim brojevima podrazumevamo resenje sledecée linearne
diferencne jednacine
0=0, x1 =1, Tpio = ATpi1 + by (n € Ng; a,beR) . (2.1)

gde su a, b dati brojevi.
Niz generalisanih Fibonaccijevih brojeva predstavlja uopstenje sledeé¢ih nizova:

(1) Fibonaccijevi brojevi A000045 odgovaraju slucajua=0b=1: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..
(2) Jacobsthalovi brojevi A001045 odgovaraju slucajua=1ib=2: 0, 1, 1, 3, 5, 11, ..;

(3) Pellovi brojevi A000129 odgovaraju slucajua=21ib=1: 0, 1, 2, 5, 12, 29,....
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Resenje jednacine (2.1) oc¢igledno ima sledeé¢u funkciju generatrisu

g(z) = ﬁ (a,b €R) . (2.2)

Dakle, mozemo zakljuciti da Fibonaccijevi brojevi F'(n) imaju funkciju generatrisu

g@) = ———— =3 F(n)a"
=0

o l-—ax—22
Zanimljivo je primetiti jos da niz F'(2n+1) ¢iji su prvi ¢lanovi 1, 2, 5, 13, 34, ... ima funkciju genera-
trisu g(z) = %, dok je funkcija generatrisa niza F'(2n+2) ¢iji su prvi ¢lanovi 1, 3, 8, 21, 55, ...

data sa g(z) = m

Primer 2.1.3. Niz (my,)nen, (A001006) Motzkinovih brojeva, ¢iji su prvi ¢lanovi 1,1,2,4,9,21,51,. ..
ima veliku primenu u geometriji, kombinatorici i teoriji brojeva. Poznato je da zadovoljvaju rekurentnu
relaciju
n—1
Mpt1 = My + Z mi - Mnp—1—i =
i=0

2n+3 3n
[ mn .
n+3 n-+3

mp—1

i da im je funkcija generatrisa

o]
1—2—+V1-2x— 322
M(z) = kaxk = 572 .
k=0

Osim toga, funkcija M (x) zadovoljava jednakost M (x) = 1+ xM(x) + x> M?(x).

Primer 2.1.4. Niz centralnih binomnih koeficijenata, 1,2,6,20,70,... (A000984) ¢iji je opsti ¢lan
(2;) mozemo da predstavimo kao momente tezinske funkcije

<2n> 1 /4 "

=— —dx.

n T Jo /1’(4 — .fL')

Niz isprekidanih centralnih binomnih koeficijenata, 1,0,2,0,6,0,20,0,... ¢iji su ¢lanovi sa parnim
indeksom nula a neparni jednaki centralnim binomnim koeficijentima (2:) ima opsti oblik

%:Q&y+gwi

Eksponencijalna funkcija generatrisa ovog niza je jednaka Jy(2z) gde je Jo(z) Besselova funkcija prve

vrste, tj. vazi
(7 A+ (=D
20) = ~ 7 Iah,
Jo(2z) kz—o <n/2> ol

Primer 2.1.5. Narayana brojevi (N (n, k))n ken, su definisani na slede¢i nacin [70, 101, 104]:

N(O,k) = N(k,0) = 640 (k€ No),  N(n,k) = i(:) <k " 1> (mkelN),  (23)

gde je sa 0;; oznacena Kronecker-ova delta funkcija. Ovom nizu (A001263) odgovara niz Narayana
polinoma (a(n;r))nen, koji je definisan sa

a(n;r) = Z N(n, k)rk. (2.4)
k=0

Narayana brojevi i polinomi zaokupljaju veliku paznju mnogih kombinatoricara (na primer [6, 21,
104]). Vezu izmedu Narayana brojeva i broja putanja u celobrojnoj mrezi (tzv. resetkastih putanja)
je proucavao i R.A. Sulanke u [104]. Sulanke je posmatrao putanje u celobrojnoj resetki Z x Z od
(0,—1) do (n,n) i dokazao da je broj tih putanja duzine k ¢ija je duzina koraka iz N x N, takvih da
cela putanja ostaje strogo iznad linije y = x — 1, jednaka N (n, k).
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2.2 NajcesScée transformacije nizova

U ovom poglavlju su izlozene sledece transformacije brojevnih nizova: binomna, a-binomna,
invert i Hankelova transformacija, kao i najvaznija njihova svojstva.

2.2.1 Binomna, a-binomna i invert transformacija
Definicija 2.2.1. Binomna transformacija datog niza a = (ay,)nen, je nizb = (bp)nen, definisan
sa .
n
b, =
> ()
k=0

Binomnu transformaciju oznacavaéemo sa B i pisacemo b = B(a).

Ova vazna transformacija nizova realnih brojeva je invertibilna. Sledeé¢a lema opisuje in-
verznu transformaciju B~! binomnoj transformaciji.

Lema 2.2.1. Binomna transformacija je invertibilna. Ako vazi b = B(a) onda je

a, = zn:(—n"—k (Z) by

k=0

Ukoliko koristimo funkciju generatrisu za opisivanje niza, tada je binomna transformacija
niza ¢ija je funkcija generatrisa g(x), niz ¢ija je funkcija generatrisa jednaka +—g(;%). Slicno,
ukoliko niz opisujemo eksponencijalnom funkcijom generatrisom e(x), tada je binomna trans-
formacija ovog niza niz ¢ija je eksponencijalna funkcija generatrisa jednaka exp(z)e(z).

Primer 2.2.1. Ukoliko dvaput primenimo binomnu transformaciju na niz (e,)nen, isprekidanih
centralnih binomnih koeficijenata dobijamo niz centralnih binomnih koeficijenata ((2:>)nENo- Polazni
niz (e, )nen, ima funkciju generatrisu \/1—1W'

Primenjujuéi binomnu transformaciju na ovu funkciju

generatrisu dobijamo
1

1 1
1—33'\/1_4(ﬁ)2_\/1—2m—33:2.

Ova funkcija predstavlja funkciju generatrisu niza centralnih trinomnih koeficijenata (A002426). Ako
jo$ jednom primenimo binomnu transformaciju dobijamo slede¢u funkciju generatrisu

1 1 1
. = —.
x \/1—2ﬁ_3(ﬁ)2 V1 —4x

Ovako dobijena funkcija je funkcija generatrisa niza centralnih binomnih koeficijenata. Posmatrajmo
sada eksponencijalne funkcije generatrise. Mozemo zakljuciti da niz (27?) ima eksponencijalnu funkciju
generatrisu jednaku exp(2z)Jo(2z).

Rastuéu i opadajuéu a-binomnu transformaciju su definisali Spivey i Stail u radu [102].
Podsetimo se da je binomna transformacija niza (a,)neny, 0z (bn)nen, = B(a) definisan sa

b, = zn: C‘) a;. (2.5)
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Definicija 2.2.2. Rastuca i opadajuéa a-binomna transformacija niza (an)nen, Su redom nizovi
(rn)neny = Br(a; ) i (fn)nen, = Bf(a; a) definisani sa

Tp = i (?) ala;; fn = i (ZL) Q" a,. (2.6)
i=0 i=0

Jasno je iz (2.6) da vazi B(a) = Br(a;1) = Bf(a;1). Prema tome, rastuca i opadajuca
a-binomna transformacija predstavljaju uopstenja binomne transformacije.

Definicija 2.2.3. Neka je (a,)nen, niz koji zadovoljava uslove ag = 0 i a3 = 1 i neka je
f(z) funkcija generatrisa ovog niza. Invert transformacija niza (an)nen, je niz (by)nen, Cija je
funkcija generatrisa g(x) definisana na sledeéi nacin

_ fl@)
g(r) = 1——f(x)

Invert transformaciju oznacimo sa INV i zapisimo kao b = INV (a).

2.2.2 Hankelova transformacija
Definisimo Hankelovu transformaciju koju ¢emo proucavati u nastavku ovog rada.

Definicija 2.2.4. Hankelova transformacija datog niza a = (a,)nen, je niz (hn)nen, deter-
minanti Hankelovih matrica Hy, = [a;yj o]} ,—y, 1.

ap ai Tt Qp
ai 5] An+1

o ={ankner, =" h={ln}ner,: hn=det| L (2.7)
Qp, (p41 Qon,

Hankelovu transformaciju oznacavaéemo sa H i pisacemo h = H(a).

Hankelove determinante se jos nazivaju i persimetricne ili Turanove determinante. Iako se
determinante Hankelovih matrica proucavaju ve¢ duze vreme, smatra se da je termin Hankelova
transformacija uveo Layman 2001. godine u radu [68]. U istom radu, Layman je dokazao da je
Hankelova transformacija invarijantna u odnosu na binomnu i invert transformaciju.

Teorema 2.2.2. [68] (Layman 2001) Hankelova transformacija H je invarijantna u odnosu
na binomnu transformaciju B kao i invert transformaciju INV, tj. vazi HB(a)) = H(a) 1
H(INV(a)) = H(a) za svaki niz a = (ay)nen, -

Direktna posledica predhodne teoreme je vazna cinjenica da Hankelova transformacija H
nije invertibilna.

Ono §to treba naglasiti je da su neke vrste Hankelovih determinanti bile predmet proucavanja
matematicara c¢ak i vise od 20 godina pre Laymana. Tako su, na primer, jos 1976. godine J.
W. Noonan i D. K. Thomas u [82] uveli pojam ¢-te Hankelove determinante, kao determinante
oblika

Qg A1 T Qkdgi
Qr+1 Qp+2 Aft-g+2

H,(k) = det

Uk4q—1  Ok+q+2 Ak+2q—2
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¢iji su elementi ax, k > 1, koeficijenti razlaganja analiticke funkcije oblika
f(z):z+2akzk, zelU={z€(C,-1<z<1}
k=2

Oni su naroc¢ito proucavali problem sekundarnih Hankelovih determinanti, tzv. Fekete-Szegov
problem, odnosno ocenjivali vrednost determinante Hy(2) = |azas — a3| u zavisnosti od vrste
funkcije f(z). Taj problem je aktuelan i danasnje vreme, na primer u radovima [57, 79] se
mogu pronaci jako interesantni rezultati na ovu temu.

Osim toga, godinu dana pre pomenutog Laymanovog rada, Pearth, Woan i Ehrenborg su
objavili radove [83, 84, 40] u kojima su izra¢unavali Hankelove determinante u smislu Definicije
2.2.4. Izrac¢unavanje determinante Hankelove matrice bilo je predmet proucavanja i rada [12]
autora E. L. Basora, Y. Chena, H. Widoma, takode nesto pre Laymana.

Postoji vise razlicitih metoda za racunanje Hankelovih determinanti. Neki od nih su pri-
menljivi na izracunavanje bilo kojih determinanti. Veoma lep prikaz tih metoda kao i odgo-
varaju¢ih primera, moze se naéi u radu Krattenthalera [62].

Najpoznatiji metodi za racunanje Hankelovih determinanti su metod Dodgsonove konden-
zacije (moze se direktno primeniti na ra¢unanje Hankelovih determinanti), metod LU dekom-
pozicije, metod koji su opisali Egecioglu, Redmond i Ryavec [41] (povezuje racunanje Han-
kelovih determinanti sa resavanjem diferencijalnih konvolucionih jednacina i moze se primeniti
u nekim slucajevima gde drugi metodi ne mogu). Jos jedan, u poslednje vreme kod kombi-
natoric¢ara Cesto primenjivan metod, je Gessel-Viennot-Lindstrov (G-V-L) metod [52, 69, 109]
koji nam daje vezu izmedu Hankelove transformacije i broja putanja u (celobrojnoj) mrezi.
Skorasnji primer primene G-V-L metoda za izracunavanje Hankelove transformacije dat je u
radu [24]. Jos nesto vise i detaljnije o vezi izmedu Hankelove transformacije i pomenutih putanja
moze se naéi u [53, 105, 111]. Viennot [109] i Flajolet [45] su ¢ak dali vezu izmedu ortogonalnih
polinoma, veriznih razlomaka i tih resetkastih putanja.

Ipak, najpopularniji metod za racunanje Hankelovih determinanti je metod baziran na
veriznim razlomcima, odnosno ortogonalnim polinomima. Ovaj metod je detaljno proucen
u naredna dva poglavlja.

Postoji prilican broj radova u kojima je na razlicite nacine izracunata Hankelova transforma-
cija mnogobrojnih klasa nizova. Osim pomenutog rada [62], slicna tematika moze se pronaéi i u
radovima [41, 63, 83, 91, 92, 93]. U narednom primeru razmotri¢emo izracunavanje Hankelove
transformacije nekih razlicitih nizova brojeva.

Primer 2.2.2. Hankelova transformacija niza Catalanovih brojeva (C,)nen, je 1iz (1)nen,, tj-

11
1| =1, ’ ’:1, 12
2 5

[N

1
1

Hankelova transformacija niza centralnih binomnih koeficijenata ¢iji je opsti ¢lan (2:) je niz
(2")nen,- Drugim rec¢ima vazi

=1, \

[Nl
D N
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Za mnoge nizove vrednosti Hankelove transformacije mogu se pronac¢i na EIS-u. Tako na
primer, na EIS-u se moze pronadi oko dvadesetak razlicitih nizova koji, osim pomenutog niza
Catalanovih brojeva, imaju Hankelovu transformaciju (1),en,. M. Somos (videti niz A055209)
je pronasao, i na EIS-u objavio deset nezavisnih nizova ¢ija Hankelova transformacija iznosi

(Z?:l (i!)2>n€NO'

2.2.3 Primena Hankelove transformacije

Postoji mnogo primena Hankelove transformacije (Hankelovih determinanti) u matematici, fizici
i tehnickim naukama uopste. Brojni problemi u kombinatorici su reseni zahvaljuju¢i bas Han-
kelovim determinantama. Primene u prebrojavanju Asteckih dijamanata mogu da se nadu,
na primer u [23, 56]. Primena koja se ti¢e square-ice modela data je, na primer, u radu [31].
Veza izmedu Hankelovih determinanti i sistema kompjuterske algebre je uspostavljena u [100].
Takode je dat jedan algoritam za racunanje najvec¢eg zajednickog delioca polinoma zasnovan
na Hankelovim matricama. Pre par meseci je objavljen rad u kome se Hankelove matrice
primenjuju u identifikacionim sistemima [80].

U fizici, na primer, postoje brojni slucajevi kada resenje tzv. Toda jednacine moze da
bude izrazeno uz pomov Hankelovih determinanti [59]. U zadnje vreme, Toda jednac¢inama se
obraca posebna paznja zbog njihove uloge u vezi izmedju teorija kvantne gravitacije i teorije
solitona. Osim toga, koris¢enjem Hankelove transformacije u fizici, reSene su neke parcijalne
diferencijalne jednacine sa radijalnom i sfernom simetrijom [14].

Hankelove determinante ne gube na aktuenosti ni danas. Takode interesantna primena
Hankelovih determinanti moze se naéi u radovima [27, 36, 20].

2.3 Neki metodi za izracunavanje Hankelove transfor-
macije

U ovom poglavlju su izlozena dva osnovna metoda za racunanje Hankelove transformacije. To
su metod Dodgsonove kondenzacije i Radoux-Junodov metod baziran na funkcijama gener-
atrisama. Tre¢i metod, metod baziran na veriznim razlomcima, odnosno ortogonalnim poli-
nomima je detaljnije razmatran u naredna dva poglavlja.

2.3.1 Metod Dodgsonove kondenzacije

Ukoliko se odgovarajuce resenje date deteminante intuitivno nasluti, onda ovaj metod omogucava
efikasan i kratak induktivni dokaz tog resenja. Naravno, nedostatak metoda je Cinjenica da
reSenje mora najpre da se "nasluti” a tek onda i dokaze. lako identitet na koji se bazira ovaj
metod najverovatnije potice od P. Desnanota, on se cesto vezuje za Charlesa Ludwiga Dodg-
sona, poznatijeg kao Lewis Carroll. Ipak, smatra se da je prvi strogi dokaz dao je Jacobi
(22, 61].

Teorema 2.3.1. [62] (Dodgsonova kondenzacija) Neka je A data matrica formata n x n.
Oznacimo sa A~ podmatricu matrice A koja se dobija izbacivanjem vrsta iy, ... iy i kolona
Jis .-+ Jk 12 matrice A. U tom slucaju vazi

det A-det A~} = det AT} - det A" — det AT} - det A7),
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Primetimo da ova teorema vazi za proizvoljnu kvadratnu matricu, pa samim tim i za Han-
kelovu matricu. Nekoliko primena metoda Dodgsonove kondenzacije za izracunavanje razlicitih
determinanti dato je kako u samom radu [62], tako i u njegovoj bogatoj bibliografiji. Naredna
posledica nam daje primenu ovog metoda na Hankelove determinante.

Posledica 2.3.2. Neka je a = (an)nen, proizvoljan niz i neka je ' = (Gpi1)nen, @ ¢ =
(@nt2)neny- Sa hyh' i b oznacimo Hankelovu transformaciju nizova a,da’ i o”. Tada vazi

hnh/ri—Q = h;;—1hn—1 - (h;—1)2-

2.3.2 Radoux-Junodov metod

Ovaj metod opisuje vezu izmedu funkcije generatrise (klasi¢ne i eksponencijalne) i izracunavanja
Hankelove transformacije. Osnove metoda postavili su Radoux 2000. godine i Junod 2003.
godine. Iz rezultata do kojih je dosao C. Radoux u radovima [91, 92, 93| proizilazi sledeca
lema.

Lema 2.3.3. [58, 91] (Radoux 2000) Oznacimo sa F(z) = .y, an 2 e.g.f niza (ap)nen, -

n!’

Ako postoji niz funkcija (F,(2))nen, @ niz brojeva (dp)nen, takvi da vazi

(1) F,gn)(O) =0 za svako n < k,
@) S AR F() = Fly+ ),

tada je Hankelova transformacija niza (a,)nen, jednaka hy, =[], dk(Fk(k)(O))Q.

Koriséenjem predhodne leme, mozemo pokazati da vaze naredne dve teoreme. Njih je
dokazao Junod u radu [58]. Obe teoreme nam daju izraze za racunanje Hankelove trans-
formacije nizova. Prva za one nizove ¢ija e.g.f. ima odredena svojstva, a druga za one nizove
¢ija o.g.f. ima odredena svojstva.

Teorema 2.3.4. [58] (Junod 2003) Neka je (jin)nen, niz Cija je e.g.f. jednaka F(x). Pret-
postavimo da vazi F(z) = e%?) gde je G(z) diferencijabilna funkcija takva da je G(0) = 0 i
g(z) = G'(z) — G'(0) zadovoljava ¢'(z) = a + Bg(z) + v9(2)?* za neke vrednosti parametara
a,B,veR, a#0. Tada je

F(y+2) =y WD AR B ey gy,

k=

[en]

Hankelova transformacija niza (fin)nen, jednaka je

n
n+1

ho = oS T (R +7) (L +29) - (L + (k= 1))

k=0
Pre nego sto formuliSemo narednu teoremu, uves¢éemo operator V na slede¢i nacin

£(2) ~ 110)

z

Vf(z) =
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Teorema 2.3.5. [58] (Junod 2003) Neka je dat niz (i, )nen, ¢ija je funkcija generatrisa F(z).
Pretpostavimo da vazi F(z) = ﬁ(z) gde je G(z) funkcija tako da je G(0) = 0. Pretpostavimo

dalje da funkcija
g9(z) = VG(z) — VG(0) = @ — G'(0)

zadovoljava g(z) = z(a + Bg(z) + vg9(2)?) za neke vrednosti parametara o, 3,7 € R, a # 0.
Tada je Hankelova transformacija niza (i, )nen, jednaka

hy = al"3)A (),

Vaznost ove dve teoreme se ogleda u mogucnosti njihovih primena za izracunavanje Han-
kelove transformacije razli¢itih nizova. U radu [58] one su primenjene na racunanje Hankelove
transformacije niza Hermiteovih polinoma, Bellovih polinoma, Ojlerovih brojeva, itd...

2.4 Ortogonalni polinomi

Teorija ortogonalnih polinoma je do sada bila predmet proucavanja mnogih matematicara.
Primeri nekih od radova na ovu temu su [28, 51, 106, 109, 110]. Nase interesovanje za ortog-
onalne polinome potice od ¢injenice da su oni usko povezani sa Hankelovim determinantama.
Zbog toga je u ovom poglavlju izlozena osnova teorije ortogonalnih polinoma.

2.4.1 Definicija i osnovna svojstva

Neka je A : R — R neopadajuca funkcija i pretpostavimo da postoje kona¢ne grani¢ne vrednosti
lim; 400 A(f). Ova funkcija indukuje pozitivnu meru dA na skupu R. Osim toga, izrazom

o) = [ fan recm (2.8)

R
je definisan pozitivni linearni funkcional £ na skupu svih neprekidnih realnih funkcija jedne
promenljive C(R). Napomenimo da, na osnovu Rieszove reprezentacione teoreme, za svaki

pozitivni funkcional £ na C(R) postoji pozitivna mera d\ takva da jednacina (2.8) vazi.
Pretpostavimo da su svi momenti mere d\ konacni, tj. da je

o = / z"d\ € R, (n € Np).
R

Za svaki par polinoma (ali i bilo kojih neprekidnih funkcija) p, ¢ € R[z] skalarni proizvod (p, q)
mozemo definisati na sledeé¢i nac¢in

(p,q) = /R p(x)q(z)dA.

Ovaj skalarni proizvod indukuje slede¢u normu

Ipll = (p,p)"* = (/Rp(x)2d>\) 1/2_
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[zmedu ovako definisanog skalarnog proizvoda i Hankelove transformacije mozemo uspostaviti
vezu na sledeéi nacin. Neka je h = H(u), i neka je (Hp)nen, niz Hankelovih matrica H, =
(it jlo<ij<n—1. Za svaki polinom p(z) = pua™ + pp_1x™ ' + ... + p1z + py oznaéimo sa
p = [po proc - pn}T vektor njegovih koeficijenata. Tada vazi (p,q) = p’ H,q za svaka
dva polinoma p,q € R[z] stepena n. Relacija takode vazi i ako su stepeni polinoma p i ¢
razliciti, ukoliko vektor p ili q na odgovaraju¢i nac¢in dopunimo nulama.

Propozicija 2.4.1. Skalarni proizvod (-,-) je pozitivno definitan na R[z] ako i samo ako vaZi
h, >0 za svako n € Ny.

Tacka tg je tacka rasta funkcije A\(¢) ako vazi A\(tg —e€) < A(to + €) za svako € > 0. Skup svih
tacaka rasta funkcije A se naziva nosa¢ mere dX i oznacava sa supp(d\).

Definicija 2.4.1. Moniéni polinomi m,(t) = t* + ... € Rlz], k = 0,1, ... se nazivaju monicni
ortogonalni polinomi u odnosu na meru d\ ako vazi

(7rk,7rl) :0, k’#l, (k,lGNo)
|7kl > 0, (k € Np).

Moze se dokazati da je Propozicija 2.4.1 potreban i dovoljan uslov postojanja niza moni¢nih
ortogonalnih polinoma (7, ),en,. Zbog toga, na dalje mozemo pretpostaviti da je ovaj uslov
ispunjen. Trivijalno vazi my(z) = 1, posto su svi polinomi 7, monicni.

Lema 2.4.2. Skup polinoma {mg,m,...,m,} je linearno nezavisan. Stavise, svaki polinom
p € Rlz| stepena najvise n moze se na jedinstven nacin predstaviti u obliku

p= Z CrTk (2.9)
k=0

za neke konstante cj,.

Dakle, prethodna lema tvrdi da ortogonalni polinomi my, 7y, . . ., 7, formiraju bazu podpros-
tora svih polinoma koji su stepena najvise n. Naravno, niz polinoma (m,),ecn, mozemo dobiti
primenom Gram-Schmidtovog metoda ortogonalizacije na niz (2"),ecn,. Prema tome, polazimo
od pretpostavke da je my = 1 i rekurzivno racunamo ostale ¢lanove niza monicnih ortogonalnih

polinoma
k—1

k .
Tk :xk_ZCm-, C; = (27, )

i—0 (ﬂ-iyﬂ-z')'

Posto je skalarni proizvod (-, -) pozitivno definitan, polinom 7 je jednoznaéno definisan i or-
togonalan na sve ostale polinome 7, j # k.

Koli¢nik svakog od polinoma 7, i odgovarajué¢e norme ||7,| daje niz ortonormiranih poli-
noma (7, () /||7n|| Jneny, & oni su ortogonalni u odnosu na skalarni proizvod (-, -) i njihova norma
je jednaka 1.

Kazemo da je mera d\ apsolutno neprekidna ako je d\ = w(t)dt gde je w(x) nenegativna
integrabilna funkcija na R koju nazivamo tezinska funkcija (tezina). Drugim rec¢ima, kazemo
da je mera d\ apsolutno neprekidna (u odnosu na Lebesgueovu meru) ako postoji Lebesgue
merljiva funkcija w(x), tako da vazi dA(S) = [qw(x)dx za svaki (Lebesgue) merljivi skup S.
Moze se dokazati da je supp(d\) = {z € R | w(z) # 0}. Zato se pojam nosaca moze sasvim
prirodno progiriti i na tezinske funkcije i pisati supp(w) = supp(dX).
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Za odgovarajuce ortogonalne polinome (7,)nen, kazemo da su ortogonalni u odnosu na
tezinu w(z) (tj. da su pridruzeni tezini w(z)).

Naredna teorema nam daje vezu izmedu Hankelovih determianti i ortogonalnih polinoma
koja omogucava eksplicitno predstavljanje opsteg clana niza ortogonalnih polinoma u funkeiji
niza momenata (L, )nen,-

Teorema 2.4.3. Polinomi m,(x) mogu se predstaviti u sledecem obliku

fo 1 e
1 H1 K2 Hn1
() = o det : -
Hn—1  Hn - fop—1
1 :L‘ “ .. $n

gde je h = H(p) Hankelova transformacija niza momenata pi = (fin)nen, -

2.4.2 Troclana rekurentna relacija

Jedno od najvaznijih svojstava niza ortogonalnih polinoma predstavlja troc¢lana rekurentna
relacija koju oni zadovoljavaju. Pomocu ove relacije mozemo lako rekonstruisati ceo niz poli-
noma. Neka od najvaznijih svojstava troclane rekurentne relacije su:

e Moguénost racunanja nula polinoma 7, kao sopstvenih vrednosti prirduzene trodijago-
nalne matrice (poznate kao Jacobijeva matrica). Ove nule su veoma vazne u konstrukeiji
Gaussovih kvadratura.

e Direktno izra¢unavanje normi polinoma ||, || koje su potrebne da bi se preslo sa moni¢nih
na ortonormirane polinome.

e Uspostavljanje veze izmedu ortogonalnih polinoma i veriznih razlomaka.

Ovo poslednje svojstvo je osnova za razvoj metoda za racunanje Hankelovih determinanti bazi-
ranog na veriznim razlomcima odnosno ortogonalnim polinomima.

Teorema 2.4.4. Neka je (m,)nen, niz monicnih ortogonalnih polinoma uw odnosu na meru dX.
Tada ovaj niz zadovoljava sledecu troclanu rekurentnu relaciju

Tt (z) = (& — ap)m(x) — Bumn_1(2), (n € Ny), (2.10)

sa startnim vrednostima m_1(x) = 0 i mo(x) = 1. Koeficijenti o, i B, mogu da se odrede iz
sledecih relacija

Ay = %7 (nEN(]),
Bn = (0, ) : (n € N).

(7Tn—17 7Tn—1)

Posto je m_1(x) = 0 zakljucujemo da koeficijent fy mozemo izabrati proizvoljno i da ée
relacija (2.10) svakako vaziti. Zbog proizvoljnosti se najéesée za ovaj koeficijent bira vrednost
Bo = ||mo||®. Za ovako izabranu vrednost koeficijenta [y vazi slede¢a posledica:
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Posledica 2.4.5. Neka su By, b, .., Bn koeficijenti troclane rekurentne relacije (2.10). Tada
vazi

17ll* = BoBr -+ Bu1Bn (n € Np).

Napomenimo da, ukoliko niz polinoma zadovoljava ovu relaciju sa zadatim pocetnim vred-
nostima, onda je taj niz polinoma ortogonalan u odnosu na neku meru dA. Dakle, troclana
rekurentna relacija ima veliku primenu u karakterizaciji moni¢nih otogonalnih polinoma. Ovaj
rezultat je u literaturi srece kao Favardova teorema, ali se smatra da je bio poznat jos iz vremena
rada Stieltjesa.

Teorema 2.4.6. (Favard) Neka je (p,(z))nen, niz monicénih ortogonalnih polinoma koji zado-
voljavaju degp,(x) = n. Owvaj niz polinoma predstavlja niz ortogonalnih polinoma u odnosu
na neku meru d\ ako i samo ako postoje nizovi koeficijenata (oun)nen, ¢ (Bn)nen, takvi da je
zadovoljena troclana rekurentna relacija (2.10) (uz pretpostavku da je p_1(x) = 0).

2.5 Metod baziran na ortogonalnim polinomima

Kao sto smo ve¢ rekli, u ovom poglavlju je detaljno izlozen metod za izracunavanje Hankelove
transformacije baziran na veriznim razlomcima, odnosno na ortogonalnim polinomima. Opisana
je veza izmedu Hankelove transformacije i veriznih razlomaka, tj. ortogonalnih polinoma, zatim
navedena Stieltjesova inverziona teorema i date neke transformacije tezinske funkcije.

2.5.1 Veza Hankelove transformacije sa veriznim razlomcima i or-
togonalnim polinomima

Za naredni, veoma ¢esto koriséen rezultat, zasluzan je Heilermann, a daje nam vezu izmedu
Hankelovih determinanti i veriznih razlomaka. Ovaj rezultat je opisan slede¢om teoremom,
koja se moze naéi u [32, 110] a takode u radu Krattenthalera [62].

Teorema 2.5.1. [32, 62, 110] (Heilermann 1845) Neka je (iin)nen, niz brojeva cija je

funkcija generatrisa jednaka G(x) = ::) nx™ 1 moZe da se napise u obliku
00 . 1o
G(x) =) ppa" = i . (2.11)
n=0 1 — apzr — ! 5
Box
-y — ———m—
1l—agr —---

Tada je Hankelova transformacija h = H(u) odredjena sledeéim izrazom

ho = g By 8372+ B _aBr (2.12)

Vaznost Teoreme 2.5.1 se ogleda u tome $to nam omogucava da eksplicitno izracunamo Han-

kelove transformacije svakog niza (i, )nen, ¢ija funkcija generatrisa G(x) moze da se predstavi
u obliku (2.11).
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Primer 2.5.1. Primer ovakvog izracunavanja Hankelove transformacije, dat u radu [23|, je Han-
kelova transformacija niza velikih Schréderovih brojeva (r,)nen,. Niz velikih Schréderovih brojeva
(A006318), ¢iji su prvih nekoliko ¢lanova 1, 2, 6, 22, 90, 394, 1806, ... oznacavaju niz brojeva
(resetkastih) putanja u ravni 2Oy koje poc¢inju od (0,0) a zavrsavaju se u (n,n) i pri tome koriste
horizontalne (1,0), vertikalne (0, 1) i dijagonalne (1, 1) korake, vode¢i ra¢una da nikad ne prelaze iznad
linije y = z. Funkcija generatrisa velikih Schroderovih brojeva je

X, l—z—V1—6x+a?

>’ = -
2x

n=0

Oznac¢imo sa w = g(x) refenje jednacine x’w — (1 — 3z)w + 2 = 0, odakle je w(l — 3z — z%w) = 2.
Mozemo zakljuciti da je

2 2 2
w = _ — 3 = 5 ) = 5 )
I=de—wfw 1-8e— gty 1-3v— 0y
Iz poslednjeg razvoja sledi da je pg = 1 = B2 = ... = 2. Dakle, koris¢enjem relacije (2.12) mozemo

dobiti slededi izraz u zatvorenom obliku za h = H((ry)nen,)

HEl o),

hn g 227:17’ e 2

Jos jedan primer izracunavanja Hankelove transformacije razvijanjem funkcije generatrise
u verizni razlomak (2.11) dato je od strane Krattenthalera u radu [62]. U tom radu, autor je
izracunao u zatvorenom obliku izraz za Hankelovu transformaciju niza pomerenih Bernoullijevih
brojeva B” = (By42)nen,. Takode, jos neki primeri ovakvog izracunavanja dati su u [62, 63, 26].

Ono sto predstavlja veliki problem u ovakvom izracunavanju je kako naci eksplicitan razvoj
funkcije generatrise u verizni razlomak. Cak i kada se naslute izrazi za koeficijente u razvoju,
ostaje poteskoca kako dokazati ispravnost tog razvoja. Jedan od nacina da se resi ovaj problem
je uspostavljanje veze izmedu veriznih razlomaka oblika (2.11) sa jedne i ortogonalnih polinoma
sa druge strane. Ovu vezu daje sledeca teorema.

Teorema 2.5.2. [62, 109, 110] Neka je (p,(x))nen, niz moniénih ortogonalnih polinoma u
odnosu na neki linearni funkcional L. Posmatragmo troclanu rekurentnu relaciju

pn+1($) = (x - Ozn)pn(l‘) - ﬁnpn—l(x)'

Tada funkeija generatrisa momenata G(z) = > %0 p1,2", gde su pi, = L(x™) momenti zadovo-
ljava (2.11) pri ¢cemu su o, i B, iz (2.11) upravo koeficijenti troclane rekurentne relacije.

Podsetimo se da smo koeficijent fy u troclanoj rekurentnoj relaciji izabrali tako da je By =
L(1) = po. Prema tome, relacija (2.12) moze biti zapisana u obliku

ha = By By - BraBa-1-

Dakle, kompletan metod za racunanje Hankelove transformacije datog niza (i, )nen, se sas-
toji od tri koraka:
1. Pronaéi meru d\, odnosno tezinsku funkciju w(z), takvu da je u, njen n-ti moment;
2. Pronadi koeficijente o, i (5, troclane rekurentne relacije koji odgovaraju meri d\ (tezini
w(z));

3. Primeniti formulu (2.12).

U naredna dva poglavlja je objasnjen jedan od nacina kako do¢i do izraza za tezinsku
funkciju i kako, njenom transformacijom, do¢i do koeficijenata za troclanu rekurentnu relaciju.
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2.5.2 Tezinska funkcija i Stieltjesova inverziona formula

Osnovni problem koji je ovde proucen je kako da se za dati niz (p,)nen, utvrdi da li postoji
linearni funkcional £ takav da je L£(z") = u, za svako n € Ny. Prema Rieszovoj reprezenta-
cionoj teoremi, postojanje funkcionala L je ekvivalentno postojanju mere d\ tako da vazi
Ly = fR x™d\. Ovaj problem je u literaturi poznat kao Hamburgerov momentni problem [29].
Slede¢a teorema nam daje njegovo resenje.

Teorema 2.5.3. Za dati niz (fin)nen,, postoji pozitivna mera d\ takva da vazi fR x"d\ = py,
za svako n € Ny, ako i samo ako je h, > 0 za svako n € Ny gde je h = (hy)nen, = H(p)
Hankelova transformacija niza 1 = (fn)nen, -

Dakle, uslov nenegativnosti Hankelove transformacije posmatranih nizova, bi¢e podrazumevan
u ostatku ove glave, ali i svuda na dalje gde se bude primenjivao metod baziran na ortogonalnim
polinomima.

Osim Hamburgerovog momentnog problema, u zavisnosti od intervala integracije, postoje
i drugi tipovi momentnih problema. Ako je interval (0,+oc0), onda se radi o Stieltjesovom
momentnom problemu a ako je interval (0,1) onda je to Hausdorffov momentni problem. Vise
o momentnim problemima moze se naé¢i recimo u [3, 13].

Sada ¢emo razmotriti nac¢in za eksplicitno nalazenje resenja Hamburgerovog momentnog
problema. Za svaku meru d\, definisSimo njenu Stieltjesovu transformaciju na sledeéi nacin

Sz d)\) = /R CZM—_“Z.

Neka je (5 )nen, niz momenata mere dA i G(z) funkcija generatrisa ovog niza. Tada vazi

+oo +o0
S(z;d\) = / d 2zt Z 2T = ! Z 2, = 2 TG,
R n=0 n=0

Poslednji izraz nam daje vezu izmedju Stieltjesove transformacije i funkcije generatrise mom-
enata. Naredna teorema, poznata kao Stieltjes-Perronova inverziona formula (ili Stieltjesova
inverziona formula) [28, 67], nam daje eksplicitno resenje za meru dA (tj. funkciju A(¢)).

Teorema 2.5.4. [28, 67| (Stieltjes-Perronova inverziona formula) Neka je (p,)nen, niz
takav da su svi elementi njegove Hankelove transformacije nenegativni. Oznacimo sa G(z) =
> Hn2" funkciju generatrisu ovog niza i neka je F(z) = z71G(z71). Takode, neka je funkcija
A(t) definisana sledeéim izrazom
1 t
At) — A(0) = —— lim [F(x +iy) — Flo — iy)] dz. (2.13)

277-2 y—>0+ 0
Tada vazi p, = fR x™dA, tj. N(t) definise resenje Hamburgerovog momentnog problema.

Od posebnog znacaja za dalji rad ¢e nam biti i naredna posledica.

Posledica 2.5.5. Neka su ispunjene pretpostavke predhodne teoreme i neka je jos F(z) = F(z).
Tada je
1 t
At) = A0) = —= lim [ Im F(z+ iy)dx. (2.14)

m y—)OJr 0
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2.5.3 Transformacije tezinske funkcije

Kao sto smo veé¢ videli, za izracunavanje Hankelove transformacije nekog niza potrebno je
znati koeficijente @, i 3, troclane rekurentne relacije koju zadovoljavaju moni¢ni polinomi,
ortogonalni u odnosu na neku tezinu w(z). Postoji vise metoda za numericko racunanje ovih
koeficijenata. Neki od njih su dati u radovima [50, 51]. Nas zadatak je izracunavanje ovih
koeficijenata u zatvorenom obliku. Jedan od nacina za to je da se krene od neke druge tezine
w(x) za koju znamo odgovarajuée koeficijente «, i 3, i da primenom niza transformacija tezinske
funkcije dodemo do trazene tezine w(z). Prilikom izvodenja opisanih transformacija potrebno
je da znamo relacije koje povezuju originalne koeficijente a, i 3, sa transformisanim é, i G,.
Za pocetak razmotrimo dve jednostavne transformacije.

Lema 2.5.6. Oznacimo sa w(x) originalnu, sa w(x) transformisanu teZinsku funkciju a sa
(70 (%) Jneng @ (Tn(X))nen, nizove monicnih ortogonalnih polinoma w odnosu na originalnu i
transformisanu tezinsku funkciju respektiono. Takodje, oznacimo sa (v, )neng, (Bn)neng @ (Gn)neng s (Bn)neN
odgovarajuce koeficijente troclane rekurentne relacije za originalnu i transformisanu teZinsku
funkciju respektivno.

Vaze sledece transformacione formule:

(1) Ako je w(x) = Cw(x) gde je C > 0 onda vazi &, = o, zan € Ny i Bo = CBy, Bn = Bn 2a
n € N. Dodatno vazi 7,(x) = m,(x) za svako n € Ny.

(2) Ako je w(z) = w(az +b) gde je a,b € R ia# 0 onda vaZi é, = *2= zan € Ny iﬁozf—o

al

i By = i—’{ za n € N. Pored toga vazi 7,(x) = ainwn(ax +).

Dokaz.
(1) Primetimo da

/Rfrn(x)frk(m)w(a:)da: = C’/Rﬂn(x)ﬂk(x)w(x)dx =0

vazi za svako n,k € Ny za koje je n # k. Ovim je dokazana ortogonalnost polinoma (7,)nen, -
Prema tome zakljucujemo da je &, = o, zan € Nyo i 38, = 3, zan € N. Koeficijent 3 je jednak

Bo = / w(x)de = C’/ w(x)dz = CP.
R R
Ovim je zavrsen dokaz dela (1) leme.
(2) Neka je 7,(z) = 2, (az 4 b). Onda je

/R Fo ()7 ()0 () da = anl% /R o0z + bymo(az + b)w(az + b)da

~ e | s =0

za svako n, k € Ny i n # k. Osim toga vazi i

1

ﬁ'n+1 (33) = ﬁﬂ'nJrl(&l' + b) =

_ (x _ = b) o) — %frm(az)

e [(ax + b — o)y (ax 4+ b) — Bymp_1(ax + b))
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odakle zakljucujemo da je &, = O‘"T_b zan € Nyi B, = i—g za n € N. Ponovo, direktnim

izracunavanjem dobijamo

o= [ @(z)de = _ B
Bg—/Rw(m)dx—/Rw(ax—i—b)dx_ al’

Ovim je i dokaz dela (2) ove leme zavrsen. [J

Posmatrajmo sada transformacije tezinske funkcije oblika

) - )

v(x)

Naredni rezultati su uglavnom preuzeti iz [50], a njihova osnova je slede¢a generalizacija poznate
Christoffelove teoreme.

w(x), u(z),v(x) € Rlz].

Teorema 2.5.7. Neka su m,(x) i 7,(x), n € Ny monicni ortogonalni polinomi u odnosu na

tezine w(x) i w(z) = r(x)w(x) respektivno, gde je r(z) = u(x)/v(z) i u(z) = [T_,(z — uy),

v(z) = [[j (z —v). U slucaju m <n, vazi

Tn-m(z) - Tooa(w)  mu(z) -0 ()
Tnom(u1) -+ Tuoa(w)  ma(ur) oo mop(u)
w(@)mp(x) = Cdet | mpom(w) -+ Tpoa(w)  m(w) - mop(w) |- (2.15)
Pr-m(v) o+ puoi(vi)  palvi) oo paga(vi)
pn—m(Vm) 0 pac1 (Vi) pa(Um) o pagi(Om) ]
U suprotnom, ako je m > n onda vazi
[0 0 - 0 w(x) - manl@)]
O O e O ﬂb(ul) s ’ﬂn+4(u1)
w(@)my(z)=Cdet | O 0 --- 0 molu) - map(w) | - (2.16)
Lo o o (o) o o)
[ L vm o™ po(vm) e paa(Um) ]

gde je C' normalizaciona konstanta (jednaka je reciproénoj vrednosti vodeceg koeficijenta poli-
noma sa desne strane). Sa p,(z) oznacili smo Cauchyjeve integrale polinoma m,(x) definisane
sa

pnlz) = /R ™ i, (n e Ny).

z—1
Originalna Cristoffelova teorema se dobija u slucaju v(x) = 1, odnosno m = 0. Transfor-

macione formule dobi¢emo primenom Teoreme 2.5.7 u specijalnim sluc¢ajevima.

Lema 2.5.8. Posmatrajmo istu notaciju kao u Lemi 2.5.6. Neka je niz (r,)nen, definisan sa

Bn

T'n—1

ro = C — Q, Tn =C— Qy —

(n € N). (2.17)

Razmotrimo dva slucaja:
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(1) Ako je w(z) = (v — c)w(x) gde je ¢ < infsupp(w), tada vazi

BO - /Rw(x)dxa Bn = ﬁn I 5 (n € N)a

Tn—1
ap = Qpt1 + Tt — T, (7’L € NO)

(2) Ako je w(z) = (x — ¢)(x — ¢)w(x) gde je c € C\ R, tada vazi

2
~ ~ R r
/60 - /80(/81 + |T0|2)7 /6 ﬁTL nt/l “ 21 N (n € N)?
(Tn 1) Tn—1
P ) ! .
Qp = Qpyo + Tn+2 + :1,+ T;L+1 - ( Tpg1 T t 7’;) (n € No).
rnJrl T

gde je i, =Re ry, ir) =Im r,.

Dokaz. Pretpostavimo da je w(z) = (x — c)w(z) gde je ¢ < infsupp(w). Primenom Teoreme
2.5.7 dobijamo

— o), (x :—; e Tn(2) () =T ) — rpma (T
(2= (o) = = — et [T ] ) o),

gde smo sa r, oznacili r,, = m,11(c)/m,(c). Napisimo polinom (x — ¢)z7,(x) na dva naéina.
Najpre koristimo troc¢lanu rekurentnu relaciju za niz (m,(x))nen,. Imamo da je

(x — c)am,(x) = a7y (x) — rpaem, ()
(2.18)
= 7Tn+2(x> + (an+1 - Tn)ﬁn+1(x) + (ﬁn-‘,—l - rnan)ﬂ-n(ﬂj) - Tnﬁnﬂ-n—l(fr)-

Zatim koristimo tro¢lanu rekurentnu relaciju za niz (7, (z))nen,- Na taj nacin dobijamo

(z — c)rf,(z) = (z — ) [Tni1(T) + AnTn(z) + 5n7~rn—1(5p)]

B - B - (2.19)
- 7Tn+2(~r> + (an - Tn+1)77n+1 (ZL’) + (ﬁn - Tnan)ﬂ-n(x) - Tn—lﬁnﬂ-n—l(x)'
Uporedenjem koeficijenta u (2.18) kao i u (2.19) dobijamo sledece relacije
&n —Tnt1 = Qpy1 — Ty, rn—an - rnﬁn- (220)

Ovim smo dokazali deo (1) teoreme. Deo (2) se dokazuje analogno. [J

U nekim slucajevima je veoma tesko naci reSenje u zatvorenom obliku diferencne jednacine
(2.17). Uvodenjem pomoénog niza, sledeé¢a posledica uproséava transformacione formule iz dela
(1) poslednje teoreme.

Posledica 2.5.9. Posmatrajmo istu notaciju kao u Lemi 2.5.6. Neka je niz (A,)nen, definisan
sa

A1=0, X=1, )\n-i-l = (C — Oén))\n — BnAn_1 (TL S No) (221)
gde je ¢ < infsupp(w). Tada ako vazi w(zx) = (v — c)w(x) imamo da je
- A1 An—
o= [ ), b= 2t (ne)
R

A s (2.22)
" /\n (. )\n—f—l

(n € No)



2.5 Metod baziran na ortogonalnim polinomima 24

Dokaz. Neka je A, = m,(c). Kako vazi r, = A\p11/A, 1 0iz (Ay)nen, zadovoljava rekurentnu
relaciju
Ant1 = (C — an)An = Bnn-t,

dobijamo trazeni rezultat. [J

. . .o , ~ o w(m) . .
Pretpostavimo da je transformacija zadata pomocu w(z) = == gde je ¢ < inf supp(w). Na
osnovu Teoreme 2.5.7 vazi

) 1 o Tn-1(T) ()
(@) = pn-1(c) et {,%-1(0) pr(c)

] = Tp(®) = Tp1mn 1 ()

gde je sad r, = pui1(c)/pn(c). Moze se dokazati da Cauchyjevi integrali p,(z) zadovoljavaju
istu rekurentnu relaciju kao i polinomi 7, (z). Razlika je samo u pocetnim uslovima, posto vazi
p-1(z) =11 po(x) = [ %dt. Sada ¢emo dokazati ovu ¢injenicu. Imamo da je

pussta) = [ =2 Z BTy gy — [ EZ0P80 D 101 - 5, (0

x—t x—t

== [ mtutdt + (@ = apule) = Buprr(o)
= (= )pn(@) = Bupna(z),  (n€N).
Za n = 0 takode vazi
p1(x) = (. — ap)po(x) — Bop-1(x),

posto je p_i(x) = 1. Prema tome niz (7, )en, zadovoljava istu rekurentnu relaciju kao u prvom
slucaju, samo Sto se razlikuju startne vrednosti

Bn

Tn—1

Tn = C— Oy —

(n e N), r_y = —/Rﬁ}(t)dt.

Ponavljanjem iste procedure kao u predhodnom sluc¢aju, predstavljajuci na dva na¢ina polinom
(t — x)m,(t), mozemo dokazati deo (1) sledeée leme. Drugi deo se dokazuje analogno.

Lema 2.5.10. Posmatrajmo istu notaciju kao u Lemi 2.5.6. Neka je niz (ry,)nen, definisan sa

roy=- / w(z) dz, Tp=0C—Q, — a (n € Np). (2.23)
R T'n—1
Razlikovacemo dva slucaja.
(1) Ako je w(x) = 1;’(—_352 gde je ¢ < infsupp(w) tada vazi
&OZOéo—i-To, dn:an+rn_rn—17
~ ~ Th— 2.24
60 = - T, Bn - Bn—l 17 (n < N) ( )
T'n—2
(2) Ako je w(z) = fﬁ? gde je ¢ > supsupp(w), tada vaze vaze relacije (2.23) i (2.24) pri

cemu je sad Bo =1r_1 gde je

roy = /Rw(x) dz.
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2.5.4 Hankelova i a-binomna transformacija

Naredna teorema nam daje vezu izmedu Hankelove u a-binomne transformacije. Nju su 2006.
godine dokazali Spivey i Stail u radu [102], koristeéi kombinatorni nac¢in. Ovde je naveden dokaz
koji je izveden u radu [86], a koji koristi transformaciju tezinske funkcije. Treba jo§ napomenuti
da je ovaj dokaz takode validan za proizvoljni realni broj « $to nije slucaj sa dokazom datim u
pomenutom radu [102].

Teorema 2.5.11. Za zadati niz {an},cy,, neka je {hn},cn, = H(a). Opadajuca a-binomna
transformacija je invaryantna u odnosu na Hankelovu transformaciju, tj. vazi

H(a) = H(Bf(a; @) = {hn} e, -

Takodje vazi i
H(Br(a;a)) = a""*Vh,,.

Dokaz. Podsetimo se za pocetak da, ukoliko su svi elementi Hankelove transformacije niza
(an)nen, nenegativni, tada postoji pozitivna mera d\ tako da je a, vrednost n-tog momenta
mere d)\, za svako n € Ny. Ova ¢injenica vazi na osnovu Teoreme 2.5.3 (Hamburgerov momentni
problem). Prema tome, dokaz ove teoreme je limitiran na slucaj kada su svi elementi Hankelove
transformacije polaznog niza nenegativni.

Neka je w(z) odgovarajuca tezinska funkcija koja odgovara meri p. Tada vazi

a, = /:L‘”w(:c)dx.
R

Uvedimo sledeée oznake (fy,)nen, = Bf(a; @) i (7n)nen, = Br(a; ). Niz (fn)nen, je niz n-tih
momenata tezinske funkcije w(zx — «).

fo = Xn: (’Z) Qi /R viw(z)de = /R (zn: (?) an—ixi> dz = /]R (z+a)"w(x)dr  (2.25)

i=0 =0
Uvodenjem smene promenljivih © — x — a u prethodnom integralu dobijamo trazeni rezultat.

Posmatrajmo sada moni¢ne polinome P,(z) i P/(z) ortogonalne u odnosu na tezine w(z) i
w(z — a) respektivno kao i odgovarajuée koeficijente troclane rekurentne relacije 3, i 3/. Na
osnovu Leme 2.5.6 vazi P/(z) = P,(x — ) kao i 8, = B{. Sada iz Heilermannove formule
(2.12) mozemo zakljuciti da su Hankelove transformacije nizova (fy,)nen, 1 (@n)nen, jednake,
posto vazi ag = fy.

Sliéno kao u relaciji (2.25), mozemo dokazati da je niz (r,,)nen, zapravo niz n-tih momenata

tezine w (£1).
Py = i (?) o /R wiw(x)de = /R (i (?) w> dx

«
=0 i=0

_ /R<1 +az) w(z)ds /R:cnw (:17 ; 1) dx

Primenom Leme 2.5.6 dobijamo " = a?f3,,. Zamenom u Heilermannovu formulu (2.12) moZemo
direktno zakljuéiti da vazi H(r) = (a™™*Vh,)pen,. O

(2.26)




Glava 3

Hankelova transformacija inverznog

L) :L'
reda funkcije T

U ovoj glavi je proucavana Hankelova transformacija niza (u,)nen, zadatog inverznim redom
racionalne funkcije Q(z) = TTarig- Koristeéi metod baziran na ortogonalnim polinomima,
dobijen je izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju niza (uy,)nen, ali i njegovih
pomerenih nizova. Pokazano je da Hankelove transformacije originalnog i pomerenog niza zado-
voljavaju odreden uslov, iskazan u formi razlomka, i pomoc¢u kog je moguce da se rekonstruise
polazni niz (¢, )nen,- Samim tim, pokazano je i da odnos elemenata Hankelove transformacije
originalnog i pomerenog niza moze biti znacajan parametar u proucavanju Hankelove transfor-
macije. Takode je utvrdeno i da ovaj niz generaliSe nekoliko dobro poznatih nizova brojeva.

Napomenimo da je do sliénih rezultata dosao i Xin u svom radu [119].

U ovoj celoj glavi je koris¢en metod izracunavanja Hankelove transformacije baziran na
ortogonalnim polinomima koji je koris¢en u [34, 94| a slican je i onom u [23]. Na pocetku je
definisan inverzni red, a zatim takav red za funkciju Q(x) = m U slede¢em poglavlju je
nadena tezinska funkcija niza (u,)nen,, ali i tezinske funkcije jednom i dvaput pomerenog niza,
odnosno, tezinske funkcije nizova (41 )nen, 1 (Unt2)nen,- Naravno, za svaki od ovih nizova je

izracunata Hankelova transformacija (Poglavlja 3.3 1 3.4).

Svi rezultati prikazani u ovoj glavi su originalni i bazirani na radu [16].

3.1 Inverzni red funkcije HTZS:E?

Uvedimo najpre definiciju inverznog reda za funkciju (generatrisu) f(x) koja zadovoljava uslov

f£(0) =0 (videti [6]).

Definicija 3.1.1. Inverzni red date funkcije (generatrise) v = f(u), koja je analiticka u okolini
nule i koja zadovoljava uslov f(0) = 0, je niz (Sy)nen, definisan sa

u:f_l(v) :31U+82U2—|—---—|—5nvn+... ,
gde je u = f~(v) inverzna funkcija funkciji v = f(u). Pri tome, zbog uslova da je f(0) = 0,

mora da vazi so = f~1(0) = 0.

26
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—r
1+ax+Bx?

Posmatrajmo niz (uy,)nen, zadat inverznim redom funkcije
Q(x)

B x
14z + pa?

Ovaj niz je ve¢ proucavao Barry u radu [6] u kome je dosao do nekoliko zanimljivih rezultata
vezanih za ovaj niz. Primenom Definicije 3.1.1, mozemo nadi da je funkcija generatrisa U(x)
niza (u,)nen, resenje jednacine

QUUE) =13 am(i)@ U2 " (3.1)
dato sa . .
Ulz) = 1—az—4/1 —2260;:16 + (a2 —4P)x | (32)
Prema Propoziciji 9 iz [6], opsti ¢lan niza (uy,)nen, je
& n—1 n—2k—1 gk
Up = ; ( ok )C’koz Br. (3.3)

*k

Osim niza (uy,)nen,, posmatrajmo jos i pomerene nizove (u))nen, 1 (u)
US = Upp1 1 WS = Upyo. Oznacimo sa h,, b} i k7", Hankelove transformacije nizova w,, u;
i u;* respektivno. Videcemo da ¢e nam Hankelove transformacije h) i h;* biti potrebne za

izracunavanje Hankelove transformacije h,,.

Jnen, definisane sa

Ako u izrazu (3.2) stavimo da je & = 21 f = 1 dobijamo funkciju generatrisu

1—922—+1—4 o

2x

niza (C, — 0no)nen, = 10, 1, 2, 5, 14, 42, ...}, gde je sa (Cp)nen, 0znacen niz Catalanovih
brojeva.

Kao specijalan slucaj izraza (3.2) za a = z 4+ 1 i § = z dobijamo funkciju generatrisu niza
((Nn(2) = 6n0)/2)nen, gde je sa N,(z) oznacen n-ti Narayana polinom. Ova ¢injenica sledi
direktno iz izraza za funkciju generatrisu Narayana polinoma (videti recimo [70] ili [74]).

Osim toga, mozemo primetiti da se za pojedine vrednosti parametara o i 8, niz (u)nen,
svodi na sledece dobro poznate nizove:

e Motzkinovi brojevi (A001006), za o = 5 = 1. Ovo sledi direktno iz ¢injenice da se @

svodi na M (z) = 1=2=V1=220232% &4 e funkeija generatrisa Motzkinovih brojeva [24, 101].

222

e Isprekidani Catalanovi brojevi (A126120), za o = 01 8 = 1. I ovo, takode, sledi iz
¢injenice da se U@ svodi na =¥izde? 3154“32

- Sto predstavlja funkciju generatrisu isprekidanih
Catalanovih brojeva [101].

U nastavku ove glave vide¢emo jos da se i odgovarajuéi izrazi za h, i b} takode svode na
pomenute specijalne slucajeve.
Oznac¢imo sa Q(x) funkciju generatrisu niza (g, )nen, koja zadovoljava linearnu diferencnu
jednacinu
Gn+2 + QGn+1 + g =0
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sa pocetnim uslovima gy = 01 ¢; = 1. Dakle, u zatvorenom obliku izraz za ¢, dat je sa

=T [0 VT4~ (a4 a? a0y

2ny/a? —4p3
(=) & n 2 k n—2k—1 oy
S = — 48k
on—1 % <2k+1)<0‘ f)a

Primer 3.1.1. Prvih nekoliko ¢lanova pomenutih nizova su:

= (0,1, . + B,0® + 3aB,a* + 6028 + 267, a° + 10a°8 + 10a4%, a® + 15?8 + 302 + 547 ...)
= (0,1, —a,a® — 38,2083 — o, a4—3a25+ﬁ2 —a® + 4038 — 3052, .. )
(1 a0 4+ B,a% + BQB, at + 6028 + 262, a° + 10038 4+ 10082, o8 + 15028 + 3025% + 552, ... )
= (a,a® + B,0® + 3aB,a* + 6028 + 2%, a° + 10a°8 + 10a8?, a® + 15a* 8 + 302 % + 55°, .. )
(0, —af, —a?B3 + Bt —a?B% + 20457, .. )
= (1,8, 53 36 10 )
h** = (a,a®B8 — 32,023 — 2a8%, 0?5 — 30267 4 5,...)
Moze se primetiti da ovih nekoliko prvih navedenih ¢lanova odgovarajucih nizova zadovolja-
vaju sledece relacije:

(—1)" hay (~1)ny
h;kz qn+1, h: qn+2,

koje ¢e biti dokazane za proizvoljno n u poslednjem poglavlju ove glave.

3.2 Moment reprezentacije

Naredna teorema nam daje eksplicitan izraz za tezinsku funkciju ¢iji su momenti ¢lanovi niza
(Un)nen,- Dokaz je izveden direktnom primenom Stieltjes-Perron inverzione formule (Teorema
2.5.4).

Teorema 3.2.1. Niz (uy)nen, je niz momenata ¢ija je tezinska funkcija

_ 2 __ 4
w(e) = waele) + =35 %5(a) (3.5)
gde je
453 — — )2
Wae(T) = ’ Qﬂ(gx 2 , 1€ [a—2vB,a+2yf
0, u protivnom

a sa §(z) je oznacena Diracova delta funkcija.

Dokaz. Za pocetak definisimo funkciju

z—a— /22 —20z+02—48 z—a—\/(z—a)?—4p
202 B 20z ’

F(z)=2"'U(z") =
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1 ozna¢imo sa 15 = « £ 24/ tacke grananja funkcije

p(z) = \/(z — a)? — 48.

Izabra¢emo regularnu granu korena p(z) takvu da je arg(z — x1) = arg(z — x9) = 0 za z €
(x9,+00). Tako izabrana grana je definisana u C \ (z1,x2) i direktnom proverom mozemo
utvrditi da vazi F(z) = F(z). Eksplicitnim izracunavanjem' mozemo dobiti sledeéi izraz za
primitivnu funkciju funkcije F(2):

Fl(z):/F(z)dz:%[z—p(z)—(oz— 042—45) Li(2) + aLy(2) — /o2 — 4BLs(2) ]

gde je

Li(z) =log z,
Ly(z) =log (z —a+p(z2)),
Ls(z) = log <a2 —4B —az+p(z)vVa? — 4&) :

U prethodnom izrazu figurise regularna grana funkcije log na C\ [0, +-00) takva da je lim,_,o; log(xz+
iy) = logx za x > 0. Tada sledi da je

u protivnom

Gy(x) = lim Im p<w+z’y>={ yrs e elome ) (3.6)

Neka je Gi(z) = limy 04+ Li(x + iy) gde je k = 1,2, 3. Kao §to ve¢ znamo, vazi

m, x<0
Gi(r) = lim Im log(z +iy) =435, x==0. (3.7)
y—0+
0, >0
Sli¢no tome, vazi i
)
T, T < I
7 + arctan —W, T € [11, )
Go(z) = limIm Lo(z +1iy) = 7, T =« (3.8)
v 15—(r—a)?
arctan Y————, z € (a, 9]
| 0, T > Ty
1
(T, r < x
2
T + arctan V4 a;c fﬁ })/ma P ge 21, =40

Gs(x) = limIm Ls(z +iy) = T, g = @248 . (3.9)

y=0 \/ B—(z—a) \/aQ 4/3’ 20‘

arctan ey m—— e (2 ;4’3,@]
L 0, T > Ty

'Kod ovako slozenih izraéunavanja, od velike pomoé¢i moze biti koriséenje, recimo, programskog paketa
MATHEMATICA.
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Sada, na osnovu Posledice 2.5.5 dobijamo da je A(t) = —2(G(t) — G(0)), gde je funkcija G(z)
data sa

G(z) = lim Im Fy(x + iy)

y—0+
= % [—Gp(x) — (a — \/M) Gi(7) + aGa(z) — v/ a? — 48Gs(x } .

Diferenciranjem funkcije A(t) u smislu distribucija dobi¢emo (3.5).

Napomenimo i to da su funkcije G,(x), Ga(x) i Gs(x) diferencijabilne za z € (21, x2) i
obrazuju apsolutno neprekidnu komponentu mere dA(z) (koja daje tezinu w,.(x)) gde G1(z)
predstavlja izraz za delta funkciju. Ovim je dokaz teoreme zavrsen. [J

Oznag¢imo sa 4, n-ti moment tezinske funkcije w,.(x), tj.

ﬂn:/x”wac(a:)da:,
R

za n € Ny. Na osnovu Teoreme 3.2.1 imamo da je

— 2 _
Up = / 2"w(x)dr = / " Wae(x)da + “ o — 4 / x"(x)dx
R R 20 R
a—a?—4

gde je 6,0 Kroneckerov delta simbol. Drugim re¢ima, nizovi (u,)nen, 1 (4n)nen, se razlikuju
samo u elementu sa indeksom n = 0. Dakle, mozemo zakljuciti da vazi

a4 /o =15

% n=0 (3.10)

Uy n>1

|
3
Il

Kao sto ¢emo videti u poglavlju 3.4, Hankelova transformacija niza (u,)nen, biCe izracunata
bas koris¢enjem Hankelovih transformacija nizova (t,)nen, 1 (4))nen, -

Moment reprezentacije pomerenih nizova (u})nen, 1 (45" )nen, se dobijaju direktnom pri-
menom Teoreme 3.2.1.

Posledica 3.2.2. Tezinska funkcija niza (u})nen, = (Unt1)nen, J€

468 — (x — «)?
w*(x) = 2755 3 v € la = 2vB, o+ 25| (3.11)

0, u protivnhom

Posledica 3.2.3. Tezinska funkcija niza (u))nen, = (Unt2)nen, J€

(o) x\/4p 2—7T(BJC—04)27 T € [a— 2V, a+ 25 (3.12)

0, u protivnhom




3.3 Hankelova transformacija nizova w;, i u)* 31

*

3.3 Hankelova transformacija nizova u;,

3 k%
1wy

U ovom poglavlju su izracunate Hankelove transformacije A’ i h2* nizova (4} )nen, = (Unt1)nen,
1 (4 ) neny = (Unt2)nen, koriséenjem Heilermannove formule (2.12). Za njenu primenu su nam
potrebni koeficijenti o, i 5, troc¢lane rekurentne relacije. Ti koeficijenti su dobijeni primenom
transformacija tezinske funkcije, koje su navedene u prethodnoj glavi (Leme 2.5.6, 2.5.8 12.5.10).

Teorema 3.3.1. Hankelova transformacija niza (u))nen, je data sa

e =0, (3.13)

Dokaz. U dokazu ove teoreme koristimo Heilermannovu formulu (2.12) i izraze za transforma-
ciju tezinske funkcije date u Lemi 2.5.6. Posto je tezinska funkcija niza (u}).en, data sa,

4 — (x — o)?
0 () = 275 , :vE[a—Q\/B,a—FQ\/B],

0, u protivnom

posmatrajmo niz monicnih ortogonalnih polinoma (Q%O) (2))nen, u odnosu na tezinsku funkciju

0O (2) = {\/1 — 22, zel-1,1]

0, u protivnom

Primetimo da su ti polinomi zapravo moni¢ni Chebyshevljevi polinomi druge vrste definisani

sa
sin((n + 1) arccos z)

2n /1 — 22

Oni zadovoljavaju slede¢u troclanu rekurentnu relaciju

ng)(x) = Sy(z) =

1
Spt1(x) — xSy (x) + ZSn,l(:c) =0, (n>1),
sa pocetnim vrednostima
So(z) =1, Si(z) = .
Odgovarajuéi koeficijenti o, i 3, troc¢lane rekurentne relacije su

1
BO=T A= mzn. =0 m>0).

Posmatrajmo sada novu tezinsku funkeiju w(z) definisanu sa

w0 (z) = © ( 2\/3) _ g tele-2/Bat2VE]
0

, u protivnom

i primenino deo (2) Leme 2.5.6 gde je a = 1/(2y/B) i b = —a/(2y/B). Tako dobijamo da su
koeficijenti
oV =a (neNy), ﬂél) = 7/B, BV =3 (neN). (3.14)
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Primetimo da je
w(z) = w(z)/(m\/B).
Zbog toga, na osnovu dela (1) Leme 2.5.6 dobijamo da je
at=aV=q za VneN, B =8"/xV/B) =1 B =pV=8 za VneN

Dakle, koeficijenti odgovarajuce troclane rekurentne relacije niza (u})nen, U odnosu na tezinu
w*(z) su:

oi=a (neNy), B=1, B =8 (eN) (3.15)

Odavde direktnom primenom relacije (3.15) i Heilermannove formule (2.12) dobijamo da vazi:
* *\ N *\M [ Q% \N— * ntl

= () (5" (85" B = BUE) (3.16)

¢ime je dokaz teoreme zavrsen. []

Mozemo primetiti da izraz za h) ne zavisi od «, §to znaci da svi nizovi koji se dobijaju za
neku fiksiranu vrednost 8 imaju istu vrednost Hankelove transformacije. Zapazimo jos i da
nizovi kod kojih je # = 1 imaju istu vrednost Hankelove transformacije koja iznosi h) = 1.
Primer za to je recimo, Hankelova transformacija niza isprekidanih Catalanovih brojeva i niza
Motzkinovih brojeva.

ok

*Vnen, Je data izrazom

Teorema 3.3.2. Hankelova transformacija niza (u

n+1)

B
h =
21 o2 — 45

(a4 Va2 —4B)"" — (a — /a2 — 4B8)"]. (3.17)

Dokaz. Primetimo da je w**(z) = zw*(x). Zbog toga je potrebno da primenimo odgovarajuéu
tansformaciju tezinske funkcije w*(z), tj. Lemu 2.5.8. U tu svrhu definisimo pomoé¢ni niz
(7n)nen, na sledeéi naé¢in:

*

ro = —ap = —a, rn:—a;;—r" (n € N).
n—1

Na osnovu Leme 2.5.8 koeficijenti 8* su dati sa

+oo
o= / w(x) dr = a,
*k * T'n
B =B (n=>1).
T'n—1

Podsetimo se da su koeficijenti o 1 5 dati relacijom (3.15). Posto nismo u moguénosti da
pogodimo "lepo” resenje ove rekurentne jednacine sa pocetnim uslovima ;" = o, moramo da
koristimo drugaciju tehniku dokazivanja od one primenjene u dokazu prethodne teoreme.

Primenom Heilermannove formule 2.12 imamo da vazi

hyg (BBt (B T e

T T2 Tnt1 1 Tn41
:a.ﬂik_.ﬁ;_...6;+ln_:@./8n+ TL_
To T1

Tn To
_ n+1
- B Tn+1,
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Odakle dobijamo da je

Tp = — n>1
" m ED
Zamenom prethodnog izraza u
_ s
Tn = —Q — ,
T'n—1
dobijamo slede¢u diferencnu jednacinu
h**
— = —a— %, n>2
/Bnh:,tl _ n—1
Fh,
¢ijim sredivanjem dobijamo jednacinu
he* = aB"h* | — R, (n > 2) (3.18)
sa startnim vrednostima
o =a i =t - 52

Da bi resili jednacinu (3.18), uvedimo novi niz (v, )nen, definisan sa

n2
Zamenom u prethodnoj jednac¢ini dobijamo da je

Yn = O5\/Byn—l - 52%—2- (319)

Resenje linearne diferencne jednacine (3.19) sa pocetnim uslovima

w=a i y=a*/B-BVB

je

Yn = 6% [(04+‘/062—4ﬁ)n+2—(04— a2_4ﬁ)n+2} '

T oontl, /o2 — 483

’IL2 .o ~ . .
Na kraju, smenom h'* =y, 32 dobijamo da vazi tvrdenje teoreme. [J

3.4 Hankelova transformacija nizova u, i u,
Podsetimo se da je niz (i, )nen, definisan sa
—a+\/a? —4p 0
n =
23 ’

Uy, n>1

Up =

niz momenata koji obrazuju apsolutno neprekidnu komponentu mere wg.(z), tezine w(zx), koja
je data sa

46 — (v — «)?

Wee(7) = o B , x € [a—2vB, a+ 20 .

0, u protivnom
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Primetimo da je wq.(z) = w*(z)/z, pa prema tome, mozemo izracunati koeficijente @y, i /3y,
koji odgovaraju tezini wg.(x), primenjujuéi Lemu 2.5.10.

Naredna teorema nam daje izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju niza
(an>n€No-

Teorema 3.4.1. Hankelova transformacija niza (uy,)nen, je data sa

n+1
h, = 53" (0‘ — Vel 45) . (3.20)

26

Dokaz. Da bi primenili Lemu 2.5.8 potrebno je da uvedemo novi niz

* _ 2 _ 4
Tn = —00 — b (n € Ny), rog=— / Wee()dr = - a P (3.21)
Tn—1 R 2p
i izrac¢unamo koeficijente /3, na sledeéi naéin:
_ a—/a2—48 - Tn—1
Bo T 23 ;B =P _— (n € N)

za startne vrednosti

ah=a (meNy), fi=1, B=p (neN)

n

Koristimo istu tehniku kao i za niz u;* u dokazu Teoreme 3.3.2. Primenom Heilermannove
formule (2.12), dobijamo da vazi:

T
= = b B
(). g0 g g T
=(—r_1) 507,_1 By ro Bnrn—l
= 51171717
odakle sledi da je -
Tp = LR .
prhy,
Rekurentna relacija (3.21) sada postaje
hpir = af"hy — B* " hp_y. (3.22)

7 'flz . .. o« e
Uvedimo novi niz (v, )nen, definisan sa v,, = h, 5~z . Njegovom zamenom u prethodnoj jednacini
dobijamo da je:

Vi1 — %vn =0, (n>1). (3.23)

Prva dva elementa niza (vy,)nen, Su

a— /a2 —4p3 , ¥ =28 —ay/a? -4

= 23 LT 23v/B
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Resavanjem linearne diferencne jednacine (3.23) dobijamo

1 n+1
Un:W<OJ— 062—46>
a samim tim i -
— n+1 — 2 — 4
By = 83 (O‘ 2(; B) . (3.24)

Ovim je dokaz teoreme zavrSen. []

Naredna lema nam daje vezu izmedu Hankelovih transformacija nizova koji se razlikuju
jedino u pocetnom ¢lanu, odnosno u ¢lanu sa indeksom 0.

Lema 3.4.2. Neka se nizovi (tn)nen, @ (Un)nen, razlikuju jedino u ¢lanu sa indeksom 0, tj.

neka je u, = u, za zvako n > 1. Hankelove transformacije (hp)neny @ (hn)nen, tih nizova
respektivno zadovoljavaju izraz

hn = ?ln + (UO — ﬁo)h:;tl (TL € N(]),

*k

gde je sa (hX")nen, 0znacena Hankelova transformacija niza (u
Upyo za svako n > 0 i za koji jos vazi h* = 1.

*k

Vnen, koji je definisan sa ul* =

Dokaz. Za pocetak, primetimo da se determinanta h, = det|u;y;_2|1<ij<n moze zapisati na
slede¢i nacin

n—1
o= urMi i (3.25)
k=0

gde je sa M, oznacen minor odgovarajuc¢e matrice koji je pridruzen njenom elementu (1, k).
Takode primetimo da h,, mozemo zapisati u obliku

hn - ﬂle k+1- (326)

Uocimo jos da su minori My g4 1 ]\7[17“1 medusobno jednaki za svako k£ > 0. Dakle, zadovoljena
je sledeca relacija: )
hn - hn = (U(] - EO)MLI-

Na kraju, ako iskoristimo ¢injenicu da je

kok kok
My = detfuiyjli<ij<n—1 = det[uiyjiolo<ijen—2 = det[u;] Jo<ij<n—2 = Byl

dobijamo da vazi tvrdenje teoreme. [J

Na osnovu Leme 3.4.2 i izraza (3.20) i (3.17) (Teorema 3.4.1 i Teorema 3.3.2) dobi¢emo
izraz u zatvorenom obliku za (hy,)nen,-

Posledica 3.4.3. Hankelova transformacija niza (up,)nen, je data sa

b= g (o V) - (o) ] e
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Dokaz. Primenom Leme 3.4.2 i Teoreme 3.4.1, imamo da vazi:

n+1
h, = 3" [0‘ - \/20;2 - 45] B [a - 26;2 — 45] SR

(3.28)

Nakon sredivanja poslednjeg izraza dobijamo formulu (3.27). O

Smenom « =z + 11 = z u (3.27) dobijamo izraz

Lo z(@-lz__z;, z>1
" (5 Zznjll, z <1

Nn(z)—5n0
z

koji predstavlja Hankelovu transformaciu niza ( Jneng, gde sa N, (2) oznacen n-ti Narayana

polinom.

Takode je i slucaj kada je 3 = a?/4 vredan paznje. Tada se izraz (3.27) ne moZe pri-
meniti, jer je imenilac \/a? — 48 jednak nuli. Medutim, zbog polinomijalnosti (a samim tim i
neprekidnosti) izraza h,, = h,(«, 3) mozemo nadi h, (o, a?/4) na sledeé¢i nacin:

R, 2/4) = lim hy,(a,B).
(a,a”/4) S (a, 8)

Smenom ¢t = /a? — 44 imamo da je
) (o VT~ o+ VT

lim h,(a,f) = lim

B—a?/4 fora2/a 2071 2 /a2 —4f3
an(n—l) ‘ (Oé o t)n o (Oé 4 t)n nan2—1
= ——lim =——F=5 -
on -1 0 s on -1

Dakle, konacan izraz za h,(a, a?/4) je

«

n“—1
ho(a,02/4) = —n (5) .
Smenom a = 2, dobijamo da vazi sledeca teorema.

Posledica 3.4.4. Hankelova transformacija niza (Cy, — 0po)nen, je niz ¢iji je opsti c¢lan jednak
h, = —n.

3.5 Kolicnik Hankelovih transformacija (h,)nen,, (P))nen,
i (h;;*)HENo

Posto smo nasli izraze u zatvorenom obliku za Hankelove transformacije (hy,)neny, (A%)nen,
1

i (RE)neny, jednostavnim izracunavanjem (koriséenjem izraza (3.4), (3.13), (3.17) i (3.27))

mozemo dokazati da vaze sledece relacije:

-1 n+1hn -1 n+1h;;*
<)h—*+1 = Qqn+1, % = (n+2 (TL < N(]) (329)
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za koje smo u Poglavlju 3.1 utvrdili da vaze na konkretnom primeru za prvih nekoliko ¢lanova
ovih nizova.

Primetimo da su ove relacije opste, jer se koeficijenti v i § ne pojavljuju eksplicitno. Ovaj
rezultat se moze uzeti kao motivacija za formulisanje narednog problema koji je ostavljen za
neka dalja istrazivanja.

PROBLEM: Odrediti niz ¢ = (gn)nen, (tj. funkciju generatrisu Q(z)) takvu da Hankelove
transformacije h = H(u), h* = H(u*) 1 ™ = H(u™) zadovoljavaju relaciju (3.29), gde je sa
U = (Up)nen, 0znacen inverzni red funkcije Q(z), a nizovi (u))nen, 1 (U )nen, definisani kao
U = (Unt1)neNy 1 W = (Uny2)nen,-



Glava 4

Hankelova transformacija isprekidanih
nizova

Cilj ove glave je da se pronade i opiSe veza izmedu Hankelove transformacije i dva razli¢ita tipa
isprekidanih transformacija. Takode je proucavana i transformacija koja je mesavina ispreki-
dane i Hankelove transformacije (a koju ¢emo zvati isprekidana-Hankelova transformacija). Svi
rezultati koji su navedeni su opsti i mogu se primeniti na razli¢ite tipove nizova. Kao jedna od
mnogobrojnih moguénosti, data je primena tih rezultata na niz pomerenih Catalanovih brojeva
(Crst)nen,, Sto je dalo uopstenje rezultata iz Glave 3.

Pristup koji je koris¢en u ovoj glavi zasnovan je na rezultatima Gessela i Viennota [49] i nekih
novijih rezultata Krattenthalera [64]. Navedena su i izracunavanja Hankelove transformacije
nizova (@>Cy, — BCh11)nen, 1 (?Chri1 —BChi2)nen,, kojima se omogucéava direktna generalizacija
rezultata koji su dali Cvetkovié, Rajkovié¢ i Ivkovié u radu [34].

Cela ova glava je bazirana na originalnim rezultatima sadrzanim u prihvaé¢enom radu [17].

4.1 Isprekidana transformacija i veza sa Hankelovom trans-
formacijom

Pod pojmom isprekidani niz, podrazumevamo niz oblika (cg, 0, ¢1,0,¢2,0,...), gde je (¢n)nen,

neki dati niz. Na isti nac¢in definiSemo i slede¢u transformaciju:

Definicija 4.1.1. Neka je ¢ = (¢p)nen, dati niz.Isprekidana transformacija p = A(c) ovog
niza definisana je sa

{Cn/z, n je parno
Pn = . .
0, n je neparno

Drugim recima, ako je p = A(c) tada je p = (co,0,¢1,0,¢9,0,¢3,0,...).

Sledeca teorema daje vezu izmedu Hankelove transformacije datog niza c i njegove ispreki-
dane transformacije p = A(c). Ona je bazirana na dobro poznatoj formuli za determinantu tzv.
”checkerboard” matrice.

Teorema 4.1.1. Neka su g = H(p) i« h = H(c) Hankelove transformacije nizova p i ¢ respek-
tivno, gde je p = A(c) isprekidani niz niza c. Tada je

det[pirjloijen = detleirjlocig< 2 - detleirjloc j nst -

38
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Na osnovu definicije Hankelove transformacije, poslednju jednakost mozZemo zapisati u obliku
gn =Dzl

gde je sa h* oznacena Hankelova transformacija pomerenog niza ¢* = (Cpi1)nen,, tj. h* =

H(c").

Dokaz. Pretpostavimo da je n parno, tj. n = 2k. Ako u determinanti

Co 0 C1 0 Co ce Cr—1

0 (5] 0 Co 0 0

ct 0 ¢ 0 c3 Ck

det(aitj)o<ijen1=| 0 2 0 c 0 0
ca 0 ¢35 0 Cht1
k-1 0 g 0 ¢y o0 Copt

zamenimo vrste i kolone, dobijamo determinantu

Co 0 C1 0 Co
0 C1 0 Co 0

C1 0 Co 0 C3 A
det[piyjlo<ij<n = 0 ¢ 0 ¢3 0 :det[ B]

Cy 0 C3 0 Cy

gde je A = [cipjlocijeizi—1 1 B = [eijmlogjo nst -
Za slucaj da je n neparno dokaz se izvodi na analogno prethodnom. [J

Na slican nacin, definisimo i drugi tip isprekidane transformacije, koju ¢emo nazvati a-
isprekidana transformacija i oznaditi sa A(c; ).

Definicija 4.1.2. Neka je dat niz ¢ = (¢p)nen,- Njegova a-isprekidana transformacija
a = A(c;a) je definisana sa a, = ap, + pnr1, gde je p = A(c). Drugim recima, ako je
a = A(c;a) tada je a = (acy, c1, acy, Co, (o, C3, QCs, . . ).

Neka je [A],xm matrica formirana od prvih m vrsta i kolona (beskonacne) matrice A.
Pretpostavimo i da se vrste i kolone matrice indeksiraju poc¢ev od indeksa 0.

Sledeéa teorema daje izraz za Hankelovu transformaciju a-isprekidanog niza a = A(c, @)
Ciji je opsti clan jednak:

QCy C1 acy Co
C1 acy (&) (676))

gn = det[aiyjlocijen = det [@C1 €2 acz G
Cy QCy C3 QC3

|- 1 (1) x(nt1)
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Teorema 4.1.2. Neka je g =H(a) i a = A(c; ). Tada je
det[o®ciy; — Civjilo<ij<i—1 - detlcipjii]o<ij<n-1, n=2k—1

gn = det[ai+j]0§i,j§n = { n = 2k

a - det[a’ciy i1 — Ciyjpalo<ij<e—1 - detlciyjlo<ij<n,
(4.1)

Dokaz. Razlikova¢emo dva slucaja u zavisnosti od parnosti broja n.
Sluéaj 1. n = 2k — 1 je neparno.

Pomnozimo kolonu 25 +1 sa a1, pa je oduzmimo od kolone 27, za svako j = 0,1,..., k—1.
Tako dobijamo determinantu

det[a;tj]o<ij<n = det

acy —a e
0
1
aCl — x "Co

0

a1
acy

C2
QCo

acy —a" e
0
1
QCy — (¢ "C3

0

C2
QCo
C3
QC3

- (n+1)x (n+1)
Razmestanjem odgovarajuc¢ih redova i kolona, dobijamo blok-dijagonalnu formu

A

*

detaiy jlo<ij<n = det [ B

} = det A - det B,

gde je zvezdicom () oznacena odgovarajuca kx k matrica koja nema nikakav uticaj na racunanje
determinante. Matrice A i B su date sa

—1
A = I:aciJrj — C¢+j+1]0§i,j§k717

Sada iz

B = [aciyjti]o<ij<k—1-

—k 2 k
det A -det B = a " det[a’ciyj — ciyjiifo<ij<k—1 - @ detciyjiao<ij<r

2
= det[a’ciyj — Citjri]o<ij<h—1 - det[ciyjiifo<ij<r—

dobijamo prvi deo izraza (4.1).

Slucaj 2. n = 2k je parno.

Ako sa ™! pomnozimo kolonu 2j i oduzmemo od kolone 25 — 1 (j = 1,2, ..

., k), dobi¢emo

_ozco 0 acy 0 Qacy |
g acp—atcs g acg—ales ey
acy 0 Qacoy 0 Qacs
det[ait;]o<i j<n = det o aco—ales 3 acs—ales oacs
(a7 0 Qacs 0 acy
i d (n+1)x(n+1)

Ponovnim razmestanjem redova i kolona na odgovaraju¢i nac¢in dobijamo blok-dijagonalnu

formu

Al o« , ,
det[ai+j]0§i7]‘§n = det B =det A" -det B s
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gde je
A =

/ —1
[aciyjlo<ij<k, B'=|acipjy1 —a  cipjio)o<ij<i-1

Drugi deo izraza (4.1) sledi iz:
/ ! k+1 —k 2
det A"- det B' = """ det|ci1 j]o<i j<r - a7 det[a”cit i1 — Citjro]o<ij<i—
2
= - det|eiyjfo<ijon - deta iy — Civjiolosij<e1-
L]

Posmatrajmo matricu I:Ic, formiranu dodavanjem dodatnog reda i kolone u Hankelovu ma-
tricu H, iz a-isprekidanog niza a = A(c, a):

0 Co 0 C1 0

Co QCp C1 acy Co

f— 0 p’ - 0 ¢ ac; co «acy
¢ P H, Tl acp ¢ acy  Cc3
0 ¢ ey c3 «acs

Ovde smo uzeli da je p = A(c), a niz tretiramo kao beskonacnu vektor kolonu.

Definicija 4.1.3. Isprekidana-Hankelova transformacija niza ¢ = (¢n)neng j€ 16z (A )nen, defin-

1san sa B )
hn = det[Hc](n-l—l)X(n—i—l)-

Sledec¢a teorema se bavi izracunavanjem isprekidane-Hankelove transformacije. Pri tome
koristimo oznaku:
1, ako je P istinito
X(P) = { 0, u protivnom
Teorema 4.1.3. Ako je p = A(c) i a = A(c; «), tada je
hy = det[I:I JntD)x(nt1y = P+ Po
gde je
p, = det[ci+]~]0§,~7j§k_1, n=2k—-1
=
det[citjr1]o<ij<k—1, n =2k
k—1 !
Z(_l)w (Z O‘thlfh) det[Citjix(izt+1]o<ij<i—2; n=2k-1
P2 — I?O h= (l] )
> - MH( O‘Qhﬂclflfh) detfcitjixgznlocij<k-1, n =2k
=1 h=0

Dokaz. Opet razlikujemo dva slucaja u zavisnosti od parnosti broja n.

Slucaj 1. n = 2k — 1 je neparno.
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Ako sa o pomnozimo kolonu 2j i oduzmemo od kolone 2j+1 (j = 0,1, ...,k —1), dobijamo
(0 ¢ O ¢ 0 |
Co 0 C1 0 Co
- 0 ¢ ac; ¢ —ad?c acy
hn = det cg 0 Co 0 C3
0 ¢y acy c3—a’cy acs
L 4 (n+1)x(n+1)

Permutacijom redova i kolona u prethodnoj determinanti dobijamo

hy = (—1)" det [A ;} = (—1)*det A - det B (4.2)
gde su matrice A i B jednake
Co C1 ce Ck—1
A — det C1 Cy — 0[201 Cl—o — &2Ck_1
2 2
Cr—1 Cgp—2 — Q7Cp—1 Cok—2 — Q" Cor—3
i
B = [citjloij<k-1-
Sukcesivnim dodavanjem kolone j pomnoZene sa o koloni j + 1 matrice A (j =0,1,...,k—2)

dobié¢emo sledeéu determinantu

co a’co+cp altcyg+ e + ¢y

Cy C3
det A = det ¢ cs cs
kxk
Razvijanjem duz prve vrste sledi
k—1 1
det A = Z(—l)l (Z OPhCFh) det[Ci+j+x(j2l)+1]0§i,j§k—2- (4-3)
1=0 h=0

Sada, kombinovanjem (4.2) i (4.3), dobijamo da vazi tvrdenje ove teoreme za n = 2k — 1.

Case 2. n = 2k je parno.

Pomnozimo sa a kolonu 2j — 1 i oduzmimo od kolone 25 (7 =1,2,...,k). Dobi¢emo
[0 Co —Qcy c1 0 |
co acy ¢ —a’cy acy ¢ —alc
0 C1 0 Co 0
hp = det 1 acy ¢y —a’cy acy c3— a’co
0 Co 0 C3 0
L - (D) x (D)
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Razmestanjem redova i kolona na odgovaraju¢i nacin, prethodnu determinantu prevodimo u

oblik

A/
hy = (—l)kdet[ B*} = (=1)Fdet A’ - det B’ (4.4)
gde su matrice A’ i B’ date sa
0 —acy . —QCp_q
2 2
Co C1 — A" Cy C — X" Cr—1
A’ = det
2 2
Ck—1 Ckp — Q7 Cp—1 Cog—1 — " Cok—2
i
B' = [ciyj1]oij<n-1.
Opet, sabiraju¢i kolonu j pomnoZenu sa o? i kolonu j + 1 (j = 0,1,...,k — 1), dobi¢emo
determinantu
K —acy —adcy —ac; —a’cy — ade — acy 1
Co 1 Co C3
det A’ =det |1 2 C3 C4
Co C3 Cy Cs
|- ] (k-+1)x (k+1)
koju mozemo razviti duz prve vrste na slede¢i nacin:
k -1
det A’ = Z(‘UZH (Z 04%“017141) det[Ci+j+x(jzl)]0§i,j§k—1- (4.5)

=1 h=0

Sada, kombinujuéi (4.4) i (4.5), dobijamo da vazi tvrdenje ove teoreme za n = 2k. [

4.2 Determinante nalik-Hankelovoj bazirane na Cata-
lanovim brojevima

U ovom poglavlju su izlozena izracunavanja determinanti koje su bazirane na nizu Catalanovih
brojeva C' = (C})nen,, Sto je dalje koriséeno u ostatku ove glave. Na§ glavni instrument u
daljem radu je sledeca teorema koju su Gessel i Viennot dokazali u radu [49], a koja je data i u
radu Krattenthalera [64] (Teorema 3). Pre toga uvedimo pojam determinante nalik-Hankelovo].

Definicija 4.2.1. Za niz (an)nen, determinanta nalik-Hankelovoj je determinanta oblika:

detaq, +,],
gde je (a)nen, proizvoljan niz.
Teorema 4.2.1. [49, 64] Neka je n pozitivan broj i neka su ag, oy, . . ., a—1 nenegationi brojevi.
Tada je
det[Coilocijen =[] H (i 4 n)l(20) (4.6)

i) (a; +n
0<i<j<n—1 il + )
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Posledica 4.2.2. Za svako t € Ny, Hankelova transformacija niza (Cp1t)nen, je data sa
t—1

pl(2n + 2p)!
det[0i+j+t]()§i,j§n—1 - H ©2)(2n + )’
L (2p)!(2n + p)!

Uzimajudi u obzir ve¢ uvedenu oznaku

1, ako je P istinito
xX(P) = { 0, u protivhom ’

mozemo pokazati da vaze naredne dve posledice.

Posledica 4.2.3. Za svakol =0,1,...,n— 1 vazi da je

l+n
det[Citjxznlogijsn—1 = ( 2 )

Dokaz. Ako ozna¢imo sa a; =i + x(i > 1), dokaz se svodi na izra¢unavanje determinante
det[ca, +5]o<ij<n-1-

Prema Teoremi 4.2.1, potrebno je da nademo sledec¢e proizvode:

n—1

P = H (a; — ay) i PQZH (<i+n>!<2ai)!

Mo (ovs I
0<iZin1 o (20)!a! (o +n)!

Direktnim izracunavanjem dobijamo da je:

E\'rr .. nlll (20 +2)(1+n)!
() e

nil (21 + 1)

=0 H i
j=0

(4.7)

Prvi proizvod je dobijen u zavisnosti od tri razlicita slucaja (i < j <[, [ <i < j, i <1< j),
dok je za drugi bilo potrebno razlikovati samo dve moguénosti: ¢ < [ ili 4 > [. Primenom (4.7)

i Teoreme 4.2.1 dobijamo da je

[+n
det[Co,+jlo<ijen—1 =P - Pa = ( 21 )

Ovim je tvrdenje Posledice dokazano. [

Posledica 4.2.4. Za svako [ =0,1,...,n—1 i svako t € Ny vazi da je

det[Cp i 4t)0<ii _(t+n ol 2n+2p+ Dp+n+1+1)
rmbEsE 2 0 Cp)lCn+p+1D!(2p+20+1)
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Dokaz. Dokaz se izvodi analogno prethodnom, uzimajuéi da je a; =i+ x(i > 1) +¢. O

Slede¢a lema omogucava jednostavnu generalizaciju Leme 4 iz [64], koja predstavlja njen
specijalan slucaj za A =B = 1.

Lema 4.2.5. Ako je A = [a;;]i jen, data matrica, tada je
det[Aa;; + Baiy1 jlocijen = D A’ B det[ai y(izs) jlo<ij<n1-
s=0
gde su A i B proizvoljne konstante.

Kombinuju¢i Teoremu 4.2.1 i Lemu 4.2.5 dobijamo narednu generalizaciju Posledice 5 iz
[64].

Posledica 4.2.6. Neka je n pozitivan broj © neka su ag, o, ..., a, nenegativni brojevi. Tada
je

(7 + n) “ 2042
det[ACq,1; + BCasjilocijen = [ (o — ) H H ol
i=0 v

0<i<j<n

= ASB"_SaS'(a n)!
Z 5 (2a,)! HJ 0(058 - o) H] s (0 — )

Sledece dve posledice predstavljaju specijalne slucajeve Posledice 4.2.6, a bi¢e nam potrebne
u daljim razmatranjima tokom ove glave. Druga posledica nam omogucava direktnu general-
izaciju rezultata dokazanog od strane Cvetkovi¢a, Rajkoviéa i Ivkoviéa u radu [34], koji se
odnosi na izracunavanje Hankelove transformacije niza (C,, + Chpi1)neng-

Posledica 4.2.7. Za svako t € Ny i proizvoljne konstante A i B, Hankelova transformacija
niza (AC, 11 + BChi111)nen, je data sa

det[AC;1j41+BCitjtit1]o<ijon—1 =

n!(2n + 2t)! i p!(2n + 2p)! Z (s+t)(n+s+1t)!
(t+n)! t+2n'p0 2p)!(2n + p)! sl(n — s)1(2s + 2t)!

Posledica 4.2.8. Hankelove transformacije nizova (a*Cy, — BCyi1)nen, i (2Cri1— BChia)nen,
su date sa

1
200 o R 2 _ 2n+3 _ _ 2 _ 2n+3
det[aCiy; — BCitjt1]o<ij<n = P =15 [(Oz + Va2 —4p) (a a? —4p5) }

1
det[a”Ciyj1 — BCisjzlogijcn = [(0‘ +ya2 —4B)" — (a — a2 — 4ﬁ)2n+4]

22n+4a /&2 _ 4ﬁ

(4.8)

n—s
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Dokaz. Oznacimo sa (hy)nen, 1 (hn)nen, Hankelove transformacije redom nizova

(O‘QCH - BCnJrl)neNo 1 (a20n+1 - Bcn+2)n€No'
Uzimajuéi da je t = 0,1 u Posledici 4.2.2, dobijamo redom:

n+1
7 n—s s n—s n+s+1
h, = Z(_1> +1,,2 3 +1( )

— n—s+1
o= (4.9)

n+1
7 n—s S aN—Ss n + S + 2
h, = Z(_l) o253 +1( )

g n—s+1
Neposrednom proverom mozemo utvrditi da oba niza zadovoljavaju slede¢u diferencnu jednacinu
Zn — (0% = 2B)2p1 + B2, = 0, (n>2)
sa pocetnim uslovima
ho=a®>—B, hi=a*—3a%8+ 3 i ho =a®—28, hy=a*— 40?8+ 332

Izraze (4.8) dobijamo kao odgovarajuca resenja prethodne diferencne jednacine. [J

4.3 Hankelova transformacija niza isprekidanih pomerenih
Catalanovih brojeva

Posmatrajmo niz pomerenih Catalanovih brojeva C* = (CL)neny, = (Chtt)nen,, gde je t € Ny
proizvoljan broj. Rezultati dobijeni u Poglavlju 4.1 iskoriS¢eni su za izracunavanje Hankelove
transformacije isprekidanih nizova C4* = A(C?) i CA! = A(C*; ). Primetimo da je

CAt (C’t,O Ot+1, ), O'Aat (aCt,Ot+1,CYOt+1,Ct+2,...).

Direktnom primenom Teoreme 4.1.1, Teoreme 4.1.2, Posledice 4.2.2 i Posledice 4.2.7 dobijamo
da vaze slededi izrazi za Hankelovu transformaciju.

Posledica 4.3.1. Hankelova transformacija niza C’A’t = A(C") je data sa:

(2t)!(2k + 1)! p'%(2k + 2p)!? = ok
" t(2k + ¢+ 1)L (2p)12(2k + )2 B
det[C75lo<ij<n = )
(2 ).(2k+t).1—[ p!?(2k + 2p)!? o9k 1
t(2k +2t)1 L4 (2p)1*(2k + )17 B

Posledica 4.3.2. Hankelova transformacija niza C*4*t = A(C* a) je data sa:

(2(2k + 1)K (2)1(2k + 2t + D v p2(2k + 2p)1
thk+ )12k +t+ 1)1 1}) (2p)12(2k + p)1?

k
Z (s+t+1D)k+s+t+ 1)!(_1>k75&28+1 n = 2%k
5=0 sl(k — s)(2s + 2t + 2)! |
k1(2t)! li[ p12(2k + 2p)1?
t(k + 1) 11 (2p)12(2k + p)P2

z’“: s—l—t'k—l—s—l—t)

(25 4 2t)!

det[CL T o<ijen =

(1) ra, n=2k—1

\ 0
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Posledica 4.3.3. Isprekidana-Hankelova transformacija niza C* je data sa:
o = det[Het] (ni1)x(ni1) =
(1 P22k +p+ 1)
(20)! - (219)'2(% +p)‘
k
l+k—1 p+k+l
1)k 2h
x Crien) — 2k —1
S (U A
B ﬁp' (2k +p+t+1)!
t)! (2p)12(2k +p+1)!
k —
I+ k p +k+1+1
1)k+-1 2h+1
x Crivnt) = 2k
S (T wo) (' ) .
\ =1 h=0 =
4.4 Generalizacija inverznog reda funkcije - —"—
+ax+fx
U Glavi 3 izracunali smo Hankelovu transformaciju inverznog reda funkcije Q(z) = W,

kao i odgovaraju¢ih pomerenih nizova. Podsetimo se da je po Definiciji 3.1.1 za datu funkciju
(generatrisu) v = f(u) koja zadovoljava uslov f(0) = 0, inverzni red zapravo niz (S, )nen, za
koji vazi

u:f_l(v) :31U+52U2—|—-~-—|—3nyn+... ,
uz uslov da je u = f~!(v), inverzna funkcija funkcije v = f(u).

Opsti ¢lan niza dobijenog inverzijom Q(z) = Tranipa? Je dat sa (kao sto je i izra¢unato u
[6, 16])

(%5

D (”2; 1) Cra 21k, (4.10)
k=0

Posmatrajmo, slede¢u generalizaciju (u,(t)),en, toga niza, datu sa:

(23]

un(t) =) (”2;1)Ck+ta"-2’“-lﬁk. (4.11)

k=0

Pri tome, napomenimo da se (4.11) svodi na (4.10) uzimajuéi da je t = 0.

*k

Posmatrajmo pomerene nizove (u}(t))nen, 1 (4" (t))nen, definisane redom sa ) (t) = w41 (t)
1uf*(t) = upio(t). U Glavi 3 izracunate su odgovarajuée Hankelove transformacije 2% (0), h*(0)
i h,,(0) koriséenjem metoda baziranog na ortogonalnim polinomima [34, 94] (Teoreme 3.3.1 i
3.3.2 i Posledica 3.4.3).

Potpuno drugaciji pristup od onog koris¢enog u dokazu Teorema 3.3.1 i 3.3.2, a takode
baziran na ortogonalnim polinomima, dat je u skorasnjem radu [30].

U slede¢em poglavlju, su izracunate Hankelove transformacije h}(t), h*(t) i h,(t) koje
omogucavaju generalizaciju Teorema 3.3.1, 3.3.2 i Posledice 3.4.3. Dokaz im je baziran na
primeni opadajuc¢e a-binomne transformacije i rezultatima dobijenim u prethodnom poglavlju.
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4.5 Opadajucéa a-binomna transformacija

Podsetimo se da je, po Definiciji 2.6, opadajuéa a-binomna transformacija b = Bf(aq; «), za
dati niz a = (a,)nen, jednaka sa:

" /n
b, = Z (k;) a" Fay.
k=0

Takode smo u Glavi 2 naveli i jednu generalizaciju (Teorema 2.5.11) dobro poznatog rezultata
Spiveya i Steila iz [102], a koji je naveden u Teoremi 2.5.11. Po toj teoremi vazi da je

H(Bf(a; ) = H(a).

Opadajuc¢a a-binomna transformacija se moze zapisati u obliku slede¢e matri¢ne forme:

b=B%, B®= [(n) oz"_k]
k n,kENg

gde su nizovi a i b tretirani kao odgovarajuce vektor kolone. Ista notacija je koriséena i u
nastavku ove glave. Matrica B® se naziva a-binomna matrica.

Naredna Lema nam daje vezu izmedu Hankelovih matrica
H, = [aiyjlijene,  Hy = [bigjlijen,
i matrice B*.
Lema 4.5.1. Ako je b = Bf(a; «), tada vazi da je
H, = B“H,(B*)". (4.12)
Dokaz. Podimo od opsteg ¢lana b, ., matrice Hy:

= n+m n+m—t
bpim = Z ; « a.

t=0

Primenom dobro poznatog rezultata

() -2 00

dobiéemo

t=0 k=0 =0 k=0
m n n . m . m n

2D ()t () =3 () (29
=0 k=0 =0 k=0

Time je dokaz leme kompletiran. [
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4.6 Izracunavanje Hankelove transformacije nizova u,(t),
wh(t) 1wl (t)

n n

U ovom poglavlju je pokazano da su nizovi w}(t) i u}*(t) zapravo, opadajuée a-binomne trans-
formacije A(c) i A(c; a), gde je ¢ = (B"Ctin)nen,- Takode je pokazano da je H(u(t)) isto sto i
isprekidana-Hankelova transformacija niza c.

Koristec¢i ovo, mozemo primeniti rezultate iz Poglavlja 4.1, Poglavlja 4.2 i Poglavlja 4.3 da

bi izracunali Hankelove transformacije nizova (u}(t))neng, (2 (£))neng 1 (tn(t))nen,-

Glavni rezultati ovog poglavlja su Teoreme 4.6.2-4.6.4. Kao poseban slucaj ovih izracunavanja
(za t =0), je potvrdivanje Teorema 3.3.1, 3.3.2, kao i Posledice 3.4.3, dokazane u [16].

4.6.1 Niz u’(t)

Neka je dat niz (¢, )nen, definisan sa ¢, = "C,, 1 i neka je p = A(c), tj.

[BCir =2k
= o, n=2%—1

Podsetimo se da se niz v (t) moze zapisati na sledeéi nacin (direktno iz (4.11)):

(3]

UZ(t) = un-i-l(t) = (an‘) Ozn_%Bka-s-t = Z (7) oz”_lpl

k=0 =0

odakle sledi da je (u}(t))nen, = Bf <p; a), a samim tim i h*(¢) = H(p) (Teorema 2.5.11). Za
dalji rad nam je potrebna jos i naredna propozicija.

Propozicija 4.6.1. Neka je s = (8y,)nen, proizvoljan niz i neka je h = H(s) njegova Hankelova
transformacija. Tada je

H((rnsn)nENo) = (Tn(n+1)hn)nENo
gde je r proizvoljan broj.

Dokaz. Hankelova transformacija H((r”sn)neN(J) niza (1S )nen, je Mz (Gn)neng, Ciji je opsti
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¢lan jednak sa:

r%s rls, o s,
7’181 7,252 Tn+15n+1
qn = det :
Tn:Sn r" s 2" S0,
S0 S1 Sp
=0 pbop? ™ det rligl ris: St
7"n:Sn " Snt1 7" Sop,
S0 S1 s Sp,
=% rt ™2 det o St
Sn Sn+1 Son

:Tn(n+1)h

s

¢ime je tvrdenje Propozicije dokazano. [J

Primetimo i da se niz p = A(c) moze zapisati i u obliku p = (8"2C),cn, gde je CA =
A(C") (iz Poglavlja 4.3). Dakle, vazi da je
B (t) = detpiylocsj<n = () det[CFy o<t j<n- (4.13)
Sledec¢a teorema se moze dobiti neposredno iz (4.13) i Posledice 4.3.1.

Teorema 4.6.2. Hankelova transformacija (h(t))nen, niza (w)(t))nen, je data sa:

t 2 2
2k+1) 12k +1 H pl*(2k 4 2p)!

e (1) = g%
ll) =B t'2k:+t+1' (2p)!2(2k + p)!12

(4.14)

x _ e 2012k + 1) p'?(2k + 2p)!?
h2k—1(t) — ( ) t!(2k+2t)! ]H)(Qp)p(?k-i-p)!z

Napomenimo da se smenom ¢ = 0 potvrduje ¢injenica da je h’(0) = 6(";1) iz Teoreme 3.3.1.

4.6.2 Niz u}*(t)

Neka je a = A(c; a), tj. a-isprekidana transformacija niza ¢, = "Chpye. Niz a = (ap)nen, S€
moze zapisati u slede¢em obliku

(4.15)

_ J By, n=2k
" BFCrope. n=2k—-1

Prema (4.11) imamo da je

[24]

—(2k—1) gk n—2k k _ ~ (n n—l
(2kz— 1) 5 Cryt + Z <2k) (af"Crpr) = - (l)a a.

M\+

k=0
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Dakle, na osnovu u**(t) = Bf(a; ) i iz Leme 2.5.11 zakljuc¢ujemo da je H(u**(¢)) = H(a).
Pretpostavimo da je n = 2k — 1. Na osnovu Teoreme 4.1.2 i Propozicije 4.6.1, dobijamo da
je
det[aitjlo<ij<n = det[a25i+joi+j+t — ﬁi+j+1ci+j+t+1]0§i,j§k—l : det[6i+j+1Ci+j+t+1]0§i,j§k—1

= B"* D det[0®Cryjire — BCitjrrr)o<ijcr1 - det[Citjprslo<ijer—1
(4.16)

Slicno, za n = 2k imamo da je
_ 2 gitj+t+1 i+j+2 i+j+1
detaiyjlo<ijon = adet[a” BT Chy iy — BT Cigjipalo<ig<h— - det[B7 T Ciyjyilo<ij<n

= Oéﬂmk“) det[a20i+j+t+1 - 5Ci+j+t+2]0§i,j§k—1 ) det[0i+j+t]0§i,j§k-
(4.17)

Ako sada iskoristimo Posledicu 4.2.2 i Posledicu 4.2.7 dobijamo da vazi naredna teorema.

Teorema 4.6.3. Hankelova transformacija (R (t))nen, niza (u(t))nen, je data sa:

. 20!+ pl2(2k + 2p)!2
h2k71( ) 6k (2k=1)

t'kz—i—t' c (2p)12(2k + p)!
k
(s+t)'(k+s+t) R
1 S S S
XZ Wk — )'<25+2t)< )BT e,
<=0 (4.18)

k4 D)k (20)!(2k I p12(2k 12

tH(k +1)! (Qk e )20k 1 )2

( 1)kfsﬁkfsa25+1.

sz: s+t+1 (k4 s+t+1)!
$)!(2s + 2t + 2)!

s=

Smenom ¢ = 0 u (4.16) i (4.17) dobijamo da vazi

By (0) = BEEED det[o®Ciyj — BCiyj1lo<ij<h1, n=2k-1
' afFCHD det[0?Cry 1 — BCiyjvalo<ijer, 1 =2k

pa na osnovu Posledice 4.2.8 potvrdujemo rezultate Teoreme 3.3.2.

4.6.3 Niz u,(t)

Veé smo dokazali da je u*(t) = Bf (p; a) i u**(t) = Bf(a; ). Prva jednakost moze se zapisati,

u matriénoj formi, na sledeéi nac¢in: u*(t) = B*p. Osim toga, prema Lemi 4.5.1 imamo da je
Hu**(t) - BaHa(Ba)T

pa vazi matri¢na jednakost:

[1 Ba} B ]PQITJ [1 (B“)T} - [B%p B“PEB(;)“) } N {u*(zt) (glu(t)(?f } =Huy  (419)
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Dakle, determinanta (n + 1) x (n + 1) glavnog minora H,, formiranog od redova i kolona sa
indeksima 1,2,...,n + 1, jednaka je istom minoru matrice

. T
H, = [O P ] .
p Hg
Drugim re¢ima, h,(t) je jednako n-tom ¢lanu isprekidane-Hankelove transformacije niza (¢, )nen,,

pa se, moze izracunati primenom Teoreme 4.1.3.

Teorema 4.6.4. Hankelova transformacija (h,(t))nen, niza (u,(t))nen, je data sa:

t—1
! P22k +p +t)!
B (k—1)(2k— 1)
%e-1(8) = B lH (2)12(2k + p)!
k-1
l+k—1 p+k+1
y 1 k+l< o2hgk—1-h ) prRTl
> (-1 ; B Coen L5y aivi
- (4.20)
2(2k +p+t+1)!
h k(2k—1) b
au(t) = B 2t H 2pl22k+p+1)
r - I + N\ yrptk+i+1
1 k+l+1< 2htlgh—l-her >
x> (=) N Hrt=hel L op+2l+1
1=1 h=0
Dokaz. U zavisnosti od parnosti broja n, razlikujemo dva slucaja.
Sluéaj 1. n = 2k — 1 je neparno.
Primenom Teoreme 4.1.3 imamo da vazi ho,_1(t) = P - Py gde je
Py = det[ciyjlo<ij<i-1 = det[377Cip o jer-1 = BV det[Cipjielosijcn (4.21)
i
k-1 1
Py = Z Dl (Z a*e h) det[citjix(i>n+1lo<ij<i—2
1=0 h=0
i l (4.22)
2_L_
= > (=) (Z B hCl+t—h> BEE T det[Ci oy 4i)oij<h—a-
1=0 h=0
Prema Posledici 4.2.2 i Posledici 4.2.4, uz formule (4.21) i (4.22), dobijamo izraz za ho,_1(t) u
(4.20).
Slucaj 2. n = 2k je parno.
Sada je ho(t) = Py - Py gde je
Py = det[B"™ Oy ]o<ij<k1 = g det[Cipje1]o<ij<k—1 (4.23)
a prema Propoziciji 4.6.1 je
k -1
Py = Z(—l)w“( Oézhﬂclflfh) det[citjarnznlosij<k-1
= h=0 (4.24)
k -1

= Z(—l)k”“( OéQh“Bl_l_hCHt—l_h) B det[Cisjy(ron+elogijciat.

=1 h=

o
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Sliéno kao u prethodnom sluc¢aju, prema Posledici 4.2.2 i Posledici 4.2.3, uz formule (4.23) i
(4.24), dobijamo izraz za h(t) u (4.20). O

U specijalnom slucaju, kada je t = 0, izraz (4.20) se svodi na:

k—1

h [+ k
hap1(0) = )(2k—1) Z k+l (Z a2 gh=h 1CHL> (21+1)
=0 lﬁ‘) (4.25)
_ L [+ k
th(O) _ ﬂk(Qk 1) Z(_l)k+l+l (Z Cl{2h+lﬁk h lcl—l—h>( g )
=1 h=0

Dokaz Teoreme 3.4.3. Izraz (4.25) se, zamenom poretka sumiranja, moze transformisati u
sledeci oblik:

l+k
how_ (k—1)(2k—1) 2h pk—1—h k+l
2k-1(0) = 8 E a™p E o

k-1
[+ kK

h k(2k—1) 2h+1 gk—1—h )kt

2k ( = " hz:%a g Z( ) Y

l=h+1

(4.26)

Neka je z, = ﬁ_(g) hn(0) a u drugoj jednakosti iz (4.26) smanjene granice u [ za 1. Izrazi za zop
1 Z29ok—1 Su

h=0 l=h
k—1
I+k+1
2h+1 pk—1—h k+l
E:a b E: Cﬁh<2L+2)'

Neposrednom proverom mozemo zakljuciti da z, zadovoljava troclanu linearnu diferencnu jednacinu

(4.27)

Znyo — QZpg1 + Bz, =0

za svako n € Ny, odakle direktno sledi izraz (3.27) u Teoremi 3.4.3:

n

R L [N I (AR

mn Oé2 _

Dakle, potvrdili smo tvrdenje Teoreme 3.4.3.



Glava 5

Hankelova transformacija inverznog

reda funkcije xgl:ﬁof)

Trazenje izraza u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju inverznog reda (vy,)nen,
funkcije 90(117;;;)7 ali 1 odgovaraju¢ih pomerenih nizova (v})nen, 1 (V2% )nen, je glavna tema
i ove glave. Osim toga, nadena je i LU-faktorizacija Hankelove matrice H; koja odgovara
nizu (v} )nen,, koja potvrduje tacnost dobijenog izraza za njegovu Hankelovu transformaciju.
Relaciju koja povezuje Hankelovu transformaciju ovih nizova pretpostavio je P. Barry u radu
[8] (Pretpostavka 6). Cilj ove glave je da potvrdi neke rezultate, da pruzi dokaze pomenutim
pretpostavkama, ali i da doda neke nove rezultate i ¢injenice iz ove oblasti. Metodologija i

nacin rasudivanja je slican kao i u Glavi 3.

Svi rezultati prikazani u ovoj glavi su originalni i preuzeti iz objavljenog rada [15].

5.1 Inverzni red funkcije B(zr) = =——

Posmatrajmo niz (v, )nen, zadat inverznim redom funkcije

(1 — ax)

Bl =—1—p"

gde je 8 # 0. Funkcija generatrisa V(x) niza (v, )nen, je reSenje jednacine

B(V(z)) = V(ﬁ)(_l g_f(‘;)(x)) - o

uz uslov V(0) = 0 i data je sa

14 B — /1 —2(2a — B)z + (222
N 200 '

V(z) (5.2)

Opsti ¢lan niza (v, )nen, je (videti Propoziciju 19 u [6]):

1%5+]

=3 (" +2]‘;_ 1) Crak (= By 1. (5.3)

k=0

54
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Glavni cilj ove glave je izracunavanje Hankelove transformacije niza (v, )nen,, tj. inverznog reda
funkcije B(x), ali i njegovih pomerenih nizova (v})nen, 1 (V5" )nen, definisanih sa v} = v,4q 1
U = v 49. Oznacimo Hankelove transformacije nizova (v, )neng, (U5 )neny 1 (V5 ) nen, Sa hn, b i
h'*, respektivno. Direktnim izracunavanjem' mozemo dobiti proizvoljan broj pocetnih ¢lanova

svakog od navedenih nizova koji su dati u narednom primeru.

Primer 5.1.1. Prvih nekoliko ¢lanova pomenutih nizova je dato sa:

Vn :(0 1,a— 3,202 — 308 + 82, 50% — 10028 + 6082 — 3%, 14a* — 35038 + 300242 — 10a3° + B, .. )

— 8,202 — 3aB + 82,503 — 10028 + 6a8% — 32, 14a* — 35038 + 300262 — 1008 + 52, .. )

(a 8,20 — 38 + 2,505 — 10025 + 6052 — 33, 140 — 35038 + 300287 — 10083 + 54, .. )

hn = (0, -1, —ala = B)(2a — 8), —a*(a — B)*(3a? — 308 + #%), —a®(a — B)°(4a” — 6024 + dap? — §7),...)
(l,a ).a*(a = B)%,a%a — B)°,...)

o= fala - B a*a— B alla—9)",...)

h**

5.2 Moment reprezentacija

Moment reprezentaciju niza v;* odredujemo primenom Stieltjes-Perronove inverzione formule.

nen, data je sa:

\/404(04 (z—2a+3)2
w(z) = 2m , TE [x%v@] (5.4)
0, u protivnom

Teorema 5.2.1. Tezinska funkcija éiji su momenti jednaki (v

gde su x19 =20 — £ 2/a% — af.

Dokaz. Koriséenjem (5.3) i (5.2), imamo da je

n+1
s n—k+1 o
vV, = Un42 = E < ok )CkOék<—B> ktl (55)

k=0

niz ¢ija je funkcija generatrisa

1+ Bz — /1 —2(2a — B)z + 222

Vi(e) = 2012

(5.6)

Da bi primenili Stieltjes-Perronovu inverzionu formulu (tj. Teoremu 2.5.4), uvedimo novu
oznaku. Oznac¢imo sa F**(z) slededi izraz:

lv**@) _ 2+ B—/(z—2a+p)? — da(a - B)

z z 2x

Cilj nam je da pronademo funkciju w**(z) = p/(t), gde je u(t) is definisano sa

F**(Z) _

w(t) — p(0) = ! lim tlm F**(x +iy) du. (5.7)

m y—)O* 0

1Opet je od velike pomoéi bilo koriséenje programskog paketa MATHEMATICA
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Posmatrajmo funkciju F**(z) u gornjoj poluravni {z € C : Im z > 0} kompleksne ravni.
Funkcija

0(2) = V(2 = 2a + B)? — da(a — 5)

ima dve tacke grananja. To su

T =20 — [ —2¢/a? —af i To =20 — [+ 2/ a? — af.

[zaberimo regularnu granu kvadratnog korena u prethodnom izrazu, tj. onu granu korena koji
ima pozitivnu vrednost kad je izraz pod korenom pozitivan.
Eksplicitnim izra¢unavanjem dobijamo da je integral funkcije F**(z) jednak

/F**(z) Qs — 2204 2% — (2 —2a+ B)o(z) — 4a(f — a)log 2(z — 2+ B + O'(Z)). (5.8)
4o
Ako uvedemo oznake:
M (z) = lim Im o(x + iy),
y—07+
I"(z) =log(z —2a+ 4+ 0(z2)), (5.9)
M (x) = lim Im ™ (z + iy),
y—0F
onda sledece izraze mozemo dobiti direktnim izracunavanjem:
—B3) — (r — 2
M () :{ Vidala — ) — (z —2a+ B)2, z € [:v%,xQ] ’
0, u protivnom
( T, r < X
7 + arctan \/40((&;@2;(5;2%6)2, x € [z1,2a0 — ) (5.10)
M (z) =14 7. z=2a—f
arctan \/4a(a;€)2;(f;2a+m2, xr € (2a — 3, x9)
L 0, T > X9
Iz Stieltjes-Perronove inverzione formule sada zakljucujemo da je u(x) = —% M**(z) gde je
*% r— 20+ 6 Hk *k
M™(2) = ————— M;"(z) = (B — &) M["(2).
Dakle, imamo da je
da(a—p) — (z —2a — B)?
w(z) = (u(a)y = Y2 =H) B ¢ e o, (5.11)

2am

¢ime je zavrSen dokaz teoreme. [J

Neposrednim izracunavanjem mozemo naci da je

T2 ) kk
US:’Ul:l:/ w—(x)dx.
z1

X

Prethodni izraz i Teorema 5.2.1 nam daju narednu posledicu.
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Posledica 5.2.2. Tezinska funkcija w*(z) niza (v})nen, je data sa:

da(a—p)—(z—2a+p)?
w*(z) = v pr » @€ [, @] (5.12)
0, u protivnom

w*(z)

x

/IZw(x)dx:a_ﬁ#Ozvo,

Sledeéi ovu ideju, posmatrajmo funkciju w(x) = . Posto je

af
sledi da je w(x) tezinska funkcija niza (0,,)nen, definisanog sa
a=p3 —
—=, n=20
Up = af : 5.13
! { Up, n=>1 ( )

Drugim rec¢ima, vazi sledec¢a posledica:

Posledica 5.2.3. Tezinska funkcija w(x) niza (0,)nen, je data sa:

2max? , TE [Il’xﬂ (514)
0, u protivnhom

w

\/4a(a75)7(:p72a+6)2
() =

5.3 Hankelova transformacija nizova v,, v, v:* i v,

Najpre racunamo Hankelovu transformaciju niza v}*.

Teorema 5.3.1. Hankelova transformacija (h}*)nen, niza (v2*)nen, je data sa

n+1 n+2)

b =al"s) (a — py(s (5.15)

Dokaz. U dokazu ove teoreme koristimo Heilermannovu formulu (2.12) i transformaciju tezinske
funkcije navedene u Lemi 2.5.6. Posto je

w**<x):\/404(04—5)—(1:—2@4—@2: Va2 —af 1_( T 2a — 3 )2
TQ 2 5

2w aQ—aﬁ_Q a? — «

polazimo od moni¢nih Chebyshevljevih polinoma druge vrste, ve¢ pominjanih u prethodnoj
glavi. Njihova tezinska funkcija w(®(z) je, kao to smo veé rekli, oblika

w(z) = V1 — 22

gde su koeficijenti ol 67(10) dati sa

1
o) =0, 200 H'=5. V=7 (>1). (5.16)
Sada, posto je
() a? —af (0)< x 20— )
w™(x) = w -
e 2v/a? —aff 2y/a?—ap
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mozemo primeniti Lemu 2.5.6 gde je ¢ = ———, b= ——225_ j 0 = ¥ =B Odavde

2¢/a2—ap’

dobijamo da je

0) b
Ocz*:an =2a— (neNy,
a
(0)
S*ZCﬁL:&—ﬂ, (5.17)
|a
o

=t —aa-5)  (en)

ok

*)nen, sada dobijamo direktnom primenom Heilermannove

Izraz u zatvorenom obliku za (h
formule (2.12):

= o By
= (a= A la"(a - e Ha = By ala — )

n+1 n+2)

= (y( 2 )((y —-/3)( 2
Ovim je teorema dokazana. [J

Sledece dve teoreme se mogu dobiti daljim koris¢enjem odgovarajuéih transformacija tezinske
funkcije w**(z) 1 nastavljanjem tehnike slicne onoj koja je koriséena u dokazu Teoreme 5.3.1.

Teorema 5.3.2. Hankelova transformacija niza (v})nen, je data sa

= (o= )% (5.18)
Dokaz. Primenimo transformaciju w*(z) = wT(x) Da bi primenili Lemu 2.5.8 moramo uvesti

pomo¢ni niz (7,,),~ ; na sledeéi nacin

6**
r_i= —/w**(x) dz, = —ayt — ==

n > 0.

Tro1

Pored toga, koris¢enjem prethodnog izraza i matematicke indukcije, mozemo utvrditi da je
r_1=—1, r, =—a, n>0.

Sada su uslovi Leme 2.5.8 zadovoljeni, pa njenom primenom nalazimo da je

ay =ay + 19 =a—f, a=a +r,—r,1=2a—0F (n>1)

* * Kk Tn—1
Sy=-ra=1 B,= Bn—lm (n>1).

Primena Heilermannove formule (2.12) nam daje izraz u zatvorenom obliku za h}:

n-24-1)

= BB G 8 = [ata— )]

¢ime je dokaz teoreme zavrsen. []
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Teorema 5.3.3. Hankelova transformacija niza (0 )nen, je data sa:

= a(a—8)) 20 -8 .
By = ; —(a—B) —a]. (5.19)

Dokaz. Primetimo da je transformacija w(z) = w*x(x) istog tipa, kao ona u dokazu Teoreme

5.3.2. Niz (r,),~_, definisimo slede¢om rekurentnom relacijom:

a8 . B

a—ﬂ, Ty = —O(n

(5.20)

1= — .
T'n—1

Osim toga, za koeficijente 5, vazi
A A * rnfl
fo=—r_1, ﬁnzﬁn_1r— (n>1).

n—2

Primenom Heilermannove formule (2.12) imamo da je
7o (a1 Tn

hn+1_~~~ ~ _Oé—ﬁ*_*_.“* — _A*p*...A3*
P —505152"'5n+1——a5 Bo hlﬁl o Pn o1 BB~ Burn (5.21)

== la(a = B)]"ra,

odakle sledi

Th = — B S
"~ Tfala— o o

Ako iskoristimo rekurentnu relaciju (5.20) i relaciju (5.22), dobijamo
hn+1

——~=—(2a—6)— OZ(O&—B)

o oy
[a(a — B)]"hy, (@) "Fin 1

a samim tim 1 . . 3
o1 = (20 = B)a(a = B)]" by — [ala — B)"hn 1.

Da bi resili prethodnu rekurentnu jednacinu, uvedimo novi niz (s, ),en, definisan sa

2~
sp = la(a— B)]” 2 hy,.
Zamenom u prethodnoj jednacini dobijamo linearnu diferencnu jednacinu

200 —
Spt1] — ——=5n+ Sp_1 =0 (5.23)
ala—f)

sa pocetnim uslovima

a? — 3aB + 32

afy/a(afB)

S(]:h(): —_— S1 = [a(a—ﬁ)]*%ﬁl =

Resavanjem jednacine (5.23) dobijamo:

1 « n 2a—pf a—f n
e e e

n

Na kraju, smenom B = Sn [a(a — ﬁ)} 7, zavrSavamo dokaz teoreme. []

Sp = —
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Sada, ako primenimo Lemu 3.4.2 koja nam daje vezu izmedu Hankelovih transformacija
nizova koji se razlikuju samo u poc¢etnom ¢lanu, tj. samo u ¢lanu sa indeksom 0, mozemo izvesti
glavni rezultat ovog poglavlja, odnosno izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju

niza (v, )nen, -

Teorema 5.3.4. Hankelova transformacija niza (vy)nen, je data sa

hy, = %(a(a - B)) () <(a — B — a”). (5.24)

Dokaz. Sledi neposredno, iz Leme 3.4.2 i Teoreme 5.3.3, nakon primene odgovaraju¢ih alge-
barskih sredivanja izraza. [

Kao direktna posledica Teorema 5.3.1, 5.3.2 1 5.3.4, dobijamo Pretpostavku 6 iz [§].
Posledica 5.3.5. Vaze sledece relacije:

hn  (a—=B)"—a”

n—1 B 6 7
h**

5.4 Hankelova transformacija inverznog reda x(1 — ax) i
LU-faktorizacija Hankelove matrice H;

95(11_;;:;) kada je f = 0. Inverzija reda z(1 — o), tj. reSenje

jednacine V(x)(1 — oV (z)) = x, je dato sa

Primetimo da je ovo u stvari slucaj

1—+v1—4ax

V(z) = 5

Ova funkcija je funkcija generatrisa niza (v,)nen, definisanog sa

o — 0, n=>0
") Chpoia™ o n> 1.

gde je (Cp)nen, niz Catalanovih brojeva.

Na primer, slucaj kad je a = 1 ovaj niz se svodi na niz Catalanovih brojeva koji zapoc¢inje
sa 0. Napomenimo da je Barry dao formulu za pomenutu LU-faktorizaciju za ovaj specijalan
slucaj u radu [8] (Primer 7), ali bez dokaza. U ovom poglavlju je u potpunosti izvedena formula
za LU faktorizaciju Hankelove matrice H;. Kao direktna posledica toga dobijen je jos jedan
nacin izracunavanja Hankelove transformacije h; u ovom slucaju.

Primetimo da su izrazi za h,, h} i h}*, dobijeni u prethodnom poglavlju, polinomu po « i
B. Slucaj kada je = 0 se resava krajnje jednostavno, pustajuc¢i da f — 0 u svim prethodnim
izrazima. Dakle, dobijamo da vazi naredna teorema.
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Teorema 5.4.1. Koriséenjem prethodno uvedene notacije, imamo da je:

D,
1) hy,= —na” !, hjl =—(n+1)a";
2) h= QM)
3) R =ty };ZE* =",

Dokaz. Relacije 2) i 3) slede direktno iz Teorema 5.3.1 i 5.3.2 za slucaj da je f = 0. Ostaje
samo da se pokaze prva relacija. Kako za pomeren niz (¢*)nen, vazi da je ¥ = o™+ imamo

da je:
h, = —nh’_ja"

odnosno

2_
h, = —na™ L.

Na kraju zakljucujemo da vazi:

hn+1 (TL + 1)an(n+2) .
) =—(n+1)a".

O

=3 * * : : * 4
Oznacimo sada sa H = [v}, ;]o<ij<n Hankelovu matricu niza (v};)nen,. Sledeca teorema
nam daje LU-faktorizaciju matrice H.

Teorema 5.4.2. Faktorizacija H = L,LY vaZ, za L, = [L;Jo<ix<n gde je

. 2%\ 2%k+1
itk it k41

Dokaz. Koeficijent uz 27 u F(z) = (1 — ax)*(1 + az)**% jednak je:

o 20429 20429 21+ 27 L o
[ F(2) = [(z + +j1) B 2( z‘+j]) ’ (z + —j1>]0””+1 = 20" (5.25)

Sa druge strane, koeficient uz z* u G;(z) = (1 — az)(1 + az)? jednak je:

eix = [#"]Gi(x) = [(2;) - (;_Z 1)]0/‘” _ (i“) %ak (5.26)

Sada, s obzirom da je F(x) = G;(x)G;(x), pretpostavljajuéi da je ¢ > j imamo da vazi:

i+j+1 J
itj+1 _ _
[ TNF(2) = D CikCivisiok = Y Ciitht1Cijk-
k=i—j k=—j—1
Neposrednom proverom mozemo utvrditi da je ¢ 4541 = —cl,l,ka%“ leyp = LLkof’“ za svako
k=0,1,...,lil € Nyg. Na osnovu toga, prethodnu sumu mozemo zapisati kao

J J
[ZL’i+j+1]F(ZE) = -2 Z Cm'_ijJ‘_kOéQk-H = 2« Z Li,ij,k~ (527)
k=0 k=0
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Ako iskoristimo sada (5.25), (5.27) i v}, ; = /™ Cyy;, dobi¢emo

J
* P . .
Vig; = E :LZ,kLLk
k=0
a samim tim i H, = L,LT. [

Napomenimo da je matrica L,, formirana od prvih n+ 1 redova i kolona beskona¢ne matrice
L date sa

1 0 0 0 0 0

« « 0 0 0 0

202 3a? a? 0 0 O

L = [LigJo<ifen = 50 90 52 o 0 0
o 14a* 28a* 200* Ta* ao* 0

420° 900 T75a° 35a° 9a° P

Dakle, posto je
det L, = [[ Liw = [[ " = a(3)
k=0 k=0

zakljucujemo da je

n+1

2 2
h: = det H, = (det Ln> - (&( ; )) _ o)

Znagci, kao direktnu posledicu Teoreme 5.4.2 dobijamo potpuno drugaciji dokaz dela 2) Teoreme
5.4.1.



Glava 6

Hankelova transformacija nizova
baziranih na Motzkinovim brojevima

U ovoj glavi se primenom metoda baziranim na ortogonalnim polinomima doslo do izraza u
zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju nizova vezanih za Motzkinove brojeve. Tu
su ukljucene i linearne kombinacije uzastopna dva, tri i cetiri Motzkinova broja. U nekim
slucajevima su dobijeni izrazi u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju, dok je u
drugim slucajevima dokazano da Hankelova transformacija zadovoljava odredenu diferencnu
jednacinu. Pojedini, u literaturi ve¢ poznati rezultati, su ponovo dokazani koris¢enjem drugacijeg
pristupa i metoda zakljucivanja, ali su izvedeni i potpuno novi rezultati vezani za Hankelovu
transformaciju niza Motzkinovih i pomerenih Motzkinovih brojeva.

Tehnika koja je koris¢ena u tim izracunavanjima moze da posluzi kao ideja kako primeniti
metod baziran na ortogonalnim polinomima na nizove ¢ije Hankelove transformacije sadrze
nulu kao svoj ¢lan.

Kao i prethodne dve, tako je i ova glava bazirana na originalnim rezultatima, sa tom razlikom
Sto ovi jos uvek nisu objavljeni.

6.1 Osnovni pojmovi vezani za Motzkinove brojeve

Motzkinov broj m,, je broj razli¢itih skupova nepresecajuc¢ih tetiva cije su krajnje tacke neke
od zadatih n tacaka na krugu. Ovaj niz je odreden kao (A001006) na On-Line Encyclopedia
of Integer Sequences [101] na kojoj se moze naéi i pregrst zanimljivosti vezanih za Motzkinove
brojeve u komentarima koji slede posle definicije. Prvih nekoliko njegovih ¢lanova je dato sa
1,1,2,4,9,21,51,127, .. ..

Kao sto se i moze zakljuciti iz same definicije, niz Motzkinovih brojeva je predmet proucavanja
i ima zamiljivu primenu u geometriji, kombinatorici i teoriji brojeva [1, 2].

Poznato je (na primer iz rada [75]) da niz Motzkinovih brojeva zadovoljava slede¢u rekurentnu

relaciju:
n—1

m =m +Zm~ m '_2n—|—3 m 5 m
n+1 — n o 7 n—1—1 — n+ 3 n + 3 n—1
Takode se zna i da je
[n/2] !
M = ;; Kk + 1)(n — 2&)!"

63
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Funkcija generatrisa niza Motzkinovih brojeva M (z) = Y 77 myz” je data sa

1—2—+v1—2x— 322
M(z) = o3 (6.1)

i zadovoljava uslov M (z) = 1 + aM (z) + 2> M?(x).

Motzkinovi brojevi predstavljaju broj puteva u (celobrojnoj) ravni koji se ne spustaju ispod
Oz-ose, a koji poc¢inju u (0,0) i zavrsavaju u (n,0), pri ¢emu su dozvoljeni koraci (1,0), (1,1)
i(1,—1). Ako koraku (1,0) pridruzimo tezinu ¢, a koracima (1,1) i (1, —1) tezinu 1, dobi¢emo
"tezinsku” verziju Motzkinovih brojeva, koji su poznati kao t-Motzkinovi brojevi i u literaturi
oznaceni sa mf.

[zostavimo li uslov da se putevi ne spustaju ispod z-ose, dobijamo da takvi putevi predstavl-
jaju niz centralnih trinomnih koeficienata c,. Podsetimo se da je ¢, koeficijent uz =™ u razvoju
(1+z+2?)". U literaturi ima dosta radova koji se bave (generalizovanim) centralnim trinomnim
koeficijentima i njihovim Hankelovim transformacijama [52, 96, 87]. Sli¢no je i sa Motzkinovim
i t-Motzkinovim brojevima [38, 24, 63, 62|. U nedavno objavljenom radu [24], Cameron i Yip su
izracunavali Hankelovu transformaciju nizova m!, +m! , i mf_, 4+m/ _, koriste¢i kombinatorni
Gessel-Viennot-Lindstrom (GVL) metod [52]. Sa druge strane, metod baziran na ortogonalnim
polinomima se uspesno primenjuje na slicne nizove ukljuéujuéi i (generalizovane) Catalanove
brojeve [34, 94] i (generalizovane) centralne trinomne koeficiente [87].

U nastavku ove glave, biée re¢i i o pomerenim Motzkinovim brojevima (m)neng, (M5 )nen,
i (M )nen, definisanim sa m* = m,,.1, m Mpt2 1 M3 = my3. Osim toga, ako sa h,,, A,
hr* i hy** oznacimo Hankelove transformacije nizova m,,, m;, m:* i m** respektivno, direktnim

izracunavanjem mozemo dobiti njihove pocetne ¢lanove, date u narednom primeru.

s,k __
" =

Primer 6.1.1. Prvih nekoliko ¢lanova gore pomenutih nizova je dato sa:

m, = {1,1,2,4,9,21,51,127, ...},
m: ={1,2,4,9,21,,51,127,323, ...},

n

m™ = {2,4,9,21,51,127,323,835, ...},

n

m** = {4,9,21,51,127, 323,835, 2188, ...},
hy={1,1,1,1,1,1,1,1, ..},
he={1,0,—-1,-1,0,1,1,0,..},

hyt=1{2,2,3,4,4,5,6,6,...},
h** = {4,3,—6,—16,—10,15,36,21, ...}

6.2 Moment reprezentacija, ortogonalni polinomi i Han-
kelova transformacija Motzkinovih brojeva

U ovom poglavlju je proucavana moment reprezentacija Motzkinovih brojeva i izracunata nji-
hova Hankelova transformacija, kao i koeficijenti odgovarajuce troclane rekurentne relacije.
Naravno, opet je koris¢ena Stieltjes-Perronova inverziona formula za dobijanje odgovarajuce
moment reprezentacije kao, metod baziran na ortogonalnim polinomima za izracunavanje Han-
kelove transformacije i transformacija tezinske funkcije za odredivanje pomenutih koeficijenata.
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Sledeca teorema nam daje eksplicitni izraz za tezinsku funkciju ¢iji je niz momenata (my, )neng
koji se moze nac¢i u [101] ili u radu [5] gde je dat dokaz baziran na Stieltjes-Perronovoj inverzionoj
formuli (videti, na primer [28, 67]). Slicna tehnika dokazivanja je data i ovde.

Teorema 6.2.1. Motzkinovi brojevi (my,)nen, predstavljaju niz momenata teZine

1

—/4 — (x —1)2, -1,3
w(z) =4 on (x=1)% wel=13] (6.2)
0, u protivnom

Dokaz. Neka je F(z) definisana sa

z2—1—+22—-22-3

F(z)=z"'M((z") = 5

i neka su z; = —1, 2z, = 3 tacke grananja funkcije
p(z) =Vz2—2z-3.

Izaberimo regularnu granu funkcije p(z) takvu da je arg(z — z1) = arg(z — x3) = 0 za 2z €

(29, 400). Tako odabrana grana je definisana na C\ (1, 22) i zadovoljava uslov F(z) = F(Z).
Za primitivnu funkciju funkcije F'(z) tada dobijamo:

z—1

Ri(e) = [ Pz = 3[-24 5 - 000 +2L(2)

gde je

L(=) = log[2(z — 1+ p(2))]
Izaberimo takode regularnu granu funkcije log definisanu na C\ [0, +-00) za koju je lim,_,o; log(z+
iy) = logx za x > 0. Zbog toga imamo da je

4—(x—1)2, x€ (r1,72)

G,(z) = Z1/113(1] Im p(x +1y) = {O u protivnom

(

, r < —1

7 + arctan 4;(796171)2, re[-1,1)
GL(x):;iLr(l)Im L(x +1y) = ¢ /2, r=1

arctan —W, z € (1,3]

0, z>3

\

Primenom Posledice 2.5.5 dobijamo da je A(t) = —2(G(t) — G(0)) gde je funkcija G(x) data sa

Gy =" L6 (@) + Gule).

Kako je d\ apsolutno neprekidna mera, izraz (6.2) se moze dobiti jednostavnim nalazenjem
izvoda funkcije A(t). Ovim je dokaz teoreme zavrsen. [
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Da bi izracunali Hankelovu transformaciju h,, primenom Heilermannove formule (2.12), potrebno
je da nademo koeficijente oy, i 3, troclane rekurentne relacije, odgovarajuce tezinske funkcije
w(x). Njih nalazimo primenom Leme 2.5.6 i 2.5.10.

U narednoj teoremi je dat novi dokaz poznatog rezultata vezanog za Hankelovu transforma-
ciju Motzkinovih brojeva (videti, recimo, [1, 24]). Dokaz je baziran na transformaciji tezinske
funkcije date u Lemi 2.5.6. Izvedeni izrazi za koeficijente «, i [, su koris¢eni u kasnijim
izracunavanjima ove glave.

Teorema 6.2.2. Hankelova transformacija niza Motzkinovih brojeva (my,)nen, je niz ¢iji su svi
¢lanovi jednaki 1. Koeficijenti o, 1 (B, troclane rekurentne relacije dati su sa:

an:ﬁnzla (TLGNO)‘

Dokaz. U prethodnim glavama ve¢ pominjani moni¢ni Chebyshevljevi polinomi druge vrste

sin ((n + 1) arccos ZL‘>
BTV )

su ortogonalni u odnosu na tezinu w®(z) = /1 — 2. Odgovarajuéi koeficijenti troclane
rekurentne relacije su

1
V=2, BO=2 (n2x1), o) =0 (n>0).
2 4
2
Posmatrajmo novu tezinsku funkeiju w™(z) = /1 — (“"”2;1) . Za nju vazi da je

w(z) = w(azx +b),

gde su
a=1/2 i b=—-1/2.

Odavde zaklju¢ujemo (po Lemi 2.5.6) da je:
BV =7, Y =1 (neN), all =1 (neNy).

Kako je

prema Lemi 2.5.6 dobijamo

1
50:_(()1):17 Bn:@(})zl za n>1 i ozn:oz(l)zl,
™

Sada izraz za Hankelovu transformaciju niza Motzkinovih brojeva sledi direktnom primenom
Heilermannove formule (2.12). O
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6.3 Linearna kombinacija dva uzastopna Motzkinova broja

Prednost metoda baziranog na ortogonalnim polinomima je i ta Sto, znajuéi koeficijente v, i
B, koji odgovaraju nekom nizu, mozemo uspesno da dobijemo i koeficijente Hankelove trans-
formacije linearne kombinacije uzastopnih ¢lanova datog niza. Ta ideja je u ovom poglavlju
sprovedena na niz Motzkinovih brojeva. Osim toga, na kraju poglavlja su navedeni i neki
zanimljivi specijalni slucajevi te linearne kombinacije.

Teorema 6.3.1. Hankelova transformacija h,(c) niza (M1 — ¢ My )neny, gde je (My)nen, niz
Motzkinovih brojeva i ¢ € R, je data sa:

0 - ey [ (YY)

Dokaz. Dokaz zapocinjemo uvodenjem sledece transformacije tezinske funkcije:
w(x) = (r — cw(x)

i primenom Leme 2.5.10. Koeficijenti &, i 5, su dati sa

dn = Oén+1 ‘l‘ Fn—i—l — fn = 1 ‘l‘ fn—i—l — fn; n Z 0, (64)
T . o _ T
Boz/ w(x)der =1—c¢, Bn=pPn— =—, n>1, (6.5)
—1 Tn—1 Tn—1
gde je niz (7, )nen, odreden slede¢om rekurentnom relacijom:
n 1
To=c—1, Fn:c—an—_ﬁ =c—1———, n>1 (6.6)
Tn—1 T'n—1

Ako iskoristimo prethodni izraz mozemo dobiti da je

1 -1 —1)(?—=3c+1
7:126—]_— s f2:C—]_— ¢ :(C )(C C+ )

c—1 clc—2) c(lc—2)
Posto nismo u moguénosti da naslutimo resenje rekurentne jednacine, upotrebi¢emo drugaciji
pristup. Primenom Heilermannove formule (2.12) dobijamo da je

]32:—26()0)250‘51'52"'5—7”1:—@“

Iz rekurentne relacije (6.6) i prethodnog izraza, mozemo dobiti narednu diferencnu jednacinu:

h(c) + (¢ — 1)hp_1(c) + hp_s(c) = 0, n>2 (6.7)

koja zadovoljava pocetne uslove

ho(c) =1 —¢, hi(c) = ¢ — 2c.

Resavanjem linearne diferencne jednacine (6.7), dobijamo (6.3). O
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Direktnom primenom prethodne teoreme mozemo potvrditi ve¢ poznat rezultat vezan za
Hankelovu transformaciju pomerenog niza m = m,,. Taj rezultat je publikovan u radu [24],
dok su jos neka dalja razmatranja i izracunavanja uz koriséenje G-V-L metoda data u [73].

Posledica 6.3.2. Hankelova transformacija niza pomerenih Motzkinovih brojeva (m))nen, je

data sa:
1, n = 6k i n=6k+5

hi=< 0, n=6k+1 ili n=6k+4 (k€N (6.8)
~1, n=06k+2 ili n=0k+3

Dokaz. Smenom ¢ = 0 u izrazu (6.3) dobijamo:

_—1+i\/§<1+i\/§>“+1+i\/§(1_i‘/§>n (6.9)

hy = hn(0) =
n=Fn(0) 2iV/3 2 2iV/3 2
sto je ekvivalentno sa (6.8). O

StaviSe, izraz (6.3) se moze svesti na neke lepe specijalne sluc¢ajeve navedene u slede¢em
primeru.

Primer 6.3.1. Za odredene vrednosti konstante ¢ u izrazu (6.3), dobijamo slede¢e Hankelove
transformacije:

1. ¢ = 1. Hankelova transformacija niza m,,+; — m,, je h(1) = (0,—1,0,1,...).
2. ¢ = 2. Hankelova transformacija niza m,, — 2m, je h(2) = (—=1,0,1,—1,0,1,...).

3. Neposrednim proverom, koristeci izraz (6.3), mozemo pokazati da vazi relacija hn(—c) =
(=)™ h, (2 + ¢).

4. Racunajuéi grani¢nu vrednost izraza (6.3) kada ¢ — —1 mozemo dobiti da je Hankelova
transformacija linearne kombinacije m, 1 + m,, data sa h,(—1) = n + 2. Ovo, takode
sledi i iz [24, Teorema 4.4].

5. Slicno, kada ¢ — 3, nalazimo da je Hankelova transformacija linearne kombinacije my, 11 —
3m,, data sa h,(—3) = (—=1)""}(n + 2).

6.4 Linearna kombinacija tri uzastopna Motzkinova broja
Posmatrajmo sada linearnu kombinaciju tri uzastopna Motzkinova broja, tj. kombinaciju
Mytg — @ Mpy1+ b My,

gde su a i b proizvoljne konstante. Oznacimo sa fzn(a, b) Hankelovu transformaciju ovog niza.
Za razliku od Hankelove transformacije linearne kombinacije dva uzastopna Motzkinova broja,
za koju je, u prethodnom poglavlju, bio naden izraz u zatvorenom obliku, u narednj teoremi je
samo pokazano da ﬁn(a, b) zadovoljava odredenu diferencnu jednaéinu.

U ostatku ovog poglavlja su posmatrani specijalni slucajevi Hankelove transformacije nave-
dene linearne kombinacije tri uzastopna Motzkinova broja u zavisnosti od vrednosti konstanti
a i b. U vecini slucajeva su nadeni izrazi u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju.
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Teorema 6.4.1. Za proizvoljno a,b € R, Hankelova transformacija izn(a, b) niza
(M2 — @ Mpg1 + b - My)nen,

zadovoljava diferencnu jednacinu
_ N _ _
<hn—l(a> b)) : hn(aa b) - [V a’ —4b - hn—l(aa b) ’ hn(a7 b)+
_ 2 _ 21 . _ 2
(mPgmb» +<mxmm>}-m%gmby+(mxmm)-hmgmﬁ):o

sa pocetnim uslovima: hg(a,b) = 2—a+b, hi(a,b) = 2—a+5b—2ab+b? gde je hy(a,b) = hy(c)
data u (6.3) i c = “HY/C=Ab,

(6.10)

Dokaz. Tezinska funkcija posmatranog niza m,, o — a - my,1 +b-m, je

w(x) = <x——a_ 32_4b>-(x——a+\/ﬁ>-w(aﬁ)= (:r——a_ ;2_4b>-w(az).

Kao i u dokazu prethodne teoreme, polazimo od transformacije

a—+Va?—4b
2

i primenjujemo Lemu 2.5.10. Podsetimo se da su w(z) = (z — c)w(x), kao i 7, ay, i 3,, funkcije

w(z) = (z — d)w(z) gde je d=

koje zavise od ¢. Smenom ¢ = 2= V;L‘“’, ti izrazi postaju funkcije po a i b. Koeficijenti a, i 3,
su dati sa

Op = Qpit + Tpy1 — T = 14+ Tpio — Tpgr + Tog1 — T, n >0, (6.11)
A 3 ~ A 3 fn Fn 7:n
Bg—/w(:c)dx—Z—a—i—b, Bn = Bn - = =——, n>1, (6.12)
—1 Tn—1 Tn—1 Tn-1
gre je niz (7 )nen, odreden slede¢om rekurentnom relacijom:
f —d—a 4 —2a+2b
Tn = — Oon = s
’ a2+
3 (6.13)
Pp=d—a, — ——, n>1.
Tn—1

Iz prethodnog izraza, primenom Heilermannove formule (2.12) imamo da je

~

hn—i—l(aa b) A A A A fn—i—l fn—}-l n+l(a7 b ~
o . . o .. n = 2 —_ b . . — —= — n
(@ b) Bo-Br-BaBa1=02—a+b) 7 e h(a.b) Tntl

odakle sledi

. Bi1(a, D) hy(a,b)
T'n+1l = ——= .

hn(a, b) Bn+1(a7 b) ‘

Sada iz rekurentne relacije (6.13), dobijamo:

— i

o =d — &, — Aﬂ” —d — (14 Py — 7p) — 2L
T'n—1 Tn—1
n _n ljlnf 9 b * iln, 5 b
= (Lo o — 2 gy g L B0 D) sl
n n—1 hn,Q(CL, b) . hn,l(a, b)
- JE T hﬁ,l(a, b) _hn(a, b) N hn(a,b) l}n,g(a, b
hn(a) b) hn—l(a7 b) hn—l(a) b) hn,l(a, b)
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odakle zakljuc¢ujemo da vazi (6.10) uz pocetne uslove:

~

ho(a.b)=2—a+b i  hi(a,b) =2 —a+ 5b— 2ab + b,
¢ime je dokaz zavrsen. [

Treba napomenuti da u ovom opstem slucaju nije naden izraz u zatvorenom obliku koji je
reSenje jednacine (6.10). Zato mozemo razmotriti naredna dva specijalna slucaja.

1. Smenom b =0 i a = ¢, nas niz se svodi na linearnu kombinaciju dva pomerena Motzkinova
broja:
* *
Mpgo — C* My = My | — C- M.

Ako sa h%(c) ozna¢imo Hankelovu transformaciju tog niza, diferencna jednacina (6.10) postaje
~ 2 _ ~ 2, 2 ~ _ . ~ 2 _
1@ Bife) = [ (Fna(©)) + () e hna(©)-hnl0)| - Bius(0)+ [Bul€)] () = 0

(6.14)

sa pocetnim uslovima:

hi(c) = hi(c) =2 —c.

Nazalost, ni za ovu jednacinu ne mozemo odrediti reSenje u zatvorenom obliku.

Medutim, u slucaju kada je ¢ = —1, primenom matematicke indukcije se moze utvrditi da
je Hankelova transformacija kombinacije m,, .o + m,11 data sa

6k + 3, n=6k ili n=06k+1

B (—1) = —1, n = 6k + 2 (6.15)
" —6(k+1) n=6k+3 ili n=06k+4 ‘
1, n==6k+5

Podsetimo se da smo u prethodnom poglavlju veé pokazali da je h,(—1) =n + 2.
2. Smenom b = ¢ i a = 2¢, nas niz se svodi na
Mpgs — 2C Mpgq + - My,

Oznac¢imo sa ﬁn(c) njegovu Hankelovu transformaciju, koja zadovoljava diferencnu jednacinu

[ﬁn_l(c)r (e) — [(ﬁn_l(c))Q + (ﬁn(c)ﬂ i (c) + [f_zn(c)r a(c)= 0. (6.16)

sa pocetnim uslovima:

~ ~

ho(c) = ¢ —2c+2 i hi(c) = ¢* — 4c® +5¢% — 2¢+ 2.

Za ovu jednac¢inu je moguce nadi resenje u zatvorenom obliku, kao Sto je dokazano u narednoj
teoremi.
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Teorema 6.4.2. Za proizvoljno ¢ € R, Hankelova transformacija ﬁn(c) niza

2
(Mpg2 — 2 Myg1 + € - M) pen,

je data sa
7 1 2n+5 2n+5 5+2n
inl€) = e g [ )~ (6.17)
gde su
i l—c++vVc2—2¢—-3 I l—c—vVc2—2c-3
1= ) 2 = .
2 2

Dokaz. Na pocetku dokaza ove teoreme, primetimo da se diferencna jednacina (6.16) moze
zapisati u obliku

2 . <h3(c)>2 <h”(c))2 (6.18)

i a(e) + <7Ln1(c)>2 + (i_zn(c)>2 (6.19)

2

I
>
o
—~
O
S~—
_|_
VS
>
—
~~
O
S~—
N——
o
_|_
VS
>
)
~~
O
N~—
N——

Kako je

hu(c) = D72 | Hy*2 — 1y

gde je D = ¢* — 2¢ — 3 (Teorema 6.3.1), neposrednim izracunavanjem nalazimo da je:
HiHy=1 i  hp(c)?=D"1 [Hf“+4 t 2].

Zamenom u (6.19) dobijamo da je:

A o 1 b HS
ha(e) = hole) + 5 | ——4m (1 = HE) + —

(1— H2) — Zn]

Dl1— H? 1— H?
Sledec¢a pojednostavljenja dobijamo, takode, neposrednim izracunavanjem:
HY Hy 2, 48 _ 4
P = 1—H12+1—H22 =1—-2c—3c"+4c¢> — ",
H, 1 ) H, 1

= — 1 =

I—H VD I—H VD
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Uz prethodno uvedene oznake i ¢injenicu da je ﬁo(c) = 2 — 2¢ — 2, na kraju dobijamo da je:

) ) 1 1
hu(c) = ho(c) + 5 [P + (an+5 - H§”+5> - Qn]

VD

1
[ 2 H22n+5} -

= D32

2n+5
D

¢ime je dokaz teoreme zavrsen. [J

Primer 6.4.1. Ako za konstantu c u (6.17) uzmemo neke konkretne vrednosti, dobi¢emo sledece
lepe izraze za Hankelovu transformaciju:

1. ¢ = 1. Hankelova transformacija kombinacije m,, o —2m, 1 +my, je: (1,2,2,3,3,4,4,...).

2. ¢ = 2, ¢ = 0. Hankelova transformacija kombinacije m, 1o 1 my, o — 4m, 1 + 4m,, je:
(2,2,3,4,4,5,...).

3. Direktnom proverom uz koriséenje (6.17), mozemo pokazati da vazi hy(—c) = by (2 + ¢).

4. Ako u izrazu (6.17) konstanta ¢ — —1 dobijamo da je Hankelova transformacija linearne
kombinacije m,, 1o + 2my, 1 +m, jednaka h,(—1) = (30 + 37n + 15n2 + 2n3) /6. Isti takav
niz se dobija i u slucaju kada ¢ — 3, tj. my10 — 6my11 + 9IMy,.

Specijalni slucaj za ¢ = 0, odnosno Hankelova transformacija pomerenih Motzkinovih bro-
jeva m* = m, o, takode sledi i iz [24, Posledica 4.2]. Radi kompletnosti, ovde je naveden kao
posebna posledica.

kok

Posledica 6.4.3. Hankelova transformacija niza pomerenih Motzkinovih brojeva (m!*),en, je

data sa:
4k + 2, n = 6k ili n=06k+1
4k + 3, n = 6k + 2
h* = ke N 6.20
" T4k ed n=6k+3 il n—tksd FEN (6.20)

4k + 5, n =6k+5

Dokaz. Rezultat ove posledice moze se dobiti direktno, pustajuéi da u izrazu (6.17) konstanta
¢ — 0 i resavanjem tako dobijene, odgovarajuce linearne diferencne jednacine. Na taj nacin
dobijamo:

2 2 2 2
() - mr = [(has) + (B2) ] - mims + (m) iz =0 (6.21)
uz pocetne uslove: hi* = hi* = 2. Ako uvedemo oznaku

;(:2? = E::—f—i? (S {O’ ]-7 S) 5}7 ke N07 (622)

tada se jednacina (6.21) transformise u sistem:

*% _ pokk

0,k — "1,k

*k *ok *k

sk — 2hoy +hi =0 6.9
3,k — "4k

Kok Kk Kk
okt1 — 2hgy + hi, =0
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Cije je resenje oblika:

hyt =4k +3
e (6.24)
hy' =4k +5

Sto je i trebalo dokazati. [
Sledec¢a posledica nam daje izraze za koeficijente &, i Bn troclane rekurentne relacije, odgo-
varajuéeg niza my, o — 2¢ - My,41 + ¢ - m,. Ti koeficijenti su koriéeni u narednom poglavlju.

Posledica 6.4.4. Koeficijenti &, @ Bn su dati sa:

A~

a, = 1+

+(}Aln(c))2 hn_} (C) iin+1(6) _A(BH(C))2 Ahn—l(c) hn-‘rl(c) (625)
) A hi(c) - hpt1(c) - hp_1(c) - hn(c)
5 = Mo hn—a(QC) (6.26)

Naredna posledica odgovara specijalnom slucaju kada je ¢ = 0, a iskoriS¢ena je u izracunavanju

kokk

izraza za Hankelovu transformaciju niza m;** = m,, 3.

Posledica 6.4.5. Koeficijenti 3* = 3:(0) su dati sa:

( 4k +3
Ak +2 n =6k
8(k +1) - (2% + 1)
— 6k +1
4k +3)2 =0k
4
4];—4_2, n = 6k + 2
B =9 1 is (k € Ny) (6.27)
8(2k +3) - (k + 1)
— 6k +4
@k+52 0 TORF
Ak + 5
— 6k
1k + 6’ n=0kE5

6.5 Linearna kombinacija cetiri uzastopna Motzkinova
broja

Posmatrajmo slede¢u linearnu kombinaciju cetiri uzastopna Motzkinova broja

9

2 3
My = Mpyz — 3C- Myio + 3¢ My — ¢ - my,
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koja predstavlja niz momanata tezine

v

w(z) = (z — c)*w(x) = (x — c)(x).

v

Neka je sa ﬁn(c) oznacena Hankelova transformacija niza (my,),en,. Ponavljajuéi postupak
slican onom iz prethodnog poglavlja, mozemo dokazati da h,(c) zadovoljava odredenu dife-
rencnu jednacinu, Sto je i dato u narednoj teoremi.

Teorema 6.5.1. Hankelova transformacija h,(c) niza
y 2 3
(mn)neNo - (mn+3 —3c- Mnp42 + 3c” - mp4+1 —C - mn)nENo

zadovoljava diferencnu jednacinu
(b1 (@) 1@)] @)~ [ (@) (s (@) + Bouca(©) - (@) ] - s (0
4 Tinc) (ﬁn(c))2 Toa(c) = 0.
sa pocetnim uslovima: ho(c) = 4—6¢43¢2— i hi(c) = 3—18¢+21¢% — 20 + 15¢* — 65 + (5.
Dokaz. Dokaz opet poc¢injemo transformacijom tezinske funkcije
(x) = (2 — &) - w(z) = (x — o) - ()

i primenom Leme 2.5.10. U tom slucaju koeficienti &, i Bn su:

Op = Qpyq + Tyl — Ty n >0, (6.29)
3 y _ . y
Bo :/ w(x)dr =4 — 6¢+3c* — ¢, B = B - urn = f" . A?“n . Vrn , n>1, (6.30)
—1 T'n—1 Tn—1 Th—-1 Tn-1
gde je sa (7, )nen, 0znacen niz definisan sa
A
Tp=C—0Qp———, n=>1, (6.31)
T'n—1
i ¢ija je pocetna vrednost jednaka
T'uo :C—do =C— (541 +7’A1(C) —fo(C))
5 . r() 1 A
= - + 7 = — - + 7ro(c
g )T R e
1 ele—2) c—1 +c2—20+2_c2—20—|—(02—20+2)2
c—1 c¢—1 A2—2c+2 c—1  (c=1)(cz=2c+2)

Iz prethodnog izraza i Heilermannove formule (2.12) dobijamo da je:

VFLN(C) _ AiLn(C) R
hn—l(c) hn—l(c)

n-

odakle zakljucujemo da je

= a9 (0 (6.32)

ha(C) * hn-1(c)
Sada, zamenom (6.32) i (6.25)-(6.26) (Posledica 6.4.4) u (6.31), dobijamo (6.28). O
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Primenom formule (6.28) za odgovarajuéi specijalan slucaj, dobijamo izraz u zatvorenom
obliku za Hankelovu transformaciju niza (my,3)nen,, Sto je dato u sledecoj teoremi.

Teorema 6.5.2. Hankelova transformacija niza (my,3)nen, je data sa:

( 42k +1)*, n=6k
(2k + 1)(4k + 3), n=6k+1
—2(k + 1)(4k + 3), n = 6k + 2
—16(k+1)?, n==6k+3
)
)

sokk
hy™ =

(k € Ny) (6.33)

—2(k+1)(4k+5), n==06k+4
(4k + 5)(2k + 3), n=6k+5

\

Dokaz. Smenom ¢ = 0 u (6.28), imamo da je:

2 2 2 2
[(ma) ) m = [ () i () | ms s m e () miy = 0. (6.34)
Uvodenjem oznake
hew = hep, ie€{0,1,...,5}, ke N, (6.35)

jednacina (6.34) se svodi na sistem:

(4 +2)* - hy'y — (4k +2)* - i + (4k + 3)* - b7y =0
(4k +3)% - hiw — (4k +4)* - hyw + (4k +4)* - hi =0
hix — hay +hay =0

(4k +4)% - hi% — (4k +4)% - Wiy + (4k +45)% - hi =0
(4k +5)% - hote y — (4k +6)% - Ay + (4k 4+ 6)* - hiy =0

skokk ko kkk
\ hl,k+1 - ho,k+1 + hs,k -

(6.36)

u kome su izrazi za h} i h'* dati sa (6.8) i (6.20) respektivno. Resenje prethodnog sistema je

(b =42k + 1)

Wy = (2k 4 1)(4k + 3)
Wy = —2(k +1)(4k + 3)
hsw = —16(k + 1)

Wy = —2(k+1)(4k 4 5)
hy'y = (2k + 3)(4k +5).

\

Sto se moze dokazati primenom metoda matematicke indukcije. [J

6.6 Rezime

Na kraju ove glave napravimo karatak rezime novih rezultata vezanih za izracunavanje Han-
kelovih transformacija linearnih kombinacija Motzkinovih brojeva koji je dat slede¢om tabelom.
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Niz

Diferencna jednacina

Izraz u zatvorenom obliku

Mpt1 — C- My
mn+2_a'mn+1+b'mn
Mpy2 — C-Mp1
Mpyo — 2 Myy1 + 2 - my,

Myy3 — 3C+ My yo + 3c? - Mpy1 — ?

Mp+3

-mn

(6.3)
(spec. slucajevi)
(6.15), za c = —1

(6.17)
(spec. slucajevi)

(6.33)




Glava 7

Hankelova transformacija nizova
vezanih za (u, [, d)-Motzkinove brojeve

Glavni cilj ove glave je pronalazenje izraza u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju ni-
zova vezanih za (u, [, d)-Motzkinove brojeve. U slucajevima gde takav izraz nije dobijen, nadena
je diferencna jednacina koju ta transformacija zadovoljava. Osim Hankelove transformacije za
(u,l, d)-Motzkinove brojeve, koriséenjem metoda baziranog na ortogonalnim polinomima, u
ovoj glavi je proucavana i Hankelova transformacija pomerenih (u, [, d)-Motzkinovih brojeva,
ali i Hankelova transformacija zbira dva uzastopna kao i pomerena (u, [, d)-Motzkinova broja.

Zmacaj rezultata koji su izlozeni u ovoj glavi se ogleda u njihovoj opstosti i moguénosti
svodenja na t i klasicne Motzkinove brojeve, koji imaju veliku primenu u drugim oblastima
matematike.

Svi rezultati navedeni u ostatku ove glave su originilani i jos neobjavljeni.

7.1 Osnovni pojmovi vezani za (u,l,d)-Motzkinove bro-
jeve

Pojam klasi¢nih Motzkinovih brojeva uveden je u prethodoj glavi. U skladu sa njihovom
definicijom, uvedimo nove oznake. Oznac¢imo sa u = (1, 1) dijagonalni korak nagore (up diagonal
step), sa | = (1,0) horizontalni korak (level-step), a sa d = (1,—1) diagonalni korak nadole
(down-step). Oznacimo jos sa M (n, k) skup svih putanja koji pocinju u (0,0) i zavrsavaju se
u (n, k), a koje ne presecaju Ox-osu. Putanje iz skupa M (n,0) su u literaturi poznate, kao
Sto smo ve¢ rekli, pod imenom Motzkinove putanje, dok njihov broj predstavlja n-ti Motzkinov
broj.

Sa druge strane, napomenimo jos i ¢injenicu da se (u, [, d)-Motzkinovi brojevi svode na t-
Motzkinove brojeve u slucaju kada je u =d =011 = t, tj. kada se vrsi prebrojavanje, jedino
dozvoljenih, horizontalnih putanja.

Zanimljivo je da postoje brojni radovi u kojima je data interpretacija svih navedenih Motzki-
novih putanja predstavljenih bojama. Tako t-obojene Motzkinove putanje imaju horizontalne
korake obojene t bojama, kao $to je predstavljeno, na primer, u radovima [98, 99]. Woan je
2005. godine u radovima [112, 113] uveo boje za svaki tip putanja, pa samim tim i broj u, [ i d
boja odgovarajuéih putanja. Na taj nacin je definisao skup M @b (n, 0) tzv. (u,l, d)-obojenih
Motzkinovih staza kao i odgovarajucih (u,l,d)-Motzkinovih brojeva mihd = | M bD) (1, 0)).
Woan je u pomenutom radu [112] dokazao jos i da (1,[,d)-Motzkinovi brojevi zadovoljavaju

77
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rekurentnu relaciju:

(n+ 2)mD =120 + 1)mD 4 (4d — 12)(n — 1)mM?. (7.1)

n

Ako u prethodnoj relaciji uvedemo smenu [ =11 d = 1 dobi¢emo da vazi

n—1

Mpr1 = My + g mi - My_1—; =
i=0

2n+ 3 3n
-m + .
n -+ 3 n+3

mMp—1

1,1,1
za klasicne Motzkinove brojeve m,, = mitY.

Primetimo da se smenom u =1, =11 d = 1 dobijaju odgovarajuci t-Motzkinovi brojevi
definisani sa m! = | M+ (n,0)|, pa ¢e za njih primenom (7.1) vaziti relacija:

(n+2)myn = t(2n 4+ D1 + (4 — 13 (0 — D)myg, s (7.2)

Koriste¢i poslednju relaciju u [98] je izveden izraz za funkciju generatrisu niza m:

o —tp — V2 _ 42

MO (5 Zm nzl te \/(2121595) 4£L“
x

n=0

Mozemo primetiti da se u slucaju kada je t = 1, prethodna funkcija generatrisa svodi na, dobro
poznatu, funkciju generatrisu klasi¢nih Motzkinovih brojeva, m,, = m.

Mansour, Schrok i Sun su otisli korak dalje. U svom radu [75] su dokazali da (u,!,d)-
Motzkinovi brojevi zadovoljavaju rekurentnu relaciju:

(n + 2)mbD = 1(2n + Dm™4 + (dud — 12)(n — 1)m™5? (7.3)

a da im je funkcija generatrisa data sa:

1—lz — /(1 —l2)* — duda?
uld u,l,d), n __
M § m{ehdgn — T : (7.4)

7.2 Moment reprezentacija i Hankelova transformacija
niza (u, [, d)-Motzkinovih brojeva

Ako sa b P 1 h,, oznacimo Hankelovu transformaciju redom nizova (mgzu’l’d))neNo, (mﬁf ))neNo

i (my)nen,, Mozemo neposrednim izracunavanjem naéi njihove pocetne ¢lanove.

Primer 7.2.1. Prvih nekoliko ¢lanova prethodno pomenutih nizova dato je sa:

mhD) = 111,12 + du, 13 + 3ldu, 1* + 612du + 2(du)?, 1° + 1013du + 101(du)?, . . .}

m® = {1,6,1 4+ 2,3t + 3,2 4 61> + t*,10t + 106> + ¢°, 5 + 30> + 15t* + 1,35t + 70> + 218> + 17, . .};
mn = {1,1,2,4,9,21,51,127,323,835,...};

hbd) = 11 du, (du)?, (du)®, (du)'?, .. };

A ={1,1,1,1,1,1,...};

hp ={1,1,1,1,1,1,...}.
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Naredna teorema nam daje eksplicitan izraz za tezinsku funkciju ¢iji je momentni niz
(u,l,d)
( mn )nENO-

Teorema 7.2.1. (u,l,d)-Motzkinovi brojevi (m%“’l’d))neNO su momenti ¢ija je tezinska funkcija

4du—(z—1)2 /
whd (7)) = { zrae» © €= 2Vud, I +2vud] (7.5)
0,

u protivnom

Dokaz. Kao i vise puta do sad, u dokazu teoreme koristicemo Stieltjes-Perronovu inverzionu
formulu, odnosno Teoremu 2.5.4. Podimo od formule (7.4) i uvedimo oznaku

z—1—/(z—1)? — dud

F(u’l’d)(z) _ Z_lM(u’l’d)(Z_l) _ 5
u

gde su x1 =1 — 2vVud, x5 = | + 2v/ud tacke prekida funkcije
0w (2) = \/(z — )2 — 4ud.

Izaberimo regularnu granu funkcije ©(z) takvu da je arg(z — x;) = arg(z — x2) = 0 za
(x2,+00). Odabrana grana je definisana na C \ (z1,x2) i zadovoljava uslov F(z) = F
Primitivna funkcija funkcije F(2) je tada:

Z €
2).

1
F9(z) = / PO (2)dz = =2+ 20z +1- 019 (2) — 2 00 (2) — dud - L(2)]
gde je
LW () = log[l — 2 + O (2)]

Izaberimo regularnu granu i logaritamske funkcije definisane na C \ [0, +00) takvu da je

lim log(z + iy) = logx za x> 0.
y—0+

Sada vazi da je

G@( )—hmImQ“ld(x+@y) {\/4Ud Jl—l $€($1,$2)

y—0 , u protivnom

(

M, T < Iy
T + arctan —W, x € [x1,1)
Gpr(z) = lin% Im LD (2 +iy) = { 7/2, x =1
y— 5

arctan %ﬁxil), z € (I, x9]

) T > T

Na osnovu Posledice 2.5.5 dobijamo da je A(t) = —2(G(t) — G(0)) gde je funkcija G(z) data sa
[ —
G(r) = L Gofa) — Culr).

Zbog apsolutne neprekidnosti mere dA, zeljeni izraz (7.5) dobijamo diferenciranjem funkcije
A(t). Ovim je kompletiran dokaz teoreme. [J
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U narednoj teoremi je izveden izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju niza
(u,l, d)-Motzkinovih brojeva, opet primenom odgovarajuce transformacije tezinske funkcije.

Teorema 7.2.2. Hankelova transformacija niza (u,l,d)-Motzkinovih brojeva (m%u’l’d))neNo je

data sa: »
Rt — (qy) (") (7.6)
Dokaz. Transformaciju tezinske funkcije zapocinjemo od tezine w®(z) = v/1 — 22 u odnosu
na koju su ortogonalni monicni Chebyshevljevi polinomi druge vrste. Odgovarajuéi koeficijenti

troclane rekurentne relacije su, kako smo videli vise puta do sad,

1
=5 V=7 (=21, a) =0 (n20).

Uvedimo novu tezinsku funkciju

w(l)(x) =4/1— (;\/_u_ii>2

Za nju vazi da je wV(z) = w® (az +b), gde su a = 1/2v/ud i b = —1/2v/ud. Primenom Leme
2.5.6 imamo da je:
s =mvud, BV =du (neN), V=1 (neN).
Sledec¢a transformacija je oblika:
1
w(e) = —— - w(z),

v ud

odakle, ponovo po Lemi 2.5.6, nalazimo da su koeficijenti

60:]-7 6nZUd7 n217

o, = ag) =1. (7.7)
Ostaje jos da se primeni Heilermannova formula (2.12), odakle dobijamo da je:
plebd) — gl g gn=l g 1. (ud)" - (ud)" ... ud) = (ud)"F, n >0,
odnosno
(D) = () (")
Ul

Posledica 7.2.3. Hankelova transformacija niza t-Motzkinovih brojeva (m!)nen, je niz éiji su
svi clanovi jednaki 1.

Dokaz. Kao sto je veé bilo napomenuto, za u = 1, 1 = tid = 1, (u,l,d)-Motzkinovi brojevi
postaju t-Motzkinovi brojevi, zato ako u izrazu (7.6) zamenimo (u,[,d) sa (1,¢,1) dobi¢emo:

At =1 (7.8)
0

Slede¢a posledica predstavlja potvrdu poznatog rezultata dokazanog u prethodnoj glavi
ovog rada. Dobija se direktno iz izraza (7.8).

Posledica 7.2.4. Hankelova transformacija (klasiénih) Motzkinovih brojeva (mpy)nen, je niz
¢igi su svi Clsnovi jednaki 1.
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7.3 Hankelova transformacija zbira dva uzastopna (u, [, d)-
Motzkinova broja

Oznac¢imo sa B%u’l’d), AP h.,, Hankelovu transformaciju zbira dva uzastopna (u, [, d), t i klasi¢na

Motzkinova broja respektivno. Posmatrana je Hankelova transformacija ovog tipa delom i

zbog toga §to je nadeno da ih povezuju zanimljivi rezultati sa Hankelovim transformacijama

generalizovanih Catalanovih brojeva u [25, 30, 34, 64, 94].

Primer 7.3.1. Neposrednim izracunavanjem mozemo zadati pocetne ¢lanove pomenutih ni-
ZOVA: -
A — (1 11 du((1+ 1) — du), (du)®(1+ 1D((141)* = 2du), ...},
A = {1+t t(2+1), 34+ 32 +t — 1, t* + 482 +3t> —2t — 1,.. .},
h, ={2,3,4,5,6,...}.

Navodenjem ¢lanova ovih nizova u prethodnom primeru, mozemo zapaziti neke njihove
osobine. Recimo, u svim ¢lanovima niza B%u’l’d), parametri v i d se javljaju sa istim stepenom,
dok je u nizu h,, svaki elemenat za 1 veéi od svog prethodnika. Pitanje je moze li se nadi izraz u
zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju E&“’l"’) zbira dva uzastopna (u, [, d)-Motzkinova
broja, koji bi za odgovarajuce vrednosti konstanti u, [ i d bio primenljiv i za zbir dva uzastopna
t, odnosno klasicna Motzkinova broja? Odgovor na ovo pitanje dat je u narednoj teoremi.

Teorema 7.3.1. Hankelova transformacija R biva dva uzastopna (u, 1, d)-Motzkinova broja
je data sa:

n+1)

poay _____(d)l (e TE 2" (e /TP )

o2 ST+ 1)2 — 4du

Dokaz. Primetimo da se tezinska funkcija zbira dva uzastopna (u, [, d)-Motzkinova broja w“+% (z)

moze zapisati u obliku
w(whd) () = (x + 1)w(“’l’d)(x), (7.9)

zbog ¢ega mozemo primeniti Lemu 2.5.10 u kojoj je data odgovarajuca transformacija. Prema
tome, koeficijente @, i [, izracunavamo na sledec¢i nacin:

Qp = Qi1+ Tons1 —Tn =L+ Thi1 — Tn, n >0, (7.10)
By = /(x + D) (2)dr = 1 + 1, Bn = Bn gy I , n>1, (7.11)
T'n—1 Tn—1
gde je pomoéni niz (r,,)nen, definisan rekurentnom relacijom:
- B - B
To=—1—ag=—1-1, Tp=—-1—0a,— ——, n>1 (7.12)
T'n—1
Neposrednom primenom prethodnog izraza nalazimo da je
du  du—(1+1)? du(l+1)

= —1—1—

5 ?b :3——1 —-l

1+1 141 Cdu—(1+10)2
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Kao sto mozemo videti, nemoguce je naslutiti resenje rekurentne jednacine (6.5), pa je potrebno
primeniti drugaciji pristup da bi dosli do zeljenih rezultata.

Zbog toga ¢emo primeniti Heilermannovu formulu (2.12), po kojoj imamo da je:

7 (u,l,d) V r

. _ r T rn n —

u+l1d) Bo-PBi-PBa Bus1 = (L+1)- B+ Tl P =. c B = ~(du) T,
h To T T'n

odakle sledi:
) }_%(lu,l,d)

Tp = —

Bﬁjﬁ’l’d) - (du)r .

Primenom rekurentne relacije (7.12) dobijamo da je

nh u,l,d) Bgu,l,d)
_1—l+( )*uld = T T(wld) '
R hp, 237 (du)™
a samim tim 1
R — (140) - (du) - BSED + (du)® - B5D =0, (n>3), (7.13)

uz pocetne uslove: B _
Ry =140, R = du((1+1)? — du).

Da bi resili ovu diferencnu jednac¢inu, uvedimo novi niz (V,,),en, definisan sa

(n+1)?

V,, = hbd (o)~
Njegovom smenom u prethodnoj jednaé¢ini dobijamo novu diferencnu jednacinu:
V= (L410) - (du)2 - Vo g + Vs =0,  (n>3), (7.14)

1+l iV, = (1+0)2—du

sa pocetnim uslovima V) = I

V_(1+l)2—2du—|-(1—|—l)- (1+1)? —4du <1+l+\/1—|—l 4du>
" 2v/du - /(1 +1)% — 4du 2v/du
—(1+0*+2du+ (141)- /(1 +1)* —4du <1+l— (1+l)2—4du>"

2V/du - /(1 + 1) — 4du 2v/du

ld (n41)? -
Na kraju, smenom h,, whd) — v (du)~z — zavrSsavamo dokaz teoreme. [J

, Cijim reSavanjem dobijamo:

Kao sto se moglo primetiti u dosadasnjem radu, osim potrage za izrazom u zatvorenom
obliku Hankelove transformacije nekog od celobrojnih nizova, uvek nam je bio i cilj (ako je to
bilo moguée) da nademo i koeficijente odgovarajuce troclane rekurentne relacije. Za prethodno
izracunatu Hankelovu transformaciju, pomenuti koeficijenti su dati u sledecoj posledici.
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Posledica 7.3.2. Koeficijenti a,,(c) i 3,(c) su dati sa:
n+3 n+3
1-<1+l+\/(1+l)2—4du) <1+l— +l)2—4du) _
G =1— =
n n+2 n+2
2-<1+z+ C+07 —ddu) = (11— /+07 —ddu)
n+2
1-(1+l+\/(1+1)2—4du) (1+l— 1+l)2—4du>
2'(1+l+\/(1+1)2—4dun (

(1+l+\/m)n+2 (1+l— 1+l)2—4du>n+2
<1+l+\/m> <1+l— 1+l)2—4du>n+1
(1+l+\/M) (1+1- VO+7—ddu)’
(1+z+\/m> —(1+l— (1+l)2—4du>"+1

Kako je izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju zbira dva uzastopna (u, [, d)-
Motzkinova broja naden, ostaje da se vidi moze li se on primeniti i u slucaju kada je (u,l,d) =
(1,¢,1), odnosno kada je (u,l,d) = (1,1,1)? Naredna posledica nam daje odgovor na prvi deo
pitanja.

14+1—+/(14+1)? —4du

B, = 4du-

Posledica 7.3.3. Hankelova transformacija B 2bira dva uzastopna t-Motzkinova broja je data
sa:

B 1 n-+2 n+2
WO = t2+2t_3-[(1+t+\/t2+2t—3> ~(1+t-vE+ar=3)"] (115)

Medutim, izraz (7.15) se ne moze primeniti za slucaj kada je ¢t = 1, jer je tada imenilac
razlomka (7.9) jednak nuli. Dakle, izraz za zbir dva uzastopna Motzkinova broja se moze dobiti
jedino direktnim izra¢unavanjem, sto je i uradeno u [24, Teorema 4.4] ili kao specijalni slucaj
navedeno u Primeru 6.3.1 u prethodnoj glavi ovog rada. Zato ovde navodimo samo njenu
formulaciju.

Teorema 7.3.4. Hankelova transformacija h,, zbira dva Motzkinova broja je data sa:

hn=24+n (7.16)

7.4 Hankelova transformacija pomerenih (u, [, d)-Motzkinovih
brojeva

U ovom po%lalu\gju su %)olsdr)natraél)i pom?tr)eni nizovi (m;i(u’l’d))neNO, (mZ(t))neNo i (m?)nen, defin-

isani sa my My, My = My’ 1 my = my4q, sa ciljem da se kao i u prethodnom
. .. Ld) .
razmatranju, dode do izraza u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju R hiza
Ad . . ., .. .. . .
(m;i(u ))neNO, a potom on primeni na odgovarajuce specijalne slucajeve, kako bi dobili izraze

za Hankelovu transformaciju hi® h; pomerenih ¢ i klasi¢nih Motzkinovih brojeva, redom.
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Primer 7.4.1. Navedimo pocetne ¢lanove pomenutih nizova:

hy ={1,0,—-1,—-1,0,1,1,...},
RO = {47 — 1,42 — 2),t* — 3t + 1, t(t* — 42 +3),.. .},
REwbd — L1 du(1? — du), d*ul1(1* — 2du), d®uS(1* — 3dul® + d*u?), .. .}.
Sledeca teorema nam daje izraz u zatvorenom obliku za Hankelovu transformaciju pomerenog

niza (u,l,d)-Motzkinovih brojeva. Dokaz je izveden primenom odgovarajuée transformacije
tezinske funkcije i Heilermannove formule.

Teorema 7.4.1. Hankelova transformacija niza (m:}(u’l’d))neNO je data sa:
i (udsd) ()" [(z vE—aa) "~ (1-vE i) (7.17)
00 = [ vE=aa) ™ - (- vEmm) ]
on+2 .\ /12 — 4dy
Dokaz. Posto je tezinska funkcija w*(“!9(z) niza (mz(u’l’d))neNO
x4/ ddu—(z—1)?
w*(uJ,d) (x) _ T, T € [l - 2\/ ud,l + 2\/ U/d] ’ (718)
0, u protivnom
mozemo je zapisati u obliku
w*(u,l,d) (ZL’) = . w(u,l,d) (ZE),
i primeniti Lemu 2.5.10, odakle dobijamo
n d
ry = —ap = —I, ra‘:—an—€ =—l - *u, (n €N,
Tn—1 Tn—1

Bn=0—— (n=1)

n—1

Koeficijenti oy, i 3, su veé poznati i dati formulom (7.7). Iz razloga Sto nismo u moguénosti
da pogodimo "lepo” resenje ove rekurentne jednacine koja zadovoljava pocetni uslov §; = [,
koristi¢emo pristup kao i u dokazu Teoreme 7.3.1. Tako po Heilermannovoj formuli (2.12)
imamo da vazi

h*

+1
L 36165 B
n
=l- 51—1 : 2—2 o Bt n: =1 (du)nﬂ%
To 1 n To

odakle sledi

h*
o, =Y
Smenom
. du
T, =—l——,
,
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u prethodnom izrazu, dobijamo diferencnu jednacinu
hi —U(du)™ - hY_, — (du)® -hY_, =0, (n>2), (7.19)

uz pocetne uslove

hy=1 i  h}=du(l®>—du).
Da bi resili jedna¢inu (7.19), uvedimo novi niz (H,),en, definisan sa

(n+1)?

H,=h-(du)” 2
Njegovom zamenom u prethodnoj jednacini dobijamo novu linearnu diferencnu jednacinu oblika
H, —1(du)"% - Hy_y + H,_5 =0, (7.20)

koja zadovoljava pocetne uslove

Hy=1(duw)2 i H =

a Cijim reSavanjem dobijamo da je

H":2n+2. m« Vo [(H\/ 4du')"+2 ( ,/1_2_4du>

n+2]

_ (n+1)? .
Na kraju, smenom h} = H,, - (du) 2z  zavrSavamo dokaz teoreme. [J

Naravno, primenom odgovaraju¢ih algebarskih operacija i izraza dobijenih u dokazu ove
teoreme, mozemo doc¢i do formula za koeficijente odgovarajuce troclane rekurentne relacije, tj.
mozemo pokazati da vazi naredna posledica.

Posledica 7.4.2. Koeficijenti o, © 3 troclane rekurentne relacije, pominjani u prethodnoj
teoremi dati su sa:

(1+vE—2d)"" ~ (1 VE—idu
(HM)W ( VI = ddu
, [(szdu)”“ (1 - vE—ad)"™"
2 e vE—am)" - (1- vE— dd)

[<l+\/m>n+2—<l B 4du)"+2} [(l—l—\/Tdu "—(1—@)”]

1
a:;:l+—-[

(7.21)

By = du-

[(H\/ 4du>n+1 ( l2—4du>n+1]2
(7.22)

Prethodna teorema moze biti iskoris¢ena i da bi se dobili odgovarajuci izrazi za Hankelovu
.. . *(t . -« . . , .
transformaciju nizova (mn( ))neNO i (m)nen,, Sto je i navedeno u sledece dve posledice.
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Posledica 7.4.3. Hankelova transformacija niza pomerenih t-Motzkinovih brojeva (mZ(t))neNO
jednaka je:

po— 1 [(t+veE=1) R (t-viZ=1) (7.23)

n+2
2n+2 . t2 _ 4 :|

Posledica 7.4.4. Hankelova transformacija niza pomerenih Motzkinovih brojeva (m)nen, data
je sa:
1, n = 6k ili n=06k+5
h; = 0, n=6k+1 ili n=6k+4 (k€N (7.24)
-1, n==6k+2 i n=06k+3

Ovaj poslednji rezultat se pojavljuje kao specijalan slu¢aj Teoreme 29 u [62], ali i i nekim
drugacijim razmatranjima, uz koriséenje, recimo, G-V-L metoda, kao sto je dato u [73, 105].

7.5 Hankelova transformacija zbira dva uzastopna pome-
rena (u, [, d)-Motzkinova broja

Kao sto smo videli u prethodnim poglavljima ove glave, za svaki od posmatranih nizova smo
nasli izraz u zatvorenom obliku za njegovu Hankelovu transformaciju. Pokusaj da se dode
do odgovarajuéeg izraza za Hankelovu transformaciju zbira dva uzastopna pomerena (u, [, d)-
Motzkinova broja, ostao je bezuspesan, kako se moze videti u ostatku ove glave, zbog komp-
likovanog oblika same diferencne jednacine koju ta transformacija zadovoljava.

Oznacimo sa (hy """ d))neNO Hankelovu transformaciju zbira dva pomerena (u, [, d)-Motzkinova
broja (ma"" ) ene.
*(ul, d))

Mozemo zakljuéiti da je tezinska funkcija w*“*%9(x) niza (m, nen, jednaka

**(U,l,d) — *(u,l,d) _ x('r + 1) 2

w r)=(r+1)-w r) = ——=/4ddu — (x — )2,

(2) = (w+1) (0) = T Adu = (2 = 1)

pri éemu su koeficijenti &@* i 37 troclane rekurentne relacije koju zadovoljavaju polinomi koji su

ortogonalni u odnosu na tezinu w*“?(x) dati sa:

S *

+o0 r
Bg:/ G (2) dr =12+ 1 +du,  FL=B - (n>1),

o0
—x % —x —sk
Qp =y + 1T, — T, (n>0).

Odavde je, primenom Leme 2.5.10, pomo¢ni niz (7 ),en, definisan rekurentnom relacijom:

P+1l+d .
*5:_1_a3:_ﬂ, f;:—l—a;—f”, n>1, (7.25)
l T,
¢ijom primenom uz Heilermannovu formulu (2.12) dobijamo da vazi:

n ’r‘n
htﬂd =By B B3 B = (B Lk du) - (B B3 Bra) - 2,
0
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odakle sledi da je
B:L(%l’d) . h*(u,l,d)

n—1
(u7l7d) *(u7l7d) ’
1 e

7 *(u,l,d *(u,l,d
hn(—Q ). hn(—l )

T Tx(uld w(u,l,d)’
hn(—l ) hn(—2 )

a samim tim 1

(DB D)) — (g )y g O B DD 1D — 0 (7.26)

n—1

gde su koeficijenti o 1 8 dati u (7.21) i (7.22).
Resenje ovako dobijene diferencne jednacine koja zadovoljava pocetni uslov:

D — 2 p it du, R = du(lt + 28 — dul + 1P(1 = du) + du(2du — 1)),

predstavlja izraz za Hankelovu transformaciju zbira dva uzastopna pomerena (u, [, d)-Motzkinova
broja.
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Mpwunor 1.

MU3JABA O AYTOPCTBY

M3jaBrbyjeM na je AOKTOpCKa AucepTauuja, nog HacnoBOM
MapauyyHaBare XaHkenose TpaHcdopmaLuyje H130Ba

e pe3ynTaT COMCTBEHOr UCTPaXXMBAUKOr paaa,

e [a npeanoxeHa gucepraumja, HW y LUENWHU, HU Yy AenoBuMa, Huje buna npeasoxeHa
3a pobujarmbe 6uno Koje aunaomMe, npeMa CTyAMjCKMM MporpaMuMma  Apyrux
BMCOKOLLUKONCKNX yCTaHOoBa,

e @ Cy pe3ynTaT¥ KOPEKTHO HaBeAEHU U

e [a HWCaM KpLino/na ayTopcka npaea, HUTU 3/10ynoTpebno/na NHTeneKTyanHy CBOjUHY
Apyrux nuua.

Y Hunuwy,

AyTop aucepTauuje:
yTOP AncepTatil Mp. Paguua bojuumh

MoTnnc gokTopaHaa:
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Mpwunor 2.

MN3JABA O MICTOBETHOCTU WUTAMIMNAHE U ENEKTPOHCKE BEP3WUJE [OKTOPCKE
ANCEPTALUIE

Mme n npesnme ayTtopa:
Pagunua Bojuyunh
Ctyauvjckm nporpam:
MaTemaTuka
Hacnos papa:
M3payyHaBahw-e XaHkenose TpaHcdopmalmje HU30Ba
MeHTOp:
Mpod. ap Mapko MeTkosuh

M3jaB/byjeM pga je wTamMnaHa Bep3uja MoOje [AOKTOpCKe aucepTauuje UCToBeTHa
€/IeKTPOHCKOj Bep3nju, Kojy caM npegao/na 3a yHowewe y AUrutasHu peno3umtopujym
YHuBep3uteta y Huuy.

Jo3so/baBaM ga ce objaBe MOjM JIMYHM Nojauu, Koju Ccy y Be3u ca gobujarem
aKaAeMCKOr 3Barba AOKTOpa Hayka, Kao WTO Cy MMe U npe3nMme, roauMHa u Mecto pohera u
natym opbpaHe paga, u TO Yy kaTtanory bubnnoteke, AurntanHoMm peno3vuTopujymy
YHuBep3uteTa y Huwy, kKao n y nybnmkauuvjama YHusepsuteta y Huwy.

Y Huuwy,

AyTop aAucepTauuje: ]
Mp. Paguua Boju4mnh

[MoTnnc gokTopaHaa:
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Mpwunor 3.
U3JABA O KOPULWUKREHDY

Osnawhyjem YHuBep3utetcky 6ubnuoteky ,Hukona Tecna“ pga, y AurutanHm
peno3nTopujyMm YHusepsuteTta y Huwy, yHece MOjy AOKTOPCKY AucepTtaunjy, noa HacJ10BOM:
M3pavyHaBawe XaHKenose TpaHcdopmaumje Hu3oBa

Koja je Moje ayTopcko aeno.

Ouceptaumjy ca cBMM npunosvMma npegao/na caMm Yy enekTpoHCKOM dopmMary,
NnorogHoOM 3a TpajHO apXxuBuparse.

Mojy AOKTOpCKY AucepTtauujy, yHeTy y AurutanHu penosmTopujyM YHusepsuteTa y
Huwy, Mory KOpuctutmM CBM Koju nowTyjy oapeabe cagpxaHe y ogabpaHoM Tuny nuvueHue
KpeaTtmsHe 3ajegHuue (Creative Commons), 3a Kojy cam ce oany4duno/na.

. AyTopcTBO
. AytopcTtBo

[EY

2 HekoMepumujanHo

3. AyTOopCTBO — HEKoMepuujanHo — 6e3 npepage

4. AyTOpCTBO — HEKOMepUuUjanHo — aennTtn nog UCTUM ycrioBmMa

5. AytopctBo - 6e3 npepaae

6. AyTOpCTBO — AennTu noa UCTUM ycnoBuMma
(MonuMo pa noaBy4yeTe caMo jeAHY OA WeCT NoHyheHux nuueHuu; KpaTak onuc nuueHumn je
Yy HacTaBKy TeKcCTa).

Y Huwy,

AYTOp AncepTaunje: Mp. Pagmua bojuumh

MoTnnc pokTopaHaa:
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