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Uvod

Istorijat prouCavanja ortogonalnih funkcija je veoma dug i1 seze od kraja
osamnaestog veka. Medutim, tek se od devedesetih godina proS§log veka razmatra
mogucénost njihove primene u oblastima automatike, a naroCito u modeliranju i
upravljanju dinamic¢kim sistemima. U poslednje vreme, ostvaren je veliki napredak na
polju ortogonalnih racionalnih funkcija, ortogonalnih algebarskih i trigonometrijskih
polinoma, kao 1 ortogonalnih sistema u celini. Narocito se uocava veliki broj radova koji
se bave primenom ortogonalnih sistema u elektronici, teoriji kola, digitalnoj obradi
signala 1 telekomunikacijama. Jedna od najvaznijih primena ortogonalnih funkcija je 1
projektovanje ortogonalnih filtara koji se mogu uspeSno koristiti za formiranje
generatora ortogonalnih signala, modeliranje 1 identifikaciju dinamickih sistema, kao i
za prakti¢nu realizaciju optimalnih i adaptivnih sistema. Predmet razmatranja ove
disertacije bi¢e upravo mogucénost novih primena ortogonalnih funkcija 1 filtara u
modeliranju 1 upravljanju dinamic¢kim sistemima. Shodno tome, disertacija je podeljena
na Cetiri poglavlja. Sva poglavlja po€inju istorijskim pregledom i kratkim opisom, a
zavrSavaju se relevantnom literaturom.

Prvo poglavlje se bavi ortogonalnim funkcijama. Najpre je dat kraci istorijski
pregled dosadasnjih rezultata iz oblasti ortogonalnih funkcija i1 sistema i1 detaljno su
objasnjeni najvazniji pojmovi vezani za ortogonalnost. Dat je pregled glavnih osobina
ortogonalnih polinoma sa naglaskom na klasi¢nim ortogonalnim polinomima. S
obzirom na znacaj za dalji tok disertacije, opisana je primena ortogonalnih polinoma u
aproksimaciji funkcija kao 1 pojam Siftovanih polinoma. Na kraju poglavlja su uvedeni
pojmovi kvazi ortogonalnosti 1 skoro ortogonalnosti koji predstavljaju izvesne
generalizacije klasi¢ne ortogonalnosti pogodne za primenu u automatici 1 tehnici uopste.
Prikazani su 1 novi matematicki rezultati izvedeni za ove tipove ortogonalnosti i
polinome bazirane na njima.

U drugom poglavlju opisan je nov matematicki alat za dobijanje ortogonalnih
racionalnih funkcija baziran na novim transformacijama u kompleksnom domenu i
pokazano je kako se na taj nacin mogu dobiti i neke druge klase ortogonalnih funkcija.
Takode su izvedene 1 odgovarajuce skoro i kvazi ortogonalne racionalne funkcije. Na
osnovu dobijenih ortogonalnih funkcija mogu se projektovati nove klase ortogonalnih

filtara koji omogucavaju generisanje funkcija u formi realnih fizickih signala. Detaljno



je opisan nacin projektovanja ovih filtara u analognoj tehnici koja omogucava veliku
brzinu, jednostavnost, robustnost i preciznost. Validnost realizovanih filtara je dokazana
podudarnoséu signala snimljenih na njima sa dobijenim matemati¢kim izrazima i
izvedenim simulacijama.

U tre¢em poglavlju je pokazano kako se novodobijeni ortogonalni filtri i sekvence
signala koje oni generiSu mogu uspesno koristiti za aproksimaciju signala i modeliranje
dinamickih sistema. Dekompozicija dinamickih sistema u smislu ortogonalnog razvoja
omogucava aproksimaciju ili modeliranje sistema sa razvojima kona¢ne duZzine.
Fleksibilnim podeSavanjem baznih funkcija do zeljenih karakteristika sistema koji se
analizira, brzina konvergencije ovih razvoja moze se drasti¢no povecati. To vodi veoma
kvalitetnim modelima koji su odredeni malim brojem parametara. Poslednjih godina
predmet intenzivnog proucavanja postaju 1 takozvani nesavrSeni sistemi. Do
nesavrSenosti sistema dolazi usled mnogobrojnih faktora (izrada pojedinac¢nih
komponenti, uslovi rada sistema...). Najveci problem koji se javlja kod ovih sistema je
dobijanje njihovih modela, a jedno od mogucih reSenja je upravo primena skoro
ortogonalnih filtara. U praksi se takode Cesto javlja potreba za formiranjem filtara kod
kojih je razlika stepena u polinomima brojioca i1 imenioca funkcije prenosa veca od
jedan. Za formiranje ovih funkcija prenosa pogodni su kvazi ortogonalni polinomi ¢ije
su Laplasove transformacije racionalne funkcije sa proizvoljnom razlikom stepena
polinoma. U okviru poglavlja je najpre objasnjeno kako se formiraju podesavajuci filtri,
tj. vopsteni modeli ¢ijom se promenom parametara moze opisati dinami¢ko ponasanje
razliCitih sistema 1 kako se parametri takvih modela mogu optimizovati primenom
genetickih algoritama uz koriS¢enje srednjekvadratne greSke kao kriterijuma kvaliteta
modela. Pokazano je 1 kako se posle dobijanja konkretne realizacije filtra za zadati
sistem, lako dobija i matemati¢ki model preko diferencijalnih jednacina ili funkcije
prenosa. Takode su objasnjene prednosti ovakvih ortogonalnih fizickih modela u
pogledu ta¢nosti 1 jednostavnosti kao i brzine modeliranja. Procedure modeliranja
pomoc¢u svakog od tri realizovana filtra (klasicnog, kvazi 1 skoro ortogonalnog)
demonstrirane su na realnim sistemima (jednosmerni servo motor, hidrauli¢ni sistem sa
tri rezervoara, transportni sistem sa pokretnim trakama) kroz izvrSene eksperimente.

Cetvrto poglavlje ispituje moguénosti primene izvedenih ortogonalnih funkcija i
realizovanih filtara u upravljanju dinamickim sistemima. Upotreba ortogonalnih
funkcija u razli¢itim problemima upravljanja dinamickim sistemima je uglavnom

motivisana njithovom jednostavnos¢u, lakom prakticnom izradom i brzinom



izraCunavanja i reagovanja. Intenzivnije prouavanje uloge ortogonalnih funkcija u
upravljanju dinamickim sistemima pocelo je pre tridesetak godina i baziralo se na
dobrim osobinama ortogonalnih polinoma u smislu optimalnog predstavljanja realnih
signala ortogonalnim razvojem u red. Povoljne osobine ortogonalnih filtara kao Sto su
jednostavna realizacija, preciznost i brzina reagovanja uticale su na njihovu primenu u
adaptivnim sistemima automatskog upravljanja kao i kod optimalnog podeSavanja
regulatora. U poslednjem poglavlju je pokazan nacin direktne upotrebe ortogonalnog
filtra u upravljanju prakti¢no realizovanim antenskim sistemom. Takode je opisano
kako se razvijene ortogonalne funkcije mogu upotrebiti u projektovanju fazi kliznih
regulatora u cilju poboljSanja osobina sistema automatskog upravljanja. Takvo
upravljanje ¢e biti demonstrirano na primeru slozenog ABS sistema i uporedeno sa
drugim metodama upravljanja.

Trebalo bi naglasiti da je jedan deo rezultata, neposredno proisteklih ili vezanih za
ovu disertaciju, ve¢ verifikovan u nau¢nim radovima objavljenim u Casopisima i
zbornicima sa medunarodnih i domacih konferencija koji su citirani u okviru literature.
Na kraju su naglaseni doprinosi ove disertacije, izvedeni zakljucci i nagovesteni moguci

dalji pravci istrazivanja, bazirani na koriS¢enju rezultata prikazanih u disertaciji.



1. Ortogonalne funkcije

1.1 Istorijski pregled ortogonalnih funkcija i kratak opis
poglavlja

Lezandrovi' polinomi i njihove ortogonalne osobine su ispitivani jo§ krajem
osamnaestog veka prilikom odredivanja sila privlatenja medu nebeskim telima pri
revoluciji [1.1]. Kao rezultat reSavanja diferencijalnih jednaCina na beskonacnim i
polubeskona¢nim intervalima i razvoja proizvoljnih funkcija na tim intervalima, doslo
se do Ermitovih® polinoma [1.1]. Teorija kontinualnih fraktala je kasnije podstakla
proucavanje ortogonalnih polinoma [1.2] tako da su sredinom devetnaestog veka
pronadeni i Lagerovi® polinomi [1.3]. Pomenuti tipovi polinoma, ortogonalni na realnoj
osi u odnosu na odredenu teZinsku funkciju, jo§ od Gausovog® vremena efikasno se
koriste za numeri¢ku procenu vrednosti integrala pomocu takozvanih kvadraturnih
formula. Furije’ je 1807. godine pri reSavanju parcijalne diferencijalne jednadine vezane
za provodenje toplote primetio da se reSenje moze predstaviti kao red sinusnih funkcija
sa eksponencijalnim tezinama. Kasnije je tu ideju prosirio na predstavljanje bilo koje
funkcije kao kona¢ne sume sinusnih i kosinusnih funkcija. Cebigev® je tokom svog rada
otkrio da od svih aproksimacionih polinoma proizvoljne funkcije na intervalu [-1,1],
najbolju minimizaciju maksimalne greSke omogucava linearna kombinacija polinoma
koji se danas zovu Cebisevljevi [1.1]. Nesto kasnije su pronadeni i Jakobijevi’ i
Gegenbauerovi® polinomi. Jednu posebnu klasu ortogonalnih funkcija, koja je nasla
posebnu primenu u identifikaciji dinamickih sistema, predstavljaju takozvane u
delovima konstantne bazisne funkcije. U ovu familiju spadaju Harove’ i Vol3ove'
funkcije [1.4]. U prvoj polovini dvadesetog veka su izuCavane generalisane

ortonormirane racionalne bazisne funkcije u odvojenim radovima Takenake [1.5] i

' A. M. Legendre (1752-1833), francuski matemati¢ar

% Ch. Hermite (1822-1901), francuski matemati¢ar

* E. Laguerre (1834-1886), francuski matemati¢ar

*J. C. F. Gauss (1777-1855), nemacki matemati¢ar i nauénik
> I. B. J. Fourier (1768-1830), francuski matematicar

®P. L. Tchebycheff (1821-1894), ruski matemati¢ar

7K. G. J. Jacobi (1804-1851), nemacki matemati¢ar

® L. Gegenbauer (1849-1903), austrijski matematicar

° A. Haar (1885-1933), madarski matematicar

197 L. Walsh (1895-1973), ameri¢ki matematiar



Malmkvista''. Primenu ovih bazisa na aproksimaciju funkcija na jediniénom krugu
(analiza diskretnih sistema) 1 u poluravni (kontinualni sistemi) razradio je VolS
sredinom proslog veka. U ovom periodu je znalajan i rad Sega'? i Geronimusa' [1.6]
na analizi polinoma ortogonalnih na razli¢itim domenima kao i radovi Djarbasijana'* o
ortogonalnim racionalnim funkcijama na jedini¢nom krugu sa fiksnim polovima [1.7].
Usled izvesnih specijalnih osobina, najbrojnija su istrazivanja ortogonalnosti na realnoj
osi i na jedinicnom krugu [1.8].

Ortogonalne funkcije 1 ortogonalni polinomi su brzo povezani sa ostalim granama
matematike kao §to su: kontinualni fraktali, interpolacija, Padeova aproksimacija,
kvadraturne formule, teorija aproksimacije, numeri¢ka analiza, specijalne funkcije,
kombinatorika, teorija grafova. Nabrojane ortogonalne funkcije su takode nasle i Siroku
primenu u nauci i inzenjerstvu. Od sedamdesetih godina proslog veka javljaju se brojni
patenti 1 prakticne primene ortogonalnih funkcija u elektrostatici, elektronici [1.9],
teoriji kola, telekomunikacijama [1.10], kompresiji podataka, adaptivnom upravljanju,
aproksimaciji modela, implementaciji digitalnih filtara, digitalnoj obradi signala [1.11].
Iako su sve navedene ortogonalne 1 sinusno-kosinusne funkcije stare viSe od jednog
veka, tek je u poslednjih dvadesetak godina primecen njihov ogroman potencijal
primene u identifikaciji 1 upravljanju dinamickim sistemima [1.12], [1.13].

U ovom poglavlju ¢e najpre biti detaljno objasnjen pojam 1 definicija
ortogonalnosti funkcija. Bi¢e date i1 definicije ostalih pojmova usko vezanih za
ortogonalnost, kao Sto su: unutrasnji proizvod, tezinska funkcija, norma i
ortogonalizacija. Zatim ¢e biti predstavljeni ortogonalni polinomi na realnoj liniji, kao u
praksi najvazniji vid ortogonalnih funkcija, i iz njih izvedeni klasi¢ni ortogonalni
polinomi. Bi¢e opisane njihove najvaznije osobine i1 teoreme. Narolita paznja bice
posvecena primeni ortogonalnih polinoma u aproksimaciji funkcija jer je ta primena od
velikog znaCaja za metode modeliranja i upravljanja dinamickim sistemima izvedene u
daljem toku ove disertacije. Iz istog razloga dalje ¢e biti detaljno objaSnjeni pojmovi
Siftovanih (pomerenih), kvazi ortogonalnih 1 skoro ortogonalnih polinoma kao

modifikacija ili uopstenja koje proizilaze iz osnovne definicije ortogonalnosti funkcija.

' J. Malmquist (1882-1952), $vedski matematicar

12 G. Szego (1895-1985), madarski matemati¢ar

* Ya. L. Geronimus (1898-1984), ruski matematiéar
M. M. Djrbashian (1918-1994), jernenski matematicar



1.2 Ortogonalnost funkcija

1.2.1 Osnovni pojmovi vezani za ortogonalnost

Definicija 1: Funkciju x —>w(x) definisanu na kona¢nom intervalu (a, b) nazivamo

tezinskom funkcijom [1.14] ako je ona na tom intervalu nenegativna, integrabilna i njen

integral pozitivan, tj. ako je

w(x)>0; (xe(a,b)) O<Iw (o e < +o0 . (1.1)

Ako je interval (a, b) beskonacan, pored navedenih uslova, potrebno je 1 da sledeci

integrali (momenti tezinske funkcije w) apsolutno konvergiraju
b
C, =[xl (k=12..). (12)

. . . ) . .
Linearnim (vektorskim) prostorom, u oznaci L°(a, b), nazivamo skup realnih

funkcija x — w(x), za koje je Iw(x)fz (x)dx <+, i u koji su uvedene unutrainja i

spoljagnja kompozicija pomoéu (f +g)x)= f(x)+g(x) i (c¢f)x)=cf(x), gde je c
pozitivna konstanta.

2 v . ,
U prostor L“(a, b) se moze uvesti norma pomocu

A 1/2
It e | 13)
1 unutra$nji proizvod sa tezinom pomocu

(7.2)= [ () (elekte (7.2 € 2(a.p), (1.4)

pri Cemu ocigledno vazi Hszqlif,fi. Ukoliko je w(x):l, reC je o prostom

unutrasnjem proizvodu. Nadalje ¢e se pod unutrasnjim proizvodom funkcija
podrazumevati unutras$nji proizvod sa tezinom. U opstijem slucaju kada imamo

kompleksne funkcije, unutrasnji  proizvod se, takode, moze uvesti kao

2

f g Iw 1 Kix , gde linija ozna&ava konjugovano kompleksnu vrednost.

U realnom prostoru, unutrasnji proizvod predstavlja preslikavanje koje

zadovoljava sledece uslove:



a) (f+g.h)=(f.n)+(gh) (aditivnost)

b) (of.g)=alf.g) (homogenost)

c) ( 7, g) = (g, f ) (simetri¢nost)

d)y (f.f)>0, (f.f)=0= f=0 (pozitivnost)

Uslovi a) 1 b) zajedno definiSu linearnost. Treba naglasiti i da se u slu¢aju kompleksnog
prostora uslov ¢), koji unutrasnji proizvod mora da zadovolji, menja u ( 7, g) = @)

Unutrasnji proizvod funkcija [1.15] je u stvari generalizacija skalarnog proizvoda
vektora gde se za dva normirana vektora kaze da su ortogonalni ako im je skalarni
proizvod jednak nuli, a ukoliko su im pravci priblizno jednaki, skalarni proizvod im je
blizak jedinici. Sli¢no tome se za dve normirane funkcije moze re¢i da su “blize jedna
drugoj” ukoliko im je unutra$nji proizvod blizi jedinici. Za unutra$nji prozvod dve

funkcije vazi takozvana Kogi'-Svarcova'® nejednakost ‘(f, gXSH f HHg

, gde znak

jednakosti vazi ako 1 samo ako su funkcije 1 g medusobno linearno zavisne, tj. ako

postoji skalar ¢ takav da vazi g =cf .

1.2.2 Ortogonalni sistemi i postupak ortogonalizacije

Definicija 2: Ortogonalnim sistemom [1.14] nazivamo skup funkcija { 7. }kd u prostoru
L*(a, b) za koji vazi
0 k#n,
(fn:fk):{kaHz k=n (1.5)
pri ¢emu indeksni skup 7 moze biti konacan, prebrojiv ili neprebrojiv.
U slucaju da je kaH =1, za svako k€ kaze se da skup funkcija {fk}kd u prostoru

L*(a, b) obrazuje ortonormiran skup funkcija i oznagava se sa {fk* }ke .

Gram'’-Smitov'® metod ortogonalizacije je postupak kojim se datom skupu
linearno nezavisnih vektora {p,,¢,,...} priduzuje ortogonalni sistem vektora {u,,u,,..}.
Najpre se odabere u, = ¢,, a zatim se sledeci ¢lan u; predstavi u obliku u, = ¢, +c¢,u,

gde je c1o parametar koji se odreduje iz uslova ortogonalnosti vektora u; 1 uo, tj.

> A. L. Cauchy (1789-1857), francuski matemati¢ar

' K. H. A. Schwarz (1843-1921), nema¢ki matemati¢ar
7], P. Gram (1850-1916), danski matemati¢ar

* E. Schmidt (1876-1959), nemacki matematiéar



(u,,u,) = (0,1, + ¢, (1, u,) = 0, odakle je c,, = —M. Ukoliko su ve¢ konstruisani

(”0:”0)

vektori ug,us,...,ur1, sledeéi vektor u;, se trazi u obliku

Uy =@ TCpolly TCHUy + o+ C Uy, (1.6)

pri emu se parametri ¢;; (i =0,1,...,k—1) odreduju iz uslova

k-1

(uk, 1) ((ok, 1) ch](u],ul) 0 (l':O,l...,k—l). (1.7)
j=0
Prema tome, vaZi c,a.:—(q)"’ui) (i=0,1,...k=1), ]
(u,u,)
k-1
uk:(ok—zwui (k=12,.). (1.8)

1.2.3 Primeri ortogonalnih sistema

Na ovom mestu bi¢e samo navedeni neki interesantni ortogonalni sistemi od kojih
¢e pojedini biti koriS¢eni u daljem toku disertacije.
— Trigonometrijski sistem

Trigonometrijski sistem {l, cOoS X, sin x, cos 2x, sin 2x, ..., COS nx, sin nx,...} je ortogonalan

27
uz unutrasnji proizvod definisan kao (f,g)= I f(x)g(x)dx.

0
— Ortogonalni polinomi na jedini¢nom krugu
Sistem monoma {z” }nE v, J€ ortonormiran sa unutrasnjim proizvodom
_ 1 jo jo
(f,g)—zﬁf” () g (e 6. (1.9)
— Ortogonalni polinomi na jedini¢nom disku

Sistem monoma pn(z)quinJrli/;zz”, n=0,1,.. je ortonormiran sa unutra$njim

proizvodom definisanim dvostrukim integralom f g ” f 2 (z Yixdy .

2l<1
— Malmkvist-Takenakin sistem ortogonalnih funkcija

Neka je {a,}

veN,

(v=0,,..). Sistem

racionalnih funkcija



wn(z):nvzo—, nehN, (1.10)

3

je ortogonalan u odnosu na unutrsnji proizvod ( f, g) = ZL I f (e"e) g(e’@ )a’@ . Moze se
T

-7

primetiti da ovaj sistem predstavlja generalizaciju ortogonalnih polinoma na jedinicnom

5 -

_l—a

— Mincovi ortogonalni polinomi
Neka je A,={A,A,.,4,} niz kompleksnih brojeva takav da je
Re(4,)>~1/2, ke N,. Tada se mogu uvesti takozvani Minc-LeZandrovi polinomi na

intervalu (0, 1] kao

P(x):zimwn(z)xzczz, n=01,.., (1.11)
T

gde kontura /" okruzuje sve polove racionalne funkcije

’”z+l +1 1
v=0 _ﬂ“

v

(neN,). (1.12)

Polinomi dati sa (1.11) su ortogonalni u odnosu na unutrasnji proizvod

1
(f, g):j f(x)g(x)dx. Odgovaraju¢i ortonormirani polinomi se dobijaju pomocu
0

relacije Pn*( ):(l+l + 2, )1/2 ( )

1.3 Ortogonalni polinomi

1.3.1 Ortogonalni polinomi na realnoj liniji i njihove osobine

Neka je P, skup svih algebarskih polinoma p, najveCeg stepena n, tj.

pn(x): Zakxk . Polinom je moni¢an ukoliko je a,=1. Posmatrajmo kao specijalan

sluCaj skupa funkcija prirodni bazis {I, X, xz,...} i prostor X=L*(a, b), gde je x — w(x)

terinska funkcija. Koriste¢i Gram-Smitov postupak ortogonalizacije, moguée je



konstruisati ortogonalni bazis {Qk }k u X. Zavisno od izbora tezinske funkcije mogu

eNp
se dobiti razliCite klase ortogonalnih polinoma [1.2].

Ako je {Qk }keNo niz polinoma ortogonalan na (a, ) sa tezinskom funkcijom w(x),

onda vaze sledece teoreme od kojih ¢e neke biti navedene bez dokaza.

Teorema 1: Ako je niz {0, |

v, Ortogonalan na (a, b) u odnosu na tezinsku funkciju

x > w(x), tada je i niz {¢,0,}., . gde su c¢; konstante razli¢ite od nule, takode

eNp
ortogonalan na (a, b) u odnosu na istu tezinsku funkciju.

Teorema 2: Clanovi niza {0, }

v, Ortogonalnih polinoma mogu se izraziti preko

eksplicitne formule

Co Cl ees Cn
Cl Cz o Cn+l
0,(x)=4, : : (1.13)
Cn—l Cn o C2n—l
1 X x"

gde je 4, konstanta razli¢ita od nule, a Ci (k=0,1,....2n-1) momenti tezinske funkcije

b
definisani poznatim izrazom C, = kaw(x)dx (k=12,).

2

a

Teorema 3: Proizvoljan algebarski polinom R(x) stepena n moze se predstaviti kao

linearna kombinacija polinoma iz ortogonalnog niza {0,,0,,..0,}, ti

R(x)= Zn: a,0,(x), gde se koeficijenti a; izratunavaju pomocu
i=0
a :% (i=0,1,.,n). (1.14)

Dokaz: Dokazuje se matematickom indukcijom. Tvrdenje teoreme je tatno za

konstante, tj. za polinome nultog stepena. Pretpostavimo da je tvrdenje ta¢no za sve

polinome stepena manjeg od n. Posto su oba polinoma R(x) i O,(x) stepena n, uvek

mozemo izabrati konstantu a, tako da se ¢lan sa x” polinoma R(x) poklopi sa a,0,. Tada

je razlika R(x)— aQ, (x) polinom stepena (#-1) pa se na osnovu pocetne pretpostavke
n-1

moze napisati u obliku: R(x)—a,Q,(x)= > a0, (x), ¢Gime je dokaz zavrien. e
i=0

10



1.3.2 Vainije relacije vezane za ortogonalne polinome

Teorema 4: Izmedu tri uzastopna polinoma u nizu {0, (x)}

ven, DOStoji rekurentna

relacija
Op(¥)= (o x + £,)0, () + 7,0, ,(x) =0, (1.15)

gde su «,, f,,7, konstante koje zavise od k.

Dokaz: Izaberimo «, tako da polinom R(x)= 0, (x)—a,x0,(x) bude stepena k. Na

osnovu teoreme 3, ovaj polinom se moze predstaviti kao linearna kombinacija polinoma

0,,0,,....0, , tj. u obliku

k

Oin (x) —a, x0, (x) = B0, (x) - Z 7;'Q]>1 (x) (1.16)

j=1
Mnozenjem poslednjeg izraza sa w(x)QJ«{x) 1 integracijom u granicama od a do b

dobijamo

[ (900, ()0, (e )0, (90, (e -

(1.17)
[0 ()0 (e~ 37 ()0, (0, (5,
ili u skladu sa definicijom unutrasnjeg proizvoda (1.4)
(01,0 ,(0,.x0,)= k,Ql-)—in(Qin). (1.18)
Ako je 0<i<k-2, kori¢enjem osobine ortogonalnosti niza {0, },_, . zakljuujemo

da je y, =0 (j=1,...,k-1). Prema tome, jednakost se svodi na (1.15), Sto je trebalo i

dokazati. e

Treba naglasiti da vazi i obrnuto tvrdenje tj. ako niz polinoma zadovoljava
troClanu rekurentnu relaciju (1.15), tada postoji interval (a, b) 1 tezinska funkcija w(x) u
odnosu na koju je ovaj niz polinoma ortogonalan na tom intervalu. Takode, treba
napomenuti da je relacija (1.15) ta¢na 1 za £=0, ukoliko usvojimo O , (x) =0.

Tro€lana rekurentna relacija (1.15) ima vaznu ulogu u teoriji ortogonalnih
polinoma iz tri razloga:

1. Omogucava lako generisanje niza ortogonalnih polinoma. Pocevsi od QO | (x): 01

0, (x) =1, lako se pomocu (1.4) dobijaju sledeci €lanovi niza O, (x), 0, (x),...

11



2. Jednostavno se izratunavaju konacne sume oblika ZC O, (x), koje se Cesto javljaju
k=0

u teoriji aproksimacija.
3. Istutroc¢lanu relaciju zadovoljavaju i funkcije druge vrste u odnosu na polinom O

w(x) 0,y (x 2 (a,b)). (1.19)

Wolx)= | ==

P E—

Teorema 5: Za ortogonalni niz polinoma {Qk}keNo vazi sledeCa sumaciona formula

(poznata kao Kristofel’-Darbuov?’ identitet)

Z":Qk(x)QZk(z): 1 2Qnﬂ(x)Qn(f)—Qm(f)Qn(x)7 (1.20)
= ol ale. !

gde je a, konstanta koja se javlja u rekurentnoj relaciji (1.15).

Dokaz: Mnozenjem troclane relacije (1.15) sa Ow(f) dobija se

O (x)Qk (Z) - (akx + B, )Qk (x)Qk (Z) + 7O (x)Qk (Z) =0. (1.21)
Zamenom promenljivih x i1 7 u poslednjoj relaciji dobijamo
O (Z)Qk (x) - (akx + B, )Qk (Z)Qk (x) + 7O (Z)Qk (x) =0. (1.22)

Oduzimanjem relacije (1.22) od (1.21) dobijamo

Qk+1 (x)Qk (Z) o le (Z)Qk (x) =& (x o Z)Qk (x)Qk (Z) 7 [Qk (x)Qk—l (Z) o Qk—l (x)Qk (Z)] ~(1 ~23)

Sa druge strane, iz rekurentne relacije na osnovu ortonormalnosti dobijamo relacije
b b
aijw(x)Qk (¥)0, () = 7, i ak—ljxw(x)Qk (x)O; ,(x)dx =1, kao i njihov odnos

y/_k_l

&y

Na osnovu poslednjeg odnosa jednacina (1.23) postaje

0ua(W0.()- 00 0) _ (o, ()0, () + QN2 (0= 0 IOL(E) () 5

2 a

Ova formula vazi za £=1,2,3,... Ona moze vaziti i za k=0 uz konvenciju Q.1(x)=0, dok
a , #0 moze biti proizvoljno. Sabiranjem poslednjih jednakosti za £=0,1,2,...,n dobija

se upravo formula (1.20). e

Y E. B. Cristoffel (1829-1900), nemacki matemati¢ar
% G. Darboux (1842-1917), francuski matematiéar
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1.3.3 Nule ortogonalnih polinoma

Teorema 6: Sve nule polinoma Qi(x) su realne, razlicite (proste) 1 leZe u intervalu (a, b).
Dokaz: Neka na intervalu (a, b) polinom (i(x) menja znak samo u tackama xj, xz,... X,

koje su razli¢ite. Ove tacke su u stvari nule neparnog reda polinoma (Oi(x) koje

pripadaju intervalu (a, ). Uvedimo polinom B(x) = H(x - x].). Proizvod Oi(x)B(x) ne

j=1

menja znak na segmentu [a, b]. Neka je, na primer, Qk(x)B(x)ZO. Odatle je 1

b
Iw(x)Qk (x)B(x)dx = 0. Ako bismo pretpostavili da je r<k, vaZilo bi (po teoremi 3)

B-3540) [l()0, (0B = zbij)gk (k=0 o je u

suprotnosti sa ve¢ navedenim Iw(x)Qk (x)B(x)dx > 0. Iz ove protivre&nosti sleduje =n,

Sto je 1 trebalo dokazati. e
Teorema 7: Sve nule polinoma Qw(x) leze strogo izmedu nula sledeceg polinoma u nizu

(Qer1(x))-

Dokaz: Za ortogonalni niz polinoma {Qk }keNo

L L QU RIC CC N (ES

Ovaj rezultat se dobija direktno iz relacije (1.20), prelaskom na grani¢nu vrednost, kada

vazi identitet

t = x . Leva strana jednacine (1.25) je pozitivna za svako x jer je Qo(x)=0=0. 1z (1.25)
sledi da polinomi Q,(x) 1 O,1(x) nemaju zajednickih nula. Zaista, ako bi x =« bila
zajedniCka nula tih polinoma, tada bi desna strana relacije (1.25) bila jednaka nuli za
X =« , dok je leva strana te jednakosti pozitivna.

Za  dve uzastopne nule polinoma  (O,(x) vazi  nejednakost
o, (x,({””))Qn+1 (x,({’ﬁl))< 0. Pretpostavimo da je «,>0; u suprotnom slu€aju dokaz bi bio
analogan. Iz (1.25) slede nejednakosti O, (xk’”1 )Qn+1 (x,({””))> 0iQ, (xk’ﬁ1 )Qn+1 (x,({’ﬁl))> 0
&ijim se mnoZenjem dobija O, (x,({””))Q (x,({'ﬁl))Qn+1 (x,({””))Qn+l (x,({’ﬁl))> 0. Konatno, iz
poslednje dve izvedene nejednakosti sledi nejednakost Qn(x,({””))Q (x,({”f))< 0. Dakle,

polinom Q,(x) ima razli¢ite znakove u tatkama x\"" i x{":'). Na osnovu neprekidnosti

13



zaklju¢ujemo da u intervalu (x,({””), x,({'ﬁl)) postoji bar jedna nula polinoma (,(x). Posto

je broj ovih intervala jednak n, a polinom (,(x) ima ta¢no n razli¢itih nula,
zaklju¢ujemo da se izmedu dve bilo koje susedne nule polinoma (,1(x) nalazi tacno

jedna nula polinoma (,(x), ¢ime je teorema dokazana. e

1.4 Klasicni ortogonalni polinomi

1.4.1 Definicija i vrste klasi¢nih ortogonalnih polinoma

Definicija 3: Neka je {Qk}keNo niz ortogonalnih polinoma na (a, b) sa tezinskom

funkcijom x — w(x). Ortogonalni polinomi O (4=0,1,...) nazivaju se klasi¢nim [1.16]

ako tezinska funkcija zadovoljava diferencijalnu jednacinu
d
— (Alew(x) = Blxw(x), (1.26)

gde je x—)B(x) polinom prvog stepena, a funkcija x—)A(x) je polinom najvise

drugog stepena koja u zavisnosti od a 1 b ima oblik

(x—a)(b—x) (a ib konaéni),

A(x) - x—a (@ konatno, b = +w), (127)
b-x (a=—-o, b konatno),
1 (a:—ooj b:—i—oo),

Tezinska funkcija w(x) ima neprekidan prvi izvod za svako xe(a,b), i jedino na

krajevima intervala (a,b) moze imati singularitete.

Resenje diferencijalne jednacCine (1.26) je

w(x) = Afx) exp(j ig; dxj , (1.28)

gde je C proizvoljna konstanta. Ako je B(x)=rx+q, tezinska funkcija, u zavisnosti od a i

b na osnovu (1.28) ima oblik
(b - x)a (x - a)ﬁ (a 1b konaéni),

(x—a) exp(rx) (@ konatno, b = +w),

w(x)=

z (1.29)
(b—x) exp(-rx)  (a=-o, bkonatno),

exp(IB(x)dx) (a=-w, b=+x),

14



gdeje a = 5y 5 s=Bla)-1,1=B(b)-1.
—-a —-a

2

Grani¢ni uslovi zahtevaju da je B(a)>0 ako je a konacno, da je B(5)<O0 ako je b konacno,
kaoidaje r=B'(x)<0.

Na osnovu (1.29) moze se zakljuciti kakav oblik mora da ima tezinska funkcija
kod klasi¢nih ortogonalnih polinoma. S obzirom na to da se primenom linearne
transformacije svaki interval (a, b) moze transformisati u jedan od intervala (— 1, l),
(0,+) i (~o0,+ ) ne umanjujuci opstost, za tezinsku funkciju moze se respektivno

7x2

uzeti x > (1-xf"(1+x)’, x >x%e™, x—>e~ . Tada na osnovu graniénih uslova

parametri «, fi1s moraju ispunjavati slede¢e uslove: a>-1,0>-1s>-1.
Razmotrimo posebno ova tri slucaja tezinske funkcije:
1. Neka je w(x)=(1-x)"(1+x) i (a,6)=(~11). Tada je funkcija 4 data u obliku

A(x):l—xz, a funkcija B se moze na¢i iz diferencijalne jednacine (1.26)

B (x) = L%(Al(x)w(x)) =f-a- (a + [+ 2)x . Odgovarajuci ortogonalni

wx)
polinomi nazivaju se Jakobijevi i oznaCavaju se sa ples )(x). Specijalni slucajevi

Jakobijevih polinoma [1.17] su:
— Lezandrovi polinomi Pk(x) (a =p= O),

% o . . . 1

— Cebisevljevi polinomi prve vrste Q(x) [a =f= ——j,
% o . . . 1

— Cebisevljevi polinomi druge vrste S, (x) [a =f= —j,

—  Gegenbauerovi (ultrasferni) polinomi C} (x) [a =p=1- %j

Treba primetiti da klasa Gegenbauerovih polinoma obuhvata Lezandrove kao i
Cebisevljeve polinome.

2. Neka je w(x):xse’x i (a,b):(O,Jroo). Tada je A(x):x i B(x):—x+s+l.
Odgovaraju¢i polinomi su generalisani Lagerovi polinomi, u oznaci L; (x)
Polinomi koji se dobijaju za s=0 nazivaju se Lagerovi i oznafavaju se sa | (x) ili

jednostavnije Z, (x).
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3. Neka je, najzad, w(x):e’x2 i (a,b)=(~o,+o). Tadaje A(x)=11i B(x)=-2x.
Polinomi koji se dobijaju u ovom slucaju nazivaju se Ermitovi i oznaCavaju se sa

H,(x).
1.4.2 Osobine klasi¢nih ortogonalnih polinoma

Teorema 8: Niz izvodnih polinoma { ,E'”)(x)}k klasi¢nih ortogonalnih polinoma

=m,m—1,...
takode formira niz klasi¢nih ortogonalnih polinoma na intervalu (a, b) sa tezinskom

funkcijom x —w, (x)= A" (x)w(x). Odgovarajuéa diferencijalna jednadina za teZinsku

funkciju je —( (x)w, (x))=B,(xw (x) gdeje B, (x)=mA (x)+B(x).

Teorema 9: Polinom x — Q, (x) je jedno partikularno reSenje homogene diferencijalne

jednagine drugog reda (ovo je jednagina Sturm?'-Liuvilovog® tipa)
A(x)y"+B(x)y' + 4,y =0, (1.30)
adeje 1 = _k[ (k- 1)A"(x )+B'(x)} (ke N,)

Dokaz: Neka je m<k. Kako je niz {0} (x)}

wen, Ortogonalan na intervalu (a, b) sa

tezinskom funkcijom x — w,(x)= A(x)w(x) (po teoremi 8), vaZi jednakost

= | AQx)w(x)O; (x)x™ 'dx = 0. (1.31)

a!—.@

Primenom parcijalne integracije (dv = x'”’ldx) 1 kori§¢enjem grani¢nih uslova dobijamo

=-— I ALw(x)0; (0" dbe = —— I Bl (x)0; () + ACe ()07 (o) "die, 4

= ——Iw x"0, (x)dx, gde je O,(x)= B(x)O,(x)+ A(x)0!(x). S obzirom na to da

je 1,=0 za svako m<k (m eN ), zaklju€ujemo da je niz polinoma {Qk }keNo ortogonalan

na (a, b) sa tezinskom funkcijom x — w(x). S druge strane, zbog jedinstvenosti ovih

polinoma imamo

21 J. Sturm (1803-1855), §vajcarski matematicar
2 J. Liouville (1809-1881), francuski matemati¢ar
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A(x)0{ (x)+ B(x)0; (x)+ 2,0(x) =0, (1.32)
gdeje 0, (x)=-40,(x).
Da bismo odredili 4,, dovoljno je uporediti koeficijente uz x* u prethodnoj

relaciji. Ako pretpostavimo da je Q,(x)=ax"+---, imamo Q,(x)=kax""+-- i

O/ (x)=k(k—1)a, x> +---. Posto je A(x):%A”(O)szr--- i B(x):%B'(O)err,
zamenom u (1.32) dobijamo
a,x" [%A"(O)k(k—1)+kB'(O)+lkj+~--:O, (1.33)

odakle se direktno dobija izraz za 4, iz postavke teoreme. e

Kao sto je ve¢ reCeno B(x) je polinom prvog stepena, a A(x) je polinom najvise
drugog stepena, pa su 1 rezultati za 4, konstante. ReSenja diferencijalne jednacine
(1.30) imaju singularnosti osim za posebno odabrane vrednosti 4,. Kombinacije A4,

vode nizu polinomnih resenja ako je ispunjen jedan od tri sledeca uslova:

1. A(x) je polinom drugog reda sa dve razliCite realne nule izmedu kojih se nalazi nula
polinoma B(x). Koeficijenti uz najvece stepene u polinomima A(x) i B(x) imaju isti
znak. Ispunjenje ovog uslova dovodi do reSenja jednaCine u formi polinoma
Jakobijevog tipa.

2. A(x) je polinom prvog reda i njegova nula je razli¢ita od nule polinoma B(x).
Koeficijenti uz najvece stepene u polinomima A(x) i B(x) imaju isti znak ako je nula
B(x) manja od nule A(x) 1 obrnuto. Ispunjenje ovog uslova dovodi do reSenja
jednacine u formi polinoma Lagerovog tipa.

3. A(x) je konstanta razli¢ita od nule €iji je znak suprotan znaku koeficijenta uz najveci
stepen polinoma B(x). Ispunjenje ovog uslova dovodi do resenja jednacine u formi
polinoma Ermitovog tipa.

U sva tri slu¢aja reSenje jednacine (1.30) je niz polinoma ortogonalnih na intervalu koji

je ograni¢en nulama polinoma A(x) sa tezinskom funkcijom datom izrazom (1.28).
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1.4.3 Vainije relacije vezane za klasiCne ortogonalne polinome

Teorema 10: Za ¢lanove niza klasi¢nih polinoma {Qk} vazi poznata Rodrigesova®

keN,

formula

0,(x) = c »lv G )jxkk (4Gfw(x) (k=0,1..), (1.34)

gde su C; konstante razlicite od nule.

Dokaz: Koris¢enjem diferencijalne jednacine za tezinsku funkciju (1.26), diferencijalna

jednagina (1.30) se moZe predstaviti i u standardnom Sturm-Liuvilovom obliku

[ Atpin

+Awlx)y=0. 1.35
- dxj () (135)
Na sli¢an naCin se, uvodenjem odgovaraju¢ih zamena, moze napisati diferencijalna
jednacina za O["(x)

d

20 (O @)+ A, ()OI () =0 (1.36)

Sukcesivnom primenom poslednje jednakosti za m=0,1,....k-1 dobijamo

(90 ()= - (n (90 ) -

REW, ()4 137
)= 0 o)
Pretpostavimo da je O, (x) =a,x* +---. Tadaje O/*/(x)=k!a, . Ako stavimo
[14.
C, =m0 (1.38)

(-1 ka,
iz prethodnog direktno sledi (1.34). o
Koris¢enjem Kosijeve teoreme za izvod reda & regularne funkcije, formula (1.30)
se moze predstaviti i u integralnom obliku
l k! (z

i 1.39
2721r z— x ( )

0.(x)=

k+1

gde je I zatvorena kontura takva daje xcint I .

* 0. Rodrigues (1794-1851), francuski matemati¢ar i ckonomista
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U sledec¢oj tabeli su sumirane i prikazane neke od vaznijih formula vezanih za

klasi¢ne ortogonalne polinome, kao i nekoliko pocetnih ¢lanova ortogonalnih nizova.

Tabela 1.1 Klasicni ortogonalni polinomi — vaznije relacije i pocetni ¢lanovi niza

. diferencijalna jednacina

. . interval . Alxe)y” +Bx)y + 4,y =0
tip polinoma ortogonalnosti tezina w(x)

[a.b] A) B(x) 2

LeZandrovi [-1,1] 1 1—x2 2x k(k+1)
Cebisevljevi I [-1.1] (1 _ 32 )*1/ 2 -2 x 2
Cebidevljevi II [-1,1] ( 2 )1/ 2 1- 2 3x J(k+2)

Lagerovi [0,400] e ” X 1-x k
Ermitovi [-00,+00] o 1 -2x 2%k
rekurentna relacija
b polion 3 Rodrigesova Qp ()= (@ + 8,)0, (x) + 7,0, ,(x) =0
il hoina HQk H formula - C,
273 P Vi
2 2%k +1 k
Lezandrovi -2k 0 —
2k +1 ( )(( k+1 k+1
. 72 (k #0) » Dk +1/2)
Cebisevljevi I -2 ——= 2 0 1
- T (k = 0) ( ) \/;
. i D(k +3/2)
Cebisevljevi I /2 2=2) ———F+= 2 0 1
Yiey / ) e
-1 2k +1 k
Lagerovi k1) k! — —
- (i) 1 K+l 1
Ermitovi 2T (-1f 2 0 2k
tlp polinoma QO(x); Ql (x)a QZ(x)a Q3(x)> Q4(x)> QS(x)

Lezandrovi 1, x, GxX*-D2, (5x>-3x)/2, (35x"-30x*+3)/8, (63x°-70x°+15x)/8
Cebisevljevi I 1, x, 2x-1, 4x>3x, 8x"-8x*+1, 16x°-20x"+5x
Cebisevljevi I 1, 2x, 4x*-1, 8 -4x, 16x"-12x*+1, 32x°-32x°+6x

Lagerovi 1, l=x, Q-4x+xD)/2, (6-18x+9x*x)/6, (24-96x+72x*-16x"+x"/24
Ermitovi 1, 2x, 4x*-2, 8-12x, 16x"-48x™+12, 32x°-160x°+120x
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1.5 Primena ortogonalnih polinoma u aproksimaciji funkcija

Osnovni problem u teoriji aproksimacija je kako za zadatu funkciju f iz nekog

velikog prostora X naci jednostavnu funkciju ¢ iz nekog malog podskupa ® € X takvu
da je funkcija ¢ u nekom smislu bliska funkciji f [1.18]. Posmatrajmo aproksimaciju
proizvoljne realne funkcije definisane na segmentu [a,b] (f :[a,5]— R) pomoéu

linearne aproksimacione funkcije
#x)=2> ap(x), (1.40)

gde je {gzﬁl} sistem linearno nezavisnih funkcija iz prostora L’(a,b) u kome je unutrasnji

proizvod u odnosu na tezinsku funkciju x—)w(x) uveden pomocu (1.4). Gresku

aproksimacije definiSemo pomocu
8,(x)= f(x)-¢lx) = f(x)- 2 a(x). (1.41)

Pod najboljom srednje kvadratnom aproksimacijom [1.14] podrazumevamo onu

aproksimacionu funkciju ¢(x) za koju se postize minimum veli¢ine

_ @w(x)ag (x)dle/z. (1.42)

Pitanje postojanja 1 jedinstvenosti najbolje aproksimacije date funkcije je od najveceg

znacaja u teoriji aproksimacija. Glavni konstruktivni elementi koji se koriste u
aproksimacijama su algebarski 1 trigonometrijski polinomi, racionalne funkcije i
splajnovi. U ovoj disertaciji, akcenat je na algebarskim polinomima i racionalnim
funkcijama.

Teorema 11: Ako {gzﬁl} predstavlja skup ortogonalnih polinoma, tj. ako se za sistem
aproksimacionih funkcija iskoristi niz {QO,QI,...,Qn}, tada je najbolja srednje kvadratna

aproksimacija

¢*(x): .n ciQi(x):i%Qi(x)ﬂ (1.43)

itada je minimalna srednje kvadratna greska (1.42) data izrazom

1/2
. Uw j . (1.44)
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Dokaz: Najbolja aproksimacija [1.19] se postize za minimalnu vrednost integrala iz

izraza (1.42)
[t )T J

) (1.45)
:I ( )2 ()b — 2261 Iw
Ukoliko uvedemo smenu ¢; = i )f ()0, (x)dx , dobija se
- jw<x>f2<x>dx—ziaici o -
“ = (1.46)

2

i +i(ai _ci)2 Qi .

i=0

wlx)f*(

Iz poslednjeg izraza se vidi da se minimum integrala / postize ako je a/=c;, ¢ime je

D Cmm— O

dokaz zavrSen. e

b

(r.0) |0 (ke
i w(x)O? (x)x

Skup koeficijenata ¢, = naziva se spektrom funkcije f(x) u

o

odnosu na ortogonalni niz polinoma {0,(x),0,(x),...,0,(x)}, a aproksimaciona suma

Z ¢, 0, (x) se naziva spektralnom sumom funkcije f{x) u odnosu na isti niz polinoma, u

zapisu: f (x)~ch.Ql. (x) Tacnost aproksimacije raste sa povecanjem reda

aproksimacije n. Ako » tezi beskonatnom, kona¢na suma u (1.43) prelazi u beskonacan
niz smanjujuéi srednje kvadratnu gresku na nulu. Tada (prema (1.43)) vazi

24 y
Parsevalova™ relacija

(1.47)

b
Jwlr3(
Za skup ortogonalnih funkcija {0, (x),0,(x)....,0,(x)} se kaZe da je kompletan ako za

bilo koju kontinualnu funkciju f(x), srednje kvadratna greska tezi nuli kako » tezi

** M. A. Parseval (1755-1836), francuski matemati¢ar
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beskonacnosti, tj. ako je zadovoljena Parsevalova relacija. Ukoliko je » konacno, tada

~e 25 :
vazi Beselova®™ nejednakost

b

(o) (e = 3

a

2

0,

(1.48)

1.6 Generalizacije ortogonalnih polinoma

1.6.1 Siftovani ortogonalni polinomi

Polinomi koji su do sada razmatrani su ortogonalni na odredenom intervalu. Da bi
bilo moguce analizirati signale na proizvoljnim intervalima, uvode se Siftovani polinomi
[1.16] kojima je moguce opisati signal na bilo kom razmatranom intervalu.

Svi ortogonalni polinomi u konagnom opsegu (Lezandrovi, CebiSevljevi prve i
druge vrste, Jakobijevi 1 Gegenbauerovi) su definisani na intervalu [-1, 1]. U cilju
analize i obrade realnih signala koji mogu uzimati vrednosti na proizvoljnom intervalu,

klasi€ni polinomi se mogu redefinisati, tj. Siftovati na zeljeni interval [z, 7, ]. Siftovani
ortogonalni polinomi {, (z)} se defini§u na proizvoljnom intervalu [ 7,7, ] i mogu se

dobiti iz regularnih (nesiftovanih) {, (x)} pomoc¢u smene x = z* definisane sa

T*:M—l:AT+B, (1.49)
2-b - Ta
. . + . )
gde je 4= 1 B= —w uz uslov da je interval ortogonalnosti konacan.

2
T~ T, (Tb - Ta)
Tada se menja i sama definicija ortogonalnosti

0 k+n

Tp 2

(l//n,l//k):Iw(r)wn(r)wk(r)dr: , H¢ ”2 (1.50)
ol =L k=

Ta

gde je o(r)= w(z'*) i¢,(r)=w, (z'*), anorme |4, | se mogu naéi u tabeli 1.1 za razlicite

tipove polinoma.

Klasi¢ni Lagerovi polinomi su ortogonalni na intervalu [0,+o] sa tezinskom

funkcijom w(x) =¢ ", a Ermitovi na [-o0,+o0] sa w(x) =e ™ Moze se primetiti da u oba

> F. W. Bessel (1784-1846), nemadki matematicar i astronom
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slutaja vazi w(0)=1 i w(x - ®)—>0. To znadi da ove tezinske funkcije drugaiije
odmeravaju velike 1 male vrednosti x. Zbog toga, a u cilju boljeg predstavljanja funkcije
fx), xe [z'a, 7, ], centar (x=0) treba pomeriti (Siftovati) u 7, smenom x =7 —7_, tako da
nova tezinska funkcija postaje u oba slucaja jedinica za 7 =7,. Dobijeni polinomi su

takode Siftovani, ali treba primetiti da opisano Siftovanje kod Lagerovih i Ermitovih
polinoma ima potpuno drugaciji smisao od Siftovanja kod polinoma ortogonalnih na
kona¢nom intervalu [1.20].

Proizvoljna funkcija f{7 ) definisana na intervalu [7_, 7, ] moZe se aproksimirati

sistemom $iftovanih ortogonalnih polinoma {i, (r)}

1(@)= Y e (0)=C¥(e). (151)
i=0
gde je W(r)=[w,(r) w,(z) ... w, ()] vektor Siftovanih polinoma koji se koriste za
aproksimaciju, a C =[c, ¢, ... ¢ | spektralni vektor u kome se spektralni koeficijenti
raCunaju kao ¢; = ’ ! > Ia)(r) (o), (r)dr .
Vil =

1.6.2 Kvazi ortogonalni polinomi

Koncept kvazi-ortogonalnost prvi put je uveden jos 1923. godine u radu [1.21]
kao matematicki alat za reSavanje problema momenta u mehanici. Kvazi-ortogonalne
funkcije, a posebno kvazi-ortogonalni polinomi kasnije su razmatrani u veéem broju
radova [1.22], [1.23].

Definicija 4: Kvazi ortogonalnim sistemom nazivamo sekvencu polinoma {Pnk (x)} za

koju vazi

(7 9.2 )= 2 ()2 ()=

- 1.52
N #0, n>k+1 (1.52)

gde & predstavlja red kvazi-ortogonalnosti, @ 1 b su granice kvazi-ortogonalnosti, a w(x)
predstavlja tezinsku funkciju.
Kvazi ortogonalnost se obi¢no sagledava u klasichom maniru (u odnosu na

klasi¢ne ortogonalne polinome), pa se 1 kvazi ortogonalni sistemi obi¢no konstruiSu na
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osnovu klasi¢nih ortogonalnih sistema [1.24]. SledeCe dve teoreme daju vezu izmedu

klasi¢nih 1 kvazi ortogonalnih polinoma [1.25].

Teorema 12: Ukoliko je {P (x)} sekvenca ortogonalnih polinoma, tada je polinom koji

predstavlja njihovu linearnu kombinaciju

R, (x)=P (x)+¢P  (x)++¢. P (x) (1.53)
kvazi ortogonalan i to sa redom ortogonalnosti £. Pritom, koeficijenti ¢; mogu biti
zavisni od n.
Teorema 13: Svaka sekvenca ortogonalnih polinoma na odredenom intervalu
ortogonalnosti 1 sa odredenom tezinskom funkcijom je kvazi ortogonalna sa nekom
drugom tezinskom funkcijom.
Na primer, ukoliko promenimo tezinsku funkciju kod Lezandrovih polinoma

dobi¢emo kvazi ortogonalne

2

ortogonalnih na (-1, 1) sa w(x)=1 na w(x)=x"
polinome Lezandrovog tipa na istom intervalu.

U cilju analize osobina 1 relacija kvazi ortogonalnih polinoma, razmotrimo primer
kada su granice intervala kvazi ortogonalnosti =0, b=1 i tezinska funkcija w(x)=x.
Tada je po definiciji kvazi ortogonalnosti

<m<n—-k-1

1 0 0
P*(x)P* dx =1 1.54
{ > (¥) B () {N,’j}m;to, n>k+1 (1.54)

gde se norme N,’f)m mogu lako dobiti u zatvorenoj formi koris¢enjem eksplicitnih

n—k+i
Dk o gk i -k _(_1) (n+i_k_l)!
relacija: P! (x)_x;An,ix ,gdeje 4, = il(i-1)!(n—1i)!

Na primer, u slu€aju Lezandrovih kvazi ortogonalnih polinoma prvog reda (k&=1)

izraGunavamo sledece dve konstante:

1
2n(2n+1)(n+1)’

1
1. N;)n:flf(x nlfl(x)xdx:
0

1

2. N! .
2n (2n —l)(2n + l)

n,n—1

1
= _an1 (x nlfl (x)xdx =—
0

U sluCaju Lezandrovih kvazi ortogonalnih polinoma drugog reda (k=2) imamo tri

konstante:

1
LN = ng(x)gZ(x)xdngl , gdeje
0

(n)
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n(n—l)(Zn—l)(n+l)(2n+l))
6

S (n)=

: 1 .
2. Nj,nfl :g.PnZ (x n271 (x)xdx:_w7 gde]e

£ ()= Z2(n ) -1)(n-2)(n-3)+ S (n-1)(n-2)(n3)

+3(n—l)(n—2)(n—3)+%(n—2)(n—3)+20(n—3)+21,

1
3. N., =[P (x)P],(x)xdx , gde je
0

nn-2 - :Tf(n)
£ (n)=n(n=1)(n-2)(n=3)(n—4) + 3 (n-1) (n-2) (n-3)(n-4) +

+ 2 (n=2)(n=3)(n-4)+11(n-3) (n-4) + 25(n-4) 28

Razmotrimo sada ponovo Lezandrove kvazi ortogonalne polinome. Za ove
polinome vaze slede¢e glavne relacije, analogne relacijama koje vaze za klasi¢ne
Lezandrove polinome:

d

Kristofelova formula ixPn’i1 (x)——xP), (x)=(2n+1) P/ (x),
dbx dx
Rodri formule P (x) = L4 iy
odrigesova formule P! (x)_;dx("’k) X (x-1)",

Bonetova rekurentna relacija

(n+2)P,, (x)=(2n+1)(2x-1) P} (x)-(n-1)P,, (x) (za k=1)
x(x—l)aﬂi;x"—zz(x)Jr(x—Z)%(x)—nan2 (x) =0 (za k=2).

Ove poslednje relacije pripadaju klasi hipergeometrijskih diferencijalnih jednacina ¢ija

je forma data izrazom

2
z(z—l)flp

2
y4

+[(a+b+l)z—c}Zx—P+(ab)P=0 (1.55)

2
1 Cije je reSenje [ (a, b,c, x). U specijalnim slu¢ajevima, za kombinacije parametara
2 1

a=n+l, b=-n, ¢=2, 1 a=n, b=-n, c=2, dobijamo poslednje dve jednacine (za £=0 1 k=1).
Proizvoljna funkcija f(x) moze se razviti u red kvazi-ortogonalnih polinoma £-tog

reda na sledec¢i nacin (odredivanje kvazi-Furijeovih koeficijenata)

f(x):%aiPi" (x). (1.56)
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Na primer, za polinome kvazi ortogonalnosti reda k=1, mnoZenjem sa P' i

integraljanjem od 0 do 1 dobija se

[F () B (x)de=a. [P (x) B (x )dHaIPl( )P (x )dx+aHJBLP1( ). (1.57)

0 0

1
Ako uvedemo oznaku: F] = [ f(x)B'(x)dx, dobija se:
0

a N, +aN, +a, N,

L N =F L (i=1,...,n), tj. sistem jednagina
1 a7l Tarl ol
aONO,O +al NO,I - E

1arl 1arl 1Tarl _
aONO,l +a1Nl,l +a2]v1,2 - FZ

1 1 1 1 1 1 1
a N, +a,N,, +a;N,, = F, (1.58)
1 1 1
Cl Nn2n+a annl+aann_Fn

Ovo je sistem od » jednaCina sa n+1 nepoznatih. Da bismo u potpunosti odredili

nepoznate koeficijente ag, a1, ..., a, neophodna je jo§ jedna, dopunska jednacina.

Koristeéi osobinu kvazi-ortogonalnosti Lezandrovih polinoma P (0)=(-1)'i (1.52)
dobija se dopunska jednacCina

ay—a +a,+-+(-1)"a, =—7(0). (1.59)

Determinanta sistema je

N,y N, 0 0 0
Noy N, N, 0 0
0 N, N, N, 0
D=| 0 0 N,, N, 0 (1.60)
0 0 0 0 N,
1 -1 1 -1 -1
( ) (n+1)x(n+l)

Primetimo da smo za 4=1 dobili sistem jednacina (1.58), kod koga imamo po tri ¢lana
na levoj strani znaka jednakosti (izuzev prve i1 poslednje). Posledica toga je da je
determinanta (1.60) trodijagonalna. U opstem slucaju za kvazi ortogonalne polinome
reda £, postupak je isti, samo sistem jednacina (1.58) na levoj strani ima 24+1 ¢lanova, a

determinanta (1.60) bice 24+1 dijagonalna.
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1.6.3 Skoro ortogonalni polinomi

Definicija 5: Skoro ortogonalnim sistemom [1.26], [1.27] nazivamo sekvencu polinoma

{Pk(g)(x)} za koju vazi

) p)_)® k=n,
(B, A ){Pk(g)z P (1.61)

gde je £ veoma mali pozitivan realni broj (O <E << l).

Ocigledno je da vazi lir% Pn(g)(x):Pn(x), t]. kada ¢ tezi nuli, sekvenca skoro

ortogonalnih polinoma postaje sekvenca ortogonalnih polinoma. Takode, treba primetiti
da usled prisustva dodatnog ¢ viSe ne vazi distributivnost unutra$njeg proizvoda. Zbog
toga za skoro ortogonalne polinome ne vazi ve¢ina pravila koja vaze za klasi¢ne
ortogonalne polinome.

Za generisanje skoro ortogonalnih polinoma moze se koristiti sledeca procedura:
ako sa u,, oznaCimo unutrasnji proizvod gy, = (x",Pk(E)(x)), tada se koeficijenti u

n-1

izrazu Pn(g)(x) =x"+ Z an)kxk mogu naci kao reSenja sledeceg linearnog algebarskog
k=0
sistema
Hoo g 0 Hpap a0 €~ Hyo
e - an 8 —_ "
/U(:),l /u:1,1 /un: 1| :,1 _ /u 1 (1.62)
luo,n—l /ul,n—l ot /un—l,n—l an,n—l & - /un,n—l

Teorema 14: Pos§to moni¢ni polinomi {P,{(E)(x)}zzo formiraju bazis u prostoru polinoma

stepena ne veceg od n, vaze sledeCe dve relacije koje daju veze izmedu ortogonalnih 1

skoro ortogonalnih polinoma [1.28]

n-1 7.(n)
ﬁ@k&@ﬂ;ﬁﬁ%@x (1.63)

P)=3 @) (e =1), (1.64)

Teorema 15: Za koeficijente bﬁ.”) vazi relacija

b"e)=e,>cNe) (j=01,..,n-1\VneN,), (1.65)

27



1 oni ne zavise od n.

Dokaz: Polaze¢i od unutrainjeg proizvoda P'° (x) P.(x) mozemo napisati

(r.)=(p.p)+ 2

=0 ’P H

)

Ap.p,). (1.66)

Iz relacije ortogonalnosti za polinome {P,(x)}; , imamo (P(E),P.): bﬁ.”)(s). Sa druge

strane vazi P]( )= Z]:cf’ (8)P ( ), pa kona&no dobijamo

i=0

Bo(e) = 3 e P )= gcfﬂ(s), (1.67)

i=

0
odakle se vidi da koeficijenti b, (£) ne zavise od n. e

Teorema 16: Koeficijenti b, (8) zadovoljavaju sledecu rekurentnu relaciju

n-1

(neN). (1.68)

HP H

Dokaz: 1z osobine skoro ortogonalnosti sledi

s ”z(mx);a(x)f ”z’ze(x)}”—nz(a(x);a(x))ﬁl ”z(a(x),”—za(x)J

&gl B

n

odakle direktno sledi formula (1.68). e
1z ove teoreme slede sledece dve posledice:

Posledica 1: Polinomi {b, (¢)} su rekurentno povezani slede¢om relacijom [1.29]

by =¢, ka:bk(l—b—sz (keN). (1.69)
1]

()

Posledica 2: Kvadrat norme skoro ortogonalnih polinoma {Pn (x)} moZe se naci iz

izraza
n-1 2
PG =P +5 -2 (1.70)
| =1
Dokaz: Iz definicije norme polinoma imamo
pe () pe)=| S 2 p 5 B p | 171
n (n n ) (;HPI{HZ k o sz i ( )
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ple)

n

Sa druge strane, iz definicije ortogonalnosti imamo ’ :Z b (Pk,b—"PkJ,

2 2
SRR

odakle direktno sledi izraz za kvadrat norme. o
Kao primere sekvenci (po prva tri Clana niza) skoro ortogonalnih polinoma

mozemo razmotriti neke klasi¢ne slucajeve:

— skoro ortogonalni Lezandrovi moni¢ni polinomi {Pn(g)(x)} izvedeni iz Siftovanih

moni¢nih Lezandrovih polinoma ortogonalnih na (0, 1) sa tezinom w(x) =1

0

P =1, P = x—%+8, PO =% —(1-12¢ +1232)x+é(1—303 +365)...
— skoro ortogonalni CebiSevljevi polinomi {Tn(g)(x)} izvedeni iz moni¢nih

Cebisevljevih polinoma ortogonalnih na (-1, 1) sa tezinom w(x) = 1/ V1-x?

7(e) — 1, 7;(5) — x—i—i TZ(E) —x+

28(7[—8)x_7z—28
° T z’ 2r

— skoro ortogonalni Lagerovi polinomi {L(j)(x)} izvedeni iz Lagerovih polinoma

ortogonalnih na (0, +0) sa tezinom w(x) =e

L9 =11 =x—(1-¢), L)) =x* —(4—8+82)x+(2+82)...
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2. Filtri bazirani na ortogonalnim

racionalnim funkcijama

2.1 Kratak opis poglavlja

Ortogonalne racionalne funkcije predstavljaju prirodnu  generalizaciju
ortogonalnih polinoma pa se mnoge osobine ortogonalnih polinoma na realnoj osi i
jedini¢nom krugu mogu prosiriti na slu¢aj racionalnih funkcija [2.1]. Iako su do danas
prouceni mnogi aspekti ortogonalnih racionalnih funkcija [2.2], [2.3], generisanje samih
funkcija sa proizvoljnim polovima, kao i relacije koje se za njih mogu izvesti su i dalje
nepoznanica. U ovom poglavlju disertacije ¢e biti objasnjen nov metod za dobijanje
klasi¢nih ortogonalnih racionalnih funkcija primenom novih transformacija u
kompleksnom domenu. Takode ¢e biti izvedene 1 odgovaraju¢e skoro 1 kvazi
ortogonalne funkcije, kao i njihove rekurentne relacije.

Drugi bitan problem koji ¢e se razmotriti u ovom poglavlju je kako se na osnovu
izvedenih funkcija mogu projektovati nove klase ortogonalnih filtara. koji omogucuju
generisanje funkcija u formi realnih fizickih signala. Kao §to je poznato, filtri su
elektronska kola koja obavljaju funkcije procesiranja signala [2.4], [2.5]. Mogu biti
pasivni ili aktivni, analogni ili digitalni, linearni ili nelinearni, diskretni ili kontinualni,
IR ili FIR. Filtri koji su predmet ovog poglavlja su analogni, aktivni, linearni,
kontinualni, FIR tipa. Racionalne funkcije izvedene u ovom poglavlju su veoma
pogodne za projektovanje filtara u analognoj tehnici koja omogucava veliku brzinu,
jednostavnost, robusnost i preciznost prakti¢no realizovanih filtara. Takvi, prakti¢no
realizovani filtri, kasnije ¢e biti iskorisS¢eni u modeliranju i upravljanju dinamickim
sistemima. Validnost realizovanih filtara je dokazana podudarno$§¢u signala snimljenih

na njima sa dobijenim matemati¢kim izrazima i izvedenim simulacijama.
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2.2 Ortogonalne racionalne funkcije

2.2.1 Definicija ortogonalnih racionalnih funkcija

Ortogonalne racionalne funkcije u kompleksnom domenu [2.6], [2.7] mogu se

definisati na slede¢i naCin. Razmotrimo racionalnu funkciju sa datim polovima s; 1

odgovaraju¢im nulama f (sl.) (sve ortogonalne funkcije imaju nule 1 polove u strogo

definisanoj zavisnosti). U sluCaju da zelimo da generiSemo klasicne ortogonalne
polinome, koristimo racionalnu funkciju koja ima red polinoma u imeniocu za jedan

manji od reda polinoma u brojiocu

n-1

[Tts+ /(s
W(s)=”£—()). 2.1

’ H(s+sl.)

i=1
Za zadate polove s, nule se dobijaju odredenim preslikavanjem
(transformacionom funkcijom) F(5,5)=0, tj. §=f(s) iz jedne oblasti (domena)

kompleksne ravni D, u drugu D., tj. sa jedne strane konture C na drugu (slika 2.1).

~C kompleksna
\\\ () ravan
\\\
\\\\
W A
54 {/ T “1\\\ f( )
\ N S
\ ¥
N -

Slika 2.1 Preslikavanje polova u nule pomocu transformacije f (s)
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Potreban uslov je da preslikavanje f (s) bude simetricno. Znali, funkcija
F(s,5) mora biti simetri¢na, tj. moraju da vaze relacije 5= f(s) i s= f(5). Domen
(oblast) D, sadrzi sve polove, a domen D, sve nule 1 pri tom su te dve oblasti disjunktne

[2.8]. Kontura C se moze odrediti u slucaju bilo koje konkretne transformacije

(preslikavanja) koris¢enjem smena s=x+jy 1 § =x— jy. Jednaina konture u s (xy)
ravni je F'(x+ jy,x— jy)=0.

Korid¢enjem transformacije 5 = f(s) i osobine simetrije, iz (2.1) dobijamo

n-1

o H(ersZ.)
W, (5)=W,(s)=—""——. (2.2)
L[(Hf(sl.))

Primetimo da su polovi funkcije 7, (s) jednaki nulama funkcije 17, () i obrnuto.

Dokazimo sada da je sekvenca racionalnih funkcija ortogonalna u kompleksnoj

ravni s na konturi C. Razmotrimo unutrasnji proizvod

j; W, (s, (sMs = § — = ds. (2.3)

gde je upotreblieno W, (s)=W,, (5).
Primenom Kosijeve teoreme dobija se sledeca relacija

0, zam+#n,

§Wn<s>@<s>ds:{ 24

N,#0, zam=n,
jer za m# n, proizvod W, (s) i W, (s) ne sadrzi nule u domenu D,
U slu€aju da je m#n, svi polovi iz domena D, se relacijom (2.4) eliminiSu, pa

prema KoSijevoj teoremi § W, (sW, (s\s=0. Za m=n svi polovi se ponistavaju osim
C

jednog, pa je prema KoSijevoj teoremi an(s)Wm(s)ds:Nn 0, gde je

C

N,=2xi Res(Wn ()W, (s)ds).

S=8y,
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2.2.2 Formiranje razliCitih tipova ortogonalnih racionalnih funkcija

Usvajanjem razli¢itih vrednosti polova niza funkcija W,(s), odredivanjem
odgovarajuéih nula i primenom inverzne Laplasove® transformacije, mozemo dobiti
razliCite tipove klasi¢nih ortogonalnih funkcija. Na ovom mestu treba joS jednom
napomenuti da pri konstruisanju bazisa ortogonalnih racionalnih funkcija, polovi mogu
biti odabrani potpuno proizvoljno pod uslovom da je zadovoljen uslov simetri¢nosti
transformacione funkcije. Na taj nacin se mogu izvesti svi poznati ortogonalni sistemi
kao 1 mnogi novi.

Funkcija F(s,5) transformiSe (preslikava) oblast u kompleksnoj ravni s, u kojoj

su locirani svi polovi, u drugu oblast koja sadrzi sve nule. Dve osnovne varijante ove
transformacije su §+s=0, tj s=-s i ss=1, tj. §=1/s. U prvom slucaju, leva
poluravan kompleksne ravni s se preslikava u desnu. Racionalne funkcije dobijene ovim
preslikavanjem se mogu uspe$no upotrebiti za modeliranje 1 sintezu kontinualnih
sistema, s obzirom na €injenicu da su kontinualni dinamicki sistemi stabilni ukoliko su
svi koreni njihove karakteristicne jednaCine smeSteni u levoj poluravni. U drugom
slu¢aju (u slucaju druge transformacije), unutrasnjost jedinicnog kruga sa centrom u
koordinatnom pocetku se preslikava u oblast izvan kruga. Racionalne funkcije dobijene
na ovaj nacin su pogodne za modeliranje diskretnih sistema jer je poznato da su polovi
stabilnih diskretnih sistema smesteni unutar jedini¢nog kruga.

Moguce su i opStije transformacije pri Cemu je 1 dalje jedini uslov da funkcija

F (s, E) bude simetri¢na. Tako je moguce dobiti 1 opstije klase ortogonalnih funkcija 1

filtara. Jedna od takvih transformacionih funkcija, s+5 =4k, omogucava generisanje
svih klasi¢nih ortogonalnih polinoma: Lezandrovih, Lagerovih, Cebievljevih,
Gegenbauerovih i Jakobijevih. Pomocu druge transformacije, s5 =4, mogu se dobiti
ortogonalne Malmkvistove funkcije [2.9], [2.10], ortogonalne u jedini¢nom krugu

\ll—ajﬁ z—1

Z—Oln j=0 a]. (Z_aj)

kompleksne ravni M, (z) =

**P. S. Laplace (1749-1827), francuski matemati¢ar i astronom
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2.2.2.1 Preslikavanje 5 =—s

Razmotrimo, najpre, slucaj transformacione funkcije §=-s. Ako polove

2i+1+ 0

izaberemo u obliku s, = — , dobi¢emo sekvencu racionalnih funkcija

n-1 [
i [S 2 +; + ,Bj
W, (s)=+2n+pB+1= : : (2.5)
" 2i+1+ 0
Il s+——*=
izl 2
gde je S proizvoljan realni parametar. Relacija (2.5) predstavlja racionalne Jakobijeve

funkcije koje se mogu izvesti iz klasi¢nih Jakobijevih polinoma kada se na njih primeni

smena x =e ', a zatim i Laplasova transformacija. Izraz (2.5) u sebi sadrZi sve klasi¢ne
ortogonalne racionalne funkcije ukljuujuéi Lezandrove, Cebisevljeve, Lagerove i
Ermitove 1 moze se iskoristiti za projektovanje tih ortogonalnih filtara.
U specijalnom slu¢aju f =-1, imamo

n-1

11 (s —i )

W,(s)=v2n—0. (2.6)

11 (s +i )

i=1
Relacija (2.6) predstavlja poznate Lezandrove funkcije koje se mogu dobiti iz klasi¢nih

Lezandrovih polinoma pomoéu smene x=e " .

Vazna osobina ortogonalnih funkcija koja je ovde iskori¢ena je da je jedini uslov
ortogonalnosti funkcija simetricnost funkcije preslikavanja polova u nule, pri ¢emu se

polovi mogu birati potpuno proizvoljno. Posle normalizacije izraza (2.6), tj. posle
deljenja faktorom ~/2n 1 proizvoljnog izbora niza polova s; sa Re(s,-)<0 (polovi

locirani u levoj poluravni), dobijamo niz (sekvencu) ortogonalnih funkcija

ﬁ S8,
m(@:#. (2.7)

L[(Hsl.)

Posle razvoja (2.7) u parcijalne razlomke dobijamo

n a .
Wn(s):;ﬁ, (2.8)

gde je

37



n—1
H(Sk - Si)
a _ k=1

ni ~ n . (29)
I1 (Sk +; )
k=1
ke#i
Kori§¢enjem transformacije f(s)=5=-s

2

polovi s; se preslikavaju u nule
locirane u desnoj poluravni (slika 2.2). Iz relacije (2.4) proizlazi zaklju¢ak da su
funkcije W, (s) ortogonalne u levoj poluravni (u domenu D).

Posle primene inverzne Laplasove transformacije na relaciju (2.8), dobija se

(o(l) = zn:an)ie’” , (2.10)
i=1

a posle smene ¢’ =x, dobijamo Mincove’’ ortogonalne polinome [2.11], [2.12],
[2.13].

kompleksna

— ravan
e ~

o

D

Y
\\__,, B //
Slika 2.2 Preslikavanje polova u nule transformacijom s, = —s,

1

" H. Miintz (1884-1956), nemacki matemati¢ar
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2.2.2.2 Preslikavanje 5 =1/s

Razmotrimo sada drugi slu¢aj, kada se koristi preslikavanje §=1/s. Ovom

transformacijom se polovi smesSteni u unutra$njosti jediniCnog kruga preslikavaju u

oblast izvan kruga. Tako se dobija niz Malmkvistovih funkcija
w,(s)=—0. (2.11)
Racionalne funkcije (2.11) su ortogonalne u domenu D, (jedini¢ni krug ogranicen

konturom C,, prikazan na slici 2.3).

Razvojem relacije (2.11) u sumu parcijalnih razlomaka dobijamo

Wn(s):zn:i, (2.12)
= s—S,
gde je
ﬁ(sk —l/sv)
4, = (2.13)

M)

vk

Primenom inverzne Laplasove transformacije na (2.12) dobijase ¢(1)=> A4, .e™
i=1

A

kompleksna
ravan

\)

Slika 2.3 Preslikavanje polova u nule transformacijom s, =1/s,
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2.3 Kbvazi ortogonalne racionalne funkcije

2.3.1 Definicija kvazi ortogonalnih racionalnih funkcija

U cilju dobijanja kvazi ortogonalnih funkcija u smislu definicije 4 razmatra se

racionalna funkcija oblika

n—k-1

w,(s)= H (S+f(8i)). (2.14)

:1(S+Si)

Primetimo da je red polinoma u imeniocu za £+1 manji od reda polinoma u brojiocu.

Ova Cinjenica ima za direknu posledicu kasnije formiranje kvazi ortogonalnih funkcija
k-tog reda. Niz funkcija W,(s) je kvazi ortogonalan, sto se moze dokazati primenom

Kosijeve teoreme

nkl m—k—1

s+f Hs+s
j; (s, (s)ds—j;’:ln =l ds, (2.15)
¢ ¢ s+s Hs+f
i=1
t].
__ =0, zaO0O<m<n—-k-1
W (sW ’ . 2.16
i ) '"(S)ds{;to, zan—-k<m<n (2.16)

Posle primene Hevisajdovog®® razvoja na (2.14) dobijamo

W, (s)= 21 silns 2.17)
gde je
n—k-1 Sj N f(si)
A7 Res(W (s)) = ( ) . (2.18)
H(sj +5 )

** 0. Heaviside (1850-1925), engleski inZenjer, matematicar i fiziar

40



2.3.2 Formiranje razliCitih tipova kvazi ortogonalnih racionalnih

funkcija

U slugaju primenjene transformacije 5= f(s)=-s, tj. F(s,5)=s+5, funkcija

prenosa dobija oblik
Wk(s):(s—al)(s—az)---(s—anfkfl) 2.19)
” (s+a)(s+a,)(s+a,) '
0 Ak
Posle primene Hevisajdovog razvoja imamo W, (s)=> —=—, gdeje
s+a
P nkerd n—k—1
D" [ (a+a)
Ak — j=1
n,i i-1 n .
H(ai —a].) _1__[1(“1' —a].)
= j=it

Primenom inverzne Laplasove transformacije na (2.17) dobija se niz kvazi ortogonalnih

eksponencijalnih funkcija na intervalu (0, o). Daljim uvodenjem smene e =x

2

dobijamo kvazi ortogonalne Lezandrove polinome na intervalu (0, 1). Na slian nacin, u
sluCaju primene transformacione funkcije s = f (E) =1/s, dobijaju se kvazi ortogonalne
Malmkvistove funkcije.

Razmotrimo sada slucaj Lezandrovih kvazi ortogonalnih funkcija. One se
generiSu koris¢enjem preslikavanja F (s, E) =s+5=0 uz jedini uslov da polovi
funkcija W,(s;) imaju celobrojne vrednosti (u suprotnom je re¢ o Minc-Lezandrovim

kvazi ortogonalnim funkcijama). Tada funkcije imaju formu funkcija prenosa

(=02 Ls=(n=k-1)]

k = 2.20
) =) ) (220)
Posle primene Hevisajdovog razvoja dobijamo
n A%
wy(s)=2—=x, 2.21)
i=1 S +1
gde je
. ()T (iK1 2.22)

A = ) )

Primenom inverzne Laplasove transformacije na izraz (2.21) dobija se
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WE(et)=2e 4, (2.23)
i=1
Posle uvodenja smene x=e¢ ', najzad, dobijamo Lezandrove kvazi ortogonalne

. . . 1
polinome k-tog reda, na intervalu (0, 1) sa tezinom w(x)=—

x
Pr(x) =2 45X (2.24)
=
Posto ovi polinomi mogu da se napiSu i na drugaciji nacin
P (x)= xzn: A X (2.25)
=

pozeljno je umesto polinoma (2.24) razmatrati polinome date sa ZAf)l.x"*I, koji su
i=1

takode kvazi ortogonalni, ali sa tezinom w(x) =x umesto w(x)=1/x.
Ovde je dato nekoliko kvazi ortogonalnih polinoma prvog reda (A=1) na intervalu
(0, 1) sa tezinskom funkcijom w(x)=x
B'(x)=-x+1, P (x)=-2x"+3x-1, P/ (x)=-5x"+10x" —6x +1,
Py (x)=-14x"+35x> =30x* +10x -1, P (x)=-42x"+126x" —140x" + 70x* =15x +1,

i nekoliko kvazi ortogonalnih polinoma drugog reda

1 1 5 3 1 7 1
P (x)==x"—x+=, PP (x)=="x"-2x"+=x——=, P} (x)==x"—5x"+5x" —2x+—
2()2 23()6 234()4 4
I%Z(x):%x5—l4x4+£x3—10x2+§x—l,
P62(x):llx6—42x5+63x4—@x3+ﬁx2—3x+l.

2.4 Skoro ortogonalne racionalne funkcije

Razmotrimo Siftovane Lezandrove polinome ortogonalne na intervalu (0, 1) Cija je
norma data sa

S N G N
S n-)Car) &,

(2.26)

n

Kori§¢enjem smene x=e¢ ' i primenom relacija (1.59) i (1.60), dobijaju se skoro

ortogonalne funkcije Pn(g) (e*’) na intervalu (O,oo) sa tezinom e~ . Kona¢no, primenom
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Laplasove transformacije mozemo dobiti racionalne skoro ortogonalne funkcije

Malmkvistovog tipa

Wi (s)=1| P (e)]. (2.27)

Iz relacija (1.54) 1 (2.27) mozemo direktno dobiti rekurentnu relaciju za skoro

ortogonalne funkcije " (s)

(s) W(s)+z”k(”) (). (2.28)

1z (2.28) dobijamo i rekurentnu relaciju za W,ffl) (s)

W) ()= w'e) (8)+W,., (s)+W, (s)(b;(i) _1J ; (2.29)
.
Wi (s) =7 ()41, () + 7, (5)k, (230)
gde je
kn:%—l, k,=¢. (2.31)

2.5 Ortogonalni filtri

2.5.1 Projektovanje ortogonalnih filtara

Jedna od najvaznijih primena ortogonalnih funkcija je projektovanje ortogonalnih
filtara [2.14], [2.15]. Owvi filtri se mogu koristiti za aproksimaciju signala, formiranje
generatora ortogonalnih signala, modeliranje 1 identifikaciju sistema, kao i1 prakti¢nu
realizaciju optimalnih 1 adaptivnih sistema i metoda upravljanja [2.16], [2.17]. Teorija
klasi¢nih ortogonalnih filtara je dobro proucena i opisana u brojnim radovima [2.18],
[2.19], [2.20], [2.21].

Ortogonalni Minc-Lezandrov filtar na slici 2.4 se dobija direktno iz relacije (2.7).
Treba imati na umu da je pri tom iskoris¢ena transformacija 5 =-s. Ukoliko su

vrednosti s; celi brojevi, onda je re¢ o Lezandrovom ortogonalnom filtru.
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sO [, w6, . 20 nO[, . |5 no[, . | &6
il 1 a -1 5 Sa-1
— p —— |—— o —— —---- >
S + Sl s + SZ S+Sl S+Sn /AL ([)

24, (1) (1) | 4.0) A (1) A (D)

Slika 2.4 Minc-LezZandrov ortogonalni filtar

Oznake na slici imaju sledeca znadenja: S8(r) je Dirakova® impulsna funkcija, a

funkcije 4; (¢) predstavljaju inverzne Laplasove transformacije funkcija Z; (s). Niz
funkcija Z; (s) je ortogonalan u levoj poluravni kompleksne ravni. Sekvenca funkcija
A; (1) predstavlja niz eksponencijalnih funkcija, ortogonalnih na intervalu (0,00). U
specijalnom sluéaju s; =i, funkcije 4 (1) postaju niz Lezandrovih eksponencijalnih
funkcija ortogonalnih na intervalu (O,oo) sa tezinom w(t) =e¢ ' . Dakle, filtar moze da

generiSe realne signale koji predstavljaju niz Lezandrovih  ortogonalnih

eksponencijalnih funkcija. Ova sekvenca funkcija moze se iskoristiti za aproksimaciju

proizvoljnih funkcija na intervalu (0,), a daje najbolje aproksimacije u smislu srednje

kvadratne greSke za signale eksponencijalnog tipa u realnom vremenu le[O,oo].

Trebalo bi napomenuti da su dobro poznate Pronijeve®® aproksimacije upravo ovog tipa.
Ovi filtri su veoma pogodni za dobijanje modela dinamickih sistema sa
eksponencijalnim odzivom, tj. za modeliranje sistema sa polovima u realnom domenu.
Primetimo da su ovakvi sistemi veoma Cesti u industriji (mehanicki, hidraulicki,
termitki, hemijski procesi). Ako uvedemo smenu e’ =x u ove funkcije, dobiéemo
Siftovane Lezandrove polinome, ortogonalne na intervalu (O, l) .

Ortogonalni filtar prikazan na slici 2.5 je konstruisan pomocu druge razmatrane

transformacije 5 =1/s.

—

5([) 1 M(S s+17s, M(S) s+1/s, M, s+1/s,,

M(S) 1(5) 5
L R nn — - vl
s+ s, S+ 8, 5+ 8y sE, s, #, (1)
(1) (1) YOG m (1) | a4l

Slika 2.5 Malmkvistov ortogonalni filtar

A4

* P. A. M. Dirac (1902-1984), engleski fizidar
** G. C. F. M. R. de Prony (1755-1839), francuski matemati¢ar i inZenjer
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Sekvenca funkcija M, (s) je ortogonalan na jedinicnom krugu i1 predstavlja niz

ortogonalnth Malmkvistovih funkcija. Niz signala g (l) obelezenth na slici 2.5,

predstavlja inverzne Laplasove transformacije funkcija M; (s) Sve napomene vezane

za sliku 2.4 vaze 1 u ovom slucaju.

Ortogonalni filtri prikazani na slikama 2.4 1 2.5 mogu se efikasno primeniti u

aproksimaciji signala i modeliranju kontinualnih i diskretnih sistema. Funkcije Z; (s)

koje generisSe filtar prikazan na slici 2.4 su ortogonalne u levoj poluravni kompleksne

ravni s, tako da je ovaj filtar pogodan za aproksimaciju i modeliranje kontinualnih

signala i sistema. Sli¢no, funkcije M, (s) koje generise filtar prikazan na slici 2.5 su

ortogonalne na jedini¢nom krugu u kompleksnoj ravni s, tako da je ovaj filtar pogodan

za modeliranje diskretnih signala 1 sistema.

2.5.2 Prakti¢na realizacija ortogonalnih filtara

U cilju verifikacije dobijenih teorijskih rezultata i demonstracije funkcionisanja
ortogonalnih filtara, u Laboratotiji za modeliranje, simulaciju 1 upravljanje sistemima
prakticno je realizovan Lezandrov ortogonalni filtar na nain koji ¢e biti detaljnije
opisan u nastavku. Razmotrimo najpre §iftovane Lezandrove polinome ortogonalne na

intervalu (0, 1) u eksplicitnom obliku

P (x)=— }j( Q”k(nj(”Zf)' | (2.32)

Prvih nekoliko ¢lanova niza Lezandrovih ortogonalnih polinoma su

P(x):l
R (x)=2
P,(x)=6x*—6x+1,

P(x)=

x)=20x" —-30x" +12x—1,.

3

Nakon primene smene x =e™* na (2.32) i izvrSene Laplasove transformacije, dobijamo

sledeci niz (sekvencu) racionalnih funkcija

45



¥ fl[(s—i)

Wn(s):L[Pn (e)} e (2.33)
STI(s+1)
i=1
1z poslednjeg izraza se moze direktno projektovati Lezandrov ortogonalni filtar prikazan
na slici 2.6
h(t) s—1 @, (5) 5—2 Dy(5) Dyls) §—1i O,(s)  D(s) s—n ?,(s)

—p » @ — - s o o CH »
s+1 S S+i stn | g (1)
@ (f) & (f) Fa (I) 1(1) [’;1 (I)

Slika 2.6 LeZandrov ortogonalni filtar
gde A(f) predstavlja jedini€ni odskocni Hevisajdov ulazni signal, a funkcije ¢, (l) su

inverzne Laplasove transformacije funkcija @ (s). Niz funkcija ¢, (7), sa druge strane,

predstavlja sekvencu Lezandrovih eksponencijalnih funkcija ortogonalnih na intervalu

(0, 0) sa tezinom w (l) =e' i formulom

1¢ (i YE+ gy
@(z):ﬁ;(—l) J(J%e . (2.34)
Prvih nekoliko ¢lanova niza su:
2 (1)=1,
o (1)=2¢" -1,
9, (1)=6e —6e”" +1,
@, (1) =20e™ =30 +12¢™" —1,...

Dobijeni filtar sa slike 2.6 je veoma pogodan za prakti¢nu realizaciju. Na slici 2.7
je prikazana Sema praktiCne realizacije, a na slici 2.8 uradena Stampana ploca filtra.
Konkretan realizovan filtar ima Cetiri sekcije. Na slici 2.9 su prikazani signali snimljeni
na izlazima filtra. Njihov oblik u potpunosti odgovara rezultatima koji se dobijaju iz

matemati¢kih izraza kao 1 simulacionim rezultatima.
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i -
— GND

Slika 2.7 Sema prakticne realizacije Lezandrovog ortogonalnog filtra

P (1) @ (1)

vrenme | sek |

Slika 2.9 Signali snimljeni na LezZandrovom ortogonalnom filtru
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2.6 Kvazi ortogonalni filtri

2.6.1 Projektovanje kvazi ortogonalnih filtara

Razmotrimo funkciju W, (s) datu relacijom (2.20). Za dalji razvoj kvazi

ortogonalnih funkcija povoljnije je koristiti Siftovani oblik funkcije

(5-2)(s=3) [~ (k 1)) 5= (n-4)

Wh(s-1)= : 2.35
L e o i ot e P o (23%)

Ove funkcije se mogu predstaviti i na slede¢i nain
W (s—1)= ! S—2 s=i_ s=(n-k) (2.36)

S(S+1)---(S+k)‘S+k+l...s+k+(i—l) s+n-1
Uopsteni blok dijagram kvazi ortogonalnog filtra reda £, prikazan na slici 2.10, dobija

se direktno na osnovu (2.36).

&(s) h(s) i ) i s—(n—k) |¥(5)
S - - — B — ] S . o

(s+1)(s+2)(s+k) | s+k+l s+k+(i-1) s+n-1

i
Y

Ly | =

Slika 2.10 Blok dijagram kvazi ortogonalnog filtra reda k

Umesto Dirakovog impulsnog signala & (s) mozemo koristiti isti dijagram, ali bez

bloka 1/s ukoliko koristimo Hevisajdov odsko¢ni ulaz koji se moze lako prakti¢no
realizovati. Ova pogodnost je ujedno i glavni razlog prvobitnog Siftovanja funkcije

Wy (s) u (2.36). Za k=1, iz blok dijagrama moZemo dobiti analognu Semu za kvazi

ortogonalni filtar prvog reda [2.22], prilagodenu prakti¢noj realizaciji

oy

Y

Slika 2.11 Analogna Sema kvazi ortogonalnog filtra prvog reda prilagodena prakticnoj

realizaciji
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Signali oznaceni sa ¢, () na slici 2.11 predstavljaju sekvencu eksponencijalnih kvazi

ortogonalnih funkcija na intervalu (0, 1) sa tezinom w(z)=e™". Oni su u stvari inverzne

Laplasove transformacije izlaznih signala iz odgovarajucih sekcija kvazi ortogonalnog

filtra prvog reda

o ()=L"{g!(s)}, i=12,..n (2.37)
gde je @ (s):h(s)ﬁW](s) zai=12,..,n. Clan W, (s) predstavlja funkciju prenosa
7=l
pojedinaéne sekcije filtra.
Na sli¢an nain se mogu generisati kvazi ortogonalni filtri drugog reda (4=2)

pomocu filtra ¢ija je analogna Sema data na slici 2.12.

"?Jﬂfﬁ!;Q‘,,., L SO O L s OO 2k ,V,‘_,,,;ij;';‘l'
C : 050 T

Slika 2.12 Analogna Sema za kvazi ortogonalni filtar drugog reda prilagoden prakticnoj
realizaciji
i=12

2 2 200t

Na slici 2.12 su oznakama ¢’ () obeleZeni signali L {(1)1.2+1 (s)} n.

2.6.2 Prakti¢na realizacija kvazi ortogonalnih filtara

Dobijene analogne Seme filtara prikazane na slikama 2.11 1 2.12 su veoma
jednostavne 1 pogodne za prakticnu realizaciju. U Laboratoriji za modeliranje,
simulaciju 1 upravljanje sistemima je projektovana 1 praktiéno realizovana
eksperimentalna Stampana ploCa za kvazi ortogonalni filtar prvog reda sa pet sekcija.
Kvazi ortogonalni filtar Lezandrovog tipa prikazan na slici 2.11 ima prakticnu
realizaciju kao na slici 2.13. Laboratorijska postavka za testiranje kvazi ortogonalnog

filtra je prikazana na slici 2.14. Postavka se sastoji od Stampane ploce sa realizovanim
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Lezandrovim kvazi ortogonalnim filtrom prvog reda, mikroprocesorske jedinice i

napajanja.

Prva selicija q)ll[ r) Druga :ekcija %1( r) Treéa Rsekcija (le(r) Cetwtflq selceqja %1(3) Peta Zekcija @5‘(3)

Mikroprocesorska
jedinica

Slika 2.14 Laboratorijska postavka za LeZandrov kvazi ortogonalni filtar prvog reda

Vise eksperimenata je izvedeno u cilju verifikacije kvazi ortogonalnosti i
preciznosti realizovanog filtra. Najpre su izvedene simulacije u MATLAB-u na bazi
Seme sa slike 2.11. Nekoliko simuliranih kvazi ortogonalnih signala je prikazano na
slici 2.15. Zatim su eksperimentalno snimljeni kvazi ortogonalni signali sa prakti¢no
realizovanog filtra (slika 2.13) 1 rezultati su prikazani na slici 2.16. U oba slu¢aja je za
ulazni signal uzet odskoc¢ni signal amplitude 2.5V.

Mozemo primetiti visok nivo poklapanja rezultata dobijenih simulacijom i
snimljenih signala sa filtra. Standardna devijacija je ispod 2%. Rezultati potpuno

dokazuju tacnost 1 kvalitet realizovanog kvazi ortogonalnog filtra.
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t (sec)

Slika 2.15 Signali kvazi ortogonalnog filtra prvog reda simulivani u MATLAB-u

2.50

2,00 @ (I _
1. |
1.50 @ I\'):) ....................... e

100 | (1)

o= 0.50 it

f.a  — |

0.50 7

-1.00

1,50 2 (1)

-2.00 i S : —

-2.50

5 6 7 8 g 10
t (3ec)

Slika 2.16 Signali izmereni na prakticno realizovanom kvazi ortogonalnom filtru

2.7 Skoro ortogonalni filtri

2.7.1 Projektovanje skoro ortogonalnih filtara

Razmotrimo slu¢aj Lezandrovih skoro ortogonalnih funkcija. Na sli¢an nacin kao

i ranije u slucaju klasi¢nih ortogonalnih funkcija, mogu se konstruisati 1 skoro

ortogonalni filtri [2.23]. Poinjemo sa relacijom za Siftovane Lezandrove polinome

ortogonalne na (0, 1) u eksplicitnom obliku

P,(x)= ni!jio(—l)”f Uj@xi | (2.38)
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Koris¢enjem rekurentne relacije (2.30), relacije (2.38), smene x=e¢' i primenom
Laplasove transformacije moze se dobiti skoro ortogonalni filtar Lezandrovog tipa
(slika 2.17). Ovaj filtar predstavlja generalizovanu (uopstenu) verziju filtra prikazanog

na slici 2.4.

3(t)

}’Ifl s—1 _
L 1 oy

P
-

[
3| ko

@ [’f\l

o5 ()= o, (1) o (1) o (1) o7 (1) o (1)

Slika 2.17 Skoro ortogonalni filtar LeZandrovog tipa

Funkcije ¢ (s) na slici 2.17 su skoro ortogonalne, pa su njihovi unutradnji proizvodi

g, M*n

2

s (2.39)

m=n

1, = [0 ()l (1) e dt = {
0

2

Realni signali ¢"'(¢) i ¢’ (¢) predstavljaju skoro ortogonalne Lezandrove funkcije.

To je niz skoro ortogonalnih eksponencijalnih funkcija na (O, oo) sa tezinom w(t) =e'.

2.7.2 Prakti¢na realizacija skoro ortogonalnih filtara

Skoro ortogonalni filtar sa slike 2.17 ima prakti¢nu realizaciju datu na slici 2.18 1
realizovan je u Laboratoriji za modeliranje, simulaciju 1 upravljanje sistemima u formi
Stampane ploce sa Sest sekcija filtra. Slike 2.19 1 2.20 prikazuju unutrasnje proizvode
ortogonalnog 1 skoro ortogonalnog Lezandrovog filtra dobijene merenjem realnih
signala sa kojih se direktno vidi znaCenje skoro ortogonalnosti i potvrduje njegova

definicija.
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Prva sekcija Druga sekeyja Treca sekerja Sesta sekcija

Slika 2.18 Prakticna realizacija LeZandrovog skoro ortogonalnog filtra
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Slika 2.19 Unutrasnji proizvodi izlaznih signala ortogonalnog filtra
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Slika 2.20 Unutrasnji proizvodi izlaznih signala skoro ortogonalnog filtra
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3. Primena ortogonalnih funkcija u modeliranju

dinamickih sistema

3.1 Potencijal primene ortogonalnih funkcija u modeliranju

dinamickih sistema i kratak opis poglavlja

Jedna od osnovnih osobina savremenih tehnoloskih sistema je njihova slozenost,
§to podrazumeva relativno veliki broj koordinata stanja 1 parametara, komplikovane
veze izmedu njih, kao i1 velike brzine promena pojedinih veli€ina. U isto vreme se
postavljaju sve strozi zahtevi pri realizaciji ovih dinamic¢kih sistema u pogledu tacnosti
rada, kvaliteta proizvoda, produktivnosti 1 ekonomicnosti. Najvazniji pristup kod
analize slozenih sistema je njithovo modeliranje [3.1]. Pojam modeliranja podrazumeva
formiranje modela kao sistema koji je analogan procesu u pogledu njegovog ponaSanja
[3.2], [3.3]. Po opstijoj definiciji model je predstava objekta, sistema ili ideje u nekoj
formi drugacijoj od samog entiteta. Model koji sadrzi sve bitne karakteristike procesa za
odredenu svrhu, omogucuje da se proucavanje procesa zameni proucavanjem modela
pri ¢emu je eksperimentisanje sa modelom jeftinije, lakSe, brze ili bezopasno. Prema
glavnoj klasifikaciji modeli mogu biti fizicki ili apstraktni pri ¢emu se fizicki dalje
mogu podeliti na fizicke sa istom prirodom 1 razli¢itom prirodom, a apstrakni na
matematic¢ke 1 nematematicke.

Pri proceni dinamickih modela na bazi merenih ulaznih 1 izlaznih signala,
neophodne su odgovarajuée strukture modela. Glavni problem je izbor strukture modela
koja je dovoljno slozena da u sebi sadrzi dovoljno mogu¢ih modela i da je u stanju da
nade najbolju aproksimaciju procesa koji se analizira. Sa druge strane, struktura modela
bi trebalo da bude i dovoljno jednostavna da izbegne velike varijacije 1 slozenost
prakti¢ne izrade. Dekompozicija dinamickih sistema u smislu ortogonalnog razvoja
omogucava aproksimaciju ili modeliranje sistema sa razvojima kona¢ne duzine. Dobro
su poznate dobre osobine ortogonalnih funkcija u teoriji aproksimacija [1.14], [1.18].
To je, pre svega, minimalna srednje kvadratna greska pri aproksimaciji, kao 1
mogucénost predstavljanja drugih funkcija u obliku reda ortogonalnih funkcija.

Fleksibilnim podesavanjem funkcija do zeljenih karakteristika sistema koji se analizira,
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brzina konvergencije ortogonalnih razvoja moze se drasticno povecati. To vodi veoma
kvalitetnim modelima koji su odredeni malim brojem parametara. Te osobine su
omogucile projektovanje ortogonalnih filtara u teoriji signala i njenoj primeni. Na slican
nacin se te dobre osobine mogu iskoristiti kod primena nekih metoda za identifikaciju i
modeliranje dinamickih sistema [3.4], [3.5]. U prakti¢noj primeni, sistemi ortogonalnih
funkcija mogu se primenjivati, kako kod pasivne identifikacije, tako i1 kod aktivne
identifikacije procesa [3.6], [3.7]. U prvom slu¢aju se vrsi aproksimacija odziva procesa
nekom klasom ortogonalnih funkcija, a zatim se vrsi odredivanje funkcija prenosa. U
drugom slucaju se ortogonalne funkcije koriste za sintezu podesavaju¢ih modela koji se
koriste pri aktivnoj identifikaciji. Sinteza modela se vrsi sli¢no sintezi ortogonalnih
filtara u teoriji signala [3.8], [3.9].

U ovom poglavlju ¢e biti pokazano kako se ortogonalni filtri bazirani na
ortogonalnim racionalnim funkcijama, Cije je projektovanje 1 prakticna realizacija
opisana u prethodnom poglavlju, mogu iskoristiti za modeliranje dinamickih sistema.
Najpre ¢e biti objasnjeno kako se dobijaju podeSavajuci filtri Cijom se promenom
parametara moze opisati dinamicko ponaSanje razli¢itih sistema. Upravo zbog toga sto
se u procesu modeliranja kreira model sistema od podesavajuceg filtra, u ovoj disertaciji
se koristi §ir1 pojam — modeliranje, umesto uzeg — identifikacija, iako se u sustini model
dobija eksperimentalno, kori§¢enjem razliCitih odziva sistema. Takode treba naglasiti da
ovakvi modeli spadaju u fizicke modele sa razli¢itom prirodom jer se raznorodni
tehniCki sistemi predstavljaju elektricnim kolima (filtrima). Sa druge strane, posle
dobijanja konkretne realizacije filtra za zadati sistem, lako se dobija i matematicki
model preko diferencijalnih jednacina ili funkcije prenosa. Usled realizacije filtara u
analognoj tehnici i ortogonalnosti signala koje oni generiSu, metode modeliranja
prikazane u ovom poglavlju daju moguénost brzeg, tacnijeg 1 jednostavnijeg
modeliranja uz koriS¢enje manje komponenata i parametara u odnosu na sline filtarske

modele.
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3.2 Modeliranje dinamickih sistema primenom

ortogonalnih filtara

U cilju modeliranja kontinualnih sistema moze se iskoristiti sledeci

aproksimacioni izraz
Vi (z)zici/li(z). (3.1

Podesavaju¢i model prikazan na slici 3.1 se formira na osnovu relacije (3.1) 1 filtra sa

slike 2.4. Moze se koristiti za modeliranje proizvoljnih kontinualnih sistema [3.10],
[3.11]. Pojedinacni modeli se dobijaju podeSavanjem parametara c¢,. Prilikom

modeliranja konkretnog, nepoznatog sistema, ovi parametri se podeSavaju tako da

model sa slike 3.1 odgovara §to je moguce vise nepoznatom sistemu [3.12], [3.13].

0 I VO R VAT ROl RN VIC R IR AT
g s+ o8, > s+s, | | ) s+s, [ ] ™ s+s, >
;to ([) ;LI (f) /1: (f) /11'—1 (f) ;’x (f) ﬁ'n 1(’) ;tn (l‘)

h 4 A 4 h 4 A4 Y y

Slika 3.1 Podesavajuci ortogonalni model Minc-LeZandrovog tipa

Proces modeliranja pocinje tako §to se isti ulazni signal dovede i na nepoznati
sistem (¢ij1 se model trazi) 1 na podeSavaju¢i model sa slike. Sledeci korak je formiranje

razlike izlaznih signala sistema 1 modela, kao 1 formiranje srednje kvadratne greske
1% 2
J:_j(ys_yM) dr, (3.2)
s
gde yg (1) i y,, (¢) predstavljaju izlaze sistema i modela, respektivno.
Parametri ¢; se potom podeSavaju sve dok se ne postigne minimizacija funkcije

(3.2), tj. dok se ne dobije najbolji model nepoznatog sistema u smislu srednje kvadratne

gresSke [3.14]. Optimalno podeSavanje parametara se postize nekom od tehnika
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optimizacije, na primer primenom genetickih algoritama. Kao §to je poznato, geneticki
algoritmi predstavljaju optimizacionu tehniku koja se bazira na imitiranju procesa
evolucije iz prirode [3.15], [3.16]. Pokazali su odli¢ne performanse kao optimizatori u
mnogim prakti¢nim primenama [3.17], [3.18].

Blok dijagram koji ilustruje proces modeliranja, prikazan je na slici 3.2.

Ys(t)

Nepoznati sistem

N
J

/ CJ

Podesavaju¢imodel

bazirdn na
t
ortogorialnom filtru ylt)

u(?)

Geneticki algoritam

Slika 3.2 Blok dijagram toka modeliranja

3.3 Modeliranje hidraulickog sistema

3.3.1 Opis sistema

Razmatra se hidrauli¢ki sistem proizvodaca “Inteco” [3.19] prikazan na slici 3.3.

Slika 3.3 Hidraulicki sistem
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Sistem sa slike se sastoji od tri odvojena ali medusobno povezana rezervoara
opremljena odvodnim ventilima. Poseban rezervoar, montiran na dnu, funkcioni$e kao
skladiste te¢nosti za sistem. Jedan rezervoar je sa konstantnim poprecnim presekom, a
ostali su sa promenljivim (koni¢ni i sfericni). To su ujedno i1 glavne nelinearnosti
sistema. Pumpa promenljive brzine se koristi za punjenje gornjeg rezervoara. Tecnost
zatim teCe redom kroz rezervoare usled delovanja gravitacije. Ventili se pritom ponasaju
kao hidraulicke otpornosti. Stepen otvorenosti ventila se reguliSe 1 moze se iskoristiti za
promenu karakteristika protoka. Svaki rezervoar je opremljen senzorom nivoa koji
funkcioniSe na principu merenja hidrauli¢nog pritiska.

Multitank sistem se moZe povezati sa problemima regulacije nivoa tecnosti koji se
Cesto javljaju u industrijskim rezervoarima za skladistenje (CeliCane, farmaceutska
industrija, hemijska industrija). Sam sistem je projektovan tako da funkcioniSe sa
spoljnim, digitalnim regulatorom povezanim sa rafunarom. Upravljaki racunar
komunicira sa senzorima nivoa, ventilima i pumpom preko odvojene ulazno-izlazne
table 1 interfejsom za napajanje. Ulazno-izlazna jedinica se kontroliSe pomocu softvera
u realnom vremenu koji radi u okruzenju MATLAB/Simulink-a.

Hidrauli¢ki sistem sa slike 3.3 moze se opisati dobro poznatim jednaCinama

materijalnog balansa

dH, 1 1 y
= q- CH",
d  B(H) B(H)
dH, 1 1
= CH*———C H®, 33
df lgz(Hz) 141 lgz(Hz) 2442 ( )
dH, 1 ; 1 y
= CH» ———CH>,
df 183(H3) 2442 ,83(H3) 3443

gde je g kojiCina teCnosti koja ulazi u gornji rezervoar, H; je nivo te€nosti u i-tom
rezervoaru (i=1, 2, 3), C; je otpornost izlaznog otvora i-tog rezervoara, «; je koeficijent
protoka i-tog rezervoara (koeficijent otvorenosti ventila), f, (H 1) je poprecni presek i-
tog rezervoara na visini tecnosti A, Vrednosti za popre¢ne preseke pojedinacnih

rezervoara su sledece: [ (H 1.) =aw je konstantni poprecni presek gornjeg rezervoara,

B, (H,)=cw+—2-bw  je  promenljivi  presek  srednjeg  rezervoara,

2max

B, (HS):W\/RZ—(R—H3)2 je promenljivi popre¢ni presek donjeg rezervoara. U
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konkretnom sluCaju datog sistema, vrednosti parametara su: a=0.25m, 5=0.345m,
¢=0.1m, w=0.035m, R=0.364m, H1mu—Hrmex—H3ma=0.35m.
Ukoliko desne strane jednacina (3.3) napiSemo u obliku F(x,q)=[F1, I3, I3], dobijamo

1 1
F(q.H )= q- CH™,
gy e
1 1
F(H H)=—CHY"———CH®> 34
2( 1> 2) ﬂz(Hz) 171 ﬂz(Hz) 2552 > ( )
1 o 1 o
F3(H27H3): ’ C3H33:

- CH»»_
B(H) =7 B(H,)

Za model sistema (3.3) 1 za fiksirano g=qo, mozemo definisati ravnotezno stanje
(koordinate stanja u ustaljenom stanju) pomocu relacije q, =C H} =C,H;} =C,H; .

Linearizovani model se moze dobiti pomocu Tejorovog’' razvoja (3.3) u okolini
. dh . . .
pretpostavljene ravnotezne tacke E: Jyh+Ju, gde je h=H-H, modifikovani vektor

stanja (rastojanje od ravnoteznog stanja), u=qg-qo je devijacija upravljanja uzimajuci u

obzir qo, dok J, 1.J; predstavljaju Jakobijan matrice sistema (3.4)

_8F(H,q)} {aF(H,q)}
J, = ——= S, = ———=
L aH H=H,.q=q, aq H=H,.q9=q,
_Clal 0
(HIO )H%1 :Bl (HIO)
g, = 1511“1 ;52“2 0 (3.5)
(HIO) :Bz(Hzo) (Hzo) :Bz(Hzo)
C2a2 C3a3
(Hzo )H%2 183 (H30 ) (H30 )170‘3 183 (H30 )_
S
ﬂl (HIO)
J, = 0
0

Linearizovani model (3.5) moze se koristiti za analizu stabilnosti kao 1
projektovanje upravljanja sistema delovanjem pumpe. Posle matematickih operacija u
kompleksnom domenu, ukoliko se za izlaz sistema izabere H;, pri ¢emu je ulaz dotok

vode u prvi rezervoar (J;, dobija se funkcija prenosa slede¢eg oblika

°' B. Taylor (1685-1731), engleski matematidar
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H(s) as*+as+a
W(s)=—75=52—5"—"" 3.6
(5) O(s) s +b,s’+bs+b,’ 3.6)

gde je
a - 1 _ C,a, N C,a,
Bi(Ho) ' Hy™B(Hy)f(Ho) Hy™B(Hy) B (Hy)
a, = Cya, ] Cyay
Hy™ By (Hyy) B (Hyo) Hs,™Bs (Hyo) B (Hyg )
b, = kaClal + chzaz kaCSaS > (.7
HlO lﬂl(Hlo) Hzo 2ﬂz(Hzo) H3o 3ﬂ3(H30)
by =— 1751(?3051053 t 170(;2(?30[20[3 +
HlO 1H3o 3ﬂ1 (Hlo)ﬂ3(H3o) Hzo 2H3o 3ﬂz(Hzo)ﬂ3 (H30)
CCoa, C\C,Coa,a,

+ ’b = -0 —a - :
Hll(;%H;g%ﬂl (Hlo)ﬂz (HZO) ’ Hllo 1H;0 21—1310 3ﬂ1 (HIO)ﬂZ(HZO)ﬂS (HSO)

3.3.2 Opis eksperimenta

Na pocetku modeliranja pretpostavimo da su sistem 1 celokupna dosadasnja
njegova analiza potpuno nepoznati (crna kutija). Jedini poznati podatak o sistemu je
izmereni izlaz (nivo vode H;) za zadati ulazni odskoc¢ni signal (zapreminski protok vode

O1), prikazan na slici 3.4.

%2 ! j ! ! ! ! ! !

b

S
!

i

—
(¥ ]
T

i

—
=
T

nivo teénosti H1 (cm)

L)
T
1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Slika 3.4 Odskocni odziv sistema
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U cilju dobijanja parametara modela datog sistema, primenjen je metod opisan u
prethodnom poglavlju 3.2. Isti ulazni signal je primenjen i na nepoznati sistem i na
podesavaju¢i model (slika 3.1). Izabrani podeSavajuc¢i model ima strukturu prikazanu na
slici 2.4 sa tri sekcije 1 Cetiri podeSavajuca parametra co, ¢1, ¢z 1 ¢3. Za odabrani model
postoje jos tri parametra ¢ije optimalne vrednosti treba naci — polovi sy, 53 1 53. Slede¢i
korak je formiranje razlike izmerenih izlaza sistema i modela, kao i izraunavanje
srednje kvadratne greske date sa (3.2). Optimalne vrednosti parametara najboljeg
modela nepoznatog sistema se odreduju koris¢enjem genetickog algoritma.

Geneticki algoritam koji je iskoriS¢en u eksperimentu ima sledeCe parametre:
pocetnu populaciju od 300 jedinki, broj generacija 200, stohasticku uniformnu selekciju,
reprodukciju uz 12 elitnih jedinki 1 Gausovu mutaciju sa skupljanjem. Hromozom ima
strukturu koja se sastoji od 7 parametara kodiranih realnim brojevima: ¢y, ¢i1, ¢3, ¢3, 1,
sy 1 83. Cilj eksperimenta je bio da se postigne §to manja srednje kvadratna greska za
odabrani ulaz, tj. da se dobije najbolji moguci model sistema u smislu srednje kvadratne
greSke. Zbog toga je relacija (3.2) iskoriS¢ena kao fitnes funkcija geneti¢kog algoritma.
Ukupno vreme eksperimenta je 50 sekundi.

Nakon eksperiments dobijene su sledeCe vrednosti parametara modela sistema:
co=10'6, c1=10.6589, ,=-13.8432, ¢3=3.2343, 5,=0.8234, 5,=1.4275 1 s3=2.8718.
Vrednost parametra ¢, je bliska nuli Sto zna¢i da nema direktnog preslikavanja ulaza na
izlaz. Stoga se taj parametar moze izbaciti iz modela. Pomocu dobijenih rezultata, Seme
sa slike 3.1 1 relacije (3.1), moze se odrediti linearizovani model nepoznatog sistema u

obliku funkcije prenosa

W, (5) = 0.0501s> +10.1257s + 80.2318 G.8)
Ml s> +5.1227s% +7.63955 +3.3755 '

Odgovarajuc¢i dobijenti filtar-model je prikazan na slici 3.5

\
ikl
1 —-0.8234 —-1.4275
— o 2 - Z _At@/ — +

s+0.8234 s+1.4275 s+2.8718

Vi l£)
138433 oy |f—
/
/
10,6589 -

Slika 3.5 Ortogonalni model sistema
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3.3.3 Analiza rezultata

U cilju verifikacije dobijenog modela 1 ilustrovanja podudarnosti nepoznatog
sistema 1 njegovog dobijenog modela, uraden je novi niz eksperimenata. Rezultati
eksperimenta (nivoi vode) za primenjeni odskocni ulaz su prikazani na slici 3.6. Moze
se uociti visok stepen podudarnosti nepoznatog hidrauli¢kog sistema 1 njegovog modela
baziranog na ortogonalnim funkcijama. Odzivi sistema se prakticno preklapaju §to se
najbolje primecuje na uvecanom detalju grafika.

Radi poredenja, na slici 3.6 su takode prikazani i1 rezultati dobijeni metodom
povrsina za identifikaciju parametara modela sistema [2.8]. Ovaj metod predstavlja
opsti grafoanaliticki metod za odredivanje koeficijenata diferencijalne jednacine, tj.
funkcije prenosa na osnovu eksperimentalno snimljenog odsko¢nog odziva.

Matematicki model sistema se pretpostavlja u obliku funkcije prenosa

25 T T T T T T T T
odziv sisterna
———odziv ortogonalnog modela
0- odziv drugog modela ]
g
= 15 -
— I 7.6 7.8 8 7
s :
g :
=)
=1
1=
2 L0 oo e e -
=1
B
=
5 - —
o ‘ i i i ‘ i i i i
0 5 10 15 20 25 30 33 40 45 50

vreme (s)

Slika 3.6 Odzivi originalnog sistema i njegovih modela

b, s"+b, s" 4+ b5+

(3.9)

W (s)

gde se koeficijenti a; 1 b; mogu odrediti iz sledeceg skupa jednacina

Cas"+a, s +tas+a,
as"+a, s as+a,
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(3.10)
qu+Q+2@FW
e
gde je
I =I(1—y1)d,
F, = [(1-3)(1-6)do, 6="
0 . A (3.11)

rrfn)| G L

Primenjuju¢i ova] metod identifikacije 1 Laplasovu transformaciju dobija se funkcija

prenosa nepoznatog sistema

W (s)

Odziv modela sa ovom funkcijom prenosa je takode prikazan na grafiku 3.6

0.00062s” +0.12621s +1

= . 3.12
0.01246s> + 0.06384s> + 0.09522s + 0.04207 (3.12)

taCkastom linijom. Usled multipliciranja greSke tokom uzastopnih integraljenja,
rezultati ostvareni ovom metodom su loSiji od prethodnih. Srednje kvadratna greska
(3.2) za ovaj model je J=0.48239, u odnosu na J=0.03672 za model baziran na

ortogonalnom filtru.

3.4 Modeliranje dinamickih sistema primenom

kvazi ortogonalnih filtara

Primetimo da svi klasi¢ni ortogonalni filtri imaju funkcije prenosa kod kojih je red
polinoma u imeniocu za jedan manji od reda polinoma u brojiocu. U praksi se Cesto
javlja potreba za formiranjem funkcija prenosa opstijeg oblika, tj. sa razlikom polinoma
ve¢om od jedan. To se moze postici kori§¢enjem kvazi ortogonalnih polinoma.

Sekvenca kvazi ortogonalnih funkcija definisana na nacin kao u relaciji (2.19) je
pogodna za direktno projektovanje kvazi ortogonalnog generatora signala i
podesavajuceg modela. Na primer, kvazi ortogonalni podesavaju¢i model Lezandrovog

tipa prvog reda (k=1) je prikazan na slici 3.7
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H(I) 1 A . § g E—y,
[S+a1)[s+a2) s+ s+a; s+a

alt) alt) ol (t) ol (t)

Slika 3.7 Podesavajuci generator Lezandrovih kvazi ortogonalnih signala prvog reda

Signali na slici oznaleni sa ¢/ (f) (=1,2,...,n-1) predstavljaju sekvencu
eksponencijalnih kvazi ortogonalnih funkcija na intervalu (0, 1) sa tezinom w(l) =e'.

Oni predstavljaju inverzne Laplasove transformacije izlaznih signala iz odgovaraju¢ih

sekcija kvazi ortogonalnog filtra prvog reda

o ()=L"{g!(s)}, i=L..,n-1, (3.13)
gde je ¢ (S)ZU(S)IL[VV; (s) za (=1, 2, ..., n-1). Clan W (s) predstavlja funkciju
j=1

prenosa jedne Celije (sekcije) generatora signala (filtra).

U cilju dobijanja modela sistema, ponovo se koristi poznata aproksimacija
n-1
yu ()= ol (1). (3.14)
i=1

Podesavaju¢i model na slici 3.7 je konstruisan na osnovu aproksimacije (3.14) 1 funkcije
prenosa filtra (2.19). PodeSavaju¢i model moze se upotrebiti za modeliranje
proizvoljnog dinami¢kog sistema. Pojedinacni modeli se dobijaju pomocu
podesavajucih parametara c¢; (i=1,2,...,n-1) i polova ¢eljja filtra a; (i=1,2,...,n). Tokom
modeliranja konkretnog nepoznatog sistema, ovi parametri se podeSavaju tako da model
na slici 3.7 odgovara nepoznatom sistemu §to je viSe moguce. Modeliranje 1 u ovom
slu¢aju podrazumeva primenu istog ulaznog signala 1 na nepoznati sistem (Ciji se model
trazi) 1 na model sa slike 3.7. Zatim se trazi razlika izlaza sistema i modela, 1 formira sa
srednje kvadratna greska koja u ovom slu¢aju moze da bude i nesto drugacija od (3.2) u

smislu veCeg vrednovanja greske u ustaljenom stanju od prelaznog dela odziva

T

1
J:7Il(ys—yM)2dt, (3.15)

0
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gde su yg (l) 1y, (l) izlazni signali iz sistema 1 modela.

Parametri podeSavaju¢eg modela se menjaju (podeSavaju) sve dok se ne postigne
minimum funkcije greske (3.15), tj. sve dok se ne postigne najbolji model nepoznatog
sistema u smislu srednje kvadratne greske. Optimalno podeSavanje parametara se moze
posti¢i genetiCkim algoritmom. Kompletan blok dijagram koji ilustruje tok modeliranja
je ponovo opisan slikom 3.2 samo Sto sada imamo podeSavaju¢i kvazi ortogonalan

model umesto ortogonalnog.

3.5 Modeliranje kaskadno povezanog

transportnog sistema

3.5.1 Opis sistema

Razmotrimo sistem koji se sastoji od kaskadno povezanih transportera za hladenje

gumenih traka, prikazan §ematski na slici 3.8 i1 u fabrici na slici 3.9.

: 4 3
¢ e WERKEIE & 2y 520 (}

Slika 3.8 Kaskadni sistem za transport gumene trake (1-ekstruder, 2-gumena traka,

4 5

3-vaga, 4-transporteri, 5-prelazi)

Slika 3.9 Sistem za hladenje gume u fabrici “Tigar-Michelline”, Srbija
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Gumena traka dolazi iz ekstrudera (oznaka 1 na slici 3.8), prolazi vagu (oznaka 3)
i ide u sistem za hladenje. Neophodno je gumenu traku ohladiti do sobne temperature.
Dok guma prolazi kroz sistem za hladenje ona se skuplja i to sa nekim koeficijentom
kontrakcije u<1. Usled kontrakcije imamo razliCite brzine gumene trake na krajevima,
§to izaziva proklizavanje gume u odnosu na transporter. Brzine pojedinacnih
transportera se podeSavaju lokalnim regulatorima koji odreduju brzinu sledeceg
transportera u odnosu na duzinu gume izmedu dva uzastopna transportera.

Promena duzine gumene trake izmedu dva transportera moze se opisati slede¢im

jednacinama
dl,
ey, 1. 112
1
Vg(,?zl =V Vg(,li) - ;Vz ’
dl,
df =V T I/z °
1 1
AL ==V  ——V |, (3.16)
S H,

gde je: /; - duzina gumene trake izmedu i-tog i (i+1)-og transportera, Vg(jfl - brzina

gume na kraju (i-1)-og transportera, Vg(}i) - brzina gume na pocetku i-tog transportera, 7 -
broj transportera, A/, - promena duzine gumene trake izmedu dva uzastopna
transportera, V, - brzina i-tog transportera, g, - koeficijent kontrakcije gume za i-ti
transporter.

Slika 3.10 prikazuje prelaz izmedu dva transportera. Da bi regulisali brzine
transportera, neophodno je meriti duzine gume izmedu transportera (All.) . Ova merenja
se izvode specijalnim senzorima (potenciometri P na slici 3.10). Vrednost ugla
potenciometra /5, zadovoljava relaciju g =®(Al), gde @ predstavlja nelinearnu
zavisnost. Vrednost [, se krece izmedu 0 1 90 stepeni. Napon na potenciometru je u
tom slucaju dat sa u, = K 3, gde K, predstavlja koeficijent potenciometra [V/rad].

Napon potenciometra se potom pojacava i kona¢no se brzine motora koji pogone
transportere reguliSu pomocu tiristorskih regulatora. Dinamika i-tog transportera sa

regulatorom i motorom moze se opisati jednacinom
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avy} av,
11, S (1) SV, =, (.17

gde su 77 1 7; mehanicka i elektricna vremenska konstanta elektromehanickog pogona,

respektivno.

—r

S transporter i

S—mmr (i+1) . _'

Slika 3.10 Prelaz gume izmedu dva transportera

Prema (3.17), funkcija prenosa i-tog transportera ima oblik

G.(s)zVi(s) = ! :
: u(s) TLs*+ (1 +T1,)s+1

(3.18)

Iz jednacina koje opisuju sistem (3.16), (3.17) 1 (3.18) moze se izvesti blok dijagram

pojedina¢nog transportera prikazan na slici 3.11

V. Al i 1
..... ! +f\j - l - (I) /I . (}I 1 s F i+l .
signal iz _ s prema
(i-1)-og (i+1)-om
transportera 1 transporteru

Slika 3.11 Blok dijagram pojedinacnog transportera u kaskadno povezanom sistemu
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3.5.2 Analiza sistema i njegova prakti¢na realizacija

Integraljenje brzine izmedu transportera moze izazvati staticku greSku kada se

parametar 4 menja (npr. pri promeni kvaliteta gume ili temperature okoline). Na slici
3.10 srednja pozicija senzora (pozicija 2) odgovara normalnom radu. Ako se ¢ poveca,
senzor se pomera u poziciju 1 i javlja se staticka greSka —Al (guma se rasteze). Ako se
4 smanji, senzor se pomera u poziciju 3 1 javlja se staticka greSka +A/ (guma se

sakuplja). Kompenzacioni potenciometri (K, na slici 3.11) se uvode u cilju
kompenzacije staticke greske tako da se njithovim podeSavanjem sistem vrac¢a u
normalno funkcionisanje (pozicija 2 na slici 3.10).

Na stabilnost 1 dinamiku opisanog transportnog sistema, izmedu ostalih, uticu i
sledece osobine:
— Guma se nagomilava na mestima prelaza (tacke 5 na slici 3.8) zbog integracije

razlike u brzinama;

— Na prelazima kaskada, izmedu transportera, javljaju se nelinearne zavisnosti;

— Koeficijent kontrakcije x ima delimi¢no stohasti¢ki karakter zato Sto zavisi od

kvaliteta gume i temperature okoline.
Usled kaskadne strukture i prisutnih nelinearnosti, sistem je sklon oscilovanju [3.20], a
pod izvesnim uslovima u njemu se moze javiti i deterministicki haos [3.21]. Zbog svega

toga, ovaj sistem je veoma kompleksan i tezak za modeliranje [3.22].

Slika 3.12 Laboratorijska postavka — kaskadno povezani sistem sa Cetiri transportera
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Eksperimentalni kaskadno povezani sistem sa Cetiri transportera je prakti¢no
realizovan u Laboratoriji za modeliranje, simulaciju 1 upravljanje sistemima na
Elektronskom fakultetu u NiSu. Prakti¢no realizovan sistem (slika 3.12) moze da imitira

stvarni, fabricki, u svim pomenutim aspektima.

3.5.3 Opis eksperimenta

Cilj eksperimenata je bio dobijanje modela i funkcije prenosa prikazanog
laboratorijskog sistema pomocu razvijenih kvazi ortogonalnih funkcija. Pri tom se
smatra da je sistem crna kutija 1 zanemarujemo celokupno predznanje o njemu. Jedini
poznati podaci o sistemu su izmereni izlazi (brzine pojedinacnih transportera) za zadati
odsko¢ni ulaz (slika 3.13).

Za modeliranje je odabran podeSavaju¢i model sa Cetiri kvazi ortogonalna filtra
(po jedan za svaki transporter) prvog reda (k=1) sa po dve sekcije (n=3), prikazan na
slici 3.14. Svaki filtar ima pet podeSavajuc¢ih parametara (a;, az, as, c1, 1 ¢; na slici 3.5).
Isti jedini¢ni odskoc¢ni ulazni signal se dovodi 1 na nepoznati sistem i1 na podesavajuci
model (kao na slici 3.2). Zatim se kao 1 u ranijim slu¢ajevima modeliranja formira
razlika izlaznih signala, izraunava srednje kvadratna greska i genetiCkim algoritmom
nalaze optimalni parametri podeSavaju¢eg modela koji tu gresku minimizuju. Vreme

eksperimenta je 30 sekundi.

brzina prvog transportera
— — brzina drugog transportera |~
------- brzina treceg transportera

— -~ brzina cetvrtog fransportera

brzina (m/s)

vreme (8)

Slika 3.13 Odskocni odziv laboratorijskog eksperimentalnog

kaskadno povezanog sistema
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Prvi lovazi ortogonalni filtar Cetvrti kvazi ortogonalni filtar

u(z) 1

- - — 1 5=
— i % = ) — - — - S—dy
(s+a)(s+ay) s+ay < . [s+ay)ls+ay) 5+a,
n -
A
{
&

tn

Slika 3.14 Kvazi ortogonalni model kaskadno povezanog sistema

Dobijeni rezultati za optimalne vrednosti parametara podeSavaju¢eg modela su

prikazani u tabeli 3.1.

Tabela 3.1 Dobijeni parametri kvazi ortogonalnog modela za sva Cetiri transportera

Transporter 1 Transporter 2 Transporter 3 Transporter 4
a; 1.5687 1.5889 1.5845 1.6226
a, 0.4371 0.4143 0.4209 0.3767
as 0.0531 0.0543 0.0534 0.0579
€ 0.2121 0.1924 0.1733 0.1533
¢z -0.0156 -0.0154 -0.0161 -0.0158

Koriste¢i ove parametre dobijamo odgovaraju¢e funkcije prenosa kvazi ortogonalnih
filtara koji predstavljaju modele pojedina¢nih transportera

TF (s) _ 0.1965s+0.0357
: s’ +2.05865” +0.79225+0.0364

TF (s) _ 0.1768s+0.0355
? s* +2.0585s" +0.7691s +0.0359°

TF (s) _ 0.1571s+0.0352
’ s° +2.0589s° +0.7741s +0.0356

TF (s) _ 0.1375s5+0.0346
! s +2.0573s> +0.7271s+0.0354

2

Celokupna funkcija prenosa za kompletan kaskadno povezani sistem moze se dobiti kao

4

redna veza pojedinanih transportera TF(s)=]]7F(s). Odskoeni (step) odziv

i=1
dobijenog modela je gotovo identiCan realnom sistemu sa standardnom devijacijom
manjom od 1.5%. Rezultati pokazuju visok nivo tacnosti, brzine, jednostavnosti i

kvaliteta predlozene metode modeliranja.
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3.6 Modeliranje dinamickih sistema primenom skoro

ortogonalnih filtara

Komponente koje se koriste pri izradi realnih sistema nisu savrSene i1 njihovi
parametri mogu varirati u okviru dozvoljenog opsega. Razlozi za to mogu biti razli¢iti:
nesavrSena proizvodnja, uslovi eksploatacije sistema (temperatura okoline, pritisak,
vlaga, elektromagnetna polja, promene napona...). Shodno tome, svaki realan sistem je
na neki nacin nesavrSen [3.23], [3.24]. U poslednje vreme se takvi, sistemi sa
nesavrSenostima ili nesavrSeni sistemi, sve intenzivnije proucavaju [3.25]. Trebalo bi,
takode, napomenuti da, sa druge strane, digitalne sisteme u tom smislu mozemo smatrati
savrSenim jer nesavrSenost njihovih komponenata ne utiCe na tanost sistema kao
celine. Jedan od najvecih problema koji se javlja pri proucavanju takvih nesavrSenih
(eng. imperfect) sistema je dobijanje njihovih modela. Skoro ortogonalni filtri kao neki
vid nesavrSenih filtara predstavljaju najbolje sredstvo za modeliranje i1 analizu
nesavrsenih sistema.

Filtar prikazan na slici 2.13 generiSe skoro ortogonalne funkcije koje se mogu

upotrebiti u modeliranju dinamickih sistema koris¢enjem aproksimacije
v ()= Yo (1). (3.19)
i=0

Prilikom modeliranja idealizovanog (savrSenog) sistema, model se dobija kao funkcija
prenosa sa potpuno odredenim koeficijentima. U slu€aju modeliranja nesavrSenih
sistema, model se dobija kao funkcija prenosa Ciji su koeficijenti takode nesavrSeni
(neprecizni), tj. zavise od ¢ (¢ predstavlja meru skoro ortogonalnosti). Dakle, za
modeliranje nesavrSenih sistema moze se iskoristiti skoro ortogonalni filtar kao na slici
3.15 pri ¢emu je sam postupak modeliranja isti kao i u prethodnim poglavljima.
Parametri £; se izraCunavaju prema (1.30), a parametri ¢; mogu da se podeSavaju.

Model nesavr§enog sistema moze se dobiti na dva nacina [3.26]. Prvi nacin je da se
iskoristi (3.19) 1 dirktno primeni geneticki algoritam na podeSavanje parametara c; u cilju
minimizacije optimizacione funkcije, tj. srednje kvadratne greSke. Posle dobijanja

optimalnih parametara moze se primeniti Laplasova transformacija na izlazni signal.

Model nesavrSenog sistema se tada moze direktno naci kao odnos izlaza ¥ (s) i ulaza

X (s) Drugi nacin je da se pretpostavi oblik funkcija prenosa, a da se zatim podese
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parametri funkcije da bi se minimizovala kriterijumska funkcija. U slu¢aju nesavr§enih

sistema, ovi koeficijenti e biti zavisni od €.

()

—

| p—

W[ o1 |96 [ op |20 @[ oo el e[ o, e
e — > S -—--

s s+1 s+2 §+i S+

Y
Y
v

Slika 3.15 Podesavajuci model nesavrSenog sistema baziran na

skoro ortogonalnom filtru

3.7 Modeliranje jednosmernog servo motora

3.7.1 Opis sistema

Kao primer modeliranja nesavr§enog sistema razmatra se modularni servo pogon,
prikazan na slici 3.16. Modularni servo sistem [3.27] proizvodaca “Inteco” se sastoji od
digitalnog servomehanizma 1 otvorenog softverskog okruzenja za izvodenje
eksperimenata u realnom vremenu. Servo sistem podrzava projektovanje i
implementaciju naprednih upravljackih algoritama u realnom vremenu pomocu
MATLAB i1 Simulink okruzenja. Sistem koristi standardnu PC hardversku platformu i
Windows operativne sisteme.

Servo sistem sa slike se sastoji od nekoliko modula montiranih na metalnu Sinu i
povezanih malim spojnicama. Moduli se nizu u lanac koji zapocinje jednosmernim
(DC) motorom sa tahogeneratorom. Lanac zatvaraju prenosni element i izlazni disk.

Izmedu se mogu montirati inercioni element, zazorski element, magnetna kocnica i
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enkoder. Rotacioni ugao osovine DC motora se meri pomocu inkrementalnog enkodera.
Tahogenerator se povezuje direktno na DC motor 1 generiSe napon proporcionalan
ugaonoj brzini. Servomehanizam je povezan na raunar na kome je realizovan
upravljacki algoritam. Sistem senzora se bazira na RTDAC/USB akvizicionoj tabli sa
A/D konvertorima. Ulazno-izlazna tabla je povezana sa jedinicom za napajanje. Svim
funkcijama sistema se pristupa iz Modular Servo Toolbox-a, koji radi direktno u
MATLAB/Simulink okruzenju. Modularni servo motor sadrzi neke nelinearne staticke
karakteristike tipa histerezisa 1 zasi¢enja koje se mogu javiti u operacionim
pojacavacima i aktuatorima. Do njih takode moze do¢i usled kona¢ne duzine reci u A/D
i D/A konvertorima. U realnim uslovima eksploatacije, rad modularnog servo pogona
zavisi od razli¢itih faktora: vlaznosti vazduha, temperature, magnetnog polja okolnih

uredaja, suvog kinetickog trenja.

Slika 3.16 Modularni servo sistem u laboratorijskoj postavci

3.7.2 Opis eksperimenta

Pretpostavimo da je sistem potpuno nepoznat. Cilj je kao i u prethodnim
primerima nalaZenje njegovog modela i1 funkcije prenosa. Jedini poznati podatak o
sistemu je ponovo mereni izlazni signal (ugaona brzina), koji se dobija kao odziv na

ulazni odsko¢ni signal i koji je prikazan na slici 3.17. Ako definiSemo, a priori,
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maksimalnu devijaciju (¢) parametara naSeg modela u odnosu na idealan model servo
sistema datog u formi diferencijalnih jednacina, tada se nas model nesavr§enog sistema

moze dobiti kao generalizovani idealni model sa parametrima zavisnim od €.

I
160 T S — AR S A— — ,,«J

7Y SR SR R RS S SN S S S

A S SN S S S S -
100

e

brzina (rad/s)

] S E il S
S S S S

20 S ——

1
4 5 6 7 8 9 10
vreme (8)

Slika 3.17 Odskocni odziv servo motora

Da bismo dobili model zadatog sistema, primeni¢emo poznatu proceduru. U ovom
konkretnom slu¢aju biramo model modularnog servo sistema sa tri ¢elije podesavajuceg
filtra sa slike 3.15. Takav model ima Cetiri podeSavajuca parametra ¢y, c1, ¢2 1 ¢3 Cije
optimalne vrednosti direktno zavise od ¢. Koris¢enjem relacija (1.22), (2.31) 1 (3.19)

dobija se funkcija prenosa nepoznatog sistema (servo motora)

a,(g)s* +a,(g)s’ +a,(g)s+a,(¢)

W' (s)= (3.20)

2

S +657+11s+6

gde je

a, (8) = 6(00 (a‘)—c1 (8) +c, (8)— ¢, (8)) +6¢ (c1 (8) —1le¢, (8)+169C3 (8)) +

+72¢%c, (£)+259206°c, (&) —12960s"¢, (&),
a (8) =1lc, (8) +¢ (8) =Tc, (8) +11c, (8) +& (1 I, (8) +23c¢, (8) —1237¢, (8)) -

~12" (¢, (£)-1364c, (£)) -302408°c, (£) +15120&°c, (¢),
a,(g)=6¢c,(&)+4c (g)—6¢c,(g)+6¢ (c1 (&) +9¢,(&)+9¢, (8)) —48¢? (02 (8)+c, (8)),

a, (8) =c, (8) +¢ (8) +c, (8) +c, (8) +& (13(:2 (8) +193c, (8)) -
~12%(c, ()~ 196¢, (£)) +4320€’c, () - 2160¢ ¢, (¢).

Funkcija prenosa direktno zavisi od ¢, preko koeficijenata 4; 1 ¢;. Parametar ¢

predstavlja meru nesigurnosti modela koja opisuje nesavrSenost sistema. Varijacije
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parametra ¢ u sebi sadrze kumulativne uticaje svih nesavrSenih elemenata, nesigurnosti
modela i uticaj Suma merenja izlaza sistema. Opseg varijacija se moze utvrditi
izvodenjem niza eksperimenata. OCekivano je da su odzivi dobijeni na osnovu razliCitih

eksperimenata medusobno razli¢iti. Odzivi padaju u okviru odredenih granica, koje
zavise od parametra ¢, tj. od kvaliteta komponenata realnog sistema. Znaci, W (s)

predstavlja model nesavrSenog sistema, dobijen pomocu skoro ortogonalnih polinoma.
Ovaj model opisuje sve moguce modele Ciji su parametri u opsegu +e& u odnosu na
idealizovani model sistema. Drugim re¢ima, ako je odziv idealizovanog sistema ys(?), a
odziv nesavrSenog modela y\(7), onda uvek vazi sledeca relacija vezana za relativnu

devijaciju

T

”ys (1) =y (t)’dt
_0

5 T
g‘ Vs (t)]dt

<e. (3.21)

Trebalo bi napomenuti da su u ovom konkretnom slu¢aju izvedena Cetiri eksperimenta i
rezultati su pokazali razlike u odzivima modela manje od jednog procenta u smislu
srednje kvadratne greSke. Za odabranu vrednost & od 0.01, dobijenu eksperimentima
mozemo koriS¢enjem izraza (1.22) 1 (2.31) izraCunati koeficijente ; (=0, 1, 2): k,=0.01,
k/=-0.8812, k,=0.5703. Zatim se pusSta isti odskoCni ulaz u nepoznati sistem i
podesavaju¢i model kao na slici 3.2, formira se razlika izlaza 1 sraCunava srednje
kvadratna greska. Optimalne vrednosti podeSavajucih parametara co, c1, ¢z 1 ¢3, potrebne
za najbolji mogu¢i model nepoznatog sistema su i1 ovaj put odredene genetickim
algoritmom. Vreme eksperimenta je bilo 2 sekundi sa periodom odabiranja 0.01. Na
kraju su dobijene sledece vrednosti parametara ¢;: ¢p=80.9048, ¢;=-79.2102, c,=-4.7543
1 c3=1.1151. Odgovarajuci skoro ortogonalni model dobijen eksperimentima je prikazan
na slici 3.18.

Kona¢na funkcija prenosa modularnog servo sistema dobijena eksperimentalnim
putem je

_ —1.4544s5’ +155.197s° +834.485s +933.603

322
S +657+11s+6 ( )

wie) (s)

77



uft) o =1 52 - %3

s+1 s+2 s+3

11151
* | . A
_4>|>—b+ 2
-4.7543

001 h 4

-19.2102

80.9048

ym{t)

YYvyYY

Slika 3.18 Skoro ortogonalni model servo motora

3.7.3 Analiza rezultata

Kao ilustracija validnosti modela, na slikama 3.19 1 3.20 su prikazani
eksperimentalni rezultati (brzine realnog sistema i njegovog modela) dobijeni primenom
kvadratnog 1 sinusnog ulaznog signala (amplitude 1V 1 frekvencije 0.1Hz). Moze se
videti da do manjih odstupanja dolazi u trenucima kada nelinearnosti sistema dolaze do
izrazaja. Dobijeni model (filtar) je po svojoj prirodi linearan pa ne moze adekvatno da
isprati, na primer, pojavu mrtvog hoda (zazora) koji se javlja pri promeni smera
okretanja motora i drugih nelinearnosti sistema.

U cilju dalje verifikacije modela 1 ilustrovanja visokog nivoa poklapanja izmedu
nepoznatog nesavrSenog sistema 1 njegovog modela, izvrS§ene su jo§ dve serije
eksperimenata. Najpre je izvr§eno pet eksperimenata sa zadatim skupom ve¢ opisanih
uslova za ¢=0.01. Izmereni su razliCiti odzivi sistema i izra¢unate relativne devijacije (6
u (3.21)) izmedu ovih odziva 1 izlaza modela. Rezultati su prikazani u prvoj vrsti tabele
2. Zatim su vestacki promenjeni eksperimentalni uslovi 1 ubacene velike varijacije u
radu samog sistema 1 uredaja za merenje (do 4%). Rezultati za drugu seriju od pet
eksperimenata za ¢=0.04 su prikazani u drugoj vrsti tabele 3.2. 1z tabele se moze videti
da vrednost relativne devijacije 0 uvek ostaje u zadatim granicama odredene

nesigurnosti sistema ¢ (relacija (3.21)).
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Slika 3.19 OdZzivi sistema i njegovog modela na primenjeni pravougaoni ulazni signal
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Slika 3.20 OdZzivi sistema i njegovog modela na primenjeni sinusni ulazni signal

Tabela 3.2 Relativne devijacije za razlicite eksperimentalne postavke

51 52 53 54 55
e=0.01 0.00721 0.00388 0.00062 0.00580 0.00865
e=0.04 0.02422 0.00832 0.03294 0.02375 0.01329
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4. Primena ortogonalnih funkcija u upravljanju

dinamic¢kim sistemima

4.1 Potencijal primene ortogonalnih funkcija u upravljanju

dinami¢kim sistemima i kratak opis poglavlja

Koris¢enje ortogonalnih funkcija 1 filtara u upravljanju dinamic¢kim sistemima
[4.1] je uglavnom motivisano njihovom jednostavno$¢u, lakom prakti¢nom izradom i
brzinom izrafunavanja i reagovanja. Intenzivnije proucavanje uloge ortogonalnih
funkcija u upravljanju dinamickim sistemima pocelo je pre tridesetak godina, narocito u
oblastima adaptivnog i optimalnog upravljanja. Brojni su radovi na temu optimalnog
upravljanja linearnim [4.2], [4.3], nelinearnim [4.4] i diskretnim [4.5] sistemima,
sistemima sa observerom [4.6], sa vremenskim kaSnjenjem [4.7], sa distribuiranim
parametrima [4.8]... Ti radovi se baziraju na dobrim osobinama ortogonalnih polinoma
u smislu optimalnog predstavljanja realnih signala ortogonalnim razvojem u red. Druge
povoljne osobine ortogonalnih filtara kao Sto su jednostavna realizacija, preciznost i
brzina reagovanja uticale su na njihovu primenu u adaptivnim sistemima automatskog
upravljanja [4.9] kao i kod optimalnog podeSavanja regulatora [4.10], [4.11]. U ovom
poglavlju ¢e biti opisan jedan nov nacin kori§¢enja ortogonalnih funkcija u upravljanju
dinamickim sistemima. Ortogonalni filtar Cije je projektovanje i realizacija opisana u
drugom poglavlju je upotrebljen u upravljanju antenskim sistemom [4.12].

Posebno ¢e biti opisani i na¢ini poboljSanja performansi sistema sa upravljanjem u
fazi kliznim rezimima [4.13] kori§¢enjem ortogonalnih funkcija. Fazi regulatori danas
imaju veliku primenu u najraznovrsnijim sistemima automatskog upravljanja.
Kombinovanje fazi regulatora sa teorijom kliznih rezima je omogucilo prevazilazenje
nedostataka pojedina¢nih tehnika 1 donelo niz dobrih osobina upravljanja kao §to su:
velika robusnost, mogucnost primene ekspertskog znanja i iskustva, blaze promene
nivoa upravljackog signala, lakSe ispitivanje stabilnosti, moguénost upravljanja
nelinearnim, tesko upravljivim 1 nedovoljno poznatim sistemima kao i sistemima sa

promenljivim parametrima. Razvijene ortogonalne funkcije se mogu upotrebiti u
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optimizaciji fazi kliznih regulatora. Takvo upravljanje ¢e biti demonstrirano na primeru

slozenog ABS sistema 1 uporedeno sa drugim metodama upravljanja.

4.2 Upravljanje antenskim sistemom

4.2.1 Upravljacki algoritam

Problem upravljanja pozicioniranjem antena datira od samih pocetaka razvijanja
antenskih sistema. Osnovni cilj kod ovih sistema je okretanje antene u smeru
predajnika, tj. najjaeg elektromagnetnog polja. Sami predajnici pri tom mogu biti
raznovrsni: zemaljski (pokretna vozila), vazdu$ni (avioni, rakete), ili sateliti. Pri
upravljanju antenskim sistemima treba resiti dva klju¢na problema: detekciju gradijenta
elektromagnetnog polja 1 pracenje cilja bazirano na odabranom algoritmu. U ovom
poglavlju ¢e biti demonstrirano kako se projektovani ortogonalni filtri mogu iskoristiti
za upravljanje opisanim sistemima.

Predlozeni upravljacki algoritam se sastoji od dva dela: detekcije gradijenta i

organizacije kretanja prema ekstremumu. Za detekciju gradijenta se koriste ortogonalni
signali ¢, (¢),@,(?),...9, () koje generife projektovani Lezandrov ortogonalni filtar sa

slika 2.6, 2.7 1 2.8. Blok dijagram uopstenog sistema za detekciju gradijenta je prikazan

na slici 4.1.

@ (1)

0
B +
.1'1

1LY, {f}

Proces

{ @ (1)

C o CD:.F—ME‘C T

Sinhroni detektor

Slika 4.1 Sistem za detekciju gradijenta
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Na ulazne signale, na slici obeleZene kao )\, y5,..,y), sistemski se dodaju
ortogonalne komponente A ¢, (l) koje generiSe ortogonalni filtar. Tako se dobijaju
potrebni signali

= ylo +4¢ (Z)

:)/22y3+A2¢2(Z) (41)

y, = yg +A4,0, (l)
Izlazni signal antenskog sistema je kompleksna nelinearna funkcija tipa paraboloida.
Taj signal se vodi u detektor gradijenta koji se sastoji od »n grana (broj grana je jednak

broju ulaznih koordinata). Svaka grana se sastoji od mnozaca za signal jafine polja
I (yl, Vgseoos yn) i odgovaraju¢ih ortogonalnih signala ¢, (l) Dobijeni proizvodi se

zatim vode u elemente za izraCunavanje sledece relacije

FOrymor)o (t)w(t):ZFgo,. ()w(r)dt, 42)

gde w (l) =e™' predstavlja tezinsku funkciju.

Posle razvijanja relacije (4.2) u red i smene A, (l) = Ay, , dobijamo

F (31 03000) = F (5 + 80,08 + Ay, Y +Ayn)=

—ZZ

Ay Ay, +- (4.3)
v @jlay T

:F(ylo,ygwayn) EZ:a_F

=0 & Yi=Vjo
1 > o F
n' JisJosJ 83/]'1 ayjz o .ay]k

Ay].lijz Ay]k

Yi=Yio
Trebalo bi napomenuti i da za gradijent funkcije F' vazi relacija

oF -
gradF(ylayZJ"'yn) Zalzﬂ (44)

gde i predstavlja jedini¢ni vektor.
Jednadina (4.3) omogucava odredivanje komponenti gradijenta 0/*/dy, na osnovu
ortogonalnog filtra, §to je neophodno za dalju realizaciju gradijentnog upravljackog

algoritma. Nakon mnozenja (4.3) sa ¢, (l) 1 primene definicije ortogonalnosti za

funkcije ¢, (7), dobijamo
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F(ylayZJ"'ayn)(pn (I)W(I) ~ i g/—F Ay]A]j¢] (Z)¢n (Z)W(Z)dt =
I =0 0 (4.5)
=S A0, (e, (w0 =k, T
gde je [1.2]
T 1
k, = An({q)n (1), ()w(t)dt = T (4.6)

OznaCimo na kraju gradijent funkcije / sa G (G=grad/) i normalizovanu vrednost

gradijenta sa

Goj' = -t 4.7)
6] o\
S|
i (5%- j
Pracenje cilja se bazira na gradijentnoj metodi i relaciji
O(j+1)=6(j)-h(j)G,, (4.8)

gde A(j) predstavlja tezinsku funkciju koja moze biti ili konstantna ili promenljiva.
Konstantan korak se koristi kada je pozeljno brze pozicioniranje uz nedostatak sto se
mogu javiti oscilacije blizu ekstremuma, pri krajevima kretanja. U sluCajevima da je
potrebno preciznije upravljanje koristi se promenljivi korak koji se smanjuje sa
priblizavanjem ekstremumima. U razmatranom slucaju, postoje dve komponente
gradijenta

0,(j+1)=0,(/)-h. (/)G

0.(j+1)=0.(j)-1.()) G,

gde 0,1 0, predstavljaju uglove elevacije i azimuta.

(4.9)

4.2.2 Prakticna realizacija eksperimentalnog sistema

S obzirom na to da antenski sistem funkcioniSe sa dve koordinate (uglovi

elevacije 1 azimuta), vrednosti tih koordinata u potpunosti odreduju usmeravanje antene

prema izvoru zracenja. Veli€ina polja izvora zraenja [ (Qaﬁe) zavisi samo od uglova

0, 1 6,. U ovom sluCaju, posto operiSemo sa dve koordinate, koristi se Lezandrov

ortogonalni filtar koji ima konfiguraciju kao na slikama 2.6 1 2.7 sa dve sekcije. Tada su
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funkcije ¢, (l) 1@, (l) sa slike 2.6 medusobno ortogonalne sa tezinskom funkcijom

e”'. Prema jednacini (4.4), gradijent polja je gradlF’(6,,6,)= (%7;1 +§§f2 Blok

dijagram antenskog sistema kori§¢enog u eksperimentima je prikazan na slici 4.2, dok je

prakti¢no realizovani eksperimentalni sistem dat na slici 4.3.

Ortogonalni filtar
rE======o———-—========o—
.1 | Prva celija Druga celija| |
! = -
Ui filtra filtra !
e e === o
_r "
A0 A & oF
+ 8 o 'ég,
A : 5O o
F(6,.8,)
Antena ]
éF
+ é Py 2 a8,
O e 1R SO—{Fat— &

Slika 4.2. Blok dijagram antenskog sistema

Ortogonalni filter -

Slika 4.3 Eksperimentalna postavka antenskog sistema

Uglovi 6, 1 8. se podeSavaju pomocu dva kora¢na motora M1 i M2 (tipovi motora

su 86BYG-NEMA34 1 ROB-09238 sa slede¢im karakteristikama: ugao koraka — 1.2
stepena; broj koraka za punu revoluciju — 300; tacnost ugaonog pozicioniranja — +3%;

faze — 2; radna temperatura — -20 to 40°C; nominalni napon — 12V; nominalna struja —
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0.33A; obrtni moment — 2.3kg*cm). Kod primenjenih motora je broj koraka
proporcionalan upravljackom naponu. Komponente gradijenta elektromagnetnog polja
se otkrivaju pomodu sinhronog detektora sa slike 4.1. Motori se upravljaju

odgovaraju¢im izlazima detektora gradijenta (kI%,kZ%). U cilju upravljanja

realnim objektom, ovi signali se pojacavaju (K na slici 4.2) i zatim vode u reduktore za
podesavanje uglova 0, 1 0.. Motori M1 1 M2 se nezavisno upravljaju, ali se sistem kao
celina okre¢e ka promeni maksimalnog polja, tj. u pravcu elektromagnetnog gradijenta.
Opisani upravljacki algoritam radi dok se ne dosegne maksimalna jacina polja, tj. dok se
antena potpuno ne okrene prema izvoru zralenja. Predlozeni metod omogucava
optimalno pracenje pokretnog izvora.

Slika 4.4 prikazuje trajektoriju kretanja antene u (Qaﬁe) ravni (u stepenima)
prema maksimumu polja (F.) iz proizvoljne pocetne pozicije antene (xo) 1 ilustruje
glavne aspekte predlozenog upravljanja. Slika takode prikazuje dve ekvidistantne linije
sa jednakom jafinom polja, kao 1 druge oznake u cilju boljeg objasnjenja opisanog

upravljanja.

40

30

20 30

Slika 4.4 Trajektorija kretanja antene

4.2.3 Eksperimentalni rezultati i analiza

U cilju verifikacije predloZzene metode upravljanja, izvrsena su tri eksperimenta sa

razliCitim regulatorima 1 izvr§ena je komparativna analiza. Cilj je bio da antena prati
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maksimum polja Sto tacnije. U eksperimentima je kori§¢en jednostavan svetlosni izvor
(sijalica od 100W) 1 fotosenzor (metod je isti i za bilo koji drugi izvor zraCenja).
Eksperimentalna putanja kretanja izvora u (Qaﬁe) ravni je prikazana na slici 4.5.

Vreme trajanja pracenja je 20 sekundi. Rezultate je lakSe pratiti ukoliko se putanja
kretanja razdvoji na dve posebne komponente azimuta i elevacije u funkciji vremena
kao §to prikazuju slike 4.6 1 4.7. Tokom eksperimenata je antenski sistem bio
pozicioniran na stolu, pa je ugao elevacije ograniCen na opseg od 0 do 90 stepeni, a

ugao azimuta moze imati bilo koju vrednost iz punog kruga.

g0 T T T T T T

2O_Fmax(0) ................ ................ ................. ................ ............... -
0 | | 1 i i i
0 50 100 150 200 250 300 350
6.(°)
Slika 4.5 Putanja maksimuma polja (F.ay)
350 T T T | T T T T |
300_ ........ ................. : ........ - s e -
250}
e 200
L
m@

130

100

50

vreme (s)

Slika 4.6 Komponenta azimuta u_funkciji viemena
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90 T | T T T T ] L) T
8O

70

g 10 12 14 16 13 20
vreme (s)

Slika 4.7 Komponenta elevacije u funkciji viemena

U eksperimentima su uporedena tri razliCita regulatora: PID regulator, fazi
regulator 1 ortogonalni regulator opisan u ovom poglavlju. Regulatori su projektovani i
podeseni eksperimentalno bez znanja o funkciji prenosa objekta regulacije (antene). PID
regulator je podesen Zigler-Nikolsovom®* metodom dok je fazi regulator PD tipa &iji su
ulazi greSka i promena greske, a izlazi su upravljacki naponi motora. Eksperimentalni

rezultati pra¢enja antene za sva tri slucaja su prikazani na slikama 4.8 14.9.

350 ; ; ; ; ; ; ; ! ;
200k T S OO - - S S S— e f
250 L ........... ............ ........... ............ ............ ........... ............ ........... A
200k ........ o~ ........... ........... ........... ........ ........
— Fmax putanja /- N K
— 150 e o o feviviaiainii R AL e e P T 4
R~ LN : . : : . :
: 2 : : azi regulator o1
100 fesvrenean £ .: ......... IETRr e T R glll d rtogorlﬂ]l]l ......
4 : i : : : © regulator
ok S - L cnstms S " N . A— _
O ................................................................................................................ -
50 i i i i i i i i i
0 2 4 5] g 10 12 14 16 18 20

vreme (s)

Slika 4.8 Rezultati pracenja ugla azimuta za razlicite regulatore

2 N. B. Nichols (1914-1997), ameri&ki inZenjer
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Slika 4.9 Rezultati pracenja ugla elevacije za razlicite regulatore

1z prikazanih rezultata se moze primetiti da najbolje rezultate pracenja izvora daje
metod ortogonalnog upravljanja. Fazi regulator je sporiji, a PID regulator izaziva
preskoke usled brzih promena pozicije cilja. Moze se izracunati indeks performanse za
svaki od tri metoda upravljanja kao modifikovana srednje kvadratna greska pracenja
pomocu relacije

J- ;(}J(ym s f ] (- yae)dzj (410

gde 7 predstavlja trajanje eksperimenta (7=20s), y:, 1 y+. komponente azimuta i elevacije
pozicije cilja (maksimuma polja), V., 1 y.. komponente azimuta i elevacije pozicije
antene za primenjene razliCite regulatore. Izraunate performanse po formuli (4.10) za

ortogonalni, PID 1 fazi regulator su, redom, J,,~=8.491, J,,;=17.432, 1 J;.=37.833.

4.3 Sistem protiv blokiranja ko¢nica

4.3.1 Opis sistema

Sistem protiv blokiranja ko¢nica (Anti-lock Braking System - ABS) se koristi u
danasnjim vozilima u cilju prevencije njihovog naglog zaustavljanja. To je elektronski

sistem koji neprekidno prati 1 upravlja proklizavanjem tockova prilikom koc€enja i tako
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pomaze sigurnom zaustavljanju vozila. Takode, smanjuje zaustavni put prilikom
koCenja na klizavom putu, posto tockovi koji se okre¢u imaju mnogo vece trenje sa
podlogom od blokiranih. Na taj naCin, sistem protiv blokiranja tockova znacajno
povecava stabilnost 1 upravljivost vozilom. Prva istrazivanja ovakvih sistema datiraju od
sredine proslog veka (Bosch), a komercijalna upotreba pocinje 1978. godine u
Mercedesovim vozilima.

ABS se sastoji od senzora brzine, upravljacke jedinice i regulacionih ventila.
Senzori brzine se nalaze na svakom tocku ponaosob ili unutar diferencijala. U slu¢aju
pojave moguce blokade toCkova, upravljacka jedinica prora¢unava jacinu pritiska u
koc¢ionom podsistemu vozila, gde se nalaze ventili koji doziraju silu kocenja. Jacina
pritiska treba da zadovolji uslov maksimalnog kocenja, a da pri tome ne prouzrokuje
blokiranje toCkova, odnosno da odrzi najbolje trenje tockova sa povrS§inom. Ovo se
ostvaruje obezbedivanjem zeljenog koeficijenta prijanjanja tokova vozila (u oznaci

). Koeficijent prijanjanja tockova vozila odreduje odnos izmedu sile trenja,

generisane tokom ubrzanja ili koCenja, 1 normalnog opterecenja vozila. Ovaj koeficijent
nelinearno zavisi od proklizavanja toCka (u oznaci ), koje se definise kao relativna
razlika izmedu brzine tocka 1 brzine vozila. ABS regulator se obi¢no projektuje tako da
reguliSe proklizavanje tocka, s tim da koeficijent prijanjanja toCkova vozila ostvari
maksimalnu vrednost. Uglavnom se zeljeno proklizavanje toCka bira tako da bude
konstantno 1 da se njegova vrednost krece od 0.08 do 0.3.

Na slici 4.10 prikazana je maketa ABS-a [4.14], koja se sastoji od dva tocka u
medusobnom kontaktu. Donji tofak imitira relativno kretanje puta i ima glatku
povrsinu, koja se moze prekriti odredenim materijalom, u cilju bolje simulacije povrSine
po kojoj se vozilo kre¢e, dok gornji toCak predstavlja toCak vozila. Kocioni sistem,
montiran na gornjem tocku, preko hidrauli¢ne spojnice povezan je sa ru€icom kocnice,
koju preko Celicne sajle pokrece motor jednosmerne struje. Donji toCak je povezan s
drugim motorom jednosmerne struje, Ciji je glavni zadatak ubrzavanje toCka, dok je
tokom faze kocCenja njegovo napajanje isklju¢eno. Oba motora se upravljaju Sirinski-
impulsno modulisanim signalima ucestanosti od 3,5 kHz. Enkoderi, koji su postavljeni
na osovine oba tocka, mere ugaone pomeraje s tacnoscu od 0.175°. Sistem je pomocu
hardverskog interfejsa povezan s raCunarom, pri ¢emu su sve funkcije interfejsa
dostupne preko ABS Toolbox-a, koji radi direktno u MATLAB®/Simulink® i RTWT

toolbox okruzenju.
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Slika 4.10 ABS u laboratorijskoj postavci

4.3.2 Model sistema

Slika 4.11 prikazuje graficki model ABS-a jedne Cetvrtine vozila. Model je
znacajno uproscen, jer se razmatra samo longitudinalno kretanje vozila 1 ugaono
kretanje tocka, a pri tom je zanemaren uticaj ostalih to¢kova na vozilu. Brzina vozila
jednaka je proizvodu ugaone brzine donjeg tocka i njegovog poluprecnika, dok je
ugaona brzina tocka vozila jednaka ugaonoj brzini gornjeg tocka. Prilikom usporavanja

vozila, moment sile koCenja deluje na gornji tocak.

Slika 4.11 Graficki model
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Dinamika ABS-a definisana je slede¢im jednafinama
J% =Frsu(A)—dx —sM,,—sM, (4.11)

J,x%, =—Frsp(A)—d,x, —s,M (4.12)

205
pri ¢emu je M; moment sila kojom deluje koc¢nica, x; ugaona brzina gornjeg tocka, x»
ugaona brzina donjeg tocka, r; 1 7, predstavljaju poluprecnike gornjeg i donjeg tocka. J;
i J, su momenti inercije, d; 1 d, koeficijenti viskoznog trenja, Mjy 1 My su statiCna
trenja, gornjeg i donjeg tocka, respektivno. s, s; 1 52 su pomocéne promenljive odredene
sa
s =sgn (r2x2 —rlxl), s, =sgn (xl), s, =sgn (xz) . (4.13)
Kao §to se moze videti iz (4.11) 1 (4.12), sila trenja je proporcionalna normalnoj sili ),
(delovanje gornjeg tocka na donji). u(4) je koeficijent proporcije, ranije pomenut kao
koeficijent prijanjanja to¢kova vozila.
Na osnovu sume momenata sila, koji se javljaju u tacki 4 (slika 4.11), normalna
sila se definie sa
M +sM, +sM,, +dx,
o L(singp—s,u(/l)cosq)) ’

gde M, objedinjuje gravitacioni moment sile 1 moment sile amortizera koji deluju na

(4.14)

ravnoteznu polugu, L je udaljenost izmedu taCke kontakta toCkova i ose rotacije poluge,
dok je ¢ ugao izmedu normale u tacki kontakta tockova i linije L.

Pri normalnim uslovima kretanja vozila, ugaona brzina tocka jednaka je brzini
vozila, dok se tokom ubrzanja ili koCenja ove brzine medusobno razlikuju, a tu razliku
nazivamo proklizavanje tocka 4 1 detaljno opisujemo sa

rx, —nXx
2772 171 >

rX, 21X, X
r2x2

27272 = 1M >72 2

nx, —rXx
11 2772
——= X, <Krx,x >20,x,20
nx
X, — X
2772 1
A=3—— 15X, <rx,x, <0,x, <0, (4.15)
r2x2

nx, —rx
M}ﬂx >rx

1%, 21X, % <0,x, <0,

hx
Lx <0,x, 20,

Lx >20,x, <0.

Na osnovu (4.15) moze da se zakljuci da vrednost proklizavanja jednaka nuli oznacCava

jednakost brzina toCka i vozila, a da vrednost jednaka jedinici znaci da se tocak
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blokirao, odnosno da je doslo do proklizavanja. Koeficijent prijanjanja tockova vozila
u(4) je nelinearna funkcija proklizavanja tocka 1 nekih drugih fizi¢kih promenljivih.

Zamenom (4.14)u (4.11) 1 (4.12), imajuci u vidu da je
s,u(l)

S(A) = , 4.16
(1) L(singp—s,u(/l)cosq)) (4.16)
pocetni model sistema moze da se napiSe kao
X = SA)e X, + ) +ex + ey + (S (A, X, %) + 668, (XM, (4.17)
X, = S(M(CyX; + )+ 03X, + 05, + 058 (A, X, X, )8, ()M, (4.18)
gde je
sp(A
S(A)=—- “(2) (4.19)
L(smq)—s,u(/l)cos (o)
I’ld1 (SIMIO +Mg)rl dl
G = 7 O = 7 ,013:—J—,
1 1 1
s\M , 1
Ga = _1J_1107015 = J_llacm = _J_la
(4.20)
I’Zdl (SIMIO +Mg)r2
) 7 O = 7 >
2 2
Co = — dz SzMzo _ _nh

U fazi koCenja brzina tocka opada dok sila, koja deluje na tocak, raste, §to dovodi do
proklizavanja izmedu toCka vozila 1 povrSine puta. Brzina toCka bi¢e manja od brzine
vozila, tj. vaZice r,x, >rx,, a kako je x;, >0 1 x, >0, proklizavanje tocka moze da se
predstavi kao

=X Thh (4.21)
r2x2

Uzevsi u obzir da je sada s =5, =5, =1, model sistema, dat jednacinama (4.17) 1
(4.18), postaje
X, =8(A)(epx +c,)+asx +ey, +(015S(/1) +e, )Ml, (4.22)
X, = S(A)(cyx, +¢5) +CpX, +0yy + 0,8 (A) M. (4.23)
S obzirom na to da se ABS regulator projektuje tako da obezbeduje konstantnu vrednost

proklizavanja, pri kojoj sila trenja (koeficijent prijanjanja tofkova vozila) ima
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maksimalnu vrednost, trebalo bi na¢i model u kome je proklizavanje toCka veli€ina
kojom se upravlja. Diferenciranjem (4.21) dobija se
4l %, + nx
r2x2 r2x2

A=— —X,.

(4.24)

Uvodenjem (4.22) i (4.23) u (4.24) i vode¢i ratuna da je x, =r,(1-A)x,/n,
kona¢ni model sistema, pogodan za projektovanje regulatora je
A=f(4x)+g(Ax, )M, x,#0 (4.25)

gde je

f(/l,xz):—((S(/l)cn+cl3)(l—l)+ d (S(;L)clz"'cm J"‘

X,

(4.26)
+@((S(;t)c21 Z—Z(l— /1)+023sz +S(/'L)c22 +CZ4J
g(4,x,)= —%(%S(lh € — ;—2%5(/1)(1 - /1)} . (4.27)

4.4 Upravljanje sistemom protiv blokiranja ko¢nica

primenom upravljanja sa kliznim rezZimima

4.4.1 Upravljanje sa kliznim reZimom

Model ABS-a izrazito je nelinearan usled nelinearnih karakteristika samog
procesa koCenja. Pored toga, na sistem deluju spoljasnji poremecaji, koji se ne mogu
predvideti, a parametri sistema variraju u toku normalne eksploatacije. Usled toga, kao
logiCan izbor za upravljanje ABS-om namece se upravljanje promenljive strukture s
kliznim rezimom, upravo zbog svoje robustnosti na promenu parametara 1 dejstvo
spoljasnjih poremecaja. Upravljanje promenljive strukture [4.15] pripada klasi
nelinearnih zakona upravljanja, pri ¢emu je klizni rezim [4.16] od posebnog znacaja kod
ovih algoritama, a nastaje kada upravljanje obezbedi kretanje fazne tacke sistema po
prethodno definisanoj kliznoj povrsini, odredenoj takozvanom prekidackom funkcijom.
U kliznom rezimu je dinamika sistema umanjenog reda i unapred poznata. Glavni
nedostatak upravljanja promenljive strukture sa kliznim rezimom je pojava Ceteringa,

koji moze da pobudi nemodeliranu dinamiku i izazove habanje mehanic¢kih delova
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sistema. Cetering se javlja kao posledica brze promene upravljatkog signala duz klizne
prave.

U ovom poglavlju bi¢e implementirane razliite varijante upravljanja sa kliznim
rezimom [4.17] 1 bice prikazani eksperimentalni rezultati dobijeni na realnom ABS-u sa
slike 4.10. Projektovanje upravljanja se vr$i na osnovu dinamicke jednaCine

proklizavanja tocka date jednacinom (4.25). Upravljacki signal se sastoji od dve

komponente: ekvivalentnog upravljanja M;? [4.18] i upravljanja u fazi dosezanja
M; (0‘) koje osigurava da se stanje sistema uvek dovodi na kliznu povrsinu bez obzira

na pocetni polozaj u faznoj ravni. Znaci, upravljanje se u svim eksperimentima definiSe

kao
M, =M +M/ (o), (4.28)
gde o predstavlja prekidacku funkciju. Posto je dinamika sistema koji se proucava
prvog reda, prekidacka funkcija se bira kao
c=4A-4, (4.29)
gde je 4, referentna vrednost proklizavanja toc¢ka. Glavni cilj upravljackog algoritma je
da obezbedi 0=0,tj. A=A . Za sistem koji se nalazi u fazi klizanja, komponenta
ekvivalentnog upravljanja se izraunava iz uslova 6 =0
6=0=>4=0 f(4,x,)+g(4x)M=0. (4.30)
1z poslednje jednacine se dobija ekvivalentna upravljacka obrtna sila ko¢nice u obliku
Mo =-g(L,x)" f(4.x,), (4.31)
i raCuna se na osnovu nominalnih vrednosti parametara sistema. Ukoliko nominalne
vrednosti za f (l, xz) i g(l, xz) obelezimo sa f (l, xz) i g(l, xz), ekvivalentna
upravljacka obrtna sila primenjena u realnom upravljanju je
M= =-g(Lx) f(Ax,). (4.32)

Radi pojednostavljenja, uvode se sledeCe skracene oznake: f (l, xz): 1,

f(l,xz):j‘, g(/l,xz):g i g(l,xz)zg.Pretpostavlja se da je m<ﬁ, f—f‘<8f

i [1-g/gl<e, <1, gde sul', &, i g, poztivne realne konstante, kao i da vaZi

g/§>0.
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4.4.2 Klasi¢no upravljanje sa kliznim rezimom

Prvi eksperiment je uraden za klasi¢no upravljanje sa kliznim rezimom gde se

komponenta upravljanja u fazi dosezanja klizne prave definise kao

M/ (o0)=-g"'M sgn(o), (4.33)
pa je kociona obrtna sila

M, =M - §7'M _sgn(c). (4.34)
Parametar M, se bira tako da budu ispunjeni uslovi postojanja kliznog rezima

, n>0. (4.35)

o0 <—n |G
Na taj nacin se obezbeduje konacno vreme dosezanja

Zr <M.
n

(4.36)

S obzirom na to da vazi 6 =4, zamenom (4.34) u (4.25), uzimajuéi u obzir (4.32) i

(4.35), dobija se
g(ﬁ( - i)ord ;(l_gJG_MC |G|j<n|a|. @37)
g\ 8 g g

Klizanje ¢e u sistemu (4.25) sa upravljanjem (4.34) biti uspostavljeno ukoliko se M,

odabere tako da ispuni slede¢i uslov

HU-ii(-g))

Na slici 4.12 su prikazani eksperimentalni rezultati dobijeni primenom klasi¢nog

M, > max
l-¢,

g, +Fe +
J>f—g77. (4.38)

upravljanja sa kliznim rezimom za odabranu vrednost parametra M,=10. Referentna
vrednost proklizavanja tocka kori§¢ena u svim eksperimentima je 4=0.2.

Cetering koji se javlja kod klasi¢nog upravljanja sa kliznim rezimom, moZe se
ublaziti ako se, na primer, prekidna sgn funkcija iz (4.34) zameni kontinualnom

g

h(o) = (4.39)

o]+’
gde je p>0. Medutim, tako se gubi tacnost u ravnoteznom stanju i karakteristike

robusnosti.
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brzina [m/s]

proklizavanje
tocka

Kkocenje

— vozle

--- toéak

wvreme [sek]

Slika 4.12 Klasic¢no upravljanje sa kliznim rezZimom

4.4.3 Integralno upravljanje sa kliznim reZimom

Kod drugog eksperimenta je, u cilju poboljSanja tacnosti i smanjenja Ceteringa, u

upravljanje (4.34) uvedena integralna prekidacka funkcija

o=(1-4)+a[(A-2)at. (4.40)

Slika 4.13 prikazuje eksperimentalne rezultate koji se dobijaju primenom ovakvog

upravljanja. U eksperimentima su koris¢ene vrednosti ¢;=5 1 M;=10.

proklizavanje

brzina [mn/s]

tocka

kocenje

(=3
=

vozlo
15_ J"” o O ids b ok i . e tnéﬂk
5_
2.5 2.6 ZI'I
1 T
0.5-
i 5 2.6 2I7
vreme [sec]
0:4 T T [ N
! | ;
l ‘ \ i
0.2 J l /
i‘ i | ) { I

1 il
9.5 1.6 .7 18 2.9 3 31 3.2
vreme [sec]

Slika 4.13 Integralno upravijanje sa kliznim rezimom
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Moze se primetiti da uvodenje integralne komponente u upravljanje poboljSava tacnost
u ustaljenom stanju uz neznatno smanjenje Ceteringa, ali 1 usporava odziv u prelaznom

rezimu i produzava zaustavni put vozila.

4.4.4 Upravljanje sa kliznim reZimom i konstantnim plus

proporcionalnim zakonom dosezanja

Treci eksperiment je izveden uz implementirano upravljanje kliznim rezimom sa
konstantnim plus proporcionalnim zakonom dosezanja [4.19]. U tom slucaju se
prekidacka funkcija takode definiSe sa (4.29), a njena dinamika sledeCom jednacinom

6=A=-M,0-M,_sgn(c), M,>0, M,>0. (4.41)
Zamenom (4.41) u (4.25), upravljacka kociona obrtna sila je data jednainom (4.28),

gde se M . definiSe sa (4.32), a komponenta dosezanja je
M’ (c)=-¢" (Mpa + M sgn (G)) . (4.42)

Parametri M, 1 M, se biraju tako da bude zadovoljen uslov egzistencije kliznog rezima.
Proporcionalna komponenta upravljanja dosezanja M, pomaze da se faza dosezanja
skrati i omogucava izbor manje vrednosti za konstantnu komponentu M, Rezultati
dobijeni primenom ovakvog upravljanja su prikazani na slici 4.14. U cilju pariranja

nemodeliranoj dinamici, odabrane vrednosti parametara A/, 1 M, su 10 1 4, respektivno.

SR
—— vozilo
——- tofak

__________
..........

brzina [m's]

i i i i i
2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6

5
0.4 |
0.2r N
=

Slika 4.14 Upravijanje sa kliznim reZimom uz konstantni plus proporcionalni zakon

proklizavanje
tocka
=
Lo

=R

s

kocenje

vreme [sec]

dosezanja
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Moze se primetiti da je ta¢nost sistema znacajno poboljSana ali po cenu veceg

broja skokovitih promena upravljackog signala i veceg Ceteringa.

4.4.5 Upravljanje sa kliznim reZimom i eksponencijalnim zakonom

dosezanja

Sledec¢i eksperiment u ovom poglavlju ispituje primenu upravljanja sa kliznim
rezimom 1 eksponencijalnim zakonom dosezanja [4.20]. Nelinearni zakon dosezanja se
primenjuje u cilju ublazavanja Ceteringa. Kod ovog upravljanja se konstantna
komponenta zakona dosezanja zamenjuje eksponencijalnom funkcijom koja se

prilagodava promenama prekidacke funkcije. Njena dinamika se opisuje sa

d:—NAE[;) sgn(o), M, >0, (4.43)
N(@)=y+(1-y)e ", (4.44)

gde je vy pozitivna konstanta manja od jedan, 7 je pozitivan ceo broj, a f pozitivan broj.

Ukoliko se izabere da je » =1, upravljanje se svodi na klasi¢no upravljanje sa kliznim

rezimom. I u ovom slu€aju se upravljacka obrtna sila ko¢nice definiSe sa (4.28), ali je

sada komponenta dosezanja
M (c)=-¢" %sgn (o). (4.45)

1z uslova egzistencije kliznog rezima, dobija se sledeca nejednakost

y(8f+ﬁ8g)+(l—7/)eﬁ‘a‘r (8f+f78g)+77

2

M, > (4.46)

l-¢g,
Ovako projektovano upravljanje bi trebalo da obezbedi krace vreme dosezanja klizne
prave uz manje vrednosti upravljackog parametra M. u odnosu na klasi¢no upravljanje
sa kliznim rezimom. Dobijeni eksperimentalni rezultati su prikazani na slici 4.15.
Primenjene su sledece vrednosti parametara: M=10, y=0.1, =1 1 f=500.
Sa slike se vidi da su postignuta znacajna poboljSanja u odnosu na prethodne
metode upravljanja. Zaustavni put je kra¢i uz smanjenje greske pracenja referentne

vrednosti proklizavanja 1 smanjenje Ceteringa. Trebalo bi primetiti 1 uvedena

ogranienja upravljatkog signala. Naime, prirodno ograniCenje upravljaCkog signala
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koCione obrtne sile je interval (0, 1). Medutim, ovaj interval je preveliki za
implementaciju u realnom sistemu, usled nesavrSenog prenosa obrtne sile DC motora na
mehanizam hidrauli¢ne koc¢nice preko Ccelicne sajle. Implementacija maksimalne
vrednosti upravljanja (u zasi¢enju) bi izazvala velike oscilacije u odzivu sistema protiv
blokiranja tockova i tako ucinila upravljanje proklizavanjem nemogucim. Zbog toga je
upravljacki signal u svim eksperimentima ograniCen na interval (0, 0.4). Budu¢i da
klasi¢ni klizni rezim 1 klizni rezim sa eksponencijalnim zakonom dosezanja zahtevaju
vece vrednosti dela sa relejnim upravljanjem, razumljivo je zasto su njihovi rezultati
lo8iji od onih koje postize upravljanje sa kliznim rezimom i konstantnim plus

proporcionalnim zakonom dosezanja.

— vozlo
—== tofak

brzina [m/'s]
|~

proklizavanje
tocka
o
f=1 1 k
} ~
1 .

g 1 1 1 i
5.7 28 2.9 3 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7

Zf’ﬂ H H I ¢|_

I

vreme [sec]
Slika 4.15 Upravijanje sa kliznim rezZimom uz eksponencijalni zakon dosezanja

M

kocenje

B =]

2.9 .5

102



4.5 Primena ortogonalnih funkcija i fazi kliznog rezima u

upravljanju sistemom protiv blokiranja ko¢nica

4.5.1 Projektovanje upravljanja sa fazi kliznim reZimom primenom

ortogonalnih funkcija

Primena ortogonalnih funkcija u upravljanju sistemom protiv blokiranja to¢kova
se bazira na linearizaciji sistema u okolini radnih tacaka, u razli¢itim oblastima rada
sistema. Sli¢an princip je primenjen u radu [4.21] gde je sistem najpre modeliran
posebnim linearnim modelima za svaku od 54 razliCite oblasti rada, a zatim su
konstruisani posebni fazi regulatori na osnovu tih modela. Ovi pojednostavljeni modeli
ne oslikavaju svu slozenost stvarnog sistema ali dovoljno dobro opisuju njegovu
dinamiku u specificnim uslovima. U tom radu je pokazano da se linearizovani sistem
svodi na funkciju prenosa (od ulaza — primenjene sile ko¢enja do izlaza — proklizavanja)

W(s)=—o22t%h (4.47)

s*+bs+b,

Ideja primenjena u ovom poglavlju je da se najpre snime odskoCni odzivi sistema
(vrednosti proklizavanja 4) u devet oblasti rada, za razli€ite nivoe upravljanja (kocione
sile) ravnomerno odabrane iz domena mogucih vrednosti. Na osnovu ovih odziva moze
se izvrSiti linearizacija sistema u datim oblastima pomoc¢u ortogonalnih polinoma, na
nacin opisan u poglavlju 3. Pri tom se koristi podeSavajuci Minc-Lezandrov ortogonalni
filtar prikazan na slici 3.1 sa dve sekcije koji rezultira zeljenim oblikom funkcije

prenosa (4.47). Dobijeni eksperimentalni rezultati su prikazani u tabeli 4.1.

Tabela 4.1 Dobijeni parametri linearizovanog sistema za razlicite oblasti rada

oblast rada a ay by by
1 0.4870 38.5466 64.631 935.3293
2 0.1385 73.9746 92.113 1409 4
3 0.7042 17.922 31.129 242.0561
4 0.9414 5.7735 44 013 -29.4233
5 0.9966 20.9434 43 476 -115.7159
6 0.6324 4.7556 1.401 -7.3129
7 0.6230 10.1635 3.638 -13.806
8 0.7194 10.7825 1.183 -3.0782
9 0.3052 21.9169 3.482 2.3701
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Za projektovanje regulatora predlozenom metodom se koristi model sistema u

kanoni¢koj formi
X, =d, x +d,x, +ku
X, =d,x +d,,x, (4.48)
y=%

gde je dy1=(bo-a1b1)/by, d1y=bo(bo-a1by) /b1-apby, da1=1/by, dry=-by/by, k=b,.

Za datu formu sistema, upravljanje sa kliznim rezimom se moze projektovati kao [4.32]

u=u, +asgn(x1”f—xl), (4.49)

pri emu je x; vrednost proklizavanja 4, a /’9=0.2 kao i u prethodnim eksperimentima.

Ekvivalentno upravljanje se dobija iz uslova egzistencije kliznog rezima kao

u,, = %. (4.50)

Dodatno poboljSanje zeljenih performansi regulatora u smislu smanjenja
Ceteringa se moze posti¢i uvodenjem fazi logike [4.23] u klizni rezim upravljanja. Fazi
regulatori [4.24], [4.25] su nasli izuzetno veliku primenu u najraznovrsnijim sistemima
automatskog upravljanja, a njihovo kombinovanje sa teorijom kliznih rezima je
omogucilo prevazilazenje nedostataka pojedina¢nih tehnika upravljanja i donelo niz
dobrih osobina upravljanja kao S§to su: velika robustnost, mogucénost primene
ekspertskog znanja 1 iskustva, blaze promene nivoa upravljatkog signala, lakse
ispitivanje stabilnosti, mogucnost upravljanja nelinearnim, teSko upravljivim i
nedovoljno poznatim sistemima, kao i sistemima sa promenljivim parametrima [4.26]-
[4.30]. Fazi klizni rezimi se mogu realizovati na viSe nacina [4.13], a ovde je odabran
najjednostavniji kod koga se uvodenjem fazi regulatora stvara neka vrsta grani¢nog
sloja [4.16] koja pomaZe smanjenju Ceteringa i samim tim pobudivanja nemodelirane
dinamike sistema za nagle promene vrednosti upravljackog signala [4.31]. Signum
funkcija u izrazu za upravljanje (4.49) se zamenjuje jednostavnim fazi regulatorom ¢iji
je ulaz vrednost klizne promenljive, sa funkcijama pripadnosti trougaonog ili Gausovog
oblika. Oblik 1 broj funkcija pripadnosti kao 1 baza pravila fazi regulatora se moze
podesiti na nacin opisan u [4.13] u cilju dobijanja optimalne zamene signum funkcije za

dati problem upravljanja.
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4.5.2 Analiza eksperimentalnih rezultata

Eksperimentalni rezultati dobijeni primenom opisanog upravljanja su prikazani na
slici 4.16. Rezultati se mogu dodatno poboljSati ograni¢avanjem upravljanja na oblast
(0.2-0.4) sto se moze videti na slici 4.17. Tim dodatnim ograni¢enjem se izbegava mrtva
zona koja se Cesto javlja pri opustanju koc¢nice (izmedu vrednosti 0 1 0.2). Komparativna
analiza rezultata svih predlozenih metoda upravljanja je prikazana u tabeli 4.2. Pri tom
su koriS¢ena tri relevantna parametra ocene kvaliteta regulatora. Prvi parametar je
oznaCen sa 7, 1 on oznaCava zaustavno vreme, tj. vreme koje protekne od pocetka

ko¢enja do potpunog zaustavljanja vozila. Drugi parametar je srednjekvadratna greska
TZ

upravljanja koja se izraCunava po formuli £ = j (/1 - /Lef)z dt . Treci parametar je N i on
0

predstavlja ukupan broj promena nivoa upravljanja tokom procesa ko¢enja oslikavajuéi
troSenje ABS sistema u toku rada. Ocigledno je da je pozeljno za svaku od upravljackih

metoda da sva tri parametra budu §to manje vrednosti.

proklizavanje

wreme [sec]

Slika 4.16 Upravijanje sa ortogonalnim fazi kliznim rezimom
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proklizavanje

0.5 , ,

vreme [sec]

Slika 4.17 Upravijanje sa ortogonalnim fazi kliznim rezimom i dodatnim ogranicenjem

vrednosti upraviljackog signala

Tabela 4.2 Parametri ocene kvaliteta projektovanih ABS regulatora

Upravljanje i E N J
klasi¢no 1.03 48.6750 230 4.5910
integralno 1.14 45.0433 254 4.7965
konstantno+proporcionalno 1.05 15.1268 539 4.9296
eksponencijalno 0.94 25.4296 188 3.4854
ortogonalno 1.07 32.0758 69 3.4237
ortogonalno sa ograni¢enjem 0.88 22.3369 103 2.8919

1z tabele se moze videti da klasi¢no i integralno upravljanje sa kliznim rezimom
daju sli¢ne rezultate. Ubacivanje konstantnog plus proporcionalnog zakona dosezanja u
klizni rezim ostvaruje se taCnije pracenje referentne vrednosti ali po cenu dupliranja
broja promena nivoa upravljanja. Ubedljivo najbolje rezultate od analiziranih postojecih
metoda upravljanja sa kliznim rezimom daje ono sa eksponencijalnim zakonom
dosezanja. Kori§¢enje ortogonalnih modela u fazi kliznom rezimu donosi jo§ bolje
performanse upravljanog sistema dok dodatno ogranienje upravljatkog signala

drasti¢no snizava sve parametre. To se moze najbolje sagledati ukoliko se uvede
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sveobuhvatni indeks performanse (J u tabeli 4.2) koji objedinjuje sva tri, prethodno
opisana, relevantna parametra za analizu kvaliteta upravljanja. Taj indeks se dobija
jednostavnom formulom: J=k;T+k,E+ksN gde se koeficijentima ki, k> 1 k3 moze
regulisati znaCaj svakog od tri relevantna parametra na ukupni indeks performansi.
Vrednosti u koloni J tabele 4.2, dobijene su izborom k;=1.95504, £,=0.03197 i
k3=0.00444. Ti koeficijenti omogucavaju normalizaciju parametara pri cemu je istaknut
znaCa] zaustavnog vremena vozila (najbitniji parametar za bezbednost)
udvostru¢avanjem normalizovane vrednosti. Dobijene vrednosti indeksa performansi
potvrduju kvalitet projektovanog upravljanja sa fazi kliznim rezimom primenom

ortogonalnih funkcija.
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Zakljucak

Predmet proucavanja ove disertacije bila je moguc¢nost primene ortogonalnih
funkcija u modeliranju 1 upravljanju dinamic¢kim sistemima. Sama ideja da bi ta primena
mogla biti uspesna proizilazi iz prirode i sveta oko nas, gde se ortogonalnost javlja u
mnogim vidovima 1 uvek donosi neku ravnotezu ili optimalnost. U disertaciji je najpre
dat pregled najvaznijih dosada$njih rezultata iz oblasti ortogonalnosti. Na bazi tih
rezultata, izveden je matematicki okvir za razvoj novih ortogonalnih racionalnih
funkcija. Te funkcije se baziraju na odredenim transformacijama u kompleksnom
domenu. Odgovaraju¢im izborom transformacija mogu se dobiti novi skupovi
ortogonalnih funkcija pogodnih za primenu u tehni¢kim sistemima. Izvedene su glavne
definicije 1 relacije vezane za skoro ortogonalne funkcije koje se mogu uspesno
primeniti u analizi 1 sintezi sistema sa nesavrSenostima. Na isti nacin su obradene 1
kvazi ortogonalne funkcije koje takode imaju primenu kod odredenih tipova dinamickih
sistema. Trebalo bi naglasiti da je teorija i vecina prikazanih matematickih rezultata
vezanih za ove generalizacije ortogonalnih funkcija potpuno nova i u nau¢nom svetu po
prvi put izvedena.

Pri pisanju ove disertacije, od velikog znacaja je bilo da se teoretski rezultati
potvrde u praksi 1 nadu realnu primenu. Zbog toga je vazan medukorak bila prakti¢na
realizacija analognih filtara koji su u stanju da generisu ortogonalne, skoro ortogonalne i
kvazi ortogonalne realne signale. U disertaciji je opisan potpuni postupak projektovanja
ovih filtara na bazi matematickih relacija i date su Seme za njihovu prakti¢nu realizaciju.
Signali snimljeni na ovim filtrima se u potpunosti poklapaju sa odgovaraju¢im
matematiCkim formulama i1 prethodno izvedenim simulacijama, §to je dokaz njihove
validnosti 1 pravilne realizacije.

Dekompozicija dinamickih sistema u smislu ortogonalnog razvoja omogucava
aproksimaciju ili modeliranje sistema sa razvojima kona¢ne duzine. Fleksibilnim
podesavanjem baznih funkcija do zeljenih karakteristika sistema koji se analizira, brzina
konvergencije ovih razvoja moze se drasticno povecati. To vodi veoma kvalitetnim
modelima koji su odredeni malim brojem parametara. Superiornost ortogonalnih
modela se ogleda u njihovoj jednostavnosti, ta¢nosti 1 brzini modeliranja. Ortogonalni
modeli ili postizu istu tacnost sa manjim brojem komponenti ili vecu tacnost sa istim

brojem komponenti u odnosu na druge modela. Procedure modeliranja pomoc¢u svakog
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od tri realizovana filtra (klasi¢nog, kvazi i skoro ortogonalnog) demonstrirane su na
realnim sistemima (jednosmerni servo motor, hidrauli¢ni sistem sa tri rezervoara,
transportni sistem sa pokretnim trakama) kroz izvrSene eksperimente.

Poslednja bitna tema koju ova disertacija obraduje je mogucénost primene
izvedenih ortogonalnih funkcija 1 realizovanih filtara u upravljanju dinamickim
sistemima. Upotreba ortogonalnih funkcija u razli€itim problemima upravljanja je
uglavnom motivisana njihovom jednostavno$c¢u, lakom prakticnom izradom 1 brzinom
izraCunavanja 1 reagovanja. Narocito su se ortogonalne funkcije pokazale pogodnim za
projektovanje optimalnih 1 adaptivnih sistema automatskog upravljanja. Prednosti
primene novodobijenih ortogonalnih funkcija i filtara u upravljanju je demonstrirana na
eksperimentima sa antenskim sistemom 1 sistemom protiv blokiranja tockova. Pri tom je
vazna 1 Cinjenica da su antenski sistem kao i transportni sistem sa pokretnim trakama
samostalno realizovani u Laboratoriji za modeliranje, simulaciju 1 upravljanje
sistemima. Na primeru upravljanja ABS-om, kao izuzetno kompleksnim problemom 1
velikim izazovom, kako za nauku tako i1 za proizvodnju, analizirane su i uporedivane
brojne nove varijante upravljanja sa kliznim i fazi kliznim rezimima. Pokazano je daiu
tom problemu teorija ortogonalnih funkcija moze doprineti u poboljSanju performansi
upravljanog sistema.

Ova disertacija je samo zagrebala po povrSini brojne mogucnosti primene
razvijenih ortogonalnih, kvazi ortogonalnih i skoro ortogonalnih racionalnih funkcija i
filtara 1 demonstrirala neke njihove prednosti u modeliranju i upravljanju dinamickim
sistemima. Ove funkcije mogu imati veliki potencijal primene u elektronici, teoriji kola,
digitalnoj obradi signala, telekomunikacijama. Dalji koraci u matematickom smislu bili
bi objedinjavanje teorije skoro 1 kvazi ortogonalnih polinoma u jedinstven sistem koji bi
bio kona¢na generalizacija ortogonalnosti 1 koja bi davala potpunu slobodu u
projektovanju najraznovrsnijih sistema. Autorova namera je i da se u daljem radu
posveti moguénostima primene ortogonalnih funkcija u takozvanim inteligentnim
upravljackim sistemima. NaroCito su interesantne moguénosti kombinovanja ovih
funkcija sa neuronskim mrezama u smislu optimalnog projektovanja mreza, kao i sa fazi
regulatorima, gde bi nove ortogonalne funkcije mogle da nadu mesto u konsekventnim
delovima zakljuCivanja. Uspeh u projektovanju takvih fazi regulatora bi omogucio

razvoj naprednijih tehnika upravljanja sa fazi kliznim rezimima.
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