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Predgovor

U ovoj doktorskoj disertaciji izlozeni su novi i originalni rezultati
iz teorije uopstenih inverza. To se pre svega odnosi na radove [96] i
[31], dok su ostali rezultati jos uvek u preprintu.

Uopsteni (generalisani) inverzi predstavljaju deo funkcionalne ana-
lize i linearne algebre koji se razvijao tokom XX veka, proizasao iz
prakticnih problema vezanih za integralne i diferencijalne jednacine, da
bi se kasnije preslo na kompleksne matrice, operatore na Banahovim! i
Hilbertovim? prostorima, odnosno elemente prstena s involucijom, Ba-
nahovih i C*—algebri. Izucavaju se teorijski aspekti, ali i numericki deo

povezan sa izracunavanjima i moguc¢nostima praktié¢ne primene.

Prvo poglavlje je pre svega uvodnog tipa. U sekciji 1.1, da bi se izbe-
gle zabune oko simbola i terminologije, uvode se (uglavnom uobicajene)
oznake i pojmovi koji ¢e biti koris¢eni. Sekcija 1.2 bavi se ukratko pro-
blemom invertibilnosti u algebarskim strukturama, dok se u sekcijama
1.3 i 1.4 mogu nadéi osnovne informacije o uopstenim inverzima kom-
pleksnih matrica odnosno operatora na Hilbertovim prostorima. Vise
o istorijatu uopstenih inverza i samog zakona obrnutog redosleda moze
se naci u sekciji 1.5,

Drugo poglavlje bavi se razlaganjem kompleksnih matrica primenom
uopsStenih inverza. Posle neophodnih uvodnih napomena, prvo de-
finiSemo razlaganje klase kvadratnih kompleksnih matrica primenom
uopstenih inverza. Samo razlaganje moze se izvesti na dva nacina:

!Stefan Banach (1892-1945), poljski matematicar, osniva¢ moderne funkcionalne
analize i zacetnik Lvovske matematicke skole

2David Hilbert (1862-1943), nemacki matematicar, jedan od osnivaca funkcio-
nalne analize
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klasi¢ni, preko Zordanove® normalne forme, i novi, koris¢enjem kon-
cepta kondijagonalizabilnosti, koji je uveden u radu Ikramova [45]. Za-
tim se vrsi povezivanje sa Hartovom? teoremom [39] i daje se njen kon-
struktivni dokaz primenom uvedenog razlaganja; na kraju se ispituju
osobine dobijenog razlaganja. Rezultati iz ovog poglavlja predstavljaju
originalne rezultate, i objavljeni su 2009. godine [96].

Potom se prelazi na razmatranje problema vezanih za zakon obrnu-
tog redosleda za Mur-Penrouzov inverz linearnih operatora na Hilber-
tovim prostorima. Na samom pocetku treceg poglavlja nalazi se kraci
osvrt na sam zakon obrnutog redosleda raznih uopstenih inverza u al-
gebarskim strukturama, kao i njegove razlicite varijante. Nesto vise
o istorijskom osvrtu na zakon obrnutog redosleda moze se naci u sek-
ciji 1.4. Rezultati koji slede u trec¢em i ¢etvrtom poglavlju uglavnom
predstavljaju poboljsanje rezultata iz [85][86][87][88] [89] za kompleksne
matrice. Budud¢i da su u tim radovima koriséeni uglavnom metodi za-
snovani na matricnim rangovima, neprimenljivi u sluc¢aju operatora na
Hilbertovim prostorima, bio je potreban originalan metod: iskoris¢ene
su osobine matrica operatora, i ukratko su opisane u sekciji 3.1.

U sekciji 3.2 izlozeni su rezultati vezani za odredene zakone obrnutog
redosleda za Mur-Penrouzov inverz. Ti originalni rezultati objavljeni
su 2010. [31], i predstavljaju uopstenje rezultata do kojih je dosao Tian
[85] 2004. za kompleksne matrice.

Sekcija 3.3 bavi se identitetima koji se javljaju pri izucavanju zakona
obrnutog redosleda za Mur-Penrouzov inverz proizvoda dva odnosno tri
operatora. Rec¢ je o uopstenju rezultata do kojih su 2004. dosli Tian
i Ceng [89] za kompleksne matrice, kao i uopstenju jednog klasiénog
rezultata do kojeg je dosao Kline [20], jos 1964.

Poglavlje 4. bavi se raznim zakonima obrnutog redosleda mesovitog
tipa za Mur-Penrouzov inverz proizvoda operatora. U sekciji 4.1. raz-
matraju se uslovi pod kojima vazi zakon obrnutog redosleda oblika
(AB)" = BT(ATABBT)TAT za operatore, ¢ime se uopstavaju rezultati
do kojih je 2005. dosao Tian [86]. U sekciji 4.2 dati su originalni rezul-
tati vezani za razlicite ekvivalentne oblike osnovnog zakona obrnutog
redosleda (AB)" = BYAT, koji predstavljaju uopstenje rezultata koje je

3Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), francuski matematicar
4Robin Harte, savremeni irski matematicar



2006. objavio Tian [87], za kompleksne matrice.

Konacno, u sekciji 4.3 mogu se naci ekvivalentni oblici raznih oblika
zakona obrnutog redosleda za odredene forme proizvoda tri operatora,
koji predstavljaju originalna uopstenja Tianovih rezultata [88], objav-
ljenih 2007.

Autor je pokusao da smisaone, pravopisne i gramaticke greske koliko
je bilo moguce izbegne.

Zelim da se zahvalim svom mentoru, profesoru Draganu S. Porde-
vi¢u, na podrsci, saradnji i brojnim korisnim savetima i primedbama
koji su vesto usmeravali moj nau¢ni rad i doprineli da ova disertacija
bude kvalitetnija, a da moja malenkost sazreva kao matematicar.

Posebno bih se zahvalio svojim roditeljima na bezrezervnoj podrsci
koja mi mnogo znaci.

iii
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Glava 1

Uvod

1.1 Oznake i pojmovi

Sa C"™*™ oznacava¢emo skup svih matrica formata m x n nad po-
ljem kompleksnih brojeva. Ukoliko zZelimo da naglasimo da posmatramo
samo matrice ranga tac¢no r (gde r < min{m,n}), koristi¢emo oznaku
Cmxn. Koristicemo oznake AT, A*, R(A), N(A) i r(A) za transpono-
vanu, odnosno adjungovanu matricu matrice A, prostor kolona (sliku),
jezgro i rang matrice A, redom. Dimenziju potprostora 7" oznacava¢emo
sa dim 7. Sa (.,.) oznacavace se standardni skalarni proizvod na C".

Kvadratna kompleksna matrica je ermitska ako A = A*, normalna
ukoliko AA* = A*A, a unitarna ako A* = A~!. Ako za kvadratnu kom-
pleksnu matricu A vazi R(A) = R(A*), ekvivalentno, N'(A) = N (A*),
tada je A matrica ermitskog ranga (ili EP-matrica). Prema drugoj
karakterizaciji, to je matrica koja komutira sa svojim Mur-Penrouzovim
inverzom (za definiciju Mur-Penrouzovog inverza videti poglavlje 1.3).

Broj A € C je sopstvena vrednost matrice A € C"*" ako vazi
Az = Az, za neki nenula vektor x € C" (koji se naziva sopstveni vek-
tor). Spektar matrice A predstavlja skup svih sopstvenih vrednosti
matrice A i oznacava se sa 0(A). Ermitska matrica H € C™" je po-
zitivno semidefinitna, ako (Hz,z) > 0, za sve x € C", odnosno ako
su sopstvene vrednosti matrice H nenegativne. Spektralna norma ma-
trice A, u oznaci ||A]|, je kvadratni koren najveée sopstvene vrednosti
pozitivno-semidefinitne matrice AA* (ekvivalentno, A*A). Spektralni

1
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radijus kvadratne matrice A, u oznaci p(A), je sopstvena vrednost ma-
trice A koja je najvec¢a po modulu. Kvadratna matrica A je nilpotentna,
ako postoji neko k € N tako da A¥ = 0. Indeks matrice A € C™*", u
oznaci ind(A), je najmanji k € N za koji r(AF) = r(A4%).

Zordanova matrica reda k € N je matrica:

A1 0 O 0
0O X1 0 0
(A =1 P
0O 0 0 A1
0O 0 0 0 A

Nula-Zordanov blok je matrica:

Neka su X i Y proizvoljni Banahovi prostori. Sa £(X,Y) oznaca-
vamo skup svih ogranic¢enih linearnih operatora iz X u Y; u slucaju da
X =Y koristimo zapis £(X). Poznato je da £(X) predstavlja Bana-
hovu algebru ogranicenih linearnih operatora.

Neka je A € L(X,Y). Nula-prostor (jezgro) operatora A, u oznaci
N(A), je skup N(A) = {z € X : Az = 0}. Slika operatora A, u oz-
naci R(A), je skup R(A) = {Ax : x € X}. Neka nadalje X 1 Y budu
Hilbertovi prostori, sem ako nije drugacije re¢eno. Sa A* oznacavac¢emo
adjungovani operator operatora A € L(X,Y); ukoliko je A = A*, op-
erator A je ermitski. Operator P € £(X) je projektor, ako je P? = P.
Ukoliko vazi jos i P = P*, onda je P ortogonalni projektor. Sa L & M
oznaci¢emo ortogonalnu direktnu sumu potprostora L i M Hilbertovog
prostora X. Ukoliko je P € L(X) ortogonalni projektor, tada je njegova
slika zatvorena, i R(P) ® N(P) = X.



1.2. PROBLEM INVERTIBILNOSTI 3

1.2 Problem invertibilnosti

U opstim algebarskim strukturama ideja inverznog elementa uop-
Stava koncept suprotnog elementa kod sabiranja, odnosno recipro¢nog
elementa kod mnozenja. Pojam inverza moze se uopstiti na dva nacina:
preko pojma jedini¢nog elementa ili izostavljanjem jedini¢nog elementa
ali uz ocuvanje asocijativnosti.

Grupoid s jedinicom
Neka je e jedini¢ni element grupoida (S, x). Ako za a,b € S vazi axb = e,
tada je a levi inverz od b, a b je desni inverz od a. Ako je z i levi i desni
inverz od y, onda je x (dvostrani) inverz od y, i y je invertibilan.

Kako (.S, %) moze imati i vise levih ili desnih jedinica, moguce je da
neki element ima nekoliko levih i/ili desnih inverza. Ako je operacija
% asocijativna, tj. (S5, *) monoid, tada svaki element ima najvise jedan
inverz i skup svih dvostrano invertibilnih elemenata formira grupu.

Polugrupa
U polugrupi S element z € S je (fon Nojman-) regularan ako postoji
z € S tako da xzx = x; Cesto se takvo z naziva pseudoinverz. Element
y je inverz od x ako xyxr = x i yry = y. Svaki regularni element ima bar
jedan inverz: ako x = zzz, tada je y = zxz inverz od x. Zatim, ako je
y inverz od z, onda su e = zy i f = yxr idempotenti, vazi ex = xf =
i ye = fy = y Sto znaci da e sluzi kao leva jedinica za z, a f kao desna;
za y je obratno.

U—polugrupe
Prirodno uopstenje inverzne polugrupe dobija se definisanjem (proiz-
voljne) unarne operacije °, takve da (a°)° = a za sve a € S; ovim S
postaje < 2,1 > algebra, i naziva se U—polugrupa. Iako se ¢ini da je
a® inverz od a, to ne mora biti tacno. Da bismo dobili nesto vazno, ova
unarna operacija mora na odredeni nacin da interaguje sa operacijom
polugrupe.

Proucavane su dve vazne klase polugrupa: [I—polugrupe (sa ak-
siomom aa®a = a) i *—polugrupe (sa aksiomom (ab)° = b°a°, tzv.
operacija involucije, u oznaci a*). Obe ove polugrupe su inverzne. Pot-
puno regularne polugrupe su I—polugrupe gde aa®° = a°a. Obratno,
x—regularne polugrupe daju najznacajniji primer (jedinstvenog) pseu-
doinverza, Mur-Penrouzovog inverza. Tada a* nije pseudoinverz, ve¢ je
pseudoinverz od x jedinstveni element y takav da xyxr = z, yry = v,
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(xy)* = y*z*, (yx)* = x*y*. Posto x—regularne polugrupe uopstavaju
inverzne, ovako definisan jedinstveni element naziva se uopsteni inverz
ili Mur-Penrouzov inverz.

Primer: Kvadratna matrica M nad poljem K je invertibilna ako
i samo ako je njena determinanata razli¢ita od nule. Kvadratna ma-
trica nad komutativnim prstenom R je invertibilna ako i samo je njena
determinanta invertibilna u R.

Nekvadratna matrica A tipa m X n potpunog ranga (r(A) = m
ili 7(A) = n) ima jednostrane inverze: ako m > n, ima levi inverz
(ATA)LAT jer (ATA)'ATA = I,; ako m < n, ima desni inverz
AT(AAT)=L jer AAT(AT)~! = I,,. Nijedna matrica ranga manjeg od
min{m,n} nema (ni jednostrani) inverz, dok Mur-Penrouzov inverz
postoji za sve matrice, i poklapa se sa levim, desnim ili pravim in-
verzom, ako oni postoje.

1.3 Uopsteni inverzi kompleksnih matrica

Poznato je da svaka nesingularna kvadratna matrica A formata
n x n ima jedinstveni inverz, u oznaci A~!, tako da vazi

AAT = ATA =1,

gde je I, jedinicna matrica. Kako se u prakticnim problemima javljaju
1 nesingularne i pravougaone matrice, bilo je neophodno na¢i odredenu
matricu za datu, tako da ona ima Sto viSse osobina obicnih inverza.
Dakle, pod uops$tenim inverzom date matrice A podrazumeva se ma-
trica X koja je povezana sa A na slede¢i nacin:

a) postoji za klasu matrica opstiju od nesingularnih kvadratnih;
b) ima odredena svojstva obi¢nih inverza;
c) svodi se na A~! kad je A invertibilna.

Americki matematicar Mur! je u periodu od 1910. do 1920. uveo
i intenzivno izuc¢avao uopsteni inverz (”general reciprocal”) matrice.

'Eliakim Hastings Moore (1862-1932)
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Ciljeve svojih istrazivanja Mur je u [60], str. 197, ovako formulisao:
"The efectiveness of the reciprocal of a non-singular finite matrix in
the study of properties of such matrices makes it desirable to define if
possible an analogous matrix to be associated with each finite matrix
k% even if k!? is not square or, if square, is not necessarily nonsingu-
lar.” (Efikasnost reciprociteta (inverza) nesingularne kona¢ne matrice
pri proucavanju osobina takvih matrica ¢ini pozeljnim definisanje, ako
je to moguce, analogne matrice koja bi odgovarala proizvoljnoj kvadrat-
noj matrici 2 ¢ak i kada x'2 nije kvadratna, ili ako je kvadratna - ali ne
i nesingularna.). Treba napomenuti da je ¢itanje originalnih Murovih
radova veoma tesko zbog specificnih oznaka, videti [7], str. 370. Pored
neizmernog doprinosa teoriji uopstenih inverza, Mur je imao znacajan
uticaj na istrazivacke aktivnosti iz oblasti matematike u Americi. Kao
ilustracija njegovog uticaja neka posluzi slede¢i podatak: dok je on
radio na odseku za matematiku Univerziteta u Cikagu, proizvedeno
je dvostruko vise doktora nauka nego u bilo kojoj drugoj instituciji u
Sjedinjenim Drzavama.

Penrouz je jos 1955. pokazao da za svaku konac¢nu kompleksnu
(kvadratnu ili pravougaonu) matricu A € C™ " postoji jedinstvena
kompleksna matrica X € C™™ koja zadovoljava sledece cetiri tzv.
Penrouzove jednacine:

1) AXA= A;
2) XAX = X;
3) (AX)* = AX;
4) (XA)* = XA.

Iz istorijskih razloga, ovakav inverz naziva sa Mur-Penrouzov inverz
matrice A, i oznacava sa Af.

Uopsteni inverzi koji zadovoljavaju samo neke od pomenute cetiri
jednac¢ine imaju svoju primenu kod raznih tipova reSavanja linearnih
sistema. Za njih ¢emo koristiti oznake iz naredne definicije.

Za svaku matricu A € C™*" sa A{i, j, k} oznacavaé¢emo skup svih
matrica X € C"™™ koje zadovoljavaju jednacine (i),(j),(k) iz skupa
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Penrouzovih jednacina. Matrica X € A{i, j, k} naziva se {i,j, k}—in-
verz od A, u oznaci A®7¥) Koristi¢emo i skraceni zapis A? gde () # 6 C
{1,2,3,4}.

Cesto se za {1}-inverz koristi termin unutrasnji inverz, za {2}—in-
verz spoljasnji, a za {1,2}—inverz refleksivni inverz.

Glavna primena {1}—inverza je pri resavanju raznih linearnih si-
stema, gde se oni koriste na slican na¢in kao obicni inverzi. Elementi
klase {1, 3} —inverza tesno su povezani sa resenjima najmanjih kvadrata
za linearni sistem Ax = b u smislu da je ||Ax — b|| najmanje kada
v = A3, gde AP € A{1,3}. S druge strane, {1,4}— inverzi po-
vezani su sa reSenjima sa minimalnom normom na slede¢i nacin: ako
pomenuti sistem ima resenja, ono resenje za koje je ||x|| najmanje je
dato sa x = ALYp, gde ALY € A{1,4}.

Medu svim spoljasnjim inverzima poseban znacaj ima onaj ¢ija su
slika i jezgro unapred zadati, jer se odgovarajuc¢im izborom slike i jezgra
mogu dobiti razni drugi inverzi:

Definicija 1.3.1 Neka je A € C™™ ranga r, neka je T' potprostor od
C" dimenzije s < r, i neka je S potprostor od C™ dimenzije m — s.
Ako matrica X € C™™ zadovoljava uslove

XAX =X, R(X)=T, N(X)=5,

tada je X spoljasnji inverz matrice A sa unapred definisanom slikom T
i jezgrom S, u oznaci X = Agg)s

U sledecoj definiciji dato je prirodno uopstenje Mur-Penrouzovog
inverza.

Definicija 1.3.2 Neka je A € C"™*" i neka su M i N pozitivno defi-
nitne matrice reda m 1 n, respektivno. Tezinski Mur-Penrouzov inverz
matrice A je jedinstvena matrica ARLN € C™™ takva da je

1) AXA = A;

2) XAX = X;

3M) (MAX)* = MAX;
AN) (XAN)* = NXA.
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Akoje M =1,,i N = I,, tada je A;maln = AT,

2 inverz.

Kod kvadratnih matrica, moze se definisati i Drejzinov
Definicija 1.3.3 Neka je A € C™™ matrica indeksa k. Drejzinov in-
verz matrice A, u oznaci A%, je matrica koja zadovoljava sledeée:

1k) AF+1Ad = Ak,
2) AlAAL = Ad;
5) AA = AdA.

Ovaj inverz definisao je Drejzin [32] 1958, u asocijativnim prstenima
i polugrupama, bez posebnog pominjanja matrica. Drejzinov inverz
ima, za razliku od obi¢nog, i izvesna spektralna svojstva.

Vise o uopstenim inverzima kompleksnih matrica moze se naéi u
knjigama [7], [99].

1.4 Uopsteni inverzi operatora

Neka su X i Y Banahovi prostori. Obi¢no je veoma vazno znati
da li je operator A € L(X,Y) invertibilan, ali se i tada ¢esto ko-
riste samo neke osobine invertibilnih operatora. Te osobine se mogu
opisatu pomocu odredenih jednac¢ina koje sadrze sam operator A i nje-
gov "pseudo-inverz.”

Definicija 1.4.1 Neka je A € L(X,Y). Ako postoji operator B €
L(Y,X) tako da je ABA = A, onda je B unutra$nji uopsteni inverz
operatora A, a operator A je unutrasnje reqularan. Koristi se jos i
termin g—invertibilan.

Ako vazi CAC = C za neko C € L(Y,X), C # 0, onda je C
spoljasnji uopsteni inverz operatora A, a sam operator A je spoljasnje
reqularan.

Ako je D € L(Y, X) unutrasnji i spoljasnji uopsteni inverz operatora
A, tada je D refieksivni uopsteni inverz od A.

2Michael P. Drazin, americki matematicar
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Operator A € L(X,Y) je regularan ako i samo ako su N (A) i R(A)
zatvoreni i komplementarni potprostori od X i Y, respektivno.

Unutrasnji inverz operatora sa unapred zadatom slikom i jezgrom
ne mora da bude jedinstven. Medutim, refleksivni generalisani inverz
je jedinstveno odreden svojom slikom i nula prostorom, kao i spoljasnji
inverz.

Nenula operator A € £(X,Y") uvek ima nenula spoljasnji inverz B €
L(Y,X). Ako je BAB =B, T =R(B)iS =N(B), tada je B poznat
kao Ag% )S generalisani inverz od A, odnosno kao spoljasnji generalisani
inverz operatora A sa slikom T i jezgrom S. Za date potprostore T’
od X i S od Y, postoji generalisani inverz Agé od A ako i samo ako
su zadovoljeni sledeéi uslovi: T, S 1 A(T) su zatvoreni komplementarni
potprostori od X, Y i Y respektivno, restrikcija Ay = Al : T — A(T)
je invertibilan operator i A(T) @ S = Y. U tom slucaju generalisani
inverz Ag% )5 je jedinstveno odreden.

Neka su sada X i Y Hilbertovi prostori. Tada je A regularan ako
i samo ako je R(A) zatvoren, tj. kad je A operator sa zatvorenom
slikom. Regularnost je dovoljan uslov za egzistenciju Mur-Penrouzovog
inverza o kome ¢e biti viSe re¢i u nastavku. Inace, ova pretpostavka
o zatvorenosti slike u opstem slucaju se moze izbedci, ali tada Mur-
Penrouzov inverz nece biti ograni¢en operator, i tu situaciju neé¢emo
razmatrati.

Mur-Penrouzov inverz

Medu svim refleksivnim inverzima operatora A, poseban znacaj ima
onaj kod koga su odgovarajuci projektori ermitski. Bududéi da je taj
pseudoinverz moguce sagledati iz vise aspekata, da¢emo njegove cetiri
ekvivalentne definicije.

Neka su X7 i Xy Hilbertovi prostori nad istim poljem skalara. Pos-
matramo fundamentalni problem resavanja opste linearne jednacine ob-
lika:

Tr=5> (1.1)

gde b € Xy, T € L(X;, X3). Ako operator T ima inverz, jednacina (1.1)
uvek ima jedinstveno resenje z = T 'b. U opstem slucaju jednacina
(1.1) moze imati vise od jednog resenja ako N (T) # {0}, ili nemati
nijedno kada b ¢ R(T). Cak i kada nema resenja u tradicionalnom
smislu, opet je mogucée nac¢i u odredenom smislu "najbolje moguce”
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reSenje problema. U stvari, ako sa P oznac¢imo projektor sa X na
R(T), tada je Pb vektor iz R(T) najblizi b, i izgleda razumnim da
reSenje u € X jednacine

Tx = Pb (1.2)

smatramo uopstenim resenjem jednacine (1.1). Drugi prirodan pristup
pridruzivanja uopstenih resenja jednacini (1.1) je nalazenje u € X; koje
”dolazi najblize” resenju (1.1) u smislu da

| Tu = b|| < ||Tz — b (1.3)
za proizvoljno x € Xj.

Teorema 1.4.1 Neka T € L(X1, X3) ima zatvorenu sliku R(T') i neka
b € Xy, tada su sledect uslovi za u € X, ekvivalentni:

1. Tu = Pb;
2. ||Tu —b|| < ||Tx —bl|, za sve x € Xy;
3. T*Tu="T"b.

Vektor u € X1 koji zadovoljava ma koji od gornja tri uslova naziva se
resenje najmangih kvadrata jednacine (1.1).

Posto je R(T') zatvoren, reSenje najmanjih kvadrata jednacine (1.1)
postoji za sve b € X,. Takode, ako N (T) # {0}, tada postoji beskona-
¢no mnogo resenja najmanjih kvadrata, jer ako je u reSenje najmanjih
kvadrata, tada je to i u + v za sve v € N(T).

Iz Teoreme 1.4.1 sledi da se skup resenja najmanjih kvadrata je-
dnacine (1.1) moze zapisati kao {u € X; : T*Tu = T*b}; ovaj skup je
zatvoren i konveksan, zbog neprekidnosti i linearnosti 7' 1 7. Takode,
ovaj skup sadrzi jedinstveni vektor minimalne norme, koji ¢emo oda-
brati da bude jedinstveno reSenje najmanjih kvadrata povezano sa b.

Definicija 1.4.2 [Najmanje kvadratno resenje] Neka T € L(X7, X3)
ima zatvorenu sliku R(T). Preslikavanje T' : Xy — Xy, definisano
sa TTh = u, gde je u resenje najmanjih kvadrata minimalne norme
jednacine (1.1), naziva se uopsteni inverz od T.
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Moze se dokazati: ako T' € L(Xi,X,) ima zatvorenu sliku, tada
TT € L(Xa, X1).

Definicija 1.4.3 [Mur] Ako T € L(X1, Xs) ima zatvorenu sliku R(T),
tada je T jedinstveni operator u L(Xo, X1) koji zadovoljava:

1. TTY = Prepy;

Definicija 1.4.4 [Penrouz] Ako T € L(X1,Xs) ima zatvorenu sliku
R(T), tada je TT jedinstveni operator u L(Xz, X1) koji zadovoljava:

1. TTIT =T;

2. TVTTt = T,
3. (TTH* = TTH;
4. (T'T)* = T'T.

Definicija 1.4.5 [Dezoer-Valen®] Ako T € L(X1, X3) ima zatvorenu
sliku R(T), tada je T' jedinstveni operator u L(Xo, X1) koji zadovolja-
va:

1. T'Te =2, € N(T)*;
2. Thy=0, ye R(T)"

Sve cetiri gornje definicije su su ekvivalentne.

Posto je R(TT) = N(T)*, ako je u resenje najmanjih kvadrata i
v € N(T), tada je i u + v najmanje kvadratno resenje; zato je skup
reSenja najmanjih kvadrata jednacine (1.1) dat sa T7b + N (T).

Ukoliko neki operator zadovoljava Penrouzove jednacine (i), (j) i
(k), takav inverz naziva se {i, j, k} —inverz operatora A, u oznaci A7),

Neka su X i Y Hilbertovi prostori, i neka su operatori M € L(Y)
i N € L£(X) pozitivni (i invertibilni). Mogu se uvesti novi skalarni
proizvodi: (z,y)y = (Nz,y) u X, odnosno (u,v),, = (Mu,v) uY.
Prostori X i Y su Hilbertovi u odnosu na ove nove skalarne proizvode.

3Charles A. Desoer i B. H. Whalen
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Zatim, linearan operator A : X — Y je ograni¢en u odnosu na ove
"stare” skalarne proizvode ako i samo ako je ograni¢en u odnosu na
"nove” skalarne proizvode ({.,.),,1(.,.)x). Ako je operator A relativno
regularan, tada postoji jedinstveni operator B € L(Y,X) takav da
ABA = A, BAB = B, AB je ortogonalan u odnosu na (.,.),,, a BA

je ortogonalan u odnosu na (., .) -

Teorema 1.4.2 Neka su X @Y Hilbertovi prostori, i neka su operatori
M e L(Y) i N € L(X) pozitivni (i invertibilni). Ako A € L(X,Y) ima
zatvorenu sliku, tada postoji jedinstven operator AL’N € LY, X) koji
zadovolja sledece jednakosti:

1. AAL, A = A,

2. AEM,NAA;M,N - A}f\/[,Na

3. (3M) (MAA}, v)* = MAAY,
4. (4N) (NAL, yA)* = NAY, VA,

Operator AM N Je tezinski Mur-Penrouzov inverz od A.

Neke najbitnije osobine obi¢nog i tezinskog Mur-Penrouzovog in-
verza navedene su u narednom tvrdenju.

Tvrdenje 1.4.1 [7], [30], [99] Neka je A € L(X,Y) operator sa za-
tvorenom slikom, @ neka su M € L(Y) i« N € L(X) pozitivno definitni
wnvertibilni operatori. Tada:

1) (ANT=A, (AT = (AD)*, VAT = TAT 2a A € O\ {0};
2 = ATAA* = A*AAT, A= AA*(A")T = (A*)TA* A;
4) (AANT = (ANTAT (A*A)T = AT(A")T;

5) (UAV)T = V*ATU*, samo ako su U i V unitarni;

(1)
(2) A
(3) Al = A*(AA")" = (A*4)TA%;
(4)
()
(6)

R(A) = R(AAT) = R(AA");
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(11) (Ahyn)" = (A s

12) A;WN = N-V2(MV2ZAN-V2) i p1/2,
) R(Al ) = NTIR(AY), N(Al, y) = MTIN(A*);
) R

15 (ALN) NTIR(A*), N(Al; vA) = N(A).

Vise o uopstenim inverzima operatora na Banahovim i Hilbertovim
prostorima moze se nac¢i u knjigama [7], [99] i [30].

Mur-Penrouzov inverz u prstenima s involucijom
i C*—algebrama

Neka je R prsten sa nulom 0 i jedinicom 1. Pretpostavimo da je na
R definisana involucija z — x*, odnosno da za sve x,y € R vazi:

() =, (z+y) =z"+vy* (zy) =y*2z*, 1"=1, 0" =0.

Element z € R je samoadjungovan ako z = z*. Element a' € R je
Mur-Penrouzov inverz elementa a € R ako vazi sledece:

aa'a = a; d'aa’ = d', (aa')* = aad', (a'a)* = dla.

Tvrdenje 1.4.2 Neka je R prsten s involucijom. Ako a € R i ako
postoji Mur-Penrouzov inverz a' od a, tada je on jedinstven.

Element a € R je Mur-Penrouz invertibilan, ili MP-invertibilan,
ako postoji Mur-Penrouzov inverz od a. Skup svih MP-invertibilnih
elemenata prstena R oznacava se sa RI. Ako skup svih invertibilnih
elemenata iz R oznacimo sa R™!, a skup svih relativno regularnih (t;.
unutrasnje regularnih) sa R~, vazi: R"! C Rf Cc R™.

U C*—algebrama MP-invertibilnost se karakterise na slede¢i nacin.
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Teorema 1.4.3 U C*—algebri A sa jedinicom, sledeéi uslovi za a € A
su ekvivalentni:

(1) a je dobro podrzan;
(2) a je MP-invertibilan;
(3) a je regularan.

Element a € R je dobro podrzan ("well-supported’), ako postoji samoad-
jungovani idempotent p tako da: ap = a, a*a+1 —p € R™L; takvo p
je nosac.

Opsirnije o Mur-Penrouzovom inverzu u prstenima s involucijom i
C*—algebrama moze se naéi, na primer, u [30], str. 9-13. Sama knjiga
predstavlja i opsirnu listu relevantne literature iz ove oblasti.
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1.5 Istorijat

1.5.1 Istorijat uopstenih inverza

Po svemu sudeéi, prvi matematicar koji je iskoristio koncept uopstenog
inverza bio je Fredholm? [34]. On je dao poseban uopsteni inverz in-
tegralnog operatora, i njega je zvao ”pseudoinverse”. Klasu svih pseu-
doinverza okarakterisao je Hurvic®[44] 1912. On je iskoristio konaénu
dimenzionalnost nul-prostora Fredholmovih operatora da bi dao jedno-
stavnu algebarsku konstrukciju. Uopstene inverze diferencijalnih ope-
ratora, koje je ve¢ nagovestio Hilbert u svom razmatranju uopstenih
Grinovih® funkcija [42] 1904, izucavali su mnogi: Majler [Myller] 1906,
Vestfol [Westfall] 1909, Bunicki [Bounitzky] [14] 1909, Eliot” 1928. i
Reid [73] 1931.

U izvesnom smislu, uopsteni inverzi integralnih i diferencijalnih ope-
ratora prethodili su uopstenim inverzima matrica, ¢iju egzistenciju je
prvi zabelezio Mur. On je u prvoj publikaciji na ovu temu, u sazetku
predavanja koje je drzao na konferenciji Americkog matematickog dru-
stva [59] 1920, definisao jedinstveni inverz (zvao ga je ”general recip-
rocal”) preko projektora za svaku kona¢nu matricu. Danas se smatra
da je do svojih rezultata dosao jos 1906. Detalji su objavljeni [60] tek
1935, posle Murove smrti. Murovo otkric¢e bilo je zapostavljeno nared-
nih dvadeset godina. U tom periodu vazno je pomenuti rezultate do
kojih su dosli Zigel® 1937. [74] za matrice, Tseng ? [91] [93], [94], [92],
Marej'® i fon Nojman'' 1936 [62], Etkinson [Atkinson][4] [3] i drugi.

Ozivljavanje interesovanje za ovu temu tokom ’50-ih vezuje se za
osobine najmanjih kvadrata (sto Mur nije ni pominjao) odredenih uop-
Stenih inverza. Te osobine je primetio Bjerhamar!? 1951, koji je ponovo
otkrio Murov inverz, ali i uocio njegovu vezu sa resavanjem linearnih

4Erik Ivar Fredholm (1866-1927), §vedski matematicar

®Adolf Hurwitz (1859-1919), nemacki matematicar

6George Green (1793-1841), britanski matematicar

"Waters Montroll Elliott, (1916-1983), americki nau¢nik i matematicar
8Carl Ludwig Siegel (1896-1981), nemacki matematicar

9Y. Y. Tseng

OFrancis Joseph Murray (1911-1996), americki matematicar

1 John von Neumann (1903-1957), americki matemati¢ar madarskog porekla
12 Arne Bjerhammar (1917- ), §vedski geodezista
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sistema [11] [10] [9]. Penrouz'?® je 1955. [66] poostrio i prosirio rezultate
Bjerhamara za linearne sisteme, i pokazao da je Murov inverz date
matrice A jedinstvena matrica X koja zadovoljava tzv. Penrouzove
jednacine (AXA = A, XAX = X, (AX)* = AX, (XA)* = XA). Ovo
otkri¢e pokrenulo je lavinu sjajnih radova na temu uopstenih inverza,
tako da se s pravom ovaj uopsteni inverz naziva Mur-Penrouzov.

Od 1955. pojavilo se vise od 2000 radova na temu raznih aspekata
uopstenih inverza i njihovih primena. Jednu prekretnicu predstavlja ob-
javljivanje nekoliko monografija na ovu temu tokom ’70-ih ([16], [37],
[72]), posebno odli¢na knjiga Ben—Izraela i Grevila iz 1974. [7], koja
je ostvarila veliki uticaj na generacije matematicara. Drugu prekret-
nicu predstavljalo je objavljivanje dva toma zbornika radova. Prvi tom
¢ine sazeci sa Naprednog seminara o uopstenim inverzima i primenama,
odrzanog na Univerzitetu Viskonsin-Medison 1973. Ova opSirna knjiga
[63] sadrzi 14 radova o teorijskim rezultatima, izracunavanjima i pri-
menama uopstenih inverza i iscrpnu bibliografiju koja obuhvata sve
relevantne reference do 1975. Drugi tom ¢ine sazeci sa Regionalne
konferencije Americkog matematickog drustva, odrzane u Kolumbiji u
Juznoj Karolini, 1976. Ova knjiga [15] sadrzi 12 radova sa najnovi-
jim primenama uopStenih inverza. I ne samo to, veé¢ predstavlja i
zaokret u pravcima interesovanja u okviru uopstenih inverza tokom
'7T0-ih. Do ovog perioda, zbog primena u statistici, istrazivanja su
bila usredsredena na resavanje linearnih sistema i osobine najmanjih
kvadrata odredenih klasa uopstenih inverza; zaokret je bio u smeru
beskonacno dimenzionalne teorije, numerickih izra¢unavanja, matrica
posebnih tipova (bulovske, celobrojne), matrice nad algebarskom struk-
turama koje nisu polje, teorije sistema i uopstenih inverza kojima se ne
resavaju jednacine.

13Roger Penrose (1931 ), engleski fizicar i matematicar
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1.5.2 Istorijat zakona obrnutog redosleda

Zakon obrnutog redosleda ("reverse-order law”, skra¢eno "ROL”) za
uopstene inverze proizvoda predstavlja zanimljivu klasu fundamental-
nih problema u okviru teorije uopstenih inverza. Uporedo sa ozivlja-
vanjem interesovanja za same uopstene inverze tokom ’60-ih, pocelo
se sa izucavanjem uslova pod kojima vazi zakon obrnutog redosleda za
proizvod dveju neinvertibilnih kompleksnih matrica A i B :

(AB) = BT AT (1.4)

Grevil'* [36] je 1966. prvi dao potrebne i dovoljne uslove pod kojima
(1.4) vazi. Naime, on je dokazao da

(AB)' = B'A' & ATABB*A* = BB*A* A BBTA*AB = A*AB, (1.5)
odnosno
(AB)' = B'A' & R(A*AB) C R(B) A R(BB*A*) C R(A%). (1.6)
Treba pomenuti i rezultat do kojeg je dosao 1968. Argirijade!'® [2]:
(AB)' = B'A' & A*ABB* je matrica ermitskog ranga  (1.7)
Zakon obrnutog redosleda za proizvod tri matrice, oblika
(ABC)' = C'BTAT, (1.8)

izucavali su 1986. Hartvig!® [41] i Tian'"[81] 1992. Tian je u svom radu
[82] izucavao i slucaj proizvoda n matrica:

(A1Ay . AT = Al . Al (1.9)

Zakon obrnutog redosleda za tezinski Mur-Penrouzov inverz proiz-
voda dve matrice u obliku

(AB)}[\/[,L = B}LV,LA;\/[,Na (1-10)

4Thomas Nall Eden Greville (1910-1998), americki matematicar
I5E. Arghiriade, rumunski matematicar

16Robert E. Hartwig, savremeni matematicar

"Yongge Tian, savremeni kineski matematicar
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razmatrali su 1998. Sun i Vei [77], dok se trostrukim proizvodom bavio
Vang [98].

[zucavan je i zakon obrnutog redosleda i za ostale inverze, posebno
za Drejzinov. Opet je Grevil [36] prvi pokazao da

(AB)* = B?A“, (1.11)

vazi pod uslovom da A i B komutiraju. Potrebne i dovoljne uslove za
zakon obrnutog redosleda za Drejzinov inverz proizvoda 2 i n matrica
dali su redom H. Tian [80] 1999, odnosno Vang [97]. Dordevi¢ [27] je
proucavao zakon obrnutog redosleda za spoljasnji uopsteni inverz sa
unapred definisanom slikom i jezgrom u obliku

(AB)Y), = BESAT) v (1.12)

Zakon obrnutog redosleda za spoljasnji uopsteni inverz proizvoda n
matrica sa unapred definisanom slikom i jezgrom jos uvek nije izucen.

[zucavani su i opstiji zakoni obrnutog redosleda, gde su posmatrani
tzv. 60— inverzi (0 C {1,2,3,4}); vredi pomenuti rezultate do kojih su
dosli Vei [103] [105], De Pjero i Vei [67], odnosno Verner [106]. Medu
skorasnjim radovima vredi pomenuti [21], koji se bavi {1, 3,4} —inver-
zima u C*—algebrama.

Pored zakona obrnutog redosleda, izucavan je i tzv. zakon direktnog
redosleda (”forward order law”) u obliku

(AB)' = A'BT, (1.13)

koji je mnogo manje prirodan, jer on ne vazi ni za obi¢an inverz, osim
u specijalnim slucajevima.
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Glava 2

Razlaganje matrica 1
uopsteni inverzi

Pod razlaganjem (”splitting” ) kompleksne matrice A podrazumeva
se njen zapis u formi A = U — V, gde matrice U i V zadovoljavaju
odredene uslove. Zavisno od tih nametnutih uslova, mogu se definisati
razliciti tipovi razlaganja, na primer:

e U1 >0, V>0 regularno razlaganje,
e U1>0, U'V >0, VU™ > 0 nenegativno razlaganje,

e U1 >0, U'V >0 (VU > 0) slabo nenegativno razlaganje
prvi (drugi) tip,

U, U7V >0 (VU™ > 0) slabo razlaganje prvi (drugi) tip,

p(U™V) = p(VU1) < 1 konvergentno razlaganje.

Ukoliko su nametnuti uslovi na odredeni nacin povezani sa uopstenim
inverzima, mogu se definisati jos neka razlaganja:

Definicija 2.0.1 Neka je A € C"*", i neka k = ind(A). Ako vaZi:
R(U) = R(A"), N(U)=N(A"),

u pitanju je indeksno razlagange.
Ako ind(A) = 1, indeksno razlaganje svodi se na odgovarajuce pravo
("proper”) razlaganje.

19
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Definicija 2.0.2 NekajeAec C", T C C",dimT =s<r, S CC™,
dim S =m — s. Ako vazi:

UT &S = C™,
u pitanju je {T, S}—razlaganje.

Sama ideja razlaganja potekla je od regularne teorije razlaganja koju
je 1960. uveo Varga! [95]. Prvobitna teorija odnosila se na kvadratne
matrice i obi¢ne inverze. Iz tog perioda izdvajaju se dva odlicna rada
Voznjickog? [107] [108], u kojima se izmedu ostalog moze naci i kradi is-
torijat problematike matri¢nih razlaganja. Rezultati sa obi¢nim inverz-
ima prosireni su na pravougaone matrice i uopstene inverze, pre svega
Mur-Penrouzov inverz i spoljasnji inverz sa unapred definisanom slikom
i jezgrom [75]. Drugi pravac uopstavanja bio je u smeru g—invertibilnih
operatora [76].

Razlaganja matrica i operatora imaju primenu pre svega pri raznim
reprezentacijama uopstenih inverza, a zatim i pri konstrukcijama raznih
iterativnih procesa kojima se resavaju singularni linearni sistemi.

2.1 Razlaganje matrica indukovano
uopsStenim inverzima

U ovoj sekciji uvodi se razlaganje jedne klase singularnih kvadratnih
kompleksnih matrica indukovano njenim unutrasnjim inverzima. Ra-
zlaganje se uvodi na dva razli¢ita na¢ina: koriséenjem Zordanove nor-
malne forme matrice i koris¢enjem koncepta kondijagonalizabilnosti
matrice. Zordanova normalna forma matrice predstavlja klasican rezul-
tat linearne algebre (videti npr. [7], str. 35, ili [51], str. 304), dok je
koncept kondijagonalizabilnosti uveden u radu Ikramova iz 2007 [45].
Koriséenjem uvedenog razlaganja dokazujemo na konstruktivan nacin
specijalni sluc¢aj Hartove teoreme [39)].

'Richard S. Varga, ameri¢ki matematicar
2Zbigniew 1. Woznicki, poljski matematicar
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Hartova teorema

Neka je A Banahova algebra sa jedinicom 1. Element a € A je
regularan (regularan u fon Nojmanovom smislu) u A ako postoji z € A
tako da ara = a. Oznacimo sa A" skup sastavljen od svih regularnih
elemenata iz A. Tada: A7 = {a € A : a € aAa}. Koristicemo
oznaku A® za skup sastavljen od svih idempotenata iz A. Tada je

{aeA:acald a} = A A7 = A1 A° [38].

Tvrdenje 2.1.1 (Hart [39]) Neka je A Banahova algebra sa jedini-
com 1. Tada vazi:

AT A (AT = ATTAC

Dokaz ovog tvrdenja moze se naé¢i u [39], alternativno u [70], str.
181. Opstiji rezultati, koji se ticu Fredholmovih operatora mogu se nad¢i
u [69], a za Fredholmovu teoriju za homomorfizme Banahovih algebri
u [26]. U ovom radu Teorema 2.1.3 predstavlja konstruktivan dokaz
Hartove teoreme za jednu klasu singularnih kvadratnih kompleksnih
matrica, zasnovan na matricnom razlaganju indukovanom unutrasnjim
inverzima.

Kondijagonalizabilnost

Konjugovanje-po-komponentama matrice A je povezano sa adjun-
govanjem i transponovanjem na slede¢i nacin: A = (A*)T = (AT)*,
i takode A* = (A)T. Za matricu A = [a;j]nxn, njoj konjugovana-po-
komponentama matrica je A = [@;;],xpn-

Definicija 2.1.1. Matrica A € C™" is kondijagonalizabilna ako se
matrica Ar = AA (ili, §to je isto, Ay = AA) moZe diagonalizovati
transformacijom slicnosti.

Definicija 2.1.2. Za matrice A, B € C™™" kaZemo da su kon-slicne
("consimilar”) ako A = SBS ' za nesingularnu matricu S € C™".

Definicija 2.1.3. Neka je o(AL) = {1, ..., A} spektar od Ap. Kon-
sopstvene vrednosti od A sum skalara iy, ..., iy, definisanih na sledeci
nacin:

Ako \; ¢ (—00,0), tada se odgovarajuca kon-sopstvena vrednost p;
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definise kao: p; = /i, Re(u;) > 0; visestrukost od p; se uzima da
je ista kao za \;.

Ako \; € (—00,0), tada pridruiujemo dve konjugovane cisto imagi-
narne kon-sopstvene vrednosti p; = +\/N;. Visestrukost svake od njih
se uzima da je polovina od one za ;.

Ako A € R™"™, tada je svaka sopstvena vrednost od A sa nenega-
tivnim realnim delom u isto vreme i kon-sopstvena vrednost te matrice.
Ako sopstvena vrednost A ima negativan realan deo, tada je up = —A\
kon-sopstvena vrednost od A.

Tvrdenje 2.1.2 (Ikramov [45]). Neka je A € C™ " kondijagonali-
zabilna matrica. Tada se A mozZe dovesti transformacijom kon-slicnosti
na svoju kanonsku formu, koja predstavija direktnu sumu 1 x 142 x 2
blokova. Blokovi 1 x 1 su realne kon-sopstvene vrednosti od A, dok
svaki 2 X 2 blok odgovara paru konjugovano kompleksnih kon-sopstvenih

vrednosti i, i, © tma formu
0 &
w0 )

Ako je A singularna i k = dimker A;, — dimker A > 0, tada kanonska
forma od A sadrzi i k blokova oblika

(10)

Rezultati izlozeni u nastavku objavljeni su u radu [96].
Ideja

Neka je A € C*" kvadratna kompleksna matrica ¢iji je rang jednak
r < n. Matrica B € C*" naziva se unutrasnji, ili {1},— uopsteni
inverz za A, ako vazi ABA = A. Poznato je da postoji neko k, r <
k < n, tako da matrica A ima {1},— inverz. Stavise, postoji ceo skup
unutrasnjih inverza, koji ¢ine matrice ¢iji je rang od r do n, ukljucujuci
1 granice:

A{1) = kU A{1}.
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Pozabavimo se sada matricama iz klase A{1},. One su invertibilne, i
sa A{1}! ¢emo oznacavati skup njihovih ”obi¢nih” inverza. Ovaj rad
se bavi pitanjem: Koliko ”blizu” u smislu spektralne norme matrica A
moze biti skupu A{1},1?

Pomoéni rezultati

Lema 2.1.1. Neka je data Zordanova matrica reda k (dimenzija kxk),

k€ N:
Ji(0) = ( 8 ]’fo—l ) . (2.1)

Tuda
Ju(0){1,3,4) = ( o N ) — {( o ) aeCl (22)

Dokaz. Svodenjem matricu Ji(0) na njenu ermitsku normalnu formu
(koriste¢i metod opisan, na primer, u [7], str. 24 ili [51], str. 94)
dobijamo:

_ Lk O _ (0 1
TEJk(O)P< 0 0>,WhereE[k,P<Ik_1 O).

Kako je P permutaciona matrica, vazi det P = (—1)¥*! # 0. Potrazimo
{1, 3, 4}—inverz matrice T po definiciji, u formi

A B
(1,34) _
-8 )

gde su A, B, C'i D podmatrice od T34 &ije su dimenzije (k — 1) x
(k—1),(k—1)x1,1x(k—1)1i1x 1, redom. Lako se nalazi da
A=1,_1, B=0,C =0, dok matrica D ostaje proizvoljna - ozna¢imo
je kompleksnim brojem «. Dakle:

I O
(1,34) _ k-1
= (5 2)

Kako su F i P nesingularne unitarne matrice, i posto znamo da:

T(134) _ P_lJ,El’?”A‘)(O)E_l,
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1mamo:

(1,3,4) o (1,3,4) _ 0 1 Ik—l 0 - 0 (0%
S0 = PT _<Ik10>< 0 o) \ Ly 0)°

A
Lema 2.1.2. Postoji invertibilni element u skupu Jy.(0){1,3,4}.
Dokaz. Ako a # 0, onda det J,gl’3’4)(0) = (=1)*a # 0. To znaéi da u

skupu Ji.(0){1, 3,4} postoji invertibilni element, ¢iji inverz oznacavamo
sa Ji(0). Sada je ocigledno:

= 0 I
Je(0) = ( i ’fol ) : (2.3)
A
Oznac¢imo sa || - || spektralnu normu elemenata iz C™*". Spek-

tralna norma matrice A je kvadratni koren spektralnog radijusa od
A*A. Naredni rezultat je poznat.

Lema 2.1.3. Neka su A i B dve kvadratne kompleksne matrice. Tada
vazi:

0 0
W) Ako W = ( 00 ) onda W] = [|A]|;
A O
) ato W= (). onda [l = max 1L 151,
Lema 2.1.4. Spektralna norma matrice Jp(0) — Jx(0) data je sa:
—~ 1
[7k(0) = Je(0)]| = ol (2.4)

Dokaz. Oznacimo sa W razliku Jj,(0) — J(0). Znamo da

W= ( _Ol O(kz—l)ox(k—l) )7

Sto znaéi da

L 0
WW = as ,
0 Ok—1)xk-1)

pa o(W*W) = {0, o}, odakle sledi [|W]| = 1.
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Mur-Penrouzov inverz matrice Ji(0) bice:

Ji(0) = ( ]ko_l 8 ) '

Lema 2.1.5. Spektralna norma matrice J,>%(0) — J,1(0) data je sa:
[[:39(0) = i (0)]] = |al. (2.5)

Dokaz. Oznacimo sa W razliku J,*%(0) — J,7(0). Znamo da:

W — 0 Q 7
Ok—1)x(k-1) O

WY — < Oe—1)xk-1) 0 > ’

Sto znaci
0 oo
pa o(W*W) = {0, |«|*}, odakle sledi ||W]| = |«.
A
Iz Leme 2.1.4 and Leme 2.1.5 moze se izvesti zanimljiv zakljucak:
[176(0) = Ju(O)[] - 119 (0) = i (0)]] = 1,

sto znac¢i da su zahtevi za istovremenim aproksimiranjem i J;(0) sa
Je(0), i JI(0) sa J,ELBA)(O) medusobno suprotstavljeni.

Lema 2.1.6. Vazi:

A0 0o\ (Al o 0
0 A 0 0 Al ... 0

’ N O N X0
0 0 A 0 0 At

gde su A;, i = 1, m, kvadratne kompleksne matrice.
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Glavni rezultati

Teorema 2.1.1. Svaku kompleksnu matricu A € C**", ¢ija Zordano-
va normalna forma ne sadrzi J1(0) blok, moguce je razloziti u sumu:

A=A+ N, (2.7)

gde je A invertibilna, A~* € A{1}, a N je nilpotentna matrica reda
nilpotentnosti 2 (to znaci da N* =0).

Dokaz: Neka je A € C™" kompleksna matrica ¢ija Zordanova nor-
malna forma ne sadrzi J;(0) blok; njena Zordanova normalna forma

je
(0 o
amx(4 0 )x

gde je X nesingularna, J; € CJ*" invertibilna, a Jy nilpotentna, sas-
tavljena od blokova Ji(0), k£ > 1, od kojih je svaki Zordanova matrica.
Potrazi¢emo A™M u obliku

P Q _
m 1
A —X<RS>X .

Jednacinu AAMA = A mora da zadovoljava svaki {1}- inverz, pa za-
kljucujemo da:

J\PJ=J, = P=J"
J1QJy=0=QJy=0
JoRJ, =0= JobR=0
JoSJo = Jo = S = JV

Zbog jasnoce, odabracemo Q = 0, R = 0. Dakle:

Jt0 .
X (1) X € A{l} (28)
0 J
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Sada nalazimo {1, 3,4}— inverz bloka

Ji, (0) 0 e 0
Jo = 9 %ﬂ)f' 9 (2.9)
00 50
Moze se pretpostaviti da on ima oblik
JIQBA)(O) 0 ... 0
3 _ O J’g&_@(O) 0 . (2.10)
0 I J,gjf:‘*)(())

Ovaj poseban unutrasnji inverz za svaki blok Jy.(0),i = 1, m, moze se
naci kako je opisano u Lemi 2.1.1. Proizvoljan kompleksni element koji
se javlja u i—tom bloku oznaci¢emo sa «;. Ako nametnemo prirodan
uslov a; # 0, i = 1,m, tada Lema 2.1.2 povlaci egzistenciju inverza

svake od podmatrica J,S’B’A), Sto dalje implicira egzistenciju inverza
matrice JO(1’3’4):
Ji, (0) 0 . 0
e @.11)
00 e B0

Posto inverz i—te podmatrice zavisi od parametra «;, Jy zavisice od
kompleksnih nenula parametara aq, . .., .
Ako oznaéimo sa A inverz od AW, o¢igledno je:

"’_ Jl 0 —1
A_X<0 %>X. (2.12)

Neka N = A — A. Imamo:

(0 0 .
NX(O%_%>X. (2.13)
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Blok-dijagonalna matrica Jy — Jo sastavljena je od blokova:

0 --- 0
Ju(0) =T (@) = = 1], (2.14)

i sada se lako dobija da
N? =0.

A

Primedba: Uslov iz prethodne teoreme koji se odnosi na blok
J1(0), znac¢ajno umanjuje klasu matrica na koje je teorema primenljiva.
Klasa svih matrica indeksa 1 (tu spadaju neinvertibilne ermitske i nor-
malne matrice, kao i matrice ermitskog ranga) je primer klase na koju
se prethodna teorema ne moze primeniti.

Kontraprimer: Pozabavimo se matricom

A:<é8>

Teorema 2.1.1 je neprimenljiva na matricu A, i A se ne moze razloziti
koris¢enjem metoda opisanog u Teoremi 2.1.1 kao suma:

A=A+ N,detA+#0, N>=0.

Probajmo da nademo to razlaganje na neki drugi nacin. Iskoristi¢emo
sledece zapazanje koje se lako dokazuje:

WNe@%N%m%N@N:(jzi

s

),teC,seC\{O}.

Dobijamo:

~ a b t s
A—A+N—<C d)—i-(_tz —t)’
gde pretpostavljamo da detfl:ad—bc#O. Ovo povlaéi a = 1 —t,
b=—s,c=Lid=t,1idalje

_ 1—¢ — ~
A:A+N:<tf :>+< i’ 3)@@A:,

S
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tako da zaklju¢ujemo da mora biti t # 0. Zaista, nasli smo zeljeno
razlaganje!

Teorema 2.1.2. Proizvolyna singularna kondijagonalizabilna komplek-
sna matrica A € CP*" takva da k = dimker A;, — dimker A > 0 moZe
se razlozZitt u sumu:

A=A+ N, (2.15)
gde je A invertibilna, A= € A{1}, i N zadovoljava NN = NN = 0.

Dokaz: Pretpostavimo da matrica A zadovoljava uslove teoreme. Ona
se tada, prema Tvrdenju 2.1.2, moze predstaviti kao:

0 Dy

. 0 ﬁl 0 Hq
Dl—dmg{)\l,...,)\p,<'ul 0 ),...,(Mq 0

invertibilna matrica, a

namf(§3)- (1))

se sastoji od tacno k blokova, gde je k = dimker(Ay) — dimker(A) > 0.
Oznaci¢emo sa A;,7 = 1, p, nenegativne kon-sopstvene vrednosti od A,
asa pjif;,]= 1, g, parove konjugovano kompleksnih kon-sopstvenih
vrednosti. Potrazimo A{1} u obliku:

A<1>:s< M N)Sl.

A:S< Dy 0 )S‘l — SBS ', (2.16)

gde je

P Q
Zbog AAMA = A, zakljuéujemo da:
DyMD;y = Dy = M = D;!
DiNDy=0= NDy=0
DoPDi=0= DyP =0
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DoQDo = Dy = Q) = D(()l)
Stavimo N = 0, P = 0. Dakle,
—({ Dt 0 _
S( 5 P )S Le A{1}. (2.17)

Potrazimo sada {1, 3,4} — inverz blok-matrice

0 0
10

)
o O

(2.18)

u obliku

(1,3,4) (1,3,4)
(1,34) . 0 0 0 0
D, —dzag{<1 0) ,...,(1 0 . (2.19)

Lako se vidi da

DAY = B2 0 . (2.20)
0 1
Br 0

Pod pretpostavkom da za proizvoljne kompleksne elemente iz ¢—tog
bloka vazi §; # 0,7 = 1, k, moze se nadi i

0 Bt
1 0

Do = (D§9) ! = Lo . (2.21)
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Oznacimo sa A obican inverz od A®. Ocigledno je:

~ Dl 0 ——1
— — . 2.22
ims(? 0 )s oz
Imamo:
~ 0 0 —1
N_A—A_S<O Do_bvo>5 . (2.23)

Blok-dijagonalna matrica Dy — Dy sastavljena je od blokova:
0 =B
0 0 . (2.24)

NN =NN =0.

Sada se lako dobija da

A

Naredni rezultat predstavlja konstruktivni dokaz specijalnog slucaja
Hartove teoreme iz [39)].

Teorema 2.1.3. Pod pretpostavkama Teoreme 2.1.1, vazi

inf I|A—A|]| =0, (2.25)
(a1,..., ) € C™
a; Z0,i=1,m

gde su oy parametri od kojih A zavisi.

Dokaz: Ako skra¢eno oznacimo sa ”inf” infimum po parametrima nave-
denim u formuli (25), imamo

, , 0 0 .
= ~ <
inf || V]| mmx<oth_%>x | <

inf || A — Al

1y 0 0
< e (o, 05 )=

1
=0
|OZZ|> Y

[1X][[IX "] inf (max
i=1m
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jer, prema Lemi 2.1.3 1 2.1.4, vazi:

inf[|Jo — Jol| = inf(max ||y, (0) — Jx, (0)]]) = inf(max

i=1,m z:l,m‘ 1‘
1
inf —,
a,€C\{0} ||

sto je jednako 0 kada oy — oo u kompleksnoj ravni.

A
Teorema 2.1.4. Pod pretpostavkama Teoreme 2.1.1, vazi
inf |A~t — Af|| = 0, (2.26)
(g, ..., ) € C™
a; Z0,1=1,m

gde su a; parametri od kojih A zavisi.

Dokaz: Opet, ako oznac¢imo sa 7inf” infimum po parametrima nave-
)
denim u formuli (26), imamo

: ~_ . 0 0 _
inf ||[A" — AT|| = meX(O Jél’3’4)—Jg )X 1 <

1y 0 0
< WKt (g )1I-

[1X[[[]X | inf(max |as]) = 0,

jer, po Lemi 2.1.51 2.1.6:
. 1,3,4 . 1,3,4
inf (|57 — G| = inf(max || J*(0) = JL(0)]]) =
= inf(max |oy|) = inf |,
i=I,m as€C\{0}

sto je jednako 0 kada agy — 0 u kompleksnoj ravni.
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Upravo smo zakljucili da je rec o dobroj aproksimaciji, ali parametar
u jednom slucaju tezi nuli, a u drugom beskonac¢nosti. Namece se pi-
tanje da li je moguée istovremeno aproksimirati i A sa A, 1 AT sa A1
Naredne dve teoreme daju negativan odgovor na ovo pitanje.

Teorema 2.1.5. Pod pretpostavkama Teoreme 2.1.1, imamo

inf A= AJ[ - [[AT = AT < (IX]] - [1IXHD2 (2.27)
(aq,...,00,) € C™
a; 0,0 =1,m

Dokaz: Uz saglasnost da je "inf” infimum uzet po parametrima nave-
denim u formuli (27), a h = || X]| - || X Y|, onda je

inf [|A = Al [JA7" — AT]]

o 0 0 B 0 0 B
=l (g )X (g s ) X7

B2 it || Jy — Jol| - |50 — Tl
h? inf (max || Ji, (0) — Ji, (0)]] - max |5 (0) = JL(0)]])

i=1m i=1m

= h*inf(max 1/|oy| - max |oy]) = A” inf ‘|at" = h?,
i=1,m j=1m s

posto |ay| > |y > |agl,i = 1,m povladi % > 1; trazeni infimum

jednak je 1, i moze se dostiéi za dobar izbor o = (z,z2,...,2), z €

C\{0}.

A

Teorema 2.1.6. Pod pretpostavkama Teoreme 2.1.1, vazi

inf (I[A= Al +[|A7 = AT < 201X ]| XY (2.28)
(a1, ..., ) € C™
a; Z0,i=1,m
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Dokaz: Uz saglasnost da je ”7inf” infimum uzet po parametrima nave-
denim u formuli (28), a h = || X]| - || X~Y||, onda je
inf (||A — All + 1A — AT[)
0 0 0 0
— inf(||X — x4 x X
i (1§ 0 )X () ass )X
B inf [ Jo — Jol| (175 = A
h? inf(max || Ji, (0) — Ji, (0)]| + max [[J{"*¥(0) — J{ (0)]])

i=1,m i=1m i
= h?inf(max 1/o;| + max o)

i=1,m Jj=1lm

1
= RYinf(— + |a,|) = 2%,
||
posto |ay| > |as| povlaci |as| + ﬁ > || + ﬁ > 2; trazeni infimum
moze se dosti¢i za dobar izbor a = (1,1,...,1).
A

Rezultati analogni onima iz Teorema 2.1.3-2.1.6 vaze, sa neznatno
promenjenim dokazima, i pod uslovima Teoreme 2.1.2, umesto Teoreme
2.1.1.

Neke osobine razlaganja

Tvrdenje 2.1.3. (Spektar matrice A) Ako o(A) = o(J;) U {0}, tada
o(N) ={0} 1
- m 1
A)=o0o(J1) U
) =otn)u Ut

gde se uzima tacno k; vrednosti korena kompleksnog broja ay,.

Dokaz: Ako o(A) = o(J;) U{0}, tada o(A) = o(Ji) U a(Jp). Jasno,
o(Jo) = U=y 0(Ji,(0)), i sopstvene vrednosti od J, (0) su ——, jer:

1, (2.29)

—o 1 o --- 0 0
0O —o 1 -+ 0 0
0 0 —o 0

0

2o
O e
)
|
Q
—
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1 1
_ 1 ki ks 1 ki+1 —(—1 ki( ki _
( ) o ( ) o ( ) (U ai)a

i sada je lako izvesti trazeni zakljucak.

Tvrdenje 2.1.4 (Osobine razlaganja)

1. Ako se pomnozi sa N sa leve (desne) strane formula A = A+ N,
dobija se NA= NA, (AN = AN );

2. Posto A~' € A{1}, mora da bude AA"A = A; ako se ova for-
mula pomnoZi sa leve (desne) strane sa A~', dobija se da su AA™!
i A7YA redom projektori Pr(ays, odnosno Prycay (pod uslovima
R(A)®S = C",(T&N(A) = C™)); ovaj uslov je, prema Tvrdenju
10, str. 73, iz [7] ekvivalentan egzistenciji matrice X € A{1,2},
gde R(X)=T, N(X)=029).

8. Zamenili se A = A+N umesto prvog(drugog) " A” u AATA = A,
dobija se: NATTA = NPT,N(A) =0, (AA_lN = PR(A),SN = 0)

4. Moze se iskoristiti rezultat iz [18], str. 9 (Ako S € T{1}, tada
STS € T{1,2}), ¢ime se zakljucuje da:

ATTAAT T = AT A+ N)A T = AP+ ATINA e A{1,2),
jer je A7t € A{1}.

Ako je razlaganje matrice A dobijeno koris¢enjem metoda opisanog u
Teoremi 2.1.2, prethodno tvrdenje ostaje da vazi, uz neke neznatne
izmene.
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Glava 3

Zakon obrnutog redosleda za
operatore

Posmatrajmo dve kvadratne kompleksne matrice A i B. Ukoliko su one
invertibilne, tada je invertibilan i njihov proizvod, i vazi:

(AB)"'=B7tA™h (3.1)

Gornja relacija naziva se zakon obrnutog redosleda (”reverse order law”
ili "reverse order rule”, skraceno "ROL”) za obic¢an inverz.
Od interesa je uopstiti gornju relaciju tako da ona vazi za neinvertibilne
kvadratne i pravougaone matrice A € C"™*" i B € C™*P i za neki
uopsteni inverz umesto obi¢nog. Prirodno uopstenje zakona obrnutog
redosleda, za Mur-Penrouzov inverz umesto obi¢nog, oblika

(AB)" = BT AT, (3.2)

ne mora da vazi, jer ATA # I, kad r(A4) < n, odnosno BB' # I, kad
r(B) < n. Zato je neophodno odrediti potrebne i dovoljne uslove pod
kojima (3.2) vazi.

Teorijski, (AB)' se moze zapisati u nekom od sledeéih oblika:

1. (AB)! = BTA",
2. (AB)T = BT AT 4 X,
3. (AB)t = BYY Af,

37
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gde su X 1Y neke matrice u kojima figurisu A i B, odnosno neki njihovi
inverzi.

Jos je Grevil 1966. [36] dokazao da (3.2) vazi ako i samo ako
R(A*AB) C R(B) i R(BB*A*) C R(A*). Ovo su vrlo jaki uslovi,
te je od interesa potraziti odredene slabije zakone obrnutog redosleda
u alternativnim oblicima, kao npr.

(AB)" = BY(ATABB")T AT,
ili
(AB)' = BYAT — BI[(I — BB")(I — ATA)|TAT.

Kada istrazujemo Mur-Penrouzov inverze raznih matri¢nih proizvo-
da, zapazamo da su neki zakoni obrnutog redosleda ekvivalentni, iako
imaju razlicite zapise. Na primer, Tian je pokazao:

(AB)' = BfA' & (ABB")' = BB'A" i (ATAB)" = BTATA;
kao i
(AB)! = BTA" & (AB)" = BY(ATABB')T A" i (ATABBY) = BBTATA.

Ne samo to, primecuje se da su neki mesoviti zakoni obrnutog redosleda
zapravo identiteti, na primer:

(AB)! = (ATAB)'(ABB™)T,
ili
(ABC)" = (ATABC)'B(ABCCM)T,

a ¢im se pojave identitete, odmah postoji mogucénost za dalja uproséa-
vanja izraza i izvodenje novih i opstijih rezultata.

Pokazac¢emo na primeru kako se konstruisu mesoviti zakoni obrnutog
redosleda. Polazimo od identiteta

T =TT'T =TT*(T"* = (T")*"T"T,

dalje:
AB = AATABB'B = A(ATABB")B,
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i ako se uzme trostruki zakon obrnutog redosleda (PQR)! = RTQTPT,
dobija se meSoviti zakon obrnutog redosleda:

(AB)" = BY(ATABBT)T Al
Na slican nacin polazeci od
AB = AATABB'B = (A" A*ABB*(B")* = (A"*(A*ABB*)(B")*,

dobija se:
(AB)' = B*(A*ABB*)TA*.

Medutim, kada se radi sa f—inverzima () # 6 C {1,2,3,4}), ne-
mamo jedinstvene elemente za A?, BY i (AB)?, veé¢ cele skupove. Zato
je u tom slucaju potrebno ispitati uslove pod kojim vaze sledece cetiri
skupovne relacije:

L {(AB)'} 1 {B°A%} £,
2. {(AB)?} C {BYA%},
3. {(AB)’} 2 {B"A%},
4. {(AB)?} = {BYA%}.

Tian i Liu [90] su, pri ispitivanju tih uslova, koristili sledece: ako se
skupovi 57 1 Ss sastoje od matrica istog formata, tada

1. 51 NSy # 0 ako i samo ako minges,, pes, 7(A — B) =0,
2. 51 C€ Sy ako i samo ako maxgeg, mingegs, 7(A — B) = 0.

Sve napred navedeno uz neophodne odgovarajuce izmene vazi i
za ogranicene operatore na Hilbertovim prostorima. Glavna razlika
je u tome Sto su obi¢no potrebna dodatna razmatranja o postojanju
Mur-Penrouzovog inverza odredenih operatora (tj. zatvorenost njihove
slike), za razliku od kompleksnih matrica ¢iji Mur-Penrouzov inverz
uvek postoji. Zatim, skoro svi rezultati u kojima se pominje rang
matrice ne mogu se proSiriti na operatore, jer tamo pojam ranga
nema smisla. Ponekad su moguca izvesna ”zaobilazna” uopstenja. Zato
¢emo, umesto metoda matri¢nih rangova koje je uglavnom koris¢en u
radovima [85][86][87][88][89], koristiti metod operatorskih matrica in-
dukovanih odgovaraju¢im dekompozicijama prostora.
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3.1 Metode dokazivanja

Rezultati koji ¢e biti izlozeni u poglavljima 3 i 4 predstavljaju uglavnom
uopstenja Tianovih rezultata sa kompleksnih matrica na operatore na
Hilbertovim prostorima.

Metod matri¢cnih rangova

Tian je pri dokazivanju uglavnom koristio metod matri¢nih rangova,
koji se ukratko zasniva na slede¢em:

Data su dva matri¢na izraza, p(AL...,A,Z) i q(BI,...,BlT), iste
veli¢ine, sastavljena od odgovarajuc¢ih matrica i njihovih Mur—Penrou-
zovih inverza. Potom se odreduju potrebni i dovoljni uslovi pod kojima

p(AL, .. AL =a(Bl,..., B)). (3.3)
To je ocigledno ekvivalentno sa
r(p(Al,... A} —q(Bl,...,B)) = 0.

Ako se moze naci formula kojom se izrazava rang matricnog izraza na
levoj strani, tada je moguce odatle izvesti potrebne i dovoljne uslove
tako da (3.3) vazi. Ovaj metod se pokazao veoma efikasnim pri karak-
terizaciji raznih jednakosti za Mur-Penrouzove inverze matrica.

Kao primer, pokaza¢emo kako je Tian u [85] dokazao Teoremu 2.2,
tj. kako je dokazao da (a) < (e) < (i), gde:

(a) ABBTATAB = AB;
(e) BBTATA je idempotent;
(i) r[A*, B = r(A) +r(B) — r(AB),
gde A € C"™*" B € C"*P a [A* B] je blok-matrica ¢ije su komponente
A*i B.
U dokazu se koristi rezultat do kog su dosli, u nesto izmenjenom

obliku, Baksalari [Baksalary| i Stijan [Styan] [5]:

r(AB — ABB'ATAB) = r(BB'ATA - (BBTATA)*) =  (3.4)
r[A*, B] + r(AB) — r(A) — r(B). (3.5)
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Dakle, (a) vazi ako i samo ako je r(AB — ABBTATAB) = 0; zatim
BBTATA je idempotent ako i samo ako (BBTATA)? = BBTATA. Na
osnovu (3.4) sledi da su ova dva tvrdenja ekvivalentna, i da vaze ako i
samo ako: r[A*, B] = r(A) +r(B) —r(AB). Dakle, (a) < (e) < (i).

Metod operatorskih matrica

Kako je koncept matri¢nih rangova neprimenljiv u slu¢aju linearnih
operatora na Hilbertovim prostorima, bio je neophodan neki drugi
moc¢ni metod za dokazivanje. Metod koji je koriséen pri dokazivanju
razultata predstavljenih u ovoj disertaciji zasniva se na narednih neko-
liko lema: prve dve se bave formom operatora pri odgovarajuc¢im de-
kompozicijama prostora, tre¢a lema je veoma korisna pri dokazivanju
egzistencije Mur-Penrouzovog inverza odredenih slozenijih operatora,
dok cetvrta lema uspostavlja vezu izmedu slike operatora i ¢injenice da
taj operator komutira sa odredenim ermitskim operatorom.

Lema 3.1.1 Neka je A € L(X,Y) operator sa zatvorenom slikom.
Tada A ima matricnu dekompoziciju u odnosu na ortogonalnu dekom-

poziciju prostora X = R(A*) @N(A) 1Y = R(A) & N(A*):

L) - [aw)

gde je Ay invertibilno. Stavise,

=[5 o] LV [ [ ]

Lema 3.1.2 Neka operator A € L(X,Y) ima zatvorenu sliku. Neka su
X1 1 Xy zatvoreni uzajamno ortogonalni potprostori od X, tako da X =
X1 @ Xs. Neka su'Yy i Yy zatvoreni © uzajamno ortogonalni potprostori
od Y, tako da'Y =Y, ®Ys. Tada operator A ima sledecu matricnu
reprezentaciju u odnosu na ortogonalnu sumu potprostora X = X; @

Xo = R(A)BN(A) iV =R(A) N (A) =Y, @ Yy :

@)
=1 v R LA
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gde D = A A + Ay Aj slika R(A) na sebe i D > 0. Takode,

A;D™H 0
T 1
A _[AgD‘l 0]'

A 0] ] R(AY) Y
=] LN - 1]
gde D = ATA; + A5 Ay slika R(A*) na sebe i D > 0. Takode,
D—lA* D_lA*
T 1 2
A [ A D ] |
Ovde A; oznacava razlicite operatore u svakom od navedenih slucajeva.
Dokaz: Napomenimo da je jedan specijalan slucaj ovog rezultata do-

kazan u [29]. Ovde ¢emo dokazati samo deo (a), posto je dokaz za (b)
analogan. U opstem slucaju, operator A ima sledecu reprezentaciju:

SRR

A A || X N (A%)
£,
A =Ax, X1 = R(A), Ay = Aix, - Xo = R(A),
A3 =Ax, : Xi = N(AY), Ay =Aix, 1 Xo = N(AY).

Dalje,

. A7 A R(A X

=[] LR - [R]

Iz A*(N(A*)) = {0} sledi A5 =01 A; =0, pa A3 =01 Ay = 0. Dakle,

A A

A:lo 0

]. Primetimo da
._[Do].[ RO R(A)

A4t = l 0 0] ' l]\f(A*)]_> lN(A*) ’

gde D = A1 A7 + AyAS - R(A) — R(A). Iz N(AA*) = N(A*) sledi

da je D "jedan-jedan”. Iz R(AA*) = R(A) sledi da je D "na”. Dakle,

operator D je invertibilan. Konac¢no, dobijamo oblik za Mur-Penrouzov

inverz od A koristeé¢i formulu AT = A*(AA*)T.

A
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Slededi rezultat je poznat i moze se na¢i u [46], ili [18] str. 127.

Lema 3.1.3 Neka su A € L(Y,Z) i B € L(X,Y) operatori sa zatvo-
renom slikom. Tada AB ima zatvorenu sliku ako i samo ako AT ABBY
ima zatvorenu sliku.

Prethodna lema je izuzetno bitna i korisna kada je potrebno dokazati
egzistenciju Mur-Penrouzovog inverza nekog slozenijeg izraza. S druge
strane, naredna lema uspostavlja vezu izmedu slika operatora i komu-
tiranja tog operatora s odredenim ermitskim operatorom.

Lema 3.1.4 [31] Neka su X,Y Hilbertovi prostori, neka operator C €
L(X,Y) ima zatvorenu sliku, i neka je D € L(Y) ermitski i invertibilan.
Tada R(DC) = R(C) ako i samo ako [D,CCT] = 0.

Dokaz:
(=:) Posmatramo ortogonalne dekompozicije X = R(C*) & N(C) i
Y = R(C) ® N(C*). Tada operatori C' i D imaju sledeée matri¢ne

forme:
_ G 0| R(CY) R(C)
o= 5o Ne |- 1A |
gde je (' invertibilan, i
_ | Di D2 | | R(O) R(C)
D_[Dg DJ'[N(C*)]_) l/\/(o*)]’
gde Dy = Dj. Sledi da

ve=|pa o] | Mat |- [ ¥ |

Zato R(DC) = R(C) povlaéi D3 = 0i Dy =0, pa D = Dy 0 ]

0 Dy
Posto je D ermitski i invertibilan, sledi da su takvii D; i Dy. Kako je
—1
Cf = [ Cé 8 ], sledi da DCCT = CCTD vazi.
(«<:) Ako je D invertibilan i DCCT = CCTD, tada

R(DC) = R(DCC") = R(CCTD) = R(CCT) = R(C).
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3.2 Zakon obrnutog redosleda
za Mur-Penrouzov inverz

U ovoj sekciji dokazujemo razne rezultate o zakonu obrnutog redosleda
za Mur-Penrouzov inverz. Navedena tvrdenja predstavljaju uopstenja
rezultata iz Tianovog rada [85], i objavljena su u radu D. S. Djordje-
vié, N. C. Din¢i¢, Reverse order law for the Moore-Penrose inverse, J.
Math. Anal. Appl. 361 (2010), 252-261.

Teorema 3.2.1 Neka su X,Y,Z Hilbertovi prostori, © neka su A €
LY,Z) i B € L(X,Y) operatori tako da A, B, AB imaju zatvorene
slike. Tada su sledeca tvrdenja ekvivalentna:

(a) ABB'ATAB = AB;

(b) BIATABB'AT = Bl Af;
(c) ATABB! = BBTATA;

(d) ATABBT je idempotent;
(e) BBTATA je idempotent;
(f) BF(ATABBT)TAT = BT AT,
(g) (ATABB")' = BBTATA;

Dokaz: Pretpostavimo da, prema Lemi 3.1.1, operator B, u odnosu na
odgovarajuce dekompozicije prostora, ima slede¢u matri¢nu formu:

_ | BL 0] | R(BY) R(B)
m=| 5| N | 6
gde je Bj invertibilan. Tada

e R R

Neka zatim, na osnovu Leme 3.1.2, operator A ima slede¢u matri¢nu

] e L)
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gde je D = A1 A} + A2 A invertibilan i pozitivan u L(R(A)). Tada

A:D-1 0
T 1
A _[A;‘D‘l 01'

Primetimo sledece:

[r o] [ RB) R(B)
55 =[5 o) | ieh | = [ ion |
[T 0] [ R(A) | [ RA)
AA=10 o] wan |7 N(A*)}’

Aia_ | ATDTA, ATD—lAZ] : [ R(B) ]_}[ R(B) ]

AsD7YA, A3D7'A, N(B*) N (B*)

Na osnovu Leme 3.1.3 sledi da ATABBT ima zatvorenu sliku. Prema
tome,

A*D'A, 0
T T 1 1
AIABB! = [A;D—lAl 0 1
BEI AT A — l A*D7'A; ATD7'A, ]
0 0 '

Posmatrajmo sledeéi lanac ekvivalencija, povezanih sa tvrdenjem (a):

ABBYATAB = AB
o [ A1 AQ ] [ ATDilAl ATDilAQ ] [ B; 0 ] . [ AlBl 0 ‘|

0 0 0 0 0 0 0 0
AlATDilAlBl 0 o AlBl 0
0 0| 0 0
-~ AlATD_lAl = Al. (36)

Dakle, tvrdenje (a) je ekvivalentno sa (3.6). Adjungovanjem izraza
(3.6) dobijamo ekvivalent

AID AAT = AL (3.7)
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Razmotrimo sad tvrdenje (b):

BYATABBTAT = BT AT
[Bll o] lA’{D‘lAl o] lAfD‘l 01

0 0| AD'A; 0| A3Dt 0
Bt o] 4Dt oo
| 0 0| 4Dt oO
- BrtAIDTPAATDT 0| _ | Bi'AIDTN 0
0 0 0 0

& BI'AIDT'AADT = BiTATD T < (3.7).

Dakle, (a) & (3.6) & (3.7) & (b).
U slucaju tvrdenja (c) imamo:

ATABB' = BBIATA & l AID™ A0 ] _ l AiD7VA, A;D7A, ]

AsDM AL 0 0 0
S AiD A, =0s A3D A = 0. (3.8)
Znaci, ako (c) vazi, tj. A3D~1A; = 0, tada ocigledno A, A3D~1A; =0,
pa i (3.6) takode vazi zbog:
(AIAT + AQA;)D_I == AlATD_lAl + AQA;D_IAl = A1

= AlATDilAl - Al-
S druge strane, pretpostavimo da (3.6) vazi. Tada A;A3D71A; =0, i
imamo sledece

AQA;D_lAl == O = R(D_lAl) C N(AQA;) == N(A;) = A;D_lAl == 0,

¢ime je (3.8) zadovoljeno. Dakle, (c) takode vazi. Upravo smo dokazali
da (c) & (3.8) & (3.6) < (a).
Neposredan ra¢un pokazuje da je (d) ekvivalentno sa

(3.9)

ATD_lAlATD_lAl == ATD_IAl
ASD YA AIDL A, = A3DA,

Ako (3.6) vazi, tada je ocigledno zadovoljeno (3.9). S druge strane,
pretpostavimo da (3.9) vazi. Tada pomnozimo prvu jednakost iz (3.9)
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sa A; sa leve strane, a drugu jednacinu iz (3.9) sa A, sa leve strane.
Suma dveju novodobijenih jednakosti daje nam (3.6).

Primetimo da je i (e) ekvivalentno sa (3.9). Dakle, (d) < (3.9)
(3.7) < (e).

Da bismo dokazali (f), nastavi¢emo na sledeéi na¢in. Prema Lemi
3.1.3, operator Q = ATABB' ima zatvorenu sliku. Koristiéemo formulu
Q"= Q(QQ")" = (Q*Q)'Q". Znadi,

(ATABBY)Y' = (BBTATAATABB")Y BBTATA =
(BBTATABB")Y BBTATA =
[ AD4; 0]'[ AtD1A, A:D'A,
| 0 0 0 0
[ AptA)T 0 ][ AtD7A, ATDT A,
I 0 0 0 0
[ (AsD'A)TATDTTA, (ATDTTA)NTAID A, ]
N 0 0 '

Dobijamo
BY(ATABBY) AT — BT AT =0
BiY(A:D'A)TAD™Y — B{TAYDY 0
=1 =0
0 0
& (A;DTTA)TA = AL (3.10)
Treba dokazati da (3.6) < (3.10). Neka P = A;D'A;. Ocigledno,
P*=P.
(3.6)=(3.10): Tmamo sledece:
P2 - ATD_IAlA){D_IAl - AikD_lAl - P,
P= P —p2—pi
(A;D7YA)TAT = AiD71A A = AL
(3.10)=-(3.6): U ovom slucaju vazi
(AID™'Ay)TAT = Af,
PP =P,
PPt = (PP = (P)P* = PIP
Pt = pippt = ppt = ptp=p
Ay = (A1D71A)T AT = A;D7 1AL A3
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Upravo smo dokazali (f)<(3.6)<(a).
Prilikom dokazivanja (g)<(f), koriste se ¢injenice ve¢ dokazane u
(f), tj. za (ATABBY)!. Zato imamo

(ATDilAl)TATDilAl = ATDilAl,

FABBN _ BRBIATA —
(AIABBY)! - BEIAIA =0 & { (ATD AT ATD " Ay = A;D A,

Lako se zakljucuje da (g)<(f).
A

Teorema 3.2.2 Neka su X,Y,Z Hilbertovi prostori, i neka su A €
LY,Z), B € L(X,Y) operatori tako da A, B, AB imaju zatvorene

slike. Tada vaze sledeéa tvrdenja:

(a) AB(AB)' = ABB'A! & A*AB = BB'A*AB &
& R(A*AB) C R(B) < BTA" € (AB){1,2,3};

(b) (AB)'AB = BfA'AB & ABB* = ABB*ATA &
& R(BB*A*) C R(A*) & BTAT € (AB){1,2,4};

(c) Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

1
2

(1) (AB)! = BAY;
&)
®
0

(A
AB(AB)t = ABB'A" i (AB)'AB = BtA'AB;
A*AB = BB'A*AB i ABB* = ABB*A'A;

4) R(A*AB) C R(B) i R(BB*A*) C R(AY).

Dokaz: Neka operatori A i B imaju iste matri¢ne reprezentacije kao u
Teoremi 3.2.1. Iz racunskih razloga je korisno znati sledece proizvode:

. AlBl 0 T (A1B1>T 0
AB‘[ 0 0]’(’43)_[ 0 0’
[Bl‘lA’{D‘l 01

TAT —
BTAT = 0 0

Nadimo prvo ekvivalentne izraze za nasa tvrdenja preko A, A, i Bj.
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(a) 1. AB(AB)T = ABBTAT ~ AlBl(AlBl)T = AlATD_l. Ovde
je A1B1(A;B;)" ermitski, pa [A; A%, D71 = 0.
2. A*AB = BBTA*AB & A3A; = 0.
3. Primetimo da je R(A*AB) C R(B) zadovoljeno ako i samo
ako BBYA*AB = A*AB, pa 2.<3.
4. Ako proverimo Penrouzove jednacine, vidimo da: BYAT €
(AB){L 2, 3} -~ AlATD_lAl = Al i [A1A>L D_l] =0.
Sada dokazujemo: 1.<2., 4.=2. i 1.=4.

Dokazimo 1.<<2. Primetimo da
AlBl<AlBl)T — AlAIDil = (AlBl)T - (AlBlyAlATDil.

Poslednji izraz dobijen je mnozenjem prvog izraza sa (A;B;)' sa
leve strane, odnosno mnozenjem drugog izraza sa A;B; sa leve
strane, i koris¢enjem A; A} = A1 BBy IA’{. Sada imamo lanac
ekvivalencija:

(AB))" = (A, B)) A, AT D!

& (A1B)(ALAT + Ay A5) = (A B)TA A

& (A1B))1AyA; = 0 & R(AA3) C N((A1B))

& R(Ay) CN((A1By))*) & BiAjA; =0 & AjA; =0,

Zmaci, upravo smo pokazali da 1. < 2.

Sada dokazujemo 1.=4. Pomnozimo i A;B;(A4,B;)" = AjA;D~!
sa A1 B; sa desne strane, sledi A;A;D1A; = A;. Dakle, 4. vazi.
Konacno, dokazimo 4.=2. Ukoliko vazi da AjA;D7'A; = Ay i
[AlAT,D_l] = 0, tada AIATAI = DAI = AlATAI + AQA;Al,
pa zato AyA3A; = 0. Dakle, R(A;) C N(A24%) = N(AS), pa
A5A, = 0. Znadi, 2. vazi.
Primetimo da je ekvivalencija 3.<>4. dokazana i u [30].
(b) 1. (AB)TAB = B'ATAB & (A\B,)AB, = B 'AD™' A By.
Stavise, (A;B;)T A1 B, je ermitski, pa [By B}, AiD~1A;] = 0.

2. ABB* = ABB*ATA & A\BiBiA;D'A, = A, BB} i
AlBlBTATDilAQ = 0.
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3. Primetimo da R(BB*A*) C R(A*) vazi ako i samo ako
ATABB*A* = BB*A*, §to je ekvivalentno sa ABB*ATA =
ABB*. Dakle, 2.<3.

4. Penrouzove jednacine povlace: BTAT € (AB){1,2,4} <
A AID A, = A, i [ByB;, A{D7A,] = 0.

Dokazujemo 1. = 4. = 2. = 1.

Neka 1. vazi. Ako pomnozimo (A;B,) A;B; = By'AiD'A,B,
sa A1 B; sa leve strane, dobijamo A; = A;A}D7'A;. Veé¢ znamo da
[B,Bf, A*D~'A,] = 0 vazi. Znaci, 1. = 4.

Neka 4. vazi. Ocigledno, A;B1BfA{D 1A, = AjA*D 'A,B, B}
= AyB1Bj. Zmaci, prva jednakost iz 2. vazi. Druga jednakost iz
2. takode vazi, jer AJD 1A, = 0 & AJATD 1A, = Ay, kako je veé
dokazano u dokazu Teoreme 2.1. Opet koristimo [B; B}, A{D~'A;] = 0.
Dakle, 4. = 2.

Da bismo dokazali 2.=1., mnozimo AB;BfA*D 'A; = A, B, B;
sa (A, B)! sa leve strane. Sledi da Bf AtD 1A, = (A, B)'A1 B, B}, pa
(AlBl>TAlBl = BTATD_IAl(BT)_l, ili ekvivalentno, (A1B1>TAlBl =
Bl_lAID_IAlBl. Dakle, 2. = 1.

Primetimo da je 3.<>4. pokazano i u [30].

Konacno, deo (c) sledi iz (a) and (b).

A

Teorema 3.2.3 Neka su X,Y,Z Hilbertovi prostori, i neka su A €
LY,Z), B € L(X,Y) operatori tako da A, B, AB imaju zatvorene
slike. Tada vazi:

(a) AB(AB)'A = ABB' < A*ABB' = BBTA*A &
& R(A*AB) C R(B) & BYA" € (AB){1,2,3};
(b) B(AB)'AB = ATAB < ATABB* = BB*ATA &
& R(BB*A*) C R(A*) & BTAT € (AB){1,2,4};
(c) Sledeca tri turdenja su ekvivalentna:
(1) (AB)! = BIAT;
(2) AB(AB)'A= ABB'" i B(AB)'AB = ATAB;
(3) A*ABB' = BBTA*A i ATABB* = BB*ATA.
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Dokaz: Neka operatori A i B imaju iste matri¢ne reprezentacije kao
u Teoremi 3.2.1. Nadimo prvo ekvivalentne izraze preko A;, A; i By za
nase pretpostavke.

A1Bi(A1B;)TA; = 0. Prva jednakost na desnoj strani ekvi-
valencije uvek vazi, pa: AB(AB)'A= ABB' &
A1B1 (AlBl)TAQ = 0.
9. A*ABB' = BBIA*A & AtA, = 0.
3. R(A*AB) C R(B) & BB'A*AB = A*AB & A3A; = 0
(vidi dokaz Teoreme 3.2.2, deo (a) 2. i 3.).
4. BTAt S (AB){l,Q,?)} =4 AlATD_lAl = Al 1 [AlAT,D_l] =
0 (vidi Teoremu 3.2.2 (a) 4.).
Da bismo dokazali 1.<52., primetimo da A;B;(A;B;)[ Ay = 0 &
R(As) € N((AiB)(A1B)Y) = N((AiB)) = N((AiB))*) =
N(BiA;) = N(47) & A1A, =0,
Dokazujemo 2.<4. Ako [A; A}, D' = 0, onda A;AD™1A; =
A1 =4 AIATAI = DA1 =4 A2A§A1 =0« ATAQAZ =0«
R(AAY) C N(A}) & R(Ay) C N(AF) & AjAy, = 0. S druge
strane, ako A7A; = 0, tada je AjA7D = A; A7A A} ermitski, pa
A At komutira sa D; zato [A1 A}, D7 =01 AjA]D7 1A, = A,

Na osnovu Teoreme 3.2.2 znamo da 3.<4.

A;DilAl = 0.
2. A'ABB* = BB*A'A < BB}, A"D" A = 0
ATD_IAQ = 0

3. R(BB*A®) C R(A*) & A\ BiBIAID A, = 0

A1B1B; A;D™'A; = A1 B, B (Teorema 3.2.2 (b) deo 2. 1 3.).
4. BTAt S (AB){L 2,4} <~ AlATDilAl = Al 1

[B1B;, AtD7'A;] = 0 (Teorema 3.2.2 (b) deo 4.).

1.=4. Pomnozimo izraz B(A;B;) A; = AiD7'A; sa A; sa leve
strane, i sa B sa desne, ¢ime se dobija AjA}D 1A, = Ay, kao i da
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je (A1B))TA1B) = B{'AtD7'A, B; ermitski. Dakle, AiD~'A, B, B} je
ermitski, te sledi [B;B;, A;D7*A;] = 0.

4.=1. Ako 4. vazi, lako je videti da je By *At D' A, B, (A, B,)" Mur-
Penrouzov inverz od A, By (proverom Penrouzovih jednacina). Odavde
sledi By(A1B;)TA; = A;D'A,. Sada dobijamo da A; = A, A;D1A;.
Iz (A1A; + Ay A5)D™1A; = Aj sledi da A;A3D71A; = 0, te zato
R(D1A)) C N(AyA5) = N(A%),1 AsD 1A, = 0.

2.=3. Ako 2. vazi, tada je AjB1BfATD 'A, = 0 trivijalno za-
dovoljeno. Staviée, A1B1BfA;D7'A; = A1 BB} je ekvivalentno sa
AATD™1 A = Ay, sto sledi iz AfD™1 Ay = 0.

3.=2. Na osnovu dokaza Teoreme 3.2.2, deo (b) 4., zakljucuje se
da [BB},A;D7'A;] = 0. Sada, na uobic¢ajeni nacin, dobijamo da
AQA;D_lAl = 07 pa ATD_]'AQ = 0.

2.<4. Ocigledno.

Deo (c) sledi iz delova (a) i (b).

A
Teorema 3.2.4 Neka su X,Y,Z Hilbertovi prostori, i neka su A €

LY,Z), B € L(X,Y) operatori tako da A, B, AB imaju zatvorene
slike. Vaze sledeéa tvrdenja:

(a) (ABBY = BB'A! & BY(ABB!)! = B At =
& R(A*AB) C R(B).

(b) (ATAB)t = B1ATA & (ATAB)TAT = Bt At &
& R(BB*A*) C R(A").

(c) Sledeca tri turdenja su ekvivalentna:
(1) (AB)! = BiAl;
(2) (ABB")T = BBTA" i (ATAB)" = BTATA;
(3) BY(ABB")! = BTA" i (ATAB)TAT = BT AT,

Dokaz: Neka opet operatori A i B imaju iste matri¢ne reprezentacije
kao u Teoremi 3.2.1.

(a) Posto je R(ABB') = R(AB) zatvoren, postoji (ABB™).
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1. (ABBY = BBTAT & Al = A*D! (postojanje Al sledi iz
pretpostavki).
2. BI(ABB)' = Bf Al & Al = A*D! pa 1.o2.

3. R(A*AB) g R(B) 54 AlATD_lAl - Al 1 [AlAT,D_l] - 0
(vidi Teoremu 2.2, (a) delovi 3. i 4.).

1.=3. Ako Al = A*D! tada AID = Ar i AjAl = A, ATD!
je ermitski, pa [A, A%, D1 = 0. Stavise, A;ATA,A5 = 0. Za-
kljucujemo da R(AzA4%5) C N(A1A]) = N(AT), pa ATA, A5 = 0
1 A;Al = 0. Sada, (AIAT + AQA;)Al = AIATAly te je zato
A1 = DilAlATAl = AlATDilAl.

3.=1. Ako 3. vazi, lako je videti da je A}D~! Mur-Penrouzov
inverz od A; (proverom Penrouzovih jednacina).

Posto je R((ATAB)*) = R(B*ATA) = R(B*A*) = R((AB)*)
zatvoren, (ATAB)T postoji. Primetimo da

Bt — [ BT'ATDT'A, Br'A{D A, ]

0 0

A*D7YA B, 0
s At o 1 121
AL = [ A;D-'ALB, 0
sledi da je ATAB jednako:

1. Koristeéi formulu 7T = (T*T)IT*,

(BfA*D7'A,B,)) B AiD~'A, (B:A*D 'AB,)BfA*D~' A,
0 0 '
1. (ATAB)' = BfATA &
(Bt A*D7'A\B)'BfAiD7'A; = B{'AtD7 1A,
i (B:A*D' A B))!BfA*D™'Ay = B{'A* D' A,.
2. (ATAB)TAt = BIAT & B (B A*D7'A,B,)'Bf A7 = A

3. R(BB*A*) C R(A*) & AJA;D 1A = Ay i
(BB}, A;D1A;] = 0.
1.=2. Pomnozimo prvu jednakost iz 1. sa A} sa desne
strane, a onda drugu jednakost iz 1. sa A} sa desne strane.
Sabiranjem dobijenih izraza dobijamo 2.
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2.=1. Ocigledno.

2.=3. Ako pomnozimo B;(BfA;D YA, B,) B;A; = A} sa
BiAiD7'A; sa leve, i sa D"'A;B; sa desne strane, dobi-
jamo A;D7'A; = AtD 1A A;D'A,. Sada, A{D A, je
ortogonalni projektor na potprostor R(A7), tako da vazi
AJATDTIA = AL

Kakoje (BTATDilAlBl)TBTATDilAlBl = Bl_lATDilAlBl
ermitski, dobijamo [B; B, A{D7'A;] = 0.

3.=2. Koristeéi formulu T = (T*T)1T*, proizilazi da je:

(BfAID™'A,By)) Bf AiD™V? = (D72 A, By)T,
Sto znaci da
By(BrAiD Y2D7V2 A, B)) Bf AT = By (DY2A4,B,)!D'/2.

Pokazimo da 3. povlaci By(D'/2A,B,)DY? = A%. To se
svodi na dokazivanje (D~Y2A, B,)f = By AtD~1/2 tako §to
proverimo da zadnji izraz zadovoljava sve ¢etiri Penrouzove
jednacine pod uslovom da 3. vazi. Dakle,

(I) D™ Y2A,B,B{'AID™Y2D~V2A,B, =
= D YV2AAIDTA B, = D7V2A, B,
(II) B{'A*D™Y2D=Y24,B\B7'AID~Y? =
= B{'A{D'A|A[DV? = B{A[DT?,

D Y2A B B{'A*D™Y? = DY2 A, At D7Y? je ermitski,
BrlAID™Y2D7YV2 A B, = B{' AT DA, By je ermitski,
jer [B1B}, AtD™'A;] = 0.
(c) Sledi iz (a) i (b).
A

Teorema 3.2.5 Neka su X,Y,Z Hilbertovi prostori i neka su A €
LY,Z), B € L(X,Y) operatori tako da A, B, AB imaju zatvorene
slike. Tada vazi:
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(a) B" = (AB)'A & R(B) = R(A*AB).
(b) AT = B(AB)" & R(A*) = R(BB*A").
Dokaz:

(a) Matricne forme za A i B neka budu kao u Teoremi 3.2.1.

1. Lako se dobija da BT = (AB)'A vazi ako i samo ako je
iSpU.IleIlO I = (AlBl)TAlBl i (A1B1>TA2 = 0. Dakle, 1. je
ekvivalentno sa sledeca dva uslova: A; je ”jedan-jedan” sa
zatvorenom slikom, i (A;B;)T Ay = 0.

2. R(B) = R(A*AB) ako i samo ako R(AjA1B;) = R(B) i
A3A1 By = 0. Znadi, 2. je ekvivalentno sa sledec¢a dva uslova:
A; je "jedan-jedan” sa zatvorenom slikom i A7A; = 0.

Ekvivalencija 1.<2. sledi iz:

(AlBl)TAQ =0« R(AQ) C N((AlBl)T> = N((AlBl)*)
o BIATAy = 0 ATAy = 0.

(b) 1z (a) sledi (B*)T = A*(B*A*)" ako i samo ako R(B) = R(A*AB).
Sada, zamenimo A* sa B’ i B* sa A, da dobijemo da (b) vazi.

A

Teorema 3.2.6 Neka su X,Y,Z Hilbertovi prostori i neka su A €
L(Y,Z), B € L(X,Y) operatori tako da A, B, AB imaju zatvorene
slike. Tada vazi:

(a) (AB)' = (AtAB)tA! & R(AA*AB) = R(AB);
(b) (AB)' = BI(ABB')! & R(B*B(AB)*) = R((AB)").
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Dokaz:

(a) Primetimo da je

R((ATAB)*) = R(B*ATA) = B*R(ATA) = B*R(A*) = R((AB)*)

zatvoren, pa je i R(ATAB) zatvoren. Nadimo ekvivalentne oblike
tvrdenja iz teoreme, koji ¢e nam olaksati dokazivanje.
1. Oznacimo T = ATAB. Rac¢unamo T, koriste¢i Tt = (T*T)"T*:

(B AtD7' A, By)' B A*D71 A, (BiA'D 1A B,) Bt AtD"1 A,
0 0

Sada se lako vidi da je (AB)" = (ATAB)TAT ekvivalentno sa

(A1B))f = (Bt A*D'A,B))'B;AtD™' = (D~Y24,B,)'D7'/2,

2. Ocigledno je da AA*AB = DAolBl 8
samo ako R(DA,B;) = R(A1By).

1. = 2. Iz tre¢e Penrouzove jednacine za sledeéi izraz (A;B;)" =
(D7Y2A,B)T D72, sledi da je A;By(D~'?A,B,)D~'/? ermit-
ski. Zato vaze sledece ekvivalencije:

] , pa 2. vazi ako i

AlBl(Dfl/QAlBl)TDfl/2 je ermitski

& D_1/2AlBl(D_1/2AlBl)TD_1 je ermitski
& [D,DV?A B (DA B =0
&  DY2AB(DY?A,B))' = D"Y2A,B,(D"V?A,B,)'D
<~ DAlBl(D_l/QAlBl)T = AlBl(D_1/2AlBl)TD.
Sada,

R(DAB;) = R(DAB(4:,B)") = R(AB,(A,B,)D) =
= R(AB).

2. = 1. Ako R(DA,B;) = R(A1By), tada primenimo Lemu 3.1.4
i dobijamo [D, A; By (A;B;)'] = 0. Sada, iz prethodne implikacije
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sledi da je A;By(DY?A,B,)"D'/? ermitski. Primetimo da je
(D~Y2A,B,)'D~/2A, B, ortogonalna projekcija na

R((A,B,))*D~Y?) C R((A1By)"),

pa A;By(DY?A,B))!D7'2A,B, = A;B;. Konaéno, lako se
proverava da (A;B1)" = (D7Y2A,B,)'D'/? vazi.

(b) Prema (a), imamo sledeée ekvivalencije:
(AB)! = (ATAB)'A" & R(AA*AB) = R(AB)
(B*A")! = (A)(B*ATA)! & R(AA*AB) = R(A)
(uzmimo sada A" = B* i B’ = A*)
(A'B)' = BT"(ABB"' & R(BB"B*A™*) = R(B™*A™).
A

Vecina navedenih rezultata moze se uopstiti do C*—algebri, sto je
objavljeno u radu [61] iz 2011.
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3.3 Identiteti povezani
sa zakonima obrnutog redosleda
za Mur-Penrouzov inverz

U ovom poglavlju bavi¢emo se raznim zakonima obrnutog redosle-
da za Mur-Penrouzov inverz proizvoda dva ili tri operatora, koji su u
stvari identiteti. Navedeni rezultati predstavljaju uopstenje rezultata
koje su za kompleksne matrice dokazali Tian i Ceng [89] 2004, kao i
jednog identiteta koji je objavio 1964. Kline u svom klasicnom radu
[20].

Pomoéni rezultati

Lema 3.3.1 Neka su W, XY i Z proizvoljni Hilbertovi prostori, neka
suPe L(X,)Y), Qe L(Y,Z)iRe LW,X) operatori takvi da P, Q,
QP i PR imaju zatvorene slike. Ako su Q i R invertibilni, tada:

(a) (P(QP))"=QPP";
(b) ((PR)TP) = PTPR.
Dokaz: Proverimo sve c¢etiri Penrouzove jednacine.
(a) Posto je operator
P(QP)IQPP! = Q"'QP(QP)'QPP! = Q'QPP' = PP!

ermitski, sledi da tre¢a Penrouzova jednacina vazi. Lako se pro-
verava da su i ostale Penrouzove jednacine zadovoljene.

(b) Kako je operator
P'PR(PR)'P = P'PR(PR)'PRR™' = P'PRR™' = P'P

ermitski, zakljucujemo da ¢etvrta Penrouzova jednacina vazi. La-
ko se pokazuje da su ostale Penrouzove jednacine zadovoljene.

Primetimo da se iz prethodnog razmatranja zakljucuje da P(QP)!
i (PR)'P imaju zatvorene slike.
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A

Glavni rezultati

Teorema 3.3.1 Neka su X,Y,Z i« W Hilbertovi prostori, i neka su
Ae L(ZW), Be L(Y,Z) 1 C € L(X,Y) operatori, tako da A, B, C,
AB i ABC imaju zatvorene slike. Tada vaZzi sledece:

(a) (AB)" = (ATAB)"(ABB")";

(b) (AB)Y = [(A)*B]"(BTAT)*[A(BT)"]";

(c) (ABC)' = (ATABC)IB(ABCCM)T;

(d) (ABC)' = [(AB)TABC|'B'[ABC(BC)'|';

(e) (ABC)! = [(ABB"ABC]'B[ABC(B'BO)1;

(f) (ABC)! = [(AT)* B (AT)*B(CT)* [AB(CT)]";

(8) (ABC)' = {[A(B")"|"ABC}Y B*BB*{ABC[(B")*C]'};
(h) (ABC)T = {[(AB)")"CH[(AB)T) B(BCO){A[(BC)]"}H.

Formulacija ove teoreme sadrzi Mur-Penrouzove inverze odredenih
ogranicenih linearnih operatora. Razlozi zbog kojih pomenuti operatori
imaju zatvorene slike nalaze se u samom dokazu ove teoreme.

Dokaz: Neka, prema Lemama 3.1.11 3.1.2, operatori A, B i C imaju
slede¢e matri¢ne reprezentacije u odnosu na odgovaraju¢e dekompozi-
cije prostora:

. A Ay | | R(B) . R(A)
0 0 | | N(BY N(A*) |7
gde je D = A1 A} + Ay Aj invertiblan i pozitivan u £L(R(A)). Tada

A;D™' 0
T 1
Al = l A3D7t 0 ] '
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Zatim,

o<1 3] (3[4

gde je Bj invertibilan, te zato:

-4 ) LR )R]

Konaéno,

o-[8 58]~ 3]

gde je E' = C{Cy + C5C5 invertibilan i pozitivan u L(R(C*)), i onda:

E—lcv* E—lc*
T 1 2
o_[ o B ]

(a) Primetimo da je
R(ATAB) = ATA(R(B)) = ATA(R(BB")) = R(ATABB")

zatvoren, prema Lemi 3.1.3. Takode, R(B*A*) je zatvoren. Opet
na osnovu Leme 3.1.3 i
R((ABB")") = R((B")'B*A") = R((B*)'B*A*(A")T)
= R((A'ABB")"),

sledi da je R(ABBT) zatvoren. Sada, koristeé¢i matriéne forme za
Ai B, imamo:

ATAB — [A;D—lAlBl 0 ] 7

A3D'A;B; 0
Koristeéi (ATAB)" = ((ATAB)*(ATAB)) (ATAB)*, sledi ATAB :

(BiA*D A, B,) Bf A*D'A; (B} AID 'A,B,)t BfAiD 1 A,
0 0 ’
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A O

T
ABB-[O 0

], (ABBT)T:[AI 0].

0 0
Dakle, (AB)" = (ATAB)T(ABB")' je ekvivalentno sa
(A1By)" = (B{A{D™' A, B,) B A]D A, Al
sto je dalje ekvivalentno sa
(A1By)' = (D724, B,) D724, A].

Poslednja jednakost sledi neposrednom proverom Penrouzovih jed-
nacina, kao sto sledi.

A1By(D"Y?2A,B)) D 2 A, AT A, B,
= DYV2DY2A,B,(D"Y?A,B,) D72 A, B, = A, By,

pa prva Penrouzova jednacina vazi.

(D™Y2A,B)) D"Y2A,AT A, B, (D72 A, B))ID~1/? 4, Al
= (D7Y24,B,)' D724, Al

te je i druga Penrouzova jednacina zadovoljena.

ABy (D724, By) D2 4 A]
= DY2D V24, B, (D2 A, By) DTV 4, B By AL = A A,

poslednji operator je ermitski, pa vazi i tre¢a Penrouzova jedna-
¢ina.

(D?A,B,) D72 A, Al A\ B, = (D7V/?A,B,)'D™/* A, By,

poslednji operator je ermitski, pa vazi i ¢etvrta Penrouzova jed-
nacina.

(b) Primetimo da je

R(((AT)'B)") = R(B*A") = R(B"A") = R((AB)")
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zatvoren, pa je i R((A")*B) zatvoren. Takode,

R(A(B")") = R(A((B B)'B")") = R(AB(B"B)")
= AB(R((B*B)")) = AB(R(B")) = A(R(B)) = R(AB)

je zatvoren. Opet, koriste¢i matri¢ne forme za A i B, vazi da je

(AB)T = [(A")*B]1(BTA")*[A(B")*]" ekvivalentno sa slede¢im:
(AB)" = (DA By DT AL(Br Y (A(B )

Poslednju jednakost dokazujemo proveravanjem Penrouzovih jed-
nacina, kao sto sledi.

A\B (DA B) D A(B Y (AL(BT ) ALB
= A\ B (DA B D Ay (BT Y (AL(BT )T AL(BTY)* B By
= ABy(D'A\B))'D'A,B, = A\ By,

pa Penrouzova jednacina (1) vazi.

(D™ ALB) DT AYBT) (Au(BT)) Au(Br )" By x
xBy(D™H AL B D™ A (B (Ad(By )
= (D' AB)' DT A(BT ) (Ad(BT) ),
te je Penrouzova jednacina (2) zadovoljena.
A1By (DT A B) DT AN (BT (A (B!
= DDA Bi(D LBy DT A BB (B (Au(By )
= A(B) (AB))

poslednji operator je ermitski, pa Penrouzova jednacina (3) vazi.

(D" A1By) D™ AY(BT Y (Ad(Br 1)) AL By
= (D" ABy) DT Ay (By ) (A (B )T A(BL ) By By
— (D7'A,B))'D7'A, By,

poslednji operator je ermitski, pa Penrouzova jednacina (4) vazi.
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(c¢) Primetimo da je

R(ATABC)) = (BC)'(R(ATA)) =
(BC)'(R(A")) = R((ABC)")

zatvoren. Takode,
R(ABCCT) = AB(R(CC") = AB(R(C)) = R(ABC)
je zatvoren. Dokazimo da (ABC)' = (ATABC)'B(ABCC™)'.

Izracuna¢emo prvo ¢inioce koji se pojavljuju na desnoj strani.

Oznacimo:
AtDYAB,Cy 0
— At _ 1 1D141

I'=A4BC = ( AsD™YAB,Cy 0 )
Sada,

T = (T"T)'T* = XA XA ,

0 0

gde

X = (C;BjA:D'A\B,CY)ICBf ATD™L
Neka S bude:

S ABCC! — ( AlBlCéE—le AlBlc’éE‘l(L*; )

Lako se nalazi:

ST = 5 (55" = ( CLE'C{ B Aj(AB,CE-'CiBiAY)T 0 ) |

CoE-'CiBrAL (A B,CLE'C: B AN 0
Dakle, tvrdenje (c) ekvivalentno je sa:

(A1B,Cy)Y = (CiBjA;D'A\B.C)C;B;A;D™ Ay
x BC\E'C;B; AT (A B,CLE™'C; By A,

.
(AlBlcl)T = (Dil/QAlBlcl>TD71/2AlBlclEil/2 X
X (AlBlclE_l/Q)T.
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Radi jednostavnosti, uvedimo skrac¢enu oznaku @ = A;B;C.
Prethodna formula je ekvivalentna sa:

QT = (D*l/QQ)TD*1/2QE71/2(QE,UQ)T.

Dokazac¢emo poslednju formulu proverom Penrouzovih jednacina
na sledec¢i nacin.

Q(DTPQIIDTPQETVAQET)Q
_ D1/2D—l/QQ(D—I/QQ)TD—I/ZQE—1/2(QE—I/Q)TQE—1/2E1/2

= Q,

pa prva Penrouzova jednacina vazi.

(D~ I/QQ) 1/2QE—1/2(Q 1/2)TQ »
x (D*1/2Q)T VQQE”/Q(QE 1/2)T

(D_l/QQ)T —1/2QE—1/2(QE Q)TQ E-12E1/2 o
% (D‘l/zQ)T —1/2QE—1/2( E- 1/2)1

( ) ( )

D~ 1/2@ TD 1/2QE 1/2 Q —1/2\t

Y

te je i druga Penrouzova jednacina zadovoljena.

QD™PQ)I DT PQETA(QET)!
— DI/QD—1/2Q<D—1/2Q)TD—1/2QE—1/2(QE—I/Q)T
= QEQET),

poslednji operator je ermitski, pa i treca Penrouzova jednacina
vazi.

(D72Q)' D PQETA(QET?)Q
_ (D—I/ZQ)TD—l/ZQE—l/Q(QE—I/Q)TQE—1/2E1/2
= (D712Q)'D™1q,

poslednji operator je ermitski, pa cetvrta Penrouzova jednacina
vazi.
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(f) Primetimo da je operator
R(((A)*BC)*) = (BO) (R(A")) = (BC)*(R(A")) = R((ABC)")
zatvoren, pa je i R((A")*BC) zatvoren. Takode,
R(AB(CY)") = AB(R((C")")) = AB(R(C)) = R(ABC)
je zatvoren. Jednostavan racun pokazuje da je
(ABC)" = [(AT)" BC]H(AT)* B(CT)* [AB(CT)]!
ekvivalentno sa:
(A41B:Cy)' = (D' A1 B1Cy) D Ay BiCL BT (A1 BiCLE )T

Koristec¢i skraceni zapis Q = A;B1C, poslednja formula je ekvi-
valentna sa

Q"= (D'Q)'DT'QE T (QE.
proveri¢emo u nastavku Penrouzove jednacine.
Q(D'Q)DIQENQEQ
= DD'Q(D'Q)'DTQET(QET)'QET'E = Q,
pa prva Penrouzova jednacina vazi.
(D7'Q)'DT'QENQE ) QEE(DQ)'DTQETHQE ™)
— (D7'Q)'D'QD'Q)'D ' QE T QE)
= (D7'Q)'DT'QEHQE,
pa je zadovoljena i druga Penrouzova jednacina.
QIDTQ)DTQET(QE)
= DD'Q(DQ)'D'QEN(QE) = QE(QE ),
poslednji operator je ermitski, pa vazi i tre¢a Penrouzova jedna-
¢ina.
(D'Q)'DTQEHQETQ
= (D'Q)'DT'QET(QE ) QET'E
= (D7'Q)'D'QET'E = (D'Q)'D™'Q,



66

GLAVA 3. ROL ZA OPERATORE

poslednji operator je ermitski, pa vazi i ¢etvrta Penrouzova jed-
nacina.

Do sada smo dokazali ¢etiri identiteta. Sada ¢emo iskoristiti (c),
da pokazemo da su (d), (e) i (g) zadovoljeni. Takode, upotrebi-
¢emo (f) da dokazemo da (h) vazi.

Jednostavan racun pokazuje da je (d) ekvivalentno sa:
(A1B,C))" = [(A1B)) A, B,C1 ' B{ YA B, CL (B, Cy) )T
Ako stavimo:
A'=AB,, B=B;', C'=BC,

tada se (d) svodi na ve¢ dokazani identitet (c) za operatore A’, B
i C'. Radi kompletnosti, primetimo da su slike slede¢ih operatora
zatvorene:

R(A') = R(AB), R(B') = R(B"), R(C') = R(BC),
R(A'B') = R(A), R(B'C") = R(C), R(A'B'C") = R(ABC).

Direktan racun pokazuje da je (e) ekvivalentno sa sledeéim:
(A1 B.CY) = [Al A B,CY)T B, [A, B, C, O]
Poslednji identitet je ve¢ dokazan u (c).
Nije tesko proveriti da je
(ABO)' = {[A(B")*]'ABC}Y' B*BB*{ABC[(B")*C]"}
ekvivalentno sa:

(AlBlcl)T = {[A1<BT)71]TA13101}TBTBlBTX
x {ABG(BY) G

Stavimo:

A" = A(B)™', B":= B'B,B;, C" := (B})"!C}.
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Dobili smo da su slike svih pomenutih operatora zatvorene:

R(A") = A ((R((B})™")) = R(AB), R(B") = R(B"),
R(C") = R(BC), R(A"B") = R(Ai1B1B]) = R(AB),
R((B"C")") = R((B"BC)") = C*(R(B"B)) = R((BC)"),
R(A"B"C") = R(ABC).

R

Dakle, uslovi identiteta (c) su zadovoljeni. Znadci, (g) sledi iz (c).

(h) je ekvivalentno sa sledeéim:

(ABC)Y = {[(AB)TTCH(AB)T B! x
X [(B1C)'TH{A(B.CY)T .

Ako stavimo:
A/N = AlBl, B”/ = Bl_l, C”/ = BlCl,

tada se (h) svodi na ve¢ poznati identitet (f). Zbog kompletnosti,
primetimo da su slike slede¢ih operatora zatvorene:

R(A™) = R(AB), R(B") = R(B*), R(C") = R(BC),
R(A///B///) — R(A), R(B///C///> — R(C),
R(A”B"C" = R(ABC).

A

Primedba: Egzistencija Mur-Penrouzovog inverza raznih operatora iz
prethodne teoreme sledi iz zatvorenosti slika operatora R(A), R(B),
R(C), R(AB), R(BC) i R(ABC). Ta cinjenica je vazna i detaljno je
objasnjena. Isto vazi i za naredne teoreme.

Naredne dve posledice neposredno slede iz Teoreme 3.3.1.

Posledica 3.3.1 Neka su X,Y i Z Hilbertovi prostori, i neka su A €
L(Y,Z), B € L(X,Y) operatori, tako da A, B i AB imaju zatvorene
slike. Ako AYAB = B i ABB' = A, tada (AB)" = BT AT,

Posledica 3.3.2 Neka su P 1+ () dva ortogonalna projektora, tj. neka
P?=P =P iQ*=Q = Q" Tada je (PQ)' idempotent.
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Stavise, sve ostale posledice iz [89] su takode tacne sa neznatnim
izmenama u njihovoj formulaciji.

Ako su U, V operatori na istom prostoru, tada je [U, V] = UV —-VU
uobicajena notacija za njihov komutator.

Teorema 3.3.2 Neka su X,Y,Z Hilbertovi prostori, i neka su A €
LY,Z), B € L(X,Y) operatori tako da A, B, AB imaju zatvorene
slike. Neka su M € L(Z) i N € L(X) pozitivni i invertibilni ope-
ratori. Tada tezinski Mur-Penrouzov inverz operatora AB u odnosu na
tezine M i N zadovoljava sledeca dva identiteta:

(a) (AB)lyy = (ATAB)] n(ABB")},

(b) (ABH\/[,N = [(A;[\/[,I)*B]J][M*l,N(B},NA;r\/[,I)*[A(B;N)*]L,N*‘

Dokaz: Koristeci slede¢u poznatu relaciju izmedu obicnog i tezinskog
Mur-Penrouzovog inverza: AR/LN = N~V2(MY2ZAN=Y2) I M2 lako se
dobija da je (a) ekvivalentno sa:

(MY2ABN~Y2)t = (ATABN Y% (M2 ABB")1. (3.11)

Uvedimo oznake:
A=M"?A, B=BN 2

Dokazujemo sledece:
(MY2A) = ATMY2,

Poslednje tvrdenje vazi ako i samo ako je M~Y/2AAT M2 ermitski, sto
je ekvivalentno sa [M, AAT] = 0. Koristeé¢i Lemu 3.1.4, poslednji izraz
je ekvivalentan sa R(MA) = R(A), sto je tatno, zbog invertibilnosti
ermitskog operatora M. Analogno dokazujemo da:

(BNY%t = N~1/2BF,
Sada, (3.11) postaje:
(AB)! = (ATAB)"(ABB")T,

sto je ve¢ dokazani identitet u Teoremi 3.3.1(a).
Analogno dokazujemo tvrdenje (b).
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A

Teorema 3.3.3 Neka su X,Y,Z « W Hilbertovi prostori, i neka su
Ae L(Z, W), Be L(Y,Z) iC € L(X,Y) operatori, tako da A, B,
C, AB, BC, i ABC imaju zatvorene slike. Neka su M € L(W) i N €
L(X) pozitivni i invertibilni operatori . Tada teZinski Mur-Penrouzov
inverz operatora ABC' u odnosu na tezine M i N zadovoljava sledeée
identitete:

(a) (ABO)lyn = (ATABC)} yB(ABCCH)], 1;

(b) (ABC)lyy = (AB)IABO)] yBY(ABC(BC)") )y

(¢) (ABC)jyy = (ABB')!ABC)} yB(ABC(B'BO))),
(d) (ABC)jyx = [(Ahy.1)* BOYy1 y(Aby 1) B(C )" X
X [AB(C] 5) Thy v
(e) (ABO)yn = {[A(B")TTABCY]} yB*BB{ABC((B")C s
(f) (ABC)yyy = {[(AB)}y 11" CY s N[(AB)y 1] BI(BO)] y]* %
x {Al(B )3 N Hiaat

Dokaz: Dokaz je u svim slucajevima slican dokazu Teoreme 3.3.2.
Prvo se transformisu svi tezinski Mur-Penrouzovi inverzi u obi¢ne Mur-
Penrouzove inverze, a onda se iskoristi sledece:

A=M"?A, B=B, C=CN"'?

a zatim se upotrebi Lemu 3.1.4. Sada se svi slucajevi svode se na veé
dokazane identitete iz Teoreme 3.3.1.

A
Iz prethodnih teorema mogu se izvesti neki jos opstiji identiteti.

Teorema 3.3.4 Neka su X,Y i Z Hilbertovi prostori, i neka su A €
LY, Z) i B e L(X,Y) operatori, tako da A, B, i AB imaju zatvorene
slike. Neka su M € L(Z),N € L(X) i P € L(Y) pozitivni i invertibilni



70 GLAVA 3. ROL ZA OPERATORE

operatori. Tada teZinski Mur-Penrouzov inverz operatora AB u odnosu
na tezine M i N zadovoljava sledeci identitet:

(AB)J]rW,N = (A},PAB)},N(ABBITD,I);\/[,P-

Dokaz: Dokaz je slican dokazu Teoreme 3.3.2. Prvo se transformisu svi
tezinski Mur-Penrouzovi inverzi u obi¢ne Mur-Penrouzove inverze, sto
daje:

(MY2ABN~Y2)T = [(AP~Y2)TABN V2T [M2AB(P2B)11.

Ako se iskoriste smene: A = MY24P~1Y2 B = PY2BN-Y2 i na
kraju Lemu 3.1.4, ovo tvrdenje svodi se na ve¢ dokazane identitete iz
Teoreme 3.1.1(a).

A

Teorema 3.3.5 Neka su X,Y,Z i« W Hilbertovi prostori, i neka su
Ae L(Z, W), Be LYY, Z)iC e L(X,Y) operatori, tako da A, B, C,
AB, BC 1 ABC imaju zatvorene slike. Neka su M € L(W), N € L(X),
P e L(Y)iQ € L(Z) pozitivni i invertibilni operatori. Tada teZinski
Mur-Penrouzov inverz operatora ABC' u odnosu na operatore M i N
zadovoljava sledece identitete:

(a) (ABC)},n = (A} pABC)}, yB(ABCC )iy o5

(b) (ABC)lyy = (AB)} gABC) 5 Bho(ABC(BO)p 1)y i

(c) (ABC)E\/[,N = ((ABBL,I)RJ,PABC)TP,NB<ABC<B},QBC)IQ,N)}L\/I,Q'

Sada se vracamo jednom klasicnom matricnom identitetu iz [20].
Nasa naredna teorema pokazuje da rezultat iz [20] vazi za ograni¢ene
linearne operatore na Hilbertovim prostorima.

Teorema 3.3.6 Neka su XY i Z Hilbertovi prostori 1 neka su A €
LY, Z) i B € L(X,Y) operatori takvi da A i AB imaju zatvorene
slike. Tada:

(AB)! = (ATAB) (AB(ATAB))'. (3.12)
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Dokaz: Operatori koji se pominju u teoremi imaju Mur-Penrouzove

inverze, Sto se vidi iz razmatranja u okviru dokaza Teoreme 3.3.1.
Koristeéi metod opisan u Teoremi 3.3.1, zaklju¢ujemo da je (AB)T =

(ATAB)T(AB(ATAB)")T ekvivalentno sledeéem:

(A1B))f = (D™Y24,B)) (A1 B/ (D24, BN,
Sto je, prema Lemi 3.3.1, dalje ekvivalentno sa:
(A1B))" = (D7Y2A,B,)' D72 A, B, (A, B,)".

Neposrednom proverom sve ¢etiri Penrouzove jednacine sledi dokaz.

A

Izazov je ispitati da li sli¢ni/analogni rezultati vaze za izvesne {1, j, k}—
inverze umesto Mur-Penrouzovog inverza, kao i da li analogna tvrdenja
vaze u prstenovima s involucijom i C*—algebrama.
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Glava 4

Zakoni obrnutog redosleda
mesovitog tipa

Pod zakonom mesovitog tipa za Mur-Penrouzov inverz proizvoda po-
drazumevamo odredene izraze koji su najcesée dobijeni iz nekog iden-
titeta za Mur-Penrouzov inverz. Oni sami po sebi uglavnom nisu iden-
titeti, tako da je od interesa znati uslove pod kojima vaze, kao i druge
zakone obrnutog redosleda koji su s njima ekvivalentni ili povezani na
neki drugi nacin. Pokazac¢emo na primeru kako se moze konstruisati
jedan zakon obrnutog redosleda mesovitog tipa. Polazimo od identiteta
T = TT'T koji vazi za proizvoljnu matricu (ili operator) 7. Ocigledno
je

AB = AATABB'B = A(A"TABB"B

za dve proizvoljne matrice (dva operatora) A i B za koje proizvod AB
ima smisla. Sada formalno primenimo na dobijeni izraz obican za-
kon obrnutog redosleda za Mur-Penrouzov inverz proizvoda tri matrice
(operatora) u obliku (PQR)" = R'QTPT, ¢ime dobijamo sledeéi zakon
obrnutog redosleda mesovitog tipa za proizvod dveju matrica (opera-
tora):

(AB)" = BY(ATABBT)T Al
Vise reci o njemu bi¢e u narednoj sekciji.

73
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4.1 Zakon obrnutog redosleda
(AB)T = BY(ATABBT)TAT

U ovoj sekciji predstavljamo skup tvrdenja ekvivalentnih zakonu obr-
nutog redosleda (AB)" = BT(ATABBT)TAT za obican i tezinski Mur-
Penrouzov inverz linearnih ogranicenih operatora na Hilbertovim pro-
storima. Neki konacno dimenzionalni rezultati iz [86] proSireni su na
beskonacno dimenzionalan slucaj. Koristi¢e se operatorske matrice,
koje se prirodno javljaju u teoriji linearnih operatora sa zatvorenom
slikom na Hilbertovim prostorima. Dakle, metod koji koristimo u do-
kazima je sustinski drugaciji od onog upotrebljenog u [86].

Ovaj zakon obrnutog redosleda prvi su izucavali Galperin [Galperin]
i Voksmen [Waksman]| [35] 1980, a zatim i Izumino [46] 1982.

Pomoéni rezultati

Koristi¢emo i slededi rezultat do kog su dosli Dam [Damm] i Vimer
[Wimmer] [25], koji se lako moze uopstiti sa kompleksnih matrica na
linearne ogranicene operatore na Hilbertovim prostorima.

Lema 4.1.1 Neka su H;, (i = 1,4) Hilbertovi prostori, i neka su C €
L(Hy,Hy), X € L(Hs,H;) i B € L(Hs, Hy) operatori sa zatvorenom
slikom. Tada:

C(BXC)'B = X1

ako i samo ako:
R(B*BX)=R(X) and N(XCC*) =N (X).
Neka je A jedini¢na C*—algebra sa jedinicom 1. Oznacimo skup svih

projektora sa P(A) = {p € A : p* = p = p*}. U radu Lija [Li] [53,
Theorem 10.a] dokazani su sledeéi rezultati.

Lema 4.1.2 [53] Neka p,q € P(A). Tada su sledeéa tvrdenja ekviva-
lentna:

(a) pq je Mur-Penrouz invertibilan;

(b) gp je Mur-Penrouz invertibilan;
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(¢) (1 —p)(1—gq) je Mur-Penrouz invertibilan;

(d) (1 —4q)(1—p) je Mur-Penrouz invertibilan.

Lema 4.1.3 [53] Neka p,q € P(A). Ako je pq je Mur-Penrouz inver-
tibilan, tada:

(qp)" = pg — p[(1 — p)(1 — 9)]'q.

Koristi¢emo ove rezultate u slucaju Banahove algebre A = £(X).
Glavni rezultati

U literaturi se moze na¢i mnogo potrebnih i dovoljnih uslova pod
kojima (AB)! = BYAT vazi. U Tianovom radu [84], uspostavljena je
vazna relacija:

(AB)' = B'A" & (AB)! = BY(ATABBY)ATA(ATABB")' = BBTAT A,

koja povezuje ovaj zakon sa osnovnim zakonom obrnutog redosleda.
Dakle, potrebno je naéi razne ekvivalentne uslove za koje je (AB)! =
BT(ATABB™)T At zadovoljeno. Na§ glavni rezultat je naredna teorema,
koja predstavlja uopstenje rezultata iz [86] na beskona¢nodimenzionalni
slucaj.

Teorema 4.1.1 Neka su X, Y i Z Hilbertovi prostori, i neka su A €
LY, Z)iB e L(X,Y) operatori tako da A, B i AB imaju zatvorene
slike. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(al) (AB)! = Bi(ATABB) A,

(a2) (AB)' = B*(A*ABB*)I A%

(a3) (AB)f = BIAT — Bi((I — BB')(I — Al A))iAl;
(b1) ((A)*B)t = Bi(ATABBT)I A,

(b2) ((A')*B)f = B*((A*A)!BB*)I A",

(b3) ((AT)*B)f = BIA* — BI((I - BBY)(I — ATA))TA%
(cl) (A(B')")! = B*(ATABB) AT,
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(c2) (A(BY)*)! = Bi(A*A(BB*)!)i A*;

(
(c3) (A(BNY)T = B*A! — B*((I — BBY)(I — ATA))TAl;
(d1

(42

)*
)*

BiAN = A(BBTATA)B;

BIAN = (A ((BB*)'(A*A)N(BT)*;
)

)
)
)
)
(d3) (BTADT = AB — A((I — A1A)(I — BBY))IB;
(el) (ATAB)TA! = BI(ABB);
(€2)
(e3) (ATA(BT)*)IAT = B*(ABB");
(ed) (BBTANIB = A(BTATA);
(e5) (A*AB)TA* = B*(ABB*)1;
)
)
)
)
)
)
)

(e6) ((A*A)'B)TA" = B*((A")*BB")";
A*A(B)*)IA* = BY(A(BB")";
(

(A AN (B7)T)TAT;
(e9) (AA*ABB*B)! = Bt(A*ABB*)t Al

(
(
(
(
(
(
(ATAB)'A* = BY((A")*BB");
(
(
(
(
(

(e7
(e8) BN ((A)(BB*)N) =

f1) (A'AB)t = B(AtABB") i (ABBY)t = (ATABBH) AT,

( )
(2) (ATAB)' = B*(ATABB*)! i (ABBY) = (A*ABB)t A*;
(3 )=

ATAB)t = BtATA — Bf((I — BBT)( — ATA)TATA
ABB')t = BBIAT — BBY((I — BBY)(I — ATA)) A
AB)') = R(BY(ATABB)AT) i

B)")*) = R((BY(ATABB")A")*);

~~
O

AB)) = R(BTAT) i R((B*A")T) = R((A")"(B*)");
AA*AB) = R(AB) i R(B*B(AB)*) = R((AB)").
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Dokaz: Egzistencija Mur-Penrouzovih inverza raznih izraza koji se po-
javljuju u tvrdenjima iz teoreme uglavnom sledi iz Leme 3.1.3, i odgo-
varajucih osobina jezgra i slike operatora (vidi Tvrdenje 1.4.1). Egzis-
tencija Mur-Penrouzovog inverza proizvoda oblika (I — BBT)(I — ATA)
sledi na osnovu Leme 4.1.2.

Neka, prema Lemi 3.1.1, operator B ima slede¢u matri¢nu formu u
odnosu na odgovarajuc¢e dekompozicije prostora:

oo[3 ) (3 L32)

gde je Bj invertibilan. Tada

s= % o] [N | LA |

Neka dalje, na osnovu Leme 3.1.2, operator A ima slede¢u matri¢nu

formu: (8) )
| A A | | R(B R(A
A=l v LT - LR
gde je D = A1 A} + A5 A% invertibilan i positivan operator u L(R(A)).
Tada
g [AD 0] T RA) T T RB) ]
AsD™1 0 N(A*) N(B*)

Nadimo prvo ekvivalentni oblik tvrdenja (al). Vazi

S = ATABB = ( AiD7 A 0 ) ,

A;D_lAl 0
1 zato

St = (58)Ts* = ( (A;DANTAID T Ay (A;D1A)TAID ! Ay )

0 0

Sledi da je

BretAt — ( Bll(AID‘;AQTA‘ID_I 8 ) ‘
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Zato,
(AB)" = BY(ATABB")' BT

je ekvivalentno sa:
(A1B)) = ByY(AiD'A)NTAID™ = BfY(D™V2A)IDY2. (4.1)
Proverom Penrouzovih jednacina, (4.1) vazi ako i samo ako
[B.B;,(D~Y2A)'DY2A,] =0A [D,D7Y2A (D72 A1) = 0. (4.2)

Dakle, tvrdenje (al) je ekvivalentno sa (4.2).
Nadimo sada jos ekvivalentnih tvrdenja uslovu (al). Koristedi Lemu
3.1.4, dobijamo da je (4.2) ekvivalentno sa:

R(DA;)) =R(A1) i R(B1BiA]) = R(A)),
odnosno,
R(DA;) =R(A1) i N(AiB1BY) = N(4,).
Primenimo li Lemu 4.1.1, za X = A, By, C = By, B = D7'/2, jed-

nakost:

(AyBy) = BfY(D71/2A,)ID~1/2

je ekvivalentna sa:
R(D'A1B)) = R(A1By) i N(ABi(BiB))™ ") = N(ABy),
odnosno
R(D'A1B)) = R(A1B)) i R((B;B)) "(A1B1)*) = R((A1By)*).
Nadimo sada tvrdenja ekvivalentna sa (g3). Uslovi
R(AA*AB) =R(AB) i R(B*B(AB)") =R((AB)")
su ekvivalentni sa

R(DA1By) =R(A1B1) i R(BIBi(A1B1)") =R((A1B1)")
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sto je dalje ekvivalentno sa (4.2). Dakle, (¢3) < (al).
Analogno se mogu dokazati i ekvivalencije: (b1) < (¢3), (c1) < (¢3)
i(dl) < (g3).

Za primer, dokazimo da (¢2) < (¢3). Koristeéi uvedenu notaciju, i

ATA (BB 0
_ * *\T __ 1411 121
= ATABET = ( AA(B B 0)’

lako se dobija, koriste¢i T = (T*T)1T*, da je:

T — ( (Dl/QAl(BlBT)*l)TD*1/2A1 (Dl/ZAl(BlBik>fl)TD71/2A2 )
N 0 0 .

Sada,
(A(BNY*)' = BY(A*A(BB*)")T A~

ako i samo ako
(Au(By) "' = By {(D'?Ay(ByB}) ") D2,

Primenimo li Lemu 4.1.1, za X = A(B)~!, C = By', B = D2,
poslednja jednakost je ekvivalentna sa R(DA;(B;)™!) = R(A(B})™)
P N(AU(BY) T BB ™Y = N(Ad(BY) ), 4.

¢ime smo upravo dokazali da je (c2) ekvivalentno sa (g3).

Analogno dokazujemo i ekvivalencije (a2) < (¢3),(b2) < (g3) i
(d2) < (93).

Prilikom dokazivanja ekvivalencija ukljucujudi i e—tvrdenja, koriste
se samo tehnike prikazane u prethodnom delu dokaza.

Tablica odgovarajué¢ih tvrdenja data je u nastavku, kao svojevrsni
pregled, ali i zbog kompletnosti:

(al) (A;B)t =B Y(D2A)t D1/
(a2) (A,B))t = By (DY?A,B,B}) D'/?;
(bl) (D7'A,B))f = B (D~Y2A,) D'/
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(b2) (D~'AB))T = By (D32 A, B, B} ) D'/,
(c1) (Au(Bf)™N = B{(D~'?A)ID~;
(c2) (Au(Bf)™N)' = BrY(DY?Au(B.B}) ™)' DV,
(d1) (By'A{D™N)I = DY*(A1DV2)1By;
(d2) (By'A{D™Y)1 = D™V2((B1B;) A D) (B})
(el) (D7Y24,B,)ID~1/2 = By Al
(e2) (D~Y2A,B,)ID-V2 = BiY(D~14,)tD1;
(e3) (D~Y2Ay(By)™Y)f = BiA[ DY,
(ed) (Br'ATD™Y?)1 = D™V2(ATD™ 1) By;
(e5) (DY2A,B)t = B (A, B, B})D~'/2;
(e6) (D7'A BB} = (B})"Y(D™32A,B,) D2,
(e7) (D2 Ay(By) ")t = BrH(Au(B1B;) )T D~Y2
(e8) (D' Ay(ByB;) ")t = By(D~32Ay(By) ") TD~1/2;
(e9) (DAB,B;B,)' = B{'(DY?A,B,B;)'D~1/2.
Svako od ovih tvrdenja ekvivalentno je sa:
R(D“A1B,) = R(A1By) i N(ABy(B;B))?) = N(AB)),

za neko «, f € {—1,1}. Preciznije, vazi:

a | B | tvrdenje

1| 1|a2,dl,e3,e6
1]-11Dbl,c2, el, e8

-1 ] 1|b2 cl,ed, ed

-1 -1 | al, d2, e2, e7, €9




4.1. ROL OBLIKA (AB)" = Bt(At ABB)f At 81

Koriste¢i Lemu 3.1.4, imamo:

R(D*A\B)) = R(A1B)) & [D*, ABy(AB,)]=0
& [D,A1Bi(ABy)T] =0,

N(A\By(B;B))") = N(AB,) &
R((BiB1)’(A1B1)*) = R((A1By)") &
[(BfB1)?, (A1 B1)* (A1B1)")1] = 0 &
(BiB1)", (AB)' A1 B = 0 &

[Bi By, (AB)) A By =0,

=
=
=
=

sto znadci da je svako od tvrdenja iz tablice ekvivalentno sa (g3). Sada,
dokazujemo ekvivalencije (23) < (z1), gde = € {a,b,c,d, f}.
Prvo dokazujemo (a3) < (al) :

(a3) & (AB)' = B'A" — BY[(I — BB")(I — ATA)]TA".
Koriste¢i Lemu 4.1.2, za P = BB i Q = At A, dobija se:
(ATABBY)' = BB'ATA — BB'[(I — BB")(I — ATA)]TATA.  (4.3)
Pomnozimo li (4.3) sa leve strane sa BT a sa desne sa A', dobija se:
BY(ATABBY) At = BTAT — B'[(I — BB")(I — ATA)]'A" = (AB)",

¢ime je dokaz zavrSen.

Analogno se pokazuje da (b3) < (b1) i (¢3) < (c1); deo (d3) < (d1) je
veoma sli¢an - razlika je samo u tome §to se uzima Q = BBTi P = AT A.
Dokazimo sada (f3) < (f1):

(f3.1) < (ATAB)' = B'ATA — BY((I — BBY)(I — ATA))TATA.
Ako pomnozimo (4.3) sa leve strane sa BT, dobijamo:
BY(ATABB"' = BTATA — BY((I — BB")(I — ATA))TATA = (ATAB)T,
tj. deo (f1.1). Takode,

(f3.2) & (ABB")' = BBYA! — BBY((I — BBY)(I — ATA))T AT
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Ako (4.3) pomnozimo sa desne strane sa Af, imamo:
(ATABB" A" = BBYA" — BBY((I — BB")(I — ATA))TA" = (ABB")T,
tj. deo (f1.2). Time je ovaj deo dokaza zavrsen.

Ispitajmo sada ¢emu su ekvivalentna tvrdenja (f1) i (£2).
Jednostavan ra¢un pokazuje da je (fl) ekvivalentno slede¢im dvema
tvrdenjima:

(D_1/2A131)TD_1/2Ai _ BI_I<D_1/2A1>TD_1/2AZ'7 1=1,2; (4.4)
Al =(D7?A)D72. (45)

Pretpostavimo da (fl) vazi; ako zamenimo (4.5) u (4.4), zatim po-
mnozimo sa desne strane modifikovanu jednakost (4.4) sa A, i onda ih
saberemo, dobi¢emo:

(D72 A,B,) = B/TAIDY?,
Sto vazi ako i samo ako:
(D, A1 Al =0 i [BiBy, AlA] =0,
Sto je, prema Lemi 3.1.4, ekvivalentno sa
R(DA1) = R(A1) 1 R(B1B{A]) = R(A)),

tj. dobija se tvrdenje (al). Lako se vidi da vazi obratna implikacija.
Jednostavan ra¢un pokazuje da je (f2) ekvivalentno sledeé¢im dvema
tvrdenjima:

(D7V2AB) DA = B{(D™ P A B BY)TD P4y, i = 1,25 (4.6)
Al = (D7V2A)IDY2 (4.7)

Pretpostavimo da (f2) vazi; ako pomnozimo sa desne strane jed-
nakosti iz (4.6) sa Af, i saberemo ih, dobijamo:

(D'2A,B,)" = Bf(D™'? A, B, B})',
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Sto, prema Lemi 4.1.1, vazi ako i samo ako N (A BB By) = N (A, By).
Slicno kao u prethodnom delu dokaza, izraz (4.7) je ekvivalentan sa
R(DA;) = R(A;). Dakle, imamo da (f2) = (al). Obratna implikacija
se lako dobija.

Da vidimo sada ¢emu su ekvivalentna tvrdenja (gl) i (g2).
Prvo (gl):

R(BY(ATABBYA") = R((AB)") = R((AB)*) &

R(BjA}) = R(ByH(D™2A)'D™2) = R(B{H(D™2A)T) &
BIR(B{A}) = R(B1B{ A}) = R(D~2A,)") =

= R((D7'?A)") = R(4}),

=
=

odnosno, vazi:

R(B\BAY) = R(A)).
Drugi uslov: R(((AB)")*) = R((BY(ATABBT)A")*) postaje:
N(BT(ATABBNA" = N((AB)") = N((AB)*) &
& N(A}) = N(BiA}) = N(Br{(D7Y?A)D™/?) =
= N((D74)' D7) &

& R(A) =R(DVHADTA)) &
PN Dl/ZR(Al) _ R(D1/2A1) _ R((A»{Dfl/Q)T) _
= R((A;D™12)") = R(D™'2Ay),

te imamo:

R(DA1) = R(Ay).
Ova dva uslova ekvivalentna su sa (al), ¢ime smo upravo dokazali
(91) & (al).
Sada, (g2):
R(B'AT) = R((AB)") = R((AB)") &
R(B1A}) = R(BIATD™) = R(B, ' 4]) &
ByR(B{A}) = R(B1 B A]) = R(A])

R((B"A")') = R((AN'(BY)') &
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((AB)") = N(B'A") = N((AB)") &
TAY) = N(B'AIDT) &

(A) =N(AD™Y) &

(A1) = R(D™Ay);

ova dva uslova zajedno su ekvivalentna sa (al), ¢ime smo upravo pokazali

da (¢2) < (al).
A

Formulisemo sada analogni rezultat za tezinski Mur-Penrouzov inverz.
Teorema 4.1.2 Neka su X, Y i Z Hilbertovi prostori, i neka su A €
LY, Z)iB e L(X,Y) operatori takvi da A, B i AB imaju zatvorene
slike. Neka su M € L(Z) i N € L(X) pozitivno definitni invertibilni

operatori. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

( ) (AB N:B},N(AEW,IABB},N)TAEW,I;

)i
(a )(AB) N:N_lB*(A*MABN_lB*)TA*M

( ) (AB)}LWN_BINAMI B}N«] BB}N)([ A}L\/[IA))TA}L\/I,I;
(b1) ((A")) a1 B)yy1.v = Bl (Al s ABB] )T A"

(62) (A} a1 B)hrry = N7 B (A"MA) (BN 'B*) A}, M
(b3) ((A")} a1 B)h1n = Bin A= Bl (1= BBj ) (1= A}y 1 A) A
(c1) (A(B*)y-1 )y = BT (Al ;ABB] y) 1A} 1

(c2) (A(B")-1 )hpn-1 = NBI x((A"MA) (BN BT A*M;

(¢3) (A(B*) -1 ) hiw-r = B Al =B ((I=BBj y)(I- A} 1 A) Al 1
(d1) (BI',NA;\/[I) NM = A(BBINAMIA)

(d2) (B},NA;\/[I)}LVM M~ (A*)},M—l((BNilB*)T X
x (A MAN (B0 N
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(d3) (B;NAL,I)}[,M = AB — A((I - A}L\/[,IA)(I - BB;N))TB;

(el) (AEW,IAB)}NAJZF\/I,I = B},N<ABB},N>;[\4,I;

(e2) (A;f\/[,IAB)J;,NA* = B},N((A*)J},MﬂBB},N)}L\/[*,];

(€3) (A AB)y1 )i -1 Akis = B (ABB )i

(ed) (BB},NAJ]IW,I);MB = A(B},NA}LW,IA)RT,I;

(e5) N(A*MAB)} yA*M = B*(ABN~'B*)}, ;

(6) N((A"MA)B)} yAly ;= B ((A%)] j-1 BN T B*)} o M;
(e7) (A"MA(B") - )y A"M = NB] y(A(BN™'B*))}y 1

(e8) NBJ n (A7)} ot (BN B)1)ya [M =
= (A"MA)(B*) -1 )} v-1Ab s

(€9) (AA*MABN'B*B)}, v = B} y(A*MABN-'B*)'A}, ;

(ﬂ) (A}[M,IAB)},N - B;N(AJJFM,IABB},N)T i
(ABB},N)}L\/[,I = (A;r\/[,IABB},NyA}rM,I;

(f2) (AN, AB)} v = N"'B*(A}; ,ABN'B*)! i
(ABB},N)J]rM,I = (A*MABB;N)TA*M;

(£3) (A}[M,IAB)},N = B;,NAJZFM,IA - B},N X
x (I — BB y)(I - Al A)AL, A
(ABB},N>}[\4,I = BB;NARU - BB},N X
x ((I - BB},N)(I - A}r\/[JA))TA}rw,IZ

(g1) ,R’((AB);[\/I,N = R<B},N(AEF\/I,IABB},N>TA;\/I,I) i
R(((AB)RJ,N)*) = R((B;N(A}LM,IABB},NﬁA}LM,I)*);

(82) ,R’((AB)R/I,N) = R<B;NAEF\/[,I) i
R((B*A*);rvfl,Mfl) = R((A*)j',Mfl(B*)ervfl,I)Q
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(g3) R(AA*MAB) = R(AB) i R((ABN~'B*B)*) = R((AB)*).
Dokaz: Koriste¢i osnovnu relaciju izmedu obi¢nog i tezinskog Mur-
Penrouzovog inverza:

A'JFWN — ]\/'—1/2(]\41/214]\[—1/2)]L]\41/27
1 smene:

A= M"?A, B=BN~'/?

sva tvrdenja iz ove teoreme svode se na tvrdenja upravo dokazane Teo-
reme 4.1.1. Dokazimo, na primer, (e6) < (g2).

(€6) & N(AMAYB)| yAly, = B(A")] BN B0 M
& NYVE((AMA)BNVA(MYZA) MY =
— B ((A'MV2) BN-IBY) M2
& ((AAYB)AT = Br((A7) B,
sto je u stvari (e6) iz Teoreme 4.1.1.
S druge strane, (g2) postaje:

(92.1) R((AB)js.x) = R(B] yAlys)

( 1/2(M1/2ABN 1/2>TM1/2)
R(N 1/2(BN 1/2) (MI/QA)TMI/Q)
(N"V2(AB)'M'?) = R(N"'?BTATM'/?)
( (
( )=

IIlI

A
N~ V2(AB)) = R(N~Y2Bt A
B)') = R(B'A),

Tt ¢
N A A

(A

R((B* A1 p-1) = RUA] 1 (B )
( (N 1/2B*A*M1/2>TN71/2> _
(M1/2(A Ml/?) (N—1/2B*)TN—1/2)
(
(
(

T3

FAINTZ) = R(MYP(AN)N(BY)INTY2)
AT = R(MYVH(AN)(BY))
) = R((A)(B)),
sto znaci da vazi (g2) iz Teoreme 4.1.1. Posto smo Teoremu 4.1.1 veé

dokazali, dokaz ove nase teoreme neposredno sledi.

Tt ¢

A
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4.2 Zakon obrnutog redosleda
(AB)T = BTAT

U ovom poglavlju bavimo se osnovnim zakonom obrnutog redosleda za
Mur-Penrouzov inverz proizvoda dva operatora u obliku (AB)" = BYAT,
u smislu nalazenja raznih drugih zakona obrnutog redosleda s kojima je
on ekvivalentan. Pokazace se uska povezanost sa meSovitim zakonom
obrnutog redosleda iz prethodnog poglavlja, i to je glavni razlog zbog
kojeg je ovo poglavlje smestenu u okviru ove glave. Ovde predstavljeni
rezultati uglavnom su uopstenja Tianovih rezultata iz [87], mada su u
nekim tvrdenjima uvedeni i novi parametri iz skupa prirodnih brojeva,
¢ime se postiglo dalje uopstenje.

Pomoéni rezultati

Naredno tvrdenje sadrzi neka poznata svojstva Mur-Penrouzovog
inverza, posebno ona koja ¢e biti koris¢ena u dokazima.

Lema 4.2.1 Neka je H ogranicen ermitski linearni operator. Tada:
(Yn e N) (H")' = (H"".

Dokaz: Za n = 1 zapravo imamo dobro poznati identitet za Mur-
Penrouzov inverz. Za druge vrednosti n, lako je proveriti sve cetiri
Penrouzove jednacine koristeci sledecu ¢injenicu:

H = H'H? = H?HT,

koja sledi iz Tvrdenja 1.4.1 za proizvoljan ermitski operator H.

Primedba: Prema Lemi 4.2.1, ako operator T ima formu:

(4 o)

oznacava proizvoljan element, tada:

99

gde

(T )" = (TN = T TN T = T T T,
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gde TT™* ima sledeci oblik:

mv. 0
TT™ =
Sto nam omogucava pojednostavljenje racunanja. Ovde se ”inv” odnosi

na invertibilni operator.
Ukoliko operator S ima formu:

onda:
(557" = (811" = (S (' (818" = (5")1(58)1)""S",
gde §*S ima sledeci oblik:

«a [ nv. 0O
o (1)

Sto nam omogucava pojednostavljenje racunanja.

Tvrdenje 4.2.1 Neka su X @Y proiwzvolyni Hilbertovi prostori i neka
je A€ L(X,Y). Za svako m € N, vazi:

(a) ((AA))™(AAT)™ = ((A7)TAT)™(AAT)™ = AAT;
(

b) (AAT)™((AA)™ = (AAT)™((A7)FAT)™ = AAL;
(c) (A=A (A*A)™ = (AT(A")T)™(A*A)™ = ATA;
(d) (A A)m((ATA))™ = (A A)m(AT(A))™ = ATA.
Dokaz

(AA* T)W“(AA*)MA*(AA*)W1 =
( )*A*(AA*)’” b=

= (A4 HAA)y™ = =
(AATAA® = (AM)TA* = (AAT)* = AAT,
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koristeéi Tvrdenje 1.4.1(2),(3), dobijamo Zeljeni rezultat. Na potpuno
analogan nacin dokazuju se preostala tri tvrdenja. Dokazimo, na primer,
tvrdenje (c).

(c) (A A) )™ (A" A" =

—~~
:b:b
* *
NN
— ' ~— ~—
— —+
S—

D

m—l(A*A)TA*A(A*A)m—l —
m—lATA(A*A)m—l —
mlAr A = =
*A=ATA.

—+
~—

A

Lema 4.2.2 Neka su X 1Y proizvolyni Hilbertovi prostori i neka A €
L(X,Y). Za svako m € N,

((AA)m A = AT((An)T AN, (A(A*A)™)T = (AT(A7)T)m AT,
Dokaz: Dokazujemo prvi identitet proveravanjem sve ¢etiri Penrouzove

jednacine, koriste¢i Tvrdenje 4.2.1 za jednostavnije racunanje. Drugo
tvrdenje dokazuje se analogno.

(I) (AA")™AAT((A") AD™(AA" A = (AA " AATAATA = (AA")™ A;

(1) AT((AHT AN (A4 ™ AAT (A7) T AD™
= ATAATAAN((A)TAT)™ = AT((A%)TAT)™

(IT1) (A" AAT(A) D™ = (A4 ((A%) ATyt Ayt At =
AAT(AM)TAT = AAT,
sto predstavlja ermitski operator;
(IV) AT((A*)TAN™(AA)™A = ATAATA = ATA,

Sto je ermitski operator.
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Glavni rezultati

Slede¢a teorema predstavlja uopstenje glavnog rezultata iz [87] za
beskonacno dimenzionalan slucaj.

Teorema 4.2.1 Neka su X, Y i Z Hilbertovi prostori, i neka su A €

LY, Z) 1B € L(X,Y) ograniceni linearni operatori, tako da A, B i
AB imaju zatvorene slike. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(a) (AB)' = BIAY,
(b) (AB)t = BtATABB! A,

(c) ((AT)*B)f = BrA";

(d) (A(BN)")" = BAT;

(e) (ABBY = BB'A" i (ATAB)t = Bt Al A;

(f) (AB)t = BY(ATABBY)T A i (ATABB") = BB1A'A;

(g) (AB)t = (ATAB)tA! i (ATAB)t = BAt A;

(h) (AB)' = BI(ABBY! i (AABY)" = BBt A,

(i) (AB)! = (A*AB)'A* i (A*AB)" = BY(A*A);

() (AB)' = B*(ABB*)! i (ABB*)t = (BB*)! A';

(k) (AB)! = B*(A*ABB*)'A* i (A*ABB*)t = (BB*)T(A*A)';

() (AB)' = B*B(AA*ABB*B)TAA* i
(AA*ABB*B)t = (BB*B)(AA*A)1;

(m) (AB)! = B*BB*((A*A?(BB*)?)t A*AA* i
(A*A(BB*)*)T = (BB*)*)1((A*A));

() {BUHACIY C {(AB)ID} i {BUDAOYY C {(AB)ID),
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Dokaz: Prvo treba prokomentarisati egzistenciju Mur-Penrouzovog in-
verza raznih operatora koji se pojavljuju u gornjim formulama. Egzis-
tencija (ATABBT)" neposredno sledi prema Lemi 3.1.3. Lako se poka-
zuje da ((AT)*B)Ti (A(BT)*)' postoje. Posto je

R(B*A*A) = B*(R(A*A)) = B*(R(A")) = R((AB)")
zatvoren, sledi postojanje (A*AB)T, (ATAB)! kao i (A*ABB*)', jer:

R(A*ABB*) = A*A(R(BB¥)) = A*A(R(B)) = R(A*AB) =
= R((B*A*A)").

Na potpuno analogan nac¢in moze se pokazati egzistencija (ABBT)T i
(ABB*)T.

Prvo navodimo delove dokaza koji ne zavise od dekompozicija pros-
tora koje ¢emo kasnije koristiti.
(a) & (n) : Ovaj deo je ve¢ dokazan kao Corollary 6.2.4 u [30].
(a) < (e) : Veé dokazano kao Theorem 2.4.c) u [31].
(f) — (m) = (a) : Sve ove implikacije dokazuju se na isti nacin: drugi
deo tvrdenja zameni se u prvi, a onda se iskoriste uobicajeni identiteti
(vidi Tvrdenje 1.4.1 i Lemu 4.2.2) ukoliko je potrebno. Kao rezul-
tat dobija se tvrdenje (a). Kao ilustraciju, prikazac¢emo dva specificna
slucaja:
() = (a) : (AB)' = B*(ABB*)! = B*(BB*)T AT = BTAT.
(m) = (a) : Ovde ¢emo koristiti Lemu 4.2.1 za n = 2.

(AB)' = B*BB*((A*A)*(BB*)*)! =
= B'BB'((BB"))){((A"A)*)TA"AA" =
— B*BB*(BB*)(BB*)!(A*A)T(A*A)TA* AA* =
— B*BB'(BB*)T(A*A)TATAA* =

— DB*(BB*)'(A*A)TA* = BTAT.

(a) = (b) : BIA' = (AB)! = (AB)IAB(AB)" = BIATABB' AT

(a) = (9) : (AB)T = BTA" = BTATAAT = (ATAB)TAT, prema veé
dokazanom tvrdenju (e).

(a) = (h) : (AB)! = BTA" = BIBBYAT = BT(ATBB')!, prema veé
dokazanom tvrdenju (e).
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U ostatku dokaza koristi¢emo slede¢u dekompoziciju prostora i opera-
torske forme.
Koristec¢i Lemu 3.1.1, zaklju¢ujemo da operator B ima slede¢u matri¢nu

formu: (") (B)
| B 0] | R(B* R(B
s= 0 o] [ N | [ X )
gde je Bj invertibilan. Tada

p= |50 N | | M )

Prema Lemi 3.1.2 sledi da operator A ima slede¢u matricnu formu:

=0 L - L5 ]

gde je D = A; A} + Ay Aj invertibilan i pozitivan £(R(A)). Tada

At = ArD™1 0 : R(A) R R(B) '
AiD1 0 N(A%) N(B*)
(a) & (¢) & (d) : Neposredni racun pokazuje da su tvrdenja (a),
i (d) ekvivalentna sa: (AlBl)T = Bl_lATDfl, (DilAlBl)Jr = BflAT
(B;) )T = B A; D7, redom. Svako od njih je ekvivalentno sa:

(c) i
i (Al

AJAIDTM A = Ay, [AJAL, D7 =0, [BiB},AiD"A] =0. (4.8)

Dokazivanje (a) = (f) i (a) = (i) — (j) je veoma slicno, te ¢emo
pokazati samo slucaj (a) = (i). Koris¢enjem gore opisane dekompozi-
cije, lako se zakljucuje da (i) postaje:
(AlBl)T = (D1/2AlBl)TD1/2,
(DY2AB))'D™Y24; = B'AiD%A;, i=1,2.
Sada ¢emo pokazati da (a) povla¢i prvo tvrdenje, proveravanjem sve

cetiri Penrouzove jednacine. Za prvu i drugo jednacinu to je jasno.
Proverimo trecu i cetvrtu:

(IIT) D'?A,By(A,B,)ID™Y/? = D'Y?AB,B;'AtD'D /2 =
= DA A;D'DT?
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sto je, prema premisi (a), ermitski operator.

(IV) (AB)'D™Y2DY2A,B, = B'AiD'D Y2DY2A,B, =
- B;lAiDilAlBl.

Zbog kompletnosti, naves¢éemo ekvivalentne forme za (f) 1 (j) :

(f): (4B = B (D24, D2,
(D71/2A1)TD*1/2AZ. = ATD*lAi, 7 = 1, 27

(7): (AiB)! = Bi(AiB.B}),
(DY2A,B,)' D24, = (B,B})*A:D™ L.

Dokaz (a) = (k) — (m) ¢emo ovde izostaviti, jer ¢e u narednoj Teoremi
4.2.2 biti dokazan opstiji slucaj.

Preostao je jedino jos deo:

(b) = (a) : Ako iskoristimo uobicajene matricne forme za A i B, u
stvari treba dokazati da:

(A1B))' = B{'AID' A, A;D7 = (A B)T = BA; D

Uvedimo skrac¢eni zapis: W = A}D7'A;.
Za izraz (A1B))! = B{'AiD7 ' A A D! odgovarajuée Penrouzove
jednacine su:

1. Ay = A W2
2. W3A = WAL
3. [A,WAL, DY =0;
4. [B1B;,W?] = 0.
Odgovarajuée Penrouzove jednacine za (A;B;)t = By *AiD~! su:
1. Ay =AW,
2. WAS = A%
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3. [AlATa D_l] == O,
4. [B\B;, W] =0.

Operator W je ermitski, stavise - pozitivan (W = T*T, gde je T =
D~Y2A)). Zato je I + W invertibilan, te vazi sledeée:

= Al(]—W):O,

odnosno sledi da:
A =AW

Koristec¢i upravo dokazanu ¢injenicu, dokaz sledi neposredno.
A

Naredna teorema predstavlja jedno moguce uopstenje nekih tvrdenja iz
prethodne teoreme.

Teorema 4.2.2 Neka su X, Y i Z Hilbertovi prostori, i neka su A €
LY, Z) 1B € L(X,Y) ograniceni linearni operatori, tako da A, B i
AB imaju zatvorene slike. Neka su m i n proizvoljni prirodni brojevi.
Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(a) (AB)! = BIAT;

(') (AB)! = (B*B)" ((A *)’”AB(B* )”)*(AA*)”‘ i

(

(

( ) (A )T = B*(BB*)H« )m+1(BB*)n+1> (A*A)mA* ;
(A Ay (BB 1)1 — (BB )M (A A) e,

Dokaz: Pokazimo prvo egzistenciju operatora: ((A*A)™+H(BB*)"+1)i
i (AA")™AB(B*B)™). Prema Lemi 3.1.3, ako su P i Q) operatori sa
zatvorenom slikom, tada je P(Q) operator sa zatvorenom slikom ako i
samo ako PTPQQ' ima zatvorenu sliku. Stavimo

P=(A*A)™, Q= (BB")".
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Oni imaju zatvorenu sliku kao stepeni ermitskih operatora sa zatvore-
nom slikom A*A i BB*. (Ermitski operator H € £(X) ima zatvorenu
sliku ako i samo ako 0 ¢ acc(o(H)). Na osnovu teoreme o preslika-
vanju spektra, ako ermitski operator H ima zatvorenu sliku, tada i
H"™ ima zatvorenu sliku, za proizvoljan prirodan broj n.) Izra¢unajmo

P‘LPQQT :

P'PQQ" = ((A*A)™)1(A*A)™(BB")"((BB*)")' =
(A AN (A A)™(BB)"((BB")")" = A'ABB',
on ima zatvorenu sliku prema Lemi 3.1.3. Dakle, dokazali smo da
(A*A)y™T1(BB*)"*! ima zatvorenu sliku, §to povlaci egzistenciju Mur-

Penrouzovog inverza tog operatora.
Stavimo sada

P=(AA")"A, Q= B(B*B)".
Racunajué¢i PTPQQT :

PPQQY = ((AA")"A)(AA")"AB(B*B)"(B(B*B)")" =
At((AM) AN (AA ™ AB(B*B)"(B'(B*)")" Bt =
ATABBT,

zakljuc¢ujemo koriste¢i Lemu 3.1.3 da je to operator sa zatvorenom
slikom, pa (AA*)"AB(B*B)" ima zatvorenu sliku, a samim tim i Mur-
Penrouzov inverz.

Sada mozemo krenuti s dokazom.

(') = (a): (AB)' = (B*B)"((AA")"AB(B*B)")/(AA")™ =
= (B"B)"(B(B"B)")'((AA")"A)f(AA")" =
= (B'B)"((B"B)")"B'AT((AA")T)"(AA")™ =
BT AT,
gde koristimo slede¢u éinjenicu: ako je H ermitski, onda H?H' = H =
HTH?.
(a) = (I') : Koriséenjem dekompozicije:

(A A (B 0
(0 w) e-(00)
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implikacija postaje:

(A\B))" = B'A;D™!
(OB = (BIB) (D" A BB By D"
(D™A,By(B;B)")! = (B By) "By ' As D~ (m+1),
Lako mozemo pokazati (D™A, B (B;By)")" = (B;B,) "(A,By)'D™,
neposrednom proverom sve cetiri Penrouzove jednacine pod uslovom
(AB)t = B tATD.
Drugi deo je jasan:
(D™ A1 By(By B)")' = (BiBy) "(AiB) D™ =
= (B{B1)'B{'A{D~"Y,

¢ime smo kompletirali ovaj deo dokaza.

(m') = (a) :
(AB)' = B*(BB")"((A*A)"(BB")" (A A)" A" =
(B*B)"B*((BB")")"((A"A)h)ym AT (AA7)™
(B*B)"B*(BB")'((BB")")"((A"A)")" (A" A) A" (AA")™ =
= (B*B)"'B*BBY((BB*)")"((A*A)T)"ATAA*(AA* )" =

(B*B)"'B*((BB*)")"((A"A))m A (AA )" =

n

B* (BB )I(A*A)TA* = BTAT,

(a) = (m') : Ovde takode koristimo sledece dekompozicije:

. Al A2 . 310
(v w) e=(00)

ali u racunu ima odredenih koraka koji zahtevaju objasnjenje.
Oznacimo T = (A*A)™ ™ (BB*)""!. Lakse je racunati na slede¢i nacin:
_ * *\Mm * n % __ ATDmAl(BlBT)n+1 O .
T =A"(AA")Y"AB(B*B)"B* = ( ASD™A(B B 0 )
sada T postaje,

< (Dm—l-l/QAl(BIBDn-H)TD—l/QAl (Dm—i-l/QAl(BlBik>n+1)TD—l/2A2 )
0 0 ’
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Ostaje da se nade ((A*A)T)™*L. To se moZe izracunati na slede¢i naéin:

A*D7'A; ATD7'A, )

s AVE — AT ATy —
(A7) = 414D _<A;D—1A1 A3D1 A,

Lako je dokazati indukcijom da za svaki prirodan broj k:

A*Df(kJrl)A A*Df(kJrl)A
* e __ 1 1 1 2
((A A) ) - ( Asz(kJrl)Al A;Df(k+1)A2 ) .

Jasno je, takode:
A*DFA, AiDFA
* E+1 _ px *\ k _ 1 1 1 2
(ATAPT = AN(AATA = ( A3D*A, A3DFA, )
Sada imamo sve potrebne izraze za racunanje (m’) preko Ay, As i By.
Dakle, treba dokazati da (A;B;)" = By AtD~! povlaci:
{ (AlBl)T - Bik (BlBik)n<Dm+1/2AlBlB*(BlB*) )TDm—i—l/Q
(Dm+1/2A1(BlBT)TH_l)TD_l/QAi _ ( *B ) (n+1) A* m+2)A i
gde i = 1,2. Moze se dokazati da je prvi deo tacan neposrednom
proverom sve ¢etiri Penrouzove jednacine za

(D™2 A By By (B By)")' = (B\B;)™"(B;j) (A1 By) D~ (/2

pod pretpostavkom (A;B;)" = Byt Ai DL
Sada, drugi deo:
(Dm+1/2A1<B BT)n+1)TD71/2Ai
(BlB*) ( )_1(AlB )TD_(m+1/2)D_1/2Ai _
_ ( ) ( ) lB 1A* (m+1/2)D—1/2Ai _
( ) n+1)A*D m+2)Al.

A

Primedba: Ako stavimo m = 0, n = 0 u tvrdenje (I'), dobijamo (k)
iz Teoreme 4.2.1, ako m = 1, n = 1 dobijamo (m). Takode, stavimo
lim=1, n=1u(m), dobija se (I). Pretpostavljamo da su moguéa
druga i dalja uopstenja.

Naredni rezultat je neposredna posledica Teoreme 4.2.1 i Teoreme
4.2.2.
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Posledica 4.2.1 Neka su X ©Y Hilbertovi prostori, i neka je A €
L(X,Y) ogranicen linearan operator sa zatvorenom slikom. Sledeca
tordenja su ekvivalentna:

(a) (A2)f = (AN odnosno, A je tzv. "bi-dagger”;

(b) ((AT)*A)F = ATA%

(c) (A(AT)")F = A*AT;

(d) (A*ANT = A(AT)? i (ATA?)T = (AT)24;

(e) (A2)T = AT(ATAZANTAT § (ATAZAD) = A(AD)2A;

(f) (A%)F = (ATA?)TAT i (ATA?)T = (AT)24;

(g) (A%)F = AT(AZAT)T i (AZAT)T = A(AT)?;

(h) (A%)F = (A*A%)TA" ¢ (A"A%)T = AT(A*A)T;

(i) (A%)7 = A*(A2AT)T 4 (A247)7 = (AA%)TAT;

(7) (A%)F = A" (AT APAT)TA" 0 (A" APAY)T = (AAT)T(ATA)T

(k) (A%) = A*A(AA*AZA*A)TAA*
(AA*A2A*A)F = (AA*A)T (AA*A)T;

) (42 = A*AA*((A*A)?(AA*)?)TA*AA* i
((A*A)?(AA))T = ((AA))N((A*A)*)T;

(m) (A%)F = (A=A)"(( A*)”"‘AQ(A*A)”)*(AA*)’” i
((AA")mA2(A*A))T = (A(A*A)")T((AAT)m A%
(n) (A%)7 = A*(AA")"((A"A)™H (AA*) DA A) A"
((A*A)mHHAA )T = ((AAT)T) (AT AT

Zbog potpunosti, ponovi¢emo neke od rezultata, ve¢ dokazane u [31]
kao (¢)—delovi Teorema 2.2, 2.3 1 2.4. (vidi 3.2.2, 3.2.3 1 3.2.4).

Teorema 4.2.3 Neka su X, Y i Z Hilbertovi prostori, i neka su A €
LY,Z) 1B € L(X,Y) ograniceni linearni operatori, tako da A, B i
AB imaju zatvorene slike. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
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(a) (AB)t = BiAf;

(bl) AB(AB)' = ABB'A! i (AB)'AB = BfATAB:
(b2) A*AB = BB'A*AB i ABB* = ABB*A' A;
(b3) R(A*AB) C R(B) i R(BB*A*) C R(A*);
(c1) AB(AB)'A = ABB' i ATAB = B(AB)'AB:;
(c2) [A*A, BB =0 i [ATA, BB*] = 0;

(d1) (ABB)t = BB'A' i (ATAB) = Bt At A;
(d2) BY(ABBY) = BtA' i (ATAB)t = BT AT,

Naredna teorema uspostavlja vezu izmedu osnovnog zakona obrnu-
tog redosleda (AB)" = BTA" i mesovitog zakona obrnutog redosleda
(AB)! = BY(ATABBT)TAT. Ovaj zakon obrnutog redosleda mesovitog
tipa detaljno je razmatran u poglavlju 4.1.

Teorema 4.2.4 Neka su X, Y i Z Hilbertovi prostori, i neka su A €
LY,Z) i B € L(X,Y) ograniceni linearni operatori, tako da A, B i
AB imaju zatvorene slike. Tada (AB)' = BYAT wazi ako i samo ako
(AB)' = BY(ATABB") AT, i AB zadovoljava neki od sledeéih uslova:

(a) ABB'ATAB = AB;
(b) BIATABBAt = Bt A,
[AtA, BBY = 0;

d) ATABB' je idempotent;

(c
(
(e) BBTATA je idempotent;
(f) BI(ATABB")TAT = BT AT,

(g) (ATABBH = BB1ATA.

)
)
)
)
)
)

Dokaz: Tvrdenja (a) — (g) su medusobno ekvivalentna, kao sto je
dokazano u Teoremi 2.1. (3.2.1) iz [31]. Na osnovu ovog rezultata i
tvrdenja (f) Teoreme 4.2.1, lako je izvesti trazeni zakljucak.

A
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4.3 Zakon obrnutog redosleda
za Mur-Penrouzov inverz
proizvoda tri operatora

U ovom poglavlju predstavljamo neke nove rezultate koji se ticu zakona
obrnutog redosleda za Mur-Penrouzov inverz raznih proizvoda tri ogra-
nicena linearna operatora na Hilbertovim prostorima. Kao posledice
dobijamo neke od rezultata do kojih je za kompleksne matrice dosao
Tian [88].

Glavni rezultati

U ovoj sekciji dokazujemo rezultate o zakonu obrnutog redosleda za
Mur-Penrouzov inverz raznih proizvoda tri ogranicena linearna oper-
atora na Hilbertovim prostorima. Neka su X, X5, X3, Xy proizvoljni
Hilbertovi prostori, a Ay € L(Xki1, Xk), kK = 1,2,3, operatori sa za-
tvorenim slikama. Takode, neka M = A; Ay As.

Teorema 4.3.1 Neka su X, k = 1,4, proizvoljni Hilbertovi prostori,
i neka su Ay € L(Xgi1, X)) ograniceni operatori. Ako operatori Aq,
As, M, i AIMA; imaju zatvorene slike, tada su sledeca tvrdenja ekvi-
valentna:

(a) Mt = AL(Al M AL)TAL;

(b) R(ALATM) = R(M) i R(ASA3M*) = R(M™).

Dokaz: Neka, prema Lemi 3.1.1, operator A; ima slede¢u matricnu
formu u odnosu na dekompoziciju prostora:

e[ 0] (3]

gde je Ajq invertibilan. Tada

- ) (3] (R

Prema Lemi 3.1.2 neka operatori A, k = 2,3, imaju slede¢e matricne

forme:
a=[ o [RE -[RaE ]
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gde je Dy = Aj Ak + Afo Age invertibilan i pozitivan u £L(R(A;f)). Tada

Al = DkilA;h D;ZlAZz
k 0 0 '

Uveséemo skraceni zapis M; = Ay1As1 A3y, te operator M ima sledec¢u

matri¢nu formu:
([ My O
M_< h0 )

Nadimo prvo ekvivalentni oblik za tvrdenje (a). Vazi

W = AJ{MA; — < Al_llMlD?TlAgl Al_llMlD?TlAz‘;Q )
0 0 ’

te zato

Wh=w(Wwe)t = ( A D32 (A My D321 0 ) .

A32Dg—1/2(/11_11]\411)3_1/2)T 0
Sledi da

Al Al — ( D ”%Aﬁf\{)mg”%mlf 8 ) |

Dakle,
Mt = AL(ATM AL)TAL

je ekvivalentno sa:
M{ = D32 (A7 MDA

ili, drugim rec¢ima:
(A7M, D3V = DY M A,

Proverom Penrouzovih jednacina, zakljucuje se da poslednja formula
vazi ako i samo ako

[Ap AL MM =0 i [Ds, M{M;] = 0. (4.9)

Znagci, tvrdenje (a) je ekvivalentno sa (4.9).
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Nadimo sada ekvivalentnu formu tvrdenju (b). Uslovi
R(AVATM) =R(M) i R(AAsM™) = R(M")
ekvivalentni su sa
R(A A M) =R(M,) i R(DsM]) =R(M).

Prema Lemi 3.1.4, poslednje tvrdenje ekvivalentno je sa (4.9).
Dakle, (b) je ekvivalentno sa (a).

A

Teorema 4.3.2 Neka su X, k = 1,4, proizvoljni Hilbertovi prostori,
i neka su Ay € L(Xgi1, X)) ograniceni operatori. Ako operatori Aq,
As, M 1 AMA; imaju zatvorene slike, tada su sledeca tvrdenja ekvi-
valentna:

(a) M1 = A5(ATMAZ) A7

(b) R(AJATM) = R(M) 1 R(A5AsM*) = R(M™).

Dokaz: Tvrdenje (b) ekvivalentno je sa (4.9) (vidi prethodnu teoremu).

Dokazac¢emo da je i (a) ekvivalentno sa (4.9). Koristicemo oznake
iz prethodne teoreme. Neka V = AjM Aj5. Lako se nalazi

Ay D3P (A; M DY) 0

V=Vl =
v A Dy (A5 M Dy%)t 0

Sada,
MT = A5 (AT M A3 A

ako i1 samo ako
M = Dy*(A7, M Dy?)1 A7,

ili, ekvivalentno:
* 1/2 —1/2 * O\ —
(A7, M Dyt = D32 M (A7,) 7"

Proverom Penrouzovih jednac¢ina dobijamo da je poslednje tvrdenje ek-
vivalentno sa (4.9).
Dakle, (a) je ekvivalentno sa (b).
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Teorema 4.3.3 Neka su X, k = 1,4, proizvoljni Hilbertovi prostori, i
neka su Ay € L(Xgi1, Xx) ograniceni operatori. Ako operatori Ay, As,
M i (A1 A})TM(A3A3)T imaju zatvorene slike, tada su slededa turdenja
ekvivalentna:

(a) MT = (A5A3)T[(A1AT)T M (A345)1]1(A, AT

(b) R((ALA7)2M) = R(M) i R((A5A5)2M*) = R(M").

Dokaz: Koristeci oznake i metod opisan u Teoremi 4.3.1, zakljucujemo
da je tvrdenje (a) ekvivalentno sledeéem:

M{ = D ((AnAsy) "' MiDg) (A Afy) ™

odnosno, ekvivalentno ((Ay;A%,) "My D3t = DyM{ Ay A%, Koristedi
Penrouzove jednacine, zaklju¢ujemo da poslednja jednakost vazi ako i
samo ako

(MM, (An A7)’ =0 i [D3, M{M;]=0.
Koristeé¢i Lemu 3.1.4 sledi da poslednji uslovi vaze ako i samo ako
R((AuA7)*My) = R(My) i R(D;My) = R(M).

Sada se odmah vidi da je (a) ekvivalentno sa (b).

Primedba: Jednakost
M = (A3A43) (A1 A]) M (A545)"] (A1 A7)
se moze zapisati u ekvivalentnom obliku:
M = (A5A)[(AFASADTT (A AT
Ove dve forme su ekvivalentne, jer:

(ALADTM(A5A3)T = (A1A])TA Ar A3(ASA;)T
= (AT Ay(A43)" = (AfAz A",

Prethodnu teoremu moguce je uopstiti na sledeéi nacin.
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Tvrdenje 4.3.1 Pod pretpostavkama Teoreme 4.3.3, sledeca tvrdenja
su ekvivalentna (k il su prirodni brojevi):

(a) MT = ((A345)")'[((ALAT) ) M ((A5A5)N)TT (A1 A7)

(b) R((A1A7)** M) = R(M) i R((A5A5)* M*) = R(M").
Dokaz: Koriste¢i metod opisan u Teoremi 4.3.1, zakljucujemo da je
tvrdenje ove teoreme ekvivalentno sa:

M = D3'((AnAj) *MiD3Y) (AnA;)
& R((AnAp)* M) = R(My) AR(D3M;) = R(M).
Nije tesko videti da su oba ¢lana prethodne ekvivalencije zapravo ekvi-
valentni sa:
(A A5y, MyMJ] =0 A (DS, M{M,] =0,

¢ime smo upotpunili dokaz.

A

Teorema 4.3.4 Neka su Xy, k = 1,4, proizvoljni Hilbertovi prostori,
i neka su Ay € L(Xypy1, Xk) ograniceni operatori. Ako operatori Ay,
Az, M 1 AJATM A5 A3 imaju zatvorene slike, tada su sledeca tvrdenja
ekvivalentna:

(b) R((A1A47)°M) = R(M) i R((A35A3)*M*) = R(M").
Dokaz: Koristeéi ranije uvedenu notaciju, zaklju¢ujemo da je tvrdenje
(a) ekvivalentno sledecem:

MlT = D3(A11AT1M1D3)TA11AT1,

sto je dalje ekvivalentno sa (A1 A% My D3)t = Dy M (A ALt Ko-
riste¢i Penrouzove jednacine, zakljucujemo da je poslednje tvrdenje ek-
vivalentno sa

(A A2 MM =0 i [D2, MM =0.

Na osnovu Leme 3.1.4 zakljucujemo da je poslednje tvrdenje ekviva-
lentno sa

R((A11 A5 M) = R(M) i R(DIM*) = R(M*).

Zakljucujemo da je (b) ekvivalentno sa (a).
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Prethodnu teoremu moguce je uopstiti na sledeéi nacin.

Tvrdenje 4.3.2 Pod pretpostavkama Teoreme 4.3.4, sledeca tvrdenja
su ekvivalentna (k il su prirodni brojevi):

(a) MT = (A3A5)'[(A1 A" M (A3A5)'TT (AL A7),
(b) R((A1AT)* M) = R(M) i R((A5A5)* M*) = R(M").

Dokaz: Koriste¢i metod opisan u Teoremi 4.3.1, zakljucujemo da je
tvrdenje ove teoreme ekvivalentno slede¢em:

M{ = Di((AnAj)F MDY (A A7)
& R((AnA})* M) = R(My) AR(DS M) = R(M).

Lako se vidi da su oba ¢lana prethodne ekvivalencije u stvari ekviva-
lentni sa:

(A1 AT MM = 0 A [D2, MMy = 0,
¢ime smo zavrsili dokaz.

A

Teorema 4.3.5 Neka su Xy, k = 1,4, proizvoljni Hilbertovi prostori,
i neka su Ay € L(Xgi1, X)) ograniceni operatori. Ako operatori Aq,
Az, M, (AL ATA)TM(A3A5A3)T imaju zatvorene slike, tada su sledeéa
tordengja ekvivalentna:

(a) MT = (A3A5A3)T((A1ATA) M (A3 A5 A5)T)T (AL ATA))T

(b) R(ALAPM) = R(M) § R((A3 A0 M*) = R(M").

Dokaz: Koristimo metod i oznake iz Teoreme 4.3.1. Oznaéimo:

T (A ATA)TM (A3 AL As)T

( (A A3 An) M D32 Ay (A1 Af An) ™ My D; P Az, )

0 0

1 zato:

ThH=T"TT*)" = ( Ag1 Dy P ((An A An) M Dy %)t 0 )

Aso D3 P (A AT A IM D) 0
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Dalje, racunamo na slede¢i nacin:

. AsDs 0
s=aia= (g )

St = (S*S)TS* — < DZ;QA?;l D§2A§2 ) .

0 0

Tvrdenje (a) ekvivalentno je slede¢em
M= (A3 A5A3) 1 (A1 AT A TM (A3 A5 A3) DT (A1 AT AT,
sto je isto kao i:
M = Dy*P?((An A An) MDA A An)
ili, drugim rec¢ima:
(AnA; An) "M D)t = D2 MI A A A

Prema Penrouzovim jednacinama, sledi da poslednje tvrdenje vazi ako
i samo ako:

(A A% ALY MM =0 1 [D3 M{M,] =0.
Prema Lemi 3.1.4, to je ekvivalentno sa
R((AATA) M) = R(M) 1 R(D5M7) = R(M7),

sto je ekvivalentno sa (b).

Primedba: Jednakost
M' = (A3 A5A5)T ((ALAT AT M (A3 A5A5)1) (A1 AT AT
cesto se piSe u ekvivalentnom obliku:
M = (A3 A5A5)T((ATAL) A2 (A3 45)1)T (A1 ATAY)T.
Ekvivalentnost proistice iz:

(A ATANTAL = Al(ADTATA, = Al(AD)T = (4741,
As(AsA5As)T = AgAL(AHTAL = (A545)1.

Prethodnu teoremu moguce je uopstiti na sledeéi nacin.
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Tvrdenje 4.3.3 Pod pretpostavkama Teoreme 4.3.5, sledeca tvrdenja
su ekvivalentna (k je prirodan broj):

(a) MT = (A3A343)T[((A1 AT AP M (A3 A5 A3)TTT (A1 AT AT,

(b) R((A1A7)** M) = R(M) i R((A54;3)°M*) = R(M").

Dokaz: Koristicemo metod opisan u Teoremi 4.3.1, sa odgovaraju¢im
neophodnih izmenama.
Prvo racunamo desnu stranu. Polaze¢i od sledeceg:

. AsDs 0
5= vy = (400 0 ).

lako je nadi:

D—QA* D—ZA*
T * N\t ox 3 31 3 32
S_w$5_< . 0 )

Oznag¢imo sada W = ((A; A7 A;))* M (A3 A5 A3)T; lako se racuna:

W— < (AnAf An) " MID3?A5 (AnAfAn) "M D32 As, )
0 0 ’
a zatim i W1 = W*(WW)T:

Wi = Au Dy 2 ((An A7 An) ™M D3 *)E 0
ApDy P (AnAp An) "M D) 0 )

Dakle,
MT = AgALAsWT(A AT AR

je ekvivalentno sa:
t -3 . —k —3\t « —k
M| = D3 *((Ann A} An) "MiDy ? ) (A AT An) 7,
odnosno:
_3
(AnAf An) "M Dy 2)t = DY M (AL A A",

Ako proverimo Penrouzove jednaéine (3) i (4) za poslednju jednakost,
sledi da su one zadovoljene ako i samo ako vazi sledece :

(A Af))*, MyM{) = 0 A [D3, M{M,] = 0.
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S druge strane, uslovi
R((ALAD)* M) = R(M) A R((A343)°M*) = R(M*)
su, prema Lemi 4, ekvivalentni istom uslovu, ¢ime smo zavrsili dokaz.

A

Prethodno tvrdenje se moze dokazati i u nesto izmenjenom obliku:

Tvrdenje 4.3.4 Pod pretpostavkama Teoreme 4.3.5, sledeca tvrdenja
su ekvivalentna (1 je prirodan broj):

(a) MT = ((A3A5A43)1)'[(A1 AT AT M ((A3A545)) 1T (A1 AT AT,

(b) R((A1A47)>M) = R(M) i R((A343)* M*) = R(M").

Dokaz: Dokaz ovog tvrdenja je veoma slican dokazu prethodnog, s tim
Sto se koriste sledec¢e dekompozicije prostora i njima odgovaraju¢e ma-
tricne forme operatora:

S ERAEHRE

gde je As; invertibilan, i

=0 | N | [V | e

Y

gde je Dy = ApAj, + A A, invertibilan i pozitivan u L(R(Af,,))-
Sada na potpuno analogan nacin kao u prethodnom delu dokaza imamo
da je:

M= ((A3A543)N)' (A1 AT A M (A3 A5 45)1)) T (A1 AT AL
Sto je ekvivalentno sa:

M = (A3 A% Ast) (D} My (A Ay Az HID?.

Nadalje dokaz ide analogno kao u prethodnom tvrdenju.
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Teorema 4.3.6 Neka su X, k = 1,4, proizvoljni Hilbertovi prostori,
i neka su Ay € L(Xgi1,Xk) ograniceni operatori. Ako su Aj, As,
M i (A1 ATA ) M (A3A5A3)* operatori sa zatvorenim slikama, tada su
sledeca tvrdenja ekvivalentna:

(a) MT = (A3A5A3)" (A1 AT A1) M (A3 A5A3)")T (AL ATA )"

(b) R((A;A;A7)2M) = R(M) i R((A345)M*) = R(M").

Dokaz: Neposredan racun, analogan onom iz Teoreme 4.3.1, daje:
M = DY(A7, A Af My D3P (AT A AL,
ili ekvivalentno,
(A} An AL M D) = DM (A7 An A7)
sto, prema Lemi 3.1.4, vazi ako i samo ako:
(A7 A AT)? My MY] = 0§ [D§, M{My] = 0.

Ovim smo pokazali da je (a) ekvivalentno sa (b).

Prethodnu teoremu moguce je uopstiti na slede¢i nacin.

Tvrdenje 4.3.5 Pod pretpostavkama Teoreme 4.53.6, sledeca tvrdenja
su ekvivalentna (k je prirodan broj):

(a) MT = (A3 A543)"[((A1ATAL) )" M (A3 A3A3)* T (A1 AT AL ),

(b) R((A1A7)** M) = R(M) i R((A5A3)°M*) = R(M").

Dokaz: Bice koris¢en metod opisan u Teoremi 4.3.1, sa neophodnim
izmenama.
[zracunajmo prvo desnu stranu. Poceé¢emo od sledeceg:

. A Ds 0
5:%%%:(A;£o>’

Sto znaci da:
0 0 ’
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kao 1i:

D:2A%  Di2A:
T *Q\TQx _ 3 31 3 4132
st =(s*9)ts _< 0 0 )

Oznac¢imo sada:

W = ((AlATAl)*)kM(AgAgAg))*
_ ( (A1 A3 A ) )P M D3 Ay (A A An)* )M D3 Az, )
= O 0 M

i nalazimo WT, koriste¢i WT = W*(WW*)T

Wt = ( A Dy P ((An A An))F M DY) 0 )
Ago D3 (A A5 An)* )P MDY 0

Dakle,
MT = (Ag AL A3 WT((ALATA)F

je ekvivalentno sa:
M| = DY (((An A An)* ) M DY) (A Aj An) ),
odnosno,
(A A} An)) M DY) = Dy M (An Ay An)) 7

Ako proverimo zadnju formulu preko Penrouzovih jednacina (3) i (4),
one su zadovoljene ako i samo kao vazi sledece:

(A1 A7), MyM{] = 0 A [DF, M{M,] = 0.
S druge strane, uslovi
R((A1A])* M) = R(M) AN R((A543)°M*) = R(M")

su ekvivalentni, prema Lemi 3.1.4, istom izrazu, ¢ime smo zavrsili
dokaz.

A

Prethodno tvddenje vazi i za nesto izmenjenom obliku:
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Tvrdenje 4.3.6 Pod pretpostavkama Teoreme 4.3.6, sledeca tvrdenja
su ekvivalentna (I je prirodan broj):

(a) MT = ((A3A3A3)") [(A1ATAL)* M ((A3A5A45)) T (A1 AT AL,

(b) R((A14])°M) = R(M) i R((A343)* M*) = R(M").

Dokaz: Koristi¢e se pristup kao u prethodnom tvrdenju, ali sa druga-
¢ijim dekompozicijama prostora:

o[ ) (28] (3

gde je As; invertibilan, i

w=[ ) [Ra - (M ] -

gde je Dy, = A Ay + Ar A}, invertibilan i pozitivan u L(R(Af41)).
tada potpuno analogno prethodnom delu dokaza dobija se:

Mt = ((A3A§A3)*)lWT(A1ATA1)*,
to je ekvivalentno sa:
3 3
M = ((As1 A3, A51)") (D My (((As1 A5, As1)*)) D3
Ostatak dokaza je potpuno analogan prethodnom.

A

Teorema 4.3.7 Neka su Xy, k = 1,4, proizvoljni Hilbertovi prostori,
i neka su Ay € L(Xgi1, X)) ograniceni operatori. Ako operatori Aq,
Az, M i (AL AD?)TM ((A5A3))t imagu zatvorene slike, tada su sledeéa
tordengja ekvivalentna:

(a) MT = ((A5A45)")*[((A1A])%)" M (A5A45)*)T]F((ALAT)T)?;

(b) R((A1A4])*M) = R(M) i R((Ds)*M*) = R(M").

Dokaz: Neposredan racun, analogan onom iz Teoreme 4.3.1, pokazuje
da je (a) ekvivalentno sa:

M| = D3?((AnA3)* M Dy ) (An A7) 72,
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odnosno

(A1 A7) *Mi D3 )1 = DIM{(An A7),
sto, prema Penrouzovim jednac¢inama, vazi ako i samo ako:
(A A7), MM} =0 i [D§, M{M,] = 0.
Prema Lemi 3.1.4, poslednje tvrdenje ekvivalentno je sa (b).

A

Primedba: Na potpuno isti nacin kao u prethodnim tvrdenjima, je-
dnakost

M" = ((A343)")°[((A1A7)*) M (A345)%) 1T (A1 AD)T)
se Cesto zamenjuje svojim ekvivalentnim oblikom:
M' = ((A345)1)((AT AL A Ao (4345 45)D)T (A4, AD)T)”.

Dokaz je analogan kao u prethodnim slucajevima.
Prethodnu teoremu mozemo uopstiti na sledeéi nacin.

Tvrdenje 4.3.7 Pod pretpostavkama Teoreme 4.3.7, sledeca tvrdenja
su ekvivalentna (k il su prirodni brojevi):

(a) MT = ((A343)N)[((A1A7)*)T M (A5A5)*) (A1 A7)T)*,
(b) R((A1AT)* M) = R(M) i R((A5A5)"M*) = R(M").

Dokaz: Neposredan racun, analogan onom iz Teoreme 4.3.1, daje:
M = Dy (A7 AnAy) "R AL ML D) (A A,

odnosno

(A1 A7) M D3 = DIM{ (A A7),

Sto prema Lemi 3.1.4, vazi ako i samo ako:

[(AHATI)MC, MlMlT] =0A [Dgl, MlTMl] =0.



4.3. ROL ZA MP INVERZ PROIZVODA TRI OPERATORA 113

Teorema 4.3.8 Neka su X, k = 1,4, proizvoljni Hilbertovi prostori,
i neka su Ay € L(Xgi1, Xg) ograniceni operatori. Ako su Ay, As, M
i (AL A})2M (A% A3)? operatori sa zatvorenim slikama, tada su sledeéa
tordengja ekvivalentna:

(a) M’ = (A§A3)2((A1A§)2M(A§A3)2)T(AlA*{)Q;
(b) R((A1A7)'M) = R(M) i R((A543)' M*) = R(M").

Dokaz: Neposredan racun, analogan onom iz Teoreme 4.3.1, pokazuje
da je (a) ekvivalentno sledecem:

M{ = Di((AnA7)* MiD3) (An AT ),
ili, ekvivalentno,
(A1 A7)* M D3)T = D> M{(An A7) 2,
Sto je, prema Penrouzovim jednac¢inama, ekvivalentno sa
(A A, MM =0 i [Dj, M{M,] = 0.
Prema Lemi 3.1.4, poslednje tvrdenje ekvivalentno je sa (b).
A
Prethodna teorema moze se uopstiti na sledec¢i nacin.

Tvrdenje 4.3.8 Pod uslovima Teoreme 4.3.8, sledeca turdenja su ekvi-
valentna (k il su prirodni brojevi):

(3) M = (A4 (A AP M((A3 Ag) P (A1 A7) )P
(b) RA(ALA) M) = R(M) i R((A540) M) = ROL).

Dokaz: Neposredan racun, analogan onom iz Teoreme 4.3.1, daje:
M| = D3 ((AnA})* My D3 (An A7),
ili, ekvivalentno,
(A A7) M D3 = Dy M{(An A7),
Sto, prema Lemi 3.1.4, vazi ako i samo ako:

(A AT MM = 0 A [DE MM = 0.
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Neke ekvivalencije

Rezultati predstavljeni u prethodnoj sekciji povezani su na nacin
opisan u narednim teoremama.

Teorema 4.3.9 Neka su Xy, k = 1,4, proizvoljni Hilbertovi prostori, i
neka su Ay € L(Xgi1,Xk) ograniceni operatori, takvi da postoje Mur-
Penrouzovi inverzi odgovarajucih proizvoda operatora. Sledecéa turdenja
su ekvivalentna:

(a) Mt = Al(AlM A} A;

(b) MT = A5(A]MA3)TAT;

(c) AL(ATMADTAL = (A543)7((A1A7)TM (A5 43)1)F (A1 4D
(d) A5(ATMALTAT = A5 A MTA AT

(e) AL(ATMAL)TAT = Az A3(A ATMAGAS)T AL AT

(f) R(ALATM) = R(M) i R(A5AsM*) = R(M*).

Dokaz: Prema Teoremama 4.3.1 i 4.3.2 sledi da (a) < (b) < (f).
Koristec¢i metod opisan u tim dvema teoremama, lako zaklju¢ujemo da:

C

(¢) & D3 (A MiDy * )T A = Dyt ((AnAy) ' MiDy Y (A AY) ™Y
dok, s druge strane:
1 1
(€) & D3 (A7, MyD3)' A7, = Dy(An Ay, MiDs)T Avi AL
Dokazimo (e) < (f). Imamo sledece:
(e) < (A, M, DY)t = D3 (A AT My Dy*)T Ay

Oznacimo X = AT1M1D§/2 B=A4,1iC = Dl/ Prema Lemi 4.1.1,
vaze sledec¢a dva lanca ekvivalencije-prvi:
R(A} Au AL M DY) = R(A%, M, D)
R(A* A1 At My DY?) = R(A*, M, DY?)
R(A1 A% My DY?) = R(M,Dy'?)
R(A1 AL My) = R(My),
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i drugi:
N (A5 My DY) = N (A3, My Dy )
& R(DYPM;A) = R(DY?*M;Ay)
& R(DsM7Ay) = R(M;An)
& R(DsM7) = R(M).
Dakle, polazni izraz je ekvivalentan sa:
R(An A My) = R(My) AN R(DsM7) = R(M).

Poslednji izraz je, prema Lemi 3.1.4, ekvivalentan sa (f), te smo upravo
dokazali (e) < (f). (U dokazu smo koristili ociglednu ¢injenicu - da
R(PQ)=R(SQ) = R(P) = R(Q) ako je operator @ invertibilan.)
Na potpuno analogan nac¢in moze se dokazati (¢) < (f).

S druge strane,

(4) & (A My Dy )T = D3* M A,
sto je ocigledno ekvivalentno sa (f).

A

Teorema 4.3.10 Neka su Xy, k = 1,4, proizvoljni Hilbertovi prostori,
i neka su Ay € L(Xgi1, Xx) ograniceni operatori, takvi da postoje Mur-
Penrouzovi inverzi odgovarajucih proizvoda operatora. Sledeca turdenja
su ekvivalentna:

(a) MT = (A3A45) (A1 A7) M (A545)1)F (A AD)Y;

(b) Mt = A5 As(A AT M AL A3)T AL A

(c) AL(AlMADTA] = A5(ATM AT AT

(d) R((A1A7)2M) = R(M) i R((A543)°M*) = R(M*).

Dokaz: Prema Teoremama 4.3.3 i 4.3.4 sledi da (a) < (b) < (d).
Koriste¢i metod opisan u tim dvema teoremama, lako zakljucujemo da:

1 1 1 1
(¢) & Dy * (A MiDy * )T AT = D3 (A}, M1 D3)T A7,
Koristeé¢i metod opisan u dokazu Teoreme 4.3.9 (faza (e) < (f)), lako

se zakljucuje da (c) & (e).
A
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Teorema 4.3.11 Neka su X, k = 1,4, proizvoljni Hilbertovi prostori,
i neka su Ay € L(Xgi1, Xyx) ograniceni operatori, takvi da postoje Mur-
Penrouzovi inverzi odgovarajucih proizvoda operatora. Sledeca tvrdenja
su ekvivalentna:

(a) MT = (A3 A5A3)T (A1 ATA)TM (A3 A545)1)T (AL AT AT
(b) MT = (A3A545)" ((A1ATAL)* M (A3 A5 A5) )T (A1 AT AL
(c) AL(ATMADTA] = A3A43(A ATM A3 A3)T Ay AT

(d) (ATM AL = Ag Az Ag(A AT M A5 Ag)T AL A% Ay

(e) R((A1A7)’M) = R(M) i R((A54;)°M*) = R(M?).

Dokaz: 1z Teorema 4.3.5 1 4.3.6 sledi da (a) < (b) < (e). Koristeci
metod opisan u tim dvema teoremama, lako zakljucujemo da:

(¢) & Dy (A M D3 V)T AT = Dy( A1 A3 My Dy) A A
dok je tvrdenje (d) ekvivalentno sa:
AsiD3(Ay AT My Ds) Ay At Ay = Ay D3 (A M DS YA, i =1,2.

Koris¢enjem metoda opisanog u dokazu Teoreme 4.3.9 (deo (e) < (f)),
lako se zakljucuje da (c¢) < (e) i (d) < (e).

A

Teorema 4.3.12 Neka su X, k = 1,4, proizvoljni Hilbertovi prostori,
i neka su Ay € L(Xyy1, Xx) ograniceni operatori, takvi da postoje Mur-
Penrouzovi inverzi odgovarajucih proizvoda operatora. Sledaca tvrdenja
su ekvivalentna:

(a) MT = ((A345)7)*(((A1A])*)T M ((A545)) )T (A1 A7) 1)

(b) MT = (A543)*((A1A])* M (A345)*)T (A1 A7)

(¢) R((A1AD)M) = R(M) i R((A5A3)" M") = R(M”).
Dokaz: 1z teorema 4.3.7 1 4.3.8 sledi da (a) < (b) < ().
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