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Predgovor

Ova doktorska disertacija sadrzi opis originalne metode za simbolicka izracunavanja, zas-
novane na inverznoj poljskoj notaciji. Opisana metoda je primenjena na niz problema iz

razlicitih oblasti.

Disertacija je podeljena na pet glava. Svaka glava podeljena je na nekoliko odeljaka, dok
su odeljci podeljeni na pododeljke. Numeracija odeljaka v pododeljaka izvrsena je u okviru
doticne glave, odnosno odeljka, 1 sastoji se od broja glave i odeljka, a kod pododeljaka
1 broja pododeljka. Numeracija formula, slika, tabela, lema, teorema i slicnih objekata
vrsena je nezavisno u okviru glave, tj. sadrzi broj glave i redni broj objekta odgovarajuce

urste.

U prvoj glavi nalaze se uvodne napomene i naznake problema kojima éemo se u nas-
tavku baviti. Druga glava sadrzi definicije i teoreme koje odslikavaju osobine inverzne
poljske notacije a na kojima se ovaj metod zasniva. Tu je opisana i neposredna primena
metode na eliminaciju nepotrebnih zagrada prilikom prevodjenja postfiksnog zapisa izraza

u infiksni.

Treca glava sadrzi opis primena naSe metode na simbolicko diferenciranje, algebarska

wzracunavanja i konstrukciju algoritma za triangulaciju konveksnih poligona.

U ceturtog glavi se opisuje na koji nacin se nas metod moze kombinovati sa numerickom
interpolacijom sa ciljem da se dobiyje algoritam za izracunavanje generalisanih inverza

monomijalnih matrica.
Peta glava predstavlja zakljucak.

Spisak koriséene literature nalazi se na kraju teksta sortiran prema prezimenu autora.
U okviru teksta je referisanje literature vrseno rednim brojem sa kojim se doticna jedinica

pojavljuje u tom spisku navedenim u uglastim zagradama.

Najzad, Zelim da se zahvalim mentoru, dr Predragu Stanimirovicu, redovnom profesoru

Prirodno-matematickog fakulteta v Nisu, na visegodisnjoj saradngji. Jedan od plodova te
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saradnje jeste i ova disertacija. Takodje se zahvaljujem clanovima komisije, dr DuSanu
Tosicu, vanrednom profesoru Matematickog fakulteta u Beogradu, i dr Miroslavu C’z’m’éu,
redovnom profesoru Prirodno-matematickog fakulteta u Nisu, na korisnim primedbama i

sugestijama koje su znacajno doprinele kvalitetu ovog teksta.

U Nisu, juna 2003. godine

mr Predrag Krtolica



Glava 1

Uvod

U ovoj glavi ¢emo prikazati osnove koncepta inverzne poljske notacije, kao i neke napomene
o oblastima primene naseg metoda zasnovanog na koriS¢éenju ovog nacina zapisivanja

izraza razli¢itog tipa.

1.1 Inverzna poljska notacija

Ve¢ godinama se inverzna poljska notacija moze nac¢i u mnogim udzbenicima iz racu-
narstva (npr. [8], [30], [35], [36]). Prema ovoj notaciji se aritmeticki izrazi zapisuju u
postfiksnom obliku umesto u uobic¢ajenom infiksnom obliku.

Na primer, infiksni izraz

a+b
se u inverznoj poljskoj notaciji zapisuje kao
ab + .

Takodje su poznati algoritmi za transformaciju postfiksnih izraza u infiksne i obrnuto
(vidi npr. [8], [30], [35], [36]). Obi¢no ovi algoritmi koriste magacin i mogu se iskazati na
sledeci nacin:

Algoritam 1.1 (transformacija infiksnog izraza u postfiksni)
(1I) Polazedi sleva, ispitaj tekuéi element izraza.
(2I) Ako je tekudi element operand, posalji ga na izlaz i idi na korak (61).

(3I) Ako je tekuéi element otvorena zagrada, upisi ga u magacin i idi na korak (61).

1



2 GLAVA 1. UVOD

(4I) Ako je tekuéi element operator tada uradi sledece:
ako taj operator ima visi prioritet od vrha magacina upisi ga u magacin,
inace procitaj operator iz magacina, posalji ga na izlaz i ponovi korak (41).

Ovde pretpostavljamo da zagrade imaju nizi prioritet od svih operatora, a ako je

magacin prazan onda ga tretiramo kao element sa najnizim prioritetom.

(5I) Ako je tekuéi element zatvorena zagrada, tada ¢itamo operatore iz magacina i
saljemo ih na izlaz sve dok ne proc¢itamo otvorenu zagradu (koju ne treba slati

na izlaz).

(6I) Ako ima jos elemenata u ulaznom izrazu koji nisu obradjeni tada uzimamo sledeci
i idemo na korak (2I). Inace, proc¢itamo ostatak magacina, Saljemo ga na izlaz i

zavrsavamo sa obradom.
Algoritam 1.2 (transformacija postfiksnog izraza u infiksni)

(1P) Polazaéi sleva, ispitaj tekuéi element izraza.
(2P) Ako je tekudi element operand, upisi ga u magacin.

(3P) Ako je tekuéi element binarni operator, tada pro¢itamo dva operanda iz magaci-
na, izvrsimo odgovarajuc¢u operaciju i upisemo rezultat u magacin; ali, ako je tekuéi
element unarni operator, proc¢itamo samo jedan operand iz magacina, izvrsimo odgo-

varajuéu operaciju i upisemo rezultat u magacin [8].
(4P) Ako u ulaznom izrazu ima jo$ elemenata uzimamo slededi i idemo na korak (2P).

(5P) Ako je obradjen ¢itav ulazni niz tada je odgovarajucéi infiksni izraz na vrhu magacina;

po njegovom Citanju algoritam se zavrSava.

Zapazimo da u drugom algoritmu na kraju imamo vrednost odgovarajuceg izraza ako
smo radili sa vrednostima operanada, ali ako radimo sa magacinom stringova dobi¢emo
sumbolicki infiksni izraz. U stvari, umesto operanada ili delova izraza magacin ¢e sadrzati
pointere na odgovarajuce stringove. Na ovaj nacin smo u stanju da dobijemo simbolicki
izraz u infiksnom obliku.

Prikazani algoritmi se mogu prosiriti tako da obradjuju n-arne operatore. Pri tom je
potrebno poznavati listu tih operatora, kao i broj argumenata koji oni zahtevaju. Ilu-
stracije radi, uvedimo operator fun sa tri argumenta - fun(z,y, z). Sada se odgovarajuéi

algoritmi mogu iskazati na slede¢i nacin:
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U algoritmu za transformisanje infiks izraza u postfiks uves¢éemo dodatni korak, recimo

(3la):
(3la) Ako je tekudi element izraza zarez idi na korak (61).
U algoritmu za transformisanje postfix izraza u infiks korak (3P) je izmenjen:

(3P) Ako je tekuéi element binarni operator, tada procitaj dva operanda iz magacina,
izvrsi operaciju i upisi rezultat u magacin; ali, ako je tekuci element unarni operator,
procitaj samo jedan operand iz magacina, izvrsi operaciju i upisi rezultat u magacin.
Ako je element n-arni operator (tj. trinarni u nasem slucaju), procitaj n operanada
iz magacina, izvrsi operaciju (tj. napravi string koji predstavlja poziv funkcije -
fun(z,y,z) ako su x, y i z tri operanda na vrhu magacina) i smesti rezultat u

magacin.

Program koji transformise proizvoljni infiks izraz u postfiks i obrnuto, u poc¢etku prihvata
string koji predstavlja ulazni izraz a zatim vrsi razdvajanje razlic¢itih elemenata izraza.
Elementi izraza mogu biti operatori +, —, *, /, " (operator stepenovanja na konstantnu
celobrojnu vrednost), otvorene i zatvorene zagrade, unarni operatori, tj. standardna
imena funkcija (neg, plus, sin, cos, tan, ctg, log, exp, sqrt; ova lista se lako moze prosiriti),
i operandi koji mogu biti promenljive ili konstantne (celi brojevi ili realni u fikisnom
zarezu). Posle razdvajanja dobijamo niz stringova koji predstavljaju elemente izraza.
Posle toga se operator stepenovanja (npr. z*3) zamenjuju visestrukim mnozenjima (x *

Sada se poziva funkcija koja vrsi transformaciju izraza u postfiksni oblik.

Druga funkcija transformise dobijeni postfiksni izraz nazad u infiksni oblik. Podse-
timo se da, umesto vrednosti operanada, koristimo pointere na stringove kako bi dobili

simbolicki infiks izraz.

Primer 1.1. U ovom primeru ¢emo prikazati primenu izloZenih algoritama na izraz koji

sadrzi trinarni operator fun.

You entered the following expression

x"\2+x*cos (fun(x1,x2,x3))/x

This expression in postfix is

x x *xx1 x2x3 fun cos *x/ +

Now, we transform postfix expression back to infix

xxx+x*cos (fun(x1,x2,x3))/x
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1.2 Oblasti moguce primene

metode inverzne poljske notacije

Recimo nekoliko re¢i o oblastima u kojima se metod inverzne poljske notacije moze sa
uspehom primeniti. Napomenimo da ¢emo se ovde dotaci onih oblasti na koje je primena
ovog metoda razradjena u daljem tekstu, ali da to ne znaci da ne postoje moguénosti i za

iznalazenje novih oblasti i problema u kojima ovaj pristup moze da ima uspeha.

1.2.1 Simbolicko diferenciranje

Automatsko diferenciranje je veoma vazno u matematici i tehnici. Diferenciranje je jedan
od najosnovnijih matematickih alata sa Sirokom primenom u analizi i sintezi sistema, op-
timiziciji, upravljanju i dr. Opis sistema obi¢no obuhvata linearne ili nelinearne jednacine,
pa je za optimizaciju ili analizu cesto potreban gradijent, Hesijan ili Jakobijan, tj. neki
izvod.

Grubo govoredi, postoje dva glavna pravca u automatskoj diferencijaciji: numericki i
simbolicki. Numericka diferencijacija pati od problema gresaka odsecanja i zaokruzivanja
[13], [14]. Sa druge strane, simbolicka derivacija, kao deo automatskog diferenciranja,
razmatra razli¢ite tehnike za odredjivanje izvoda matematickog izraza koristeé¢i jedino
simbolicke manipulacije nad ulaznim izrazom. Jasno je da ovde ne postoje greske odseca-
nja i zaokruzivanja, ali simbolicka derivacija moze da da znatno slozeniji izraz za izvod
nego $to je originalna funkcija, pri ¢emu se trosi mnogo vremena i memorijskog prostora
za manipulaciju formulama. Sta vige, simboli¢ka derivacija se ne moze primeniti na one
funkcije ¢ije izracunavanje podrazumeva uslovna grananja [14]. Bez obzira na napredak
u obe oblasti, numericka diferencijacija se smatra opstijim pristupom [13].

Ali, u nekim aplikacijama, kao Sto je to slucaj u vestackoj inteligenciji ili ekspertnim
sistemima, vazno je raspolagati softverom koji je u stanju da obradi proizvoljne formule,
poznate tek u vreme izvrsavanja. Ovo je neophodno i u modeliranju i simulaciji ako zelimo
da razdvojimo onoga koji pravi model ili vrsi simulaciju od programera.

Ugradjivanje nekih formula u kod bi nametalo izmenu koda i ponovno prevodjenje kada
se promene formule koje se obradjuju. Numericka diferencijacija poseduje isti problem:
korisnik i programer moraju biti ista osoba, ili nase sredstvo za diferencijaciju nece biti
opste primenljivo.

Ovi razlozi predstavljaju motivaciju za izradu alata za simbolicko diferenciranje. Med-
jutim, ovaj problem nas je motivisao za ¢itav niz istrazivanja na temu koris¢enja inverzne

poljske notacije u ovoj, ali i drugim oblastima. Naime, najc¢eséi pristup u simbolickoj
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derivaciji je da se napravi stablo izraza koji se diferencira i izvrse odredjene manipulacije
nad tim stablom kako bi se dobilo stablo izraza koji predstavlja izvod ulazne formule.
Izrada stabla izraza pocinje njegovim pretvaranjem u postfiksnu notaciju. Takodje se
rezultujuce stablo moze procitati tako da se dobije postfiksni oblik izvoda. Ova situacija
nas je navela da postavimo slede¢e pitanje. Ako se polazi od izraza koji je u inverznoj
poljskoj notaciji i na kraju se, posle niza manipulacija nad dinamickim strukturama po-
dataka, dobija izvod u postfiksnom obliku, da li je moguée potrebnu obradu vrsiti direktno
nad izraznom u postfiksnom obliku? Rezultati u ovoj disertaciji daju potvrdan odgovor na
to pitanje. Osim toga, ovakav pristup primenili smo i na druge oblasti ¢ime smo pokazali

opstost ove metode.

1.2.2 Algebarska izracunavanja

Ova oblast je mozda i zahvalnija za primenu naseg metoda od simbolicke diferencijacije.
Razlog za ovo lezi u ¢injenici da se ovde radi sa relativno jednostavnim izrazima koji
sadrze mali broj razli¢itih operacija i relativno ogranicen skup operanada.

U daljem tekstu izlozene su dve primene nasSe metode. Prva se odnosi na izracunava-
nje unarnih parfunkcija i inspirisana je radom [37]. Druga je ”skolska” i tice se funkcija

uparivanja iz teorije izracunljivosti [3].

1.2.3 Triangulacija poligona

Triangulacija konveksnih mnogouglova je stari i poznati problem. U literaturi postoje
mnoga resenja ovog problema. Ono Sto je ovde interesantno, i sto je predstavljeno u
tre¢oj glavi, jeste ¢injenica da smo na$§ metod iskoristili za konstrukciju algoritma koji

radi sa celim brojevima i u sustini nije simbolicki ve¢ numericki algoritam.
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Glava 2
Osobine inverzne poljske notacije

U ovoj glavi su izlozeni rezultati istrazivanja osobina inverzne poljske notacije na kojima se
zasniva nas metod ([22]). Uz to su dati i neki detalji implementacije primene ovih osobina

na redukciju neopotrebnih zagrada prilikom prevodjenja postfiksnog izraza u infiksni oblik.

2.1 Osnovne definicije i teoreme

Pretpostavimo da imamo ulazni izraz transformisan u inverznu poljsku notaciju, pri cemu
su svi njegovi elementi (promenljive, konstante i operatori) razdvojeni. Prema tome,
radi¢emo sa nizom stringova koji predstavljaju elemente ulaznog izraza. Oznacimo ovaj
niz sa postfix, gde je postfix|i], za svako i > 0, string koji predstavlja jedan element

izraza, odnosno promenljivu, konstantu ili operator.

Defincija 2.1. Zahvat elementa post fix[i] je broj njemu prethodnih elemenata koji ¢ine

operand(e) elementa post fix[i|. Zahvat elementa post fix(i| oznaciéemo sa
GR(post fixli]).

Kao sto je to wobicajeno, ceo broj i zvacemo indeksom elementa postfixli]. Indeks i

elementa post fixz(i| alternativno ée biti oznacen sa I N D(post fixli]).

Komentar 2.1. FElement post fix|i] u nizu post fix, koji predstavlja inverznu poljsku no-
taciju odgovarajuéeq izraza, moze biti operator ili prost operand (promenljiva ili kon-
stanta). Smatracemo svaki prosti operand 0-arnim operatorom, i pretpostaviti da je njegov

zahvat jednak nuli.
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Primer 2.2. Na primer, zahvat operatora + u ab+ je dva, jer su njemu prethodna dva

elementa operandi operacije +. U nesto sloZenijem postfiks izrazu
12z sqrt * [/ neg x sqrt x sqrt * / (2.1)

koji predstavlja inverznu poljsku notaciju izraza

neg(1/(2 * sqri(z)))/(sqrt(x) = sqrt(x))

zahvati operatora sadrZanih u tom izrazu dati su u sledecoj tabeli:

postfix[3]=sqrt
postfix[4]=*
postfix[5]=/
postfix[6]=neg
postfix[8]=sqrt
postfiz[10]=sqrt
postfix[11]= *
postfiz[12]=/ 12

Defincija 2.2. Zahvacéeni elementi operatora postfiz|i] su oni elementi u nizu post fix

Do N N Dy Y W~

koji mu prethode sleva @ koji formiraju njegove operande. Indeks krajnjeg levog medju
njima nazvaéemo levom granicom zahvata. Levu granicu zahvata operatora postfiz|i]

oznacicemo sa LG B(post fix|i]).

Defincija 2.3. Element postfiz|i] se naziva glavni element ili glava izraza koji cine

post fiz[i] i njegovi zahvaéeni elementi.

Komentar 2.2. Proizvoljni element post fiz[i] se moZe posmatrati kao operator koji de-

luje na operande argy, . ..,arg,. Glave ovih operanada bice oznacene sa opy,...,0p,.
Primer 2.3. Razmotrimo izraz (2.1). Element post fix[12] = / ima dva argumenta:
arg1 =1 2 x sqrt = / neg, args = sqrt T sqrt *
Glave ovih argumenata su
op1 = neg = post fiz[6], ops = * = post fix[11].
Slicno, operator neg = post fix[5] ima za operand
arg1 =1 2 x sqrt =
cija glava je

opr = | = post fiz[5].
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Lema 2.1. Pretpostavimo da je postfix[i| n-arni operator gde su glave njegovih opera-

nada opy, . . .,0p,, respektivno. Tada vazZe sledeca tvrdjenja:
(a) GR(postfix[i]) =i — LGB(postfix[i]).

(b) GR(post fixli]) :n—kké1 GR(opy) = n—i—é(]ND(opk)—LGB(opk)).

(c) LGB(postfizli]) =i—n — é(IND(Opk) — LG B(opy))-

n

(d) i = IND(postfix[i]) =n + ];IND(opk) +p,

LGB(postfizli]) = kznj LGB(opy) +p,
-1

za neki ceo broj p.

j—1
(e) opn—j =postfixz |i — > GR(opn—i)—j—1|, j=0,...,n—1
k=1

Dokaz. (a) Sledi neposredno iz Definicija 2.1 1 2.2.

(b) Iz Definicija 2.1 — 2.3 je sasvim jasno da su glave opy, ..., o0p, i njima zahvaéeni

elementi u stvari zahvaceni elementi elementa post fiz[i]. Prema tome,

GR(postfix[i]) = n + Z GR(opx,).

Iz (a), za svako k = 1,...,n zahvat od opy jednak je
IND(opy) — LGB(opy).

Tada imamo

n

GR(postfiz[i]) = n + Z(IND(opk) — LG B(opy)).
k=1

(c) Ovaj deo je laka posledica iskaza pod (a) i (b).
(d) Iz (c) dobijamo identitet

i — LG B(post fiz[i]) = n + i IND(opy) — i LGB(opy).
k=1 k=1
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Posto su i i LGB(postfiz|i]) kao i IND(opy) i LGB(opx), k = 1,...,n nenegativni

celi brojevi, imamo da je

i=n+ Z IND(opy) +p, LGB(postfizli]) = Z LGB(opk) + p,
k=1 k=1

gde je ceo broj p jednak

p=i—mn— Z IN D(opy) = LG B(post fix]i]) — Z LGB (opy,).

k=1 k=1
(e) Za svako j =0,...,n — 1, pozicija glave op,_; se moze dobiti oduzimanjem broja
j—1
> GR(opu—i)+j+1
k=1

od i = IND(post fix[i]). Broj
j—1
Z GR(opn—r)
k=1

sadrzi zahvate prethodnih glava op,,_x, k =1,...,5 — 1, kao i broj 7 + 1 koji predstavlja

lokacije elemenata op,,_, k =1,...,j — 1 kao i lokacije od op,_; 1 post fiz][i]. [

Lema 2.2. Ako je zahvat proizvoljenog n-arnog operatora postfiz|i] veéi od n, tada je

bar jedna od glava njegovih argumenata takodje operator.
Dokaz. Pretpostavimo da je zahvat n-arnog operatora

postfiz[i|= f(arg,. ..,argy)

veéi n. Ako su opy,...,op, glave argumenata argy, ..., arg,, respektivno, tada, prema
Lemi 2.1, imamo
GR(postfiz[i]) = n + Z GR(opy) > n.
k=1
Ovo implicira postojanje celog broja k € {1,...,n} koji zadovoljava uslov GR(opy) > 0.
Prema tome, op, je takodje operator. [ ]

U slucaju n = 2 dobijamo sledece.
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Posledica 2.1. Ako je zahvat proizvoljnog binarnog operatora post fix[i] veéi od 2, tada
je bar jedan od njemu prethodna dva elementa u inverznoj poljskoj notaciji (post fix[i — 1]
i post fix[i — 2]) takodje operator (unarni ili binarni).

Teorema 2.1. Neka je zahvat proizvoljnog binarnog operatora post fix[i] veéi od 2.

(a) Ako je razlika zahvata operatora postfix[i| i zahvata prvog operatora koji mu
prethodi jednaka 2, tada nije potrebno ubaciti zagrade oko najmangje jednog od dva operanda

operatora post fix(i|. Preciznije,

(i) ako je razlika indeksa i i indeksa prvog prethodnog operatora u odnosu na element
post fix[i] jednaka 1, tada nije potrebno ubaciti zagrade oko prvog izraza-operanda

operatora post fix[il;

(ii) ako je razlika indeksa i i indeksa prvog prethodnog operatora w odnosu na element
post fiz[i] jednaka 2, tada nije potrebno ubaciti zagrade oko drugog izraza-operanda

operatora post fixi].

(b) U suprotnom slucaju, kada je razlika gore pomenutih zahvata veéa od 2, tada
zagrade treba umetnutt oko oba izraza-operanda. Izuzetak se pojavijuje u slucaju kada
je jedan od izraza-operanada poziv unarnog operatora. U tom slucaju se zagrade mogu

1zostavits.

Dokaz. Neka operator post fiz[i] ima argumente ¢ije su glave op; and ops.

(a) U skladu sa Lemom 2.2, za slucaj n = 2, najmanje jedna od glava argumenata op;

i opy je takodje operator. Iz dela (e) Leme 2.1 imamo da je opy = post fix[i — 1].
(i) Prema pretpostavci, opy = post fix][i—1] je operator. Na osnovu Leme 2.1, dobijamo
2 = GR(postfiz[i]) — GR(post fix[i — 1]) = 2+ GR(opy).
Prema tome, GR(op;) = 0, $to povlaci da je op; prost operand.
(ii) U ovom slucaju, op; = post fiz[i — 2] je operator. Prema Lemi 2.1, imamo
2 = GR(postfiz|i]) — GR(post fix[i — 2]) = 2 + GR(opa).
To znaci daje GR(op2) = 0, odakle sledi da je ops = post fix[i — 1] prost operand.
(b) Pretpostavimo da je opy = post fiz[i — 1] operator. Uz pomo¢ Leme 2.1 lako se
dobija:
GR(post fix[i]) — GR(postfix[i — 1]) = 2+ GR(opy) > 2.

Odatle je GR(op;) > 0, sto znaci da op; nije prost operand. Za slucaj kada je operand
op1 = post fix[i — 2] operator tvrdjenje se pokazuje na slican nacin. [ |
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2.2 Pravila simplifikacije i detalji implementacije

O ovom odeljku ¢emo definisati nekoliko pravila za simplifikaciju infiks izraza koji se dobija
iz odgovarajuceg postfiks izraza. Takodje ¢emo opisati neke rutine koje primenjuju ova

pravila.

Vrednost leve granice zahvata za post fiz[i], jednaka

LGB(postfiz[i]) =1 —mn — Z(IND(opk) — LGB(opy))
k=1
moze se izracunati primenjujuéi sledec¢u efektivnu proceduru napisanu u pseudokodu koji

podseca na jezik C++:

void left_bound(int z, int *ind)
{
do{
*ind = *ind-1;
if (is_unary_operator(postfix[*ind]))
left_bound(1l,ind);
else
if (is_binary_operator(postfix[*ind]) )
left_bound(2, ind);
else
if ( is_nary operator(postfix[*ind]) )
left_bound(n,ind);

z = z-1;
}
while (z);

}

Parameter z je arnost operatora, dok je ind pointer na indeks operatora ¢iji se zahvat
izracunava. U vreme poziva funkcije, *ind ima vrednost indeksa i operatora post fixli]
za koji izracunavamo levu granicu zahvata. Kada se funkcija izvrsi, xind je indeks
odgovarajuce leve granice zahvata. Funkcije is_unary_operator, is_binary_operator i

is_nary_operator prepoznaju unarni, binarni i n-arni operator, respektivno.

Zahvat GR(post fix[i]) proizvoljnog elementa postfiz[i] izraza u inverznoj poljskoj

notaciji moze se izracunati na sledeci nacin:
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int grasp(int i)
{
int* ptr_1gb;
int start = i;
ptr_1gb = &start;
if ( is_unary operator(postfix[i]) )
left_bound(1,ptr_1gb);
else
if ( is_binary operator(postfix[i]) )
left_bound(2, ptr_lgb);
else
if ( is_nary operator(postfix[i]) )
left_bound(n, ptr_lgb);
return (i - *ptr_lgb);

}

Glavna pravila simplifikacije, koja se koriste za eliminaciju suvisnih zagrada u infiks

izrazu, mogu se formulisati na slede¢i nacin.

Pravilo 2.1. (a) Ako je tekuéi operator postfix[i] u inverznoj poljskoj notaciji izraza,
tokom transformacije 1z postfiksnog u infiksni oblik, binarni +, tada nije potrebno umetnuti
zagrade oko njegovih operanada.

(b) Ako je tekuéi operator postfix|i] u inverznoj poljskoj notaciji izraza binarni —,

tada vazi sledece:

(i) Zagrade nisu potrebne oko prvog argumenta;

(i1) Zagrade oko drugog argumenta su potrebne jedino u slucaju da je element post fix[i—

1] jedan od binarnih operatora + ili —.

Razlog za (a) i prvi deo od (b) lezi u ¢injenici da je post fix[i| operator sa najmanjim
prioritetom tako da svi moguéi operatori u izrazima-operandima imaju isti ili visi prioritet,
i mogu se primeniti pre tekuceg operatora. Ako izrazi-operandi sadrze operande istog
prioriteta, zbog asocijativnosti zagrade su suvisne.

Drugi deo od (b) ima opravdanja u slede¢em. Ako post fix[i—1] nije jedan od binarnih

operatora + ili —, tada je drugi argument operatora post fix[i] proizvod, koli¢nik, ili poziv
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unarnog operatora. Svi oni imaju visi prioritet od post fix[i] i ovaj slucaj se svodi na slucaj

(a).

Iz Teoreme 2.1 dobijamo sledeca pravila. U ovim pravilima pretpostavljamo da je

post fix[i] binarni operator sa dva operanda arg; i args ¢ije su glave op; i opy, respektivno.

Pravilo 2.2. Neka je zahvat operatora post fix[i] veéi od 2.

(i)

(i)

(iii)

Ako je GR(post fix[i|) — GR(post fix[i —1]) = 2 i post fix[i — 1] je unarni ili binarni
operator, tada nije potrebno umetati zagrade oko prvog izraza-operanda arg,, koji je
odredjen glavom op, = post fix[i — GR(post fix[i — 1]) — 2].

Ako je GR(post fix[i]) — GR(postfiz]i — 2]) = 2 i postfix][i — 2| je unarni ili bina-
rni operator, tada nije potrebno umetati zagrade oko drugog izraza-operanda args,

odredjenog glavom opy = post fiz[i — 1].

Izuzetak kod slucaja (i) nastaje kada je postfix[i] = % i postfix[i — 1] = * ili
postfizli—1] = /. Takodje, izuzetak kod slucaja (ii) se javlja kada je post fix[i] = *
i postfix[i — 2] = x ili postfiz]i — 2] = /. Tada zagrade nisu potrebne oko oba
operanda argy i argy. Postoji jos jedan izuzetak slucaja (ii), kada je post fix[i] = /
a postfix[i — 2] = x ili postfixz[i — 2] = /. Tada nema potrebe za zagradama oko

oba argumenta.

Pravilo 2.3. Neka je zahvat proizvoljnog binarnog operatora post fix[i] veéi od 2 i razlika

njegovog zahvata i zahvata prvog operatora koji mu prethodi veca od 2. Tada treba umetnuti

zagrade oko oba izraza-operanda argy, i args. Izuzeci se javljaju u slede¢im slucajevima:

(i)

(i)

(iii)

Jedan (ili oba) od izraza-operanada arg, i args je poziv unarnog operatora, tj. bar
jedna od glava opy, opy je unarni operator. Tada zagrade treba izostaviti oko tog (ili

oba) argumenta.

Operator postfiz|i] = x i jedna (ili obe) od glava njegovih argumenata je * ili /.

Tada se zagrade izostavljaju oko tog (ili oba) argumenta.

Operator postfizli] = / i opy = * ili opy = /. Tada zagrade treba izostaviti oko

prvog argumenta arg .

Iz Definicije 2.1 neposredno sleduje Pravilo 2.4.
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Pravilo 2.4. Ako je post fix[i| binarni operator i G R(post fix[i]) = 2, tada su oba njegova

operanda, arg, i args, prosti © zagrade se izostavljaju oko oba.

Sledeca teorema pokazuje da Pravila 2.1.-2.4. pokrivaju sve moguce slucaje kada treba

izostaviti ili umetnuti zagrade prilikom transformacije postfiks izraza u infiksni oblik.

Teorema 2.2. Pravila 2.1.-2.4. uklanjaju sve nepotrebne zagrade.

Dokaz. Kada govorimo o neophodnosti zagrada prilikom primene binarnih operacija,
treba posmatrati jedino glavu izraza, oznac¢enu sa head = post fix[i], i glave njenih argu-
menata op; = post fix[i — GR(post fix[i — 1]) — 2] i opy = post fiz[i — 1]. Posmatracemo
samo netrivijalne slucaje kada je head jedan od cetiri aritmeticka operatora. Svaka od
glava op; 1 ops moze biti jedan od cetiri aritmeticka operatora 4+, —, * 1 /, ili neki od
funkcionalnih operatora, ili prost operand.
Prema tome, postoje
6 x6x4=144

razli¢ite mogucénosti.
Ako su oba argumenta arg; i args prosti, imamo 1 x 1 x 4 = 4 razlicita slucaja (po
jedan za svaki od aritmetickih operatora), pokrivena Pravilom 2.4.
U
I1xbx44+5x1x4=40

slucajeva, kada je tacno jedan od argumenat arg; i args prost, primenjujemo Pravilo 2.2.
U ostatku dokaza mozemo, bez gubitka opstosti, da pretpostavimo da oba argumenta
nisu prosti. Tada glave op; i op, mogu biti neki od cetiri aritmeticka operatora i, kao peta

vrsta operatora, unarni funkcionalni operatori. Stoga imamo jos
5x5Hx4=100

preostalih moguénosti za opy, ops i head.

Imamo 5 x 5 x 1 = 25 slucajeva, kada je head = +, koji su pokriveni delom (a) Pravila
2.1. Slede¢ih 5 x 5 x 1 = 25 slucajeva, kada je head = —, pokriveni su delom (b) 2.1.

U preostalih 5 x 5 x 2 = 50 slucajeva je head = * ili head = /. Dva slucaja, kada su

op1 1 ops oba funkcionalni operatori, pokrivena su Pravilom 2.3.(i). Takodje je,
I1x4x24+4x1x2=16

slucajeva, kada je tacno jedan od op; i opy funkcionalni operator, pokriveno Pravilom
2.3.(1).
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Preostaju nam 4 x 4 x 2 = 32 slucaja, 4 x 4 x 1 = 16 kada je head = xi4x4x1 =16
kada je head = /.

Tada su moguce sledece kombinacije.

- U 8 slucajeva imamo da je op; = +|—, op» = +|— 1 head = *|/. Tada su zagrade
neophodne oko oba argumenta. Ovi slucaji su pokriveni opstim delom Pravila 2.3.

- U 4 slucaja imamo da je op; = +|—, ops = *|/ 1 head = x. Tada se zagrade mogu
izostaviti oko argumenta args, na osnovu dela (ii) Pravila 2.3.

- Sliéno, u 4 sluc¢aja imamo da je op; = *|/, ops = +|— i head = *. Tada se zagrade
izostavljaju oko argumenta arg;, prema delu (ii) Pravila 2.3.

- U 4 slucéaja imamo da je op; = *|/, ops = *|/ 1 head = *. Tada treba izostaviti
zagrade oko oba argumenta arg; i args. Ovi slucaji pokriveni su delom (ii) Pravila 2.3.

- U preostalih 12 slucaja je head = /. Ovi slucaji nastaju kada je

op1 = +|—, ops = x|/ ili op1 = *|/, ops = +| — ili op1 = *|/, opy = *[/.
Sada su zagrade potrebne oko oba argumenta, osim u 8 slucajeva, kada je op; = * ili
op1 = /, i onda su zagrade oko arg; suvisne. Ovi slucaji su pokriveni delom (iii) Pravila
2.3.
Prema tome, mozemo zakljuciti da su svi mogucéi slucaji pokriveni Pravilima 2.1.-2.4.,

tako da ova pravila korektno odlucuju o tome da li su zagrade potrebne ili ne. |

Sve mogucnosti za opy, opy 1 head, kao i potreba za zagradama, prikazane su u Tabeli
2.1. Znakom f oznacavamo da je op; ili opy neki od unarnih funkcionalnih operatora, dok

s oznacava prost operand.

Tabela 2.1.

glava op1 op2 argy ili (argy) | args ili (args) | # slucaja
+ A=/ fs |+ =/ ]s arg args 36
— | =Ixl/If]s +|- arg (args) 12
— | H=1=l/If]s x| /| f]s arg args 24
* +|- +|- (arg:) (args)
* +|- *[/|f]s (arg:) args
* *|/|f]s +|- arg (args) 8
* *[/|f]s *[/1f]s arg args 16
/ +|— + ==/ (arg:) (arg2) 8
/ *|/|f]s =[x/ arg (args) 16
/ +|— fls (argy) args 4
/ x| /1 f|s fls arg: args 8
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Pravila 2.1. do 2.4. mogu se primeniti u slede¢im rutinama pseudokoda kako bi se
izbeglo umetanje nepotrebnih zagrada.

Pretpostavimo da Zelimo da napravimo string res koji predstavlja primenu operatora
post fiz[i] na njegove operande, oznacene sa arg_1 and arg 2, dok op_1 i op_2 predstavl-
jaju glave tih operanada. Funkcija is_low prior prepoznaje kada je post fiz[i] binarni +

ili —.

Deo (a) Pravila 1 i Pravilo 4 mogu se implementirati kao u slede¢em pseudokodu.

if (postfix[il=="+’ || GR(postfix[i]) == 2)
{
strcat(res, arg 1);
strcat (res,postfix[i]);
strcat(res, arg2);

}

Deo (b) Pravila 2.1. i Pravilo 2.4. mogu se implementirati kao u slede¢em pseudokodu.

if (postfix[il==’-’ || GR(postfix[i]) > 2)

{

strcat(res, arg 1);

strcat (str3,content (postfix[i]));

if (postfix[i-1]. == ’+’ || postfix[i-1] == ’-’ )
{
strcat(res,"(");
strcat(res, arg2);
strcat(res,")");
¥

else
strcat(res, arg2);

U nize prikazanom pseudokodu, koriste¢i Pravila 2.2. i 2.3., pravimo string res pri
¢emu se zagrade umecu samo kada su neophodne. Primetimo da smo ilustrovali upotrebu
Pravila 2.2. 1 2.2. samo za slucaj post fiz[i] = x (za deljenje je kod sasvim slican ovome).

Takodje primetimo da je vrednost GR(post fiz[i]) jednaka grasp(i).
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if (postfix[i] == ’x%’)
if (GR(postfix[i])-GR(postfix[i-1]) == 2)
{ /* Deo (i) Pravila 2 */
op_2=postfix[i-1]; op_1=postfix[i-GR(op_2)-2];
strcat(res,arg 1);
strcat(res,postfix[i]);
if (GR(op_2)>2 && is not_unop(op_2) &&
l(postfix[i-1] == ’*’ || postfix[i-1] == ’/’))
/* Deo (iii) Pravila 2x*/
{ /* postfiz]i — 1] je operator */
strcat(res,"(");
strcat(res,arg 2);
strcat(res,")");
}
else /* postfix[i — 1] nije operator */
strcat(res,arg 2);
} /* Kraj dela (i) Pravila 2 */
else
if (GR(postfix[i])-GR(postfix[i-2]) == 2)
{ /x Deo (ii) Pravila 2 */
op-2=postfix[i-1]; op_l1=postfix[i-2];
if (ismnot_unop(postfix[i-2]) &&
I(postfix[i-2]=="%" || postfix[i-2]=="/"))
/* Deo (iii) Pravila 2x*/
{
strcat(res,"(");
strcat(res,arg 1) ;
strcat(res,")");
}
else
strcat(res,arg 1);
strcat(res,postfix[i]);
strcat(res,arg 2);
} /* Kraj dela (ii) Pravila 2 */
else
{ /* Pravilo 3 x/
op-2=postfix[i-1]; op_-1=postfix[i-GR(op-2)-2];
if (ismnot_unop(op-1) && !(op_1=="%’ || op_1=="/7))

{
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strcat(res,"(");
strcat(res,arg 1) ;
strcat(res,")");

}

else

strcat(res,arg 1) ;

strcat(res,postfix[i]);

if (is_not_unop(op-2) && !(op2=="%’ || op2=="/))
{
strcat(res,"(");
strcat(res,arg 2);
strcat(res,")");

}

else
strcat(res,arg 2);

Primer 2.4. Ovaj primer ilustruje kako ovaj softver vrsi eliminaciju redundantnih za-

grada kada se vrsi transformacija postfiks izraza nazad u infiksni oblik, koristeé¢i Pravila
2.1., 2.3 1 2.4.

You entered the following expression

() *z)-y) / (y+2)))

This expression in postfix is

xXzZxy-yz+/

Now, we transform postfix expression back to infix
(xxz-y)/(y+z)

Nagspolynije zagrade su izostavljene na osnovu osobina inverzne poljske notacije. Pri-
menom Pravila 2.4., od (x)xz dobijamo xxz. Dalje, primenom Pravila 2.1., od (x*z)—y
dobijamo x x z —y. Najzad, primena Pravila 2.3. nam kazuje da su zagrade neophodne u

izrazima (xx z —y) i (y + 2).

Primer 2.5. U ovom primeru pokazana je eliminacija suvisnih zagrada koris¢enjem Pra-
vila 2.2.



20 GLAVA 2. OSOBINE INVERZNE POLJSKE NOTACIJE

You entered the following expression

(x)/ (y+z)

This expression in postfix is

xyz+/

Now, we transform postfix expression back to infix
x/ (y+z)

Primer 2.6. U sledecoj tabeli prikazani su jos neki primeri eliminacije nepotrebnih za-

grada.

Tabela 2.2.

Ulazni izraz Rezultujuéi izraz Primengena pravila
(((z) + (3)) x ((2*xy)/((2) +1.23))) — 4.37/(x) (x+3)*x2%y/(z+1.23) —4.37/z 3(ii)- (i), 4
(*xy)+ @y —(2%(2)/(z*3.14)+(y—4)) | (@*y+y—2x%2)/(x*314+y—4) 1(a)-(b),3,4
(cos(2* (z—y)+ (x+ (2%2))))*(xx(y)*x2) | cos(2*x(x—y)+x+2%2)*x*y*2 1,8(ii),4
(@)/(exp(x"2)/(y)) * (x % 0.5/(2)) z/(exp(z x x)/y) * 2 % 0.5/2 2(i)-(11),8(i)-(ii) 4
sin((exp((z) +3)/((1.2)/y)))/(cos(y/z/w)) sin(exp(z + 3)/(1.2/y))/cos(y/z/w) 2(i1i), 3(i), 4




Glava 3

Primene metode inverzne poljske

notacije

U ovoj glavi ¢emo prikazati neke primene naseg metoda koje se, uglavnom, ticu sim-
bolickih izra¢unavanja. Pored simbolickog diferenciranja, prikazane su primene na alge-
barska izracunavanja i nacin konstrukcije algoritama za triangulaciju poligona zasnovan

na koriséenju ove metode.

3.1 Simbolicko diferenciranje

Simboli¢ka derivacija je vazan problem u mnogim oblastima ra¢unarstva (npr. u vestackoj
inteligenciji, optimizaciji, itd.) gde su ulazne formule poznate tek u vreme izvrsenja
programa. Obi¢no metodi simbolicke derivacije koriste stabla izraza ([6], [21], [25], [26],
[30]). Tradicionalna procedura za simbolicku derivaciju sastoji se od slede¢ih glavnih

koraka:

Korak S1. Pretvori uobicajenu infiksnu formulu u inverznu poljsku notaciju.
Korak S2. Napravi stablo izraza ulazne formule.

Korak S3. Napravi stablo koje predstavlja izvod ulazne formule.

Korak §4. Procitaj stablo izvoda modifikovanim inorder obilaskom ¢ime se

dobija izvod ulaznog izraza.

Mada je dinamicka dodela memorije efikasan metod, ipak je potrebno platiti neku
cenu u vremenu i memoriji prilikom kreiranja odgovarajuceg stabla izraza. Mogu se javiti
i drugi problemi, kao sto je garbage collection problem.

U ovom odeljku predlaze se metod simbolicke derivacije koji " preskace” stabla izraza.

Pomocéu ovog metoda dobijamo inverznu poljsku notaciju (RPN) simbolickog izvoda

21
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ulazne formule direktno iz njene RPN i RPN njenog izvoda. Preciznije, umesto koraka 52
i 53 konstruisemo RPN izvoda ulaznog izraza. Prelaz od RPN ulazne formule na RPN
njenog izvoda je u stvari predmet ove glave. Korak 5S4 je takodje modifikovan. Formula
koja predstavlja izvod generise se iz njene RPN.

Primetimo da i mnogi raniji pristupi ovom problemu takodje ne koriste dinamicke
strukture (npr. [9]).

Kao i ranije pretpostavicemo da je ulazni izraz transformisan u inverznu poljsku no-
taciju, gde su svi njegovi elementi (promenljive, konstante i operatori) razdvojeni.

Dozvoljeni operatori su +, —, *, / (binarni aritmeticki operatori), i unarni operatori
plus(), neg() (predstavljaju unarni + i unarni —), sin(), cos(), tan(), ctg(), log(), exp(),

sqrt(). Takodje je dozvoljen i operator

stepenovanja na celobrojnu konstantu. Kon-
stante mogu biti celobrojne ili realne u fiksnom zarezu, dok se identifikatori promenljivih
specificiraju kao $to je to uobicajeno u programskim jezicima.

Nas metod derivacije zasniva se na osobinama inverzne poljske notacije proucavanim u
[22]. Ove osobine se koriste prilikom prelaza od RPN date formule na RPN njenog izvoda

i u odgovarajué¢im simplifikacijama.

3.1.1 Odredjivanje izvoda i njegova simplifikacija

Nas method za prelazak od RPN date formule na RPN njenog izvoda je rekurzivni algo-
ritam koji obradjuje izraz u RPN odpozadi. Rekurzivna funkcija koja vrsi takvu trans-

formaciju ima prototip
void derive(int low, int upp, char* dx)

gde su low i upp donja i gornja granica indeksa, respektivno, za deo polja post fiz, koji je
predmet obrade. Takodje, dx je pointer na string koji predstavlja promenljivu po kojoj
se vrsi diferenciranje.

Poslednji element niza post fiz je zasigurno operator, binarni ili unarni (u [22] poka-
zano je kako se mogu obraditi n-arni operatori). Prvi poziv funkcije derive vrsi se za
parametre 0 i 7, gde je ¢ indeks poslednjeg elementa u RPN ulazne formule. Nadalje,
rekurzivni pozivi funkcije derive slede pravila derivacije. Nas osnovni cilj je da kon-
struiSemo niz stringova, oznacen sa derivat, koji sadrzi RPN izvoda ulazne formule.
Tokom konstrukcije niza derivat koristimo samo niz post fix. Primenjuju se pravila za
derivaciju kompozicije funkcija, tako da se ovaj slucaj lako obradjuje.

U programu se koristi celobrojni niz grasp, ¢iji elementi su definisani sa

grasplk] = GR(post fiz[k]), k=1,...,1.
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Funkcija koja izracunava zahvat opisana je u [22], kao i u drugoj glavi.

Nacin primene rekurzivnih poziva prirodno zavisi od operatora post fiz|[upp| koji pred-

stavlja glavu formule koja se diferencira.

U ovom momentu, pretpostavimo da je postfizlupp| binarni operator. Primenjujudi
rezultate Leme 2.1, zakljucujemo da je glava njegovog drugog argumenta args jednaka
ops = post fix[upp — 1].

Zahvaceni elementi glave ops uzeti su od

post fixfupp — 1 — grasplupp — 1]]

do post fiz|upp — 1]. Sli¢no, glava prvog argumenta arg; od post fiz|upp] je

op1 = post fizfupp — GR(opz) — 2] = post fiz[upp — 2 — grasplupp — 1]].

Zahvaceni elementi glave op; su od post fiz[low] do

post fix[upp — 2 — grasplupp — 1]].

Za pocetak, opisacemo derivaciju zbira ili razlike. Koristi¢emo uobic¢ajeni znak + za

operator sume ili razlike. Prirodno se ovaj sluc¢aj implementira kao sto sledi.

derive(low, upp-2-grasplupp-1], dx);
derive (upp-1-grasp[upp-1], upp-1, dx);
derivat [index++] = postfix[upp];

Objasnimo sada detalje ovog koda. Promenljiva index je globalna celobrojna promen-

ljiva, inicijalno jednaka nuli, koja predstavlja indeks niza derivat.

Neka je RPN izraza x i y oznacena sa () i (y), respektivno. Takodje pretpostavimo
da su RPN njihovih izvoda oznacene sa (z') i (y'), respektivno. Tada je, u opstem slucaju,
RPN izraza (z £ y)' oznacena sa (2')(y')” £ 7. Konstrukcija niza derivat, zasnovana na

nizu post fiz, je u sustini sledeca transformacija:
(D)) £7 e @) .
Pomocu izraza

derive(low, upp-2-grasplupp-1], dx);

vrsi se sledeca transformacija

(x) — (o)),
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a sadrzaj niza derivat je (z').
Posle funkcijskog poziva
derive (upp-1-grasp[upp-1], upp-1, dx);
sadrzaj niza derivat je (x'){y').

Najzad, izraz

derivat[index++] = postfix[upp];
kompletira poljsku notaciju u obliku (a')(y')” +7.

Medjutim, pokazuje se da nije lako vrsiti simplifikaciju dobijenog izvoda dodatnom
obradom, dok je to u slucaju metoda koja koriste stabla relativno lako. Simplifikacija
se sastoji od eliminacije suvisnih operacija kao sto su x4+ 0, 0+, %0, O*xx, x * 1 i
1x 2 i veoma je vazna, ne samo radi jasnoce izlaza programa, ve¢ i za odredjivanje izvoda
viseg reda (oni se mogu dobiti iterativnom primenom algoritma). Iz tih razloga smo se
orijentisali da simplifikaciju vrsimo u istom prolazu sa derivacijom.

U slucaju

postfix[upp] == "+" ili postfix[upp] == "-" |,
implementacija derivacije i simultana simplifikacija izvoda opisani su slede¢im glavnim

koracima.
Korak 1£. [Smestanje sadrzaja (z')(y') u niz derivat, i pamcenje startnih pozicija izraza

(@) 1(y) ]

stind = index; /* Startni indeks za (a') */
derive(low, upp-2-grasplupp-1], dx); /* Smestanje (z’) */
stindl = index; /* Startni indeks za (y') */
derive (upp-1-grasp [upp-1], upp-1, dx);/* Smestanje (y') */

Sada je sadrzaj niza derivat jednak (z')(y’).

Korak 2+. [Dinamicka simplifikacija.]

Slucaj 1. [y = 0.] Ako je izvod drugog argumenta jednak y' = 0, tj. u slucaju

derivat[index-1] == "O" (3.1)
RPN od (z +y)" jednaka je (z’). Vrsimo simplifikaciju

@0 ()
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u nizu deritvat. Dovoljno je da se vratimo na poziciju prethodnog elementa:
index—-;

Slucaj 2. [/ = 0.] Ovaj slucaj se detektuje pomocu izraza

derivat[stind1-1] == "O" (3.2)

Dva podslucaja se mogu detektovati.

A.[0+y" = y'.] Ako je uslov (3.2) zadovoljen, i postfix[upp] == "+", tada

treba da izvrsimo slede¢u izmenu u nizu derivat:
7 077 <y/> —s <y/>‘

Ponovo upisujemo (y'), pocev od indeksa stind = stindl — 1, prepisujuéi
prvi argument koji je jednak nuli i izostavljajuéi operator ”+” na kraju.
for (k = stindl-1; k < index-1; k++)
derivat[k] = derivat[k+1];

index = k+1;

B. [0 —y = —y'.] Sada pretpostavimo da je uslov (3.2) zadovoljen i da je

postfix[upp] == "-". Tada se niz derivat menja prema
9 077 <y/> — <yl>77neg77 )

U ovom slu¢aju je dovoljno ponovno upisati (y'), pocev od indeksa stind =

stindl — 1, 1 smestiti operator "neg” na kraju.

for (k = stindl-1; k < index-1; k++)
derivat[k] = derivat[k+1];
index = k+1;

derivat [index++]="neg";

Korak 3. [/ # 0 and ¢y # 0.] U opstem slucaju, kada oba uslova (3.1) i (3.2) nisu
zadovoljena, RPN od (z+y)’ jednaka je (2')(y')” £, i simplifikacija nije potrebna. Posto

je sadrzaj niza derivat u stvari jednak (2')(y’), upisujemo

derivat [index++] = postfix[upp];
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U slucaju postfix[upp] == "x", izvod proizvoda x * y moze se implementirati na
slican nac¢in. U ovom slucaju, sadrzaj doti¢nog dela niza postfiz je (x){y)” *”. Nasa

namera je da smestimo slede¢i sadrzaj u niz derivat:

(@)Y ") ()" *77 47

Algoritam bez simplifikacije je opisan u slede¢em pseudokodu, pri cemu je sadrzaj dela

niza derivat koji se trenutno konstruiSe opisan u komentarima.

for (k = low; k <= upp-2-grasplupp-1]; k++)

derivat [index++] = postfix[k]; /* (x)*/
derive(upp-1-grasplupp-1], upp-1, dx); /x (z)(¥/) */

derivat [index++] = "x"; /% (x)(y') "x" %/
derive(low, upp-2-grasp[upp-1], dx); /x () (YY" (x)) */

for (k = upp-1-grasplupp-1]; k <= upp-1; k++)

derivat [index++] = postfix[k]; /x () (YY" () (y) */
derivat[index++] = "*"; /% () (Y )" x" () (y) e x/
derivat [index++] = "+"; /% (z)(y Yk () (y) x )

Ali, kada vrsimo i simplifikaciju, prethodni kod se menja u nize prikazani.

Korak 1*. [Smesti sadrzaj (x)(y')” =7 1 zapamti pocete pozicije izraza (z) i (y').]

Pocetne pozicija izraza (x) i (y') oznacene su sa stindl i stind2, respektivno.

stindl = index; /* Upamti pocetni indeks za (x) */
for (k = low; k <= upp-2-grasplupp-1]; k++)

derivat[index++] = postfix[k]; /* (x) */
stind2 = index; /* Upamti pocetni indeks za (y') */
derive (upp-1-grasp [upp-1], upp-1, dx); /¥ (x)(y') */
derivat [index++] = "x"; /% (z)(y )" */

Korak 2*. [Simplifikacija izraza (x)(y’)” *”.]
Slucaj 1. [Simplifikacija elemenata tipa
7 077 <y/>77 * 2 — 2 077 i <a,:>77 077 2 * 7 — 7 077 ‘jl

if (derivat[stind2-1] == "0" || derivat[index-2] == "0")

{
index = stindl;

derivat[index++] = "0";

}
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Slucaj 2. [Simplifikacija oblika 717 (y")” * 7 +— (y') ]
U ovom slucaju zadovoljen je uslov derivat [stind2-1] == "1" . Tada pono-
vo upisujemo (y'), pocev od stind2 — 1, prepisujuéi prvi argument ”1”. Takodje

7

izostavljamo operator 7 «” na kraju.

if ( derivat[stind2-1] == "1" )

{

for(k = stind2-1; k <= index-2; k++)
derivat [k]=derivat [k+1];

index = k;

}

Slucaj 3. [Simplifikacija oblika (x)”17” *” — (z).]
U ovom slucaju je zadovoljen uslov derivat [index-2] == "1". Vra¢amo se nazad
za dva elementa:

if ( derivat[index-2] == "1" )

index -= 2;

Oznac¢imo najjednostavniji oblik izraza (z)(y’) 7*” sa {(z)(y')” * " }.

Korak 3*. [Smesti sdarzaj {(x){y')” %7} (2/)(y)” * 7 1 zapamti startne pozicije izraza (z)

i(y).]

Startne pozicije izraza (x) i (y') oznacene su sa stindl i stind2, respektivno.

stindl = index; /* Upamti pocetni indeks za (z/) */
derive(low, upp-2-grasp[upp-1], dx); /x {{x) (Y)Y« 7} (') */
stind2 = index; /* Upamti pocetni indeks za (y) */
for (k = upp-1-grasplupp-1]; k <= upp-1; k++)

derivat [index++] = postfix[k]; /x L)y =7} (") (y) */
derivat [index++] = "x"; /x L) (Y)Y * 7} (2" ) (y)” «7 */

Korak 4*.  [Simplifikacija izraza {{z)(y')” =7} (') (y)” * 7]

Moze se izvrsiti slicno kao u koracima 1x, 2x i 3x.

Korak 5% [Simplifikacija izraza {(z)(y')” « 7} {{(/){y)" «"}" + 7]

Ova simplifikacija se moze izvrsiti slicno kao u koracima 1+ i 2+, kod derivacije sume.

U slucaju deljenja pravila za derivaciju namecu slede¢u transformaciju:

P e @Y ) ) = ) 57
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derive(low,upp-2-grasp [upp-1], dx);

for (k = upp-1-grasplupp-1]; k <= upp-1; k++)
derivat[index++] = postfix[k];

derivat[index++] = "x";

for (k = low; k <= upp-2-grasplupp-1]; k++)
derivat[index++] = postfix[k];

derive (upp-1-grasp[upp-1], upp-1, dx);

derivat [index++] = "x";

n_n

derivat[index++] = ;

for (k = upp-1-grasplupp-1]; k <= upp-1; k++)
derivat[index++] = postfix[k];
for (k = upp-1-grasplupp-1]; k <= upp-1; k++)
derivat [index++] = postfix[k];
derivat [index++] = "*";
derivat[index++] = "/";
Simplifikacija se moze izvrsiti slicno kao i ranije.
Sada pretpostavimo da je post fiz[upp] unarni operator. Prema Lemi 2.1, glava nje-
govog argumenta arg, je
op1 = post fix[upp — 1].
Takodje, zahvaceni elementi od op; su od post fix[low] do post fix[upp — 1]. Prema tome

potreban je samo jedan rekurzivni poziv.
derive(low, upp-1, dx);

U slucaju unarnih operatora (tj. poziva funkcija) primenjujemo pravila derivacije za

slozene funkcije. Trivijalni slucaj je za funkcije plus i neg koje predstavljaju unarni + i

Derivacija izraza koji sadrzi operator neg implementirana je u sledecoj rutini:

derive(low, upp-1, dx); /* (x') */
derivat[index++] = postfix[uppl; /* (2/)"neg" */

Simplifikacija 70” "neg” + 707 implementirana je na slede¢i nacin:

if (postfix[index-1] == "0")

index—-;
Derivacija izraza koji sadrzi operator plus zahteva jedino

derive(low, upp-1, dx); /% (z) */
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[lustrujmo derivaciju unarnih operatora na jo$§ par primera. Za funkciju sin vrsimo

transformaciju

<x>77sin77 — <.CU>”C08”<LE/>”*”.

Lako se vidi da se derivacija slozenih funkcija vrsi upotrebom pravila lanca.

Implementacija derivacije sa simplifikacijom opisana je slede¢im koracima.

Korak 1. [Smesti sadrzaj (z)”cos” (') u niz derivat.]

for (k = low; k <= upp-1; k++)
derivat [index++] = postfix[k]; /* (x) */
derivat [index++] = "cos"; /* (x)"cos" */

derive(low, upp-1, dx); /* (x)"cos"(x') */
Korak 2. [Moguéa simplifikacija.]

if ( derivat[index-1] == "1" )

index--; /* (x)"cos""1" — (x)"cos" */
else

if ( derivat[index-1] == "0" )

{ /* Argument funkcije sin je konstanta */
index = low;
derivat[index++] = "0"; /* (x)"cos""0" +— "O" */
}
else /* Opsti slucaj */
derivat [index++] = "x"; /* (x)"cos"(x')"x" */

Derivacija logaritamske funkcije log se izvodi na slede¢i nacin:

(x)7log” — (2')(x)"/".

derive(low, upp-1, dx); /x () =/
if ( derivat[index-1] == "0") )
{ /* Argument funkcije log je konstanta */

index = low;

derivat [index++] = "0"; /* (log(x)) ="0" */

}
{

for (k = low; k <= upp-1; k++)

else

derivat [index++] = postfix[k]; /* (') (z) */
derivat [index++] = "/"; /* () (x)" /" */

}
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Za kvadratni koren imamo slede¢u transformaciju:

<l_>775q7,t77 —s <x/>77 277 <x>77 Sq’rt” 7 * 99 /77 .

derive(low, upp-1, dx);
if ( derivat[index-1] == "0") )
{ /* Argument funkcije sqrt je konstanta c*/
index = low;
derivat [index++] = "0"; /* (sqrt(c)) =707 x/
}
else
{ /* Opsti slucaj */
derivat[index++] = "2";
for (k = low; k <= upp-1; k++)

derivat [index++] = postfix[k];

derivat [index++] = "sqrt";
derivat[index++] = "x";
derivat [index++] = "/";

}

Najzad, pretpostavimo da je post fiz|upp] prost operand. Tada postoje dve moguéno-
sti. Ako je post fiz|upp| jednak promenljivoj dzx, njen izvod je 1, §to se postize sa
derivat [index++]="1";
Inace, izvod je jednak nuli:

derivat [index++]="0";

3.1.2 Poredjenja

U poredjenju sa metodima koje se zasnivaju na stablima izraza, mozemo zakljuciti da
zahvaéeni elementi odgovaraju ¢vorovima podstabla (ne racunajuéi koren podstabla).

Takodje, grasplupp] jednak je broju évorova u podstablu.

Sta vise, simbolicka diferencijacija zasnovana na RPN moze se porediti sa poznatim
tehnikama za diferencijaciju u jeziku LISP (vidi, npr. [1], [11], [12]). Ozna¢imo LISP

funkciju za simbolicku diferencijaciju sa deriv. Izraz

derive(low, upp-2-grasplupp-1], dx);
derive (upp-1-grasp[upp-1], upp-1, dx);
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odgovara rekurzivnim pozivima LISP funkcije deriv za prvi i drugi argument, respektivno:

(setq d1 (deriv (cadr x)) dx)
(setq d1 (deriv (caddr x))) dx)

U slucaju izraza post fix[upp] ==" 47 ili post fix[upp] ==" =7, izraz
derivat [index++] = postfix[upp];
ekvivalentan je jednom od izraza
(list ’+ d1 d2) (1ist ’- d1 d2)

Sliécne analogije mogu se izvesti za sve ostale kako binarne, tako i unarne operatore.
Razlog za primenu metoda zasnovanog na RPN je u tome Sto ovaj algoritam zahteva
samo dva globalna niza, oznacena sa post fix i derivat, pa su njegovi memorijski zahtevi

najmanji mogudi.

3.2 Algebarska izracunavanja

U ovom odeljku ¢éemo predstaviti dve slicne primene naseg metoda na algebarska izracu-
navanja.

Prva primena tice se izracunavanja unarnih parfunkcija. Detalji implementacije polu-
grupe unarnih funkcija nad parovima oblika (a,b) (tzv. unarne parfunkcije) istrazivani
su u [37].

Druga primena odnosi se na koncept funkcija uparivanja. Funkcije uparivanja su
sredstvo za kodiranje parova brojeva jednim brojem koriS¢enjem primitivno rekurzivnih

funkcija.

3.2.1 Izracunavanje unarnih parfunkcija

U [37] se razmatra algebra sa binarnom operacijom (,) i dve unarne operacije L i R za

koje vaze sledece tri aksiome:

Ay L({a, b)) = a;

Ay R({a,b)) =,

Az (L(x),R(z)) = x.

Parfunkcija je funkcija ove algebre u samu sebe i moze se definisati koriS¢enjem oper-
atora (,), L'i R.

U [37] je opisana implementacija unarnih parfunkcija u jeziku MAPLE. Takodje, u [37]

se jezik MAPLE koristi za automatsku verifikaciju jednacina potrebnih za opis polugrupe.
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Ovaj odeljak sadrzi opis algoritma za simbolicko izra¢unavanje unarnih parfunkcija
polugrupe iz [37].

Nas algoritam je implementiran u programskom jeziku C++ pod operativnim siste-
mom DOS (tako da su memorijska ogranic¢enja ozbiljnija nego u slucaju Windows pro-
grama. Ovaj algoritam zasnovan je na metodi prosirene inverzne poljske notacije uvedenoj
u [22]. Metod iz [22] podesen je tako da radi sa izrazima koji sadrze operatore (,), L,
R, i njihovu kompoziciju. Takodje su podrzane imenovane kompozicije (oznacene ve-
likim slovima I, S, B, M, D, T, C, E, A, i @ prema [37]). Argumenti ovih funkcija su
promenljive oznac¢ene malim slovima ili njihovi parovi napravljeni pomoc¢u operatora (, ).
Clanovi para mogu biti takodje parovi, kao sto je sluéaj i u [37].

Obicno se ovakvi algoritmi implementiraju pomoc¢u dinamickih struktura podataka
kao sto su povezane liste ili stabla. Ako poénemo sa statickim poljem treba da izvrsimo
odredjenu obradu koriste¢i dinamicke strukture podataka, dobijajué¢i na kraju izlaz koji
je smesten u novi staticki niz. Medjutim, nas metod, podrzan osobinama inverzne poljske
notacije, istrazivanim u [22], ne koristi viSe memorije nego $to je potrebno za pocetni
i rezultujudéi staticki niz. Bez obzira na efikasnost dinamicke dodele memorije, na ovaj

nacin Stedimo nesto prostora i vremena.

Pretpostavljamo da obradjujemo izraze koji sadrze sledece simbole: (), , (zarez), (, ),
skup velikih slova (koja oznacavaju funkcije), i mala slova (koja oznacavaju argumente).

Nas metod zasniva se na inverznoj poljskoj notaciji (RPN) i sastoji se od tri razlicite
faze. Prva faza predstavlja transformaciju ulaznog izraza u njegovu RPN. U drugoj fazi
se implementira preslikavanje RPN ulaznog izraza u RPN rezultujuceg izraza. Najzad, u
trec¢oj fazi konvertujemo RPN rezultujuceg izraza u uobic¢ajeni oblik. Rezultat prve faze
nazva¢emo ulazni poljski izraz (IPE), a rezultet druge faze izlazni poljski izraz (OPE).

U svrhu simbolickog izracunavanja unarnih parfunkcija napravi¢emo izmenu u stan-
dardnom algoritmu za transformaciju infiks izraza u postfiksni. Naglasavamo da se zarez
smatra operatorom ¢iji je prioritet nizi od prioriteta funkcijskih operatora kao sto su L,
R, idr.

Razlike izmedju ovog algoritma i Algoritma 1.1 su sledec¢e. Sada imamo dodatni korak
(51a):

(3la) Ako je tekuéi element (, upisi ga u magacin i idi na Korak (61).

Korak (41) se menja i moze se iskazati kao:

(41) Ako je tekuéi element operator tada, ako on ima visi prioritet od vrha magacina
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upisi taj operator u magacin; inace procitaj operator iz magacina, posalji ga na

izlaz, i ponovi Korak (4I).

Zapazimo da zagrade imaju nizi prioritet od bilo kog operatora, kao i da se prazan
magacin tretira kao element najnizeg prioriteta. Uz to, zarez ima poseban tretman:

on se ponasa kao operator ali se izostavlja njegovo upisivanje u magacin.

Takodje ¢emo dodati jos jedan korak (57a):

(5Ia) Ako je tekudi element ), procitaj sve operatore iz magacina i posalji ih na izlaz sve

dok se ne naidje na ( i, umesto (, posalji ) na izlaz.

Koristeci ovaj algoritam dobijamo ulazni izraz pretvoren u postfiksni oblik (IPE) koji

sadrzi jedino slova (mala ili velika) i simbol ).

Primer 3.1. Evo nekoliko primera parfunkcija i njihovih RPN.
({a,b),¢) — ab)c)
S({L(x), R((a,b)))) — xLab) R)S

Nas zadatak je da simbolicki odredimo rezultujuéi izraz, takodje u postfiksnom obliku
(OPE). Ova transformacija je sustina druge faze i obavlja se direktno iz IPE, bez korig¢enja
dinamickih struktura podataka.

Pre nego sto pokazemo kako se to radi, objasnimo transformaciju iz postfiksne u
uobicajenu formu koja se obavlja u trecoj fazi. Razlika u odnosu na Algoritam 1.2 je u
koraku (3P) koji se menja i sada glasi:

(3P) Ako je element funkcionalni operator (L, R, itd.), procitaj jedan operand, pri-
meni operaciju i smesti rezultat u magacin; ali, ako je element ), tada procitaj

dva operanda iz magacina, napravi par i smesti rezultat u magacin.

Napomenimo jos da se prethodnim algoritmom dobija simbolicki izraz, obzirom da
koristimo magacin karaktera. Primena operatora (pomenuta u Koraku (3P)) znaci pravl-

jenje stringova koji predstavljaju odgovarajuci izraz.

Primer 3.2. PrikaZimo dva primera izraza u RPN i u uobicajenoj forma.
CLb)Cd>LB — B(L(<a7 b>7 <Ca d>))
abe))de)) — ({a, (b, c)), (d,€))
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Razmotrimo sada drugu fazu algoritma. Kada imamo algoritme za transformaciju

izraza sa parfunkcijama u inverznu polsjku notaciju i obrnuto, preostaje problem imple-

mentacije simbolickog izracunavanja tih parfunkcija.

Obzirom na ¢injenicu da su svi izrazi ovakve vrste kompozicije operatora L, R1i (,),

razviéemo svaku imenovanu kompoziciju preko operatora L, R i (,), saglasno njihovim

definicijama iz [37]. Prikazimo ovde te definicije:

QO O8N U S T »n ~

x— (R(z), L(z))

rx ((L(x), L(R(z))), R(R(x)))
= (L(L(2)), R(z))

cx— (1)

rx— ((R(L(x)), L(L(x))), R(z))
cx |

cx— ((L(x),L(z)), R(x))

x— (L(L(z)), (R(L(z)), R(x)))
o= ((L(L(L(x))), (R(L(L(x)

pri ¢emu je x izraz koji moze da sadrzi parfunkeije i operator (,) i njihove kompozicije.

Prema nasem algoritmu za transformaciju u postfiksnu formu, gornje definicije se mogu

izraziti kao sledece transformacije iz IPE u OPE:

il
@S
iB

iM
iD
iT
iC
iE
FA
e

gde je Z RPN izraza x, koji sadrzi parfunkcije i operator (,) i njihovu kompoziciju.

L A

X

FRZL)

#LERL)iRR)
#LLZR)

)

#LRiLL)ZR)
#LLZLRL)ZLRR)ZR)
FLEL)ER)
#LLELRER))
#LLLZLLREZLR))iR)

(3.3)
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U ovom momentu moze se zakljuciti sta je generalna ideja ovog algoritma. Primenom
ovih transformacija razvicemo svaki IPE u odgovarajué¢i OPE, koji se sastoji samo od
operatora L, R i ). Potom treba primeniti odgovarajuée operacije da bi odredili OPE.
Medjutim, ako pokusamo da to uradimo direktno, gotovo sigurno ¢e doéi do pojave proz-
natog problema sa simbolickim izracunavanjima ([13], [14]). Duzina razvijenog izraza
prilikom razvijanja svake kompozicije raste linearno, tako da iole duzi izraz moze da
dovede do pada programa, bez obzira koliko memorije imamo na raspolaganju. ResSenje

ovog problema je susStinsko za implementaciju algoritma.

Primer 3.3. MozZemo da izracunamo duZinu rezultujuég stringa kada se razvoj vrsi na
direktan nacin. Na primer, posmatrajmo jednu od 77 jednacina koje opisuju polugrupu iz

[37]
A = SBSBS. (3.4)
Funkcija A(x) razvijena po R, L i) ima sledeéi oblik
#A — FLLFLRIR)).

Ako oznacimo duzinu stringa T sa size (size > 1), lako se moze videti da je rezultujuca

duzina razvijenog izraza A(x) jednaka
3size + 7.

Za size = 1, imamo 10 za rezultujucu duZinu razvijenog izraza. Ako je jednacina (3.4)
tacna (a jeste), kada razvijemo desnu stranu S(B(S(B(S(x))))) i primenimo odgovarajude
operacije treba da dobijemo izraz iste duzine kao Sto je to izraz sa leve strane (Stavise,
leva i desna strana treba da budu jednake). Ali, razmotrimo $ta se desava tokom razvoja
desne strane jednacine (3.4).

Letimican pogled na definicije S(x) i B(z) u (3.3) kazuje nam da svako S daje izraz
duzine 2size + 3, gde je size duZina njegovog argumenta, a svako B daje izraz duZine
3size + 7.

Za kompoziciju S(B(S(B(S(x))))) i za duZinu izraza x jednaku size = 1, moZe se
wzracunati da ce razvijeni izraz imati duzinu 299!

U slicnom primeru jednacine
Q=TCTCT (3.5)

mozemo izracunali da je duzina razvijene desne strane jednacine (3.5) jednaka 1999!
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Ovde su prikazani relativno "nevini” primert gde je broj kompozicija pet. Dovoljno
uporan citalac moze da se upusti u izracunavanje duzine razvijenog izraza sa 23 kompozi-
cije kakvih ima u [37]!

Iz ovih razloga preduzetemo razvoj uz dinamicku simplifikaciju. Umesto direktnog
razvoja uvek ¢emo pokusavati da primenimo svaki operator (L, R ili )) koji se dodaje
stringu kako bi dobili maksimalnu moguc¢u simplifikaciju izraza neposredno po uvecanju
njegove duzine.

Ovaj razvoj vrsimo pozivanjem funkcije expand ¢iji je prototip:
void expand(int low, int upp, char input[], char output([])

gde low i upp predstavljaju donju i gornju granicu indeksa elemenata niza koji se obrad-
juju, dok su input i output pocetni i rezultujuéi niz, respektivno (oba u postfiksnoj
formi — zapravo, to su IPE i OPE). Na ovaj nacin, glava od IPE (vidi [22]) je element
input [upp].

Elementi niza input obradjuju se s desna na levo. Kada se prepozna funkcionalni

operator vrsi se rekurzivni poziv funkcije expand:
expand(low, upp-1, input, output);

Po zavrsetku te funkcije, zavisno od operatora input [upp], vrS§imo razvijanje koristec¢i
slededi kod (ovde ¢emo prikazati kod samo za neke funkcije, jer su pravila za razvijanje
slicna kao i kod ostalih funkcija). Primetimo da se dinamicka simplifikacija vrsi pomocu
funkcija doL, doR i doAngle koje resavaju situacije kada se pojave operatori L, R i),
respektivno. Ove funkcije ¢e biti opisane kasnije.

Funkcije L i R u stvari ne zahtevaju posebno razvijanje, tako da, kada naidjemo na
L, jednostavno uradimo sledece:

strcpy (x,output) ;
calculate_grasp(x);
doL(0, strlen(x)-1, x, tmp);
strcpy (output, tmp) ;
Zapazimo da procedura calculate_grasp(z) odredjuje zahvate (vidi [22]) svih elemenata

u nizu .
Kada se javi operator R imamo sledece

strcpy (x,output) ;
calculate_grasp(x);

doR(0, strlen(x)-1, x, tmp);
strcpy (output,tmp) ;
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Funkcija [ vra¢a njen argument, pa u tom slucaju jednostavno izostavimo da upisemo

I u izlazni niz.

Nadalje ¢emo prikazati kod samo za funkcije S i B, obzirom da se odatle lako moze
zakljuciti kako se vrsi razvoj za ostale funkcije. Na osnovu definicije funkcije S u (3.3),

za njenu implementaciju koristimo slede¢i kod:

strcpy (x,output) ;

calculate grasp(x);

doR(low, strlen(x)-1, x, tmp);

strcpy (output,tmp) ;

doL(low, strlen(x)-1, x, tmp);

strcat (output,tmp) ;

calculate_grasp(output);

doAngle(low, strlen(output)-1, output, tmp);
strcpy (output,tmp) ;

Sli¢no, za B imamo:

strcpy(x,output) ;

calculate grasp(x);

doL(low, strlen(x)-1, x, tmp);

strcpy (output,tmp) ;

doR(low, strlen(x)-1, x, tmp);
calculate_grasp(tmp);

doL(low, strlen(tmp)-1, tmp, tmp);

strcat (output,tmp) ;

calculate_grasp(output);

doAngle(low, strlen(output)-1, output, tmp);
strcpy (output, tmp) ;

calculate _grasp(x);

doR(low, strlen(x)-1, x, tmp);

calculate _grasp(tmp);

doR(low, strlen(tmp)-1, tmp, tmp);

strcat (output,tmp) ;

calculate_grasp(output);

doAngle(low, strlen(output)-1, output, tmp);
strcpy (output,tmp) ;

U slucaju operatora ) obavljamo sledeé¢u obradu.
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calculate _grasp(input) ;

expand (low, upp-2-grasplupp-1], input, x);
strcpy (output,x) ;

calculate grasp(input);

expand (upp-1-grasp [upp-1], upp-1, input, tmp);
strcat (output, tmp) ;

calculate grasp(output) ;

doAngle (0, strlen(output)-1,output,tmp);
strcpy (output, tmp);

Kada je tekuéi element ulaznog niza malo slovo (tj. argument), ono se jednostavno

prepise u izlazni niz.
output [0] = input [upp];

Primetimo da je grasp celobrojni niz koji sadrzi zahvate elemenata niza input. Tako-
dje, sa postfix i result oznac¢avamo nizove koji predstavljaju odgovarajuc¢e IPE i OPE
unetog izraza, respektivno.

Pokazimo kako izgledaju funkcije doL, doR i doAngle. U stvari, doL i doR su sli¢ne,
tako da ¢emo prikazati samo doL. Ako je argument funkcije L() par (x,y), tada je izlaz

x; inace, rezultat je simbolicki izraz L(x) [22].

void doL(int low, int upp, char postfix[], char result[])

{

int i, j, k;

i = upp;

j =0

if ( postfix[i] == ’>’ )

for (k = i - graspl[il; k < i-1-graspl[i-1]; k++)
result[j++] = postfix[k]; /* Ty L —T */
else
{
for (k = low; k <= i; k++)
result[j++] = postfix[k];
result[j++] = ’L’; /* v —xL */
}
result[j] = *\0’;

}



3.2. ALGEBARSKA IZRACUNAVANJA 39

Funkcija doAngle ima zadatak da napravi par, ili, ako su uslovi Aksiome A3 zadovol-

jeni, da napravi odgovarajuu simplifikaciju.

void doAngle(int low,int upp,char postfix[],char result[])
{
int i, j, k, 1, same, lenl, len2;
i = upp;
lenl = i-graspl[i]-1;
len2

grasplil;
same = 1;
k = low;
1 = i-graspl[i];
for (j = 0; j < lenl; j++)
if (postfix[k++] != postfix[1++])

same = O;
if (postfix[i-1-graspl[i]] == ’L’ && postfix[i] == 'R’ &&
lenl == len2 && same)
{
for (j = low; j < lenl; j++)
result[j] = postfix[j];
result[j] = *\0’;
} /* kLR —"x */
else
{
for (j = 0; j <= i; j++)
result[j] = postfix[j];
result[j++] = ’>7;
result[j] = *\0’;
b /e ay =)
}
Posle razvoja sa dinamickom simplifikacijom dobijamo OPE koji sadrzi jedino oper-
atore L, R i ). Druga funkcija izvrsava posao treée faze dajuéi rezultat u uobicajenom

obliku. Ova funkcija, doit, ima prototip:

void doit(int low, int upp, char postfix[])
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gde su low i upp, respektivno, donja i gornja granica indeksa niza koji se obradjuje, a
postfix je niz u razvijenoj postfiksnoj formi (OPE) koji predstavlja izraz koji se ovom
funkcijom obradjuje.

Obrada pocinje elementom postfix[low] i ide nadalje na desno, prema algoritmu
opisanom u ranije. Da ne bismo zamarali detaljima ovog koda objasni¢emo samo jedno
pitanje koje se tice ove funkcije.

Kada operator L ili R treba da se primene na par, tada, u stvari, treba izdvojiti levi
ili desni element para, respektivno. To izdvajanje elemenata para vrsimo koris¢enjem
¢injenice da je levi element para smesten sve do prvog zareza na koji naidjemo pri broju
otvorenih i nezatvorenih ugaonih zagrada jednakom jedan. Primetimo da su svi izrazi u
magacinu ve¢ u uobicajenoj formi. Za izdvajanje desnog elementa para tragamo sa desna
za prvim zarezom pri broju otvorenih i nezatvorenih ugaonih zagrada jednakom jedan.

Verifikacija relacija grupe iz [37] je takodje implemetirana. Svih 77 jednacina smesta
se u datoteku, izostavljajuéi zagrade i argumente u stilu [37]. Program ¢ita jednu po
jednu jednacinu iz datoteke, vrsi njenu razvoj i redukciju, proizvodeci izlaz u kome se
stavlja znak == izmedju leve i desne strane jednacine ako jednacina vazi, ili znak !'= ako
jednacina ne vazi. Citava datoteka se obradjuje i proizvodi izlaz u svega par sekundi, bez

ikakvih memorijski problema.

3.2.2 Simboli¢ko izrac¢unavanje funkcija uparivanja

Osobine funkcija uparivanja iskazane su u Teoremi o funkcijama uparivanja u [4].
Teorema 3.1. Funkcije (x,y), L(2), i R(z) imaju sledeéa svojstva:

1. One su primitivno rekurzivne;

2. L((z,y)) = =, R({z,y)) = y;

3. (L(2),R(2)) = z;

4. L(2),R(z) < z;

Takodje se u [3] i [4] funkcije uparivanja i njihovi inverzi definisu na sledeé¢i nacin:

(z,y) =2"(2y + 1) — 1,
z=(z+ 1), (3.6)
y=((z+1)/2"-1)/2,
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gde je (z+ 1)1 najvedi ceo broj koji zadovoljava p;”|(z+ 1), pri ¢emu je p; prvi prost broj
(tj. 2).

U ovom odeljku ¢emo opisati primenu naseg metoda na kodiranje parova brojeva. Ako
se podsetimo definicija unarnih parfunkcija i funkcija uparivanja (aksiome 1-3 i Teorema
3.1, respektivno) vide¢emo da se jedina razlika u ponasanju funkcija L i R ogleda u tome
da u poslednjem sluc¢aju L i R ne ostaju neizracunati kada je argument ceo broj, ali da
i dalje iz argumenta koji je par izdvajaju odgovarajéi levi ili desni element, respektivno.
Dalje, u ovom slucaju operator (,) vrsi kodiranje na osnovu jednacine 3.1, umesto da
napravi par kao u prethodnoj aplikaciji.

Za ovaj slucaj dozvolicemo da izrazi sadrze i Cetiri aritmeticka operatora i operator
stepenovanja ", jer nas algoritam moze da prepozna izraze kao $to je 2°(2y + 1) — 1 kao
argumente funkcija L i R, vra¢ajuéi x i y, respektivno. Primetimo da x i y takodje mogu
biti izrazi, a ne samo promenljive. Uz to, argumenti mogu biti celi brojevi (ne samo
simboli od jednog slova), tako da radimo sa nizom stringova.

Jos uvek je veéi deo algoritma slican prethodno. Naves¢emo glavne razlike koje se
ogledaju u slede¢em kodu.

U funkeciji doL (kao i ranije dajemo kod samo za doL jer je doR sasvim slicna) kada se
prepozna ceo broj kao argument vrsi se sledeca obrada.

y = atol(content(postfix[i]));
y += 1
x = 0;
while (y % 2 == 0)
{
x += 1;
y /= 2;
}

result[0] = ltoa(x,tmp,10);
result[1].BecomeNull();

a kada se prepozna izraz oblika 2%(2y + 1) — 1 vrsi se sledece.

if (RecognizeCoding(i, postfix, left_ptr, right_ptr))
{
for (k = left-grasplleft-1] - 1; k < left; k++)
{
result[j] = postfix[k];
jtts
}

result[j] .BecomeNull();

}
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pri ¢emu funcija RecognizeCoding vraca 1 ako je Sablon pomenutog izraza prepoznat,
odnosno 0 u suprotnom. Takodje, ova funkcija ima paramtere left ptr i right ptr
koji ukazuju na indeks left simbola " i indeks right simbola x u fakotoru oblika 2 x* y,
respektivno, tako da je izdavjanje stringova x ili y sasvim jednostavno.

U funkciji doAngle imamo sledeé¢i dodatak. Kada se prepoznaju dva cela broja kao

argumenti operatora ) stavljamo:

n = atol(content(postfix[i-1]));
m = atol(content(postfix[i]));
y = power(2,n)*(2*m+1)-1;

result[0] = 1ltoa(y,tmp,10);
result[1] .BecomeNull();

praveci kod za odgovarajuci celobrojni par.

3.3 Konstrukcija algoritama za triangulaciju

poligona

Triangulacija konveksnog mnogougla je slede¢i problem. Za dati mnogougao naci broj
mogucih deoba na trouglove pomoc¢u njegovih diagonala bez preklapanja u tim deobama.
To je klasican problem resen do sada na vise nacina.

Jedno resenje iz [20] koristi bezkontekstnu gramatiku sa produkcijama:

S —aSS, S —b, (3.7)

gde su a i b terminalni, a S neterminalni simbol.

Triangulacija poligona zasniva se na slede¢im principima:

(a) Neterminal S predstavlja orijentisani topoloski segment koji se naziva potencijalnim.

(b) Niz aSS odgovara orijentisanom topoloskom trouglu sa jednom realnom stranom a

i dve potencijalne strane S i S.

(c) Smena S — aSS znaci zamenu potencijalnih segmenata S trouglom aSS koji se
sastoji od realne strane a sa definisanom orijentacijom i potencijalnim stranama S

koje su stranice poligona koji se na taj nacin dobija.

(d) Smena S — b predstavlja zamenu potencijalne strane S realnom stranom b.
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Ako primenimo n — 2 puta prvu produkciju u (3.7) (drugim re¢ima, ako napravimo reé¢
sa n — 2 simbola a u njemu) a onda primenimo odgovarajué¢i broj puta drugu produkciju
iz (3.7), dobijamo jednu triangulaciju poligona sa n strana.

U [20] je pokazano da je broj svih mogucéih triangulacija n-tougla f(n) dat rekurentnom

formulom

S = Y s@sn =it

Naravno, implementacija ovog pristupa (posebno ako zelimo da izlistamo sve trouglove
preko njihovih temena) je poseban problem.
Inspirisani gore opisanim metodom, zameni¢emo prvo pravilo gramatike u (3.7) i ko-

ristiti sledeca pravila za generisanje aritmetickog izraza u inverznoj poljskoj notaciji.

S — SS+ (3.8)
S — b (3.9)

Najpre ¢emo istrazivati 1-1 i na preslikavanje F, : P, +— T,, podskupa izraza, gener-
isanih uzastopnom primenom pravila (3.8) n — 2 puta i pravila (3.9) n — 1 puta, na
skup triangulacija n-tougla, a zatim konstruisati jednostavni algoritam za triangulaciju
poligona koji radi jedino sa celim brojevima, koristec¢i osobine inverzne poljske notacije i
rezultate iz druge glave.

3.3.1 Aritmeticki izrazi i triangulacije

Posto produkcija S — aSS predstavlja konstrukciju trougla aSS sa realnom orijenti-
sanom stranom a i dve potencijalne trane S, moze se smatrati da produkcija S — SS+
predstavlja konstrukciju trougla dobijenog zamenom realne strane a trougla aS.S realnom
stranom +, zadrzavajuéi orijentaciju. Na ovaj nacin zamenjujemo terminal a znakom +
koji se moze smatrati aritmetickim operatorom sa dva S kao operandima.

Koristec¢i ovu korespondenciju, za svako n > 3 mozemo posmatrati F), : R, — T, ¢iji
domen je skup izraza dobijenih uzastopnom primenom pravila (3.8) n — 2 puta i pravila
(3.9) n — 1 puta, a kodomen skup triangulacija n-tougla. Ali, nije tesko pokazati da skup
R, sadrzi viSetstruke elemente. U sledecoj Lemi dac¢emo jedinstvenu karakterizaciju za

svaki element iz R,,.
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Korsite¢i poznatu notaciju iz [36], sa V" ¢emo oznaciti sve stringove duzine n nad
skupom V', a sa V* oznaci¢emo skup zatorenja {¢} UV UV2U---, gde je € prazna rec.
Takodje, sa {b,+}; , oznacavamo podksup skupa zatvorenja {b,+}* koji se sastoji od p

pojavljivanja znaka b i ¢ pojavljivanja znaka +. Lako se vidi da je {b,+}5, = {e}.

Lema 3.1. Proizvoljni element r, iz skupa R, koji odgovara jednoj triangulaciji n-tougla

jednoznacno je odredjen sledeéim uslovima:

(C1) Element je oblika
rn, = bba+, « € {b, +};’;_37n_3,

(C2) Svaki pocetni deo izraza r, (podstring uzastopnih znakova koji pocinje prvim zna-

kom) mora da bude oblika
b, +},, P>q, p=1,....n—1,¢=1,...,n—2.

Dokaz. Pokazacemo ovo tvrdjenje indukcijom po n. Za n = 3 tvrdjenje je ocigledno
tacno, jer izraz bb+ odgovara trouglu i zadovoljava uslove (C'1) i (C2). Pretpostavimo da
je iskaz tacan za svako n < k i pokazimo da vazi i za n = k + 1. Proizvoljna triangulacija
(k + 1)-tougla dobija se zamenom odgovarajuce strane u triangulaciji k-tougla novim
trouglom. To zna¢i da moramo najpre da primenimo pravilo (3.8) jos jednom kao i

pravilo (3.9) posle toga. Razmotrimo izraz

bb +

* * (3.10)
bbabH, o € {b, +}pa,qa7 RS {b, +}p@,Q5’ Pot pﬁzn—ll, QOFHIQZTL—?)

koji zadovoljava uslov (C2) i koji odgovara proizvoljnoj triangulaciji k-tougla. Svaki od

ovih izraza zadovoljava uslov (C'1). Tada jedan od izraza

bbb+ +
bb+b+
bbb + ab3 +
bb + bab + (3.11)
bbabb+ [+,
a €{b, 4}, 0 BELL A}, 00
Patpg=n—4, Gat+qs=n—3
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odredjuje odgovarajucu triangulaciju (k 4+ 1)-tougla, redom. Svaki od izraza iz (3.10) je
jedinstven, tako da je svaki od izraza iz (3.11) jedinstveno odredjen. Posto su sledece

transformacije valjane

bbb++ = bby+, v =b+ € {b+}],

bbo+bt = bbo+, 6= +be {b,+}1,

{bbabb+5+, a€{b,+}, ... BELL 4}, 40 PatPs=n—4, qu+gs=n—3}
={0byt, vE{b,+}; 2, o}

zakljucujemo da ovi izrazi takodje zadovoljavaju uslov (C'1). Koristeéi iste transformacije

i induktivnu hipotezu moze se lako pokazati da ovaj izraz zadovoljava i uslov (C2). =

Sa P, ¢emo oznaciti skup izraza generisan gramatickim pravilima (3.8) i (3.9) koji
zadovoljavju uslove (C1) i (C2).

Posledica 3.1. Zahvat glave izraza koji odgovara jednoj triangulaciji n-tougla jednak je
2n—4. Glava zahvata n—1 znak b i n—3 znakova +, a pocetni deo zahvacenih elemenata
je oblika

bo{b,+}y, P>q,p=1,....n=3,q=1,...,n—3.

Dokaz. Iz Leme 3.1 sledi da je duzina izraza iz P, koji odgovara proizvoljnoj triangulaciji
n-tougla jednaka 2n — 3, da ima oblik bb{b,+}, 5, 3, 1 da je svaki njegov pocetni deo
oblika bb{b,+}» ,p>q,p=1,...,n=3,¢=1,...,n—3. Tada je, uz definicije 1.11i 1.3,

dokaz ocigledan. [ |

Lema 3.2. Preslikavange F,, : P, — T,, je dobro defininsano, 1-1 i na za svako n > 3.

Dokaz. Najpre ¢emo dokazati indukcijom da je preslikavanje F;,, n > 3, dobro definisano.
Za n = 3, jedinstveni izraz bb+, dobijen jednom primenom pravila (3.8) i dve primene
pravila (3.9), odgovara jednistvenoj i trivijalnoj triangulaciji trougla.

Pretpostavimo da tvrdjenje vazi zan =k, k > 3.

Za slucaj n = k + 1 razmotrimo proizvoljni izraz (3.11) generisan pravilom (3.8)
primenjenim k& — 1 puta i pravilom (3.9) primenjenim & puta. U izrazu koji razmatramo

¢emo zameniti pojavljivanje podniza bb+ sa b (koristeéi obrnut smer pravila (3.9) and
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(3.8)), i na taj nacin dobiti izraz oblika (3.10) generisan primenom pravila (3.8) k — 2
puta i pravila (3.9) £ — 1 puta. Prema induktivnoj hipotezi on odgovara jedinstvenoj
triangulaciji k-tougla. Ali, vracanjem bb+ na prethodno mesto, dobijamo pocetni izraz
(3.11) dodajuéi dodatni trougao na stranicu k-tougla koja odgovara transformisanom b.
Na ovaj na¢in dobijamo jedinstvenu triangulaciju (k + 1)-tougla.

Na slican na¢in mozemo, indukcijom, da pokazemo da je preslikavanje F;, 1-1.

Da bismo pokazali da je preslikavannje Fj, na, konstruisa¢emo efektivnu proceduru
za dobijanje izraza iz P, na osnovu date triangulacije. Pretpostavimo da je data jedna
triangulacija sa orijentisanim stranicama i dijagonalama. Svakoj dijagonali i stranici AB
dodelimo znak + a ostalim stranicama znak b. Posmatrajmo dve stranice koje definisu
trougao nad stranicom AB. Oznac¢imo oznaku dolazne stranice sa L a odlazne stranice
sa R. U opstem slucaju trazeni izraz ima oblik L + R. Ako je L ili R jednako znaku +,
treba ga okruziti zagradama i rekurzivno primeniti algoritam na odgovarajucu stranicu.
Kada zavrsimo rekurziju transformisa¢emo dobijeni izraz u inverznu poljsku notaciju koja

je ocigledno element skupa P,. [ ]

3.3.2 Konstrukcija algoritma

Defincija 3.1. Pod nekomutativnom sumom dva cela broja a i b, u oznaci a ® b, po-

drazumevacemo uobicajenu sumu a + b, ali ne 1 b+ a.

Defincija 3.2. Pod visenivovskom dekompozicijom nekog parnog celog broja n podrazu-
mevacemo njegovu prezentaciju u obliku nekomutativne sume neparnih sabiraka ne vecih

od 3, napravljenu koriséenjem sledecih pravila:

(1) Izrazi paran broj n u obliku nekomutativne sume dva neparna broja.

(2) U svakoj sumi nastavi sa dekompozicijom onih sabiraka veéih od 3, ali umanjujuci
svaki od njih za 1 pre dalje dekompozicije. Sabirak a koji se umanjuje pre dalje
dekompozicije bice oznacen u visenivovskoj dekompoziciji sa ay. Vrednost ovog
1zraza je a + 1.

Teorema 3.2. Postoji bijekcija skupa T, razlicitih triangulaciaj datog n-tougla na skup

M, razlicitih visenivovski dekompozicija broja 2n — 4.
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Dokaz. Pokaza¢emo postojanje bijekcije medju skupovima P, i M,,. Posmatrajmo izraz
a+, a € {b,+}* iz P, koji odgovara proizvoljnoj triangulaciji n-tougla. Prema Posledici
2.1 zahvat njegove glave + je 2n — 4. Ovo je paran broj, tako da duzine njegovih argu-
menata arg; i args moraju biti obe parne ili obe neparne. Ali, one ne mogu biti parni
brojevi, jer je najmanja duzina nekog argumenta uvek jednaka 1 (za argument S, tj. b
posle transformacije S — b), a svaki duzi argument se dobija primenom pravila (3.8) koje
uvecava duzinu izraza za dva.

Posmatrajmo glave op; i opy argumenata arg; i args. Za slucaj da je GR(op;) = 1 ili
GR(op1) =31 GR(ops) > 3, zahvat glave se moze izraziti kao

2n —4 = GR(op1) ® (1 + GR(op2)) = GR(op1) & (GR(0p2))+.
Ovo daje visenivovske dekompozicije
2n—4=1®2n—6); i2n—4=3® (2n — 8)4,

respektivno.
Slicno, za GR(op1) > 31 GR(opy) = 1 ili GR(ops) = 3, imamo

2n —4 = (1+ GR(op1)) ® GR(op2) = (GR(0op1))+ & GR(ops).
Respektivno, mozemo napisati
2n—4=02n—-6).®1i2n—4=(2n—8); ® 3.

U slucaju GR(op1) = k1 1 GR(opg) = ka, ki, ko € {5,7,...}, k1 + ko = 2n — 4 — 2,
koristimo

2n —4 = (GR(op1))+ ® (GR(0p2))+ = (k1)+ ® (k2)+

i primenjujemo dalju dekompoziciju na ki i ks.

Najzad, jasno je da sa dekopozicijom treba nastaviti sve dok se ne dobiju argumenti
ne veéi od 3, jer oni odgovaraju jednom trouglu (bb+).

Obrnuto, kada imamo visenivovsku dekompoziciju broja 2n — 4, trivijalno je dobiti
izraz iz skupa P,, koji odgovara triangulaciji n-tougla.

Dokaz se moze kopletirati koris¢enjem Leme 2.2. |

Primer 3.4. Za slucaj triangulacije petougla, broj 2n — 4 = 6 moZe se izraziti kao neko-

mutativna suma dva neparna cela broja na tri razli¢ita nacina:

1®&5=6 3®3=6 5®1=6
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U prvoj i trecoj sumi postoje sabirci veci od 3. Njih treba dalje dekomponovati smanjujuci

njihove vrednosti za 1. Sve moguce dekompozicije su:
l1d(1®3); =6 3G3=6 (1®3),d1=6

1o(B®1), =6 Bol),®1=56

Sledecom tabelom iliustruvaémo korespodenciju izmedju skupa My visenivovskih dekom-

pozicija broja 2 x5 — 4 = 6 i izvodjenja odgovarajuéih izraza iz Ps.

Tabela 3.1.
Visenivovska dekompozicija Izvodjenje odgovarajuéq izraza iz Ps
1 (1®3): =6 S— S — SSS++ — SSSS+++ — bbbb+++
leBal): = S—SH — SSS++ — SSS+ S++ — bbb+ b++
3&3=6 S—S5H — SSS++ — SS+ 55++ — bb+ bb++
Bel),®1=6 S — S5 — S5+ 5+ — SS+ S+ S+ — bb+ b+ b+
(1¢3),®1=6 S — SS+ — S5+ S+ — SSS++5+ — bbb++b+

Koristec¢i Teoremu 3.2 mozemo da konstruiSemo algoritam za triangulaciju n-tougla.
Ovaj algoritam kao ulaz zahteva jedino broj temena mnogougla i, rade¢i samo sa celim

brojevima, daje sve moguce triangulacije kao i liste odgovarajué¢ih trouglova.

Algoritam 3.1

Pocnimo od trougla oznacavajuéi i zapisujué¢i njegova temena kao A = 1, B = 2 i
C' = 3 (pamtedi orijentaciju trougla). Ovaj trougao odgovara izrazu S — SS+. Pravimo
dekompoziciju na prvom nivou (tj. razlazemo broj 2n — 4 na dva neparna sabirka). Za
svaki sabirak veéi od 3 treba nastaviti sa njegovom dekompozicijom (u stvari, razlazemo
vrednost koja je za jedan manja). Tokom dekompozicije temena tekuéeg trougla A, B i
C menjaju svoje vrednosti.

Ali, ako, na svakom nivou, dekomponujemo desni sabirak, tada to odgovara daljoj
transformaciji desnog S iz SS+ ili daljoj transformaciji stranice (B, ). U ovom slucaju,
teme A postaje bivse teme B, teme B postaje bivse teme C', a uvodi se novo teme C' sa
vrednoscéu koja je za jedan veca od minimalne medju bivsim temenima B i C'. Dalje, svako
temena treba da se uveca za 1.

Ako dekomponujemo levi sabirak, tada to odgovara daljoj transformaciji levog S iz

5SS+ ili daljoj transformaciji stranice (C, A). U ovom sluc¢aju teme A postaje bivse teme
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C, teme B postaje bivse teme A, a uvodi se novo teme C na isti na¢in kao i u prethodnom
slucaju. Ali, ako neko od temena C' ili A ima vrednost 1, uvodimo novo teme C' sa
vrednoséu koja je za 1 vec¢a od vrednosti maksimalne vrednosti medju vrednostima bivsih
temena A i C.

Za sabirke sa vrednoséu 1 dalja dekompozicija nije moguca. Takodje, kada dobijemo
sabirak sa vredno§¢u 3, pravimo trougao na opisani nacin prekidajué¢i dalju dekompoziciju.

Pratec¢i sve moguce "tokove” dekopozicije dobijamo sve triangulacije i liste trouglova.

Primer 3.5. U slucaju petougla pocinjemo sa dekompozicijom vrednosti 2n — 4 = 6 kao
sto smo videli v Primeru 3.1. Na slikama 3.1 - 3.3 predstavljen je proces uspostavljanja

trouglova 1 odgovarajuci delovi izraza iz Ps za "tok” dekompozicije 6 = 105 = 1 (1D3),.

=3 1,2,3 S5+
—
A=1 EBE=12
Sl. 3.1
E=¢ 1,2, 4 S
2,4, 3

Sl. 3.2.
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C=minidfH+1=4 SEEET+H

L I N
L) bn b

L o
. 3
, 4

]
]
]

Sl. 3.3.

Za tok6=105=1® (3® 1)y, ovaj proces pocinje na isti nacin kao i prethodni, ali

umesto situacije sa slike 3.3 imamo onu sa slike 3.4.

Sl. 3.4.

Za tok 6 = 3 & 3 treba posmatrati slike 3.1 1+ 3.2 a onda sliku 3.5. U ovom slucaju
nema dekompozicije na sledecem nivou jer su oba sabirka jednaka 3. Jedino treba napraviti

odgovarajuce trouglove.

C=marldy+1=>5 AT+
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Za tok 6 = 5@ 1 = (1 3)y & 1 treba posmatrati slike 3.1, 3.6 © 3.7, a za tok
6=5®1=(3®1), ®1 slike 3.1, 3.7 3.6.

A=3 1,2,3 S5+5+
C=marl, 3 +1=4 314
o>

I"\.

\_‘l

x\\\

A=1 2
Sl. 3.6.

3 1,2,3  S85++&
B=4 1,4,3
1,4,5
C= mar(l, ) +1=5 =
A=1 2
Sl. 3.7.
C=min3H +1=4 1,2, 3 SEHS S
. 1,5, 3
- 5 3,4
P, “"h‘_ BE=73
g
A=35
1 2

Sl. 3.8.

Izlistant trouglovi se lako mogu sortirati prema oznakama temena a oznake se lako
transformisu u velika slova (A, B, C, ...) i na taj nacin dobijaju liste trouglova na

klasican matematicks nacin.
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Na zalost, nije lako implementirati Algoritam 3.1. Zbog toga smo prinudjeni na nesto
drugaciji pristup. Naime, najpre treba generisati sve postfiks izraze koji odgovaraju po-
jedinim triangulacijama, a onda odrediti po jednu triangulaciju za svaki od tih izraza.

Svi izrazi skupa P, se mogu generisati koristec¢i rezultat Leme 3.1. i backtracking metod.

Pocinjemo od najveceg dopustenog izraza u leksikofrafskom smislu. To je izraz
(S)n71(+)n72.

U svakom slede¢em koraku nalazimo prvi dozvoljeni izraz manji u leksikografskom smislu
u odnosu na prethodno pronadjeni izraz. Na taj na¢in mozemo da pronadjemo sve dozvol-
jene izraze iz P,.

Slededi algoritam koristi prethodno generisanje izraza iz skupa P,.

Algoritam 3.2.

Ovaj algoritam koristi slicnu ideju kao i Algoritam 3.1. Jedan pojedinacni izraz odgo-
vara jednom toku dekompozicije, a time i jednoj pojedinacnoj triangulaciji. Koristimo
zahvat operatora da “rekonstruiSemo” visenivovsku dekompoziciju. Svaki zahvat veéi
od dva ukazuje na slozeni argument, tj. dalju dekopoziciju odgovarajuceg celog broja.
Potrebno nam je da znamo, kao sto je to slucaj i kod Algoritma 3.1, koji od argumenata
treba dekomponovati (levi ili desni ili oba). Na osnovu toga generisatemo trouglove kao
1 ranije.

Za svaki od izraza iz P, moramo da izracunamo zahvate njegovih elemenata. Da bi
ubrzali nas algoritam izracunavac¢emo zahvat nerekurzivno. To je olakSsano ¢injenicom
da imamo samo jednu vrstu operatora. U [22] (kao i u drugoj glavi) dat je algoritam
za rekurzivno izracunavanje zahvata. U ovom sluc¢aju zahvat se moze izracunati pomocu

sledec¢eg koda:

void calculate grasp(exp& array)
{
int i = 0, k;
for (k = 0; k < 50; k++) grasplk] = 0;
while ( arrayl[i] )
{
if ( arrayl[i] == ’+’ )
graspl[i] = graspli-1]+graspli-graspl[i-1]-2]+2;
it++;
}s
}
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Primetimo da je exp tip polja koje sadrzi odgovarajuce izraze i predstavlja niz znakova.

U sledecoj tabeli prikazano je ponaSanje ovog algoritma.

Tabela 3.2.
n | broj razlicitih triangulacija | Vreme obrade [s]
13 58786 2
14 208012 11
15 742900 48
16 2674440 195
17 9694845 790
18 35357670 3197

Iz Tabele 3.2 mozemo zakljuciti da Algoritam 3.2 pokazuje slozenost linearno zavisnu

od n. Ovo zapazanje je formalno izrazeno u sledecoj teoremi.

Teorema 3.3. Broj rekurzija potrebnih da se generise pojedinacna triangulacija nekog

n-tougla jednak je n — 2.

Dokaz. Na osnovu Posledice 3.1. imamo da je zahvat glave odgovarajuceg izraza iz P,
jednak 2n —4. Drugim re¢ima, ho¢emo da dokazemo da nam je potrebno dvostruko manje
rekurzija. Za n = 3 zahvat glave odgovarajuéeg izraza je dva i potreban nam je samo
jedan poziv funkcije da bi generisali jedinstvenu triangulaciju trougla. Neka induktivna
pretpostavka vazi za svaki mnogougao sa k < n temena i posmatrajmo neki n-tougao. Ako
su [y i Iy duzine argumenata za glavu odgovarajuéeg izraza, onda je [y + I = 2n — 4. Da
bi se izvrsile sve potrebne rekurzije za ove argumente (a oni odgovaraju mnogouglovima
sa manje od n temena) potrebno je (I; —1)/2 = gr1/2 i (lo — 1)/2 = gry/2 rekurzivnih
poziva respektivno, gde su gr; i gro odgovarajuci zahvati. Osim toga, potreban je jos

jedan poziv da bi se ta dva argumenta obradila. To ukupno daje

2 L+ 2n —4
@+@+1:grl+gr2+ S

— —n_9
2 T 2 2 2 "

rekurzivnih poziva za kompletiranje jedne triangulacije koja odgovara datom n-touglu. m
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Glava 4

Generalisani inverzi polinomijalnih

matrica 1 interpolacija

Ako je A nesingularna matrica, postoji jedinstvena inverzna matrica A~!, tako da je
AA™L = A7'A = I. U tom slucaju sistem linearnih jedna¢ina Az = y ima jedinstveno
resenje x = A~'y. Medutim, ako je A singularna ili pravougaona, A~! ne postoji, ali to
ne znaéi da reSenje sistema ne postoji. Cak i kod sistema koji nisu konzistentni, moze se
posmatrati priblizno resenje dobijeno metodom najmanjih kvadrata.

Ove probleme, kao i mnoge druge u numerickoj algebri, optimizaciji i sistemima up-
ravljanja, teoriji igara i elektri¢nih kola, programiranju, statistici, ekonomiji i drugim
oblastima, moguce je resiti uvodenjem generalisanih inverza matrice ili linearnog opera-

tora.

4.1 Osnovne definicije i teoreme

Neka je C skup kompleksnih brojeva, C™*™ skup kompleksnih matrica dimenzija m X
niCrm={X e C™" : rank(X)=r}. Kao sto je uobic¢ajeno, C[s] (respektivno
C(s)) oznacava polinome (respektivno racionalne izraze) sa kompleksnim koeficijentima
sa nepoznatom s. Matrice dimenzija m x n sa elementima u Cls]| (respektivno C(s))

mxn(respektivno C(s)™*™). Sa I, ozna¢avamano jediniénu matricu

oznacene su sa Cls]
reda r, a sa O odgovarajuéu nula matricu.

Najpoznatiji uopsteni inverzi su Mur-Penrouzov (Moore-Penrose)i Drazinov.

Poznat je veéi broj ekvivalentnih definicija Mur-Penorouzovog inverza. R. Penrouz

(Penrose) je 1955. godine dokazao sledec¢u teoremu [27]:

25
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Teorema 4.1. (Penrouz) Za datu matricu A € C™" postoji jedinstvena matrica X €

C™™ koja ispunjava jednacine

(1) AXA=A (2) XAX =X
(3) (AX)" = AX (4) (XA =XA

Penrouz je matricu X oznacio sa AT i nazvao je generalisani inverz matrice A. On
postoji za singularne i pravougaone matrice, a u sluéaju regularne matrice je A" = A=1.

Za matricu AT koristi se naziv Mur-Penrouzov inverz matrice A.

Teorema 4.2. (Mur) Za datu matricu A € C™" postoji jedinstvena matrica X € C**™

tako da za pogodno izabrane matrice Y 1 Z vazi:
AXA = A, X =YA = A7

Osim toga je
XAX = X, (AX)" = AX, (XA = XA.

Defincija 4.1. [27] (Penrouzova definicija). Za A € C™ ™ generalisani inverz je jedin-

stvena matrica AT € C™™ koja ispunjava jednacine (1), (2), (3) i (4).
Ako je A kvadratna matrica takode posmatramo sledeé¢e jednacine:
(5) AX =XA, (1) A X = Ak

Defincija 4.2. Za matricu X = AP kaze se da je Drazinov inverz od A ako su jednacine

(1%) (za neki pozitivni ceo broj k), (2) i (5) ispunjene.

U [5] dat je algoritam za izracunavanje Mur-Penrouzovog inverza konstantnih kom-
pleksnih matrica A(s) = Ay € C™*" pomocu Leverije-Fadejevog (Leverrier-Faddeev)
algoritma (takodje poznatog i kao Surio-Fram (Souriau-Frame) algoritam). Modifikacija
Leverije-Fadejevog algoritma za izracunavanje Drazinovog inverza data je u [7]. Hartvig
(Hartwig) u [10] nastavlja proucavanje ovog algoritma.

U [16] je opisana implementacija algoritma za izrac¢unavanje Mur-Penrouzovog inverza
singularnih racionalnih matrica u jeziku za simbolicka izracunavanja MAPLE. U [17] i
[19] koristi se reprezentacija i dva algoritma za izra¢unavanje Mur-Penrouzovog inverza
neregularnih polinomijalnih matrica proizvoljnog reda. Odgovarajuéi algoritam za ma-
tricu polinoma dve promenljive moze se na¢i u [18].

Algoritam za izracunavanje Drazinovog inverza racionalnih matrica predlozen je u

[31, 32], dok se algoritam za izra¢unavanje Drazinovog inverza polinomialnih matrica dat
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u [15, 33]. Osim ovoga, u literaturi postoji veliki broj primena generalisanih inverza
polinomijalnih matrica [16], [17, 18, 19].

Poznato je da je Leverije-Fadejev algoritam slabo uslovljen. Ova ¢injenica predstavlja
motivaciju za koris¢enje jezika za simbolicko programiranje kao $to je MATHEMATICA u
[32] i [33].

Simbolicka izracunavanja ne pate od gresaka odsecanja i zaokruzivanja. Sta vise, al-
goritmi koji se odnose na polinomijalne ili racionalne matrice primenljivi su na znatno
siru klasu problema nego sto je to slucaj sa algoritmima koji rade se konstantnim ma-
tricama. Takodje se ovi algoritmi mogu koristiti za konstrukciju test matrica kao i za
verifikaciju nekih hipoteza. Najzad, ovi algoritmi se mogu direktno proveriti na test ma-
tricama. Medjutim, poznato je da simbolicke implemetacije imaju odredjene nedostatke
koji se ogledaju u znatnoj potrosnji vremena i memorijskog prostora. 1z tih razloga, u [15]
i [33] predlazu se numericki algoritmi za izracunavanje Drazinovog inverza polinomijalnih
matrica.

Motivacija za izradu algoritma koji sledi je slede¢a. Do sada su u literaturi poznate
razlicite modifikacije Leverije-Fadejevog algoritma za izracunavanje Mur-Penrouzovog in-
verza koje se mogu primeniti na kompleksne matrice [5], tj. racionalne ili polinomi-
jalne matrice [16, 17, 18, 19, 34]. Poznate su i slicne modifikacije ovog algoritma za
izracunavanje Drazinovog pseudoinverza, primenljive na kompleksne matrice [7], odnosno
racionalne ili polinomijalne matrice [15, 31, 32, 33|. Takodje se u [29] koristi Lagranzova
(Lagrange) interpolacija za izracunavanje obi¢nih matri¢nih inverza. Mi smo kombinovali
ova dva metoda i primenili ih na izracunavanje Drazinovog ili Mur-Penrouzovog inverza
monomijalnih matrica.

U narednom odeljku prikaza¢emo algoritam za simbolicko izracunavanje Mur-Pen-
rouzovog i Drazinovog inverza date monomijalne matrice koji se zasniva na Lagranzovoj
interpolacii preradjenoj za slucaj matri¢nih polinoma i Leverije-Fadejevom algoritmu.
Implementacija je uradjena uprogramskom jeziku C++. Implementacija u jeziku MA-
THEMATICA je jednostavnija zbog mnogih alata za simbolicko izracunavanje koji postoje
u tom jeziku. Odgovaraju¢e programe u MATHEMATICI smo koristili radi poredjenja.
Kao sto ¢emo videti, implemetacija u jeziku C+4++ je mnogo brza.

U sledec¢im odeljcima dali smo nekoliko ilustrativnih primera kao i odgovarajuca pore-

djenja.
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4.2 Algoritam i implementacija

Osnovna ideja sastoji se u simbolickom izracunavanju Mur-Penrouzovog i Drazinovog
inverza polinomijalnih matrica koristec¢i interpolaciju.

Izracunava¢emo Mur-Penrouzov i Drazinov inverze za nekoliko specifi¢nih realnih vred-
nosti promenljive s, a potom ¢emo naé¢i matriéni interpolacioni polinom koji ¢e nam dati
odgovarajuci generalisani inverz polinomijalne matrice.

Poredili smo rezultate dobijene ovom metodom sa onim koji se dobijaju implementaci-
jom simbolickog odredjivanja generalisanih inverza na osnovu Leverije-Fadejevog algo-
ritma u jeziku MATHEMATICA.

Algoritam 4.1.
Korak 1. Izaberi n vrednosti sy, ..., s, promenljive s.

Korak 2. Odredi vrednosti u matrici A(s) obzirom na izabrane vrednosti s1, ..., s,, pri

¢emu se dobijaju realne matrice A(s1), ..., A(sy).

Korak 3. Izracunaj “interpolacione tacke”
Ak = Ag<8k), k= O, 1, ey,

gde A9(sy) oznacava Af(sy) ili AP (sp).

Korak 4. Konstruisi matri¢ni interpolacioni polinom oblika

F(s) = ZAklk<S)7 l(s) = H
k=1

Razmotrimo neke detalje implementacije gore navedenih koraka.

Izracunavanje vrednosti A(sy),...,A(s,) zasnovano je na inverznoj poljskoj notaciji
elemenata matrice A(s). Podsetimo se da su elementi matrice polinomi. Posle konverzije
tih polinoma u postfiksni oblilk u stanju smo da nadjemo njihove vrednosti u tackama
S1,...,8p, Koriste¢i dva magacina: jedan je magacin stringova a drugi je magacin nu-
merickih vrednosti.

U Koraku 3, koriste¢i Leverije-Fadejev algoritam, izracunavamo “interpolacione ta-
cke”, tj. realne matrice Ay.

Najzad, u Koraku /4, koristimo algoritam za polinomijalnu interpolaciju (na primer,
iz [28]), koji je modifikovan za slu¢aj matri¢nih polinoma. Tako dobijamo matrice Cy €

R"*™ za koje vazi

n n—1
k=1 k=0
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Dobijene matrice C} sadrze koeficijente polinoma koji su elementi trazenog inverza. Iza

toga se inverzna matrica moze lako izraziti u polinomijalnom obliku.

4.3 Primeri

Primer 4.1. Razmotrimo matricu iz 38|

a+1 a+2 a+2 a+3 a—i—4-
a+2 a+2 a+3 a+4 a+5
a+2 a+3 a+4 a+5 a+6
Hs(s)=|a+3 a+4 a+5 a+5 a+6
a+4 a+5 a+6 a+6 a+7

a a+1 a+1 a+2 a+3
a—1 a—1 a—1 a+1 a+2

Koristeéi vrednosti s; = 1,4 = 1,2, dobijamo sledeci niz matrica koji predstavljaju
koeficijente polinoma u Mur-Penrouzovom inverzu Hg(s). Primetimo da =~ 0 znaci da je

odgovarajuéa vrednost priblizna nuli (reda velicine 10~ ili manjeg):

0.333333  0.666667 —1 —0.333333 0.666667 —0.666667 0.333333
1.33333 —0.833333 ~ 0 —0.833333 0.666667 —0.166667 —0.166667
—1.83333 0.333333 ~0 1.83333 —1.16667  1.16667 —0.333333 |,
1.33333 —0.833333 3  —2.83333 0.666667 —2.16667 —0.166667
| —0.666667 0.666667 —2  1.66667 —0.333333  1.33333 0.333333

~0 =0 =0 =0 =0 =0 0
~0 ~0 ~0 =0 =0 = ~ 0
~0 ~0 ~0 ~0 =0 =~0 =0
05 ~0 =0 —-05 05 —-05 =0
| 05 ~0 0 0.5 —-05 05 =0

U [38] tacne vrednosti pseudoinverzne matrice su:

4 8§ —12  —4 8 -8 4
. 16 —10 0 ~10 8 -2 =2
Hi(s)=—=| —22 40 22 —14 14 —4

6a+16 —10 36 —6a—34 6a+8 —6a—26 —2
| 6a—8 8 24 6a+20 —6a—4 6a+16 4
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Ako smatramo ekstremno male vrednosti (reda 1071* i manjeg) nulama, moZe se za-

kljuciti da je rezultat tacan (u okviru izvesne greske zaokruZivanja).
Primer 4.2. Posmatrajmo jos jednu matricu iz [38]

s+4 s+3 s+2 s+1
s+3 s+3 s+2 s+1
s+2 s+2 s+1 s

s+1 s+1 S s—1

F4(S) =

Za vrednosti s; = i,1 = 1,2, dobijamo sledeci niz matrica koje su koeficijenti polinoma

u Mur-Penrouzovom inverzu F)(s):

1 —0.833333 —0.333333 0.166667
—0.833333 0.777778  0.444444  0.111111
—0.333333  0.444444  0.111111 —0.222222
0.166667  0.111111 —0.222222 —0.555556

Y

~0 ~0 =0 =0
~0 —0.25 =0 0.25
~0 ~0 =0 0
~0 020 =0 —-0.25

Tacna pseudoinverzna matrica je ([38]):

a+1 a a a a a a+1
a a—1 a a a a a
a a a+1 a a a a
Sz(a) = a a a a—1 a a a
a a a a+1 a a
a a a a a a—1 a
a+1 a a a a a a+1
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Za s; = 1,1 = 1,2, dobijamo sledeci niz matrica koje su koeficijenti polinoma u Mur-

Penrouzovom inverzu S3(a):

(025 0 0 0 0 0 0.25]
0 -10 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0O 0 0 -10 0 0 [,
0O 0 0 0 1 0 0
0O 0 0 0 0 -1 0
(025 0 0 0 0 0 0.25 |

[ 025 05 —05 05 —05 0.5 —0.25 |
05 -1 1 -1 1 -1 05
05 1 -1 1 -1 1 -05
05 -1 1 -1 1 —1 05
05 1 -1 1 -1 1 -05
05 -1 1 -1 1 —1 05
025 05 —05 05 —05 0.5 —0.25

U [38] tacna pseudoinverzna matrica je:

[ —a+1 2a —2a 2a —2a 2a —a+1 ]
2a —4a — 4 4a —4a 4a —4a 2a
—2a 4a —4a+4 4a —4a 4a —2a
S;(a) = i 2a —4a —4a  —4da—4 4a —4a 2a
—2a 4a —4a 4a —4a +4 4a —2a
2a —4a —4a 4a —4a —4a —4 2a
| —a+1 2a —2a 2a —2a 2a —a+1 |

Primer 4.4. Najzad, za matricu Ay ranga dva i dimenzija 7 X 6 iz [38]

-a+10 a+9 a+8 a+7 a+6 a+5-
a+9 a+8 a+7 a+6 a+5 a+4
a+8 a+7 a+6 a+5 a+4 a+3

As=1| a+7 a+6 a+5 a+4 a+3 a+2

a+6 a+5 a+4 a+3 a+2 a+1

a+5 a+4 a+3 a+2 a+1 a

a+4 a+3 a+2 a+1 a a-—1
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dobijamo

[ —0.0306122 —0.0136054 0.00340136  0.0204082 0.037415 0.0544218 0.0714286
—0.0112245 —0.00340136 0.00442177  0.0122449 0.020068 0.0278912 0.0357143
0.00816327  0.00680272  0.00544218  0.00408163  0.00272109 0.00136054 ~ 0

0.027551 0.0170068  0.00646259 —0.00408163 —0.0146259 —0.0251701 —0.0357143 |’
0.0469388 0.0272109  0.00748299 —0.0122449 —0.0319728 —0.0517007 —0.0714286
0.0663265 0.037415 0.0085034  —0.0204082 —0.0493197 —0.0782313 —0.107143 |

[ —0.0153061  —0.0102041 —0.00510204 ~0 0.00510204 0.0102041 0.0153061
—0.00918367 —0.00612245 —0.00306122 ~0 0.00306122  0.00612245  0.00918367
—0.00306122 —0.00204082 —0.00102041 =~ 0 0.00102041 0.00204082  0.00306122

0.00306122 0.00204082 0.00102041 ~0 —0.00102041 —0.00204082 —0.00306122
0.00918367  0.00612245 0.00306122 ~0 —0.00306122 —0.00612245 —0.00918367
0.0153061 0.0102041 0.00510204 ~0 -0.00510204 —0.0102041  —0.0153061 |

U [38] tac¢na pseudoinverzna matrica je:

n 1
2= 5aan <
20580

—315a — 630 —210a —280 —105a+ 70 420 105a + 770 210a 4 1120 315a + 1470
—189a — 231 —126a — 70 —63a+91 252 63a + 413 126a + 574 189a + 735
—63a — 168  —42a+ 140 —2la+112 &84 21a + 56 42a + 28 63a
63a + 567 42a + 350 2la+133 -84 —21a — 301 —42a — 518 —63a — 735
189a + 966 126a + 560 63a + 154 —252 —63a — 658 —126a — 1064 —189a — 1470
315a 4+ 1365  210a + 770  105a+ 175 —420 —105a — 1015 —210a — 1610 —315a — 2205 |

4.4 Poredjenja

Programski paket MATHEMATICA ima moguénost izracunavanja generalisanih inverza.
U sledecoj tabeli prikazano je ponasanje naseg algoritma u odnosu na funkciju iz jezika
MATHEMATICA na osnovu vremena izvrsenja (u sekundama) prilikom izrac¢unavanja in-
verza matrice S,,.



4.4. POREDJENJA

Tabela 4.1
n | Na§ algoritam | Funkcija iz MATHEMATICE
70 1 10.391
75 2 12.859
80 3 15.188
85 3 18.640
90 3 21.625
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Glava 5

Zakljucak

Metod inverzne poljske notacije opisan u ovoj disertaciji omogucuje obavljanje simbolickih
manipulacija nad razlicitm tipovima izraza. Pri tome su izbegnute dinamicke strukture
podataka, kao Sto su povezane liste ili stabla, ve¢ se manipulacija obavlja direktno nad
statickim nizovima koji predstavljaju izraze u postfiksnoj notaciji.

Svakako da dinamicke strukture podataka omogucéiju efikasno koriséenje memorije, ali
smo “premosc¢avanjem” ovih faza dobili na jednostavnosti programiranja i brzini izvrsenja.
Problem utroska memorije, karakteristican za simbolicka izracunavanja, uglavnom je
uspesno prebrodjen.

Primenom ovog metoda na ¢itav niz problema pokazali smo njegovu opstost. Naravno,
uvek postoje problemi kod kojih je primena ovakve metode uspesnija, kao i oni koji nisu
naroc¢ito pogodni za njenu primenu.

Simbolicko diferenciranje je, kao $to je u uvodu rec¢eno, bio problem koji je iznedrio
ovu metodu. Posebno uspesna je, po nasem misljenju, bila primena na izracunavanje par-
funkcija, obzirom da mali broj operatora i jednostavni argumenti pogoduju ovoj metodi.
Takodje je interesantan nacin na koji je metoda inverzne poljske notacije upotrebljena za
konstrukciju algoritma za triangulaciju koji je u sustini viSe numericki nego simbolicki.

U cetvrtoj glavi videli smo nesto drugaciju primenu metode inverzne poljske notacije.
Slicna ideja je koriséena u radu [29] za izra¢unavanje obi¢nih inverza polinomijalnih nesin-
gularnih matrica. Polazeci od ove ideje i udruzujuéi je sa Leverije-Fadejevim algoritmom,
kao i nasom metodom, dosli smo do algoritma za izracunavanje generalisanih inverza
monomijalnih matrica. Pri tome je ulaz u program matrica u simbolickom obliku i koja

se evaluira za izabrane vrednosti nezavisno promenljive, kao Sto je to ve¢ opisano.
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