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Teма ове докторске дисертације је примена стохастичких диференцијалних 
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инфективних и хематолошких болести). Полазећи од већ постојећих модела, 

стохастичким пертурбацијама се формира систем стохастичких 

диференцијалних једначина  чија се динамика детаљно проучава. У том смеру, 

најпре се за сваки од разматраних модела показује егзистенција и 

јединственост позитивног решења, што је неопходно с обзиром на природу 

проблема који се посматра. Централни део рада односи се на динамичка 

својства разматраних модела: искорењивање или опстанак болести у 

популацији. Теоријски резултати су илустровани помоћу реалних података. 

Добијене симулације показују да конструисани модели и теоријски резултати 
добро описују реалност. 
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Predgovor

Doktorska disertacija Dinamika nekih stohastiqkih modela xire�a bo-
lesti bavi se primenom teorije stohastiqkih diferencijalnih jednaqina u
epidemiologiji i imunologiji. Razliqiti sluqajni uticaji �ivotne sredine
imaju presudnu ulogu na xire�e i razvoj zaraznih bolesti, ali se ne mogu
opisati pomo�u deterministiqkih modela. Iz tog razloga, imaju�i u vidu da
�ivotna sredina znaqajno utiqe na ponaxa�e populacionih grupa i cirku-
laciju zaraznih bolesti unutar istih, razmatrani modeli opisani su razli-
qitim tipovima stohastiqkih diferencijalnih jednaqina, u zavisnosti od
toga na koji naqin je uticaj sredine uk	uqen u �ih. Aktuelnosti teme dok-
torske disertacije doprinosi doskorax�a situacija sa virusom KOVID-19
koji je promenio �ivote 	udi xirom planete Zem	e, odnevxi preko 5,5 mili-
ona �ivota u svetu. Iz tog razloga, suoqavaju�i se sa te��om qoveqanstva
za kontrolisa�em xire�a raznih epidemija, jav	a se potreba za upotrebom
matematiqkih metoda.

Da se xire�e bolesti povinuje zakonima koji se mogu matematiqki opisati
uoqeno je u XVIII veku. Zaqetnikom matematiqkog modelira�a xire�a bolesti
se smatra dansko-xvajcarski fiziqar Danijel Bernuli1 koji je 1766. ma-
tematiqkim modelom opisao xire�e malih bogi�a. Nexto kasnije i drugi
fiziqari poqeli su da se bave matematiqkim modelira�em xire�a bolesti.
Pre svih, izdvajaju se Anderson Grej Makendrik2 i Vilijam Ogivli Kermak3,
koji su predstavili jednostavan deterministiqki model kojim se uspexno
opisuje ponaxa�e ve�ine, u to vreme, poznatih epidemijskih bolesti. U tom
modelu ukupna populacija je pode	ena u tri klase: osobe podlo�ne bolesti
(susceptible), zara�ene osobe (infected) i oporav	ene osobe (recovered). Ovakav
tip epidemioloxkog modela naziva se SIR epidemioloxki model kod koga je
osnovna pretpostavka da oporav	ene jedinke stiqu trajni imunitet na bolest,
tako da ne mogu da se ponovo zaraze.

Pored xire�a bolesti, u disertaciji se razmatra i interakcija imunolo-
xkih �elija organizma sa virusnim qesticama i tumorskim �elijama.

Vrednosti parametara epidemioloxkih modela mogu da variraju tokom vre-
mena na sluqajan naqin zbog izlo�enosti velikom broju nepredvidivih fakto-
ra iz okru�e�a. Iz tog razloga stohastiqki epidemioloxki modeli daju
realnu sliku stvarnosti. Posebno su znaqajni u sluqajevima kada se radi sa
malim populacijama jer su kod �ih varijacije parametara modela izra�enije.
Zbog toga su u ovoj disertaciji parametri deterministiqkih modela xire�a

1Daniel Bernoulli
2AndersonG.McKendrick
3WilliamO.Kermack
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nekih bolesti perturbovani i formirani su stohastiqki modeli. Na primer,
imaju�i u vidu sluqajnu prirodu kontakata me�u jedinkama neke populacije,
mo�e se pretpostaviti da su stope zara�ava�a ili smrtnosti sluqajne. Iz
tog razloga se stohastiqki model formira perturbova�em neke od �ih. Na taj
naqin se dobija model koji ne nasle�uje ekvilibrijume (polo�aje ravnote�e)
odgovaraju�eg deterministiqkog modela, pa se u tom sluqaju odre�uju uslovi
koji treba da va�e za parametre modela, tako da dolazi do iskore�iva�a
bolesti iz populacije. Tako�e, mogu se odrediti i uslovi koji obezbe�uju kon-
trolisani opstanak bolesti u populaciji. Sa istom motivacijom, razmatra
se i ponaxa�e stohastiqkog modela oko ekvilibrijuma odgovaraju�eg deter-
ministiqkog modela. Sa druge strane, ukoliko se pretpostavi da su stohasti-
qke perturbacije tipa Gausovog4 belog xuma i da su direktno proporcionalne
uda	enosti promen	ivih od �ihovih ekvilibrijumskih vrednosti, dobijaju
se stohastiqki modeli koji nasle�uju ekvilibrijume odgovaraju�ih determi-
nistiqkih modela. Ovakav pristup su predstavili i razvili Edoardo Bereta5,
Vladimir Kolmanovski6 i Leonid Xajhet7 1998. Za ovako formirane stohas-
tiqke modele se ispituje stabilnost ekvilibrijuma.

Teorija stabilnosti stohastiqkih diferencijalnih jednaqina omogu�ava
nala�e�e dovo	nih uslova za parametre jednaqine, pod kojima je trivijalni
ekvilibrijum modela stabilan u nekom smislu. U teoriji stabilnosti postoji
vixe metoda za prouqava�e stabilnosti trivijalnog rexe�a stohastiqkih
diferencijalnih jednaqina. U disertaciji je korix�en metod koji su Kol-
manovski i Xajhet predstavili za razliqite tipove stohastiqkih diferen-
cijalnih jednaqina, a zasniva se na konstrukciji funkcija i funkcionala
�apunova. Ovaj metod se zasniva ne metodu koji je 1892. razvio ruski matema-
tiqar A. M. �apunov8 za ispitiva�e stabilnosti obiqnih diferencijalnih
jednaqina.

Disertacija sadr�i rezultate koji su izlo�eni u qetiri glave.

Prva glava je uvodnog karaktera i u �oj su navedeni osnovni pojmovi
i rezultati teorije stohastiqkih procesa i stohastiqkih diferencijalnih
jednaqina. Naveden je i pojam ergodiqke stacionarne raspodele kao i uslovi
pod kojima razliqiti tipovi stohastiqkih diferencijalnih jednaqina pose-
duju ovu raspodelu.

U drugoj glavi disertacije razmatraju se stohastiqki modeli xire�a he-
patitisa C sa stadijumom izolacije. Konstruixu se tri stohastiqka modela,
uvo�e�em sluqajnosti tipa Gausovog belog xuma u deterministiqki model koji
je predstav	en u [28].

Imaju�i u vidu redosled izlaga�a navedenih modela, prvi je dobijen per-
turbova�em efektivne kontaktne stope, xto je i prirodna pretpostavka, jer
su putevi zara�ava�a sluqajni. Za tako formiran stohastiqki sistem, najpre
je pokazana egzistencija i jedinstvenost globalnog rexe�a. Potom se odre�uju

4Carl F.Gauss
5EdoardoBeretta
6Vladimir B .Kolmanovskii
7Leonid Shaikhet
8Aleksandr M .Lyapunov
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uslovi za parametre modela pod kojima dolazi do iskore�iva�a bolesti ali i
�enog opstanka u populaciji. Teorijski rezultati su ilustrovani primerom
sa realnim parametrima. Rezultati ovog dela disertacije su objav	eni u radu
[100].

Deterministiqki model koji je predstav	en u [28] poseduje dva ekvilibri-
juma: ekvilibrijum bez bolesti (trivijalan ekvilibrijum) i endemski ekvi-
librijum. U skladu sa tim, preostala dva stohastiqka sistema u ovoj glavi
su konstruisana na slede�i naqin: pretpostav	a se da je deterministiqki
sistem izlo�en stohastiqkim perturbacijama tipa Gausovog belog xuma, qiji
je intenzitet direktno proporcionalan razlici sluqajnih procesa od vred-
nosti odgovaraju�ih komponenata navedenih ekvilibrijuma. Za konstruisane
modele se odre�uju uslovi pod kojima su ekvilibrijum bez bolesti i endemski
ekvilibrijum stohastiqki stabilni. Teorijski rezultati koji se odnose na ova
dva stohastiqka modela su originalni i publikovanom radu [99].

Xire�e heroinske zavisnosti unutar populacije se mo�e uporediti sa di-
namikom zarazne bolesti. Iz tog razloga tre�a glava odnosi se na stohas-
tiqki model koji opisuje xire�e heroinske zavisnosti. Stohastiqki sistem
se formira na bazi deterministiqkog koji je predstav	en u [105], i to pertur-
bacijom stope po kojoj se postaje heroinski korisnik. Primenom odgovaraju�eg
funkcionala �apunova dolazi se do uslova koje je neophodno da zadovo	avaju
koeficijenti sistema da bi trivijalan ekvilibrijum bio stohastiqki stabi-
lan. Tako�e, ispitano je i asimptotsko ponaxa�e rexe�a u okolini endemskog
ekvilibrijuma. Glava je zasnovana na novim rezultatima koji su publikovani
u [37].

U qetvrtom delu disertacije prouqavaju se stohastiqki modeli interak-
cije imunoloxkih �elija sa zara�enim �elijama. Glava je pode	ena na tri
poglav	a a svi rezultati su novi, originalni i neobjav	eni.

U prvom poglav	u razmatra se stohastiqki model interakcije imunolo-
xkih i tumorskih �elija. Polaze�i od odgovaraju�eg deterministiqkog mod-
ela [82] za spontanu progresiju i regresiju tumora, perturbova�em stope akti-
vacije �elija imunoloxkog sistema, konstruixe se odgovaraju�i stohastiqki
sistem, za koji je pokazano postoja�e ergodiqke stacionarne raspodele i oso-
bina neperzistentnosti u sred�em. Da su teorijski rezultati usaglaxeni sa
realnim podacima, ilustrovano je na primeru malignog B-�elijskog limfoma.

Drugo poglav	e odnosi se na stohastiqki model interakcije virusa KO-
VID-19 i imunoloxkih �elija. Karakteristika ovog poglav	a je da se pored
uticaja Gausovog belog xuma, razmatra i uticaj obojenog ili telegrafskog
xuma. �egov uticaj se manifestuje sluqajnim prelazima sistema iz jednog
u neko drugo sta�e. Na primer, u sluqaju infekcije KOVID-19, stepen za-
ra�ava�a zavisi od broja imunizovanih stanovnika, tipa soja koji je domi-
nantan, a to su sve odre�ena sta�a u kojima se neka populacija nalazi. Sto-
hastiqki model se dobija perturbacijom stopa aktivacije razliqitih tipova
imunoloxkih �elija. Za nastali model, dokazuje se egzistencija ergodiqke
stacionarne raspodele i odre�uju se uslovima pod kojima dolazi do iskore-
�iva�a bolesti.

Tre�e poglav	e Glave 4, odnosi se na stohastiqki model interakcije virusa



hepatitisa C i imunoloxkog sistema. Razmatrani model uzima u obzir vreme
koje je potrebno da protekne od trenutka kada virus dospe u organizam doma�ina
do momenta kada otpoqne da se replikuje - period latencije (mirova�a) virusa.
To se posti�e uvo�e�em vremenskog kax�e�a. Motivacija za ovakav pristup
je opravdana jer osoba ne postaje prenosilac bolesti odmah pri unosu infek-
tivne qestice, ve� je potrebno da pro�e izvestan vremenski period. Kao i
za sve modele u disertaciji, i za ovaj model je najpre pokazana egzistencija
i jedinstvenost globalnog pozitivnog rexe�a a potom su odre�eni uslovi za
parametre modela pod kojima dolazi do iskore�iva�a virusnih qestica.

U Zak	uqku su izlo�eni neki od otvorenih problema i mogu�i pravci
da	ih istra�iva�a.

Ovim putem �elim da se zahvalim svom mentoru dr Mariji Krsti�, kao
i profesoru dr Mi	ani Jovanovi� na nesebiqnoj pomo�i i podrxci koju su
mi pru�ile od poqetka doktorskih studija pa sve do same izrade disertacije.
Zahva	ujem i svom profesoru, dr Mariji Miloxevi�, na korisnim savetima
iz oblasti numeriqkog rexava�a stohastiqkih diferencijalnih jednaqina i
�ihove kompjuterske simulacije, kao i profesorima dr Dragani Va	arevi� i
dr Jasmini �or�evi� na savetima i primedbama koje su doprinele pobo	xa�u
kvaliteta ove disertacije. Tako�e, veliku zahvalnost dugujem profesoru dr
Svetlani Jankovi� koja me je svojim pedagoxkim pristupom usmerila na pravi
put nauqnog istra�iva�a.

Posebnu zahvalnost dugujem supruzi Kristini, rodite	ima Vladanu i Na-
taxi i svima onima koji su me podr�avali i verovali u mene i moj rad i
imali neizmerno strp	e�e. Ovaj rad posve�ujem mojoj Rosi.



Sadr�aj

1 Uvodni pojmovi i rezultati teorije
stohastiqkih diferencijalnih jednaqina 9
1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastiqkih procesa . . . . . . . . . . 10
1.2 Vinerov proces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3 Integral Itoa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3.1 Konstrukcija integrala Itoa . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3.2 Neodre�eni integral Itoa . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.3.3 Formula Itoa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.4 Stohastiqke diferencijalne jednaqine . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.4.1 D-invarijantnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.4.2 Stabilnost stohastiqkih diferencijalnih jednaqina . . 28

1.5 Stohastiqke funkcionalne diferencijalne jednaqine . . . . . . 29
1.5.1 Stabilnost stohastiqkih funkcionalnih

diferencijalnih jednaqina . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.5.2 Stohastiqke diferencijalne jednaqine sa kax�e�em . . 32

1.6 Neutralne stohastiqke funkcionalne diferencijalne jednaqine 34
1.6.1 Stabilnost neutralnih stohastiqkih

funkcionalnih diferencijalnih jednaqina . . . . . . . . 35
1.7 Stohastiqke diferencijalne jednaqine

sa prelazima Markova . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.7.1 Stabilnost stohastiqkih diferencijalnih

jednaqina sa prelazima Markova . . . . . . . . . . . . . . 38
1.8 Ergodiqka stacionarna raspodela . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

1.8.1 Egzistencija ergodiqke stacionarne raspodele za stohas-
tiqke diferencijalne jednaqine . . . . . . . . . . . . . . 41

1.8.2 Egzistencija ergodiqke stacionarne raspodele
za stohastiqke diferencijalne jednaqine sa kax�e�em . 42

1.8.3 Egzistencija ergodiqke stacionarne raspodele
za stohastiqke diferencijalne jednaqine sa
prelazima Markova . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

1.9 Osnovni pojmovi populacione dinamike . . . . . . . . . . . . . . 43
1.10 Elementarne i integralne nejednakosti . . . . . . . . . . . . . 44

2 Stohastiqki modeli prenoxe�a hepatitisa C sa stadijumom
izolacije 47
2.1 Uvodni pojmovi i rezultati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5



6

2.2 Stohastiqki model prenoxe�a hepatitisa C . . . . . . . . . . . 51
2.2.1 Motivacija i konstrukcija stohastiqkog modela . . . . . 52
2.2.2 Egzistencija i jedinstvenost globalnog rexe�a . . . . . 53
2.2.3 Iskore�iva�e bolesti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.2.4 Perzistentnost u sred�em . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.2.5 Numeriqke simulacije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.3 Stabilnost stohastiqkog modela prenoxe�a hepatitisa C . . . 63
2.3.1 Model koji nasle�uje ekvilibrijum bez bolesti . . . . . 63
2.3.2 Model koji nasle�uje endemski polo�aj ravnote�e . . . 69
2.3.3 Numeriqke simulacije i zak	uqci . . . . . . . . . . . . . 74

3 Stohastiqki model xire�a heroinske zavisnosti 79
3.1 Motivacija i konstrukcija stohastiqkog modela . . . . . . . . . 81
3.2 Egzistencija, jedinstvenost i ograniqenost pozitivnog rexe�a 83
3.3 Stabilnost ekvilibrijuma bez korisnika heroina . . . . . . . . 88
3.4 Asimptotsko ponaxa�e rexe�a stohastiqkog

sistema oko pozitivnog ekvilibrijuma deterministiqkog sistema 91
3.5 Primer i napomene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4 Stohastiqki modeli interakcije �elija imunog sistema
sa zara�enim �elijama 107
4.1 Stohastiqki model interakcije

tumorskih i imunih �elija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
4.1.1 Motivacija i konstrukcija stohastiqkog modela . . . . . 111
4.1.2 Egzistencija i jedinstvenost globalnog rexe�a . . . . . 112
4.1.3 Egzistencija stacionarne raspodele . . . . . . . . . . . . 114
4.1.4 Neperzistentnost u sred�em . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
4.1.5 Numeriqke simulacije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

4.2 Stohastiqki model interakcije
virusa KOVID-19 i imunih �elija . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
4.2.1 Motivacija i konstrukcija stohastiqkog modela . . . . . 124
4.2.2 Egzistencija i jedinstvenost globalnog rexe�a . . . . . 127
4.2.3 Egzistencija stacionarne raspodele . . . . . . . . . . . . 130
4.2.4 Iskore�iva�e bolesti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

4.3 Stohastiqki model interakcije
virusa hepatitisa C i imunog sistema . . . . . . . . . . . . . . . 135
4.3.1 Uvodni pojmovi i rezultati . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
4.3.2 Egzistencija i jedinstvenost pozitivnog rexe�a . . . . . 138
4.3.3 Iskore�iva�e bolesti i neperzistentnost u sred�em . . 138

Zak	uqak 143

Literatura 145



Glava 1

Uvodni pojmovi i rezultati

teorije stohastiqkih

diferencijalnih jednaqina

U ovoj glavi su sadr�ani neki od rezultata teorije stohastiqkih procesa,
kao i teorije stohastiqkih diferencijalnih jednaqina, koji �e biti kori-
71eni u narednim glavama. Deta	niji rezultati mogu se prona�i, na primer,
u [34],[54],[85]. U Poglav	u 1.1 se navode osnovni elementi teorije stohastiqkih
procesa kao xto su: mer	ivost, separabilnost, neprekidnost, Markovsko9 svo-
jstvo, stacionarnost. Braunovo10 kreta�e (Vinerov11 proces) je jedan od naj-
va�nijih stohastiqkih procesa koji predstav	a osnovu za prouqava�e stohas-
tiqkih diferencijalnih jednaqina, pa se iz tog razloga Poglav	e 1.2 odnosi
na Braunovo kreta�e i u �emu su navedene �egove najva�nije osobine. Inte-
gral Itoa12 i najva�nije osobine tog integrala, izlo�ene su u Poglav	u 1.3.
U Poglav	u 1.4 navedene su teoreme egzistencije i jedinstvenosti rexe�a
stohastiqkih diferencijalnih jednaqina Itoa, kao i rezultati koji se odnose
na teoriju stabilnosti ovih jednaqina. U doktorskoj disertaciji prouqava
se dinamika nekih stohastiqkih modela xire�a bolesti. Imaju�i to u vidu,
potrebno je za svaki od sistema najpre pokazati da pozitivno i globalno rexe-
�e. U tu svrhu, za neke od pomenutih modela koristi se pristup pomo�u
D−invarijantnosti, tako da su u okviru ovog poglav	a navedeni i osnovni
rezultati vezani za taj pojam. Poglav	e 1.5, Ode	ak 1.5.2 i Poglav	e 1.6
se odnose na egzistenciju, jedinstvenost i stabilnost rexe�a stohastiqkih
funkcionalnih diferencijalnih jednaqina, stohastiqkih diferencijalnih
jednaqina sa kax�e�em i neutralnih stohastiqkih funkcionalnih diferen-
cijalnih jednaqina, respektivno. Osnovni rezultati vezani za egzistenciju,
jedinstvenost i stabilnost rexe�a stohastiqkih diferencijalnih jednaqina
sa prelazima Markova dati su u Poglav	u 1.7. Pojam ergodiqke stacionarne
raspodele, kao i uslovi pod kojima razliqiti tipovi stohastiqkih diferen-

9Andrey AndreyevichMarkov
10Robert Brown
11Norbert Wiener
12Kiyosi It ô
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cijalnih jednaqina poseduju ovu raspodelu, dati su u Poglav	u 1.8, dok su os-
novni pojmovi populacione dinamike prezentovani u Poglav	u 1.9. Poglav	e
1.10 sadr�i neke elementarne nejednakosti kao i integralnu nejednakost Gron-
val13-Belmana14. Ove nejednakosti se prime�uju u dokaziva�u glavnih rezul-
tata u narednim glavama.

1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastiqkih

procesa

Stohastiqki procesi predstav	aju kolekciju vremenski ure�enih sluqajnih
promen	ivih. Koriste se kao matematiqki modeli kojima se opisuju sistemi
i pojave za koje se smatra da se realizuju na sluqajan naqin, kao na primer:
broj vozila koja pro�u kroz raskrsnicu u odre�enom periodu, broj poseta nekom
veb sajtu, broj elemenata u populaciji, xire�e zaraznih bolesti, itd. Sto-
hastiqki procesi imaju xiroku primenu i u bioinformatici, finansijskim
tr�ixtima i danas popularnom maxinskom uqe�u (machine learning).

Kao posledica naglog razvoja nauke i tehnike, ali i �ihove potrebe za
opisiva�em pojava koje se me�aju sa protokom vremena, poqetkom proxlog
veka jav	aju se prvi zaqeci opxte teorije stohastiqkih procesa sa ci	em da
se otkloni nedostatak klasiqne teorije verovatno�a kojom takva vrsta pojava
nije mogla da se opixe i deta	nije prouqi.

U nastavku ovog poglav	a navedeni su osnovni pojmovi teorije stohas-
tiqkih procesa.

Sluqajne promen	ive i stohastiqki procesi koji se navode u nastavku su
definisani na prostoru verovatno�a (Ω,F ,P) sa parametarskim skupom T
⊂ R, pri qemu T mo�e biti interval oblika [0,∞), [0, T ] ili [t0, T ] ⊂ [0,∞),
gde parametar t ∈ T predstav	a vreme.

Definicija 1.1.1 Familija X = {x(t), t ∈ T } sluqajnih mer	ivih funkcija
x(ω, t) : (Ω,F) → (Rd,B) se naziva stohastiqki proces sa faznim prostorom
(Rd,B) i parametarskim skupom T .

Proces iz prethodne definicije naziva se stohastiqki proces sa vredno-
stima u Rd ili d-dimenzionalan proces. Za svako fiksirano t ∈ T stohas-
tiqki proces je sluqajna promen	iva. Kako je sluqajna promen	iva funk-
cija od ω ∈ Ω sledi da je stohastiqki proces funkcija od dva argumenta,
tj. {x(t, ω)|t ∈ T , ω ∈ Ω}. Dakle, za fiksirano t ∈ T , stohastiqki proces se
svodi na sluqajnu promen	ivu x(t) :Ω → Rd koja se naziva zasek stohastiqkog
procesa u trenutku t. Sa druge strane, za fiksirano ω ∈ Ω, stohastiqki proces
postaje realna funkcija vremena x(t) :T → Rd, i naziva se trajektorija ili
realizacija stohastiqkog procesa.

Ukoliko je parametarski skup T1 diskretan, na primer, T1 = {0, 1, 2, ...},
tada se familija {x(t), t ∈ T1} naziva stohastiqki proces sa diskretnim

13Thomas Hakon Gronwall
14Richard Ernest Bellman
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vremenom ili sluqajni niz. Sa druge strane, ako je t ∈ R onda se govori o
stohastiqkom procesu (u u�em smislu).

U nastavku �e biti razmatrani isk	uqivo procesi sa neprekidnim vre-
menom.

Stohastiqki proces odre�uje familiju konaqno-dimenzionalnih funkcija
raspodela

Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn) = P{x(t1) < x1, . . . , x(tn) < xn},

pri qemu je xi ∈ Rd i ti ∈ T , i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N.
Da bi se definisala mera P na prostoru Ω, familija konaqno-dimenzio-

nalnih funkcija raspodela Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn) treba da zadovo	ava slede-
�a dva uslova:

- uslov simetrije, tj. da za svaku permutaciju (i1, . . . , in) skupa {1, . . . , n} va�i

Fti1 ,ti2 ,...,tin
(x1, x2, . . . , xn) = Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn);

- uslov saglasnosti, tj. da va�i

Ft1,t2,...,tn−1,tn(x1, x2, . . . , xn−1,+∞) = Ft1,t2,...,tn−1(x1, x2, . . . , xn−1).

Fundamentalna teorema Danijel15{Kolmogorova16 tvrdi da za svaku fa-
miliju konaqno-dimenzionalnih funkcija raspodela koja zadovo	ava uslove
simetrije i saglasnosti postoji prostor verovatno�a (Ω,F ,P) i stohastiqki
proces {x(t), t ∈ T } definisan na tom prostoru kome odgovara data familija
konaqno-dimenzionalnih funkcija raspodela.

U odre�iva�u verovatno�a doga�aja opisanih pomo�u stohastiqkih procesa
koji su definisani na neprebrojivom parametarskom skupu mogu se javiti
potexko�e. Da bi se taj nedostatak prevazixao, uvodi se pojam separabil-
nosti.

Definicija 1.1.2 Stohastiqki proces X = {x(t), t ∈ T } je separabilan
ako postoji prebrojiv skup S ⊂ T (separant) i doga�aj Λ ⊂ Ω za koji je
P(Λ) = 0, tako da se za proizvo	an zatvoren skup F ⊂ Rd i proizvo	an
otvoren interval I ⊂ T skupovi

{ω : x(ω, t) ∈ F, t ∈ I} i {ω : x(ω, t) ∈ F, t ∈ I ∩ S}

razlikuju na podskupu od Λ.

Dub17 je pokazao da se neseparabilnost procesa jednostavno mo�e prevazi�i
kompletira�em prostora verovatno�a. To se posti�e dodava�em σ-algebri
F svih podskupova doga�aja qija je verovatno�a jednaka nuli. U ci	u for-
mulisa�a Dubove teoreme o separabilnosti stohastiqkih procesa najpre se
uvode pojmovi stohastiqke ekvivalnentosti, neprekidnosti i mer	ivosti
stohastiqkog procesa.

15Daniel Wyler Stroock
16Andrey Kolmogorov
17JosephLeoDoob
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Definicija 1.1.3 Stohastiqki procesi {x(t), t ∈ T } i {x̃(t), t ∈ T }, defi-
nisani na istom prostoru verovatno�e i sa istim skupom sta�a, su stohas-
tiqki ekvivalentni ako je

P{x(t) = x̃(t)} = 1 za svako t ∈ T .

U tom sluqaju se ka�e da je jedan proces stohastiqka modifikacija (verzija)
drugog.

Definicija 1.1.4 Stohastiqki proces {x(t), t ∈ T } je mer	iv ako je x(ω, t)
mer	iva funkcija u odnosu na BT × F , gde je BT Borelovo σ-po	e nad T , tj.
za svaki Borelov skup B, va�i {(t, ω) : x(ω, t) ∈ B} ∈ BT ×F .

Definicija 1.1.5 Stohastiqki proces {x(t), t ∈ T } je stohastiqki nepre-
kidan u taqki t0 ∈ T ako za svako ε > 0 va�i

P{|x(t)− x(t0)| > ε} → 0, t→ t0. (1.1)

Stohastiqki proces je stohastiqki neprekidan na skupu S ⊆ T ako (1.1) va�i
za svako t0 ∈ S. U nastavku sledi Dubova teorema.

Teorema 1.1.1 (Dub, [11]) Za svaki stohastiqki neprekidan stohastiqki
proces {x(t), t ∈ T } postoji stohastiqki ekvivalentan, separabilan i mer-
	iv stohastiqki proces {x̃(t), t ∈ T } definisan na istom prostoru verovat-
no�e i sa istim skupom vrednosti.

Stohastiqki proces {x̃(t), t ∈ T } iz Teoreme 1.1.1 se naziva separabilna i
mer	iva modifikacija stohastiqkog procesa {x(t), t ∈ T }.

Definicija 1.1.6 Stohastiqki proces {x(t), t ∈ T } je neprekidan u sred-
�em reda p, tj. Lp-neprekidan, u taqki t0 ∈ T ako va�i

E|x(t)− x(t0)|p → 0, t→ t0. (1.2)

Stohastiqki proces je Lp-neprekidan na skupu S ⊆ T ako (1.2) va�i za svako
t0 ∈ S.

Definicija 1.1.7 Stohastiqki proces {x(t), t ∈ T } je skoro izvesno nepre-
kidan na segmentu [a, b] ⊂ T ako su skoro sve �egove trajektorije neprekidne
na [a, b], tj. ako va�i

P{ω : x(ω, t) ima prekid na [a, b]} = 0.

Dovo	ne uslove skoro izvesne neprekidnosti stohastiqkog procesa daje
slede�a teorema, poznata kao kriterijum Kolmogorova.

Teorema 1.1.2 (Kriterijum Kolmogorova) Stohastiqki proces {x(t),
t ≥ 0} ima skoro izvesno neprekidnu modifikaciju ako postoje pozitivne
konstante p, q i k, tako da za svako T > 0 i svako 0 ≤ s, t ≤ T va�i

E|x(t)− x(s)|p ≤ k|t− s|1+q.
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Definicija 1.1.8 Stohastiqki proces {x(t), t ∈ T } je proces reda p (Lp-
proces) ako je E|x(t)|p <∞, za svako t ∈ T .

Funkcija K(s, t) = E(x(s) − Ex(s))E(x(t) − Ex(t)), s, t ∈ T je korelaciona
funkcija stohastiqkog procesa {x(t), t ∈ T }, pri qemu je Ex(t) = (Ex1(t),Ex2(t),
. . . , Exd(t)) matematiqko oqekiva�e d-dimenzionalnog stohastiqkog procesa
{x(t), t ∈ T }.

Definicija 1.1.9 Stohastiqki proces drugog reda {x(t), t ∈ T } je sta-
cionaran (u u�em smislu) ako za svaki izbor parametara t1, t2, . . . , tn ∈ T i h
∈ R, za koje je t1 + h, t2 + h, . . . , tn + h ∈ T , zajedniqka raspodela za
(x(t1 + h), x(t2 + h), . . . , x(tn + h)) ne zavisi od h.

Definicija 1.1.10 Stohastiqki proces {x(t), t ∈ T } je stacionaran (u
xirem smislu) ako za svako t ∈ T va�i E|x(t)|2 < ∞, Ex(t) = a = const i
korelaciona funkcija K(s, t) zavisi samo od t− s.

Na datom prostoru verovatno�a (Ω,F ,P) familija {Ft, t ∈ T } pod-σ-alge-
bri od F za koju va�i Fs ⊂ Ft ⊆ F , s ≤ t, s, t ∈ T , naziva se filtracija.
Ako je T = [0,∞), tada je F∞ = σ{∪t≥0Ft}.

Neka je Ft− = σ{∪s<tFs} σ-algebra doga�aja koji prethode momentu t > 0 i
neka je Ft+ = σ{∩s>tFs} σ-algebra doga�aja koji se dexavaju neposredno posle
trenutka t > 0. Filtracija {Ft, t ≥ 0} je neprekidna zdesna (neprekidna sleva)
ako za svako t ≥ 0 va�i Ft = Ft+ (Ft = Ft−). Za filtraciju se ka�e da je
neprekidna ako je Ft− = Ft = Ft+, za svako t ≥ 0.

Filtracija {Ft, t ≥ 0} zadovo	ava uobiqajene uslove ako je neprekidna
zdesna i F0 sadr�i sve doga�aje iz F qija je verovatno�a nula. U nastavku �e
se podrazumevati da filtracija zadovo	ava uobiqajene uslove.

Definicija 1.1.11 Stohastiqki proces {x(t), t ∈ T } je adaptiran u odnosu
na filtraciju {Ft, t ∈ T } ako je za svako t ∈ T sluqajna promen	iva x(t) Ft-
mer	iva.

Stohastiqki proces {x(t), t ∈ T } adaptiran u odnosu na filtraciju {Ft,
t ∈ T } oznaqava se sa {x(t),Ft, t ∈ T }.

Za dati stohastiqki proces X = {x(t), t ∈ T }, prirodna filtracija je
ona koja je generisana samim procesom, tj. FX

t = σ{x(s), s ≤ t} je najma�a σ-
algebra u odnosu na koju je x(s) mer	ivo za svako s ≤ t. Dakle, X je adaptiran
u odnosu na filtraciju {FX

t , t ∈ T }. Ako je X̃ = {x̃(t), t ∈ T } modifikacija
procesa X, tada je i X̃ adaptiran u odnosu na {FX

t , t ∈ T } ako F0 sadr�i sve
doga�aje iz F qija je verovatno�a nula.

Definicija 1.1.12 Stohastiqki proces {x(t),Ft, t ≥ 0} je progresivno mer-
	iv ako za svako t ≥ 0 i B ∈ Bd va�i

{(s, ω) : s ≤ t, ω ∈ Ω, x(ω, s) ∈ B} ∈ B([0, t])×Ft,

pri qemu je B([0, t]) Borelovo18 σ-po	e nad [0, t].

18EmileBorel
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Oqigledno, svaki progresivno mer	iv stohastiqki proces {x(t),Ft, t ≥ 0} je
mer	iv i adaptiran u odnosu na filtraciju {Ft, t ≥ 0}. Pored toga, va�e i
slede�a tvr�e�a, me�u kojima se izdvajaju teoreme Mejera19.

Teorema 1.1.3 (Mejer, [59]) Ako je stohastiqki proces {x(t), t ≥ 0} mer	iv
i adaptiran u odnosu na filtraciju {Ft, t ≥ 0}, tada on ima progresivno
mer	ivu modifikaciju.

Teorema 1.1.4 (Mejer, [59]) Ako je stohastiqki proces {x(t), t ≥ 0} adap-
tiran u odnosu na filtraciju {Ft, t ≥ 0} i neprekidan zdesna ili sleva, tada
on ima progresivno mer	ivu modifikaciju.

Definicija 1.1.13 Stohastiqki proces {x(t), t ≥ 0} je proces Markova ako
je za svako s < t i svaki Borelov skup B ∈ Bd

P{x(t) ∈ B|Fs} = P{x(t) ∈ B|x(s)}, skoro izvesno.

U nastavku disertacije req skoro izvesno u nekim formulacijama bi�e zame-
�ena skra�enicom s.i.

Definicija 1.1.14 Stohastiqki proces {x(t),Ft, t ≥ 0} je martingal u
odnosu na filtraciju {Ft, t ≥ 0} ako je

(i) E|x(t)| <∞;

(ii) E(x(t)|Fs) = x(s) skoro izvesno, za 0 ≤ s < t.

Definicija 1.1.15 Sluqajna promen	iva τ : Ω → [0,∞] se naziva vreme za-
ustav	a�a filtracije {Ft, t ≥ 0}, ako va�i {ω : τ(ω) ≤ t} ∈ Ft za svako
t ≥ 0.

Definicija 1.1.16 Neka je X={x(t),Ft, t≥0} neprekidan progresivno mer-
	iv proces i neka je τ vreme zaustav	a�a. Tada se proces {x(t ∧ τ),Ft, t ≥ 0}
naziva zaustav	en proces od X.

Tvr�e�e koje sledi je varijanta poznate Dubove teoreme (Doob martingale stopp-
ing theorem).

Teorema 1.1.5 Neka je {x(t),Ft, t ≥ 0} neprekidan martingal i neka je τ
vreme zaustav	a�a. Tada za svako 0 ≤ s < t <∞ va�i

E(xt∧τ |Fs) = xs∧τ , s.i.

tj. zaustav	en proces {x(t ∧ τ),Ft, t ≥ 0} je tako�e martingal.

Definicija 1.1.17 Neprekidan (neprekidan zdesna) proces {x(t),Ft, t ≥ 0},
za koji je x(0) = 0 skoro izvesno, se naziva lokalni martingal ako postoji
neopadaju�i niz vremena zaustav	a�a {τk, k ≥ 1} filtracije {Ft, t ≥ 0}, pri
qemu je P{limk→∞ τk = ∞} = 1, takav da je {x(t ∧ τk),Ft, t ≥ 0} martingal za
svako k ≥ 1.

19Y vesMeyer
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Dakle, svaki martingal je i lokalni martingal, dok u opxtem sluqaju
obrat ne mora da va�i.

Sa ci	em da se navede rezultat koji je poznat kao strogi zakon velikih
brojeve za martingale, najpre se uvodi pojam kvadratne varijacije.

Definicija 1.1.18 Neka je X = {x(t),Ft, t ≥ 0} neprekidan stohastiqki
proces. Kvadratna varijacija procesa X je proces ⟨X,X⟩t definisan kao

⟨X,X⟩t(ω) = lim
△tk→0

∑
tk≤t

|Xtk+1
(ω)−Xtk(ω)| 2 (u verovatno�i),

pri qemu je 0 = t1 < t2 < . . . < tn = t i △tk = tk+1 − tk.

Napomena 1.1.1 Kod neprekidnih martingala pojam kvadratne varijacije ek-
vivalentan je pojmu predskazive (predictible) varijacije (videti [76]). Kako se
u disertaciji razmatraju isk	uqivo neprekidni martingali, to �e se na da	e
koristiti pojam kvadratna varijacija.

Teorema 1.1.6 (Strogi zakon velikih brojeva) Neka X = {x(t),Ft,t ≥ 0}
predstav	a realan neprekidan lokalni martingal za koji je x(0) = 0. Tada,
ako je

lim
t→∞

⟨X,X⟩t = ∞ s.i. ⇒ lim
t→∞

Xt

⟨X,X⟩t
= 0 s.i.,

i

lim
t→∞

⟨X,X⟩t
t

<∞ ⇒ lim
t→∞

Xt

t
= 0 s.i.

1.2 Vinerov proces

Brauovo kreta�e je prirodni fenomen koji je uoqio xkotski botaniqar Robert
Braun 1827. godine. Odnosi se na mikroskopski vid	iva i nasumiqna kreta�a
malih qestica koje su sadr�ane u polenovim zrncima na povrxini teqnosti.
Ovakav proces je najpre bio predmet interesova�a botaniqara, ali su ga Braun
i neki fiziqari uveli i u fiziku. Fiziqari su izgradili prvu kvantita-
tivnu teoriju koja objax�ava ovo kreta�e. Pomenuta teorija kulminirala je
radovima Alberta Ajnxtajna20, Marijana fon Smoluhovskog21 i Pola Lange-
vina22 1920. godine. Treba ista�i da je Albert Ajnxtajn jox 1905. godine
postavio fiziqko-matematiqki model Braunovog kreta�a, ali ga nije u pot-
punosti matematiqki opisao. �egov tadax�i zak	uqak bio je da je haotiqno
kreta�e rezultat sudara�a polenovog praha sa molekulima vode i da pri tom
sudaru qestice polena i molekuli vode imaju istu kinetiqku energiju.

Od 1920. godine Braunovo kreta�e postaje predmet interesova�a matemati-
qara. Posebno treba ista�i radove Norberta Vinera koji je 1923. godine uveo
strogu matematiqku formulaciju Braunovog kreta�a. U �egovu qast qesto

20Albert Einstein
21Marian von Smoluchowski
22Paul Langevin
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se Braunovo kreta�e naziva i Vinerov proces. Naravno, Braunovo kreta�e
je ostalo i predmet prouqava�a fiziqara, xto se vidi u radovima Leonarda
Salomona Ornxtajna23 i �or
a Ju
ina Ulenbeka24. Treba ista�i i Luja Baxe-
lijera25, koji je uz pomo� Braunovog kreta�a opisao sluqajne promene cena
akcija 1900. godine, pa se iz tog razloga smatra zaqetnikom probabilistiqkog
pristupa finansijama [106, 107].

Na osnovu izlo�enih qi�enica, zak	uquje se da Braunovo kreta�e pred-
stav	a jedan od najva�nijih sluqajnih procesa, koji ima veliku praktiqnu
primenu, kako u prirodnim, tako i u druxtvenim naukama.

Definicija 1.2.1 Stohastiqki proces w = {w(t), t ≥ 0} je Vinerov proces
ako zadovo	ava slede�e uslove:

1. w(0) = 0, skoro izvesno;

2. ima nezavisne priraxtaje, tj. za svako 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn sluqajne
promen	ive w(t0), w(t1)− w(t0), . . . , w(tn)− w(tn−1) su nezavisne;

3. w(t)− w(s) ∼ N (0, σ2|t− s|), 0 ≤ s < t.

Specijalno, za σ2 = 1, proces w je standardan Vinerov proces.
Pored Vinerovog procesa, treba pomenuti i Gausov proces kojim se mode-

lira veliki broj pojava iz bioloxkih, fiziqkih, tehniqkih i ekonomskih
nauka.

Definicija 1.2.2 Stohastiqki proces {x(t), t ≥ 0} je Gausov proces ako je
svaka linearna kombinacija �egovog n-dimenzionalnog zaseka (x(t1), x(t2), . . . ,
x(tn)) Gausova sluqajna promen	iva, tj. ako je za svako n ∈ N, t1, . . . , tn ≥ 0 i
α1, . . . , αn ∈ R, sluqajna promen	iva

∑n
i=1 αix(ti) Gausova.

Mo�e se dokazati da je stohastiqki proces {w(t), t ≥ 0} Vinerov ako i samo
ako je Gausov i Ew(t) = 0, K(s, t) = σ2min{s, t}, s, t ≥ 0.

Neka je σ(w) = {Ft, t ≥ 0} prirodna filtracija Vinerovog procesa.
Vinerov proces ima mnogo va�nih osobina me�u kojima su izdvojene slede�e:

- Drugog je reda, tj. E|w(t)|2 <∞;

- Konaqno dimenzionalne gustine su: za n ∈ N, 0 ≤ t1 < . . . < tn i
u1, . . . , un ∈ R

fn(t1, . . . , tn;u1, . . . , un)

=f1(t1;u1) · f1(t2 − t1;u2 − u1) · . . . · f1(tn − tn−1;un − un−1);

- Homogen je proces Markova;

- Sred�e kvadratno je neprekidan;

23Leonard Salomon Ornstein
24George Eugene Uhlenbeck
25Louis Bachelier
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- Skoro izvesno je neprekidan, tj. skoro sve �egove trajektorije su nepre-
kidne funkcije na [0,∞);

- Skoro sve trajektorije su nediferencijabilne funkcije u svakoj taqki;

- Proces {w(t),Ft, t ≥ 0} je martingal;

- Skoro izvesno je neograniqene varijacije i konaqne sred�e-kvadratne
varijacije na svakom segmentu [a, b] ⊂ [0,∞), tj. za proizvo	nu konstantu
c ∈ R i proizvo	nu particiju a = t0 < t1 < . . . < tn = b segmenta [a, b] za
koju max1≤k≤n(tk − tk−1) → 0, n→ ∞, va�i

P

{
n∑

k=1

|w(tk)− w(tk−1)| > c

}
→1 (sred�e-kvadratno),

n∑
k=1

|w(tk)− w(tk−1)|2→ σ2(b− a) (sred�e-kvadratno);

- Mo�e se definisati na intervalu (−∞,+∞), pri qemu je Ew(t) = 0 i
K(s, t) = 1

2
(|t|+ |s| − |t− s|). Na taj naqin se dobijaju nezavisni Vinerovi

procesi {w(t), t ≥ 0} i {w(−t), t ≥ 0} qije su trajektorije skoro izvesno
spojene u taqki t = 0.

Definicija 1.2.3 Stohastiqki proces w={w(t), t ≥ 0}={(w1(t), w2(t), . . . ,
wm(t)), t ≥ 0} je m-dimenzionalan Vinerov proces ako ispu�ava slede�e uslove:

- w(0) = 0, skoro izvesno;

- ima nezavisne priraxtaje;

- w(t)−w(s) ∼ N (0, σ2(t− s)I), 0 ≤ s < t, gde je I jediniqna matrica reda
m.

Koordinate m-dimenzionalnog Vinerovog procesa su nezavisni Vinerovi pro-
cesi. Za m-dimenzionalan Vinerov proces va�e iste osobine kao za jednodi-
menzionalan sluqaj.

U fiziqkim sistemima beli xum se najqex�e opisuje stacionarnim pro-
cesom {ξ(t), t ≥ 0} koji ima oqekiva�e nula i konstantnu spektralnu gustinu
S(λ) = S0, λ ∈ R, pri qemu je S(λ) = 1

2π

∫∞
−∞ cos(λt)K(τ)dτ , gde je K(τ) ko-

relaciona funkcija belog xuma. Gausov proces {ξ(t), t ≥ 0} se naziva Gausov
beli xum. Req ,,beli" u nazivu potiqe iz oblasti radiotehnike i ima smisla
ako se ima u vidu da je za ξ(t) spektralni sastav nepromen	iv kao i kod bele
svetlosti, dok je req ,,xum" vixe istorijskog karaktera. Naime, procesi ovog
tipa su se najpre prouqavali u radiotehnici gde su se jav	ali kao xumovi na
linijama radiopredaje.

Za Gausov beli xum sluqajne promen	ive ξ(t) i ξ(s) su me�usobno nekore-
lirane ako je t ̸= s, qak i kada su t i s vrlo bliske po vrednosti. Pored toga,
disperzija belog xuma je +∞, tako da ovaj proces u prirodi ne postoji, ali
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je pogodna matematiqka apstrakcija za opisiva�e pojava koje mnogo variraju
sa prelaskom iz jednog sta�a u drugo.

Na kraju treba ista�i da se Gausov beli xum {ξ(t), t ≥ 0} mo�e posmatrati
kao uopxten stohastiqki proces koji predstav	a formalan izvod Vinerovog
procesa, taqnije ξ(t) = dw(t)

dt
= ẇ(t) i mo�e se predstaviti u integralnom

obliku kao w(t) =
∫ t

0
ξ(s)ds.

1.3 Integral Itoa

Integral Itoa je jedan od najva�nijih pojmova u oblasti stohastiqke analize.
Naziv je dobio po japanskom matematiqaru Kijoxi Itou koji je uveo pojam sto-
hastiqkog integrala u odnosu na Vinerov proces 1944. godine. Motiv za �egovo
uvo�e�e je nala�e�e smislenog matematiqkog koncepta za diferencijalnu jed-
naqinu koja u sebi uk	uquje stohastiqke procese, tj. dava�e matematiqkog
smisla izrazu ∫ t

0

x(s)dw(s),

gde je X stohastiqki proces a w Braunovo kreta�e. Pritom, neograniqene va-
rijacije Vinerovog procesa, kao i qi�enica da skoro sve �egove trajektorije
nemaju izvod ni u jednoj taqki, su bili restriktivni uslovi prilikom tada-
x�ih pokuxaja integracije u odnosu na Braunovo kreta�e. Stohastiqki inte-
gral po Vinerovom procesu nije se mogao definisati kao Riman26{Stiltjesov27

ili Lebegov28 integral. Me�utim, zahva	uju�i stohastiqkoj prirodi Vinero-
vog procesa mogu�e je definisati stohastiqki integral i to za xiroku klasu
stohastiqkih procesa. Zbog toga, konstrukcija integrala Itoa predstav	a
nauqni doprinos u teorijskoj i prime�enoj matematici.

1.3.1 Konstrukcija integrala Itoa

Neka su sve sluqajne promen	ive i procesi koji �e biti razmatrani u nastavku
definisani na prostoru verovatno�a (Ω,F ,P) .

Neka je w = {w(t),Ft, t ≥ 0} jednodimenzionalni standardni Vinerov pro-
ces adaptiran u odnosu na rastu�u familiju pod-σ-algebri {Ft, t ≥ 0} σ-
algebre F pri qemu je Ft = σ{w(s), s ≤ t}, Fs ⊂ Ft, s ≤ t, i w(t) − w(s)
nezavisno u odnosu na Fs za svako s ≤ t.

Za 0 ≤ t0 < T <∞ sa M2([t0, T ];R) je oznaqena klasa stohastiqkih procesa
φ = {φ(t), t ∈ [t0, T ]} sa slede�im osobinama:

1. φ je B ⊗ F -mer	iv;

2. φ je adaptiran u odnosu na familiju {Ft, t ≥ 0};

3. ∥φ∥2 =
∫ T

t0
E|φ(t)|2dt <∞.

26BernhardRiemann
27Thomas Joannes Stieltjes
28HenriLebesgue
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Prostor (M2([t0, T ];R), ∥ · ∥) je Banahov29 i u tom prostoru se poistove�uju φ
i φ̃ ako je ∥φ− φ̃∥ = 0.

Neka va�i pretpostavka da su procesi φ i Vinerov proces nezavisni.

Definicija 1.3.1 Stohastiqki proces φ ∈ M2([t0, T ];R) je stepenasti
proces ako postoji particija t0 < t1 < . . . < tn = T, nezavisna od w, tako da
je

φ(t) = φ(tk) s.i., tk ≤ t < tk+1, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Definicija 1.3.2 Neka je φ ∈ M2([t0, T ];R) stepenasti stohastiqki pro-
ces. Sluqajna promen	iva

I(φ) =

∫ T

t0

φ(t)dw(t) :=
n−1∑
k=0

φ(tk)(w(tk+1)− w(tk)),

naziva se stohastiqki integral stepenastog procesa φ u odnosu na Vinerov
proces w ili integral Itoa.

Slede�a teorema ima k	uqnu ulogu u definisa�u integrala Itoa za proiz-
vo	an proces φ ∈ M2([t0, T ];R).

Teorema 1.3.1 Neka je w = {w(t),Ft, t ≥ 0} Vinerov proces i neka je proces
φ ∈ M2([t0, T ];R). Tada:

1. postoji niz stepenastih procesa {φn, n ∈ N} tako da

∥φ− φn∥2 =
∫ T

t0

E|φ(t)− φn(t)|2dt→ 0, n→ ∞;

2. ako niz stepenastih procesa {φn, n ∈ N} aproksimira φ u smislu da je
∥φ − φn∥ → 0, n → ∞ i ako je integral I(φn) definisan kao u Defini-
ciji 1.3.2 tada niz sluqajnih promen	ivih {I(φn), n ∈ N} konvergira u
sred�e{kvadratnom smislu kada n→ ∞;

3. ako su {φn, n ∈ N} i {φ′
n, n ∈ N} dva niza stepenastih procesa koji

aproksimiraju φ, tada je

s.k. lim
n→∞

I(φn) = s.k. lim
n→∞

I(φ′
n).

Integral Itoa I(φ) mo�e se definisati kao sred�e-kvadratna graniqna
vrednost niza stepenastih procesa {φn, n ∈ N}, tj.

I(φ) =

∫ T

t0

φ(t)dw(t) := s.k. lim
n→∞

∫ T

t0

φn(t)dw(t),

xto je direktna posledica Teoreme 1.3.1.
Neke od najva�nijih osobina integrala Itoa navedene su u teoremi koja

sledi.

29StefanBanach
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Teorema 1.3.2 Neka su φ, ψ ∈ M2([t0, T ];R) i α, β ∈ R proizvo	ne konstante.
Tada je:

1. I(φ) FT -mer	ivo;

2. EI(φ) = 0;

3. I(αφ+ βψ) = αI(φ) + βI(ψ);

4. E|I(φ)|2 =
∫ T

t0
E|φ(t)|2dt (stohastiqka integralna izometrija);

5. E[I(φ)I(ψ)] =
∫ T

t0
E[φ(t)ψ(t)]dt.

Integral Itoa se mo�e definisati pod slabijim uslovima od prethodno
navedenih. Naime, neka je L2([t0, T ];R) klasa stohastiqkih procesa koji su
B ⊗ F -mer	ivi, adaptirani u odnosu na familiju {Ft, t ≥ 0} i za koje va�i
da je

P

{∫ T

t0

|φ(t)|2dt <∞
}

= 1.

Na osnovu definicije klase L2([t0, T ];R) sledi da je ona xira u odnosu na
klasu M2([t0, T ];R).

Mo�e se dokazati da za svako φ ∈ L2([t0, T ];R) postoji niz {φn, n ∈ N} iz
klase M2([t0, T ];R) tako da se integral Itoa procesa φ mo�e definisati kao

I(φ) = lim
n→∞

I(φn) (u verovatno�i).

U ovom sluqaju osobine 1-3 Teoreme 1.3.2 va�e, dok ostale ne va�e. Integral
Itoa procesa φ ∈ L2([t0, T ];R) zadovo	ava slede�u osobinu: za proizvo	ne
pozitivne konstante N i ε va�i

P
{∣∣∣∣∫ T

t0

φ(t)dw(t)

∣∣∣∣ > ε

}
≤ P

{∫ T

t0

|φ(t)|2dt > N

}
+
N

ε2
.

1.3.2 Neodre�eni integral Itoa

Da bi se definisao neodre�eni stohastiqki integral Itoa najpre se navodi
osobina integrala Itoa koja slu�i kao pomo�no sredstvo pri �egovom uvo�e-
�u. Neka je T > 0 i φ ∈ M2([t0, T ];R). Tada za sve 0 ≤ a < b ≤ T funkcija

{φ(t)|t ∈ [a, b]} ∈ M2([t0, T ];R) i integral
∫ b

a
φ(t)dw(t) je dobro definisan.

Pod ovim uslovima integral Itoa poseduje slede�u osobinu∫ b

a

φ(t)dw(t) +

∫ c

b

φ(t)dw(t) =

∫ c

a

φ(t)dw(t), 0 ≤ a < b < c ≤ T.

Definicija 1.3.3 Neka je I{s<t}, t0 ≤ s < t < T indikator skupa [t0, t].
Neodre�eni integral Itoa procesa φ ∈ M2([t0, T ];R) je stohastiqki proces
X = {x(t), t ∈ [t0, T ]}, pri qemu je

x(t) :=

∫ T

t0

I{s<t}φ(s)dw(s) =

∫ t

t0

φ(s)dw(s), t ∈ [t0, T ].
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Neodre�eni stohastiqki integral Itoa poseduje slede�e osobine:

1. x(t) je Ft-mer	ivo za t ∈ [t0, T ];

2. {x(t),Ft, t ∈ [t0, T ]} ima separabilnu i mer	ivu modifikaciju;

3. x(t0) = 0 skoro izvesno;

4. x(t)− x(s) =
∫ t

s
φ(u)dw(u);

5. Ex(t) = 0;

6. E|x(t)|2 =
∫ t

t0
E|φ(s)|2ds;

7. proces {x(t),Ft, t ∈ [t0, T ]} je za φ ∈ M2([t0, T ];R) kvadratno integrabi-
lan martingal sa kvadratnom varijacijom

⟨x, x⟩t =
∫ t

t0

|φ(u)|2du;

8. proces X iz Definicije 1.3.3 je skoro izvesno neprekidan;

9. ako je τ vreme zaustav	a�a u odnosu na {Ft, t ∈ [t0, T ]}, tada je za φ
∈ M2([t0, T ];R) stohastiqki proces

x(t ∧ τ) =
∫ t∧τ

t0

φ(s)dw(s), t ∈ [t0, T ],

martingal u odnosu na {Ft, t ∈ [t0, T ]} i Ex(t ∧ τ) = 0.

Neodre�eni integral Itoa se mo�e definisati i za stohastiqke procese φ
∈ L2([t0, T ];R) imaju�i u vidu Definiciju 1.3.3. Tada je proces X = {x(t),Ft,
t ∈ [t0, T ]} mer	iv i skoro izvesno neprekidan, dok u opxtem sluqaju, nije mar-
tingal. Me�utim, proces X je lokalni martingal, tj. {x(t ∧ τn),Ft, t ∈ [t0, T ]}
je martingal, pri qemu je {τn, n ∈ N} niz vremena zaustav	a�a definisanih
sa

τn = inf
t∈[t0,T ]

{∫ t

t0

|φ(s)|2ds ≥ n

}
.

1.3.3 Formula Itoa

Neodre�eni stohastiqki integral Itoa definisan je u prethodnom ode	ku.
Prirodno se jav	a potreba za rexava�em ovog integrala, ali �egovo izraqu-
nava�e na osnovu definicije nije efektivan naqin. Po analogiji sa izraqu-
nava�em Rimanovih integrala, gde se za odre�iva�e vrednosti integrala pri-
me�uju pravila integralnog raquna, u ovom ode	ku �e se razmatrati stohas-
tiqka verzija smene promen	ivih za rexava�e integrala Itoa, tzv. formula
Itoa. Ovu formulu je prvi uveo K. Ito 1944. godine u radovima [32, 33], a
uopxtio je Mejer [60].
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Bez uma�e�a opxtosti nada	e se pretpostav	a da je t0 = 0. Najpre se
uvodi jednodimenzionalna formula Itoa koja �e se u nastavku uopxtiti na
vixedimenzionalni sluqaj.

Neka je w = {w(t),Ft, t ≥ 0} jednodimenzionalan Vinerov proces defini-
san na kompletnom prostoru verovatno�a (Ω,F ,P). Neka su a ∈ L1(R+;R) i
b ∈ L2(R+;R), xto znaqi da su to mer	ivi procesi, adaptirani u odnosu na
familiju {Ft, t ≥ 0}, pri qemu je, za svako T > 0,∫ T

0

|a(t)|dt <∞ s.i.,

∫ T

0

|b(t)|2dt <∞ s.i.

Definicija 1.3.4 Neka su a ∈ L1(R+;R) i b ∈ L2(R+;R). Jednodimenzio-
nalan stohastiqki proces {x(t), t ≥ 0}, gde je

x(t) = x(0) +

∫ t

0

a(s)ds+

∫ t

0

b(s)dw(s), t ≥ 0, (1.3)

se naziva proces Itoa. Ka�e se da x(t) ima stohastiqki diferencijal dx(t)
za t ≥ 0 oblika

dx(t) = a(t)dt+ b(t)dw(t).

Prvi integral u izrazu (1.3) je Lebegov, dok je drugi integral Itoa. Kako
su oba integrala mer	iva, Ft-adaptirana i skoro izvesno neprekidna, to i
proces Itoa ima iste osobine. Oqigledno, proces Itoa {x(t), t ≥ 0} i �e-
gov stohastiqki diferencijal dx(t) se mogu razmatrati na bilo kom segmentu
[a, b] ⊂ R.

Teorema 1.3.3 (Formula Itoa) Neka je {x(t), t ≥ 0} proces Itoa sa sto-
hastiqkim diferencijalom dx(t) = a(t)dt+ b(t)dw(t) i neka je f : R+ ×R → R
nesluqajna funkcija sa neprekidnim parcijalnim izvodima f ′

t(t, x), f
′
x(t, x),

f ′′
xx(t, x). Tada je {f(t, x(t)), t ≥ 0} tako�e proces Itoa sa stohastiqkim dife-
rencijalom

df(t, x(t)) = f ′
t(t, x(t))dt+ f ′

x(t, x(t))dx(t) +
1

2
f ′′
xx(t, x(t))b

2(t)dt, t ≥ 0. (1.4)

Izraz (1.4) je poznat kao Itova formula za stohastiqko diferencira�e.
U nastavku se navodi vixedimenzionalna formula Itoa. Iz tog razloga

potrebno je najpre uvesti pojam vixedimenzionalnog stohastiqkog diferen-
cijala.

Definicija 1.3.5 Neka je w = {w(t),Ft, t ≥ 0} m-dimenzionalan Vinerov
proces. Neprekidan i adaptiran d-dimenzionalan stohastiqki proces {x(t),
t≥0}, pri qemu je x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xd(t))

T, je proces Itoa ako je oblika

x(t) = x(0) +

∫ t

0

a(s)ds+

∫ t

0

b(s)dw(s),

gde je a ∈ L1(R+;Rd) i b ∈ L2(R+;Rd×m). Ka�e se da {x(t), t ≥ 0} ima stohas-
tiqki diferencijal dx(t) za t ≥ 0, pri qemu je

dx(t) = a(t)dt+ b(t)dw(t).
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Neka C1,2([0,∞)×Rd;R) predstav	a familiju nenegativnih realnih funk-
cija V (t, x) sa neprekidno-diferencijabilnim parcijalnim izvodima prvog
reda po t i prvog i drugog reda po x. Uvode se slede�e oznake

Vt =
∂V

∂t
, Vx =

(
∂V

∂x1
, . . . ,

∂V

∂xd

)
,

Vxx =

(
∂2V

∂xi∂xj

)
d×d

=


∂2V

∂x1∂x1
. . . ∂2V

∂x1∂xd
...

∂2V
∂xd∂x1

. . . ∂2V
∂xd∂xd

 .

Teorema 1.3.4 (Vixedimenzionalna formula Itoa) Neka je {x(t), t≥0}
d-dimenzionalan proces Itoa sa stohastiqkim diferencijalom dx(t)
= a(t)dt+ b(t)dw(t) i neka je V ∈ C1,2([0,∞)×Rd;R). Tada je {V (t, x(t)), t ≥ 0}
tako�e proces Itoa sa stohastiqkim diferencijalom

dV (t, x(t)) =
[
Vt(t, x(t))+ Vx(t, x(t))a(t) +

1

2
trace

(
bT(t)Vxx(t, x(t))b(t)

) ]
dt

+ Vx(t, x(t))b(t)dw(t), t ≥ 0.

Iz izlo�enog se zak	uquje da je Itova formula koristan rezultat jer omo-
gu�ava izraqunava�e stohastiqkog diferencijala proizvo	ne funkcije koja
kao argument ima stohastiqki proces za koji se pretpostav	a da poseduje sto-
hastiqki diferencijal.

1.4 Stohastiqke diferencijalne jednaqine

Realni sistemi, koji su predmet prouqava�a razliqitih nauqnih disciplina,
su vrlo qesto podlo�ni sluqajnim uticajima. U ve�ini sluqajeva, �ihovo
ponaxa�e se bo	e opisuje stohastiqkim modelima u odnosu na deterministiqke.
Stohastiqki modeli se mogu opisati pomo�u stohastiqkih diferencijalnih
jednaqina koje uk	uquju sluqajne uticaje opisane pomo�u belog xuma.

Teorija stohastiqkih diferencijalnih jednaqina poqela je da se razvija u
okviru teorije stohastiqkih procesa 50-ih godina proxlog veka. Nezavisno
jedan od drugog, ovu teoriju su razvili Josif I	iq Gihman30 [18, 19] i K. Ito
[29]{[32]. Danas je opxteprihva�ena terminologija koju je uveo Ito.

Stohastiqke diferencijalne jednaqine nalaze primenu u mnogim disci-
plinama, uk	uquju�i pre svega in�e�erstvo, ekonomiju, finansije, fiziku,
biologiju, itd. Stohastiqki modeli sadr�e ,,beli xum" koji predstav	a ge-
neralisani izvod Vinerovog procesa, tj. ξ(t) = ẇ(t), kao xto je ve� pomenuto
u Poglav	u 1.2.

Neka je promena sta�a nekog sistema, qija je dinamika opisana stohasti-
qkim procesom X = {x(t), t ∈ [0, T ]}, za vremenski period dt, zadata slede�om
diferencijalnom jednaqinom

ẋ(t) = a(t, x(t)) + b(t, x(t))ξ(t), t ∈ [0, T ], x(0) = x0, (1.5)

30Iosif I .Gikhman
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gde su a : [0, T ]×Rd → Rd, b : [0, T ]×Rd → Rd×m nesluqajne Borelove funkcije.
S obzirom na pomenutu vezu izme�u Gausovog belog xuma i Vinerovog pro-

cesa, jednaqina (1.5) se mo�e predstaviti stohastiqkom diferencijalnom jed-
naqinom

dx(t) = a(t, x(t))dt+ b(t, x(t))dw(t), t ∈ [0, T ], x(0) = x0, (1.6)

pri qemu je w = {w(t), t ∈ [0, T ]} m-dimenzionalan Vinerov proces, a x0 je
d-dimenzionalna sluqajna promen	iva koja je stohastiqki nezavisna u odnosu
na w.

Imaju�i u vidu Definiciju 1.3.5 stohastiqkog diferencijala, jednaqina
(1.6) se mo�e zapisati u ekvivalentnom integralnom obliku na slede�i naqin

x(t) = x0 +

∫ t

0

a(s, x(s))ds+

∫ t

0

b(s, x(s))dw(s), t ∈ [0, T ]. (1.7)

Funkcije a(t, x(t)) i b(t, x(t)) su koeficijenti jednaqine (1.6), pri qemu se
a(t, x(t)) naziva koeficijent prenosa, a b(t, x(t)) koeficijent difuzije ili
rasipa�a.

Nada	e �e se podrazumevati da je Ft = σ{x0, w(s), 0 ≤ s ≤ t}.

Definicija 1.4.1 Mer	iv stohastiqki proces X = {x(t), t ∈ [0, T ]} je stro-
go rexe�e jednaqine (1.6) ako zadovo	ava slede�e uslove:

1. x(t) je Ft-mer	ivo za svako t ∈ [0, T ];

2.
∫ T

0
|a(t, x(t))|dt <∞ s.i.,

∫ T

0
|b(t, x(t))|2dt <∞ s.i.;

3. x(0) = x0 s.i.;

4. jednaqina (1.7) je zadovo	ena skoro izvesno za svako t ∈ [0, T ].

Lebegov i Itov integral na desnoj strani jednakosti (1.7) dobro su defi-
nisani i skoro izvesno neprekidni, zbog qega je i X skoro izvesno neprekidan
proces. To je direktna posledica osobina 1 i 2 Definicije 1.4.1. Pored toga,
oba integrala su jedinstvena do stohastiqke ekvivalentnosti. U tom sluqaju,
u skladu sa Teoremom 1.1.1 (teorema Duba) , uvek se pretpostav	a da se radi sa
mer	ivom, separabilnom i skoro izvesno neprekidnom modifikacijom strogog
rexe�a.

Definicija 1.4.2 Jednaqina (1.6) ima jedinstveno strogo rexe�e ako za
svaka dva stroga rexe�a x i x̃ va�i

P{x(t) = x̃(t), t ∈ [0, T ]} = 1.

U slede�oj teoremi su dati dovo	ni uslovi egzistencije i jedinstvenosti
strogog rexe�a jednaqine (1.6). Radi jednostavnosti u izra�ava�u, nada	e
�e se umesto termina strogo rexe�e koristiti samo termin rexe�e.
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Teorema 1.4.1 Neka je w m-dimenzionalan Vinerov proces i x0 sluqajna pro-
men	iva, nezavisna od w, za koju je E|x0|2 < ∞. Neka su a : [0, T ] × Rd → Rd,
b : [0, T ] × Rd → Rd × Rm Borelove funkcije koje zadovo	avaju globalni Lip-
xicov31 uslov i uslov ograniqenog rasta, tj. postoji konstanta L > 0 tako
da za svako (t, x), (t, y) ∈ [0, T ]× Rd, va�i

|a(t, x)− a(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)| ≤ L|x− y|, (1.8)

|a(t, x)|2 + |b(t, x)|2 ≤ L2(1 + |x|2). (1.9)

Tada postoji jedinstveno skoro izvesno neprekidno rexe�e jednaqine (1.6) sa
osobinom E supt∈[0,T ] |x(t)|2 < ∞. Pored toga, ako je E|x0|p < ∞, p ≥ 2, tada je
E supt∈[0,T ] |x(t)|p <∞.

Slede�a teorema predstav	a uopxte�e Teoreme 1.4.1 u kojoj je uniformni
Lipxicov uslov zame�en lokalnim Lipxicovim uslovom.

Teorema 1.4.2 Neka va�i uslov linearnog rasta (1.9) i neka je Lipxicov
uslov (1.8) zame�en slede�im lokalnim Lipxicovim uslovom: za svaki ceo
broj n ≥ 1, postoji pozitivna konstanta Ln takva da je za svako t ∈ [0, T ] i
za svako x, y ∈ Rd za koje je |x| ∨ |y| ≤ n,

|a(t, x)− a(t, y)|2 + |b(t, x)− b(t, y)|2 ≤ Ln|x− y|2. (1.10)

Tada postoji jedinstveno rexe�e x(t), t ∈ [0, T ], jednaqine (1.6) sa osobinom
E supt∈[0,T ] |x(t)|2 <∞.

Definicija 1.4.3 Neka je τ vreme zaustav	a�a filtracije Ft pri qemu je
0 ≤ τ ≤ T < ∞ skoro izvesno. Tada se Ft-adaptiran, neprekidan stohas-
tiqki proces {x(t), 0 ≤ t < τ} sa vrednostima u Rd naziva lokalno rexe�e
jednaqine (1.7) ako je x(0) = x0 i ukoliko postoji neopadaju�i niz {τk}k≥0

vremena zaustav	a�a filtracije Ft tako da 0 ≤ τk ↑ τ skoro izvesno i

x(t) = x0 +

∫ t∧τk

0

a(s, x(s))ds+

∫ t∧τk

0

b(s, x(s))dw(s), t ∈ [0, T ), s.i. (1.11)

Pored toga, ako lim supt→τ |x(t)| = ∞ skoro izvesno za τ < T < ∞, tada je
x(t), t ∈ [0, τ ] maksimalno lokalno rexe�e, a τ je vreme eksplozije.

Naredna teorema daje uslov egzistencije i jedinstvenosti maksimalnog lo-
kalnog rexe�a.

Teorema 1.4.3 Neka va�i lokalni Lipxicov uslov (1.10). Tada postoji
jedinstveno maksimalno lokalno rexe�e jednaqine (1.6).

Rexe�e stohastiqke diferencijalne jednaqine mo�e imati i globalno svoj-
stvo. Za uvo�e�e pojma globalnog rexe�a, potrebno je razmatrati rexe�e sto-
hastiqke diferencijalne jednaqine (1.6) na intervalu [0,∞), koje zadovo	ava
poqetni uslov x(0) = x0. Ukoliko pretpostavke Teoreme 1.4.1 i Teoreme 1.4.2

31Rudolf Lipschitz
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(teoreme egzistencije i jedinstvenosti rexe�a) va�e na svakom konaqnom pod-
intervalu [0, T ] intervala [0,∞), tada jednaqina (1.6) ima jedinstveno rexe�e
x(t) na celom intervalu [0,∞). Rexe�e koje poseduje ovu osobinu naziva se
globalno rexe�e.

U nastavku ovog poglav	a je navedene su Teoreme upore�iva�a rexe�a sto-
hastiqkih diferencijalnih jednaqine i Teorema upore�iva�a rexe�a dife-
rencijalnih jednaqine, koje se mogu na�i u [98] i [58], redom.

Razmatraju se dve jednodimenzionalne stohastiqke diferencijalne jedna-
qine:

dx(t) = a(t, x(t))dt+ σ(t, x(t))dw(t), t ≥ 0,

i
dy(t) = b(t, y(t))dt+ σ(t, y(t))dw(t), t ≥ 0,

sa istim poqetnim uslovom x(0) = y(0).

Teorema 1.4.4 Neka va�e slede�a dva uslova:
1) Za proizvo	no t ≥ 0, nejednakost

a(t, x) < b(t, y),

je zadovo	ena za svako (t, x) ∈ [0,∞)× R.
2) Postoji pozitivna rastu�a funkcija ϱ(u) : R+ → R+ za koju je∫

R+

ϱ−2(u)du = ∞,

tako da je ispu�en uslov

|σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ ϱ(|x− y|),

za svako t ≥ 0, x, y ∈ R. Tada je

x(t) ≤ y(t) s.i.

za svako t ≥ 0.

Navodi se eksponencijalna martingalna nejednakost koja �e se koristiti
u dokaziva�u glavnih rezultata.

Teorema 1.4.5 ([54]) Neka je b = (b1, . . . , bm) ∈ L2(R+;R1×m), i neka su T, α, β
proizvo	ni pozitivni brojevi. Tada va�i

P

{
sup

t∈[0,T ]

[∫ t

0

b(s)dw(s)− α

2

∫ t

0

|b(s)|2ds
]
> β

}
≤ e−αβ. (1.12)

Na, kraju, navodi se Teorema upore�iva�a rexe�a za diferencijalne jedna-
qine [58].

Teorema 1.4.6 Neka su u(t) i v(t) neprekidne funkcije na intervalu [a, b]
realne prave R i diferencijabilne na (a, b]. Neka je f : R2 → R neprekidno
preskikava�e i neka je

u(a) < v(a),
du

dt
− f(t, u) <

dv

dt
− f(t, v) na (a, b].

Tada je u < v na [a, b].
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1.4.1 D-invarijantnost
Za neke od primena stohastiqkih diferencijalnih jednaqina va�no je utvrdi-
ti da li stohastiqki model koji je �ima opisan ima jedinstveno globalno
pozitivno rexe�e. S obzirom na to da vrlo qesto koeficijenti sistema sto-
hastiqkih diferencijalnih jednaqina ne zadovo	avaju neki od uslova Teo-
reme 1.4.1 i Teoreme 1.4.2 (teoreme egzistencije i jedinstvenosti rexe�a), u
nastavku se navode teorijski rezultati koji se koriste prilikom dokaziva�a
pozitivnosti i globalnog karaktera rexe�a stohastiqkih diferencijalnih
jednaqina u ovakvim situacijama.

Razmatra se d-dimenzionalna stohastiqka diferencijalna jednaqina (1.6).
Infinitezimalni operator L pridru�en jednaqini (1.6) se definixe na sle-
de�i naqin

L=
∂

∂t
+

d∑
i=1

ai(t, x)
∂

∂xi
+
1

2

d∑
i,j=1

[
bT(t, x)b(t, x)

]
ij

∂2

∂xi∂xi
. (1.13)

Teorema 1.4.7 (D-invarijantnost Hasminskog32 [40]) Neka su D i Dn ot-
voreni skupovi u Rn tako da je

Dn ⊆ Dn+1, D =
∪
n

Dn i Dn ⊆ D

i neka funkcije a i b zadovo	avaju uslove egzistencije i jedinstvenosti re-
xe�a jednaqine (1.6) na svakom skupu {(t, x) : t > 0, x ∈ Dn}. Neka postoji
nenegativna neprekidna funkcija V : [0, T ] × D → R+ koja ima neprekidne
parcijalne izvode prvog reda po t i prvog i drugog reda po x i zadovo	ava
LV ≤ cV za neku pozitivnu konstantu c i t > 0, x ∈ D. Ukoliko

inf
t>0,x∈D\Dn

V (t, x) → ∞ kada n→ ∞,

tada, za proizvo	no x0 koje ne zavisi od σ(w), za koje je P(x0 ∈ D) = 1, postoji
jedinstveno Markovsko, neprekidno u vremenu rexe�e x(t) jednaqine (1.6) za
koje je x(0) = x0 i x(t) ∈ D, za svako t > 0, skoro izvesno.

Za rexe�e stohastiqke diferencijalne jednaqine (1.6) sa datim poqetnim
uslovom, va�i slede�a teorema:

Teorema 1.4.8 (Dinkinova33 formula) Neka je τ vreme zaustav	a�a i ne-
ka je E[τ |x0] <∞. Tada je

E[h(xτ )|x0] = h(x0) + E
[∫ τ

0

L(h(xt))dt|x0
]
,

gde je L operator definisan sa (1.13), a h je dva puta neprekidno diferenci-
jabilna funkcija.

32Rafail Z.Khasminskii
33EugeneDynkin
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1.4.2 Stabilnost stohastiqkih diferencijalnih

jednaqina

Ruski matematiqar Aleksandar Mihailoviq �apunov je 1892. godine uveo
koncept stabilnosti dinamiqkih sistema, dok je teorija stabilnosti rexe�a
stohastiqkih diferencijalnih jednaqina poqela da se razvija xezdesetih go-
dina proxlog veka. Jedan od osnovih zadataka ove teorije je da se omogu�i
predvi�a�e ponaxa�a rexe�a na beskonaqnom vremenskom intervalu jer je
mali broj, kako obiqnih, tako i stohastiqkih diferencijalnih jednaqina,
efektivno rexiv.

Metoda �apunova (metod funkcije �apunova, direktna (druga) metoda
�apunova) stekla je veliki znaqaj i dala podsticaj za moderni razvoj teorije
stabilnosti dinamiqkih sistema. Glavna prednost ove metode je u tome xto
za �enu primenu nije potrebno poznava�e rexe�a jednaqine. Brzi razvoj
teorije stohastiqkih diferencijalnih jednaqina krenuo je pre skoro 80 go-
dina zaslugom Itoa koji je postavio osnove stohastiqkog raquna. Direktna
metoda �apunova razvijala se u skladu sa pristupom stohastiqkoj stabil-
nosti od strane brojnih autora. Danas je dobro poznato da se metod funkcije
�apunova mo�e koristiti u prouqava�u razliqitih kvalitativnih i kvanti-
tavnih svojstava stohastiqkih diferencijalnih jednaqina. Osnovne ideje me-
tode �apunova su pobo	xane, uopxtene i proxirene u vixe pravaca.

Grubo govore�i, sistem je stabilan ako sva �egova rexe�a koja su u poqet-
nom trenutku bila u blizini polo�aja ravnote�e ostaju u �egovoj blizini
sa beskonaqnim protokom vremena. Dakle, stabilnost sistema podrazumeva
neoset	ivost sistema na male promene poqetnih uslova.

U nastavku su navedene definicije i teoreme za neke tipove stabilnosti,
koje su prouqavane u ovoj disertaciji. Za deta	e videti [21].

Neka za koeficijente a i b jednaqine (1.6) va�i da je

a(t, 0) = 0 i b(t, 0) = 0, t ≥ 0,

i za bilo koji poqetni uslov x(0) = x0 jednaqina (1.6) ima jedinstveno globalno
rexe�e x(t) = x(t; 0, x0). Tada jednaqina (1.6) ima rexe�e x(t) ≡ 0, t ≥ 0, koje
odgovara poqetnom uslovu x(0) = 0. Ovo rexe�e se naziva trivijalno rexe�e
(trivijalan ekvilibrijum) stohastiqke diferencijalne jednaqine (1.6).

Definicija 1.4.4 Trivijalno rexe�e jednaqine (1.6) je stohastiqki sta-
bilno ili stabilno u verovatno�i ako za svako ε ∈ (0, 1) i r > 0, postoji
δ = δ(ε, r, 0) > 0 tako da je

P{|x(t; 0, x0)| < r, t ≥ 0} ≥ 1− ε,

kad god je |x0| < δ.

Definicija 1.4.5 Trivijalno rexe�e jednaqine (1.6) je stohastiqki asim-
ptotski stabilno ako je stohastiqki stabilno i ako za svako ε ∈ (0, 1),
postoji δ = δ(ε, r, 0) > 0 tako da je

P
{
lim
t→∞

x(t; 0, x0) = 0
}
≥ 1− ε,
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kad god je |x0| < δ.

Definicija 1.4.6 Trivijalno rexe�e jednaqine (1.6) je sred�e-kvadratno
stabilno ako za svako ε > 0 postoji δ > 0, tako da kad god je |x0|2 < δ, tada
je E|x(t; 0, x0)|2 < ε za svako t ≥ 0.

Definicija 1.4.7 Trivijalno rexe�e jednaqine (1.6) je asimptotski sred-
�e-kvadratno stabilno ako je sred�e-kvadratno stabilno i ukoliko je

lim
t→∞

E|x(t; 0, x0)|2 = 0.

Kao i u prethodnom poglav	u, neka je C1,2([0,∞) × Rd;R+) familija svih
nenegativnih funkcija V (t, x) sa neprekidno-diferencijabilnim parcijal-
nim izvodima prvog reda po t i prvog i drugog reda po x. Jasno je da je za V
∈ C1,2([0,∞)× Rd;R+),

LV (t, x)=Vt(t, x)+Vx(t, x)a(t, x)+
1

2
trace

[
bT(t, x)Vxx(t, x)b(t, x)

]
,

pri qemu je L diferencijalni operator definisan u (1.13). Ukoliko je V (t, 0)
= 0, t ≥ 0, tada se funkcija V (t, x) naziva funkcija �apunova.

Slede�a teorema daje uslove stohastiqke asimptotske stabilnosti trivi-
jalnog rexe�a jednaqine (1.6) u terminima funkcije �apunova.

Teorema 1.4.9 Neka postoji nenegativna C1,2([0,∞) × Rd;R+) funkcija
V (t, x), neprekidne funkcije c, d : R+ → R+ i pozitivna konstanta K tako
da je, za svako |x| < K,

c(|x|) ≤ V (t, x) ≤ d(|x|).
(i) Ako je LV ≤ 0, |x| < K, tada je trivijalno rexe�e jednaqine (1.6)

stohastiqki stabilno.
(ii) Ako postoji neprekidna funkcija f : R+ → R+, tako da je LV

≤ −f(|x|), tada je trivijalno rexe�e jednaqine (1.6) stohastiqki asimptot-
ski stabilno.

(iii) Ako je

ELV (t, x) ≤ −c1E|x|2,

za c1 > 0, tada je trivijalno rexe�e jednaqine (1.6) asimptotski sred�e-
kvadratno stabilno.

1.5 Stohastiqke funkcionalne

diferencijalne jednaqine

Stohastiqke funkcionalne diferencijalne jednaqine se prvi put pomi�u u
radovima Ojlera34, Bernulija, Lagran�a35 i Laplasa36 u XVIII veku. Ove jed-
naqine opisuju procese qije ponaxa�e ne zavisi samo od �ihovog sadax�eg

34Leonhard Euler
35Joseph − Louis Lagrange
36Pierre − Simon Laplace
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sta�a, ve� i od proxlosti. Sistemi ovih jednaqina se prime�uju u modeli-
ra�u procesa iz fizike, mehanike, ekonomije, finansija, biologije, ekologije,
sociologije, medicine itd.

Kao i kod drugih tipova stohastiqkih jednaqina, kod stohastiqkih funkci-
onalnih diferencijalnih jednaqina predmet prouqava�a su najqex�e egzis-
tencija i jedinstvenost rexe�a, �ihova pozitivnost, neeksplozija, stabil-
nost, kao i kvalitativna i kvantitativna svojstva rexe�a.

Kao i do sada, neka su sve sluqajne promen	ive i procesi definisani
na prostoru verovatno�a (Ω,F ,P) sa filtracijom {Ft, t≥ 0} koja zadovo	ava
uobiqajene uslove.

Za fiksirano τ > 0, neka je C([−τ, 0];Rd) familija neprekidnih funkcija
φ : [−τ, 0] → Rd, sa supremum-normom definisanom sa ||φ|| = sup−τ≤θ≤0 |φ(θ)|.
Pritom, (C([−τ, 0];Rd), || · ||) je Banahov prostor. Neka je C = C([−τ, 0];Rd), a
D prostor svih F0-adaptiranih sluqajnih promen	ivih φ ∈ C.

U ovom poglav	u se razmatra stohastiqka funkcionalna diferencijalna
jednaqina oblika

dx(t) = f(t, xt) dt+ g(t, xt) dw(t), t ∈ [0, T ], (1.14)

x0 = ξ,

pri qemu su funkcionali

f : [0, T ]× C → Rd, g : [0, T ]× C → Rd×m

Borel mer	ivi, {x(t), 0 ≤ t ≤ T} je d-dimenzionalan proces i xt = {x(t + θ),
θ ∈ [−τ, 0]} je stohastiqki proces iz familije C i interpretira se kao pro-
xlost sta�a u odnosu na trenutak t. Zbog zavisnosti od proxlosti, poqetni
uslov se mora zadati na qitavom intervalu [−τ, 0], tj.

x0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]}, (1.15)

pri qemu je ξ F0-mer	iva sluqajna promen	iva iz familije C, za koju va�i
E||ξ||2 <∞.

Definicija 1.5.1 Za d-dimenzionalan stohastiqki proces {x(t), t∈ [−τ, T ]}
se ka�e da je rexe�e jednaqine (1.14) ako je skoro izvesno neprekidan, {xt,
t ∈ [0, T ]} je Ft-adaptiran,

∫ T

0
|f(t, xt)| dt < ∞ skoro izvesno,

∫ T

0
|g(t, xt)|2dt

< ∞ skoro izvesno, x0 = ξ skoro izvesno i za svako t ∈ [0, T ], integralni
oblik jednaqine (1.14) je zadovo	en skoro izvesno.

Definicija 1.5.2 Rexe�e {x(t), t ∈ [−τ, T ]} jednaqine (1.14) je jedinstveno
ako je bilo koje drugo rexe�e {x̃(t), t ∈ [−τ, T ]} stohastiqki ekvivalentno
tom rexe�u, tj. ako je

P{x(t) = x̃(t), t ∈ [−τ, T ]} = 1.

Teorema koja daje uslove egzistencije i jedinstvenosti rexe�a stohasti-
qkih funkcionalnih diferencijalnih jednaqina, mo�e se na�i, na primer, u
[54].
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Teorema 1.5.1 Ako za funkcionale f i g va�e uniformni Lipxicov uslov
i uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0, tako da je

|f(t, φ)− f(t, ψ)| ∨ |g(t, φ)− g(t, ψ)| ≤ K||φ− ψ||,
|f(t, φ)| ∨ |g(t, φ)| ≤ K(1 + ||φ||),

za svako t ∈ [0, T ] i φ, ψ ∈ C, tada postoji jedinstveno, skoro izvesno nepre-
kidno rexe�e x(t) jednaqine (1.14). Uz to, ako je E||ξ||p < ∞ za p ≥ 2, tada
je E sup−τ≤t≤T |x(t)|p <∞.

Ako se pretpostavi da je f(t, 0) ≡ 0 i g(t, 0) ≡ 0, jednaqina (1.14) ima rexe-
�e x(t) ≡ 0 koje odgovara poqetnom uslovu x0 = 0. Ovo rexe�e se naziva tri-
vijalno rexe�e stohastiqke funkcionalne diferencijalne jednaqine (1.14).

1.5.1 Stabilnost stohastiqkih funkcionalnih

diferencijalnih jednaqina

U nastavku su navedene definicije i teoreme teorije stabilnosti stohasti-
qkih funkcionalnih diferencijalnih jednaqina, koje se mogu na�i, na primer,
u [43]. Koriste�i se analogijom sa definicijama iz Ode	ka 1.4.2, pre for-
mulacije glavnih rezultata koji se odnose na stabilnost ovog tipa jednaqina,
navode se definicije tri osnovna tipa stabilnosti za stohastiqke funkci-
onalne diferencijalne jednaqine.

Definicija 1.5.3 Trivijalno rexe�e jednaqine (1.14) je stohastiqki sta-
bilno ako za svako ε ∈ (0, 1) i r > 0 postoji δ = δ(ε, r, 0) > 0, tako da je

P{|x(t; ξ)| > r, t ≥ 0} ≤ ε,

za svaki poqetni uslov ξ ∈ D za koji je P{||ξ|| ≤ δ} = 1.

Definicija 1.5.4 Trivijalno rexe�e jednaqine (1.14) je sred�e-kvadratno
stabilno ako za svako ε > 0 postoji δ > 0, tako da kad god je sup−τ≤θ≤0 E|ξ(θ)|2
< δ, tada je E|x(t; ξ)|2 < ε za svako t ≥ 0.

Definicija 1.5.5 Trivijalno rexe�e jednaqine (1.14) je asimptotski sred-
�e-kvadratno stabilno ako je sred�e-kvadratno stabilno i limt→∞ E|x(t; ξ)|2
= 0.

Diferencijalni operator pridru�en jednaqini (1.14) se definixe for-
mulom

LV (t, ξ) = lim sup
∆→0

Et,ξV (t+∆, xt+∆)− V (t, ξ)

∆
,

gde je x(s), s ≥ t rexe�e jednaqine (1.14) sa poqetnim uslovom xt = ξ, a V (t, ξ)
je funkcional definisan za t ≥ 0 i ξ ∈ D.

U nastavku �e klasa funkcionala V (t, ξ) biti redukovana da bi se odredio
operator L. Najpre, za t ≥ 0 i funkciju ξ ∈ D, neka je V (t, ξ) = V (t, ξ(0), ξ(θ)),
−τ ≤ θ ≤ 0. Tada se definixe funkcija

Vξ(t, x) = V (t, ξ) = V (t, xt) = V (t, x, x(t+ θ)), −τ ≤ θ ≤ 0,
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gde je ξ = xt, x = ξ(0) = x(t).
Neka je C1,2([0,∞) × D;R+) familija funkcionala V (t, ξ), tako da su, za

svako t ≥ 0 neprekidno-diferencijabilni prvi parcijalni izvod po t i prvi
i drugi parcijalni izvod po x funkcije Vξ(t, x) i Vξ(t, 0) = 0. Tada je V (t, ξ)
funkcional �apunova. Primenom operatora L, koji je pridru�en jednaqini
(1.14), dobija se

LV (t, xt)=
∂Vξ(t, x)

∂t
+fT (t, xt)

∂Vξ(t, x)

∂x
+
1

2
trace

[
gT(t, xt)

∂2Vξ(t, x)

∂x2
g(t, xt)

]
.

Generalizacijom metoda �apunova iz Ode	ka 1.4.2 na ovaj tip stohasti-
qkih jednaqina prirodno se dolazi do rezultata koji daju dovo	ne uslove
asimptotske sred�e-kvadratne stabilnosti i stabilnosti u verovatno�i tri-
vijalnog rexe�a jednaqine (1.14) u terminima funkcionala �apunova.

Teorema 1.5.2 Neka postoji funkcional V (t, ξ) ∈ C1,2([0,∞) × D;R+) tako
da je

c1E|x(t)|2 ≤ EV (t, xt) ≤ c2 sup
−τ≤θ≤0

E|x(t+ θ)|2,

ELV (t, xt) ≤ −c3E|x(t)|2,

za ci > 0, i = 1, 2, 3. Tada je trivijalno rexe�e jednaqine (1.14) asimptotski
sred�e-kvadratno stabilno.

Teorema 1.5.3 Neka postoji funkcional V (t, ξ) ∈ C1,2([0,∞) × D;R+) tako
da je

c1|x(t)|2 ≤ V (t, xt) ≤ c2 sup
−τ≤θ≤0

|x(t+ θ)|2 i LV (t, xt) ≤ 0,

ci > 0, i = 1, 2, za svako ξ ∈ D za koje je P{||ξ|| ≤ δ} = 1, gde je δ > 0
dovo	no mali broj. Tada je trivijalno rexe�e jednaqine (1.14) stohastiqki
stabilno.

1.5.2 Stohastiqke diferencijalne jednaqine

sa kax�e�em

Stohastiqke diferencijalne jednaqine sa kax�e�em predstav	aju specijalnu
ali va�nu klasu stohastiqkih funkcionalnih diferencijalnih jednaqina.
Razmatra se slede�a stohastiqka diferencijalna jednaqina sa konstantnim
kax�e�em oblika

dx(t) = F (t, x(t), x(t− τ))dt+G(t, x(t), x(t− τ))dw(t), t ∈ [0, T ], (1.16)

sa poqetnim uslovom (1.15), gde je F : [0, T ] × Rd × Rd → Rd i G : [0, T ]
× Rd × Rd → Rd×m. Ukoliko se definixu funkcije f(t, ξ) = F (t, ξ(0), ξ(−τ))
i g(t, ξ) = G(t, ξ(0), ξ(−τ)), pri qemu je (t, ξ) ∈ [0, T ] × C([−τ, 0];Rd), tada se
jednaqina (1.16) mo�e zapisati kao jednaqina (1.14). Shodno tome, zak	uquje
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se da Teorema egzistencije i jedinstvenosti rexe�a 1.5.1 va�i i za jedna-
qinu (1.16). Neka funkcije F i G zadovo	avaju lokalni Lipxicov uslov i
uslov linearnog rasta. To znaqi da za svaki ceo broj n ≥ 1 postoji pozitivna
konstanta Kn tako da je za svako t ∈ [0, T ] i svako x, y, x̄, ȳ ∈ Rd za koje je
|x| ∨ |y| ∨ |x̄| ∨ |ȳ| ≤ n, va�i

|F (t, x, y)− F (t, x̄, ȳ)|2 ∨ |G(t, x, y)−G(t, x̄, ȳ)|2 ≤ Kn(|x− x̄|2 + |y − ȳ|2) (1.17)

i postoji konstanta K > 0 takva da za svako (t, x, y) ∈ [0, T ]× Rd × Rd va�i

|F (t, x, y)|2 ∨ |G(t, x, y)|2 ≤ K(1 + |x|2 + |y|2). (1.18)

Tada postoji jedinstveno rexe�e jednaqine (1.16).
Uslovi (1.17) i (1.18) se mogu oslabiti. Naime, na intervalu [0, τ ] jednaqina

(1.16) postaje

dx(t) = F (t, x(t), ξ(t− τ))dt+G(t, x(t), ξ(t− τ))dw(t)

sa poqetnim uslovom x(0) = ξ(0). Posled�a jednaqina predstav	a stohastiqku
diferencijalnu jednaqinu bez kax�e�a koja ima jedinstveno rexe�e ukoliko
uslov linearnog rasta (1.18) va�i i ako su funkcije F (t, x, y) i G(t, x, y)
lokalno Lipxic neprekidne samo po x. Dakle, ukoliko je poznato rexe�e
jednaqine x(t) na intervalu [0, τ ] tada isti argument (lokalna Lipxic nepre-
kidnost) va�i i na intervalima [τ, 2τ ], [2τ, 3τ ], itd. Nastav	aju�i postupak
dobija se rexe�e na celom intervalu [−τ, T ]. Izneta razmatra�a, objedi�ena
su u slede�oj teoremi.

Teorema 1.5.4 Neka va�i uslov linearnog rasta (1.18) i neka za svaki ceo
broj n ≥ 1 postoji konstanta Kn takva da je za svako t ∈ [0, T ], y ∈ Rd i
x, x̄ ∈ Rd za koje je |x| ∨ |x̄| ≤ n,

|F (t, x, y)− F (t, x̄, y)|2 ∨ |G(t, x, y)−G(t, x̄, y)|2 ≤ Kn|x− x̄|2. (1.19)

Tada postoji jedinstveno rexe�e stohastiqke diferencijalne jednaqine sa
kax�e�em (1.16).

Naredna teorema daje uslov egzistencije i jedinstvenosti maksimalnog lo-
kalnog rexe�a.

Teorema 1.5.5 Neka va�i lokalni Lipxicov uslov (1.19). Tada postoji
jedinstveno maksimalno lokalno rexe�e stohastiqke diferencijalne jedna-
qine sa kax�e�em (1.16).

Kod nekih procesa, da bi se xto realnije opisao kumulativni efekat
istorije procesa na �egovo sadax�e sta�e, koristi se vremenski raspode-
	eno kax�e�e, koje mo�e biti konaqno ili beskonaqno. Ovakvi modeli su
posebno pogodni za razumeva�e, predvi�a�e ponaxa�a i kontrolu xire�a
epidemija. Uvo�e�e vremenski raspode	enog kax�e�a u epidemioloxke mo-
dele omogu�ava da se modelira vreme boravka u odre�enom sta�u, na primer
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u infektivnom sta�u [6]. Tako�e, ovakvi modeli imaju primenu u opisiva�u
dinamike populacije [7]. Opxti oblik stohastiqke diferencijalne jednaqine
sa vremenski raspode	enim konaqnim kax�e�em je

dx(t) = F

(
t, xt,

∫ 0

−τ

k1(s)x(t+ s)ds, . . . ,

∫ 0

−τ

kr(s)x(t+ s)ds

)
dt (1.20)

+G

(
t, xt,

∫ 0

−τ

k1(s)x(t+ s)ds, . . . ,

∫ 0

−τ

kr(s)x(t+ s)ds

)
dw(t), t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom x0 = ξ = {ξ(θ),−τ ≤ θ ≤ 0} ∈ Lp
F0
((−τ, 0];Rd)37, i F :

R+ × Rd × Rd×r → Rd, G : R+ × Rd × Rd×r → Rd×m. Funkcije ki ∈ L1((−τ, 0]
;R+)

38, i = 1, 2, . . . , r poseduju svojstvo
∫ 0

−τ
ki(s)ds = 1 i nazivaju se jezgro.

1.6 Neutralne stohastiqke funkcionalne

diferencijalne jednaqine

U ovom poglav	u uvodi se jox jedna klasa stohastiqkih diferencijalnih jed-
naqina koje zavise od proxlih i sadax�ih vrednosti u kojima se, pored nepo-
znatog procesa {x(t), t ≥ 0}, pod diferencijalom jav	a i argument sa kax�e-
�em. Ovakve jednaqine se nazivaju neutralne stohastiqke funkcionalne
diferencijalne jednaqine ili neutralne stohastiqke diferencijalne jed-
naqine sa kax�e�em. Iz tog razloga, mnoga tvr�e�a koja va�e za stohas-
tiqke funkcionalne diferencijalne jednaqine i stohastiqke diferencijalne
jednaqine sa kax�e�em, uspexno su proxirena na klasu neutralnih stohas-
tiqkih diferencijalnih jednaqina (videti na primer [36, 49, 52, 54, 77]). Ovaj
tip jednaqina su uveli Kolmanovski i Mixkis39 [42, 43], motivisani siste-
mima iz oblasti hemijskog in�e�erstva kao i teorijom aeroelastiqnosti, tako
da su primenu ovih jednaqina vezali upravo za navedene oblasti. Od tada
je teorija neutralnih stohastiqkih diferencijalnih jednaqina dobijala sve
ve�u pa��u.

Neutralna stohastiqka funkcionalna diferencijalna jednaqina je oblika

d[x(t)− u(xt)] = f(t, xt)dt+ g(t, xt)dw(t), t ∈ [0, T ], (1.21)

sa poqetnim uslovom x0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]}, pri qemu su

f : [0, T ]× C([−τ, 0];Rd) → Rd,

g : [0, T ]× C([−τ, 0];Rd) → Rd×m,

u : [0, T ]× C([−τ, 0];Rd) → Rd

i xt = {x(t+ θ), θ ∈ [−τ, 0]} ∈ C([−τ, 0];Rd).

37Lp
F0

(Ω;Rd) predstav	a familiju F0−mer	ivih sluqajnih promen	ivih ξ sa vredno-

stima u Rd za koje je E|ξ|2 < ∞.
38Lp([a, b];Rd) predstav	a familiju Borel mer	ivih funkcija h : [a, b] → Rd za koje je∫ b

a
|h(t)|pdt < ∞.
39Anatoliy Myshkis
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Naredna teorema, koja se mo�e na�i u [54], daje dovo	ne uslove egzistencije
i jedinstvenosti rexe�a jednaqine (1.21).

Teorema 1.6.1 Ako za funkcionale f i g va�e uniformni Lipxicov uslov
i uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0, tako da va�i

|f(t, φ)− f(t, ψ)|2 ∨ |g(t, φ)− g(t, ψ)|2 ≤ K||φ− ψ||2,
|f(t, φ)|2 ∨ |g(t, φ)|2 ≤ K(1 + ||φ||2),

za svako t ∈ [0, T ] i φ, ψ ∈ C([−τ, 0];Rd) i ako postoji konstanta κ ∈ (0, 1)
tako da va�i

|u(φ)− u(ψ)| ≤ κ∥φ− ψ∥,

za svako φ, ψ ∈ C([−τ, 0];Rd) i u(0) = 0, tada postoji jedinstveno, skoro
izvesno neprekidno rexe�e x(t) jednaqine (1.21). Pored toga, ako je E||ξ||p
<∞, za p ≥ 2, tada je

E sup
−τ≤t≤T

|x(t)|p <∞.

Kao i kod ostalih pomenutih tipova stohastiqkih diferencijalnih jedna-
qina tvr�e�e Teoreme 1.6.1 va�i i ako se globalni Lipxicov uslov zameni
slabijim lokalnim.

1.6.1 Stabilnost neutralnih stohastiqkih

funkcionalnih diferencijalnih jednaqina

Dovo	ni uslovi stabilnosti neutralnih stohastiqkih funkcionalnih dife-
rencijalnih jednaqina dati su u terminima funkcionala �apunova (videti
[43]) i oni �e biti navedeni u nastavku kroz odgovaraju�e teoreme.

Neka za koeficijente jednaqine (1.21) va�i: f(t, 0)≡0, g(t, 0)≡0 i u(0)=0.
Tada jednaqina (1.21) ima trivijalno rexe�e x(t) ≡ 0 sa poqetnim uslovom
x0 = 0.

Kao i u Poglav	u 1.5, neka D oznaqava prostor svih F0-mer	ivih funkcija
ξ ∈ C i neka je ispu�en uslov:

|u(t, ξ)| ≤
∫ τ

0

|ξ(−s)|dK(s),

∫ τ

0

dK(s) < 1. (1.22)

Definicije 1.5.3, 1.5.4 i 1.5.5 se mogu proxiriti i na jednaqinu (1.21), pa
�e zbog toga ovde biti izostav	ene.

Neka je C1,2([0,∞)×D;R+) familija funkcionala V (t, ξ) za koje funkcije
Vξ(t, x) imaju neprekidno-diferencijabilne parcijalne izvode prvog reda po
t i prvog i drugog reda po x za svako t ≥ 0.

Teorema 1.6.2 Neka postoji funkcional W : [0,∞) × D → R+ koji zadovo-
	ava uslov EW (t, xt) ≤ c1 sup−τ≤s≤0 E|xs|2. Neka u(t, xt) zadovo	ava uslov (1.22)
i neka za funkcional V (t, xt) ∈ C1,2([0,∞)×D;R+)

V (t, xt) = W (t, xt) + |x(t)− u(t, xt)|2,
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va�e slede�e ocene

EV (0, x0) ≤ K1 sup
−τ≤θ≤0

E|x(t+ θ)|2,

ELV (t, xt) ≤ −K2E|x(t)|2,

gde je t ≥ 0 i Ki > 0, i = 1, 2. Tada je trivijalno rexe�e jednaqine (1.21)
asimptotski sred�e-kvadratno stabilno.

Teorema 1.6.3 Neka postoji funkcional V (t, ξ) ∈ C1,2([0,∞) × D;R+) tako
da je

c1|x(t)|2 ≤ V (t, xt) ≤ c2||xt||2 i LV (t, xt) ≤ 0,

za ci > 0, i = 1, 2 i proizvo	no ξ ∈ D za koje je P{||ξ|| ≤ δ} = 1, gde je δ > 0
dovo	no mali broj. Tada je trivijalno rexe�e jednaqine (1.21) stohastiqki
stabilno.

1.7 Stohastiqke diferencijalne jednaqine

sa prelazima Markova

S obzirom da se stohastiqke diferencijalne jednaqine prime�uju u razli-
qitim oblastima nauke i tehnike, za neke od primena je karakteristiqno da se
sistemi koji se opisuju pomo�u �ih me�aju u skladu sa razliqitim zakonima
u toku nekog vremenskog perioda i da u sluqajnim momentima prelaze iz jednog
re�ima na drugi.

Na populacione sisteme osim Gausovog belog xuma u mnogim sluqajevima
utiqe i obojeni ili, takozvani, telegrafski xum. �egov uticaj se manifestu-
je sluqajnim prelazom posmatranog sistema iz jednog u neko drugo sta�e, xto
zavisi od faktora kao xto su, na primer, godix�e doba, doba dana, itd. Ovi
prelazi se modeliraju pomo�u lanaca Markova sa konaqnim brojem sta�a, xto
predstav	a osnovnu motivaciju za prouqava�e stohastiqkih diferencijalnih
jednaqina sa prelazima Markova. U radovima [53, 55, 56, 57, 109] su razmatrane
stohastiqke diferencijalne jednaqine bez i sa kax�e�em, kao i sa prelazima
Markova.

Pored ve� uvedenih oznaka, neka r = {r(t), t ∈ [0, T ]} oznaqava neprekidan
zdesna lanac Markova definisan na datom prostoru verovatno�a, sa konaqnim
skupom sta�a S = {1, 2, ..., N} i generatorom Γ = (γij)N×N definisanim sa

P{r(t+∆) = j|r(t) = i} =


γij∆+ o(∆), i ̸= j,

1 + γii∆+ o(∆), i = j,
(1.23)

pri qemu je ∆ > 0, a γij ≥ 0 predstav	a gustinu prelaza iz sta�a i u sta�e j,
kada je i ̸= j, dok je

γii = −
∑
j ̸=i

γij.
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Pretpostav	a se da je lanac Markova r nezavisan u odnosu na Vinerov proces
w. Pritom je skoro svaka trajektorija procesa r neprekidna zdesna stepenasta
funkcija sa konaqnim brojem skokova na intervalu [0, T ].

Razmatra se slede�a stohastiqka diferencijalna jednaqina sa prelazima
Markova

dx(t) = f(t, x(t), r(t))dt+ g(t, x(t), r(t))dw(t), 0 ≤ t ≤ T, (1.24)

x(0) = x0 ∈ L2
F0
(Ω;Rd), r(0) = r0,

pri qemu su

f : [0, T ]× Rd × S → Rd, g : [0, T ]× Rd × S → Rd×m

Borelove funkcije.

Definicija 1.7.1 Stohastiqki proces {x(t), 0 ≤ t ≤ T} sa vrednostima u
Rd je rexe�e jednaqine (1.24) ako ima slede�a svojstva:

(1) neprekidan je i Ft adaptiran;

(2) {f(t, x(t), r(t))}0≤t≤T ∈L1([0, T ];Rd) i {g(t, x(t), r(t))}0≤t≤T ∈L2([0, T ];Rd×m);

(3) jednaqina

x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(s, x(s), r(s))ds+

∫ t

0

g(s, x(s), r(s))dw(s), 0 ≤ t ≤ T,

(1.25)
je zadovo	ena sa verovatno�om jedan.

Rexe�e {x(t), 0 ≤ t ≤ T} je jedinstveno ako za bilo koje drugo rexe�e {x̄(t), 0
≤ t ≤ T )} va�i

P{x(t) = x̄(t) za svako 0 ≤ t ≤ T} = 1.

Teorema 1.7.1 Ako koeficijenti f i g jednaqine (1.24) zadovo	avaju Lip-
xicov uslov i uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K̄ tako da
za svako x, y ∈ Rd, t ∈ [0, T ] i i ∈ S va�i

|f(t, x, i)− f(t, y, i)|2 ∨ |g(t, x, i)− g(t, y, i)|2 ≤ K̄|x− y|2, (1.26)

i ako postoji konstanta K > 0 tako da za svako (t, x, i) ∈ [0, T ]×Rd×S va�i

|f(t, x, i)|2 ∨ |g(t, x, i)|2 ≤ K(1 + |x|2), (1.27)

tada postoji jedinstveno rexe�e {x(t), t ∈ [0, T ]} jednaqine (1.24). Xtavixe,
ako je x(t) rexe�e jednaqine (1.24) onda je

E( sup
0≤t≤T

|x(t)|2) ≤ (1 + 3E|x0| 2)e3KT (T+4), (1.28)

tj. rexe�e pripada klasi M2([0, T ];Rd).
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Kao i u prethodnim poglav	ima i ovde �e biti navedena teorema egzisten-
cije i jedinstvenosti maksimalnog lokalnog rexe�a jednaqine (1.24).

Teorema 1.7.2 Neka va�i lokalni Lipxicov uslov: za svaki ceo broj k ≥ 1
postoji konstanta hk takva da je za svako t ∈ [0, T ], i ∈ S i x, y ∈ Rd za koje
je |x| ∨ |y| ≤ k,

|f(t, x, i)− f(t, y, i)|2 ∨ |g(t, x, i)− g(t, y, i)|2 ≤ hk|x− y|2. (1.29)

Tada postoji jedinstveno maksimalno lokalno rexe�e stohastiqke diferen-
cijalne jednaqine sa prelazima Markova (1.24).

Teorema 1.7.3 (Uopxtena formula Itoa) Ako je V ∈ C1,2([0, T ]× Rd × S;R)
tada va�i

V (t, x(t), r(t)) = V (0, x(0), r(0)) +

∫ t

0

LV (s, x(s), r(s))ds

+

∫ t

0

Vx(s, x(s), r(s))g(s, x(s), r(s))dw(s) (1.30)

+

∫ t

0

∫
R

(V (s, x(s), i0 + h(r(s), l))− V (s, x(s), r(s)))µ(ds, dl),

za 0 ≤ t ≤ T, pri qemu je funkcija h definisana sa

h(i, j) =

{
j − i, za y ∈ ∆ij,
0, inaqe,

(1.31)

µ(ds, dl) = ν(ds, dl) − µ(dl) predstav	a martingalnu meru, ν sluqajnu Poa-
sonovu40 meru, µ Lebegovu meru na R, dok su ∆ij uzastopni, levo zatvoreni,
desno otvoreni intervali realne prave.

1.7.1 Stabilnost stohastiqkih diferencijalnih

jednaqina sa prelazima Markova

U ovom ode	ku se razmatra ograniqenost i stabilnost rexe�a stohastiqkih
diferencijalnih jednaqina sa prelazima Markova. U tom ci	u koristi�e se
metod funkcije �apunova (direktna (druga) metoda �apunova).

Stabilnost stohastiqkih diferencijalnih jednaqina sa prelazima Mar-
kova bila je predmet izuqava�a mnogih autora koji su direktnu metodu �apu-
nova prilagodili stohastiqkim diferencijalnim jednaqinama sa prelazima
Markova (na primer: Mao [53, 55, 57], Mao i Xajhet [56], Xajhet [90], Juan41 i
Mao [109]).

Za koeficijente jednaqine (1.24) uvode se slede�e pretpostavke: f(t, 0, i)
≡ 0 i g(t, 0, i) ≡ 0, za svaki ure�eni par (t, i) ∈ [0,∞) × S. Tada jednaqina
(1.24) ima trivijalno rexe�e x(t) ≡ 0 sa poqetnim uslovom x0 = 0. Neka je
r0 ∈ S poqetno sta�e.

40Simeon Denis Poisson
41Y uanChenggui
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Pre navo�e�a teoreme koja daje dovo	ne uslove asimptotske sred�e-kva-
dratne stabilnosti trivijalnog rexe�a jednaqine (1.24) navode se definicije
razliqitih tipova stabilnosti rexe�a te jednaqine. Teorema i definicije
se mogu na�i u [57, 90].

Definicija 1.7.2 Trivijalno rexe�e jednaqine (1.24) je stohastiqki sta-
bilno ili stabilno u verovatno�i, ako za svako ε ∈ (0, 1) i r > 0 postoji
δ = δ(ε, r, 0) > 0, tako da je

P{|x(t; 0, i)| > r, t ≥ 0} ≤ ε,

za svaki poqetni uslov x(0; 0, r0) ∈ [0,∞)× Rd × S za koji je |x(0; 0, r0)| < δ.

Definicija 1.7.3 Trivijalno rexe�e jednaqine (1.24) je sred�e-kvadratno
stabilno ako za svako ε > 0 postoji δ > 0, tako da kad god je |x(0; 0, r0)|2 < δ,
tada je E|x(t; 0, i)|2 < ε, za svako t ≥ 0 i i ∈ S.

Definicija 1.7.4 Trivijalno rexe�e jednaqine (1.24) je asimptotski sred-
�e-kvadratno stabilno ako je sred�e-kvadratno stabilno i limt→∞ E|x(t; 0, i)|2
= 0, za svako t ≥ 0 i i ∈ S.

Neka je C1,2([0,∞)×Rd×S;R+) klasa svih nenegativnih funkcija V (t, x, i)
sa neprekidno-diferencijabilnim parcijalnim izvodima prvog reda po t i
prvog i drugog reda po x. Za svako x ∈ Rd, i ∈ S i V ∈ C1,2([0,∞)×Rd×S;R+)
operator L se definixe na slede�i naqin

LV (t, x, i) = Vt(t, x, i) + Vx(t, x, i)f(t, x, i)

+
1

2
trace[gT(t, x, i)Vxx(t, x, i)g(t, x, i)] +

N∑
j=1

γijV (t, x, j),

pri qemu je

Vt(t, x, i) =
∂V (t, x, i)

∂t

Vx(t, x, i) =

(
∂V (t, x, i)

∂x1
, . . . ,

∂V (t, x, i)

∂xd

)
,

Vxx(x, i) =

(
∂2V (x, i)

∂xi∂xj

)
d×d

.

Teorema 1.7.4 Ako postoji funkcija V ∈ C1,2([0,∞) × Rd × S;R+) i pozi-
tivne konstante c1, c2, λ1 takve da je

c1|x|2 ≤ V (t, x, i) ≤ c2|x|2

i
LV (t, x, i) ≤ −λ1|x|2

za svako x ∈ Rd, t ≥ 0, i ∈ S, tada je trivijalno rexe�e jednaqine (1.24)
asimptotski sred�e-kvadratno stabilno.
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1.8 Ergodiqka stacionarna raspodela

Neka je X = {x(t), t ∈ T } stohastiqki proces sa vrednostima u Rd koji je
definisan na prostoru verovatno�a (Ω,F ,P). U tom sluqaju σ−algebra Ft

= σ{x(s), 0 ≤ s ≤ t} predstav	a istoriju procesa do trenutka t uk	uquju�i i
taj trenutak. Preciznije, Ft sadr�i sve informacije o procesu za vremenski
period 0 ≤ s ≤ t. Ve� je u Definiciji 1.1.13 reqeno da se proces X naziva
proces Markova ukoliko za svako 0 ≤ s ≤ t < ∞ i za sve Borelove skupove
B ∈ B va�i

P(x(t) ∈ B|Fs) = P(x(t) ∈ B|x(s)) s.i.

Verovatno�a prelaza procesa Markova je funkcija P(s, x; t, B) definisana na
0 ≤ s ≤ t <∞, x ∈ R, B ∈ B, sa slede�im osobinama:

1. P(s, x(s); t, B) = P(x(t) ∈ B|x(s));

2. P(s, x; t, ·) je verovatnosna mera na familiji Borelovih skupova B;

3. P(s, ·; t, B) je Borel mer	iva funkcija;

4. P(s, x; t, B) =
∫
R P(r, y; t, B)P(s, x; r, dy).

Osobina 4 predstav	a poznate jednaqine Qepmen42-Kolmogorova.
Svojstvo Markova u terminima verovatno�a prelaza mo�e se iskazati kao

P(x(t) ∈ B|Fs) = P(s, x(s); t, B). Iz tog razloga opravdano je zapisati P(x(t)
∈ B|x(s) = x) = P(s, x; t, B), xto zapravo predstav	a verovatno�u da �e proces
biti u skupu B u trenutku t, pod uslovom da je u trenutku s, s ≤ t, bio u
sta�u x. Proces Markova je vremenski homogen (u odnosu na t) ukoliko je
verovatno�a prelaza P(s, x; t, B) stacionarna, tj.

P(s+ u, x; t+ u,B) = P(s, x; t, B), 0 ≤ s ≤ t <∞, x ∈ R, B ∈ B.

U tom sluqaju je verovatno�a prelaza funkcija koja zavisi od x,B i razlike
vremenskih trenutaka t − s, jer je P(s, x; t, A) = P(0, x; t − s,B). Na osnovu
izlo�enog, jasno je P(0, x; t, B) = P(x; t, B). U opxtem sluqaju, neka P(x; t, ·)
oznaqava verovatno�u definisanu na slede�i naqin

P(x; t, B) = P(x(t) ∈ B|x(0) = x),

za proizvo	an Borelov skup B ∈ B.
Stohastiqka diferencijalna jednaqina ima stacionarnu raspodelu π(·)

ukoliko postoji verovatno�a π(·) definisana na mer	ivom prostoru (Rd,B),
tako da je

lim
t→∞

P(x; t, B) = π(B), za svako x ∈ Rd.

Stacionarna raspodela za proces Markova je zapravo verovatnosna mera π na
prostoru Rd za koju va�i slede�a jednakost∫

Rd

P(x; t, B)π(dx) = π(B). (1.32)

42Sydney Chapman
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U nastavku �e biti izlo�eni teorijski rezultati Hasminskog [40] koji se ko-
riste prilikom dokaziva�a rezultata vezanih za stacionarnu raspodelu ra-
zliqitih tipova stohastiqkih diferencijalnih jednaqina.

1.8.1 Egzistencija ergodiqke stacionarne raspodele za

stohastiqke diferencijalne jednaqine

Neka je dat kompletan prostor verovatno�a (Ω,F ,P) sa filtracijom {Ft, t ≥ 0}
koja zadovo	ava uobiqajne uslove. Neka su wi(t), 1 ≤ i ≤ d, nezavisna Braunova
kreta�a definisana na (Ω,F ,P). Neka je Rd

+ = {x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd :
xi > 0, 1 ≤ i ≤ d}. Ova pretpostavka va�i i u teorijskim rezultatima o
egzistenciji ergodiqke stacionarne raspodele za jednaqine sa kax�e�em i
prelazima Markova, pa se iz tog razloga ne�e ponav	ati.

Pretpostav	a se da je X = {x(t), t ≥ 0} homogen proces Markova u Ed

(d-dimenzionalan Euklidov prostor) i da zadovo	ava stohastiqku diferen-
cijalnu jednaqinu

dx(t) = f(x(t))dt+
d∑

r=1

gr(x(t))dwr(t). (1.33)

Difuziona matrica procesa X data je sa A(x) = (aij(x)), i, j = 1, . . . , d, pri

qemu je aij(x) =
∑d

k=1 g
i
k(x)g

j
k(x).

Slede�a lema daje uslove pod kojima jednaqina (1.33) ima ergodiqku sta-
cionarnu raspodelu.

Lema 1.8.1 [40] Proces Markova X ima jedinstvenu ergodiqku stacionarnu
raspodelu π(·) ukoliko postoji ograniqen domen D ⊂ Rd sa glatkom granicom
∂D i

(A.1) u domenu D i nekoj �egovoj okolini najma�a sopstvena vrednost di-
fuzione matrice A(x) nije u okolini nule;

(A.2) ukoliko je z ∈ Rd/D tada je sred�e vreme τ, za koje trajektorija koja po-
lazi iz z dosti�e skup D, konaqno i supz∈K Ezτ <∞ za bilo koji kompaktan
podskup K ∈ Rd.

Neka je f(x) integrabilna funkcija u odnosu na meru π(·). Tada za svako
x ∈ Rd va�i

P
{
lim
t→∞

1

t

∫ t

0

f(x(s))ds =

∫
Rd

f(x)π(dx)

}
= 1.

Napomena 1.8.1 Ako va�i pretpostavka (A.1) znaqi da postoji pozitivan
broj M takav da je

∑d
i,j=1 aij(x)ξiξj ≥ M |ξ|, x ∈ K, ξ ∈ Rd. Sa druge strane,

ako se poka�e da postoji nenegativna C2(Rd,R+){ funkcija V takva da je
LV ≤ 0 za svako x ∈ Rd\D, tada va�i i pretpostavka (A.2).

Napomena 1.8.2 Uslovi (A.1) i (A.2) iz Leme 1.8.1 predstav	aju razliqite
varijante ekvivalentnih dovo	nih uslova za egzistenciju jedinstvene er-
godiqke stacionarne raspodele koji uglavnom proizilaze iz uslova uvedenih
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u [40]. U skladu sa tim, u radu [113], Napomena 3.2, autori su pokazali
da se uslov (A.1) iz Leme 1.8.1 mo�e zameniti slabijim uslovom: postoji
i ∈ {1, 2, . . . , d} i pozitivna konstanta κ tako da je

aii(x) ≥ κ, za svako x ∈ D ⊂ Rd. (1.34)

1.8.2 Egzistencija ergodiqke stacionarne raspodele

za stohastiqke diferencijalne jednaqine

sa kax�e�em

Neka je X = {x(t), t ≥ 0} regularan vremenski homogen proces Markova koji
pripada prostoru C = C([−τ, 0];Rd) i zadovo	ava slede�u stohastiqku dife-
rencijalnu jednaqinu sa kax�e�em

dx(t) = f(t, x(t), x(t− τ))dt+ g(t, x(t))dw(t), t ≥ 0, (1.35)

sa poqetnim uslovom x0 = ξ = {ξ(θ) : −τ ≤ θ ≤ 0} ∈ C, gde w = {w(t), t ≥ 0}
predstav	a d-dimenzionalno standardno Braunovo kreta�e koje je definisano
na kompletnom prostoru verovatno�e (Ω,F ,P). U nastavku sledi formulacija
leme koja se koristi da bi se dokazalo postoja�e stacionarne raspodele za
jednaqine sa kax�e�em.

Lema 1.8.2 [111] Proces Markova X ima jedinstvenu ergodiqku stacionarnu
raspodelu π(·) ukoliko postoji ograniqen domen D ⊂ Rd sa glatkom granicom
∂D i

(B.1) postoji pozitivan broj M takav da je
∑d

i,j=1 aij(x)ξiξj ≥ M |ξ|, x ∈ D,

ξ ∈ Rd;

(B.2) postoji nenegativna C2(Rd,R+){funkcija V takva da je LV ≤ 0 za svako
x ∈ Rd\D.

Napomena 1.8.3 Kao i u Napomeni 1.8.2, uslov (B.1) mo�e biti zame�en
uslovom:
(B.3) postoji i ∈ {1, 2, . . . , d} i pozitivna konstanta κ tako da je

aii(x) ≥ κ, za svako x ∈ D ⊂ Rd.

1.8.3 Egzistencija ergodiqke stacionarne raspodele

za stohastiqke diferencijalne jednaqine sa

prelazima Markova

Neka je {(x(t), r(t)), t ≥ 0} difuzioni proces Markova koji zadovo	ava jedna-
qinu

dx(t) = f(x(t), r(t))dt+ g(x(t), r(t))dw(t), t ≥ 0, (1.36)

sa poqetnim uslovom

x(0) = x0 ∈ Rd, r(0) = r0 ∈ S,



1.9 Osnovni pojmovi populacione dinamike 41

pri qemu su
f : Rd × S → Rd, g : Rd × S → Rd×m,

Borelove funkcije, x(t) je d-dimenzionalan proces dok je w d{dimenzionalno
Braunovo kreta�e. Neka je A(x, k)=g(x, k)·gT(x, k) =(aij(x, k)), i, j = 1, . . . , d,
difuziona matrica procesa {(x(t), r(t)), t ≥ 0}. Ako je V (·, k) proizvo	na
dva puta neprekidno-diferencijabilna funkcija, diferencijalni operator
L, koji je pridru�en jednaqini (1.36), definixe se na slede�i naqin

L(x, k) =
d∑

i=1

fi(x, k)
∂V (x, k)

∂xi
+

1

2

d∑
i=1

aij(x,k)
∂2V (x, k)

∂xi∂xj
+

N∑
l=1

γklV (x, l), k ∈ S.

U nastavku sledi formulacija leme koja se koristi da bi se dokazala egzi-
stencija stacionarne raspodele za stohastiqke diferencijalne jednaqine sa
prelazima Markova.

Lema 1.8.3 [111] Ukoliko su slede�i uslovi zadovo	eni:
(C.1) γij > 0, za svako i ̸= j;
(C.2) za svako k ∈ S matrica A(x, k) = (aij(x, k)), i, j = 1, . . . , d, je sime-

triqna i za neku konstantu λ ∈ (0, 1] va�i

λ|ζ|2 ≤ (A(x, k)ζ, ζ) ≤ λ−1|ζ|2, za svako x ∈ Rd, ζ ∈ Rd, (1.37)

(C.3) postoji neprazan otvoren skup D sa kompaktnim zatvore�em takav
da za svako k ∈ S postoji nenegativna funkcija V : Dc → R koja je dva puta
neprekidno diferencijabilna i za neko θ > 0 va�i da je LV (x) < −θ, za svako
(x, k) ∈ Dc × S, tada je proces {(x(t), r(t)), t ≥ 0} pozitivno rekurentan i
ergodiqan. Naime, postoji jedinstvena stacionarna raspodela π(·, ·) takva
da za svaku Borel mer	ivu funkciju φ : Rd × S → R, koja zadovo	ava uslov∑

k∈S
∫
Rd |φ(x, k)|π(dx, k) <∞, va�i

P

{
lim
t→∞

1

t

∫ t

0

φ(x(s), r(s))ds =
∑
k∈S

∫
Rd

|φ(x, k)|π(dx, k)

}
= 1.

Napomena 1.8.4 I za stohastiqke diferencijalne jednaqine sa prelazima
Markova se u dokazu egzistencije stacionarne raspodele uslov (C.2) mo�e
zameniti uslovom
(C.4) Postoji i ∈ {1, 2, . . . , d} i pozitivna konstanta κ tako da je

aii(x) ≥ κ, za svako x ∈ D ⊂ Rd.

1.9 Osnovni pojmovi populacione dinamike

Glavni rezultati ove disertacije se odnose na xire�e razliqitih zaraznih
bolesti me�u 	udskom populacijom. U zavisnosti od toga kakav uticaj ta
bolest ima na 	ude, populacija se deli na podklase, na primer, podlo�nih
nekoj bolesti, inficiranih, oporav	enih i sliqno. Od interesa je ispitati
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dinamiku broja 	udi u svakoj od tih podklasa. Iz tog razloga se u ovom
poglav	u uvode osnovni pojmovi populacione dinamike koji �e kasnije biti
razmatrani za svaki od modela pojedinaqno.

Neka je (Ω,F ,P) kompletan prostor verovatno�a sa filtracijom {Ft, t ≥ 0}
koja zadovo	ava uobiqajene uslove. Neka N(t) predstav	a veliqinu posma-
trane populacije u trenutku t ≥ 0 i neka je poqetni broj jedinki u populaciji
N(0) = N0 > 0 skoro izvesno.

Definicija 1.9.1 Do lokalnog istreb	e�a populacije dolazi ako za broj
jedinki u populaciji N(t), t ≥ 0, va�i da je

lim
t→∞

N(t) = 0 s.i.

Definicija 1.9.2 Populacija je neperzistentna u sred�em ako za broj je-
dinki u populaciji N(t), t ≥ 0, va�i da je

lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0

N(s) ds = 0 s.i.

Definicija 1.9.3 Populacija je stohastiqki slabo perzistentna u sred-
�em ako za broj jedinki u populaciji N(t), t ≥ 0, va�i da je

lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0

N(s) ds > 0 s.i.

Definicija 1.9.4 Populacija je stohastiqki postojana ako za proizvo	no
ε ∈ (0, 1) postoje pozitivne konstante β = β(ε) i M =M(ε) tako da za broj
jedinki u populaciji N(t), t ≥ 0, va�i da je

P
{
lim inf
t→∞

N(t) ≥ β
}
≥ 1− ε i P

{
lim inf
t→∞

N(t) ≤M
}
≥ 1− ε.

Na osnovu prethodnih definicija mo�e se zak	uqiti da iz stohastiqke
postojanosti populacije sledi �ena stohastiqka slaba perzistentnost u sred-
�em. Obrnuto ne va�i.

1.10 Elementarne, integralne i nejednakosti

sa matematiqkim oqekiva�em

Prilikom dokaziva�a glavnih rezultata koristi�e se neke elementarne nejed-
nakosti, A-G nejednakost, integralna nejednakost Gronval{Belmana i Heldera43

kao i nejednakost Jensena44.

43Otto H ölder
44JohanJensen
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Elementarne nejednakosti koje �e biti navedene mogu se na�i u [62]. Neka
su a, b ∈ R i ε > 0. Tada:

(a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2; (1.38)

±2ab ≤ a2 + b2; (1.39)

|ab| ≤ εa2 +
1

ε
b2. (1.40)

Za proizvo	ne nenegativne realne brojeve x1, x2, . . . , xn, nejednakost

x1 + x2 + . . .+ xn
n

≤ n
√
x1 · x2 · . . . · xn (1.41)

se naziva nejednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine ili skra-
�eno A-G nejednakost.

Za potrebe da	eg razmatra�a bi�e navedena samo jedna od verzija Gronval{
Belmanove nejednakosti, s obzirom na to da postoji vixe verzija. Dokaz nave-
dene nejednakosti se mo�e na�i u [54].

Teorema 1.10.1 Neka je T > 0 i c ≥ 0. Neka je u(·) Borelova ograniqena
nenegativna funkcija definisana na [0, T ] i neka je v(·) nenegativna inte-
grabilna funkcija na [0, T ]. Ako je

u(t) ≤ c+

∫ t

0

v(s)u(s)ds, t ∈ [0, T ],

tada je

u(t) ≤ c e
∫ t
0 v(s)ds, t ∈ [0, T ].

U nastavku se navodi integralna Helderova nejednakost.

Teorema 1.10.2 Neka su brojevi p, q ∈ (1,∞) takvi da je 1
p
+ 1

q
= 1. Neka su

f, g : [a, b] → R neprekidne funkcije. Tada je∫ b

a

|f(t)g(t)|dt ≤
(∫ b

a

|f(t)|pdt
) 1

p
(∫ b

a

|g(t)|qdt
) 1

q

.

Jedna od najpoznatih nejednakosti za matematiqko oqekiva�e, koja �e biti
korix�ena u disertaciji je Jensenova nejednakost.

Teorema 1.10.3 Neka je g = g(x) konveksna Borelova funkcija i X sluqajna
promen	iva za koju je E|X| <∞. Tada je

g(EX) ≤ Eg(X).
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Glava 2

Stohastiqki modeli prenoxe�a

hepatitisa C sa stadijumom

izolacije

Hepatitis C pripada grupi infektivnih bolesti koje poga�aju jetru. Otkri-
ven je 1989. godine kada je ustanov	eno da je izazvan HCV virusom. Veliki
broj zara�enih osoba �ivi sa bolex�u bez sazna�a da su inficirani. Iz
tog razloga, za hepatitis C se koristi izraz ,,tiha epidemija", jer je kod
nekih osoba potrebno da pro�e dosta vremena da bi simptomi bolesti postali
vid	ivi.

Do sada je poznato da postoji xest genotipova virusa hepatitisa C. Sta-
tistike pokazuju da je ovim virusom inficirano oko 3% svetske populacije.
Hepatitis C se najqex�e prenosi sa jedne osobe na drugu putem krvi, tako da
spada u grupu bolesti koje se prenose putem krvi (bloodborne diseases), zajedno
sa hepatitisom B i HIV virusom, ili putem telesnih teqnosti (na primer,
de	e�em igala tokom intravenskog uzima�a droge, prilikom trudno�e ili
prilikom poro�aja sa inficirane majke na bebu). Ranije se hepatitis C qesto
prenosio prilikom transfuzije ili transplantacije organa. Tako�e, tetovi-
ra�e ili pirsing tela u neadekvatnim uslovima, de	e�e liqnih higijenskih
sredstava (qetkica za zube, pribor za brija�e) koji mogu do�i u kontakt sa
krv	u inficirane osobe, su neki od naqina prenoxe�a infekcije.

Hepatitis C izaziva akutne simptome u 15% sluqajeva. Simptomi su naj-
qex�e blagi i nejasni uk	uquju�i sma�e�e apetita, umor, muqninu, itd. U
ma�em broju sluqajeva mogu se kao simptomi javiti �utica ili �uta beo�aqa.
Kod 85% osoba koje su akutno obolele od hepatitisa C ne dolazi do eliminacije
virusa i tako obolele osobe postaju hroniqno zara�ene. Proce�uje se da oko
170 miliona osoba xirom sveta, a oko 100 000 u Srbiji, imaju hroniqni hepa-
titis C.

Rano otkri�e hroniqne HCV infekcije i uspostav	a�e korektne dijagnoze
i terapije daje nadu za uspexan oporavak. Terapija je prilago�ena svakom
pacijentu u zavisnosti od stadijuma u kome se bolest nalazi, nivoa viremije,
kao i od opxteg sta�a pacijenta (uzrast, vo	a pacijenta za oporavkom, itd.).
Za sada ne postoji vakcina protiv hepatitisa C. Na vakcinama se uveliko

45
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radi i ve� se doxlo do ohrabruju�ih rezultata, u smislu �enog otkri�a.
U epidemiologiji zaraznih bolesti, matematiqko modelira�e je alat sa

velikim spektrom primene u koje spada predvi�a�e toka xire�a infekcije,
ali i mera za suzbija�e xire�a zaraze, kao xto su: farmakoloxki tret-
man, imunizacija, karantin, socijalna distanca i higijenske mere. Praktiqna
upotreba matematiqkih modela zavisi od toga koliko realno mogu da opixu
prenoxe�e bolesti. Da bi sami modeli bili razum	iviji za tumaqe�e xirem
krugu nauqnika neophodno je da budu xto jednostavniji, a da opet odgovore na
brojna pita�a vezana za samu bolest.

Najxira klasifikacija matematiqkih modela koji se koriste u epidemi-
ologiji je na deterministiqke i stohastiqke modele. Prvi modeli koji su
se javili u epidemiologiji, a opisivali su xire�e tuberkuloze, bogi�a i
rubeola, bili su deterministiqki. U deterministiqkim modelima ukupna
populacija se deli u klase, pri qemu se svaka od klasa nalazi u odre�enoj
fazi epidemije (akutna faza bolesti, hroniqna faza bolesti, itd.). Modeli
su predstav	eni sistemima diferencijalnih jednaqina, a rexe�e najqex�e
predstav	a funkciju vremena i zavisi od poqetnih uslova. Sa druge strane,
stohastiqki modeli su zadati sistemima stohastiqkih diferencijalnih je-
dnaqina razliqitog tipa. Ovako zadati modeli uk	uquju demografsku i va-
rijabilnost �ivotne sredine i od posebnog su znaqaja za populacije sa malim
brojem elemenata.

I deterministiqki i stohastiqki modeli imaju primenu u prouqava�u
xire�a zaraznih bolesti. Ve� je reqeno da stohastiqki modeli imaju poseban
znaqaj u modelira�u xire�a bolesti u malobrojnim populacijama, dok se kod
brojnijih populacija uglavnom koriste deterministiqki modeli. Stohastiqki
modeli tako�e daju odgovor na pita�a kao xto su vreme traja�a epidemije i
kolika je verovatno�a da bolest preraste u epidemiju. Dakle, mo�e se re�i da
stohastiqki modeli predstav	aju uopxte�a odgovaraju�ih deterministiqkih
modela.

Sa druge strane, stohastiqki modeli mogu postati matematiqki veoma slo-
�eni, pa samim tim i texki za pra�e�e dinamike bolesti. Uz sve potexko�e
pra�e�a i interpretacije dobijenih rezultata, s obzirom na qi�enicu da je
relativno mali broj 	udi zara�en hepatitisom C, u ovoj glavi �e se pomo�u
stohastiqkih modela razmatrati dinamika xire�a hepatitisa C.

Polaze�i od deterministiqkog modela koji je prouqavan u [28], u ovoj glavi
su konstruisana tri stohastiqka modela. U Poglav	u 2.1 predstav	en je deter-
ministiqki model koji slu�i kao osnova za konstrukciju stohastiqkih mode-
la. Novi rezultati, publikovani u [99] i [100], su izlo�eni u Poglav	ima 2.2
i 2.3, pri qemu su teorijski rezultati ilustrovani numeriqkim simulacijama
sa realnim podacima.

2.1 Uvodni pojmovi i rezultati

Matematiqki modeli su koristan aparat za interpretaciju dinamike infe-
kcije hepatitisom C. Godine 1998. autori rada [70] konstruisali su matema-
tiqki model koji ispituje uticaj terapije pomo�u interferona-α (IFN-α) u
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leqe�u hepatitisa C. Zak	uqak je da prisustvo IFN-α u krvi spreqava da	u
reprodukciju viriona u hepatocitima. Kasnije je Dahari45 sa saradnicima [8]
modelirao primarnu infekciju hepatitisom C i pokazao da odre�eni tipovi
interferona oslab	uju produkciju virusa tokom rane akutne faze. Neki od
modela [73, 74] formulisani su na takav naqin da prate kinetiku opada�a vir-
ulentnosti tokom dava�a antivirusne terapije. Svi navedeni matematiqki
modeli opisani su pomo�u sistema diferencijalnih jednaqina. �ihov znaqaj
je u tome xto poma�u bo	em razumeva�u dinamike virusa in vivo, kao i sam
uticaj antivirusne terapije.

Pored navedenih modela, postoje matematiqki modeli koji opisuju xire�e
hepatitisa C kroz populaciju u epidemioloxkom smislu. U mnogim epidemi-
oloxkim modelima je ukupna populacija pode	ena u klase, koje predstav	aju
razliqite stadijume bolesti. Na primer, ukoliko se populacija deli u tri
klase jedinki: podlo�ni bolesti S, zara�eni I i oporav	eni R, zadat je
popularni SIR epidemioloxki model. Populaciju inficiranih mogu pred-
stav	ati akutno i hroniqno oboleli [12]. U ci	u kontrolisanog xire�a he-
patitisa C kroz populaciju prime�uju se razliqite epidemioloxke mere, kao
xto su medicinski tretmani ili karantin za osobe sa vid	ivim simptomima.
Na taj naqin se dolazi do stadijuma izolacije (videti [28, 39]). Za razliku od
SIR modela, u kome se pretpostav	a da oporav	ene osobe stiqu trajni imu-
nitet na bolest, kod nekih modela se uzima u obzir da mo�e do�i do ponovne
infekcije (reinfekcija) [14]. Klasa reinficiranih osoba tako�e mo�e biti
pode	ena na klasu akutnih i hroniqnih. Autori radova [44, 84] su, uzimaju�i
ovu qi�enicu u obzir, formulisali adekvatne matematiqke modele.

U nastavku �e ukratko biti predstav	en deterministiqki model koji su u
[28] razmatrali Imran46 i ostali. Oni su formulisali SIRS epidemioloxki
model na takav naqin da su zara�ene osobe u trenutku t pode	ene na tri klase:
akutno oboleli A(t), hroniqno oboleli C(t) i izolovane osobe Q(t), pa su na
taj naqin dobili model gde se ukupna populacija u trenutku t, N(t), pored
zara�enih pojedinaca, sastoji i od podlo�nih S(t) i oporav	enih R(t) osoba.

Za razmatrani model uvode se slede�e pretpostavke:

• Π je broj novoro�enqadi (smatra se da su podlo�na infekciji),

• sve inficirane osobe razvijaju akutnu fazu hepatitisa C po stopi λ,

• pojedinci iz sve tri infektivne klase su sposobni da prenesu bolest,

• zara�eni pojedinci iz akutne faze prelaze u hroniqnu fazu bolesti po
stopi ξ ili se oporave prirodnim putem po stopi κ,

• osobe koje su hroniqno zara�ene hepatitisom C mogu se oporaviti od
bolesti po stopi ψ ili pre�i u izolovanu fazu po stopi α,

• sve izolovane osobe se mogu oporaviti po stopi γ, a pojedinci iz opo-
rav	ene klase postaju podlo�ne osobe tokom vremena po stopi ω,

45Harel Dahari
46Mudassar Imran
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• svi pojedinci mogu umreti prirodnim putem po stopi smrtnosti µ, dok
od bolesti mogu umreti samo zara�ene osobe, pa su iz tog razloga δa, δc
i δq stope smrtnosti akutno obolelih, hroniqno obolelih ili osoba koje
se nalaze u karantinu, redom.

Deterministiqki model, koji je predstav	en u [28], dat je sistemom dife-
rencijalnih jednaqina oblika

dS(t)

dt
=Π+ ωR− (λ+ µ)S(t)

dA(t)

dt
=λS(t)− (ξ+κ+µ+δa)A(t)

dC(t)

dt
=ξA(t)− (α+ψ+µ+δc)C(t) (2.1)

dQ(t)

dt
=αC(t)− (γ+µ+δq)Q(t)

dR(t)

dt
=κA(t) + ψC(t) + γQ(t)− (ω+µ)R(t), t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom:

S(0)=S0, A(0)=A0, C(0)=C0, Q(0)=Q0, R(0)=R0.

U sistemu (2.1), λ = λ(t) predstav	a funkciju koja se naziva stopa in-
fekcije, daje informaciju o stopi po kojoj podlo�ne osobe kada stupe u kon-
takt sa inficiranom osobom postanu akutno obolele i definisana je kao

λ = λ(t) = β
[
ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

N(t)

]
, t ≥ 0, pri qemu je:

β - efektivna kontaktna stopa,
η - modifikacioni parametar za infektivnost akutnih osoba i
ζ - modifikacioni parametar za infektivnost osoba koje su u izolaciji.
Drugim reqima, funkcija λ predstav	a stopu prenoxe�a hepatitisa C. Za
modifikacione parametre η i ζ uvodi se pretpostavka, da je zbog zaraznosti
hepatitisa C, prirodno pretpostaviti da je η > 1 a ζ < 1.

Na osnovu konstrukcije stope infekcije u sistemu (2.1), prime�uje se da
infektivne osobe prenose hepatitis C razliqitim intenzitetima u zavisno-
sti od toga u kom stadijumu bolesti se nalaze. Dakle, λ(t) je funkcija koja
zavisi od A(t), C(t), Q(t) i N(t).

Svi pomenuti parametri su nenegativne konstante.
Kao xto je napomenuto u radu [28], sistem (2.1) ima nenegativno rexe�e

za proizvo	ni poqetni uslov (S0, A0, C0, Q0, R0) ∈ R5
+ i to rexe�e pripada

oblasti

G =

{
(S,A,C,Q,R) ∈ R5 : 0 ≤ S+A+C+Q+R ≤ Π

µ

}
. (2.2)

Veoma va�nu ulogu u svim epidemioloxkim modelima, u smislu xire�a
ili suzbija�a infekcije, ima veliqina koja se naziva reprodukcioni broj
(reproduction number) R0. Reprodukcioni broj se interpretira kao proseqan
broj novih sluqajeva infekcije u populaciji gde je svaka osoba podlo�na, a
koje je zarazila jedna osoba iz klase inficiranih osoba. Za razmatrani de-
terministiqki sistem (2.1) reprodukcioni broj je dat sa
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R0=
β (ηk2k3+ξk3+ζαξ)

k1k2k3
, (2.3)

gde su
k1=ξ+κ+µ+δa, k2=α+ψ+µ+δc, k3=γ+µ+δq.

Ovaj broj odre�uje broj ekvilibrijuma sistema (2.1). Preciznije, ako jeR0 < 1,
tada sistem (2.1) ima samotrivijalan ekvilibrijum (disease − free equilibrium)

E0 = (S0, A0, C0, Q0, R0) =
(

Π
µ
, 0, 0, 0, 0

)
, koji predstav	a sta�e bez bolesti u

populaciji. U [28] je pokazano da je u sluqaju R0 < 1, E0 lokalno asimptot-
ski stabilan ekvilibrijum, a inaqe je nestabilan. Sa druge strane, ako je
R0 ≥ 1, pored trivijalnog, model (2.1) ima i pozitivan (endemski) ekvili-
brijum (endemic equilibrium) E∗=(S∗, A∗, C∗, Q∗, R∗), qije su koordinate:

S∗ =
1

λ∗
k1k2
ξ
C∗, A∗=

k2
ξ
C∗, Q∗=

α

k3
C∗, R∗=

1

k4

(
k1k2
ξ

+ψ

)
C∗,

pri qemu je k4 = ω+µ. Ovaj ekvilibrijum odra�ava sta�e u populaciji kada
je bolest prisutna.

Svi gore pomenuti radovi bave se deterministiqkim modelima. Me�utim,
s obzirom na qi�enicu da se hepatitis C xiri uglavnom 	udskom populaci-
jom, varijabilnost i nepredvidivost koje se manifestuju kroz sluqajni kon-
takt izme�u dve osobe, realnije se opisuju stohastiqkim modelima. Tako su, u
radu [28] autori formulisali stohastiqki epidemioloxki model koji opisuje
xire�e hepatitisa C koriste�i neprekidan lanac Markova i uporedili su
dinamiku deterministiqkog i stohastiqkog modela. Pomo�u lanca Markova
opisali su sluqajne prelaze izme�u klasa zdravih, zara�enih i oporav	enih
osoba.

Sa bioloxke i epidemioloxke taqke gledixta, sluqajni kontakti mogu
se opisati i pomo�u Itovog ili Stratonoviqevog47 stohastiqkog integrala.
Me�utim, Stratonoviqevom integralu nedostaje va�no svojstvo koje poseduje
Itov integral, a to je da ,,nema pogled u budu�nost". U mnogim praktiqnim
primenama integral Stratonoviqa ima informacije samo o proxlim doga�a-
jima, pa je iz tog razloga Itova interpretacija mnogo prirodnija. Dakle, na
osnovu deterministiqkog modela predstav	enog u [28], konstruixe se stohas-
tiqki model korix�e�em sistema stohastiqkih diferencijalnih jednaqina
tipa Itoa.

2.2 Stohastiqki model prenoxe�a

hepatitisa C

U ovom poglav	u predmet razmatra�a je dinamika stohastiqkog modela pre-
noxe�a hepatitisa C. Na samom poqetku opisana je motivacija za uvo�e�e
stohastiqkog modela, a zatim su dokazane egzistencija i jedinstvenost global-
nog pozitivnog rexe�a. Nakon toga, dobijeni su uslovi za parametre modela

47RuslanL. Stratonovich
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kada dolazi do iskore�iva�a hepatitisa C iz populacije, kao i uslovi pod
kojima je rexe�e stohastiqkog sistema perzistentno u sred�em. Na kraju su
prikazane numeriqke simulacije koje potvr�uju dobijene teorijske rezultate.
Dobijeni originalni rezultati objav	eni su u radu [100].

2.2.1 Motivacija i konstrukcija stohastiqkog modela

Kao xto je ve� reqeno, virus hepatitisa C se u organizam mo�e uneti na razli-
qite i, u nekim sluqajevima, nepredvidive naqine. Kako je hepatitis C bolest
najqex�e bez vid	ivih simptoma, mo�e se smatrati da se zara�ava�e dexava
prilikom sluqajnog kontakta sa inficiranom osobom. Zato je va�no ispitati
kako prisustvo ovakvih sluqajnih kontakata, koji dovode do xire�a zaraze,
utiqu na dinamiku modela xire�a hepatitisa C. Da bi se opisala ovakva
vrsta sluqajnosti prelazi se na konstrukciju i razmatra�e odgovaraju�eg sto-
hastiqkog modela.

Kako su putevi zara�ava�a nepredvidivi, prirodno je pretpostaviti da
je efektivna kontaktna stopa β sluqajna. Iz tog razloga se ova stopa mo�e
stohastiqki perturbovati Gausovim belim xumom, tj.

β → β + σẇ(t),

pri qemu je σ proizvo	an realan broj koji predstav	a intenzitet xuma (inten-
zitet uticaja �ivotne sredine), a w = {w(t), t ≥ 0} je standardni Vinerov pro-
ces definisan na kompletnom prostoru verovatno�a (Ω,F , P ) sa filtracijom
{Ft, t ≥ 0} koja zadovo	ava uobiqajene uslove. Na taj naqin dobija se sto-
hastiqki perturbovan sistem sistema (2.1) za xire�e hepatitisa C, koji je
predstav	en na slede�i naqin

dS(t)=

[
Π+ωR−

(
β
ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

N(t)
+µ

)
S(t)

]
dt

− σS(t)
ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

N(t)
dw(t)

dA(t)=

[
β
ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

N(t)
S(t)− k1A(t)

]
dt

+ σS(t)
ηA(t) + C(t) + ζQ(t)

N(t)
dw(t)

dC(t)=(ξA(t)− k2C(t))dt (2.4)

dQ(t)=(αC(t)− k3Q(t))dt

dR(t)=(κA(t) + ψC(t) + γQ(t)− k4R(t))dt, t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom

S(0) = S0, A(0) = A0, C(0) = C0, Q(0) = Q0, R(0) = R0. (2.5)
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2.2.2 Egzistencija i jedinstvenost globalnog rexe�a

Neka je R5
+ = {x ∈ R5, xi > 0, 1 ≤ i ≤ 5} i neka D predstav	a oblast

D =

{
(S,A,C,Q,R) ∈ R+

5 , S + A+ C +Q+R ≤ Π

µ

}
. (2.6)

Komponente vektora (S,A,C,Q,R) opisuju broj osoba razmatranih popula-
cionih grupa. Iz tog razloga, kako je req o veliqini populacija, prirodno
je razmatrati samo ono rexe�e sistema (2.4) za koje ne dolazi do eksplozije
tokom vremena i koje je pozitivno. Ako koeficijenti jednaqine zadovo	avaju
uslov linearnog rasta i lokalni Lipxicov uslov tada stohastiqka diferen-
cijalna jednaqina ima jedinstveno globalno rexe�e za proizvo	nu poqetnu
vrednost [54]. Kako koeficijenti sistema (2.4) zadovo	avaju lokalni Lip-
xicov uslov, postoji jedinstveno maksimalno lokalno rexe�e sistema (2.4).
Slede�a teorema pokazuje da je rexe�e razmatranog sistema globalno. Lini-
ja dokaza osla�a se na ideju korix�enu u radu [91], a za zak	uqak teoreme
koristi se Teorema 1.4.7.

Teorema 2.2.1 Za proizvo	an poqetni uslov (S0, A0, C0, Q0, R0) ∈ D postoji
jedinstveno, neprekidno, Markovsko globalno rexe�e (S(t), A(t), C(t), Q(t),
R(t)), t ≥ 0, sistema (2.4) i ovo rexe�e je invarijantno u odnosu na oblast
D sa verovatno�om 1.

Dokaz. Kao xto je ve� naglaxeno, koeficijenti sistema (2.4) su lokalno Lip-
xic neprekidni u oblasti D, za proizvo	an poqetni uslov (S0, A0, C0, Q0, R0)
∈ D. Na osnovu Teoreme 1.4.3 to znaqi da postoji jedinstveno maksimalno
lokalno rexe�e (S(t), A(t), C(t), Q(t), R(t)) za t ∈ [0, τ(D)], pri qemu τ(D) pred-
stav	a sluqajno vreme prvog izlaska tog rexe�a iz oblasti D. Da bi se
pokazalo da je ovo rexe�e globalno, treba dokazati da je τ(D) = ∞ skoro
izvesno.

Za prirodan broj n definixu se oblasti Dn na slede�i naqin

Dn=

{
(S,A,C,Q,R) : e−n<S<

Π

µ
−e−n, e−n<A<

Π

µ
−e−n, e−n<C<

Π

µ
−e−n,

e−n<Q<
Π

µ
−e−n, e−n<R<

Π

µ
−e−n,

S + A+ C +Q+R <
Π

µ

}
.

Uvodi se funkcija V ∈ C2(D,R+) na slede�i naqin

V (S,A,C,Q,R)=S−lnS+
Π

µ
−A−ln

(
Π

µ
−A
)
+
Π

µ
−C−ln

(
Π

µ
−C

)
+C−lnC+Q−lnQ+R−lnR.

Imaju�i u vidu nejednakost u−1− lnu ≥ 0, u > 0, za (S,A,C,Q,R) ∈ D,
va�i V (S,A,C,Q,R) ≥ 6. Primenom operatora L na funkciju V (S,A,C,Q,R)
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dobija se

LV (S,A,C,Q,R)=
S−1

S
(Π+ωR−(λ+µ)S)+

(
−1 +

1
Π
µ
− A

)
(λS−k1A)

+

(
−1 +

1
Π
µ
− C

)
(ξA−k2C)+

C−1

C
(ξA−k2C)

+
Q−1

Q
(αC−k3Q)+

R−1

R
(κA+ψC+γQ−k4R)

+
1

2
σ2

(
ηA+C+ζQ

N

)2

+
S2σ2

2
(

Π
µ
− A

)2(ηA+C+ζQ

N

)2

=Π+ωR−λS−µS−Π

S
−ωR

S
+λ+µ−λS+k1A+

λS
Π
µ
− A

− k1A
Π
µ
− A

−ξA+k2C+
ξA

Π
µ
− C

− k2C
Π
µ
− C

+ ξA−k2C−ξA
C
+k2+αC−k3Q

−αC
Q
+k3+κA+ψC+γQ−k4R−κA

R
−ψC

R
−γQ

R
+k4

+
1

2
σ2

(
ηA+C+ζQ

N

)2

+
S2σ2

2
(

Π
µ
− A

)2(ηA+C+ζQ

N

)2

,

gde su konstante ki, i = 1, 2, 3, 4, definisane u Poglav	u 2.1. Kako rexe�e si-
stema (2.4) pripada oblasti D, ukoliko se u posled�em izrazu zanemare neki
nepozitivni qlanovi, a imaju�i u vidu da va�i nejednakost λ ≤ β, zak	uquje
se da va�i slede�a ocena

LV (S,A,C,Q,R)≤Π+ξ+2β+µ+k2+k3+k4+
Π

µ
(k1+κ+ψ+α)+σ

2

= 6c,

gde je c = 1
6

(
Π+ξ+2β+µ+k2+k3+k4+

Π
µ
(k1+κ+ψ+α)+σ

2
)
.

Jasno je da je LV (S,A,C,Q,R) ≤ c V (S,A,C,Q,R), jer je V (S,A,C,Q,R) ≥ 6
za (S,A,C,Q,R) ∈ D i inf(S,A,C,Q,R)∈D\Dn V (S,A,C,Q,R) > 5n+ 1 za n ∈ N.

Neka je W (t, S, A,C,Q,R) = e−ctV (S,A,C,Q,R) funkcija definisana na
[0,∞)× D. Tada je

LW (t, S, A,C,Q,R)=e−ct(−cV (S,A,C,Q,R)+LV (S,A,C,Q,R)) ≤ 0.

Neka τn = min{t, τ(Dn)}, n ∈ N, predstav	a niz vremena zaustav	a�a za
fiksirano t ∈ [0,∞). Primenom Teoreme 1.4.8 (Dinkinova formula) dobija se

EW (τn, S(τn), A(τn), C(τn), Q(τn), R(τn))

=EW (0, S(0), A(0), C(0), Q(0), R(0))

+ E
[∫ τn

0

LW (u, S(u), A(u), C(u), Q(u), R(u))du

]



2.2 Stohastiqki model prenoxe�a hepatitisa C 53

≤ EW (0, S(0), A(0), C(0), Q(0), R(0))

= EV (S(0), A(0), C(0), Q(0), R(0))

= EV (S0, A0, C0, Q0, R0)

= V (S0, A0, C0, Q0, R0).

Potrebno je pokazati da je P(τ(D) < t) = 0. Kako je

E
[
ec(t−τn)V (S(τn), A(τn), C(τn), Q(τn), R(τn))

]
= E

[
ectW (τn, S(τn), A(τn), C(τn), Q(τn), R(τn))

]
≤ ectV (S0, A0, C0, Q0, R0), (2.7)

s obzirom da je Dn ⊂ D, sledi da je

0 ≤ P(τ(D) < t) ≤ P(τ(Dn) < t)

= P(τn < t)

= E(1{τn<t})

≤ E
[
ec(t−τ(Dn))

V (S(τ(Dn)), A(τ(Dn)), C(τ(Dn)), Q(τ(Dn)), R(τ(Dn))

inf(S,A,C,Q,R)∈D\Dn V (S(t), A(t), C(t), Q(t), R)
1{τn<t}

]
≤ ect

V (S0, A0, C0, Q0, R0)

inf(S,A,C,Q,R)∈D\Dn V (S(t), A(t), C(t), Q(t), R(t))

≤ ect
V (S0, A0, C0, Q0, R0)

5n+ 1
→ 0, n→ ∞,

za svako (S0, A0, C0, Q0, R0) ∈ D i za svako fiksirano t ≥ 0. Dakle, P(τ(D)
< t) = 0 za (S0, A0, C0, Q0, R0) ∈ D, t ≥ 0, tako da je P(τ(D) = ∞) = 1. Ovim je
pokazano svojstvo invarijantnosti rexe�a (S(t), A(t), C(t), Q(t), R(t)), t ≥ 0.
♢

2.2.3 Iskore�iva�e bolesti

U ovom ode	ku razmatraju se uslovi koje bi trebalo da zadovo	avaju parametri
modela (2.4), koji dovode do iskore�iva�a hepatitisa C iz populacije, xto je
od velikog znaqaja za prevenciju i kontrolu prenoxe�a bolesti.

Teorema 2.2.2 Neka je (S(t), A(t), C(t), Q(t), R(t)), t ≥ 0, rexe�e sistema (2.4)
sa poqetnim uslovom (2.5). Neka je

σ2 >
β2Π2

2C̄2µ2
, (2.8)

gde je C̄ = min{µ+ δa, µ+ δc, µ+ δq, ω + µ}. Tada je,

lim sup
t→∞

ln(A(t) + C(t) +Q(t) +R(t))

t
< 0 s.i.

tj. A(t), C(t), Q(t) i R(t) skoro izvesno eksponencijalno te�e nuli, kada
t→ ∞. Xtavixe,

lim
t→∞

A(t) = 0, lim
t→∞

C(t) = 0, lim
t→∞

Q(t) = 0, lim
t→∞

R(t) = 0 s.i.
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i

lim
t→∞

S(t) =
Π

µ
s.i.

Dokaz. Neka je funkcija P (t) = A(t) + C(t) + Q(t) + R(t), t ≥ 0. Primenom
formule Itoa na funkciju lnP (t) dobija se

dlnP (t)=

{
1

P (t)
[λS(t)−(ξ+κ+µ+δa)A(t)+ξA(t)−(α+ψ+µ+δc)C(t)

−(γ+µ+δq)Q(t)+αC(t)+κA(t)+ψC(t)+γQ(t)−(ω+µ)R(t)]

− σ2

2P 2(t)

(
ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

N(t)

)2}
dt+

σS(t)(ηA(t)+C(t)+ζQ(t))

P (t)N(t)
dwt

=

{
1

P (t)
[λS(t)− (µ+ δa)A(t)− (µ+ δc)C(t)− (µ+δq)Q(t)−(ω+µ)R(t)]

− σ2

2P 2(t)

(
ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

N(t)

)2}
dt+

σS(t)(ηA(t)+C(t)+ζQ(t))

P (t)N(t)
dwt

≤
{
βS(t)

ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

P (t)N(t)
− σ2

2

(
ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

P (t)N(t)

)2

− (µ+min{δa, δc, δq, ω})
A(t)+C(t)+Q(t)+R(t)

P (t)

}
dt

+
σS(t)(ηA(t)+C(t)+ζQ(t))

P (t))N(t)
dwt

≤

{
βΠ(ηA(t)+C(t)+ζQ(t))

µP (t)N(t)
−C̄−σ2

2

(
ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

P (t)N(t)

)2
}
dt (2.9)

+
σS(t)(ηA(t)+C(t)+ζQ(t))

P (t)N(t)
dwt,

gde je C̄ = µ+min{δa, δc, δq, ω}. Uvodi se oznaka y(t)= ηA(t)+C(t)+ζQ(t)
P (t)N(t)

. Funkcija

H(y) = −σ2

2
y2 + βΠ

µ
y − C̄ dosti�e svoju maksimalnu vrednost β2Π2

2σ2µ2 − C̄. Na

osnovu (2.9) sledi da je

d lnP (t) ≤
(
β2Π2

2σ2µ2
− C̄

)
dt+

σS(t)(ηA(t)+C(t)+ζQ(t))

P (t)N(t)
dwt.

De	e�em obe strane u posled�oj nejednakosti sa t, a zatim integracijom do-
bijenog izraza u granicama od 0 do t, sledi

lnP (t)−lnP (0)

t
≤ β2Π2

2σ2µ2
−C̄+

1

t

∫ t

0

σS(r)(ηA(r)+C(r)+ζQ(r))

P (r)N(r)
dwr.

Ukoliko se na martingal M̄(t) =
∫ t

0
σS(r)(ηA(r)+C(r)+ζQ(r))

P (r)N(r)
dwr primeni Teorema

1.1.6 (Strogi zakon velikih brojeva za martingale) dobija se

lim sup
t→∞

lnP (t)

t
≤ −

(
C̄ − β2Π2

2σ2µ2

)
< 0 s.i.,
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na osnovu uslova (2.8). Dakle,

lim
t→∞

A(t) = lim
t→∞

C(t) = lim
t→∞

Q(t) = lim
t→∞

R(t) = 0 s.i.

Da bi se pokazalo da je limt→∞ S(t) = Π
µ
, polazi se od zbira svih jednaqina

sistema (2.4), tj.

d

dt
(S(t)+A(t)+C(t)+Q(t)+R(t))=Π−µ(S(t)+A(t)+C(t)+Q(t)+R(t))

−(δaA(t)+δcC(t)+δqQ(t)).

Rexava�em posled�e jednaqine, koja je linearna diferencijalna jednaqina
prvog reda, dobija se

S(t)+A(t)+C(t)+Q(t)+R(t))=e−µt
[
S(0)+A(0)+C(0)+Q(0)+R(0) (2.10)

+

∫ t

0

(Π−(δaA(r)+δcC(r)+δqQ(r)))e
µrdr

]
.

Izraqunava�em graniqne vrednosti leve i desne strane jednaqine (2.10) kada
t→ ∞ i primenom Lopitalovog48 pravila, va�i

lim
t→∞

S(t)= lim
t→∞

(
N(0)+

∫ t

0
(Π−(δaA(r)+δcC(r)+δqQ(r)))e

µrdr

eµt

)
− lim

t→∞
(A(t)+C(t)+Q(t)+R(t))

= lim
t→∞

N(0)

eµt
+ lim

t→∞

∫ t

0
(Π−(δaA(r)+δcC(r)+δqQ(r)))e

µrdr

eµt

= lim
t→∞

Π

µ
· e

µt − 1

eµt
− lim

t→∞

∫ t

0
(δaA(r)+δcC(r)+δqQ(r)) e

µrdr

eµt

=
Π

µ
− lim

t→∞

(δaA(t)+δcC(t)+δqQ(t)) e
µt

µeµt

=
Π

µ
.

Dakle, limt→∞ S(t)= Π
µ
skoro izvesno, qime je dokaz Teoreme 2.2.2 zavrxen. ♢

Napomena 2.2.1 Ukoliko je intenzitet belog xuma dovo	no veliki, tako da
je uslov (2.8) zadovo	en, dolazi do iskore�iva�a bolesti. Zak	uqak je da
veliki intenzitet belog xuma ima pozitivan efekat, poqev od sma�e�a broja
inficiranih osoba, pa do totalne eliminacije hepatitisa C iz populacije.
Praktiqno, to bi znaqilo da otkri�e vakcine mo�e da doprinese sma�e�u
broja novoinficiranih osoba, jer bi se vakcina shvatila kao ,,veliki xum",
s obzirom na qi�enicu da se na �oj jox radi.

48GuillaumeF.Antoine, marquis deL′Hospital
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2.2.4 Perzistentnost u sred�em

U ovom ode	ku, u fokusu ispitiva�a je odre�iva�e uslova pod kojima bolest
perzistira. Stohastiqka perzistentnost se neformalno mo�e shvatiti kao
svojstvo koje ukazuje da odre�ena populaciona grupa ne�e izumreti tokom vre-
mena sa verovatno�om jedan, i u ovom sluqaju to bi bila populacija infici-
ranih osoba.

U nastavku se, zbog jednostavnijeg zapisa, uvodi oznaka ⟨h(t)⟩ = 1
t

∫ t

0
h(s)ds.

Teorema 2.2.3 Neka va�e uslovi

Π2

µ2
>
C̄2

k1
, (2.11)

β2

2k1
< σ2 <

β2Π2

2µ2C̄2
, (2.12)

gde je C̄ = µ+min{δa, δc, δq, ω}. Tada su populacije infektivnih osoba A, C i
Q perzistentne u sred�em, odnosno

lim inf
t→∞

⟨A(t)⟩≥1− β2

2σ2k1
>0 s.i., (2.13)

lim inf
t→∞

⟨C(t)⟩≥ ξ

k2

(
1− β2

2σ2k1

)
> 0 s.i., (2.14)

lim inf
t→∞

⟨Q(t)⟩≥ αξ

k2k3

(
1− β2

2σ2k1

)
>0 s.i. (2.15)

Dokaz. Primenom formule Itoa na funkciju A− lnA dobija se

d(A(t)−lnA(t))

=

[
β
ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

N(t)
S(t)− k1A(t)−β

ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

N(t)
· S(t)
A(t)

+k1+
σ2

2

(
ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

N(t)

)2(
S(t)

A(t)

)2]
dt

+ σ
ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

N(t)
·S(t)(A(t)−1)

A(t)
dw(t) (2.16)

≥
{
−β ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

N(t)
· S(t)
A(t)

+
σ2

2

(
ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

N(t)

)2(
S(t)

A(t)

)2

− k1A(t)+k1

}
dt+σ

ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

N(t)
·S(t)(A(t)−1)

A(t)
dw(t).

Uvodi se oznaka y(t)= ηA(t)+C(t)+ζQ(t)
N(t)

· S(t)
A(t)

. Funkcija g(y)= σ2

2
y2−βy+k1 dosti�e

svoju minimalnu vrednost k1 − β2

2σ2 za y = β
σ2 . Na osnovu (2.16) sledi

d(A(t)−lnA(t))

≥
(
k1−

β2

2σ2
−k1A(t)

)
dt+σ

ηA(t)+C(t)+ζQ(t)

N(t)
·S(t)(A(t)−1)

A(t)
dw(t).
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Integracijom obe strane posled�e nejednakosti od 0 do t i de	e�em sa t dobija
se

A(t)−A(0)
t

− lnA(t)−lnA(0)

t
≥
(
k1−

β2

2σ2

)
−k1⟨A(t)⟩+

M1(t)

t
, (2.17)

pri qemu je M1(t) = σ
∫ t

0
ηA(r)+C(r)+ζQ(r)

N(r)
· S(r)(A(r)−1)

A(r)
dw(r) lokalan, neprekidan,

sred�e-kvadratno integrabilan martingal iM1(0) = 0. Kvadratna varijacija

martingala M1(t) je ograniqena, pa zbog toga va�i lim supt→∞
⟨M1,M1⟩t

t
≤ σ2Π2

µ2

skoro izvesno. Na osnovu Teoreme 1.1.6 (Strogi zakon velikih brojeva za mar-

tingale) va�i limt→∞
M1(t)

t
= 0 skoro izvesno.

Nejednakost (2.17) mo�e se predstaviti na slede�i naqin

⟨A(t)⟩≥ 1

k1

(
k1−

β2

2σ2
+
lnA(t)−lnA(0)

t
−A(t)−A(0)

t
+
M1(t)

t

)
. (2.18)

Logaritmova�em nejednakosti 0 < A(t)≤ Π
µ
, koja va�i zbog ograniqenosti re-

xe�a, dobija se −∞< lnA(t)≤ ln Π
µ
. Prema tome, limt→∞

A(t)
t

= 0 i limt→∞
lnA(t)

t

= 0. Izraqunava�em graniqne vrednosti leve i desne strane (2.18) dobija se
relacija (2.13).

Integracijom od 0 do t leve i desne strane tre�e jednaqine sistema (2.4)
dobija se

C(t)−C(0)=ξ
∫ t

0

A(s)ds−k2
∫ t

0

C(s)ds.

Ukoliko se obe strane posled�e jednakosti podele sa t, va�i

C(t)− C(0)

t
=ξ⟨A(t)⟩−k2⟨C(t)⟩.

Sliqnim rasu�iva�em, sledi

Q(t)−Q(0)

t
=α⟨C(t)⟩−k3⟨Q(t)⟩.

Primenom uslova (2.13), na osnovu dve posled�e jednakosti, direktno slede
relacije (2.14) i (2.15). ♢

Napomena 2.2.2 Na osnovu Teoreme 2.2.3 mo�e se zak	uqiti da je infektivna
populacija (akutno inficirani, hroniqno inficirani, kao i osobe koje su
inficirane hepatitisom C i izolovane su) perzistentna ukoliko va�e uslovi
(2.11) i (2.12). Mo�e se pokazati da je i klasa oporav	enih osoba R(t) tako�e
perzistentna ukoliko va�e uslovi Teoreme 2.2.3. Zapravo, na osnovu

R(t)−R(0)
t

=κ⟨A(t)⟩+ψ⟨C(t)⟩+γ⟨Q(t)⟩−k4⟨R(t)⟩,

kao posledica ocena (2.13), (2.14) i (2.15), sledi

lim inf
t→∞

⟨R(t)⟩≥ 1

k4

(
1− β2

2σ2k1

)(
κ+

ψξ

k2
+
γαξ

k2k3

)
> 0 s.i. (2.19)
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Na osnovu izraqunatih graniqnih vrednosti (2.13){(2.15) i (2.19), zak	uqak
je da broj zara�enih i oporav	enih osoba unutar razmatrane populacije perzi-
stira pod uslovima (2.11) i (2.12). Uzimaju�i u obzir definiciju SIRS mo-
dela, prema kojoj oporav	ena osoba ponovo postaje podlo�na, zak	uquje se
da postoji stalni priraxtaj u grupi podlo�nih osoba, pa samim tim bolest
i da	e cirkulixe me�u osobama odre�ene populacije, xto je odlika perzi-
stentnosti.

2.2.5 Numeriqke simulacije

Da bi se ilustrovali teorijski rezultati dobijeni u ovom poglav	u, u nasta-
vku su prikazane numeriqke simulacije ura�ene na osnovu podataka iz realnog
�ivota o prenoxe�u hepatitisa C, koji su preuzeti iz rada [28]. Parametri
razmatranog modela imaju slede�e vrednosti:

κ = 0.2, µ =
1

21900
, ξ = 0.7, ω=0.95, α = 0.15, γ = 0.18, ψ=0.05, (2.20)

δa=0.000233, δc=0.00233, δq=0.001667, η=0.5, ζ=0.1.

U simulacijama je ∆t = 1
365

godine.

Sluqaj 1. U ci	u prouqava�a efekta xuma na sistem (2.4), u zavisnosti
od �egovog intenziteta, neka je β = 0.1369 i Π = 0.12 dok ostali parametri
sistema (2.4) imaju vrednosti kao u (2.20). Za ovakav izbor parametara repro-
dukcioni broj ima vrednost R0 = 0.645427 < 1.

Neka je poqetni uslov

(S0, A0, C0, Q0, R0) = (2000, 200, 600, 120, 100). (2.21)

Za ove vrednosti parametara i intenzitet xuma σ2 = 0.02 uslov (2.8) Teoreme
2.2.2 je zadovo	en.

Slika 2.1: Deterministiqka i stohastiqka trajektorija broja osoba
podlo�nih zara�ava�u od hepatitisa C za sisteme (2.1) i (2.4), sa
parametrima (2.20), β = 0.1369, Π = 0.12, σ2 = 0.02 i poqetnim uslovom (2.21).
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Slika 2.2: Deterministiqka i stohastiqka trajektorija broja akutno infi-
ciranih osoba (levo) i hroniqno inficiranih osoba (desno) za sisteme (2.1)
i (2.4), sa parametrima (2.20), β = 0.1369, Π = 0.12, σ2 = 0.02 i poqetnim
uslovom (2.21).

Slika 2.3: Deterministiqka i stohastiqka trajektorija broja izolovanih oso-
ba (levo) i oporav	enih osoba (desno) za sisteme (2.1) i (2.4), sa parametrima
(2.20), β = 0.1369, Π = 0.12, σ2 = 0.02 i poqetnim uslovom (2.21).

Na Slikama 2.1{2.3 se prime�uje da dolazi do iskore�iva�a bolesti, jer
trajektorije rexe�a jednaqina koje opisuju klasu inficiranih i oporav	enih
osoba te�e nuli. Tako�e, grafik rexe�a podlo�ne populacije te�i ka uku-
pnom broju stanovnika.

Sluqaj 2. U ovom sluqaju ci	 je da se numeriqkom simulacijom ilustruje
perzistentnost u sred�em sistema (2.4). Neka parametri modela imaju vred-
nosti kao u (2.20), dok je stopa zara�ava�a ve�a β = 0.5703, s obzirom na
epidemioloxku situaciju u populaciji i Π = 1.

Neka je dat poqetni uslov

(S0, A0, C0, Q0, R0) = (600, 20, 60, 12, 10). (2.22)

Na osnovu (2.12) je0.180634 = β2

2k1
< σ2 < 2.7989 · 1011. Neka je σ2 = 0.1905. Tada

je, na osnovu Teoreme 2.2.3, sistem (2.4) perzistentan u sred�em, xto znaqi
da se bolest odr�ava u populaciji. Numeriqke simulacije u ovom sluqaju
prikazane su na Slikama 2.4{2.6.
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Slika 2.4: Deterministiqka i stohastiqka trajektorija broja osoba
podlo�nih zara�ava�u od hepatitisa C za sisteme (2.1) i (2.4), sa
parametrima (2.20), Π = 1, β = 0.5703, σ2 = 0.1905 i poqetnim uslovom (2.22).

Slika 2.5: Deterministiqka i stohastiqke trajektorije broja akutno infici-
ranih osoba (levo) i hroniqno inficiranih osoba (desno) za sisteme (2.1) i
(2.4), sa parametrima (2.20), Π = 1, β = 0.5703, σ2 = 0.1905 i poqetnim uslovom
(2.22).

Slika 2.6: Deterministiqka i stohastiqke trajektorije broja izolovanih oso-
ba (levo) i oporav	enih osoba (desno) za sisteme (2.1) i (2.4), sa parametrima
(2.20), Π = 1, β = 0.5703, σ2 = 0.1905 i poqetnim uslovom (2.22).

Napomena 2.2.3 U ovom poglav	u perturbovana je efektivna kontaktna stopa
β i ispitano je ponaxa�e dobijenog stohastiqkog modela. Me�utim, jox jedan
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va�an parametar, koji ima indirektan uticaj na funkciju stope infekcije
λ(t) je parametar α, koji predstav	a stopu izolacije hroniqno inficiranih
osoba. Ukoliko parametar α ima ve�u vrednost, tada se na osnovu qetvrte jed-
naqine sistema (2.4) zak	uquje da ve�i broj osoba iz klase hroniqno obolelih
C(t) prelazi u klasu osoba koje su u izolaciji Q(t).

Slika 2.7: Stopa infekcije λ(t) za razliqite vrednosti parametra α.

Kada vrednost parametra α raste, tada je potrebno ma�e vremena da bi se
funkcija λ(t) pribli�ila nuli (Slika 2.7), jer imenilac funkcije λ(t) uz-
ima ve�u vrednost s obzirom na pove�an broj osoba koje su izolovane. Dakle,
sa porastom vrednosti parametra α, sma�uje se vreme potrebno za istreb	e�e
hepatitisa C. Drugim reqima, sve dok uticaj sredine ne bude dovo	no ve-
liki (na primer otkri�e vakcine, antivirotika koji u potpunosti eliminixe
virus i sliqno), izolacija inficiranih osoba je bitna i efikasna strategija
koju treba koristiti za kontrolu xire�a bolesti. Izolacijom osoba sa simp-
tomima hepatitisa C sma�uje se i efektivna kontaktna stopa β, qime se bolest
dr�i pod kontrolom.

2.3 Stabilnost stohastiqkog modela

prenoxe�a hepatitisa C

U ovom poglav	u ispituje se stabilnost dva stohastiqka modela koji opisuju
xire�e hepatitisa C sa stadijumom izolacije. Modeli su dobijeni uvo�e�em
sluqajnih perturbacija tipa Gausovog belog xuma u deterministiqki sistem
(2.1).

Za oba stohastiqka modela, izborom pogodne funkcije �apunova, ispituje
se stabilnost u verovatno�i odgovaraju�eg ekvilibrijuma. Teorijski rezul-
tati su ilustrovani numeriqkim simulacijama sa realnim podacima.

2.3.1 Model koji nasle�uje ekvilibrijum bez bolesti

U ovom poglav	u se u deterministiqki model (2.1) uvode perturbacije tipa
Gausovog belog xuma qiji je intenzitet proporcionalan razlici sluqajnih
procesa S(t), A(t), C(t), Q(t), R(t) i vrednosti odgovaraju�ih komponenti ekvi-
librijuma E0. Dakle, pretpostav	a se da sluqajnost utiqe na odstupa�e rexe-
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�a od ekvilibrijuma. Prednost ovakve konstrukcije je u tome xto stohastiqki
sistem nasle�uje ekvilibrijum deterministiqkog sistema (2.4).

Stohastiqki model xire�a hepatitisa C je oblika

dS(t)=[Π+ωR(t)−(λ+µ)S(t)] dt+σ1

(
S(t)−Π

µ

)
dw1(t)

dA(t)=[λS(t)−k1A(t)] dt+σ2A(t)dw2(t)

dC(t)=[ξA(t)−k2C(t)] dt+σ3C(t)dw3(t) (2.23)

dQ(t)=[αC(t)−k3Q(t)] dt+σ4Q(t)dw4(t)

dR(t)=[κA(t)+ψC(t)+γQ(t)−k4R(t)] dt+σ5R(t)dw5(t), t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom

S(0)=S0, A(0)=A0, C(0)=C0, Q(0)=Q0, R(0)=R0, (2.24)

gde su kj, j=1, 2, 3, 4, konstante definisane u Poglav	u 2.1. Sa wi = {wi(t), t
≥ 0}, i = 1, 2, . . . , 5, su oznaqena nezavisna Braunova kreta�a, dok su σi, i= 1,
2, . . . , 5, intenziteti belog xuma.

Kao xto je ve� napomenuto, za ispitiva�e dinamike epidemioloxkog mo-
dela, neophodno je najpre pokazati da sistem ima jedinstveno, globalno, pozi-
tivno rexe�e. Slede�om teoremom pokazuje se da rexe�e sistema (2.23) ima
navedena svojstva. Postupak koji se prime�uje sliqan je dokazu Teoreme 2.2.1.
Neka D predstav	a oblast

D = {(S,A,C,Q,R) : (S,A,C,Q,R) ∈ R5
+}, (2.25)

gde je R5
+ = {x ∈ R5, xi > 0, 1 ≤ i ≤ 5}.

Teorema 2.3.1 Za proizvo	an poqetni uslov (S0, A0, C0, Q0, R0) ∈ D postoji
jedinstveno, neprekidno, Markovsko globalno rexe�e (S(t), A(t), C(t), Q(t),
R(t)), t ≥ 0, sistema (2.23) i ovo rexe�e je invarijantno u odnosu na oblast
D sa verovatno�om 1.

Dokaz. Koeficijenti sistema (2.23) su lokalno Lipxic neprekidni u oblasti
D, za proizvo	an poqetni uslov (S0, A0, C0, Q0, R0) ∈ D. Na osnovu Teoreme
1.4.3 to znaqi da postoji jedinstveno maksimalno lokalno rexe�e na inter-
valu t ∈ [0, τ(D)], pri qemu τ(D) predstav	a sluqajno vreme prvog izlaska
stohastiqkog procesa {(S(t), A(t), C(t), Q(t), R(t)), t ≥ 0} iz oblasti D. Da bi
se pokazalo da je ovo rexe�e globalno, treba dokazati da je τ(D) = ∞ skoro
izvesno.

Za prirodan broj n definixu se oblasti Dn na slede�i naqin

Dn=
{
(S,A,C,Q,R) : e−n<S<en, e−n<A<en, e−n<C<en,

e−n<Q<en, e−n<R< en
}
.

Definixe se funkcija V ∈ C2(D,R+) na slede�i naqin

V (S,A,C,Q,R)=S +A−lnA+C−lnC+Q−lnQ+R−lnR.
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Imaju�i u vidu nejednakost u−1−lnu≥0 za u>0 dobija se da je V (S,A,C,Q,R)
≥ 4 za (S,A,C,Q,R) ∈ D.

Primenom operatora L na funkciju V (S,A,C,Q,R) dobija se

LV (S,A,C,Q,R)= Π+ωR−(λ+µ)S+
A−1

A
(λS−k1A)+

C−1

C
(ξA−k2C)

+
Q−1

Q
(αC−k3Q)+

R−1

R
(κA+ψC+γQ−k4R) +

1

2

5∑
i=2

σ2
i .

S obzirom na to kako su definisane konstante kj, za j = 1, 2, 3, 4, kao i oblast
D, ako se zanemare nepozitivni qlanovi, sledi

LV (S,A,C,Q,R) ≤ −(µ+δa)A−(µ+δc)C−(µ+δq)Q− µR+4c ≤4c,

gde je c= 1
4

(
Π+k1+k2+k3+k4+

1
2

∑5
i=2 σ

2
i

)
.

Kako je V (S,A,C,Q,R) ≥ 4 za (S,A,C,Q,R) ∈ D, to je LV (S,A,C,Q,R)
≤ cV (S,A,C,Q,R) i inf(S,A,C,Q,R)∈D\Dn V (S,A,C,Q,R) > 3en, za n ∈ N.

Neka je W (t, S, A,C,Q,R) = e−ctV (S,A,C,Q,R) funkcija definisana na
[0,∞)× D. Tada je

LW (t, S, A,C,Q,R) = e−ct(−cV (S,A,C,Q,R) + LV (S,A,C,Q,R)) ≤ 0.

Neka je τn = min{t, τ(Dn)}, n ∈ N, niz vremena zaustav	a�a za fiksirano t
∈ [0,∞). Ostatak dokaza sliqan je dokazu Teoreme 2.2.1, pa �e iz tog razloga
biti izostav	en. ♢

U nastavku se odre�uju uslovi koje bi trebalo da zadovo	avaju koefici-
jenti sistema (2.23) koji obezbe�uju iskore�iva�e hepatitisa C iz populacije.
U teorijskom smislu, za eliminaciju hepatitisa C dovo	no je da ekvilibri-
jum sistema (2.23), koji karakterixe sta�e kada bolest nije prisutna unutar
odre�ene populacije, bude stohastiqki stabilan.

Uvo�e�em nove promen	ive X = S − Π
µ
sistem (2.23) se transformixe u

sistem koji ima trivijalan ekvilibrijum tako da se dobija sistem

dX(t)=

[
ωR(t)−(λ+µ)X(t)−λΠ

µ

]
dt+σ1X(t)dw1(t)

dA(t)=

[
λX(t)+λ

Π

µ
−k1A(t)

]
dt+σ2A(t)dw2(t)

dC(t)=[ξA(t)−k2C(t)] dt+σ3C(t)dw3(t) (2.26)

dQ(t)=[αC(t)−k3Q(t)] dt+σ4Q(t)dw4(t)

dR(t)=[κA(t)+ψC(t)+γQ(t)−k4R(t)] dt+σ5R(t)dw5(t), t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom

X(0)=S0−
Π

µ
, A(0)=A0, C(0)=C0, Q(0)=Q0, R(0)=R0. (2.27)

Oqigledno da je stohastiqka stabilnost ekvilibrijuma E0 sistema (2.23)
ekvivalentna stohastiqkoj stabilnosti trivijalnog ekvilibrijuma sistema
(2.26).
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Mnogi problemi koji se odnose na stabilnost ekvilibrijuma nelinearnog
stohastiqkog sistema svode se na ispitiva�e stabilnosti rexe�a pridru�e-
nog linearizovanog sistema. Iz tog razloga razmatra se linearni oblik si-
stema (2.26). Za odre�iva�e linearnog oblika nelinearnog sistema prime�uje
se procedura sliqna proceduri koja je opisana u [89] i naziva se metoda li-
nearizacije sistema. Kako su koeficijenti difuzije sistema (2.26) linearne
funkcije, linearizacija �e se prime�ivati samo na koeficijente prenosa
prve dve jednaqine (koeficijenti prenosa ostalih jednaqina su linearne funk-
cije). U tom smislu, neka je

f 1(X,A,C,Q,R)= ωR−µX−β ηA+ C + ζQ

X + Π
µ
+ A+ C +Q+R

(
X+

Π

µ

)
,

f 2(X,A,C,Q,R)=β
ηA+ C + ζQ

X + Π
µ
+ A+ C +Q+R

(
X+

Π

µ

)
−k1A. (2.28)

Funkcije f i(X,A,C,Q,R), i = 1, 2, date sa (2.28) su neprekidno{diferenci-
jabilne po X,A,C,Q i R. Razvojem ovih funkcija u Tejlorov49 red, dobija
se

f i(X,A,C,Q,R)=f i (0, 0, 0, 0, 0)+(f i)′X (0, 0, 0, 0, 0)X+(f i)′A (0, 0, 0, 0, 0)A

+(f i)′C (0, 0, 0, 0, 0)C+(f i)′Q (0, 0, 0, 0, 0)Q

+(f i)′R (0, 0, 0, 0, 0)R+o(X,A,C,Q,R), i = 1, 2,

gde je o(X,A,C,Q,R) beskonaqna mala veliqina stepena ve�eg od jedan. Na taj
naqin se dobija linearizovani sistem sistema (2.26), oblika

dX̃(t)=
[
−µX̃(t)−β

(
ηÃ(t)+C̃(t)+ζQ̃(t)

)
+ωR̃(t)

]
dt+σ1X̃(t)dw1(t)

dÃ(t)=
[
β
(
ηÃ(t)+C̃(t)+ζQ̃(t)

)
−k1Ã(t)

]
dt+σ2Ã(t)dw2(t)

dC̃(t)=
[
ξÃ(t)−k2C̃(t)

]
dt+σ3C̃(t)dw3(t) (2.29)

dQ̃(t)=
[
αC̃(t)−k3Q̃(t)

]
dt+σ4Q̃(t)dw4(t)

dR̃(t)=
[
κÃ(t)+ψC̃(t)+γQ̃(t)−k4R̃(t)

]
dt+σ5R̃(t)dw5(t), t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom

X̃(0)=S0−
Π

µ
, Ã(0)=A0, C̃(0)=C0, Q̃(0)=Q0, R̃(0)=R0. (2.30)

U nastavku se razmatra asimptotska sred�e{kvadratna stabilnost sistema
(2.29) pomo�u odgovaraju�e funkcije �apunova.

49Brook Taylor
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Teorema 2.3.2 Neka za proizvo	an poqetni uslov (2.30) parametri sistema
(2.29) zadovo	avaju uslov R0 < 1 i

2βη+âξ+βζ<2k1, (2.31)

α+âβ

(
1+

ζ

2

)
<2k2, (2.32)

α+βζ

(
1+

â

2

)
<2k3, (2.33)

βη<k1+k2, (2.34)

σ2
1 < 2µ, (2.35)

σ2
2<2k1−(2βη+âξ+βζ) , (2.36)

σ2
3<2k2−

(
α+âβ

(
1+

ζ

2

))
, (2.37)

σ2
4<2k3−

(
α+βζ

(
1+

â

2

))
, (2.38)

σ2
5 < 2k4, (2.39)

pri qemu je â pozitivna konstanta takva da je

â>
2(β+ξ)

k1+k2−βη
. (2.40)

Tada je trivijalno rexe�e sistema (2.29) asimptotski sred�e-kvadratno
stabilno.

Dokaz. Prilikom dokaziva�a teoreme, najpre se razmatraju jednaqine siste-
ma (2.29) po promen	ivim Ã(t), C̃(t) i Q̃(t) jer su nezavisne od promen	ivih
X̃(t) i R̃(t).

Neka je V (Ã, C̃, Q̃) = Ã2+ C̃2+Q̃2+aÃC̃ funkcija �apunova, pri qemu je
a pozitivna konstanta koja �e kasnije biti izabrana. Primenom operatora L
koji je pridru�en sistemu (2.29), dobija se

LV =−
(
2k1−2βη−aξ−σ2

2

)
Ã2−

(
2k2−aβ−σ2

3

)
C̃2−

(
2k3−σ2

4

)
Q̃2

+ (2β+2ξ−a (k1+k2−βη)) ÃC̃+2βζÃQ̃+(2α+aβζ) Q̃C̃.

Ukoliko se konstanta a izabere kao â koje je dato uslovom (2.40), pri qemu je
pozitivnost ovog broja garantovana uslovom (2.34) i korix�e�em elementarne
nejednakosti (1.39), dobija se

LV ≤−
(
2k1−(2βη+âξ+βζ)−σ2

2

)
Ã2−

(
2k2−

(
α+âβ

(
1+

ζ

2

))
−σ2

3

)
C̃2

−
(
2k3−

(
α+βζ

(
1+

â

2

))
−σ2

4

)
Q̃2.

Uslovi (2.31){(2.34) i (2.36){(2.38) garantuju da su izrazi u zagradama koji
mno�e Ã2, C̃2, Q̃2 pozitivni, qime je dokazano da su rexe�a Ã(t), C̃(t) i Q̃(t)
sistema (2.29) za t ≥ 0 asimptotski sred�e{kvadratno stabilna.
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U nastavku dokaza pokaza�e se da su rexe�a X̃(t) i R̃(t) sistema (2.29)
asimptotski sred�e{kvadratno stabilna. Koristi�e se Definicija 1.4.7 i
qi�enica da su rexe�a Ã(t), C̃(t) i Q̃(t) sistema (2.29) asimptotski sred�e{
kvadratno stabilna. Posmatra se jednaqina

dR̃(t)=
[
κÃ(t)+ψC̃(t)+γQ̃(t)−k4R̃(t)

]
dt+σ5R̃(t)dw5(t), t ≥ 0, (2.41)

sa poqetnim uslovom R̃(0)=R0. Kako su Ã(t), C̃(t) i Q̃(t) asimptotski sred�e{
kvadratno stabilna rexe�a, to na osnovu Definicije 1.4.7 postoje vremenski
trenuci T1, T2 i T3 tako da za ε > 0 va�i: EÃ2(t) < ε za svako t ≥ T1, EC̃2(t) < ε
za svako t ≥ T2 i EQ̃2(t) < ε za svako t ≥ T3. Prema tome, postoji trenutak
T = max{T1, T2, T3} tako da za ε > 0 i svako t ≥ T va�i

max{EÃ2(t),EC̃2(t),EQ̃2(t)} < ε. (2.42)

Jednaqina (2.41) je stohastiqka linearna diferencijalna jednaqina qije je
rexe�e za t ≥ T dato slede�im izrazom

R̃(t)=e
−
(
k4+

σ2
5
2

)
(t−T )

eσ5(w5(t)−w5(T ))R̃0(T )+

∫ t

T

e
−
(
k4+

σ2
5
2

)
(t−s)

eσ5(w5(t)−w5(s)) ·f(s)ds,

pri qemu je f(s) = κÃ(s) + ψC̃(s) + γQ̃(s), s ≥ T. Izraqunava�em oqekiva�a
ER̃2(t), primenom nejednakosti (1.38), kao i Teoreme 1.10.3 (Jensenova nejedna-
kost), dobija se

ER̃2(t) ≤ 2e
−2

(
k4+

σ2
5
2

)
(t−T )

E
[
R̃2

0(T )e
2σ5(w5(t)−w5(T ))

]
+2

∫ t

T

e
−2

(
k4+

σ2
5
2

)
(t−s)

E
[
e2σ5(w5(t)−w5(s)) ·f 2(s)

]
ds, t ≥ T.

Kako su wi = {wi(t), t ≥ 0}, i = 1, 2, . . . , 5, nezavisna Braunova kreta�a sa
nezavisnim priraxtajima, i imaju�i u vidu definiciju kvadratne varijacije
Vinerovog procesa, sledi

ER̃2(t) ≤ 2e
−2

(
k4+

σ2
5
2

)
(t−T )

ER̃2
0(T )·e4

σ2
5
2
(t−T )

+2

∫ t

T

e
−2

(
k4+

σ2
5
2

)
(t−s)

e4
σ2
5
2
(t−T ) ·Ef 2(s)ds, t ≥ T. (2.43)

Primenom nejednakosti (a + b + c)2 ≤ 3a2 + 3b2 + 3c2 i imaju�i u vidu ocenu
(2.42) funkcija f 2(s), s ≥ T, u (2.43) se mo�e oceniti na slede�i naqin

f 2(s) ≤ c(ε),

gde je c(ε) = 3ε2 (κ2 + ψ2 + γ2) . Kao posledica posled�e ocene izraz (2.43)
postaje

ER̃2(t) ≤ 2e
−2

(
k4−

σ2
5
2

)
(t−T )

ER̃2
0(T )+2e

−2

(
k4−

σ2
5
2

)
t
∫ t

T

e
2

(
k4−

σ2
5
2

)
s
c(ε)ds

= 2e
−2

(
k4−

σ2
5
2

)
(t−T )

ER̃2
0(T )+

1− e
−2

(
k4−

σ2
5
2

)
(t−T )

k4 − σ2
5

2

c(ε). (2.44)
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Izraqunava�em graniqne vrednosti u (2.44) kada t → ∞, i imaju�i u vidu
uslov (2.39), zak	uquje se da

lim
t→∞

ER̃2(t) = 0,

odakle sledi da je rexe�e R̃(t), t ≥ 0, asimptotski sred�e{kvadratno stabilno.
Kako su rexe�a Ã(t), C̃(t), Q̃(t), R̃(t), t ≥ 0, asimptotski sred�e{kvadratno sta-
bilna, to se sliqim postupkom, kao u sluqaju dokaza za R̃(t), dobija

EX̃2(t) ≤ 2e
−2

(
µ−σ2

1
2

)
(t−T )

EX̃2
0 (T̄ )+

1− e
−2

(
µ−σ2

1
2

)
(t−T )

µ− σ2
1

2

c1(ε), t ≥ T,

pri qemu je T = max{T1, T2, T3, T4} gde je T4 vremenski trenutak za koji je
EX̃2(t) < ε za svako t ≥ T4 i ε > 0, dok se trenuci T1, T2 i T3 odnose na rexe�a
Ã(t), C̃(t) i Q̃(t), t ≥ 0, redom, kao xto je ve� pomenuto. Konstanta c1(ε) u ovom
sluqaju ima oblik c1(ε) = 4ε2 (β2(η2 + 1 + ζ2) + ω2) . Na osnovu uslova (2.35)
sledi

lim
t→∞

EX̃2(t) = 0,

odakle sledi da je rexe�e X̃(t), t ≥ 0, asimptotski sred�e{kvadratno sta-
bilno. ♢

Stepen nelinearnosti sistema (2.26) ve�i je od jedan. Na osnovu poznatih
rezultata (videti [87]-[89]), svi uslovi koji su sadr�ani u formulaciji Teo-
reme 2.3.2 predstav	aju dovo	ne uslove za stohastiqku stabilnost trivijalnog
rexe�a sistema (2.29), xto je ekvivalentno qi�enici da je pod istim uslovima
ekvilibrijum E0 sistema (2.23) stohastiqki stabilan. Iz tog razloga, naredni
rezultat je dat bez dokaza.

Teorema 2.3.3 Neka za parametre sistema (2.23) va�e svi uslovi Teoreme
2.3.2, za proizvo	an poqetni uslov (2.24). Tada je ekvilibrijum E0 sistema
(2.23) stohastiqki staabilan.

Napomena 2.3.1 Uslov (2.34) Teoreme 2.3.2 ima praktiqan smisao koji se
ogleda u slede�em. Funkcija λ(t), koja predstav	a jaqinu infekcije, zavi-
si direktno proporcionalno od efektivne kontaktne stope β. Ukoliko β ne
premaxi vrednost datu uslovom (2.34) mo�e se oqekivati postepen pad broja
obolelih, jer je λ(t) poslediqno ma�e, xto ukazuje na to da sa protokom vre-
mena dolazi do iskore�iva�a bolesti.

2.3.2 Stohastiqki model koji nasle�uje endemski

ekvilibrijum deterministiqkog modela

U ovom ode	ku razmatra se jox jedna stohastiqka verzija deterministiqkog
modela (2.1). Pretpostav	a se da je reprodukcioni broj R0 > 1 sa ci	em
da se obezbedi egzistencija endemskog ekvilibrijuma E∗ sistema (2.1). Ovaj
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ekvilibrijum opisuje sta�e kada je hepatitis C prisutan u populaciji ali ne
dolazi do neograniqenog rasta broja zara�enih.

Ukoliko se pretpostavi, sa istom motivacijom kao u prethodnom ode	ku, da
je sistem izlo�en stohastiqkim perturbacijama tipa Gausovog belog xuma qiji
je intenzitet direktno proporcionalan razlici sluqajnih procesa S, A, C, Q
i R od komponenti endemskog ekvilibrijuma S∗, A∗, C∗, Q∗ i R∗, respektivno,
dobija se stohastiqki sistem

dS(t)=[Π+ωR(t)−(λ+µ)S(t)] dt+σ1 (S(t)−S∗) dw1(t)

dA(t)=[λS(t)−k1A(t)] dt+σ2 (A(t)−A∗) dw2(t)

dC(t)=[ξA(t)−k2C(t)] dt+σ3 (C(t)−C∗) dw3(t) (2.45)

dQ(t)=[αC(t)−k3Q(t)] dt+σ4 (Q(t)−Q∗) dw4(t)

dR(t)=[κA(t)+ψC(t)+γQ(t)−k4R(t)] dt+σ5 (R(t)−R∗) dw5(t), t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom

S(0)=s0, A(0)=a0, C(0)=c0, Q(0)=q0 , R(0)=r0, (2.46)

gde su wi = {wi(t), t ≥ 0} i = 1, 2, . . . , 5, nezavisna Braunova kreta�a i σi
predstav	aju intenzitete xumova procesa wi, i = 1, 2, . . . , 5.

U nastavku se odre�uju dovo	ni uslovi za koeficijente sistema (2.45) koji
obezbe�uju stohastiqku stabilnost endemskog ekvilibrijuma. Iz tog razloga,
u sistem (2.45) se uvode nove promen	ive u= S − S∗, x=A − A∗, y =C − C∗,
z=Q−Q∗, v=R−R∗ i dobija se stohastiqki sistem

du(t)=
[
Π+ω(v(t)+R∗)

−
(
β

η(x(t)+A∗)+y(t)+C∗+ξ(z(t)+Q∗)

u(t)+S∗+x(t)+A∗+y(t)+C∗+z(t)+Q∗+v(t)+R∗+µ

)]
dt

+σ1u(t)dw1(t)

dx(t)=
[
β

η(x(t)+A∗)+y(t)+C∗+ξ(z(t)+Q∗)

u(t)+S∗+x(t)+A∗+y(t)+C∗ + z(t)+Q∗+v(t)+R∗−k1(x(t)+A
∗)
]
dt

+σ2x(t)dw2(t)

dy(t)=[ξ(x(t)+A∗)−k2(y(t)+C∗)] dt+σ3y(t)dw3(t) (2.47)

dz(t)=[α(y(t)+C∗)−k3(z(t)+Q∗)] dt+σ4z(t)dw4(t)

dv(t)=[κ(x(t)+A∗)+ψ(y(t)+C∗)+γ(z(t)+Q∗)−k4(v(t)+R∗)] dt+σ5v(t)dw5(t),

sa poqetnim uslovom

u(0)=s0−S∗, x(0)=a0−A∗, y(0)=c0−C∗, z(0)=q0−Q∗, v(0)=r0−R∗. (2.48)

Stohastiqka stabilnost trivijalnog rexe�a sistema (2.47) ekvivalentna
je stohastiqkoj stabilnosti endemskog ekvilibrijuma sistema (2.45).

Pre nego xto bude pokazana stabilnost trivijalnog rexe�a sistema (2.47),
sa istom motivacijom kao i u Ode	ku 2.3.1, najpre se razmatra �egov lineari-
zovani oblik. Postupak linearizacije je analogan onom u Ode	ku 2.3.1, pri
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qemu su funkcije

F 1(u, x, y, z, v)=Π+ω(v+R∗)

−
(
β

η(x+A∗)+y+C∗+ξ(z+Q∗)

u+S∗+x+A∗+y+C∗+z+Q∗+v+R∗+µ
)
(u+S∗)

F 2(u, x, y, z, v)=β
η(x+A∗)+y+C∗+ξ(z+Q∗)

u+S∗ + x+A∗ + y+C∗ + z+Q∗ + v+R∗

− k1(x+A
∗),

nelinearne, tako da je potrebno izvrxiti samo �ihovu linearizaciju.

Korix�e�em notacije kao u [28], uvodi se oznaka Y = k2
ξ
+1+ α

k3
+ 1

k4

(
k1k2
ξ

+ψ
)
,

tako da se komponente endemskog ekvilibrijuma mogu zapisati na slede�i
naqin:

C∗=
R0−1

Y
S∗, A∗=

k2
ξ

R0−1

Y
S∗, Q∗=

α

k3

R0−1

Y
S∗, R∗=

1

k4

(
k1k2
ξ

+ψ

)
R0−1

Y
S∗.

Tako�e, va�i da je

N∗=S∗+A∗+C∗+Q∗+R∗=
R0 − 1

Y
S∗
[
k2
ξ
+1+

α

k3
+

1

k4

(
k1k2
ξ

+ψ

)]
+S∗=R0S

∗.

Imaju�i u vidu sve oznake, kao i da je λ∗ = β ηA∗+C∗+ζQ∗

S∗+A∗+C∗+Q∗+R∗ , linearizovani

sistem sistema (2.47) je oblika

dũ(t)=

[
−
(
µ+(R0−1)

λ∗

R0

)
ũ(t)+

λ∗−βη
R0

x̃(t)+
λ∗−β
R0

ỹ(t)+
λ∗−βζ
R0

z̃(t)

+

(
ω+

λ∗

R0

)
ṽ(t)

]
dt+σ1ũ(t)dw1(t)

dx̃(t)=

[
λ∗

R0

(R0−1)ũ(t)−
(
λ∗−βη
R0

+k1

)
x̃(t)−λ∗−β

R0

ỹ(t)−λ∗−βζ
R0

z̃(t)− λ∗

R0

ṽ(t)

]
dt

+σ2x̃(t)dw2(t)

dỹ(t)=[ξx̃(t)−k2ỹ(t)] dt+σ3ỹ(t)dw3(t) (2.49)

dz̃(t)=[αỹ(t)−k3z̃(t)] dt+σ4z̃(t)dw4(t)

dṽ(t)=[κx̃(t)+ψỹ(t)+γz̃(t)−k4ṽ(t)] dt+σ5ṽ(t)dw5(t),

sa poqetnim uslovom

ũ(0)=s0−S∗, x̃(0)=a0−A∗, ỹ(0)=c0−C∗, z̃(0)=q0−Q∗, ṽ(0)=r0−R∗. (2.50)

U nastavku se razmatraju dovo	ni uslovi asimptotske sred�e-kvadratne
stabilnosti sistema (2.49).

Teorema 2.3.4 Neka parametri sistema (2.49), za proizvo	an poqetni uslov
(2.50), zadovo	avaju uslove

βζ < λ∗ < β < βη, (2.51)
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ω(µ+ k1 + λ∗) < 2(λ∗(k1 + 2µ) + µ(k1 + µ)), (2.52)

2κ(µ+ k1 + λ∗)(2.5α + ξ) < ψωλ∗ + 4k2κ(µ+ k1 + λ∗), (2.53)

5κα(µ+ k1 + λ∗) < 10κk3(µ+ k1 + λ∗) + γωλ∗, (2.54)

γ + ψ < 2k4, (2.55)

R0> max{1,A,B, C,D, E ,F}, (2.56)

σ2
1 < 2

(
µ− ω

2
− a∗

β(1− ζ) + λ∗(3− 2R0)

2R0

)
, (2.57)

σ2
2 < 2

(
κ+ µ+ δa − a∗

β(1− ζ)

2R0

)
, (2.58)

σ2
3 < 2

(
k2 −

ξ

2
−
a∗ β−λ∗

R0
+ 2.5α + b∗ψ

2

)
, (2.59)

σ2
4 <

5k3 − 2.5α−
(
a∗ (λ

∗−βζ)
R0

+ b∗γ
)

2.5
, (2.60)

σ2
5 <

2b∗k4 −
(
b∗(γ + ψ) + ω

2
+ a∗ λ∗

2R0

)
b∗

, (2.61)

pri qemu su A,B, C,D, E ,F , a∗ i b∗ pozitivne konstante definisane sa

A =
2βη

µ+ k1 + 2λ∗
,

B =
βη(2µ− ω) + (µ+ k1)((1− ζ)β + 3λ∗)

(2µ− ω)(µ+ k1 + λ∗) + 2λ∗(µ+ k1)
,

C =
2βη(µ+ κ+ δa) + β(1− ζ)(µ+ k1)

2(µ+ k1 + λ∗)(µ+ κ+ δa)
,

D =
2κ(2k2 − (2.5α + ξ))βη + ψβηω + (µ+ k1))(ψλ

∗ + 2κ(β − λ∗))

2κ(2k2 − (2.5α + ξ))(µ+ k1 + λ∗) + ψωλ∗
,

E =
β(γηω − 2κζ(µ+ k1)) + (µ+ k1)(γ + 2κ)λ∗ + 2κβη(5k3 − 2.5α)

2κ(5k3 − 2.5α)(µ+ k1 + λ∗) + γωλ∗
,

F =
βηω(κ+ 2k4 − (γ + ψ)) + λ∗(µ+ k1)(2k4 − (γ + κ+ ψ))

ω(λ∗(2k4 − (γ + ψ)) + κ(µ+ k1 + λ∗))
,

a∗ =
k1 + µ

k1 + µ+ λ∗ − βη
R0

, (2.62)

b∗ =
a∗
(
ω + λ∗

R0

)
− ω

2κ
. (2.63)

Tada je trivijalan ekvilibrijum sistema (2.49) asimptotski sred�e-kvadra-
tno stabilan.

Dokaz. Za dokaz ove teoreme koristi se funkcija �apunova oblika

V (ũ, x̃, ỹ, z̃, ṽ) =
(ũ+ x̃)2

2
− aũx̃+ ỹ2 + 2.5z̃2 + bṽ2,
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gde su a i b pozitivne konstante koje �e naknadno biti pogodno izabrane.
Funkcija V je pozitivna za a ∈ (0, 2) xto je garantovano uslovom (2.56). Pri-
menom operatora L na funkciju V dobija se slede�a jednakost

LV =−ũ2
[(
µ−σ2

1

2

)
+a

λ∗

R0

(R0−1)

]
−x̃2

[(
k1−

σ2
2

2

)
−aβη−λ

∗

R0

]
−2ỹ2

[
k2−

σ2
3

2

]
−5z̃2

[
k3−

σ2
4

2

]
−2ṽ2b

[
k4−

σ2
5

2

]
−ũỹaβ−λ

∗

R0

+ũz̃a
λ∗−βζ
R0

+ũṽ

[
ω+a

λ∗

R0

]
+x̃ỹ

[
2ξ+a

β−λ∗

R0

]
−x̃z̃aλ

∗−βζ
R0

+ṽx̃

[
ω + 2kb−a

(
ω+

λ∗

R0

)]
+ 5αỹz̃

+ ũx̃

[
a

(
k1+

λ∗−βζ
R0

+µ+
R0−1

R0

λ∗
)
−(k1+µ)

]
+2bψỹṽ + 2bγz̃ṽ.

Da bi se eliminisali izrazi u zagradama koji stoje uz ũx̃ i ṽx̃, konstante
a i b se biraju kao a∗ i b∗, tj. kao u (2.62) i (2.63), respektivno. Na taj naqin
se dobija

LV =−ũ2
[(
µ−σ2

1

2

)
+a∗

λ∗

R0

(R0−1)

]
−x̃2

[(
k1−

σ2
2

2

)
−a∗βη−λ

∗

R0

]
−2ỹ2

[
k2−

σ2
3

2

]
− 5z̃2

[
k3−

σ2
4

2

]
−2ṽ2b∗

[
k4−

σ2
5

2

]
−ũỹa∗β−λ

∗

R0

+x̃ỹ

[
2ξ+a∗

β−λ∗

R0

]
+ũz̃a∗

λ∗−βζ
R0

+ũṽ

[
ω+a∗

λ∗

R0

]
−x̃z̃a∗λ

∗−βζ
R0

+5αỹz̃+2b∗ψỹṽ+2b∗γz̃ṽ.

Primenom elementarne nejednakosti (1.39) dolazi se do slede�e ocene

LV ≤−ũ2
[
µ− ω

2
+ a∗

(
λ∗

R0

(R0 − 1)− β − λ∗

2R0

− λ∗ − βζ

2R0

− λ∗

2R0

)
− σ2

1

2

]
− x̃2

[
k1 − ξ − a∗

2

(
λ∗ − βζ

R0

+
β − λ∗

R0

)
− σ2

2

2

]
− ỹ2

[
2

(
k2 −

ξ

2

)
−
(
a∗
β − λ∗

R0

+ 2.5α + b∗ψ

)
− σ2

3

]
− z̃2

[
5
(
k3 −

α

2

)
−
(
a∗

(λ∗ − βζ)

R0

+ b∗γ

)
− 2.5σ2

4

]
− ṽ2

[
2b∗
(
k4 −

γ + ψ

2

)
−
(
ω

2
+ a∗

λ∗

2R0

)
− b∗σ2

5

]
=−ũ2

[
µ− ω

2
− a∗

β(1− ζ) + λ∗(3− 2R0)

2R0

− σ2
1

2

]
− x̃2

[
κ+ µ+ δa − a∗

β(1− ζ)

2R0

− σ2
2

2

]
− ỹ2

[
2

(
k2 −

ξ

2

)
−
(
a∗
β − λ∗

R0

+ 2.5α + b∗ψ

)
− σ2

3

]
− z̃2

[
5
(
k3 −

α

2

)
−
(
a∗

(λ∗ − βζ)

R0

+ b∗γ

)
− 2.5σ2

4

]
− ṽ2

[
2b∗
(
k4 −

γ + ψ

2

)
−
(
ω

2
+ a∗

λ∗

2R0

)
− b∗σ2

5

]
.
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Imaju�i u vidu uslove (2.51){(2.61), svi izrazi u zagradama koji mno�e ũ2, x̃2,
ỹ2, z̃2 i ṽ2 su pozitivni, qime je dokaz u celosti zavrxen. ♢

Ve� je naglaxeno da su dovo	ni uslovi za asimptotsku sred�e{kvadratnu
stabilnost trivijalnog rexe�a linearizovanog sistema ujedno i dovo	ni us-
lovi za stohastiqku stabilnost trivijalnog rexe�a polaznog sistema, ukoliko
je stepen nelinearnosti ve�i od 1.

Dakle, na osnovu prethodno dokazanih rezultata u ovom ode	ku, dovo	ni
uslovi za stohastiqku stabilnost endemskog ekvilibrijuma sistema (2.45) su
dati slede�om teoremom.

Teorema 2.3.5 Neka parametri sistema (2.45) zadovo	avaju sve uslove Teo-
reme 2.3.4, za proizvo	an poqetni uslov (2.46). Tada je endemski ekvilibrijum
E∗ sistema (2.45) stohastiqki stabilan.

2.3.3 Numeriqke simulacije i zak	uqci

Da bi se ilustrovali teorijski rezultati dobijeni u Ode	cima 2.3.1 i 2.3.2,
koristi se numeriqka simulacija za sisteme (2.23) i (2.45) dobijena na osnovu
realnih podataka koji se mogu na�i u [28] i [61].

Uslov (2.34) Teoreme 2.3.3, daje gor�u granicu efektivne kontaktne stope
β. Imaju�i u vidu kako je definisana funkcija jaqine infekcije λ, vred-
nost parametra β ima znaqajan uticaj na �enu vrednost. Ukoliko β ima malu
vrednost, jaqina zara�ava�a hepatitisom C bi bila u padu.

Za potrebe numeriqke simulacije, parametri sistema (2.23) imaju slede�e
vrednosti:

Π=0.12, γ=0.18, κ=0.2, ω=0.95, µ=
1

21900
, ξ=0.7, α=0.15, ψ=0.05,

δa=0.000233, δc=0.00233, δq=0.001667, η=1.1, ζ=0.1, β=0.1369, (2.64)

na osnovu kojih je vrednost reprodukcionog broja R0 = 0.737 < 1. Poqetni
uslov je

S0=2000, A0=200, C0=600, Q0=120, R0=100, (2.65)

dok je jedinica vremena kroz ceo primer jedan dan.

Na osnovu uslova (2.35){(2.39) Teoreme 2.3.3, mogu se izabrati slede�e vred-
nosti za intenzitete xumova

σ2
1=0.00009, σ2

2=0.102, σ2
3=0.0169, σ2

4=0.06, σ2
5=0.005. (2.66)

Parametri (2.64) i (2.66) zadovo	avaju sve uslove Teoreme 2.3.3, xto znaqi da

je ekvilibrijum E0=
(

Π
µ
, 0, 0, 0, 0

)
sistema (2.23) stohastiqki stabilan, tj. pod

ovim uslovima mo�e se oqekivati iskore�iva�e hepatitisa C iz populacije,
dok broj podlo�nih osoba te�i koliqniku Π

µ
. Grafici na Slikama 2.8{2.11,

potvr�uju dobijene uslove za odsustvo bolesti u populaciji.
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Slika 2.8: Deterministiqka (crna linija) i 25 stohastiqkih trajektorija
broja akutno inficiranih osoba za sisteme (2.1) i (2.23) sa parametrima (2.64),
(2.66) i poqetnim uslovom (2.65).

Slika 2.9: Deterministiqka (crna linija) i 25 stohastiqkih trajektorija
broja hroniqno inficiranih osoba za sisteme (2.1) i (2.23) sa parametrima
(2.64), (2.66) i poqetnim uslovom (2.65).

Slika 2.10: Deterministiqka (crna linija) i 25 stohastiqkih trajektorija
broja izolovanih osoba (levo) i oporav	enih osoba (desno) za sisteme (2.1) i
(2.23) sa parametrima (2.64), (2.66) i poqetnim uslovom (2.65).
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Slika 2.11: Stohastiqke trajektorije (25) broja osoba podlo�nih zara�ava�u
od hepatitisa C za sistem (2.23) sa parametrima (2.64), intenzitetima xuma
(2.66) i poqetnim uslovom (2.65).

Sa druge strane, ukoliko se pove�a vrednost efektivne kontaktne stope
β, infekcija postaje jaqa i tada �e hepatitis C biti prisutan u populaciji.
Ukoliko parametri sistema imaju vrednost

Π=1, γ=0.01, κ=0.05, ω=0.01, µ= 0.0077, ξ=0.0001, α=0.005, ψ=0.0001,

δa=0.00003, δc=0.00002, δq=0.0000269, η=1.5, ζ=0.1, β=0.5703, (2.67)

dobija se R0=9.128> 1, xto garantuje egzistenciju endemskog ekvilibrijuma
E∗ sistema (2.45). U ovom sluqaju, neka je poqetni uslov

s0=600, a0=20, c0=60, q0=12, r0=10. (2.68)

Na osnovu uslova (2.57){(2.61) Teoreme 2.3.5 neka je

σ2
1=0.00936, σ2

2=0.0001569, σ2
3=0.000688414, σ2

4=0.000988279, σ2
5=0.0000679.

(2.69)
Svi uslovi Teoreme 2.3.5 va�e. Prema tome, oqekuje se da �e rexe�e sistema

(2.45) te�iti endemskom ekvilibrijumu E∗ = (10.1468, 35.0085, 0.3398, 2.00677,
106.339), xto znaqi da �e hepatitis C biti prisutan u populaciji. Ovakvo
sta�e u populaciji jasno se vidi na slikama (2.12)-(2.14).

Slika 2.12: Stohastiqke trajektorije (10) broja osoba podlo�nih zara�ava�u
od hepatitisa C za sistem (2.45) sa parametrima (2.67), intenzitetima xuma
(2.69) i poqetnim uslovom (2.68).
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Slika 2.13: Stohastiqke trajektorije (10) broja akutno inficiranih osoba
(levo) i hroniqno inficiranih osoba (desno) za sistem (2.45) sa parametrima
(2.67), intenzitetima xuma (2.69) i poqetnim uslovom (2.68).

Slika 2.14: Stohastiqke trajektorije (10) broja izolovanih osoba (levo) i
oporav	enih osoba (desno) za sistem (2.45) sa parametrima (2.67), intenzitete-
tima xuma (2.69) i poqetnim uslovom (2.68).

Napomena 2.3.2 Uslovi za perzistentnost u sred�em u [100] jednostavniji
su od uslova za stohastiqku stabilnost koji su dobijeni u [99]. Ima smisla
uporediti ove uslove jer oba teorijska rezultata opisuju situaciju u popu-
laciji kada je bolest prisutna.

Sa druge strane, trajektorije u [99] br�e do�u u polo�aj karakteristiqan
za iskore�iva�e bolesti nego u [100], iako su uslovi u [99] dosta slo�eniji od
uslova iz [100].
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Glava 3

Stohastiqki model xire�a

heroinske zavisnosti

Bolesti zavisnosti su qeste bolesti koje su izazvane preteranom upotrebom
alkohola, droga, cigareta, ali i igara na sre�u, lekova, hrane, interneta, itd.
Zavisnost se razvija tokom vremena i po danax�im kriterijumima predstav	a
hroniqnu i relapsiraju�u bolest, koja podrazumeva promene u funkcionisa�u
mozga i tela. Poput dijabetesa, raka i srqanih bolesti, zavisnost je uzroko-
vana kombinacijom bihevioralnih, psiholoxkih, ekoloxkih i bioloxkih fak-
tora. Genetski faktori tako�e predstav	aju faktore rizika. Posledice
neleqene zavisnosti qesto uk	uquju druge poreme�aje fiziqkog i mentalnog
zdrav	a koji zahtevaju medicinsku pomo�. Ako se vremenom ne leqi, zavi-
snost postaje te�a, onesposob	ava i ugro�ava �ivot.

Zavisnost od droga je bolest koja utiqe na mozak i ponaxa�e osobe i
dovodi do nemogu�nosti kontrole upotrebe legalnih ili ilegalnih droga i
lekova. Zavisnost od droga mo�e poqeti eksperimentalnom upotrebom droge u
druxtvenim situacijama. Posebno, kod opoida, zavisnost poqi�e korix�e�em
lekova.

Heroin je jedna od ilegalnih droga, dobijena iz morfina, koja izaziva
visoki stepen zavisnosti. Morfin predstav	a prirodnu supstancu dobijenu
ekstrakcijom iz semena posebne vrste opijumskog maka [65]. Iako je broj kori-
snika heroina u odnosu na svetsku populaciju priliqno nizak, od 2007. godine
prime�en je konstantni porast broja osoba koje su poqele da ga koriste. Pro-
ce�eno je da oko 23% osoba koje su probale heroin, postanu zavisne od �ega
[93].

Uzdr�avati se od korix�e�a heroina je jedini naqin da se uspexno spreqi
razvoj zavisnosti. Da bi se to postiglo nauqnici su razvili razne programe
koji se koriste kao prevencija protiv zloupotrebe droga u porodici, xkoli
i drugim druxtvenim grupama. Razliqiti edukativni programi zasnovani
na istra�iva�u [66] uspexno uma�uju ranu upotrebu heroina. Iz tog razloga
pravovremena prevencija je najbo	i naqin spreqava�a nastanka heroinske za-
visnosti.

Kao i druge hroniqne bolesti, zavisnost se mo�e leqiti. Niz tretmana,
uk	uquju�i psihoterapiju i lekove, su efikasna pomo� pacijentima da pre-

77
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stanu da koriste heroin i vrate se stabilnom i produktivnom �ivotu [67].
Iako psihoterapijski i farmakoloxki tretmani mogu dati pozitivne rezul-
tate ukoliko se sprovode samostalno, istra�iva�a pokazuju da je za neke osobe
integrisa�e obe vrste tretmana najefikasniji pristup [68].

S obzirom na aktuelnost teme, brojni su matematiqki modeli koji se bave
prouqava�em xire�a heroinske zavisnosti. U skladu sa tim, najpre su, Mek-
tintox50 i Stjuart51 [50] konstruisali eksponencijalni model, ilustruju�i
kako se upotreba heroina xiri na epidemijski naqin. Kasnije su, Vajtova52 i
Komiski53 [105] razmatrale model xire�a heroinske zavisnosti opisan pomo�u
obiqnih diferencijalnih jednaqina, baziran na principima matematiqke epi-
demilogije. �ihov ci	 je bio da istra�e na xta treba usmeriti prevenciju
i leqe�e da bi se dobili maksimalni rezultati. Ovaj model su dodatno ispi-
tali Mulone54 i Stran55 [64]. Pokazali su da je endemski ekvilibrijum modela,
predstav	en u [105], globalno asimptotski stabilan. �ud�a za konzumacijom
i recidiv (ponovna upotreba heroina posle leqe�a) mogu se javiti nede	ama
i mesecima od kada su apstinencijalne tegobe nestale. Iz tog razloga, autori
radova [23] i [48] su uveli u epidemioloxki model, koji je baziran na obiq-
nim diferencijalnim jednaqinama, vremenski raspode	eno kax�e�e. Tako�e
imali su na umu i vreme koje je potrebno da do�e do recidiva, nakon pauze
u konzumira�u heroina. Pored deterministiqkih modela, u literaturi se
razmatraju stohastiqki epidemioloxki modeli sa vremenski raspode	enim
kax�e�em, na primer u radovima [5] i [97]. U nastavku se razmatraju efekti
dva vremenski raspode	ena kax�e�a u modifikovanom Vajt{Komiski mate-
matiqkom modelu koji je sliqan popularnom SIR epidemioloxkom modelu o
kome je bilo reqi u Glavi 2.

U ovoj glavi predstav	eni su novi rezultati koji su publikovani u [37].
Predmet razmatra�a je stabilnost stohastiqkog heroinskog modela sa dva vre-
menski raspode	ena kax�e�a. Preciznije, u deterministiqki model koji
opisuje dinamiku razvoja heroinske zavisnosti, uvodi se sluqajna pertur-
bacija koja opisuje u kojoj meri �ivotna sredina mo�e da utiqe da osoba poqne
da koristi heroin. Koriste�i odgovaraju�i funkcional �apunova, dobijeni
su uslovi stabilnosti ekvilibrijuma koji opisuje sta�e u populaciji kada
nema heroinskih korisnika. Sa druge strane, pomo�u pogodnog funkcionala
�apunova, razmatra se i asimptotsko ponaxa�e rexe�a sistema u okolini
ekvilibrijuma deterministiqkog modela koji karakterixe prisustvo kori-
snika heroina i pove�a�e �ihovog broja u populaciji. Teorijski rezultati su
ilustrovani realnim podacima i odnose se na broj korisnika heroina u SAD od
01.01.2014. Pokazano je da konstruisan stohastiqki model dobro aproksimira
realnost.

50Douglas R.Macktintosh
51Gordon T .Stewart
52EmmaWhite
53Catherine Comiskey
54Giuseppe Mulone
55Brian Straughan



3.1 Motivacija i konstrukcija stohastiqkog modela 79

3.1 Motivacija i konstrukcija stohastiqkog

modela

Deta	ne informacije o deterministiqkom modelu, koji opisuje dinamiku ra-
zvoja heroinske zavisnosti i koji predstav	a osnovu za konstrukciju stohas-
tiqkog modela, mogu biti prona�ene u radu [105] qiji su autori Vajtova i
Komiski. One su konstruisale matematiqki model koji opisuje dinamiku
razvoja heroinske zavisnosti, a koji se bazira na modelu xire�a zaraznih
bolesti. Razlog za to je qi�enica da je xire�e heroinske zavisnosti u po-
pulaciji vrlo sliqno xire�u zaraznih bolesti. Shodno tome, ukupan broj
visoko-riziqne populacije u trenutku t ≥ 0, u oznaci N(t), pode	en je u tri
razliqite klase: podlo�ne osobe S(t), korisnici heroina koji nisu na leqe�u
U1(t) i korisnici heroina koji su na leqe�u U2(t), pri qemu je korisnik hero-
ina svaka osoba koja zloupotreb	ava heroin ili je zavisna od �ega.

U radovima [23] i [48] formulisan je modifikovan Vajt{Komiski heroinski
model sa jednim vremenski raspode	enim kax�e�em. Vremensko kax�e�e se
uvodi da se opixe vreme koje pro�e od zavrxetka rehabilitacije osobe koja
je koristila heroin do ponovnog korix�e�a heroina. Da bi model bio xto
realniji Fang56 i ostali su u radu [16] uzeli u obzir dodatno vremensko kax�e-
�e koje je povezano sa vremenom potrebnim za podlo�nog pojedinca da postane
heroinski zavisnik. Pretpostav	a se da su oba kax�e�a konaqna i nezavisna.

Deterministiqki model koji opisuje dinamiku razvoja heroinske zavisno-
sti, koji je razmatran u radu [16], ima slede�i oblik

dS(t)

dt
=Λ−βS(t)

∫ h1

0

f(τ)e−(µ+δ1+p)τU1(t−τ)dτ−µS(t), (3.1)

dU1(t)

dt
=βS(t)

∫ h1

0

f(τ)e−(µ+δ1+p)τU1(t−τ)dτ−(µ+δ1+p)U1(t)

+p

∫ h2

0

g(τ)e−(µ+δ2)τU1(t−τ)dτ,

dU2(t)

dt
= pU1(t)−(µ+δ2)U2(t)−p

∫ h2

0

g(τ)e−(µ+δ2)τU1(t−τ)dτ, t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom

S(0)=S0, U1(θ)=φ(θ), U2(0)=U
0
2 , θ ∈ [−h, 0], h = max{h1, h2}.

Parametri modela (3.1) su pozitivne veliqine koje imaju slede�e znaqe�e:

Λ - broj pojedinaca u razmatranoj populaciji koji ulaze u populaciju ose-
t	ivih,
β - stopa po kojoj se postaje korisnik heroina,
p - stopa po kojoj korisnici heroina zapoqi�u leqe�e,
δ1 - stopa smrtnih ishoda korisnika heroina koji nisu na leqe�u, nastalih
usled konzumira�a heroina, kao i stopa spontanog prestanka unoxe�a hero-
ina,

56Bin Fang
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δ2 - stopa smrtnih ishoda korisnika koji su na leqe�u, nastalih usled konzu-
mira�a heroina, kao i stopa uspexnog ,,izleqe�a",
µ - prirodna stopa smrtnosti podlo�ne populacije.

U radu [16] autori su pretpostavili da je prvo vremensko kax�e�e vreme
potrebno da osoba postane heroinski korisnik i to je parametar koji uzima
vrednosti iz konaqnog intervala [0, h1], h1 > 0. Otuda, qlan koji odgovara in-
cidenci, za koju se u ovom sluqaju pretpostav	a da je bilinearna, predstav	a
jaqinu infekcije i ima oblik βS(t)

∫ h1

0
f(τ)e−(µ+δ1+p)τU1(t−τ)dτ . Funkcija f

predstav	a gustinu raspodele infektivnosti korisnika heroina kod podlo-
�nih osoba. Za funkciju f se pretpostav	a da je nenegativna, neprekidna i
da zadovo	ava uslov

∫ h1

0
f(τ)dτ=1. Qlan e−(µ+δ1+p)τ predstav	a verovatno�u da

�e podlo�na osoba pre�iveti sve faze od trenutka kada prvi put konzumira
heroin do momenta kada postane zavisnik od heroina, a koji mo�e da izvrxi
uticaj i na druge osobe iz svog okru�e�a da poqnu da koriste heroin.

Drugo vreme kax�e�a opisuje vreme koje je potrebno da korisnik heroina
na rehabilitaciji ponovo postane neleqeni korisnik i uzima vrednosti iz
konaqnog intervala [0, h2]. I za funkciju g se pretpostav	a da je nenega-

tivna, neprekidna i da zadovo	ava uslov
∫ h2

0
g(τ)dτ = 1. Verovatno�a da �e

osoba pre�iveti od trenutka kada otpoqne sa leqe�em zavisnosti do trenutka
kada se vrati ponovnom korix�e�u heroina je e−(µ+δ1)τ . Iz tog razloga qlan
p
∫ h2

0
g(τ)e−(µ+δ2)τU1(t−τ)dτ predstav	a broj korisnika heroina na leqe�u koji

se mogu vratiti u klasu korisnika heroina koji nisu na leqe�u.
Sistem (3.1) ima jedinstveno, nenegativno rexe�e (S(t), U1(t), U2(t)) za svako

t ≥ 0. Rexe�a sistema su tako�e i ultimativno uniformno ograniqena u
konusu Γ, koji ima slede�i oblik

Γ =

{
(S, U1, U2) ∈ X | S + U1 + U2 ≤

Λ

µ

}
,

gde je X = R+ × C([−h, 0],R+) × R+ i C([−h, 0],R+) Banahov prostor ne-
prekidnih preslikava�a intervala [−h, 0] na R+ sa supremum normom ||φ||
= sup−h≤θ≤0 |φ(θ)|.

Radi kra�eg zapisiva�a i lakxeg izraqunava�a, autori u radu [16] uvode
oznake

F (τ) = f(τ)e−(µ+δ1+p)τ , G(τ) = g(τ)e−(µ+δ2)τ ,

pri qemu va�e slede�e pretpostavke:
1. F (τ) i G(τ) su neprekidne funkcije na [0, h],
2. F (τ) ≥ 0, G(τ) ≥ 0 za svako 0 ≤ τ ≤ h i∫ h1

0

F (τ)dτ = a,

∫ h2

0

G(τ)dτ = b. (3.2)

Jasno je da je 0 < a, b < 1. Reprodukcioni broj R0 u heroinskom epidemi-
oloxkom modelu (3.1) predstav	a oqekivani broj novih korisnika heroina u
podlo�noj populaciji koje je izazvao jedan korisnik heroina i jednak je

R0 =

βΛa
µ

µ+ δ1 + p(1− b)
.
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Model (3.1) ima dva ekvilibrijuma: E0 i E∗. Trivijalan ekvilibrijum

E0 =
(

Λ
µ
, 0, 0

)
odra�ava odsustvo korisnika heroina u populaciji. On je

globalno asimptotski stabilan ukoliko je R0 < 1. Sa druge strane, endem-
ski ekvilibrijum karakterixe sta�e u populaciji kada je prisutno xire�e
heroinske zavisnosti i ima oblik E∗ = (S∗, U∗

1 , U
∗
2 ). Komponente ovog ekvili-

brijuma su

S∗ =
Λ

µ

1

R0

, U∗
1 =

µ

βa
(R0 − 1), U∗

2 =
p (1− b)µ(R0 − 1)

β a(µ+ δ2)
.

Ekvilibrijum E∗ je lokalno asimptotski stabilan ukoliko je R0 > 1.
Uzroci koji dovode do zavisnosti od heroina me�u pripadnicima popu-

lacije su razliqiti. Me�utim, istra�iva�a su pokazala da kombinacija
uzroka, u prvom redu genetskih, fiziqkih i ekoloxkih, dovode do objax�e�a
kako pojedinac postaje korisnik heroina. Zato je ispravno i prirodno pret-
postaviti da je stopa po kojoj se postaje korisnik heroina β sluqajna veliqina.
Da bi se opisala ova vrsta sluqajnosti koristi se stohastiqki model. Takav
model uk	uquje sve faktore �ivotne sredine koji mogu dovesti do toga da
osoba postane heroinski korisnik. Shodno tome, mo�e se konstruisati stoha-
stiqki model, u qijoj je osnovi deterministiqki model (3.1), da bi se ispitalo
kako navedeni uzroci utiqu na xire�e heroinske zavisnosti. Preciznije, pod
pretpostavkom da �e se sluqajna priroda me�usobnih kontakata me�u 	udima
ispo	iti kroz koeficijent β, dobija se slede�i stohastiqki sistem,

dS(t)=
[
Λ−βS(t)

∫ h1

0

F (τ)U1(t−τ)dτ −µS(t)
]
dt−σS(t)U1(t)dwt, (3.3)

dU1(t)=
[
βS(t)

∫ h1

0

F (τ)U1(t−τ)dτ −(µ+δ1+p)U1(t)+p

∫ h2

0

G(τ)U1(t−τ)dτ
]
dt

+σS(t)U1(t)dwt,

dU2(t)=
[
pU1(t)−(µ+δ2)U2(t)−p

∫ h2

0

G(τ)U1(t−τ)dτ
]
dt, t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom

S(0)=S0, U1(θ)=φ(θ), U2(0)=U
0
2 , θ ∈ [−h, 0], h = max{h1, h2}, (3.4)

gde uz prethodno opisane parametre, σ > 0 predstav	a intenzitet xuma,
w = {wt, t ≥ 0} je standardan Vinerov proces i D je prostor F0-adaptiranih
funkcija φ ∈ Γ.

3.2 Egzistencija, jedinstvenost i

ograniqenost pozitivnog rexe�a

Radi ispitiva�a dinamike modela (3.3), najpre se pokazuje pozitivnost i glo-
balan karakter rexe�a. Koeficijenti sistema (3.3) ne zadovo	avaju uslov
linearnog rasta, iako su lokalno Lipxic neprekidni. Iz tog razloga rexe�e
sistema (3.3) mo�e eksplodirati u konaqnom vremenu. Da do eksplozije ipak
ne dolazi, pokazano je slede�om teoremom.
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Teorema 3.2.1 Za proizvo	an poqetni uslov (3.4) iz D, sistem (3.3) ima
jedinstveno globalno rexe�e (S(t), U1(t), U2(t)), za t ≥ 0. Xtavixe, rexe�e
ostaje u konusu Γ sa verovatno�om 1.

Dokaz. Na poqetku dokaza, posmatra se lokalno rexe�e (S(t), U1(t), U2(t)) si-
stema (3.3) za t ∈ [0, τε), gde τε predstav	a vreme eksplozije. Uvo�e�em smene
u(t) = lnS(t), v(t) = lnU1(t), z(t) = lnU2(t) i primenom formule Itoa, sistem
(3.3) se transformixe u sistem

du(t)=
[ Λ

eu(t)
−β

∫ h1

0

F (τ)ev(t−τ)dτ −µ−σ2e2u

2

]
dt−σev(t)dwt, (3.5)

dv(t)=
[
βeu(t)−v(t)

∫ h1

0

F (τ)ev(t−τ)dτ −(µ+δ1+p)+
p

ev(t)

∫ h2

0

G(τ)ev(t−τ)dτ
]
dt

+σeu(t)dwt,

dz(t)=
[
p eu(t)−z(t)−(µ+δ2)−

p

ez(t)

∫ h2

0

G(τ)ev(t−τ)dτ
]
dt, t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom u(0) = lnS0, v(θ) = lnφ(θ), θ ∈ [−h, 0], h = max{h1, h2}
i z(0) = lnU0

2 . Koeficijenti sistema (3.5) zadovo	avaju lokalni Lipxicov
uslov, pa, samim tim, na osnovu Teoreme 1.5.5 postoji jedinstveno lokalno
rexe�e (u(t), v(t), z(t)) za t ∈ [0, τε). Na osnovu formule Itoa zak	uquje se da je
i (S(t), U1(t), U2(t)) = (eu(t), ev(t), ez(t)) jedinstveno, pozitivno lokalno rexe�e
sistema (3.5) za t ∈ [0, τε) sa poqetnim uslovom (3.4).

Neka
N(t) = S(t) + U1(t) + U2(t)

oznaqava ukupan broj visokoriziqne 	udske populacije u trenutku t. Sabira-
�em svih jednaqina sistema (3.3) dobija se

dN(t)

dt
= Λ− µN(t)− δ1U1(t)− δ2U2(t).

Kako je rexe�e sistema (3.3) pozitivno za t ∈ [0, τε), to va�i da je

dN(t)

dt
< Λ− µN(t).

Na osnovu Teoreme 1.4.6 (Teorema upore�iva�a za diferencijalne jednaqine),
va�i

N(t) <
Λ

µ
+

(
S0 + φ(0) + U0

2 − Λ

µ

)
e−µt, t ∈ [0, τε).

Kako je za θ ∈ [−h, 0], h = max{h1, h2}, (S0, φ(θ), U0
2 ) ∈ D, to je N(t) ≤ Λ

µ
za

t ∈ [0, τε) skoro izvesno. Dakle, rexe�e sistema (3.3), pored svojstva lokalne
pozitivnosti, poseduje i osobinu lokalne ograniqenosti.

Zbog svoje slo�enosti, u nastavku �e sistem (3.3) biti pojednostav	en re-
dukova�em, s obzirom na qi�enicu da se iz tre�e jednaqine sistema mo�e
izraqunati

U2(t) = p

∫ h2

0

g(τ)

∫ t

t−τ

e−(µ+δ2)(t−s)U1(s)ds dτ > 0, t ≥ 0,
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pri qemu je

U2(0) = p

∫ h2

0

g(τ)

∫ 0

−τ

e(µ+δ2)s U1(s)ds dτ.

Imaju�i u vidu da je U2(t) potpuno odre�eno sa U1(t), za t ≥ −h, to je dovo	no
analizirati sistem (3.3) bez tre�e jednaqine, tj. sistem

dS(t)=
[
Λ−βS(t)

∫ h1

0

F (τ)U1(t− τ)dτ −µS(t)
]
dt−σS(t)U1(t)dwt, (3.6)

dU1(t)=
[
βS(t)

∫ h1

0

F (τ)U1(t− τ)dτ−(µ+δ1+p)U1(t)+p

∫ h2

0

G(τ)U1(t−τ)dτ
]
dt

+σS(t)U1(t)dwt, t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom

S(0)=S 0, U1(θ)=φ(θ), θ ∈ [−h, 0], h = max{h1, h2}. (3.7)

Da bi se pokazalo da je rexe�e sistema (3.6) (S(t), U1(t)), za t ≥ 0, sa poqe-
tnim uslovom (3.7), globalno potrebno je dokazati da je τε = ∞ skoro izvesno.

Neka je k0>0 dovo	no veliki broj tako da se vrednosti S0 i φ(θ), θ∈ [−h, 0],
nalaze unutar intervala

[
1
k0
, Λ
µ
− 1

k0

]
. Za proizvo	an ceo broj k ≥ k0 definixe

se vreme zaustav	a�a

τk=inf

{
t ∈ [0, τε) :S(t) /∈

(
1

k
,
Λ

µ
− 1

k

)
ili U1(t) /∈

(
1

k
,
Λ

µ
− 1

k

)}
,

pri qemu, ∅ oznaqava prazan skup i va�i da je inf ∅ = ∞.
Oqigledno, τk raste kada k → ∞. Neka je τ∞ = limk→∞ τk. Tada je τ∞ ≤ τε

skoro izvesno.
Ukoliko je τ∞ = ∞ skoro izvesno, tada je τε = ∞ skoro izvesno i (S(t), U1(t))

∈ Γ skoro izvesno za t ≥ 0, gde je

Γ =

{
(S, U1) ∈ X | S(t) + U1(t) ≤

Λ

µ

}
.

Na osnovu izlo�enog, neophodno je pokazati da je τ∞ = ∞ skoro izvesno. Uko-
liko ovo tvr�e�e ne bi bilo taqno, tada bi postojao par pozitivnih konstanti
T > 0 i ε ∈ (0, 1) takvih je da P{τ∞ ≤ T} > ε. Tada, postoji ceo broj k1 ≥ k0,
tako da je

P{τ∞ ≤ T} ≥ ε za svako k ≥ k1. (3.8)

Definixe se funkcija V ∈ C2(R2
+,R+) na slede�i naqin

V (S, U1) =
1

S
+

1
Λ
µ
− S

+
1

U1

+
1

Λ
µ
− U1

.

Radi jednostavnijeg zapisa uvode se oznake

I1(t) =

∫ h1

0

F (τ)U1(t−τ)dτ, I2(t) =
∫ h2

0

G(τ)U1(t−τ)dτ.
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Primenom formule Itoa na funkciju V dobija se

dV (S, U1)=LV (S, U1)dt+ σSU1

(
1

S2
− 1

(Λ
µ
−S)2

− 1

U2
1

+
1

(Λ
µ
−U1)2

)
dwt,

pri qemu je LV oblika

LV (S, U1)=− Λ

S2
+
βI1+µ

S
+

Λ−µS
(Λ
µ
−S)2

− βSI1

(Λ
µ
−S)2

+
σ2U2

1

S
+
σ2S2U2

1

(Λ
µ
−S)3

+
µ+δ1+p

U1

− pI2
U2
1

−βSI1
U2
1

+
βSI1

(Λ
µ
−U1)2

− (µ+δ1+p)U1

(Λ
µ
−U1)2

+
pI2

(Λ
µ
−U1)2

+
σ2S2U2

1

(Λ
µ
−U1)3

+
σ2S2

U1

.

Ukoliko se u prethodnoj jednakosti zanemare neki nepozitivni qlanovi, dobija
se

LV (S, U1) ≤
βI1 + µ

S
+

µ
Λ
µ
− S

+
µ+δ1+p

U1

+
βSI1

(Λ
µ
− U1)2

− (µ+δ1+p)U1

(Λ
µ
− U1)2

+
pI2

(Λ
µ
−U1)2

+
σ2U2

1

S
+
σ2S2U2

1

(Λ
µ
− S)3

+
σ2S2U2

1

(Λ
µ
− U1)3

+
σ2S2

U1

.

Imaju�i u vidu da je S + U1 ≤ Λ
µ
na [0, τk), zak	uquje se da je S ≤ Λ

µ
−U1 i

U1≤ Λ
µ
−S. Primenom elementarne nejednakosti x

1+x2 ≤ 1
2
dobija se

LV (S, U1) ≤
2βI1 + µ+ 2σ2U2

1

S
+
µ+ δ1 + p+ 2σ2S2

U1

+
µ

Λ
µ
− S

+
pI2 − (µ+ δ1 + p)U1

(Λ
µ
− U1)2

+ pU1.

Kako je S(t) ≤ Λ
µ
i U1(t) ≤ Λ

µ
za t ∈ [0, τk), va�i

2βI1 = 2β

∫ h1

0

F (τ)U1(t− τ)dτ ≤ 2β
Λ

µ

∫ h1

0

F (τ)dτ =
2βΛa

µ
,

pI2 = p

∫ h2

0

G(τ)U1(t− τ)dτ ≤ p
Λ

µ

∫ h2

0

G(τ)dτ = p b
Λ

µ
,

tako da

LV (S, U1)≤
2βΛ a

µ
+ µ+ 2σ2(Λ

µ
)2

S
+
µ+δ1+p+2σ2(Λ

µ
)2

U1

+
µ

Λ
µ
− S

+
p bΛ

µ
−(µ+δ1+p)U1

(Λ
µ
−U1)2

+ p
Λ

µ
.

Kako je pb ≤ µ+ δ1 + p za t ∈ [0, τk), to je

LV (S, U1)≤
2βΛa
µ

+ µ+ 2σ2(Λ
µ
)2

S
+
µ+δ1+p+2σ2(Λ

µ
)2

U1

+
µ

Λ
µ
− S

+
µ+ δ1 + p

Λ
µ
− U1

+
pΛ

µ
.
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Neka je K1 = max
{

2βΛa
µ

+ µ+ 2σ2(Λ
µ
)2, µ+δ1+p+2σ2(Λ

µ
)2
}
i K2 =

pΛ
µ
. Tada je

dV (S, U1)≤(K1V (S, U1)+K2)dt

+σSU1

(
1

S2
− 1

(Λ
µ
− S)2

− 1

U2
1

+
1

(Λ
µ
−U1)2

)
dwt. (3.9)

Integracijom izraza (3.9) od 0 do τk ∧ T, sledi

V (S(τk∧T ), U1(τk∧T ))

≤V (S 0, φ(0))+

∫ τk∧T

0

(K1V (S(z), U1(z))+K2)dz

+σ

∫ τk∧T

0

S(z)U1(z)

(
1

S2(z)
− 1

(Λ
µ
−S(z))2

− 1

U2
1 (z)

+
1

(Λ
µ
−U1(z))2

)
dwz.

Izraqunava�em oqekiva�a dobija se

EV (S(τk∧T ), U1(τk∧T ))

≤V (S 0, φ(0))+

∫ T

0

(K1EV (S(τk∧z), U1(τk∧z)) +K2)dz.

Teorema 1.10.1 (nejednakost Gronval-Belmana) implicira

EV (S(τk ∧ T ), U1(τk ∧ T ))≤ [V (S0, φ(0)) +K2T ]e
K1T . (3.10)

Definixe se doga�aj Ωk = {τk ≤ T} za k ≥ k1. Na osnovu (3.8) dobija se
P( Ωk) ≥ ε. Oqigledno da za ω ∈ Ωk bar jednom S(τk, ω) ili U1(τk, ω) uzima
vrednost 1

k
ili Λ

µ
− 1

k
. Zbog toga je

V (S(τk), U1(τk))≥

(
k +

1
Λ
µ
− 1

k

)
.

Na osnovu (3.8) i (3.10) sledi

∞>
[
V (S 0, φ(0)) +K2T

]
eK1T ≥E[IΩk(ω)V (S(τk), U1(τk))]

≥ ε

(
k+

1
Λ
µ
− 1

k

)
,

gde IΩk
oznaqava indikator doga�aja Ωk. Kada k → ∞ dobija se

∞ >
[
V (S 0, φ(0)) +K2T

]
eK1T ≥ ∞,

xto dovodi do kontradikcije, tako da je τ∞ = ∞ skoro izvesno. Konaqno, kako
je pokazano da va�i (S(t), U1(t)) ∈ Γ, to je (S(t), U1(t), U2(t)) ∈ Γ za t ≥ 0 i
lim supt→∞N(t) = Λ

µ
, qime je tvr�e�e dokazano. ♢
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3.3 Stabilnost ekvilibrijuma bez korisnika

heroina

U ovom poglav	u se odre�uju uslovi za koeficijente sistema (3.6) pod kojima

je ekvilibrijum E ′
0 =

(
Λ
µ
, 0
)
stohastiqki stabilan, kao i pod kojima rexe�e

sistema (3.6) konvergira u sred�em ka E ′
0. Uvo�e�em smene

x = S − Λ

µ
, y = U1,

sistem (3.6) se centrira oko E ′
0 =

(
Λ
µ
, 0
)
i postaje

dx(t)=

[
−β
(
x(t)+

Λ

µ

)∫ h1

0

F (τ)y(t−τ)dτ−µx(t)
]
dt−σ

(
x(t)+

Λ

µ

)
y(t)dwt, (3.11)

dy(t)=

[
β

(
x(t)+

Λ

µ

)∫ h1

0

F (τ)y(t−τ)dτ−(µ+δ1+p)y(t)+p

∫ h2

0

G(τ)y(t−τ)dτ
]
dt

+σ

(
x(t)+

Λ

µ

)
y(t)dwt, t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom x(0)=S0−Λ
µ
, y(θ)=φ(θ), θ∈ [−h, 0], gde je h=max{h1, h2}.

Da bi se ispitala stohastiqka stabilnost trivijalnog ekvilibrijuma E ′
0

sistema (3.6), ispita�e se stohastiqka stabilnost trivijalnog rexe�a sistema
(3.11). Linearizovan sistem sistema (3.11) ima oblik

dX(t)=

[
−βΛ

µ

∫ h1

0

F (τ)Y (t− τ)dτ−µX(t)

]
dt−σΛ

µ
Y (t)dwt, (3.12)

dY (t)=

[
β
Λ

µ

∫ h1

0

F (τ)Y (t−τ)dτ−(µ+δ1+p)Y (t)+p

∫ h2

0

G(τ)Y (t−τ)dτ
]
dt

+σ
Λ

µ
Y (t)dwt, t ≥ 0.

U nastavku su dobijeni uslovi za koeficijente sistema koji obezbe�uju
asimptotsku sred�e-kvadratnu stabilnost trivijalnog rexe�a linearizo-
vanog sistema (3.12).

Teorema 3.3.1 Neka parametri sistema (3.12) zadovo	avaju uslov R0 < 1 i
neka je

σ2 <
2µ2

Λ2
(µ+ δ1 + p (1−b))(1−R0) . (3.13)

Tada je trivijalno rexe�e sistema (3.12) asimptotski sred�e-kvadratno
stabilno.

Dokaz. Da bi se pokazala asimptotska sred�e-kvadratna stabilnost trivi-
jalnog rexe�a sistema (3.12) neophodno je konstruisati odgovaraju�i funkci-
onal �apunova za navedeni sistem. Posmatra se funkcija �apunova V1(X,Y )
koja ima slede�i oblik

V1(X,Y ) =
1

2

(
X2 + AY 2

)
,
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gde je A pozitivna konstanta koja �e biti izabrana u nastavku dokaza. Pri-
menom operatora L, dobija se

LV1=−µX2 −
[
A

(
µ+ δ1 + p− σ2Λ2

2µ2

)
−σ2Λ2

2µ2

]
Y 2−βΛ

µ
X

∫ h1

0

F (τ)Y (t− τ)dτ

+ A
βΛ

µ
Y

∫ h1

0

F (τ)Y (t− τ)dτ + ApY

∫ h2

0

G(τ)Y (t− τ)dτ.

Oqigledno, na osnovu Teoreme 3.2.1 va�i da je X(t) ≤ 0 za t ≥ 0 i Y (t) ≥ 0 za

t ≥ −h. Koriste�i elementarnu nejednakost ± 2xy ≤ εx2 + y2

ε
, ε > 0, i (3.2)

dobija se

LV1≤−
(
µ− ε

βΛa

2µ

)
X2 −

[
A

(
µ+ δ1 + p− βΛa

2µ
− pb

2
− σ2Λ2

2µ2

)
−σ2Λ2

2µ2

]
Y 2

+

(
A+

1

ε

)
βΛ

2µ

∫ h1

0

F (τ)Y 2(t− τ)dτ +
1

2
Ap

∫ h2

0

G(s)Y 2(t− τ)dτ,

pri qemu je ε pozitivna konstanta koja �e kasnije biti izabrana. Funkcional
V2 treba odabrati tako da se eliminixu qlanovi koji sadr�e kax�e�e, tj.

V2(t)=

(
A+

1

ε

)
βΛ

2µ

∫ h1

0

F (τ)

∫ t

t−τ

Y 2(s)dsdτ +
1

2
Ap

∫ h2

0

G(τ)

∫ t

t−τ

Y 2(s)dsdτ.

Konaqno,

LV =LV1 + LV2

≤ −
(
µ− ε

βΛa

2µ

)
X2

−
[
A

(
µ+ δ1 + p (1− b)− βΛa

µ
− σ2Λ2

2µ2

)
− 1

2

(
βΛa

εµ
+
σ2Λ2

µ2

)]
Y 2.

Da bi se postiglo da izraz u zagradi koji mno�i X2 bude pozitivan, konstanta
ε se bira da zadovo	ava uslov 0 < ε < 2µ2

βΛa
. Sliqno, pozitivnost izraza u

zagradi koji mno�i Y 2 garantovana je uslovom (3.13) ukoliko konstanta A
zadovo	ava nejednakost

A >

βΛa
εµ

+ σ2Λ2

µ2

2
(
µ+δ1+p (1− b)− βΛa

µ
− σ2Λ2

2µ2

) .
Stoga se, na osnovu Teoreme 1.5.2, zak	uquje da je trivijalno rexe�e sistema
(3.12) asimptotski sred�e-kvadratno stabilno. ♢

Da bi se u teoremi koja sledi izveo zak	uqak o stohastiqkoj stabilnosti tri-
vijalnog ekvilibrijuma sistema (3.3), potrebno je primetiti da ako U1(t) te�i
nuli sa protokom vremena tada i U2(t) tako�e te�i nuli.

Na osnovu sliqnih razmatra�a, kao i u prethodnoj glavi (videti Ode	ak
2.3.1), naredni rezultat dat je bez dokaza, jer su dovo	ni uslovi za asimptot-
sku sred�e{kvadratnu stabilnost trivijalnog rexe�a linearizovanog sistema
ujedno i dovo	ni uslovi za stohastiqku stabilnost trivijalnog rexe�a po-
laznog sistema, ukoliko je stepen nelinearnosti sistema ve�i od 1.
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Teorema 3.3.2 Neka parametri sistema (3.3) zadovo	avaju uslov (3.13). Tada
je ekvilibrijum E0 sistema (3.3) stohastiqki stabilan.

Naredna teorema opisuje drugi tip konvergencije rexe�a sistema (3.6) ka
ekvilibrijumu E

′
0. U sluqaju kada je R0 dovo	no blisko broju 1, teorema,

koja je data u nastavku, daje ve�i interval za σ2 u odnosu na uslov (3.13).

Teorema 3.3.3 Neka je (S(t), U1(t)), t ≥ 0, rexe�e sistema (3.6) sa poqetnim
uslovom (3.7) i neka va�e uslovi R0 < 1 i

σ2 <
2µ3

Λ2

(
1 +

µ+δ1+ p (1−b)
2µ+δ1+p

(1−R0)
)
. (3.14)

Tada je

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

S(r)dr =
Λ

µ
i lim

t→∞

1

t

∫ t

0

U1(r)dr = 0 s.i.

Dokaz. Definixe se funkcional �apunova V = V1 + AV2 + V3, pri qemu su

V1(S, U1) = S − Λ

µ
− Λ

µ
ln
S
Λ
µ

+ U1 i V2(S, U1) =
1

2

(
S − Λ

µ
+ U1

)2
.

Pozitivna konstanta A i funkcional V3 bi�e kasnije izabrani. Primenom
operatora L na V1 i V2, respektivno, dobija se

LV1= −µ
(S − Λ

µ
)2

S
−(µ+δ1+p)U1+β

Λ

µ

∫ h1

0

F (τ)U1(t−τ)dτ

+p

∫ h2

0

G(τ)U1(t−τ)dτ+
σ2

2

Λ

µ
U2
1

≤−µ
2

Λ

(
S−Λ

µ

)2
−(µ+δ1+p)U1+β

Λ

µ

∫ h1

0

F (τ)U1(t−τ)dτ

+p

∫ h2

0

G(τ)U1(t−τ)dτ+
σ2

2

Λ

µ

(
S−Λ

µ

)2
,

LV2=−µ
(
S−Λ

µ

)2
−(µ+δ1+p)U

2
1+(2µ+δ1+p)

(
Λ

µ
−S
)
U1

+pU1

∫ h2

0

G(τ)U1(t−τ)dτ−p
(
Λ

µ
−S
)∫ h2

0

G(τ)U1(t−τ)dτ

≤−µ
(
S−Λ

µ

)2
−(µ+δ1+p)U

2
1+(2µ+δ1+p)

(
Λ

µ
− S

)
U1

+
p bU2

1

2
+
p

2

∫ h2

0

G(τ)U2
1 (t−τ)dτ.

Da bi se eliminisali qlanovi koji sadr�e kax�e�e, uvodi se funkcional

V3(t)=β
Λ

µ

∫ h1

0

F (τ)

∫ t

t−τ

U1(s)ds dτ + p

∫ h2

0

G(τ)

∫ t

t−τ

U1(s)ds dτ

+ A
p

2

∫ h2

0

G(τ)

∫ t

t−τ

U2
1 (s)ds dτ.
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Primenom formule Itoa sledi da je

dV (t) = LV (t)dt+σ
Λ

µ
U1(t)dwt,

gde je

LV ≤−
(
µ2

Λ
−Λ

µ

σ2

2
+Aµ

)(
S−Λ

µ

)2
−
(
µ+δ1+p (1−b)−

βΛa

µ
−AΛ

µ
(2µ+δ1+p)

)
U1

−A(µ+δ1+p (1−b))U2
1 .

Da bi se eliminisao qlan koji mno�i U1 konstanta A uzima vrednost koja je
data sa A = µ

Λ
(1−R0)

µ+δ1+p (1−b)
2µ+δ1+p

. Kao posledica takvog odabira, dobija se ocena

dV (t)≤

(
−K1

(
S(t)− Λ

µ

)2

−K2U
2
1 (t)

)
dt+σ

Λ

µ
U1(t)dwt, (3.15)

gde su K1 = (µ
2

Λ
− Λσ2

2µ
+Aµ) i K2 = A(µ+δ1+p (1−b)). Pozitivnost konstante

K1 obezbe�ena je uslovom (3.14). Integracijom nejednakosti (3.15) od 0 do t i
de	e�em obe strane sa t dobija se

V (t)−V (0)

t
≤−K1

t

∫ t

0

(
S(r)−Λ

µ

)2
dr−K2

t

∫ t

0

U2
1 (r)dr+

M(t)

t
, (3.16)

gde je M(t) =
∫ t

0
σΛ

µ
U1(r)dwr lokalni martingal, M(0) = 0 i lim supt→∞

⟨M,M⟩t
t

≤ σ2
(

Λ
µ

)4
< ∞ skoro izvesno. Primenom Teoreme 1.1.6 (Strogi zakon velikih

brojeva za martingale), dobija se limt→∞
M(t)
t

= 0 skoro izvesno.
Primenom Teoreme 1.10.2 (Helderova nejednakost) na (3.16) i izraqunava-

�em graniqne vrednosti kada t→ ∞, dobija se

lim
t→∞

[
K1

(
1

t

∫ t

0

(
S(r)−Λ

µ

)
dr

)2

+K2

(
1

t

∫ t

0

U1(r)dr

)2
]
≤ 0 s.i.,

qime je dokaz zavrxen. ♢

Napomena 3.3.1 Ukoliko va�i 1 − µ(2µ+δ1+p)
(µ+δ1+p (1−b))(µ+δ1+p)

< R0 < 1, tada Teo-

rema 3.3.3 daje xiri interval za σ2 za koji rexe�e sistema (3.6) konvergira
ka ekvilibrijumu E0 nego Teorema 3.3.2.

3.4 Asimptotsko ponaxa�e rexe�a

stohastiqkog sistema oko pozitivnog

ekvilibrijuma deterministiqkog sistema

Prilikom prouqava�a xire�a heroinske zavisnosti, va�no je ispitati i
sluqaj kada je upotreba heroina prisutna u populaciji, xto zapravo pred-
stav	a realnost u svakodnevnici. U deterministiqkom modelu [16] autori su
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pokazali da je endemski ekvilibrijum globalno asimptotski stabilan kada je
R0 > 1. Stohastiqki sistem (3.6), koji je dobijen opisanom perturbacijom
sistema (3.1), nije nasledio endemski ekvilibrijum odgovaraju�eg determini-
stiqkog sistema ve� samo trivijalan. Iz tog razloga se u nastavku prouqava
asimptotsko ponaxa�e rexe�a stohastiqkog sistema (3.6) oko endemskog ek-
vilibrijuma redukovanog deterministiqkog sistema (3.1). Za dobijene uslove,
rexe�e sistema (3.6) oscilira oko endemskog ekvilibrijuma Ē∗ = (S∗, U∗

1 )
xto sa praktiqnog stanovixta znaqi da je heroinska zavisnost prisutna me�u
stanovnicima odre�ene populacije.

Teorema 3.4.1 Neka je (S(t), U1(t)), t ≥ 0, rexe�e sistema (3.6) sa poqetnim
uslovom (3.7) i neka va�e uslovi R0 > 1 i

σ2 <
2

Λ
µ2U∗

1

. (3.17)

Tada je

lim sup
t→∞

1

t
E
∫ t

0

(
S(r)− S∗

1− Λ
2µ2 U∗

1 σ
2

)2

dr≤

(
U∗
1 S∗

1− Λ
2µ2

U∗
1 σ2 +

(
Λ
µ

)2 )
S∗

2µ2

Λ

(
1− Λ

2µ2 U∗
1 σ

2
) σ2. (3.18)

Neka va�i i uslov

b <
δ1 + p

3p
. (3.19)

Tada je

lim sup
t→∞

1

t
E
∫ t

0

(U1(r)− C1 U
∗
1 )

2 dr≤
[
C2(S

∗ + U∗
1 )

2 Λ

2µ2
+ C1(1− A)U∗2

1

](
Λ

µ

)2

σ2,

(3.20)
ako va�i:
(I)

µ > δ1 + p (1− b) (3.21)

i
(i)

R0 >
2µ

µ− δ1 − p (1− b)
, (3.22)

µ+ δ1 + p (1− b)+
(

Λ
µ

)2
σ2

µ+ 2δ1 + 2p− 4p b+
(

Λ
µ

)2
σ2

< A < 1, (3.23)

C1 =
A(µ+2δ1+2p−4p b)−(µ+δ1+p (1−b))

P
, (3.24)

C2 =
A(µ+2p b)−(µ+δ1+p (1−b))

P
, (3.25)

P = A

[
µ+2δ1+2p−4p b+

(
Λ

µ

)2

σ2

]
−

[
µ+δ1+p (1− b)+

(
Λ

µ

)2

σ2

]
;
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ili
(ii)

3µ−2p b

2 (µ−δ1−p (1− b))
< R0 <

2µ

µ−δ1−p(1− b)
, (3.26)

max


µ+δ1+p(1−b)+

(
Λ
µ

)2
σ2

µ+2δ1+2p−4pb+
(

Λ
µ

)2
σ2

,
2R0(µ−δ1−p(1−b))−3µ−δ1−p(1−b)

2R0(µ−δ1−p(1−b))−3µ+2pb

<A<1,

(3.27)

pri qemu je C1 definisano u (3.24) i

C2=
A [2R0(µ−δ1−p (1−b))−3µ+2pb]−[2R0(µ−δ1−p(1−b))−3µ−δ1−p(1−b)]

P
;

(3.28)
ili

(iii)

1 < R0 <
3µ−2p b

2 (µ−δ1−p (1−b))
, (3.29)

dok konstanta A zadovo	ava uslov (3.23), C1 je definisano u (3.24) i C2 kao
u (3.28);
(II)

µ ≤ δ1 + p (1− b) , (3.30)

A zadovo	ava uslov (3.23), dok su C1 i C2 definisane kao u (3.24) i (3.28),
respektivno.

Dokaz. Neka je funkcija V1 ∈ C2(R2
+,R+) definisana sa

V1(S, U1) = S − S∗ − S∗ ln
S

S∗ + U1 − U∗
1 − U∗

1 ln
U1

U∗
1

.

Nenegativnost ove funkcije sledi iz svojstva funkcije Ψ(u) = u−1− lnu ≥ 0,
za u > 0. Imaju�i u vidu da je Λ = βS∗U∗

1 a + µS∗ i (µ + δ1 + p)U∗
1 = βS∗U∗

1a
+ p bU∗

1 , dobija se

LV1=−µ(S−S
∗)2

S
+βS∗U∗

1

∫ h1

0

F (τ)
[
2−S∗

S
+
U1(t−τ)
U∗
1

− S

S∗ · U1(t−τ)
U1

]
dτ

+ pU∗
1

∫ h2

0

G(τ)
[
1−U1(t−τ)

U1

+
U1(t−τ)
U∗
1

]
dτ−(µ+δ1+p)U1+

σ2

2
(S∗U2

1+U
∗
1S

2).

Da bi se eliminisali izrazi koji sadr�e kax�e�e, uvodi se funkcional V2
oblika

V2(t)=βS
∗U∗

1

∫ h1

0

F (τ)

∫ t

t−τ

(
U1(s)

U∗
1

−1−ln
U1(s)

U∗
1

)
dsdτ

+pU∗
1

∫ h2

0

G(τ)

∫ t

t−τ

(
U1(s)

U∗
1

−1−ln
U1(s)

U∗
1

)
dsdτ.

Sabira�em funkcionala V1 i V2 definixe se novi funkcional �apunova
V = V1 + V2 za koji je
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LV =−µ(S − S∗)2

S

+βS∗U∗
1

∫ h1

0

F (τ)

[
1−S∗

S
− S

S∗ · U1(t−τ)
U1

+1−ln
U1

U∗
1

+ln
U1(t−τ)
U∗
1

]
dτ

+ pU∗
1

∫ h2

0

G(τ)

[
1−U1(t−τ)

U1

−ln
U1

U∗
1

+ln
U1(t− τ)

U∗
1

]
dτ+

σ2

2

(
S∗U2

1+U
∗
1S

2
)
,

pri qemu se koristi jednakost [βS∗a−(µ+δ1+p (1−b))]U∗
1 = 0. Kako je −Ψ(u)

≤0 i U1(t)≤ Λ
µ
, t≥0, dobija se

LV ≤−µ
2

Λ
(S−S∗)2+

σ2

2
U∗
1S

2+
σ2

2
S∗
(
Λ

µ

)2

+βS∗U∗
1

∫ h1

0

F (τ)
[
1−S∗

S
+ln

S∗

S
+ln

S

S∗−
S

S∗ · U1(t−τ)
U1

+1+ln
U1(t−τ)
U1

]
dτ

+pU∗
1

∫ h2

0

G(τ)
[
1− U1(t−τ)

U1

+ln
U1(t− τ)

U1

]
dτ

≤ −
(
µ2

Λ
− σ2

2
U∗
1

)(
S− S∗

1− Λ
2µ2 U∗

1 σ
2

)2

+

(
U∗
1S

∗

1− Λ
2µ2 U∗

1σ
2
+

(
Λ

µ

)2
)
S∗σ

2

2
. (3.31)

Prema tome,

dV (t)≤

−(µ2

Λ
−σ2

2
U∗
1

)(
S(t)− S∗

1− Λ
2µ2 U∗

1σ
2

)2

+Mσ

 dt (3.32)

+σ (S∗ U1(t)−U∗
1S(t)) dwt,

gde je Mσ =
(

U∗
1 S∗

1− Λ
2µ2

U∗
1 σ2 +(Λ

µ
)2
)
S∗ σ2

2
. Integracijom nejednakosti (3.32) od 0 do t

i izraqunava�em oqekiva�a dobija se

0≤EV (t)≤V (0)−
(µ2

Λ
− σ2

2
U∗
1

)
E
∫ t

0

(
S(r)− S∗

1− Λ
2µ2 U∗

1σ
2

)2
dr+Mσ t.

Konaqno, ukoliko se obe strane u posled�em izrazu podele sa t i ako se
izraquna graniqna vrednost kada t → ∞, tada se izraz (3.18) direktno do-
bija primenom uslova (3.17), qime je zavrxen prvi deo dokaza.

Na osnovu (3.31) sledi da je

LV ≤−µ
2

Λ
(S−S∗)2+

σ2

2
(S∗+U∗

1 )

(
Λ

µ

)2

,

odakle se izraqunava�em matematiqkog oqekiva�a dobija

0≤EV (t)≤V (0)−µ2

Λ
E
∫ t

0

(S(r)−S∗)2 dr+
σ2

2
(S∗+U∗

1 )

(
Λ

µ

)2

t.

Konaqno, zak	uqak je

lim sup
t→∞

1

t
E
∫ t

0

(S(r)−S∗)2 dr≤ σ2

2
(S∗+U∗

1 )
Λ3

µ4
. (3.33)
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Zamenom x = S−S∗ i y = U1−U∗
1 u sistem (3.6) i korix�e�em relacije

Λ = βS∗U∗
1a+ µS∗, dobija se slede�i sistem

dx(t)=[−(µ+βU∗
1a)x(t)−βx(t)I1(t)−βS∗I1(t)]dt

−σ (x(t)+S∗)(y(t)+U∗
1 ) dwt, (3.34)

dy(t)=[βU∗
1ax(t)−(µ+δ1+p)y(t)+βx(t)I1(t)+βS

∗I1(t)+p I2(t)]dt

+σ (x(t)+S∗)(y(t)+U∗
1 ) dwt,

sa poqetnim uslovom x(0) = S0− S∗, y(θ) = φ(θ)− U∗
1 , θ ∈ [−h, 0], pri qemu su

uvedene oznake I1(t) =
∫ h1

0
F (τ)y(t−τ)dτ, I2(t)=

∫ h2

0
G(τ)y(t−τ)dτ.

Uvodi se funkcija �apunova V3 ∈ C2(R2
+,R+)

V3(x, y) = x2 + Ay2 +Bxy,

pri qemu su A i B pozitivne konstante koje �e biti odre�ene kasnije. Funkcija
V3 je pozitivna ukoliko za A i B va�i A > B2

4
. Tada je

LV3=−[2µ+(2−B)βU∗
1a]x

2−2A(µ+δ1+p)y
2+(B−2)βx2I1+(B−2)βS∗xI1

+(2A−B)βS∗yI1+BpxI2+2Ap yI2+(2A−B)βxyI1

+[(2A−B)βU∗
1a−B(2µ+δ1+p)]xy+(1+A−B)σ2(x+S∗)2(y+U∗

1)
2.

Da bi se eliminisali neki od qlanova u posled�oj jednakosti koji sadr�e
integral I1 potrebno je izabrati da je 2A = B. Na osnovu A > B2

4
i 2A = B

zak	uquje se da je A ∈ (0, 1). Stoga je

LV3=−2[µ+(1− A) βU∗
1a]x

2−2A(µ+δ1+p)y
2− 2(1− A) βx2I1− 2(1− A) βS∗xI1

+ 2ApxI2+2Ap yI2−2A (2µ+δ1+p)xy+(1−A)σ2 (x+S∗)2 (y+U∗
1 )

2.

Kako je −S∗<x=S−S∗≤ Λ
µ
−S∗ i −U∗

1 < y = U1 − U∗
1 ≤ Λ

µ
− U∗

1 , to va�i da je

|x| ≤ max

{
S∗,

Λ

µ
− S∗

}
i |y| ≤ max

{
U∗
1 ,

Λ

µ
− U∗

1

}
. (3.35)

Na osnovu (3.35) i elementarne nejednakosti (1.39) sledi da je

LV3≤
[
−2µ−2 (1−A)βU∗

1a+2βa(1−A)max
{
U∗
1 ,

Λ

µ
−U∗

1

}
+(1−A)βS∗a

+ApB+A(2µ+δ1+p)
]
x2 − A(δ1+p (1−b))y2+(1−A)βS∗

∫ h1

0

F (τ)y2(t−τ)dτ

+2Ap

∫ h2

0

G(τ)y2(t−τ)dτ + (1−A)σ2(x+S∗)2(y + U∗
1 )

2 .

U ci	u eliminisa�a qlanova sa kax�e�em, uvodi se funkcional

V4(t) = (1− A) βS∗
∫ h1

0

F (τ)

∫ t

t−τ

y2(s)ds dτ+2Ap

∫ h2

0

G(τ)

∫ t

t−τ

y2(s)ds dτ.
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Za funkcional W = V3 + V4 dobija se

LW ≤
[
A
(
2βU∗

1a−2βamax

{
U∗
1 ,

Λ

µ
− U∗

1

}
−βS∗a+p b+2µ+δ1+p

)
−2µ−2βU∗

1a+βS
∗a+2βamax

{
U∗
1 ,

Λ

µ
−U∗

1

}]
x2

−
[
A(δ1+p (1− b)+βS∗a−2p b)−βS∗a

]
y2 (3.36)

+ (1−A)σ2(x+ S∗)2 (y+U∗
1 )

2.

(I) Neka va�i uslov (3.21).

(i) Uslov (3.22) implicira da je max
{
U∗
1 ,

Λ
µ
− U∗

1

}
= U∗

1 i (3.36) postaje

LW ≤ [A(µ+2p b)−µ+δ1+p (1−b)]x2−[A(µ+2δ1+2p−4p b)−(µ+δ1+p(1−b))]y2

+(1−A)σ2(x+S∗)2 (y+U∗
1 )

2 .

Primenom formule Itoa na funkciju W sledi

dW (t)=LW (t)dt− 2σ(1− A)x(t)(x(t) + S∗)(y(t) + U∗
1 ) dwt. (3.37)

Integracijom jednakosti (3.37) od 0 do t, povratkom na promen	ive S i U1,
izraqunava�em oqekiva�a i primenom posled�e nejednakosti dobija se

0≤EW (t)

≤W (0)+[A(µ+ 2p b)−µ+δ1+p (1−b)]E
∫ t

0

(S(r)−S∗)2dr

+(1−A)σ2

(
Λ

µ

)2∫ t

0

EU2
1 (r)dr

−[A(µ+2δ1+2p−4p b)− (µ+δ1+p (1− b))]E
∫ t

0

(U1(r)−U∗
1 )

2 dr

=W (0)+[A(µ+2p b)−µ+δ1+p (1− b)]E
∫ t

0

(S(r)−S∗)2 dr (3.38)

+C1(1−A)U∗ 2
1

(
Λ

µ

)2

σ2t

−
[
A
(
µ+2δ1+2p−4p b+

(
Λ

µ

)2

σ2
)
−
(
µ+δ1+p (1− b)+

(
Λ

µ

)2

σ2
)]

× E
∫ t

0

(U1(r)−C1U
∗
1 )

2dr,

pri qemu je konstanta C1 definisana u (3.24).
Imaju�i u vidu da va�i uslov (3.19), tada je

µ+ δ1 + p (1− b) +
(

Λ
µ

)2
σ2

µ+ 2δ1 + 2p− 4p b+ (Λ
µ
)2σ2

>
µ+ δ1 + p (1− b)

µ+ 2δ1 + 2p− 4p b
>
µ− δ1 − p (1− b)

µ+ 2p b
.
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Uslov (3.23) obezbe�uje pozitivnost izraza u zagradama koji mno�e (S − S∗)2

i (U1 − U∗
1 )

2. Egzistencija konstante A, date izrazom (3.23), sledi na osnovu
(3.19). Ukoliko se obe strane nejednakosti (3.38) podele sa t, izraqunava�em
graniqne vrednosti kada t → ∞ i korix�e�em (3.33), dobija se (3.20), pri
qemu je konstanta C2 data sa (3.25).

(ii) Uslov R0 <
2µ

µ−δ1−p (1−b)
garantuje da je max

{
U∗
1 ,

Λ
µ
− U∗

1

}
= Λ

µ
− U∗

1 . Na

osnovu x+ S∗ ≤ Λ
µ
, nejednakost (3.36) postaje

LW (t)

≤ [A(2R0(µ−δ1−p(1−b))−3µ+2pb)− 2R0 (µ−δ1−p(1−b))+3µ+δ1+p(1−b)]x2

−[A(µ+ 2δ1 + 2p− 4p b)− (µ+ δ1 + p (1− b))] y2+(1− A)σ2

(
Λ

µ

)2

(y + U∗
1 )

2.

Integracijom izraza (3.37) od 0 do t, izraqunava�em oqekiva�a i primenom
posled�e nejednakosti, dobija se da je

0≤EW (t)≤W (0)

+[A(2R0(µ−δ1−p(1−b))−3µ+2pb)−(2R0(µ−δ1−p(1−b))−3µ−δ1−p(1−b))]

× E
∫ t

0

(S(r)−S∗)2dr+C1(1−A)U∗ 2
1

(
Λ

µ

)2

σ2t

−

[
A

(
µ+2δ1+2p−4pb+

(
Λ

µ

)2

σ2

)
−

(
µ+δ1+p(1−b)+

(
Λ

µ

)2

σ2

)]

× E
∫ t

0

(U1(r)−C1U
∗
1 )

2dr,

pri qemu je konstanta C1 data izrazom (3.24). Uslov (3.27) obezbe�uje da je
izraz u zagradi koji mno�i E

∫ t

0
(U1(r)−C1U

∗
1 )

2dr pozitivan, dok je egzistencija
konstante A ∈ (0, 1) obezbe�ena uslovom (3.29). Nejednakosti (3.26) i (3.27)
garantuju da je izraz u zagradi koji mno�i E

∫ t

0
(S(r)−S∗)2dr pozitivan. Egzi-

stencija broja R0 u (3.26) sledi na osnovu uslova (3.19) i (3.21) koji impli-
ciraju da je µ > 2p b.

Ukoliko se obe strane posled�e nejednakosti podele sa t, prelaskom na
graniqnu vrednost kada t→ ∞ i korix�e�em (3.33) dobija se (3.20), pri qemu
je konstanta C2 definisana izrazom (3.28).

(iii) Ukoliko va�e uslovi (3.21) i (3.29) tada je max
{
U∗
1 ,

Λ
µ
− U∗

1

}
= Λ

µ
−U∗

1 .

Za konstantu A, datu izrazom (3.23), ocena (3.20) va�i sa brojevima C1 i C2

datim izrazima (3.24) i (3.28), respektivno.

(II) Neka je zadovo	en uslov (3.30). Tada je max
{
U∗
1 ,

Λ
µ
− U∗

1

}
= Λ

µ
− U∗

1 .

Izraqunava�em operatora LW i korix�e�em nejednakosti x + S∗ ≤ Λ
µ
na

osnovu (3.36), analogno kao u prethodnim sluqajevima, dobija se
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0≤EW (t)≤W (0)

+
[
A
(
−2R0(δ1+p(1−b)−µ)−3µ+2pb

)
+2R0(δ1+p(1−b)−µ)+3µ+δ1+p(1−b)

]
× E

∫ t

0

(S(r)−S∗)2dr+C1(1−A)U∗ 2
1

(
Λ

µ

)2

σ2t

−

[
A

(
µ+2δ1+2p−4p b+

(
Λ

µ

)2

σ2

)
−

(
µ+δ1+p (1−b)+

(
Λ

µ

)2

σ2

)]

× E
∫ t

0

(U1(r)−C1U
∗
1 )

2dr.

Uslov (3.23) garantuje da je izraz u zagradi koji mno�i (U1(r)−C1U
∗
1 )

2 pozi-
tivan. Istovremeno, za ma koje A < 1 izraz u zagradi koji mno�i (S(r)−S∗)2

je tako�e pozitivan. Sliqno kao u prethodnim sluqajevima, zak	uquje se da
(3.20) va�i sa konstantama C1 i C2 datim u (3.24) i (3.28), respektivno. ♢

Autori u radu [16] naglaxavaju qi�enicu da kako je b verovatno�a prelaza
iz klase osoba koje se leqe od heroinske zavisnosti u klasu neleqenih osoba, to
je dugotrajan tretman korisna mera u kontroli xire�a korix�e�a heroina.
Praksa je pokazala da je ova verovatno�a velika, pa je iz tog razloga uslov
(3.19) ograniqavaju�i. Da bi se ovaj uslov oslabio, posmatra se sistem (3.34)
u neutralnom obliku, tj.

dx(t)=[−(µ+βU∗
1a)x(t)−βx(t)I1(t)−βS∗I1(t)] dt− σ (x(t) + S∗) (y(t)+U∗

1 ) dwt,

d

(
y(t)+p

∫ h2

0

G(τ)

∫ t

t−τ
y(s)ds dτ

)
=[ βU∗

1ax(t)−(µ+δ1+p (1− b))y(t)+βx(t)I1(t)+βS
∗I1(t)]dt

+σ (x(t)+S∗)(y(t) + U∗
1 ) dwt, t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom x(0) = S0−S∗, y(θ) = φ(θ)−U∗
1 , θ ∈ [−h, 0], gde je I1(t)

=
∫ h1

0
F (τ)y(t−τ)dτ.

Teorema 3.4.2 Neka je (S(t), U1(t)), t ≥ 0, rexe�e sistema (3.6) sa poqetnim
uslovom (3.7) i neka va�e uslovi R0 > 1 i (3.17). Neka je

h2 <
δ1+p (1− b)

p b(3µ+ 2δ1 + 2p (1− b))
. (3.39)

Tada (3.20) va�i ako je:
(I)

µ > δ1+p (1− b) (3.40)

i
(i)

R0 >
2µ

µ−δ1−p (1− b)
, (3.41)
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µ+δ1+p (1−b)+(Λ
µ
)2σ2

µ+2δ1+2p(1−b)+
(

Λ
µ

)2
σ2−(3µ+2δ1+2p(1−b))pbh2

<A<1, (3.42)

C1=
A[µ+2δ1+2p (1−b)−(3µ+2δ1+2p (1−b))p bh2]− (µ+δ1+p (1−b))

D
, (3.43)

C2=
Aµ(1+p bh2)−(µ−δ1−p (1−b))

D
, (3.44)

D = A

[
µ+2δ1+2p (1−b)+

(
Λ

µ

)2

σ2−(3µ+2δ1+2p (1−b))p bh2

]
(3.45)

−

[
µ+δ1+p (1−b)+

(
Λ

µ

)2

σ2

]
;

(ii)

3µ+δ1+p (1− b)

2 (µ−δ1−p (1− b))
< R0 <

2µ

µ−δ1−p (1− b)
, (3.46)

max{M,N}<A<1, (3.47)

pri qemu je

M =
µ+δ1+p (1− b)+

(
Λ
µ

)2
σ2

µ+2δ1+ 2p (1−b)+
(

Λ
µ

)2
σ2−(3µ+2δ1+2p (1−b))p bh2

,

N =
2R0(µ−δ1−p (1−b))−(3µ+δ1+p (1−b))

2R0(µ−δ1−p (1−b))−µ(3−p bh2)
,

C1 je definisano kao u (3.43) i

C2 =
F

D
, (3.48)

F =A[2R0(µ−δ1−p(1−b))−µ(3−pbh2)] (3.49)

−[2R0(µ−δ1−p(1−b))−(3µ+δ1+p(1−b))];

(iii)

1 < R0 <
µ(3−p bh2)

2 (µ−δ1−p (1− b))
, (3.50)

konstanta A zadovo	ava uslov (3.42), C1 je definisano kao u (3.43) i C2 kao
u (3.48);

(iv)

µ(3−p bh2)
2 (µ−δ1−p (1− b))

< R0 <
3µ+δ1+p (1− b)

2 (µ−δ1−p (1− b))
, (3.51)

konstanta A zadovo	ava uslov (3.42), C1 je definisano kao u (3.43) i C2 kao
u (3.48); (II)
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µ ≤ δ1+p (1− b) , (3.52)

tada va�i uslov (3.42), dok su C1 i C2 date izrazima (3.43) i (3.48), respek-
tivno.

Dokaz. Definixe se funkcional C1,2([0,∞)× R2
+,R+) na slede�i naqin

W (t, x, y)=x2+A

[
y+p

∫ h2

0

G(τ)

∫ t

t−τ
y(s)ds dτ

]2
+Bx

[
y+p

∫ h2

0

G(τ)

∫ t

t−τ
y(s)ds dτ

]
,

gde su A i B pozitivne konstante koje �e kasnije biti izabrane. FunkcionalW
je pozitivan ukoliko konstante A i B zadovo	avaju uslov A > B2

4
. Primenom

operatora L na W, dobija se

LW=−(2µ+(2−B)βU∗
1a)x

2−2A (µ+δ1+p (1−b))y2+(B−2)βx2I1+(B−2)βS∗xI1

+(2A−B)βxyI1+(2A−B)βS∗yI1+[2AβU∗
1a−B(2µ+δ1+p (1−b)+βU∗

1a)]xy

+[(2A−B)p β(x+S∗)I1−2Ap (µ+δ1+p (1−b)) y]
∫ h2

0

G(τ)

∫ t

t−τ
y(s)dsdτ

+[2ApβU∗
1a−B(µ+βU∗

1a)p ]x

∫ h2

0

G(τ)

∫ t

t−τ
y(s)ds dτ

+(1+A−B)σ2(x+S∗)2(y+U∗
1 )

2 .

Sliqno kao u dokazu Teoreme 3.4.1, da bi se eliminisao xto ve�i broj qlanova
u posled�oj jednakosti koji sadr�e integral I1, potrebno je izabrati da je
2A = B. Na osnovu A > B2

4
i 2A = B va�i da je A ∈ (0, 1). Tada je,

LW =−2 (µ+ (1− A)βU∗
1a)x

2−2A (µ+δ1+p (1− b)) y2− 2(1− A) βx2I1

− 2(1− A) βS∗xI1− 2A(2µ+ δ1 + p (1− b))xy+(1−A)σ2(x+S∗)2 (y+U∗
1 )

2

−2Ap ((µ+δ1+p (1− b)) y+µx)

∫ h2

0

G(τ)

∫ t

t−τ
y(s)ds dτ.

Primenom nejednakosti (3.35), elementarne nejednakosti (1.39) i qi�enice da
je τ ≤ h2, sledi

LW ≤−
[
2(µ+(1−A)βU∗

1a)−(1−A)βamax

{
U∗
1 ,

Λ

µ
− U∗

1

}
−(1−A)βS∗a−Apbh2µ

−A (2µ+δ1 +p (1−b))
]
x2+Ap (2µ+δ1+p (1−b))

∫ h2

0

G(τ)

∫ t

t−τ
y2(s)ds dτ

−[A (δ1+p (1−b))−(1−A)βS∗a−A (µ+δ1+p (1−b))p bh2]y2

+(1−A)σ2(x+S∗)2(y+U∗
1 )

2.

Da bi se eliminisali qlanovi sa kax�e�em uvodi se funkcional

V2(t) = Ap (2µ+δ1+p (1− b))

∫ h2

0

G(τ)

∫ t

t−τ
(s− t+ τ)y2(s)ds dτ.
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Tada se, za funkcional Q = W + V2, dobija

LQ

≤
[
−A
(
2βU∗

1a−2βamax

{
U∗
1 ,

Λ

µ
−U∗

1

}
−βS∗a+2µ+δ1+p (1− b)+µp bh2

)
+2µ+2βU∗

1a−βS∗a−2βamax

{
U∗
1 ,

Λ

µ
− U∗

1

}]
x2+(1−A)σ2(x+S∗)2 (y+U∗

1 )
2

−
[
A (µ+2δ1+2p (1− b)−(3µ+2δ1+2p (1− b))p bh2)−(µ+δ1+p (1− b))

]
y2.

Da	a diskusija je sliqna sa dokazom Teoreme 3.4.1 pa �e iz tog razloga deta	i
biti izostav	eni. ♢

3.5 Primer i napomene

Tinej
erske godine su obiqno period eksperimentisa�a sa raznim izazovima,
bez obzira na rodite	ski uticaj. Iz tog razloga opravdana je zabrinutost
rodite	a adolescenata da ne postanu zavisni od droge (metamfetamin, eksta-
zi, heroin) [25]. Navedene qi�enice predstav	aju razlog zbog qega Nacionalno
anketira�e o upotrebi droga i zdrav	u57 prikup	a informacije o nedozvo-
	enim upotrebama narkotika za stanovnike Sjedi�enih Ameriqkih Dr�ava
(SAD) sa 12 ili vixe godina. Ova grupa 	udi predstav	a�e opxtu populaciju
u ovom primeru. Sred�i broj godina koji treba da protekne za zloupotrebu
heroina, imaju�i u vidu kada se dogodila prva upotreba, je 8.5, godina a
9.7 godina je potrebno da protekne da bi se razvila zavisnost [108].

U skladu sa ovim qi�enicama, ukoliko se 01.01.2014. izabere kao poqetni
trenutak za ovaj primer, u grupi podlo�nih osoba su svi stanovnici SAD sa 12
i vixe godina koji su koristili heroin bar jednom u �ivotu od 2004. do 2012.,
ali nisu postali zavisni. Broj podlo�nih pojedinaca S0 izraqunava se kao
zbir broja osoba koje su prvi put koristile heroin ali koje nisu postale zavi-
sne, za svaku godinu od 2004. do 2012. godine. Na primer, u 2004. godini bilo
je 118 000 osoba koje su u toku protekle godine prvi put konzumirale heroin
[47]. Ako se pretpostavi da 14% osoba koje su prvi put koristile heroin (ne
uk	uquju�i zloupotrebu) ostaju korisnici heroina, broj podlo�nih osoba za
2004. godinu se dobija kada se izraquna 86% od 118 000. Tada je broj podlo�nih
osoba na dan 01.01.2014. godine S0 = 1032 860.

Broj pojedinaca u opxtoj populaciji koji se pridru�uju podlo�noj popu-
laciji za 2013. godinu (broj osoba koje su u toku prethodne godine prvi put
probale heroin) je Λ = 169 000 [47].

Sistem (3.1) ima dva kax�e�a. Prvo vreme kax�e�a se koristi da opixe
vreme koje je potrebno da podlo�na osoba postane korisnik heroina. Imaju�i u
vidu da sred�i broj godina od prve upotrebe heroina pa do ponovnog konzumi-
ra�a heroina (u me�uvremenu, osoba nije koristila heroin) iznosi 8.5 godina
za zloupotrebu heroina i 9.7 godina za zavisnost [108], neka je period kax�e�a
h1 = 10 godina.

57National Survey onDrug Use andHealth (NSDUH)
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Drugo vreme kax�e�a h2 koristi se da se opixe vreme koje je neophodno da
korisnik heroina nakon leqe�a (u toku traja�a tretmana za odvikava�e kori-
snici heroina su u apstinenciji) ponovo postane neleqeni heroinski zavisnik.
Stopa recidiva me�u zavisnicima od heroina je izuzetno visoka. Studije su
pokazale da stopa recidiva me�u zavisnicima tokom prva 3 meseca apstinen-
cije dosti�e visokih 90% [24], pa se prema tome pretpostav	a da je h2 = 0.25
godina. Tada je h = max{h1, h2} = 10 godina.

Poqetni uslov U1(θ) = φ(θ), pri qemu je θ ∈ [−10, 0], predstav	a vremensku
funkciju broja heroinskih korisnika koji nisu na leqe�u. Tu populaciju
zapravo qine osobe uzrasta 12 i vixe godina koje su bile zavisne od heroina ili
su ga zloupotreb	avale u periodu od 2003. do 2013. godine. Iz tog razloga se
poqetni uslov U1(θ) = φ(θ) dobija interpolacijom vrednosti koje su preuzete
iz Slike 6 rada [47]. Za dati skup taqaka konstruixe se odgovaraju�a kriva
(vidi Sliku 3.1).

-10 -8 -6 -4 -2

100 000

200 000

300 000

400 000

500 000

Slika 3.1: Poqetni uslov U1(θ) = φ(θ), θ ∈ [−10, 0].

Funkcija f(τ), τ ∈ [0, 10] predstav	a raspodelu sluqajne promen	ive koja
opisuje vreme koje je potrebno da pojedinac, pod uticajem nekog heroinskog
korisnika, poqne da koristi heroin ili postane zavisnik od heroina. Na
Slici 3 iz [108] prikazani su podaci koliki procenat osoba tokom nave-
denog perioda (10 godina) zloupotreb	ava heroin ili postane zavisna od �ega,
nakon prve upotrebe heroina. Bazirano na tim podacima, dobijena je odgo-
varaju�a funkcija raspodele. Na Slici 3.2 (levo) prikazani su podaci sa
Slike 3 [108] i grafik odgovaraju�e funkcije raspodele. Ovaj grafik odgo-
vara grafiku funkcije raspodele odseqene Vejbulove58 raspodele na intervalu
[0, 10] sa parametrima (0.25, 1.3). Konaqno,

f(τ) =

{
0.36688e−0.912263 τ0.35

τ0.65
, 0 < τ ≤ 10,

0, inaqe,

i a = 0.768237.
Funkcija g(τ), τ ∈ [0, 0.25] predstav	a raspodelu sluqajne promen	ive koja

opisuje vreme koje je potrebno da protekne rehabilitovanom korisniku heroina
da bi se isti vratio ponovnom konzumira�u heroina. Kao xto je ve� reqeno,
na osnovu istra�iva�a iz rada [24], qak 90% korisnika heroina se nakon prva
tri meseca od apstinencije vrati ponovnom konzumira�u. Od tog broja bar

58WaloddiWeibull
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59% [63] leqenih korisnika otpoqne da koristi heroin tokom prve nede	e, dok
u roku od mesec dana taj podatak iznosi oko 80% [26]. Ovi podaci upore�eni
su sa dvostruko odseqenom Koxijevom59 raspodelom na intervalu [0, 0.25] sa
parametrima (−0.011, 0.005) i prikazani su na Slici 3.2 (desno). Dakle,

g(τ) =

{ 490.83
1+4000(0.011+τ)2

, 0 < τ ≤ 0.25,

0, inaqe,

i b = 0.997409.
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Slika 3.2: Funkcija raspodele odseqene Vejbulove raspodele na intervalu
[0, 10] sa parametrima (0.25, 1.3) (levo) i funkcija raspodele dvostrano odse-
qene Koxijeve raspodele na intervalu [0, 0.25] sa parametrima (−0.011, 0.005)
(desno)

Kod velikog obima populacije incidencni qlan bi trebalo da ima do-
datni qlan za N koji je sakriven unutar definicije za β. Iz tog razloga,
Hetkot60 [22] uvodi incidencni qlan β̃ definixu�i ga kao sred�i broj ade-
kvatnih kontakata po osobi po jedinici vremena, pa je za infektivnu osobu
xansa da ostvari takav kontakt sa podlo�nom osobom S

N
. Od osoba koje probaju

heroin, skoro svaka qetvrta, aproksimativno 24%, posta�e zavisna [69], pa je
β̃ = 0.24. Mno�e�em sa brojem korisnika heroina koji nisu na tretmanu do-
bija se standardna incidenca β̃ S

N

∫ h1

0
F (τ)U1(t − τ)dτ, a zatim, pore�e�em sa

bilinearnom incidencom, zak	uquje se da efektivna kontaktna stopa mora

biti β = β̃
N

= 0.24
1 032 860+517 000+526 000

, gde je 517 000 broj korisnika heroina koji
nisu na tretmanu, dok je 526 000 heroinskih korisnika na tretmanu za 2013.
godinu [47].

Pored raznovrsnih lekova, terapije i podrxke zajednice, leqe�e zavisno-
sti zahteva i potpunu promenu u naqinu �ivota korisnika heroina. Istra-
�ivaqi su primetili da postoji vid spontane remisije me�u zavisnicima,
mada se donedavno smatralo da je procenat takvih oporavaka veoma mali (5-
15%) i beznaqajan [103], na primer 5%. Sa druge strane, naglaxava se da
je stopa recidiva za zavisnike od heroina jako visoka 90%, xto znaqi da je
stopa izleqe�a ma�a od 10% [24], na primer 7%. Kako je stopa smrtnosti
za neleqene heroinske korisnike 2 − 3% na godix�em nivou [96], na primer
2.5%, zak	uquje se da je stopa smrtnosti za korisnike heroina koji su pod
tretmanom 1% (prirodno je pretpostaviti da je stopa smrtnosti korisnika

59Augustin− LouisCauchy
60Herbert W .Hethcote
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koji su na leqe�u ma�a od stope smrtnosti osoba koje koriste heroin ali nisu
na leqe�u). Dakle, δ1=0.05+0.025=0.075 i δ2=0.07+0.01=0.08.

Surgeon General izvextaj o alkoholu, drogama i zdrav	u [94] naglaxava
da tek svaka deseta osoba sa poreme�ajem u korix�e�u adiktivnih supstanci
prima bilo kakav tretman, pa se iz tog razloga pretpostav	a da je vrednost
parametra p = 0.08.

Stopa smrtnosti u SAD za 2013. godinu bila je 8.21 na 1 000 osoba [95]. Sa
druge strane stopa smrtnosti do koje je doxlo na neprirodan naqin ma�a je
za 10% od stope smrti od svih uzroka usled kojih dolazi do gubitka �ivota
[81]. Iz navedenih podataka, zak	uquje se da je prirodna stopa smrtnosti µ
podlo�ne populacije 7.389 osoba na 1 000 stanovnika.

Ako se za parametre sistema (3.6) uzmu vrednosti dobijene u ovom poglav	u,
tada je endemski ekvilibrijum Ē∗ = (839 722, 1 971 480), reprodukcioni broj
R0 = 27.2374 i Λ

µ
= 2.28718 · 107. Da bi se rexe�e sistema (3.3) tokom vremena

kretalo oko ekvilibrijuma Ē∗ redukovanog deterministiqkog sistema (3.6), na
osnovu uslova (3.17) beli xum bi trebao da ima intenzitet σ2 < 3.27734 ·10−16.
U ovom sluqaju, kako je δ1+p

3p
= 0.645833 < b, uslov (3.19) Teoreme 3.4.1 nije

ispu�en. Sa druge strane, va�i da je h2 = 0.25 < 5.45973 i uslovi (3.39) i (II)
Teoreme 3.4.2 su zadovo	eni. To znaqi da rexe�e sistema (3.6) fluktuira oko
endemskog ekvilibrijuma (Slike 3.3, 3.4 i 3.5).

Slika 3.3: Grafik redukovanog deterministiqkog sistema (3.1) i stohasti-
qka trajektorija u sred�em pet rexe�a sistema (3.6) koja predstav	a broj
podlo�nih osoba u SAD sa poqetnim datumom 1.1.2014.

Slika 3.4: Grafik redukovanog deterministiqkog sistema (3.1) i stohastiqka
trajektorija u sred�em pet rexe�a sistema (3.6) koja predstav	a broj kori-
snika heoroina koji nisu na leqe�u u SAD sa poqetnim datumom 1.1.2014.
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Slika 3.5: Stohastiqka trajektorija u sred�em pet rexe�a sistema (3.6) koja
predstav	a broj podlo�nih osoba i korisnika heroina koji nisu na leqe�u u
SAD sa poqetnim datumom 1.1.2014.

U skladu sa podacima iz ovog poglav	a, U1(4) uzima vrednost 592 604 za re-
dukovan deterministiqki sistem (3.1), i vrednost 594 591 za stohastiqki (3.6)
na dan 01.01.2018. (Slika 3.6). Na osnovu [27], kod 618 000 osoba je registrovana
je zavisnost od heroina za istu godinu.

Slika 3.6: Realni podaci i stohastiqka trajektorija broja korisnika heroina
koji nisu na leqe�u.

Razmatrani model dobro aproksimira stvarne podatke i prikazuje neke
alarmantne podatke za budu�nost. Broj 	udi koji koriste heroin je veliki.
Ukoliko se ne preduzmu neke intenzivne mere za suzbija�e zavisnosti, sa pre-
vencijom u prvom redu, broj 	udi koji koriste heroin, a samim tim i heroin-
skih zavisnika, nastavi�e da raste.
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Glava 4

Stohastiqki modeli interakcije

�elija imunog sistema

sa zara�enim �elijama

Imunoloxki (imunski, imuni) sistem je kompleksan mehanizam saqi�en od
organa, �elija i proteina koji, xtite�i zdrave �elije, brani organizam od
infekcija i tumora. Funkcionalan imunoloxki sistem mo�e da razlikuje
zdrave �elije od ne�e	enih supstanci - antigena (alergen, patogeni mikro-
organizam, tumorska �elija). Ukoliko se detektuje ne�e	ena supstanca akti-
vira se imunoloxki odgovor u ci	u zaxtite organizma od stranih supstanci.

Postoje brojne komponente imunoloxkog sistema. U okviru ove glave od
znaqaja su:

1) �elije ubice (natural killer cells , NK) - limfociti. Imaju ulogu da pre-
poznaju i unixte �eliju zara�enu specifiqnim antigenom. To znaqi da �elija
ubica (specijalizovana za taj antigen) direktno ubija taj antigen.

2) B i T-limfociti - predstav	aju deo steqenog imuniteta koji se formira
nakon kontakta sa odre�enim antigenom. Oni su posebno va�ni u odbrani
organizma od infekcija i tumora.

3) �elije za lov (hunting cells) - makrofagi. �ihov zadatak je da ,,love"
antigene i da ih prika�u �elijama ubicama koje su specijalizovane za �i-
hovo unixtava�e. One su deo uro�enog imuniteta qiji je zadatak univerzalna
zaxtita organizma od antigena. Za razliku od �elija ubica, ovaj tip �elija
nije specifiqan ni za jedan antigen.

Odgovor imunoloxkog sistema se odnosi na proces koji zapoqi�e kada anti-
gen u�e u organizam qoveka. Tada imunoloxki sistem prima signal o na-
padu strane supstance, xto rezultira aktivacijom imunoloxkih organa koji
luqe limfocite za odbranu. B-limfociti pri kontaktu sa antigenom stvaraju
antitela koja predstav	aju specijalne proteine specifiqne za odre�eni anti-
gen. Antitela uqestvuju u imunoloxkom odgovoru tako xto, vezuju�i se za
strani antigen, markiraju isti za unixte�e od strane �elija imunoloxkog
sistema. T-limfociti, za razliku od B-limfocita, direktno uqestvuju u uni-
xtava�u stranog antigena i nazivaju se citotoksiqni T-limfociti (CTL).

K	uqnu ulogu u kontroli procesa infekcije igra steqeni imunoloxki
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odgovor koji mo�e biti: humoralan (zasnovan na aktivnosti B-�elija) i �e-
lijski (zasnovan na aktivnosti citotoksiqnih T-limfocita). Istra�iva�a
su pokazala da je humoralan imunoloxki odgovor aktivniji od �elijskog imu-
noloxkog odgovora.

�udi se ra�aju sa uro�enim imunitetom qiji je odgovor nespecifiqan
(univerzalan). Pri kontaktu sa antigenom razvija se specifiqan imuni odgo-
vor u vidu antitela i antigen specifiqnih citotoksiqnih �elija koje di-
rektno unixtavaju antigen. Po unixte�u antigena iste �elije zadr�avaju
sposobnost memorisa�a datog antigena, xto mo�e trajati do�ivotno.

Tumor podrazumeva obo	e�e nastalo nekontrolisanom i ubrzanom deobom
�elija nekog tkiva i mo�e biti dobro�udan (benigni) i zlo�udan (maligni).
Tumor ima antigene koji se nalaze na �egovoj povrxini ili su otpuxteni
u krvotok. Za prepoznava�e i unixtava�e tumorskih �elija primarno su
odgovorni citotoksiqni T-limfociti. Za razliku od CTL �elija, NK �elije
ne mogu prepoznati antigen, ali ipak razlikuju tumorske �elije od zdravih
�elija i direktno ih unixtavaju. Upravo zbog toga se �ihov mehanizam naziva
prirodnim jer nije izazvan specifiqnim antigenom. Humoralan imunoloxki
odgovor ne mo�e spreqiti rast tumora.

Virusi su infektivne qestice qiji �ivotni ciklus zavisi od �elija do-
ma�ina. �udi su stalno izlo�eni razliqitim virusima ali su posledice
infekcije razliqite kod razliqitih individua. Ishodi interakcije virus-
doma�in zavise od puta infekcije, zaraznosti virusa kao i karakteristika
doma�ina, ponajpre, uro�enog i steqenog imuniteta. Doma�in ima mnogobrojne
antivirusne mehanizme kojima se xtiti od nastanka virusnog obo	e�a. Pato-
geni poput hepatitisa C i KOVID-19 imaju mogu�nost perzistira�a u obliku
hroniqne ili latentne infekcije kod doma�ina sa ili bez akutnog nastanka
simptoma bolesti. Me�utim, isti mogu imati posledice kada je doma�inov
imuni sistem oslab	en.

Za opisiva�e uticaja razliqitih virusnih infekcija na doma�ina (qo-
veka) koriste se razliqiti matematiqki modeli, u zavisnosti od toga da li
samo imunoloxke �elije unixtavaju zara�ene, ili i zara�ene mogu da unixte
imunoloxke �elije. U tom smislu, prime�uju se predator-plen ili modeli
kompeticije.

Najjednostavniji deterministiqki model dinamike zara�enih i nezara�e-
nih �elija je predstav	en sistemom obiqnih diferencijalnih jednaqina koji
opisuje dinamiku tri tipa �elija: neinficirane �elije, inficirane �elije
i virusne qestice. Primeri takvih modela su modeli xire�a virusa humane
imunodeficijencije (HIV) [38], KOVID-19 [78, 79], hepatitisa B (HBV) [110],
hepatitisa C [9, 80]. U nekim istra�iva�ima autori razmatraju latentnu
infekciju i opisuju �en mehanizam xire�a. Tako, na primer, Vang61 i os-
tali [?] su odredili reprodukcioni broj i prouqili asimptotsku stabilnost
endemskih ekvilibrijuma modela HIV-a sa latentnom infekcijom uzimaju�i
u obzir dva vremenska kax�e�a: vreme koje je potrebno da virus dospe u kr-
votok i vreme koje je potrebno za replikaciju virusa. Ven62 i ostali [104] su

61Xia Wang
62Qingzhi Wen
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prouqavali dinamiku prenosa HIV virusa sa virusne qestice na �eliju i sa
latentno zara�ene �elije na zdravu �eliju. Pan63 i ostali [72] su konstru-
isali model xire�a infekcije hepatitisom C koji razmatra puteve prenosa
infekcije, xire�a sa virusa na �eliju i sa inficirane �elije na zdravu
�eliju.

Pomenuti rezultati su poslu�ili kao motivacija za ovu glavu, u ci	u
formulisa�a stohastiqkih modela i analizira�a interakcije �elija imuno-
loxkog sistema sa zara�enim �elijama. U Poglav	u 4.1 razmatra se stohas-
tiqki model za spontanu regresiju i progresiju tumora. Stohastiqki model
dinamike virusa i imonoloxkog sistema qoveka u sluqaju infekcije viru-
som KOVID-19 je prouqavan u Poglav	u 4.2. U Poglav	u 4.3 predstav	en je
stohastiqki model kojim se opisuje interakcija imunoloxkog sistema qoveka
i qestica virusa hepatitisa C. Za svaki od razmatranih modela najpre je
pokazana egzistencija i jedinstvenost globalnog pozitivnog rexe�a, kao i
da navedeni sistemi pod odre�enim uslovima poseduju jedinstvenu ergodiqku
stacionarnu raspodelu. Tako�e, odre�eni su uslovi za koeficijente sistema
pod kojima dolazi do iskore�iva�a bolesti iz razmatrane populacije, ali i
uslovi za koje su neki od razmatranih sistema neperzistentni u sred�em.

4.1 Stohastiqki model interakcije

tumorskih i imunih �elija

Tumor (rak, karcinom) je i da	e jedan od vode�ih uzroka smrti xirom sveta.
Prema podacima Svetske zdravstvene organizacije (SZO) u 2015. godini je oko
9 miliona smrtnih sluqajeva uzrokovano rakom, a modeli predvi�a�a ukazuju
da �e do 2030. godine biti skoro 21.4 miliona obolelih, dok �e broj umr-
lih porasti na 13.5 miliona. Ovi brojevi sugerixu da sve strategije leqe�a
tumora (operacija, zraqe�e, hormonska terapija, viroterapija, hemoterapija,
a od nedavno i imunoterapija) imaju svoje nedostatke.

Imunoterapija je nedavno odobrena za leqe�e mnogih vrsta tumora. Ci	
imunoterapije je pove�a�e efikasnosti imunoloxkog sistema u borbi protiv
tumorskih �elija. To se mo�e posti�i na dva naqina. Prvi naqin uk	uquje
terapiju usmerenu na antitela koja bi direktno napadala �elije tumora. Drugi
je da se pojaqa aktivnost imunoloxkog sistema, na primer vakcinama.

U medicinskim analima postoji fenomen koji je potpuno neobjax�iv ali
realan. Dexava se da se pojave pacijenti sa uznapredovalim stadijumom tumora
koji je van svake mogu�nosti izleqe�a, pa se iz tog razloga ne zadr�avaju
na leqe�u. Neki od �ih se nakon pet do sedam godina kasnije pojav	uju bez
bolesti. Radi se o spontanoj remisiji, tj. sta�u u kome su znaci i simpto-
mi tumora skoro ili potpuno odsutni. Ovakvo ponaxa�e tumora navodi na
pomisao da to ipak nije uvek fatalna bolest. Shodno tome, interakciji izme�u
tumora i organizma treba posvetiti posebnu pa��u.

Matematiqki modeli interakcije tumorskih �elija sa �elijama imunolo-
xkog sistema omogu�avaju da se prika�e imunoloxki odgovor, tj. naqin na

63Sonjoy Pan
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koji imunoloxke �elije doma�ina prelaze iz sta�a mirova�a u �elije za lov
i kako komuniciraju sa �elijama tumora. Ovakav vid interakcije qesto se
opisuje predator-plen modelom. Pored toga xto ovi modeli opisuju kako
imunoloxke �elije love i ubijaju tumorske �elije, oni omogu�avaju i pro-
cenu veliqine populacije tumorskih ali i imunoloxkih �elija. Zbog toga
se deterministiqki predator-plen modeli koriste za opisiva�e interakcije
tumora i �elija imunoloxkog sistema (CTL i NK �elije), kao na primer
Lotka64-Voltera65 jednaqine (videti [2, 3, 17, 41, 83], na primer). Kuz�ecov66

i Tejlor67 [46] su se bavili prouqava�em interakcije izme�u citotoksiqnih
T-limfocita i imunogenetskog tumora koriste�i petodimezionalan sistem
diferencijalnih jednaqina. Sa druge strane, postoji izvesno vremensko kax-
�e�e u fazi mitoze, zbog toga xto je tumorskim �elijama potrebno odred-
jeno vreme sazreva�a da bi uxle u proces proliferacije (umno�ava�a). Ovaj
fenomen se mnogo bo	e opisuje diferencijalnim jednaqina sa kax�e�em (na
primer [17, 83]).

Sarkar68 i ostali [82] su razvili deterministiqki model za spontanu re-
gresiju i progresiju tumora koji je baziran na interakciji izme�u imuno-
loxkih (CTL i makrofagi) i tumorskih �elija, koji se tako�e zasniva na
predator-plen modelu. Ulogu predatora imaju �elije imunoloxkog sistema
koje se jav	aju u dva oblika: �elije za lov i miruju�e �elije. �elije za
lov apsorbuju tumorske �elije, jedu ih i osloba�aju supstance koji aktivi-
raju T-limfocite u mirova�u (miruju�e �elije) koji koordinixu kontrana-
pad. Miruju�e �elije ne mogu ubiti tumorske �elije, ali se pretvaraju u
makrofage, poqi�u da se razmno�avaju i osloba�aju supstance koje da	e sti-
mulixu �elije u mirova�u.

Deterministiqki model, predstav	en u [82], konstruisan je na osnovu sle-
de�ih pretpostavki. Tumorske �elije unixtavaju se brzinom koja je propor-
cionalna broju tumorskih �elija i �elija za lov. Miruju�e �elije se pret-
varaju u �elije za lov bilo direktnim kontaktom sa �ima ili kontaktom sa
citokinima koje proizvode �elije za lov. Tako�e, smatra se da ukoliko se jed-
nom �elija konvertuje iz miruju�e u �eliju za lov, ona se nikada ne vra�a u
fazu mirova�a. �elije za lov umiru sa konstantnom stopom u jedinici vre-
mena. Sve �elije u mirova�u i �elije tumora bogate su hran	ivim materijama
i u fazi su deobe (mitoze). Tumorske �elije i �elije u mirova�u imaju logis-
tiqki rast. U modelu figurixu dva razliqita kapaciteta (carrying capacity)
i to za tumorske �elije i miruju�e �elije.

Uzimaju�i u obzir izlo�ene pretpostavke, formiran je slede�i determini-
stiqki predator-plen model [82], kojim je opisana dinamika T-�elija (�elija
za lov i miruju�ih �elija) i tumorskih �elija

dM(t)

dt
=q + rM(t)

(
1− M(t)

k1

)
− αM(t)N(t)

64Alfred J .Lotka
65Vito Volterra
66Vladimir A.Kuznetsov
67Mark A.Taylor
68Ram Rup Sarkar
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dN(t)

dt
=βN(t)Z(t)− d1N(t) (4.1)

dZ(t)

dt
=sZ(t)

(
1− Z(t)

k2

)
− βN(t)Z(t)− d2Z(t), t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom

M(0) =M0, N(0) = N0, Z(0) = Z0, (4.2)

u komeM(t), N(t) i Z(t) oznaqavaju redom broj tumorskih �elija, �elija za lov
i miruju�ih �elija u trenutku t. Parametri modela su pozitivne konstante
koje imaju slede�a znaqe�a:

q - faktor konverzije (pretvara�a) zdravih �elija u maligne �elije,

r i s - stope rasta tumorskih �elija i miruju�ih �elija, respektivno,

k1 i k2 - maksimalni broj tumorskih i miruju�ih �elija, respektivno,

d1 i d2 - prirodne stope smrtnosti �elija za lov i miruju�ih �elija, respek-
tivno,

α - stopa unixte�a tumorskih �elija prilikom �ihove interakcije sa �eli-
jama za lov,

β - stopa pretvara�a (konverzije) miruju�ih �elija u �elije za lov.

4.1.1 Motivacija i konstrukcija stohastiqkog modela

Kod gotovo svake osobe svakodnevno dolazi do maligne transformacije zdravih
�elija u tumorske. Me�utim, zahva	uju�i aktivaciji imunoloxkog sistema ne
dolazi do razvoja tumora kod svakog pojedinca. Ishod interakcije tumora i
imunoloxkog sistema zavisi od vixe faktora kao xto su: karakteristike
samog tumora (vrsta tumora, vrsta tkiva koje je zahva�eno tumorom, pozi-
cija tumora, stepen prokrv	enosti tumorskog tkiva), dostupnosti i koli-
qine hran	ivih materija, stvara�a odre�enih hemikalija (enzima i citok-
ina) koji pospexuju xire�e i rast tumora. Uticaj na ishod interakcije ima
i sta�e samog organizma u kome se razvija tumor (starost, morbiditet, uslovi
spo	ne sredine, uhra�enost i genetske predispozicije), sta�e imunoloxkog
sistema (uro�ene i steqene imunodeficijencije) i uslovi �ivotne i radne sre-
dine. Imaju�i u vidu sve navedeno, razvoj tumora predstav	a vrlo kompleksan
i multifaktorijalan proces baziran na principu sluqajnosti usled indi-
vidualnih razliqitosti navedenih faktora. Samim tim, kako je tumorsko-
imunoloxka interakcija zasnovana na reakciji imunoloxkih �elija za lov,
koje nastaju iz prethodno miruju�ih �elija pri kontaktu sa tumorom, prirodno
je pretpostaviti da je stopa aktivacije miruju�ih �elija sluqajna. Stoga se,
u modelu (4.1), perturbova�em stope β Gausovim belim xumom, dobija stohas-
tiqki sistem

dM(t)=

[
q + rM(t)

(
1− M(t)

k1

)
− αM(t)N(t)

]
dt

dN(t)=[βN(t)Z(t)− d1N(t)] dt+ σN(t)Z(t)dw(t) (4.3)

dZ(t)=

[
sZ(t)

(
1− Z(t)

k2

)
− βN(t)Z(t)− d2Z(t)

]
dt− σN(t)Z(t)dw(t), t ≥ 0,
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sa poqetnim uslovom

M(0) =M0, N(0) = N0, Z(0) = Z0. (4.4)

U sistemu (4.3) σ je pozitivna realna konstanta koja predstav	a intenzitet
Gausovog belog xuma i w = {w(t), t ≥ 0} predstav	a standardno Braunovo
kreta�e.

U nastavku su sadr�ani novi, neobjav	eni rezultati.

4.1.2 Egzistencija i jedinstvenost globalnog rexe�a

Imaju�i u vidu qi�enicu da M(t) predstav	a broj tumorskih �elija u trenu-
tku t, dok N(t) i Z(t) predstav	aju broj �elija za lov i miruju�ih �elija, to se,
kao i u prethodnim poglav	ima, razmatraju samo pozitivna rexe�a sistema
(4.3). U nastavku �e se pokazati da je oblast

Γ = {(M,N,Z) ∈ R3
+|M ≤ B,N + Z ≤ B̄},

pri qemu je B = 1
2

(
k1 +

√
k1

√
k1r+4q√
r

)
i B̄ = k2s

4min{d1,d2} , pozitivno invarijantna

za stohastiqki sistem (4.3) pod pretpostavkom da je (M0, N0, Z0) ∈ Γ.

Teorema 4.1.1 Za proizvo	an poqetni uslov (M0, N0, Z0) ∈ Γ postoji jedin-
stveno pozitivno rexe�e (M(t), N(t), Z(t)), t ≥ 0, sistema (4.3) koje ostaje
u Γ sa verovatno�om 1.

Dokaz. Koeficijenti sistema (4.3) su lokalno Lipxic neprekidni za proi-
zvo	an poqetni uslov (4.4). Na osnovu Teoreme 1.4.3 to znaqi da postoji jedin-
stveno lokalno rexe�e (M(t), N(t), Z(t)) sistema (4.3) za t ∈ [0, τρ), pri qemu τρ
predstav	a trenutak eksplozije. Da bi se pokazalo da je ovo rexe�e globalno,
treba dokazati da je τρ=∞ skoro izvesno.

Definixe se vreme zaustav	a�a τ ∗ na slede�i naqin

τ ∗=inf{t∈ [0, τρ) :M(t) ≤ 0 ∨ N(t) ≤ 0 ∨ Z(t) ≤ 0} ,

pri qemu je inf ∅ = ∞ (kao i obiqno ∅ oznaqava prazan skup). Oqigledno je
τ ∗ ≤ τρ. Prema tome, ukoliko se poka�e da je τ

∗ = ∞ skoro izvesno, tada je
τρ = ∞ i rexe�e sistema (4.3) je pozitivno za t ≥ 0.

Ukoliko se pretpostavi suprotno, tj. da je τ ∗<∞, tada postoji T >0 tako
da je P(τ ∗<T )>0. Definixe se funkcija V ∈ C2(R3

+,R)

V (M,N,Z) = lnM + lnN + lnZ.

Primenom formule Itoa na funkciju V , za svaki doga�aj ω ∈ {τ ∗ < T} i
t ∈ [0, τ ∗) dobija se

dV (t) = LV (t)dt+ σ(Z(t)−N(t))dw(t),

pri qemu je

LV (M,N,Z)=
q

M
+r− rM

k1
−αN+βZ−d1+s−

sZ

k2
−βN−d2−

σ2

2

(
Z2 +N2

)
≥ K(M,N,Z),



4.1 Stohastiqki model interakcije tumorskih i imunih �elija 111

gde je K(M,N,Z) = −d1 − d2 − rM
k1

−(α+ β)N − s
k2
Z − σ2

2
(Z2 +N2). Na osnovu

dobijene ocene za LV, sledi

dV (M(t), N(t), Z(t)) ≥ K(M(t), N(t), Z(t))dt− σ(N(t)− Z(t))dw(t). (4.5)

Integracijom izraza (4.5) u granicama od 0 do t dobija se

V (M(t), N(t), Z(t)) ≥V (M0, N0, Z0)+

∫ t

0

K(M(u), N(u), Z(u)))du

−
∫ t

0

σ (N(u)−Z(u)) dw(u). (4.6)

Na osnovu definicije τ ∗ je M(τ ∗)N(τ ∗)Z(τ ∗) = 0. Iz tog razloga je

V (M(τ ∗), N(τ ∗), Z(τ ∗)) = −∞.

Tada je

−∞=V (M(τ ∗), N(τ ∗), Z(τ ∗))≥V (M0, N0, Z0)+

∫ τ∗

0

K(M(u), N(u), Z(u)))du

−
∫ τ∗

0

σ (N(u)−Z(u)) dw(u) > −∞, (4.7)

xto dovodi do kontradikcije. Prema tome, τ ∗ = ∞ skoro izvesno.
Neka je (M0, N0, Z0) ∈ Γ. Kako je (M(t), N(t), Z(t)) pozitivno za t ∈ [0, τρ)

to je

dM(t) ≤
(
q + rM(t)

(
1− M(t)

k1

))
dt, t ∈ [0, τρ).

Neka je X(t) partikularno rexe�e Rikatijeve69 diferencijalne jednaqine

dX(t) =

(
q + rX(t)

(
1− X(t)

k1

))
dt, t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom X(0) =M0, oblika

X(t)=
k1
2

+

√
k1(k1r + 4q) tanh

[
tanh−1

[
2M0

√
rk1(k1r+4q)−

√
k31r(k1r+4q)

k1(k1r+4q)

]
+

√
r(k1r+4q)

2
√
k1

t

]
2
√
r

.

Imaju�i u vidu da je
lim
t→∞

X(t) = B,

gde je B = 1
2

(
k1 +

√
k1

√
k1r+4q√
r

)
, i da je funkcija X(t), t ≥ 0, monotono rastu�a,

zak	uquje se da je X(t) ≤ B, t ≥ 0. Na osnovu Teoreme 1.4.6 (Teorema upore�i-
va�a za diferencijalne jednaqine), sledi da je

M(t) ≤ X(t) ≤ B za t ≥ 0.

69Jacopo F .Riccati
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Sa druge strane, za W (t) = N(t) + Z(t), t ∈ [0, τρ), va�i

dW (t)≤
(
−min{d1, d2}W (t)+sZ− sZ2

k2

)
dt≤

(
−min{d1, d2}W (t)+

k2s

4

)
dt,

zbog qi�enice da funkcija f(x) = − s
k2
x2 + sx dosti�e svoj maksimum u taqki

k2
2
koji iznosi fmax =

k2s
4
.

Posmatra se linearna diferencijalna jednaqina

dY (t) =

(
−min{d1, d2}Y (t) +

k2s

4

)
dt, t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom Y (0) = N0 + Z0, koja ima partikularno rexe�e

Y (t) =

(
N0 + Z0 −

k2s

4min{d1, d2}

)
e−min{d1,d2}t +

k2s

4min{d1, d2}
.

Za t ≥ 0, pod pretpostavkom (M0, N0, Z0) ∈ Γ, va�i Y (t) ≤ k2s
4min{d1,d2} . Primenom

Teoreme 1.4.6 (Teorema upore�iva�a za diferencijalne jednaqine), zak	uquje
se da je

W (t) ≤ k2s

4min{d1, d2}
, t ≥ 0,

odnosno N(t) + Z(t) ≤ k2s
4min{d1,d2} := B̄, za t ≥ 0, qime je pokazano da je τρ = ∞.

♢

4.1.3 Egzistencija stacionarne raspodele

U ovom ode	ku se odre�uju uslovi pod kojima postoji interakcija �elija tumora
i imunoloxkog sistema, xto ukazuje na prisustvo bolesti. Iz tog razloga je
postoja�e ergodiqke stacionarne raspodele va�no dinamiqko svojstvo. Ova
raspodela omogu�ava bo	e razumeva�e ponaxa�a stohastiqkog sistema oko
endemskog ekvilibrijuma. Ergodiqnost sistema (4.3) se pokazuje na osnovu
rezultata teorije Hasminskog [40], a bazira se na konstrukciji odgovaraju�e
funkcije �apunova.

Teorema 4.1.2 Ako je

q +
rk1
4

<
rB

k1
+ αB̄, (4.8)(

rB

k1
+ αB̄

)(
q +

rk1
4

)
< α(d1 − βB̄), (4.9)

σ2 <
2s

k2
, (4.10)

β < d1, (4.11)

F < Q, (4.12)
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gde su F i Q pozitivne konstante odre�ene sa

F =
(d2−s)2k2

4s
+min{d1, d2}, (4.13)

Q = 2q

 3

√√√√ α(d1 − βB̄)(
rB
k1

+ αB̄
) (
q + rk1

4

) − 1

 , (4.14)

tada je rexe�e (M(t), N(t), Z(t)), t ≥ 0, sistema (4.3) pozitivno rekuren-
tno i ima jedinstvenu ergodiqku stacionarnu raspodelu u Γ za proizvo	nu
poqetnu vrednost (M0, N0, Z0) ∈ Γ.

Dokaz. Difuziona matrica sistema (4.3) ima slede�i oblik

A =

 0 0 0
0 σ2N(t)2Z2(t) −σ2N(t)2Z2(t)
0 −σ2N(t)2Z2(t) σ2N(t)2Z2(t)

 .

Definixe se ograniqen otvoren podskup od Γ na slede�i naqin

Dε =
{
(M,N,Z) ∈ Γ : ε < M < B − ε, ε < N < B̄ − ε, ε < Z < B̄ − ε

}
,

gde je ε ∈ (0, 1). Za proizvo	no (M,N,Z) ∈ Dε, za na primer, i = 3, va�i

a33(M,N,Z) = σ2N2(t)Z2(t) > σ2ε4,

qime je pokazan uslov (A.1) Leme 1.8.1, na osnovu Napomene 1.8.2. Dakle,
da bi se pokazala teorema potrebno je jox proveriti uslov (A.2) Leme 1.8.1,
odnosno konstruisati nenegativnu funkciju V ∈ C2(Γ, [0,∞)), sa osobinom
LV (M,N,Z) ≤ −1 za proizvo	no (M,N,Z) ∈ Γ \ Dε. U tu svrhu, najpre se
definixe funkcija V1 na slede�i naqin

V1 = −c1 lnM + c2M,

pri qemu �e pozitivne konstante c1 i c2 biti naknadno odre�ene. Primenom
formule Itoa, dobija se

LV1 = −c1
q

M
− c1r +

c1r

k1
M + c1αM + c2q + c2rM − c2r

k1
M2 − c2αMN

≤ −c1
q

M
+ c1

(
r

k1
B + αB̄

)
+ c2

(
q +

rk1
4

)
− c2αMN.

Neka je V2 funkcija

V2 = N − c3
N

+ Z − ln(B̄ − (N + Z)),

gde je c3 pozitivna konstanta koja �e biti pogodno izabrana u nastavku dokaza.
Funkcija V2 je neprekidna i te�i ∞ kada se (M,N,Z) pribli�ava granici
oblasti Γ. Iz tog razloga V2 dosti�e minimalnu vrednost u taqki (M̃, Ñ , Z̃)
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koja pripada unutrax�osti oblasti Γ. Shodno tome, definixe se nenegativna
funkcija

Ṽ2 = V2 − V2(M̃, Ñ , Z̃).

Primenom formule Itoa na funkciju Ṽ2, imaju�i u vidu da (M,N,Z) ∈ Γ\Dε,
majorira�em kvadratnih funkcija f1(Z) = −(s − d2)Z − s

k2
Z2 i f2(Z) = sZ

− s
k2
Z2 �ihovim maksimalnim vrednostima, dobija se

LṼ2=βNZ−d1N+
c3βZ

N
− c3d1

N
− c3σ

2Z2

N
−(s− d2)Z− s

k2
Z2−βNZ

− d1N + d2Z

B̄−(N + Z)
+

sZ − s
k2
Z2

B̄−(N + Z)

≤ −c3(d1−βB̄)

N
+
(d2−s)2k2

4s
+

1

B̄−(N+Z)

(
−min{d1, d2}(N+Z)+

k2s

4

)
= −c3(d1−βB̄)

N
+
(d2−s)2k2

4s
+min{d1, d2}.

Definixe se funkcija U1 na slede�i naqin

U1 = V1 + Ṽ2.

Primenom operatora L na funkciju U1 i korix�e�em elementarne nejednakosti
(1.41) dobije se slede�a ocena

LU1 ≤ −3 3

√
c1c2c3qα(d1 − βB̄) + c1

(
rB

k1
+ αB̄

)
+ c2

(
q +

rk1
4

)
+

(d2 − s)2k2
4s

+min{d1, d2}. (4.15)

Ukoliko se u (4.15) konstantama c1, c2 i c3 dodele vrednosti c1=
q

rB
k1

+αB̄
, c2=

q

q+
rk1
4

i c3=
(
2
3

)3
, tada va�i slede�a ocena za LU1

LU1 ≤ −2q

 3

√√√√ α(d1 − βB̄)(
rB
k1

+ αB̄
) (
q + rk1

4

) − 1

+
(d2 − s)2k2

4s
+min{d1, d2}

= −Q+ F,

gde su Q i F pozitivne konstante date sa (4.14) i (4.13), redom. Pozitivnost
konstante Q garantovana je uslovom (4.9). Treba napomenuti da je funkcija
V1 pozitivna funkcija ukoliko je c1 < c2. Ovakav odnos me�u konstantama c1
i c2 obezbe�en je uslovom (4.8). Samim tim i funkcija U1 je pozitivna.

U nastavku dokaza, uvodi se funkcija U2 na slede�i naqin

U2 =M +N + Z − lnN − lnZ.
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Primenom formule Itoa, dobija se

LU2=q+rM− r

k1
M2−αMN+βNZ−d1N−βZ +d1 +sZ− sZ2

k2

− βNZ − d2Z − s+
sZ

k2
+ βN +d2+

σ2Z2

2
+ σ2N2

=q+rM− r

k1
M2−αMN−d1N+d1 − s+ βN +d2+ σ2N2

−
(
s

k2
− σ2

2

)
Z2 +

((
1 +

1

k2

)
s− (β + d2)

)
Z.

Imaju�i u vidu da je (M,N,Z) ∈ Γ \ Dε, uslove (4.10) i (4.11), zanemari-
va�em nekih nepozitivnih qlanova i majorira�em kvadratne funkcije po Z,

f3(Z)=−
(

s
k2
− σ2

2

)
Z2+

((
1+ 1

k2

)
s−(β+d2)

)
Z, �enim maksimumom sledi

LU2 ≤ q +
rk1
4

− (d1 − β)N +

(
s
(
1 + 1

k2

)
− (β + d2)

)2
4
(

s
k2
− σ2

2

) − s+ d1 + d2 +
σ2B̄2

2
.

Konaqno, definixe se nenegativna funkcija U ∈ C2(Γ,R+) na slede�i
naqin

U(M,N,Z) = K̄U1 + U2,

gde je K̄ pozitivna konstanta koja �e biti naknadno odre�ena. Primenom for-
mule Itoa na funkciju U dobija se,

LU≤−K̄Q+K̄F+q+
rk1
4

−s+ d1 + d2 +

(
s
(
1 + 1

k2

)
− (β + d2)

)2
4
(

s
k2
− σ2

2

) +
σ2B̄2

2

= −K̄Q+ K̄F + A, (4.16)

pri qemu je A= q+ rk1
4
−s+d1+d2 +

(
s
(
1+ 1

k2

)
−(β+d2)

)2

4
(

s
k2

−σ2

2

) + σ2B̄2

2
. Ukoliko u (4.16)

pozitivna konstanta K̄ zadovo	ava uslov

K̄ ≥ A+ 1

Q− F
,

pri qemu je pozitivnost za K̄ garantovana uslovom (4.12), tada je

LU ≤ −1,

xto znaqi da je uslov (A.2) Leme 1.8.2 ispu�en. Ovim je dokaz zavrxen.♢

4.1.4 Neperzistentnost u sred�em

Ukoliko broj tumorskih �elija, miruju�ih �elija i �elija za lov te�i nuli,
onda se organizam nalazi u sta�u remisije, odnosno, fazi odsustva bolesti.
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Sma�e�e broja tumorskih �elija i �elija za lov ukazuje na sma�enu aktivnost
tumora, xto vodi ka izleqe�u. U fazi potpunog izleqe�a, kada nema tu-
morskih �elija, funkcija miruju�ih �elija je neznaqajna, pa i �ihov broj
postepeno te�i ka nuli. U tom sluqaju se ka�e da je rexe�e sistema (4.3)
neperzistentno u sred�em, a uslove pod kojima navedeni sistem poseduje to
svojstvo daje slede�a teorema.

Teorema 4.1.3 Neka parametri sistema (4.3) zadovo	avaju uslove

d1 > B̄β, (4.17)

β2

2d1
< σ2 <

2d1
B̄2

, (4.18)

za proizvo	an poqetni uslov (4.4). Tada je rexe�e (M(t), N(t), Z(t)), t≥0, si-
stema (4.3) neperzistentno u sred�em, tj.

lim sup
t→∞

1

t

[
r

k1

∫ t

0

M2(s)ds+

(
d1−

σ2B̄2

2

)∫ t

0

N2(s)ds+
s

k2

∫ t

0

Z2(s)ds

]
=0 s.i.

Dokaz. Definixu se funkcije Vi ∈ C2(Γ,R), i = 1, 2, . . . , 5, na slede�i naqin

V1(M) =M, V2(N) = N, V3(N) =
1

2
N2, V4(N) = lnN, V5(Z) = Z.

Kako (M(t), N(t), Z(t)) ∈ Γ, t ≥ 0, primenom formule Itoa dobija se

LV1=q+rM

(
1−M

k1

)
−αMN ≤ q+rM− r

k1
M2≤q+rB− r

k1
M2.

Sliqno, primena diferencijalnog operatora L na V2, daje

LV2 = βNZ − d1N ≤ −(d1 − βB̄)N,

pri qemu uslov (4.17) garantuje da je izraz u zagradi koji mno�i N pozitivan.
Jasno je da va�i da je

LV3 = βN2Z − d1N
2 +

1

2
σ2N2Z2 ≤ βB̄2N −

(
d1 −

1

2
σ2B̄2

)
N2,

pri qemu je izraz d1 − 1
2
σ2B̄2 pozitivan, imaju�i u vidu uslov (4.18).

Primenom formule Itoa na V4, dobija se

LV4 = βZ − d1 −
1

2
σ2Z2 ≤ β2

2σ2
− d1 = −

(
d1 −

β2

2σ2

)
.

Posled�a ocena sledi iz qi�enice da kvadratna funkcija f(Z) = βZ− 1
2
σ2Z2

dosti�e svoju maksimalnu vrednost β2

2σ2 u taqki
β
σ2 . Konaqno,

LV5 = sZ

(
1− Z

k2

)
− βNZ − d2Z ≤ sZ − s

k2
Z2 ≤ sB̄ − s

k2
Z2.
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Posmatra se funkcija U(X), X = (M,N,Z), koja je definisana sa

U(X) = V1 + aV2 + V3 + dV4 + V5,

gde su a i d nenegativne konstante koja �e kasnije biti izabrane. Na osnovu
prethodnih ocena sledi

LU ≤
(
q + rB + sB̄ − d

(
d1 −

β2

2σ2

))
− r

k1
M2 −

(
d1 −

σ2B̄2

2

)
N2 − s

k2
Z2

+
(
βB̄2 − a

(
d1 − βB̄

))
N.

Oqigledno je da se izborom d = q+rB+sB̄

d1− β2

2σ2

eliminixe slobodan qlan u posled�em

izrazu, pri qemu je pozitivnost konstante d obezbe�ena uslovom (4.17). Sa

druge strane, ako je a = βB̄2

d1−βB̄
, pri qemu uslov (4.17) garantuje pozitivnost

konstante a, dobija se

LU ≤ − r

k1
M2 −

(
d1 −

σ2B̄2

2

)
N2 − s

k2
Z2.

Konaqno,

dU(t)≤
[
− r

k1
M2(t)−

(
d1−

σ2B̄2

2

)
N2(t)− s

k2
Z2(t)

]
dt+σZ(t)

(
N2(t)+d

)
dw(t).

(4.19)
Integracijom nejednakosti (4.19) od 0 do t i de	e�em sa t, dobija se

U(t)−U(0)
t

≤ 1

t

∫ t

0

[
− r

k1
M2(s)−

(
d1−

σ2B̄2

2

)
N2(s)− s

k2
Z2(s)

]
ds+

H̄(t)

t
, (4.20)

gde je H̄(t) =
∫ t

0
σ(N2(s) + d)Zdw(s) lokalan neprekidan martingal za koji je

H̄(0)=0 i lim supt→∞
⟨H̄,H̄⟩t

t
≤ σ2B̄2(B̄2+ d)2<∞ skoro izvesno. Na osnovu Teo-

reme 1.1.6 (Strogi zakon velikih brojeva) je limt→∞
H̄(t)
t

= 0. Izraqunava�em
graniqne vrednosti kada t→ ∞ u (4.20) dobija se

lim sup
t→∞

1

t

[
r

k1

∫ t

0

M2(s)ds+

(
d1 −

σ2B̄2

2

)∫ t

0

N2(s)ds+
s

k2

∫ t

0

Z2(s)ds

]
= 0 s.i.

qime je dokaz zavrxen. ♢

4.1.5 Numeriqke simulacije

Da bi se ilustrovali dobijeni teorijski rezultati i uvideo �ihov bioloxki
znaqaj, razmatra se dinamika invazivno malignog B{�elijskog limfoma (B Ly-
mphoma/Leukemic cells (BCL1)). Svi parametri koji se koriste u numeriqkoj
simulaciji su realni podaci koji se mogu se na�i u [3, 41, 82] i referencama
citiranim u �ima.

Treba naglasiti da prikup	a�e kliniqkih informacija za potrebe ma-
tematiqkog modelira�a predstav	a veliki izazov, posebno kada su u pita�u
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modeli onkoimunologije i onkoimunoterapije. Razlog je ograniqen pristup
kliniqki relevantnim podacima. Tako�e, slo�enost informacija koje obuhva-
taju tumorske, imune i organske sisteme na molekularnom, �elijskom i tkivnom
nivou tako�e predstav	aju jednu od barijera. Qak i pod pretpostavkom da su
takve informacije dostupne i da	e ih je texko uk	uqiti, u smislu znaqe�a
vrednosti parametara. To znaqi da bi modele trebalo konstruisati na osnovu
dostupnosti parametara i �ihove smislene interpretacije, xto nije trivi-
jalan zadatak.

Za potrebe numeriqke simulacije rexe�a sistema (4.3), a zbog navedenog
obrazlo�e�a [51], koristi�e se eksperimentalne ocene vrednosti nekih para-
metara. Sa druge strane, pojedini parametri imaju i realnu vrednost koja je
dobijena na osnovu analize tumorom zahva�ene slezine himerskih mixeva.

Neka parametri modela imaju slede�e vrednosti:

k1 = 3.3 · 102 �elija, k2 = 0.5 · 105 �elija, q = 10 �elija/dan, (4.21)

r = 0.0185 �elija/dan, s = 0.0245 �elija/dan, β = 6.2 · 10−9 �elija/dan,

α = 1.101 · 10−7 �elija/dan, d1 = 0.0412 �elija/dan, d2 = 0.03 �elija/dan,

i neka je jedinica vremena △t = 1
24·60 dan. Tada je uslov (4.17) Teoreme 4.1.3

zadovo	en. Na osnovu uslova (4.18), a imaju�i u vidu vrednosti parametara
(4.21), va�i da je, za 4.66505 · 10−16 < σ2 < 7.90711 · 10−10, rexe�e sistema (4.3)
neperzistentno u sred�em. Neka je za potrebe simulacije σ2 = 18.429 · 10−14.
Poqetna vrednost je

M0=2.7 · 106, N0=2.04 · 105, Z0=5.33 · 106. (4.22)

Trajektorije broja tumorskih �elijaM(t), t ≥ 0, sistema (4.3) prikazane su na
Slici 4.1.

Slika 4.1: Deterministiqka (crvena) i stohastiqka (braon) trajektorija broja
tumorskih �elija sistema (4.3) sa poqetnom vrednox�u (4.22) i parametrima
(4.21), σ2 = 18.429 · 10−14.

Na Slici 4.2 su prikazane trajektorije broja �elija za lov N(t), t ≥ 0, i
miruju�ih �elija Z(t), t ≥ 0, sistema (4.3).
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Slika 4.2: Deterministiqke i stohastiqke trajektorije broja T-�elija: �elija
za lov (levo) i miruju�ih �elija (desno) sistema (4.3) sa poqetnom vrednox�u
(4.22) i parametrima (4.21), σ2 = 18.429 · 10−14.

Na osnovu izlo�enih numeriqkih simulacija zak	uquje se da po zapoqi-
�a�u leqe�a maligniteta primenom imunoterapije kod obolelih se proseqno
nakon 10-og dana registruje pad broja tumorskih �elija. Uporedo s tim, �elije
imunoloxkog sistema tako�e sma�uju aktivnost, s obzirom na to da se broj
tumorskih �elija sma�uje, pa samim tim i stimulacija �elija imunoloxkog
sistema. Najpre se registruje sma�e�e broja �elija za lov oko 25-og dana po
zapoqi�a�u leqe�a, a potom, oko 60-og dana i sma�e�e broja miruju�ih �elija.

4.2 Stohastiqki model interakcije

virusa KOVID-19 i imunih �elija

KOVID-19 je pandemijska bolest nezapam�enih razmera qije xire�e je od-
nelo �ivote qitavih porodica. Svaki kontinent je bio zahva�en ovom veoma
zaraznom bolex�u, sa oko milion prijav	enih sluqajeva u vixe od 200 zema	a
xirom sveta.

Kako je utvr�eno, KOVID-19 je noviji oblik infekcije korona virusom iza-
zvan ve� poznatim texkim akutnim respiratornim sindromom SARS- KoV-2
(SARS − CoV − 2 ). Mnogi lekari, farmaceuti, biolozi, hemiqari i mate-
matiqari pokuxavaju da prouqe ponaxa�e virusa KOVID-19, koji je potekao
iz grada Vuhan u Kini. Kako se virus xiri me�u 	udima direktnim konta-
ktom, preporuke epidemiologa u smislu suzbija�a xire�a virusa, pre pojave
vakcine, odnosile su se na dr�a�e fiziqke distance, noxe�e maski, higijenu
ruku ali i na zabranu ve�ih okup	a�a. Sa pojavom vakcina, ove preporuke
su relaksiranije, ali virus je i da	e prisutan u 	udskoj populaciji i ima
tendenciju da postane endemska bolest, pre svega u dr�avama koje imaju vi-
soku stopu vakcinisanog stanovnixtva, ali i razvijen prirodni imunitet na
bolest.

Sa druge strane, KOVID-19 je i da	e nepredvidiv virus koji mutira dok
se xiri, tako da je za analizira�e xire�a infekcije, efekta mehanizama
prevencije i uprav	a�a virusom od znaqaja matematiqki pristup, tj. matema-
tiqko modelira�e. Brojni modeli se koriste za opisiva�e xire�a pandemije
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KOVID-19, kao xto su modifikovani epidemioloxki SIR, SEIR, SIRS
modeli. Svrha ovih modela je da se predvidi broj zara�enih virusom KOVID-
19, ali i optere�e�e na ode	e�ima za izolaciju i jedinicama intenzivne nege.
Modeli se konstruixu na takav naqin da uzimaju u obzir razliqite scenarije
kako kontrolisati brzo xire�e virusa. Ovde se pre svega misli na razli-
qite vidove kontrole u razliqitim zem	ama, na primer, karantin, ,,zak	uqa-
va�e" (lockdown) u Kini ili samo noxe�e zaxtitnih maski. Recimo, Vang70

i ostali [101] su razvili SEIR model za prognozu napredova�a epidemije
u Vuhanu, koji uk	uquje prevenciju i kontrolne mere za koordinaciju epi-
demije. Nesteruk71 [71] je prouqavao SIR model za kontrolu pandemije koja
je izazvana pomenutim virusom. Do uslova koji treba da va�e za koefici-
jente prouqavanog deterministiqkog modela za dinamiku prenoxe�a virusa
KOVID-19 unutar odre�ene populacije da bi ekvilibrijum bez bolesti bio
stabilan, xto ukazuje na istreb	e�e bolesti, doxli su Jovanovi� i ostali u
radu [35]. U istom radu, konstruisan je stohastiqki epidemioloxki model, za
koji se doxlo do uslova za iskore�iva�e bolesti ali i �enu perzistentnost.
Da bi predstavile prenoxe�e virusa KOVID-19 xto realnijim stohastiqkim
modelom, �or�evi� i Jovanovi� su u radu [13] uzele u obzir vremensko (kon-
stantno) kax�e�e kojim su opisale period inkubacije virusa. U razmatrani
model uk	uqile su stacionaran Poasonov72 proces, za modelira�e prirod-
nih katastrofa koje mogu uticati na prenoxe�e bolesti. Konaqno, putem
neoprekidnog lanca Markova sa konaqnim brojem sta�a, opisale su promenu
vrednosti parametara modela u zavisnosti od faktora spo	ax�e sredine.
Me�utim, do sada, sa praktiqnog stanovixta, nije prona�en naqin efikasne
kontrole virusa. Za potrebe modelira�a dinamike xire�a virusa KOVID-19
koriste se i frakcione diferencijalne jednaqine ([1, 71, 92], na primer).

Svi pomenuti modeli, u svojoj osnovi, uk	uquju naqine prenoxe�a virusa.
Me�utim, za bo	e razumeva�e koji qinioci mogu da imaju uticaj na izra�enost
simptoma, napredova�e bolesti kod virusom kontaminiranih plu�a i respi-
ratornog sistema, potrebno je razmotriti interakciju virusa i �elija imuno-
loxkog sistema. U radu [15], Fadaj73 i ostali predstav	aju model baziran na
frakcionim diferencijalnim jednaqinama. Ovaj model prikazuje i fenomene
poput ,,iscrp	e�a imuniteta" (immune exhaustion) i ,,produ�enog kovida"
(Long COVID). Tokom vremena, kako su T-�elije stalno stimulisane virusnim
qesticama, one se iscrp	uju i gube funkciju odstra�iva�a zara�enih �elija.
Taj fenomen je opisan kao iscrp	e�e imuniteta. Sa druge strane, produ�eni
kovid definisan je kao prisustvo znakova i simptoma koji se razvijaju tokom
ili nakon infekcije KOVID-19 i traju du�e od 12 nede	a. Neki od simptoma
produ�enog kovida su: kratak dah, lupa�e srca, depresija i anksioznost, bol
ili steza�e u grudima, itd.

Deterministiqki model koji opisuje odgovor imunoloxkog sistema na virus

70Huwen Wang
71Igor Nesteruk
72Siméon D .Poisson
73Yasin Fadaei
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KOVID-19 kod inficiranih pacijenata ima slede�i oblik

DαS(t)=a1S(t)(1− bS(t))− dstS(t)F(S, T )− dsnS(t)N(t)− d1S(t)

DαT (t)=bt + rG(S)T (t) + e1N(t)S(t)− qT (t)S(t)− dtT (t) (4.23)

DαN(t)= bn + kG(S)N(t)− dnsN(t)S(t)− dnN(t), t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom:

S(0)=S0, T (0)=T0, N(0)=N0.

Izvod Dα = dα

dtα
predstav	a frakcioni izvod u Kaputo74 smislu. U jed-

naqinama datog sistema figurixu tri grupe �elija: qestice virusa KOVID-
19, �elije uro�enog imunoloxkog sistema, tj. �elije ubice (natural killer , u
nastavku NK �elije) i �elije steqenog imuniteta, tj. citotoksiqne CD8+

T-�elije, qiji su brojevi u trenutku t oznaqeni sa S(t), N(t) i T (t), redom.
Parametri modela (4.23) su opisani na slede�i naqin:
a1 - replikaciona stopa virusa KOVID-19,
1
b
- kapacitet, tj. maksimalan broj qestica virusa KOVID-19,

dst - stopa lize (unixtava�a, razgrad�e) virusa od strane CD8+ T-�elija,
dsn - stopa smrtnosti �elija virusa uzrokovana od strane NK �elija,
d1 - prirodna stopa smrtnosti �elija virusa,
bt - stopa proliferacije (deobe) CD8+ T-�elija,
r - stopa aktivacije CD8+ T-�elija,
e1 - stopa reprodukcije CD8+ T-�elija izvazvana lizom virusa od NK �elija,
q - stopa inaktivacije CD8+ T-�elija koja je izvazvana virusom,
dt - prirodna stopa smrtnosti T-�elija,
bn - stopa proliferacije (deobe) NK �elija,
k - stopa aktivacije NK �elija,
dns - stopa inaktivacije NK �elija,
dn - prirodna stopa smrtnosti NK �elija.

Svi pomenuti parametri su nenegativne konstante. Pretpostavke modela
su slede�e:
− broj inficiranih �elija i qestica virusa je jednak,
− broj qestica virusa u odsustvu imunoloxkog odgovora ili slabog imunolo-
xkog odgovora ima logistiqki rast,
− NK i CD8+ T-�elije su �elije koje unixtavaju qestice virusa. Pri ulasku
u organizam virus izaziva poqetnu aktivaciju NK �elija i CD8+ T-�elija,
− ukupan broj NK �elija se sma�uje kod pacijenata nakon odre�enog broja
susreta sa qesticama virusa.

Funkcija F(S, T ) =
(T

S )
α

z+(T
S )

α , gde je z stepeni koeficijent koji se odnosi

na lizu virusa T-�elijama i α frakciona mo� unixte�a virusa, predstav	a
frakcionu stopu ,,qix�e�a" organizma od virusa zahva	uju�i aktivaciji T-
�elija i ova forma bazirana je na zakonu Pilis75-Radinskaja76 [75]. Sa druge

74Michele Caputo
75Lisette de Pillis
76Radunskaya E .Ami
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strane, funkcija G(S) = Sn

c1+Sn , gde je c1 stepeni koeficijent koji se odnosi

na reprodukciju NK-�elija i n red Mihaelis77-Mentena,78 predstav	a modi-
fikovan Mihaelis-Mentenov qlan za aktivaciju T-�elija i NK �elija koja je
izazvana prisustvom qestica virusa, a u modelu (4.23) se pretpostav	a da je
n = 2, dok je izvod reda α, gde je 0 < α ≤ 1. Treba naglasiti da je naqin reagova-
�a imunoloxkog sistema predstav	en Mihaelis-Mentenovom dinamikom koja
je prilago�ena odgovoru imunoloxkog sistema na virus KOVID-19. Ovakav ob-
lik dinamike se uglavnom koristi u matematiqkim modelima kojima se opisuje
dinamika nekih tipova tumora. Takvi matematiqki modeli opisuju i efekat
zasi�e�a imunoloxkog odgovora [41], tj. sta�a kada imunoloxki sistem ne
mo�e vixe da reaguje na prisustvo stranih agenasa poput tumorskih �elija,
virusa (na primer KOVID-19) i drugih patogena.

U sluqaju modela [15] kojim se opisuje xire�e virusa KOVID{19, repro-
dukcioni broj R0 je definisan kao oqekivani broj sekundarnih infekcija
u populaciji podlo�nih osoba koje nastaju od jedne individue tokom �enog
celog infektivnog perioda i jednak je R0 =

a1dtdn
d1

.

4.2.1 Motivacija i konstrukcija stohastiqkog modela

Put prenoxe�a virusa KOVID-19 mo�e biti direktan ili indirektan. Pod
direktnim prenoxe�em se podrazumeva xire�e bolesti sa zara�ene na nezara-
�enu osobu, najqex�e putem aerosola (kija�e, kax	a�e) ili direktnim kon-
taktom (rukova�e). Indirektni put prenoxe�a podrazumeva dodir sa pred-
metima ili povrxinama koje su bile u neposrednoj blizini zara�ene osobe.

U zavisnosti od aktuelnog soja virusa postoje varijacije u stepenu xire�a
virusa, te�ini kliniqke slike i ishoda bolesti. Delta soj KOVID-19 po-
kazao je visok stepen zaraznosti, te�u kliniqku sliku, a samim tim, i ve�i
morbiditet i mortalitet. Za razliku od �ega, omikron soj virusa imao je
lakxu kliniqku sliku i ma�i mortalitet ali je zaraznost virusom bila ve�a.
Ishod infekcije zavisi, sa jedne strane od virulencije (stepen zaraznosti) i
koncentracije virusnih qestica, a sa druge strane od otpornosti organizma,
imunoloxkog sta�a, starosti i opxteg sta�a organizma zara�enog.

U zavisnosti od varijacija u soju virusa, razliqitog protoka virusa (mere
izolacije i prevencije virusa) kao i stepena imuniteta populacije (broj imu-
nizovanih osoba i obolelih osoba) rezultat interakcije virusa i populacije
mo�e biti razliqit. Kada se govori o me�usobnom zara�ava�u, treba imati u
vidu i tendenciju ka sezonskim oscilacijama u xire�u korona virusa. Kako se
ve�ina 	udskih respiratornih virusnih infekcija pojav	uje zimi, oqekuje se,
da �e se prema ovom obrascu ponaxati i virus KOVID-19. Tako�e, primetan je
pove�an broj zara�enih nakon godix�ih odmora, xto odgovara periodu kasnog
leta i rane jeseni.

Do sada je razmatran uticaj belog xuma na epidemioloxke modele koji su
neizostavno izlo�eni �egovom dejstvu. U ovom poglav	u, pored uticaja belog,

77Leonor Michaelis
78Menten L.Maud
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posmatra se i uticaj drugog tipa xuma, tzv. obojenog ili telegrafskog xuma,
o kome je bilo reqi u Poglav	u 1.7.

Neka je ξ = {ξ(t), t ≥ 0} neprekidan zdesna lanac Markova definisan nad
datim prostorom verovatno�a, sa konaqnim skupom sta�a S = {1, 2, ..., M̄} i
generatorom Γ = (γij)M̄×M̄ definisanim sa

P{ξ(t+∆) = j|ξ(t) = i} =


γij∆+ o(∆), i ̸= j,

1 + γii∆+ o(∆), i = j,

pri qemu je ∆ > 0. U posled�em izrazu γij ≥ 0 je verovatno�a prelaza iz
sta�a i u sta�e j kada je i ̸= j, dok je

γii = −
∑
j ̸=i

γij.

Definicija 4.2.1 [20] Lanac Markova je ergodiqan ako je verovatno�a pre-
laza iz proizvo	nog sta�a u svako drugo sta�e pozitivna (ne obavezno u
jednom koraku).

Na osnovu Definicije 4.2.1, znaqe�e pojma ergodiqnost se ogleda u svojstvu
da za bilo koja dva sta�a i, j ∈ S postoje sta�a i1, i2, . . . , ik ∈ S, takva da
je γi,i1γi1,i2 · · · γik,j > 0. Pod ovim uslovom lanac Markova ξ ima jedinstvenu
stacionarnu raspodelu π = (π1, π2, ...πM̄) koja mo�e biti odre�ena kao rexe�e
jednaqine

πΓ = 0,

pri qemu va�e uslovi
∑M̄

h=1 πh = 1 i πh > 0 za svako sta�e h ∈ S.
Imaju�i u vidu da na naqin prenoxe�a virusa, kao i na ishod infek-

cije virusom KOVID-19, utiqe soj virusa, godix�e doba, stepen imunizacije,
aktuelne epidemioloxke mere, to je put i brzina prenoxe�a virusa odraz
odre�enog sta�a u kome se populacija nalazi. Vrsta xuma koji se prime�uje
za uvo�e�e sluqajnosti u ovakvim realnim situacijama je obojeni xum. �ime
su zadata sta�a u kojima se mo�e nalaziti razmatrana populacija. U najve-
�em broju situacija prelazak iz jednog sta�a u kome se nalazi populacija u
drugo sta�e predstav	a proces bez memorije, a vreme qeka�a do prelaska u
novo sta�e je eksponencijalno raspode	eno. Iz tog razloga se sluqajna sta�a
u kome se populacija (sredina) nalazi mogu modelirati pomo�u neprekidnog
lanca Markova sa konaqnim brojem sta�a.

Imaju�i u vidu da se imune �elije aktiviraju u kontaktu sa qesticama
virusa, a zara�ava�e virusom je nepredvidivo ako se uzme u obzir sluqajnost
me�usobnih kontakata me�u 	udima, to se u ovom poglav	u pretpostav	a da su
stope aktivacije CD8+ T-limfocita i NK �elija, r i k, respektivno, pertur-
bovane Gausovim belim xumom, odnosno r → r + σ1ẇ1, k → k + σ2ẇ2. Iz svega
navedenog, u nastavku se razmatra trodimenzionalan stohastiqki sistem sa
prelazima Markova, oblika

dS(t)=
[
a1(ξ(t))S(t) (1−b(ξ(t))S(t))−dst(ξ(t))S(t)F(S, T )−dsn(ξ(t))S(t)N(t)
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−d1(ξ(t))S(t)
]
dt

dT (t)=
[
bt(ξ(t))+r(ξ(t))G(S)T (t)+e1(ξ(t))N(t)S(t)−q(ξ(t))T (t)S(t)

−dt(ξ(t))T (t)
]
dt+σ1(ξ(t))G(S)T (t)dw1(t) (4.24)

dN(t)=[bn(ξ(t))+k(ξ(t))G(S)N(t)−dns(ξ(t))N(t)S(t)−dn(ξ(t))N(t)]dt

+σ2(ξ(t))G(S)N(t)dw2(t), t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom

S(0) = S0, T (0) = T 0, N(0) = N0, (4.25)

gde su w1 i w2 nezavisni standardni Vinerovi procesi, lanac Markova ξ neza-
visan od �ih i ergodiqan, a σ1 i σ2 intenziteti belih xumova.

Interakcija �elija imunog sistema i qestica virusa koja je opisana siste-
mom (4.24) mo�e se objasniti na slede�i naqin: neka se populacija na poqetku
nalazi u sta�u u ∈ S, tj. ξ(0) = u. Lanac Markova (samim tim i populacija)
boravi u tom sta�u do sluqajnog trenutka τ1, tako da broj �elija imunoloxkog
sistema i qestica virusa zadovo	avaju slede�i sistem

dS(t)=
[
a1(u)S(t)(1−b(u)S(t))−dst(u)S(t)F(S, T )−dsn(u)S(t)N(t)−d1(u)S(t)

]
dt

dT (t)=[bt(u)+r(u)G(S)T (t)+e1(u)N(t)S(t)−q(u)T (t)S(t)−dt(u)T (t)]dt

+σ1(u)G(S)T (t)dw1(t)

dN(t)=[bn(u)+k(u)G(S)N(t)−dns(u)N(t)S(t)−dn(u)N(t)]dt

+σ2(u)G(S)N(t)dw2(t), 0 ≤ t ≤ τ1.

Radi razum	ivije ilustracije, neka je sistem do sluqajnog trenutka τ1 opi-
sivao dinamiku imunog sistema i qestica virusa pod uslovom da je u popu-
laciji dominantan delta soj virusa KOVID-19. U trenutku τ1 situacija u
populaciji se me�a i neka postaje dominantan omikron soj. Lanac Markova
prelazi u drugo sta�e, na primer v, a dinamika razmatrane populacije opisuje
se slede�im sistemom

dS(t)=
[
a1(v)S(t)(1−b(v)S(t))−dst(v)S(t)F(S, T )−dsn(v)S(t)N(t)−d1(v)S(t)

]
dt

dT (t)=[bt(v)+r(v)G(S)T (t)+e1(v)N(t)S(t)−q(v)T (t)S(t)−dt(v)T (t)]dt

+σ1(v)G(S)T (t)dw1(t)

dN(t)=[bn(v)+k(v)G(S)N(t)−dns(v)N(t)S(t)−dn(v)N(t)]dt

+σ2(v)G(S)N(t)dw2(t), τ1 ≤ t ≤ τ2.

Ovakav sistem je predmet prouqava�a do nekog sluqajnog trenutka τ2 kada se
ponovo me�a epidemioloxka situacija u razmatranoj populaciji, kao posledi-
ca prisustva, na primer lambda soja. Nakon toga, lanac Markova, a samim tim
i sistem, prelazi u neko drugo sta�e, itd. Promena soja utiqe na vrednosti
parametara modela.



4.2 Stohastiqki model interakcije virusa KOVID-19 i imunih �elija 125

U nastavku su sadr�ani novi, neobjav	eni rezultati.
U ovom poglav	u se, radi jednostavnijeg zapisiva�a, za proizvo	an vektor

v = (v(1), v(2), ..., v(M̄)) koriste oznake v̂ = mink∈S v(k) i v̌ = maxk∈S v(k).

4.2.2 Egzistencija i jedinstvenost globalnog rexe�a

S obzirom da S(t), T (t) iN(t), t ≥ 0, u sistemu (4.24), predstav	aju broj qestica
virusa, citotoksiqnih CD8+ T-limfocita i broj NK �elija, redom, prirodno
je razmatrati samo pozitivna globalna rexe�a sistema (4.24).

Teorema 4.2.1 Za proizvo	an poqetni uslov (4.25), sistem (4.24) ima jedin-
stveno globalno rexe�e (S(t), T (t), N(t)), za t ≥ 0. Xtavixe, rexe�e ostaje
u R3

+ sa verovatno�om 1.

Dokaz. Kako su koeficijenti sistema (4.24) lokalno Lipxic neprekidni za
proizvo	an poqetni uslov (4.25) u R3

+, to na osnovu Teoreme 1.7.2 postoji jedin-
stveno lokalno rexe�e (S(t), T (t), N(t)) sistema (4.25) za t ∈ [0, τε), gde τε pred-
stav	a vreme eksplozije. Da bi se pokazalo da je rexe�e globalno, potrebno
je dokazati da je τε = ∞ skoro izvesno.

Neka je k0 > 0 dovo	no veliki broj tako da su vrednosti S0, T 0 i N0

unutar intervala
[

1
k0
, k0

]
. Za proizvo	an ceo broj k ≥ k0, definixe se vreme

zaustav	a�a

τk = inf

{
t ∈ [0, τε) :S(t) /∈

(
1

k
, k

)
iliT (t) /∈

(
1

k
, k

)
iliN(t) /∈

(
1

k
, k

)}
,

pri qemu je, kao i do sada inf ∅ = ∞.
Kada k → ∞ tada τk raste. Neka je τ∞ = limk→∞ τk. Tada je τ∞ ≤ τε skoro

izvesno. Ukoliko je τ∞ =∞ skoro izvesno, tada je τε = ∞ i (S(t), T (t), N(t))
∈ R3

+ skoro izvesno za t ≥ 0. Dakle, dovo	no je pokazati da je τ∞ = ∞ skoro
izvesno. Ukoliko ovo tvr�e�e ne bi bilo taqno, tada bi postojao par pozi-
tivnih konstanti T > 0 i ε ∈ (0, 1) takvih je da P{τ∞ ≤ T} > ε. Zbog toga,
postoji ceo broj k1 ≥ k0, tako da je

P{τ∞ ≤ T}≥ε za svako k ≥ k1. (4.26)

U nastavku se definixe funkcija V ∈ C2(R3
+,R+) kao

V (S, T,N) = S − 1− lnS + A(T − 1− lnT ) +N − 1− lnN,

gde je A pozitivna konstanta koja �e biti pogodno izabrana. Primenom for-
mule Itoa dobija se

dV (S, T,N)=LV (S, T,N)dt+ Aσ1(ξ)(T − 1)G(S)dw1 + Aσ2(ξ)(N − 1)G(S)dw2,

pri qemu je

LV (S, T,N)=

(
1− 1

S

)
[a1(ξ)S(1−b(ξ)S)−dst(ξ)SF(S, T )−dsn(ξ)SN−d1(ξ)S]
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+A

(
1− 1

T

)
[bt(ξ)+r(ξ)G(S)T+e1(ξ)NS−q(ξ)TS−dt(ξ)T ]

+

(
1− 1

N

)
[bn(ξ)+k(ξ)G(S)N−dns(ξ)NS−dn(ξ)N ]

+
A

2
σ2
1(ξ)G2(S)+

1

2
σ2
2(ξ)G2(S)

= a1(ξ)S−a1(ξ)b(ξ)S2−dst(ξ)SF(S, T )−dsn(ξ)SN−d1(ξ)S
−a1(ξ)+a1(ξ)b(ξ)S+dst(ξ)F(S, T )+dsn(ξ)N+d1(ξ)

+Abt(ξ)+Ar(ξ)G(S)T+Ae1(ξ)NS−Aq(ξ)TS−Adt(ξ)T−A
bt(ξ)

T

−Ar(ξ)G(S)−Ae1(ξ)
NS

T
+Aq(ξ)S+Adt(ξ)+

A

2
σ2
1(ξ)G2(S)

+bn(ξ)+k(ξ)G(S)N−dns(ξ)SN−dn(ξ)N− bn(ξ)

N

−k(ξ)G(S)+dns(ξ)S+dn(ξ)+
1

2
σ2
2(ξ)G2(S).

Ukoliko se zanemare neki nepozitivni qlanovi dobija

LV (S, T,N) ≤dst(ξ)+d1(ξ)+bn(ξ)+dn(ξ)+A(bt(ξ)+dt(ξ))+ A
σ2
1(ξ)

2
+
σ2
2(ξ)

2
+ (a1(ξ)+a1(ξ)b(ξ)+dns(ξ)+Aq(ξ))S+(dsn(ξ)+k(ξ))N+Ar(ξ)T

+(Ae1(ξ)− (dns(ξ) + dsn(ξ)))SN

≤ ďst+ď1+b̌n+ďn+A(b̌t+ďt)+ A
σ̌2
1

2
+
σ̌2
2

2
+
(
ǎ1+ǎ1b̌+ďns+Aq̌

)
S

+
(
ďsn+ǩ

)
N+AřT + (Aě1 − (d̂ns + d̂sn))SN

≤ K1 +K2(S + AT +N)

gde su K1 = ďst + ď1 + b̌n + ďn + A(b̌t + ďt) + A
σ̌2
1

2
+

σ̌2
2

2
i K2=max

{
ǎ1+ǎ1b̌+ďns

+Aq̌, ďsn+ǩ, ř
}
pri qemu se konstanta A bira tako da se anulira izraz u zagradi

uz SN, tj. A = d̂ns+d̂sn
ě1

.
Koriste�i nejednakost x < 2(x− 1− lnx+ 1), x > 0, a imaju�i u vidu kako

je definisana funkcija V (S, T,N), posled�a ocena za LV (S, T,N) postaje

LV (S, T,N)≤K1+2K2(S−1−lnS+A(T−1−lnT )+N−1−lnN+2+A)

= K1 + 2K2(2 + A) + 2K2V (S, T,N).

Tada je,

dV (S, T,N)=LV (S, T,N)+Aσ1(ξ)(T−1)G(S)dw1+σ2(ξ)(N−1)G(S)dw2

≤ (K1+2K2(2 + A)+2K2V (S, T,N))dt

+Aσ1(ξ)(T−1)G(S)dw1+σ2(ξ)(N−1)G(S)dw2. (4.27)

Integracijom izraza (4.27) od 0 do τk ∧ T, sledi

V (S(τk∧T ), T (τk∧T ), N(τk∧T ))
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≤V (S0, T0, N0)+

∫ τk∧T

0

(K1+2K2(2 + A)+2K2V (S,N, T ))dz

+ Aσ1(ξ)

∫ τk∧T

0

(T − 1)G(S)dw1 +σ2(ξ)

∫ τk∧T

0

(N − 1)G(S)dw1.

Izraqunava�em oqekiva�a dobija se

EV (S(τk∧T ), T (τk∧T ), N(τk∧T ))
≤V (S0, T0, N0)

+

∫ T

0

(K1+2K2(2 + A)+2K2EV (S(τk ∧ T ), T (τk ∧ T ), N(τk ∧ T ))))dz

=V (S0, T0, N0)+(K1+2K2(2 + A))T

+ 2K2

∫ T

0

(EV (S(τk ∧ T ), T (τk ∧ T ), N(τk ∧ T )))dz.

Teorem 1.10.1 (Nejednakost Gronval-Belmana) implicira

EV (S(τk ∧ T ), T (τk ∧ T ), N(τk ∧ T ))≤ [V (S0, T0, N0)+(K1+2K2(2 + A))T ]e2K2T .

(4.28)

Definixe se doga�aj Ωk = {τk ≤ T} za k ≥ k1. Na osnovu (4.26), dobija se
P( Ωk) ≥ ε. Oqigledno za ω ∈ Ωk, bar jedan od S(τk, ω), T (τk, ω) ili N(τk, ω)
koja uzima vrednost 1

k
ili k, tako da je

V (S(τk), T (τk), N(τk))≥(k − 1− ln k)∨
(
1

k
− 1− ln

1

k

)
.

Na osnovu (4.28) i posled�eg izraza

∞> [V (S0, T0, N0)+(K1+2K2(2+A))T ] e
2K2T ≥E[IΩk(ω)V (S(τk), T (τk), N(τk))]

≥ ε

[
(k−1−ln k)∨

(
1

k
−1−ln

1

k

)]
,

gde IΩk
oznaqava indikator doga�aja Ωk. Kada k → ∞, dobija se

∞ > [V (S0, T0, N0) + (K1+2K2(2 + A))T ] e2K2T ≥ ∞,

xto dovodi do kontradikcije, odakle je τ∞ = ∞ skoro izvesno, qime je tvr�e�e
dokazano. ♢

Na osnovu Teoreme 4.2.1 mo�e se pokazati da je oblast

Θ = {(S,N, T ) ∈ R3
+|0 < S(t) ≤ ǎ1

b̂â1
, N > 0, T > 0} (4.29)

invarijantna za sistem (4.24).
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Teorema 4.2.2 Oblast Θ je skoro izvesno pozitivno invarijantan skup za
sistem (4.24), tj. ako je (S0, T 0, N0) ∈ Θ tada je

P((S(t), T (t), N(t)) ∈ Θ) = 1,

za proizvo	no t ≥ 0.

Dokaz. Neka je (S0, N0, T 0) ∈ Θ. Prva jednaqina sistema (4.24) je diferenci-
jalna jednaqina za koju va�i

dS(t) ≤ (ǎ1S(t)− â1b̂S
2(t))dt, t ≥ 0.

Jednaqina

dX(t) = (ǎ1 − â1b̂X(t))X(t)dt, t ≥ 0,

sa poqetnim uslovom X(0) = S0, ima rexe�e

X(t) =
1

ǎ1−â1b̂S0

S0
e−ǎ1t + b̂â1

ǎ1

, t ≥ 0,

za koje, imaju�i u vidu pretpostavku S0 ∈ Θ, va�i slede�a ocena

X(t) ≤ ǎ1

b̂â1
, t ≥ 0.

Na osnovu Teoreme 1.4.6 (Teorema upore�iva�a za diferencijalne jednaqine)
sledi da je

S(t) ≤ ǎ1

b̂â1
, t ≥ 0.

qime je dokaz zavrxen.♢

4.2.3 Egzistencija stacionarne raspodele

U ovom ode	ku odre�uju se dovo	ni uslovi za egzistenciju stacionarne ra-
spodele sistema (4.24). Egzistencija stacionarne raspodele ukazuje na prisu-
stvo bolesti u budu�nosti u zavisnosti od intenziteta belog xuma. To znaqi
da stohastiqki sistem oscilira oko endemskog ekvilibrijuma odgovaraju�eg
deterministiqkog sistema.

U nastavku se, zbog jednostavnijeg oznaqava�a, koristi oznaka

J =

∑M̄
l=1 πlΛ(l)∑M̄

l=1 πlu(l)
∑M̄

l=1 πlv(l)
∑M̄

l=1 πlbt(l)
∑M̄

l=1 πlbn(l)
,

pri qemu je Λ(l) = bt(l)bn(l)(dt(l)− r(l))(dn(l)− k(l)), u(l) = ǎ1
b̂â1
q(l) + dt(l) +

σ2
1(l)

2

i v(l) = ǎ1
b̂â1
dns(l) + dn(l) +

σ2
2(l)

2
.
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Teorema 4.2.3 Neka za parametre sistema (4.24) va�i uslov J > 1 kao i
uslovi,

d̂t > ř, (4.30)

d̂n > ǩ, (4.31)

ě1b̌n < d̂nsb̂t. (4.32)

Tada rexe�e (S(t), T (t), N(t)), t ≥ 0 sistema (4.24) ima jedinstvenu ergodiqnu
stacionarnu raspodelu u Θ za proizvo	nu poqetnu vrednost (S0, T 0, N0) ∈ Θ.

Dokaz. Difuziona matrica sistema (4.24) ima slede�i oblik

A =

 0 0 0
0 σ2

1(k)G2(S)T 2(t) σ1(k)σ2(k)G2(S)T (t)N(t)
0 σ1(k)σ2(k)G2(S)T (t)N(t) σ2

2(k)G2(S)T 2(t)

 .

Pretpostavka γij > 0 za i ̸= j, iz Ode	ka 4.2.1, implicira da je uslov (C.1 )
iz Leme 1.8.3 zadovo	en. Sa druge strane, posmatra se slede�i ograniqen
otvoren podskup skupa Θ

Dϵ =

{
(S, T,N) ∈ Θ : ϵ < S <

ǎ1

b̂â1
− ϵ, ϵ < T <

1

ϵ
, ϵ < N <

1

ϵ

}
,

gde je ϵ ∈ (0, 1). Za ure�enu trojku (S, T,N) ∈ Θ\Dϵ i na primer i = 3 va�i

a33(S, T,N) = σ2
2(ξ(t))G2(S)T 2(t) ≥ σ̂2

2ϵ
n+2

c1 +
(

ǎ1
b̂â1

− ϵ
)n

odakle sledi da je zadovo	en uslov (C.4 ) iz Napomene 1.8.4 koji je ekvivalen-
tan uslovu (C.2 ) iz Leme 1.8.3.

Ostaje da se proveri da li va�i i uslov (C.3 ). Definixe se funkcija

V1(S, T,N) = −c̄1 lnT − c̄2 lnN + c̄3T + c̄4N,

gde su c̄1, c̄2, c̄3 i c̄4 pozitivne konstante koje �e u nastavku dokaza biti pogodno
izabrane.

Za funkciju V1(S, T,N, l) va�i

lim inf
l→+∞, (S,T,N)∈Θ\Ul

V1(S, T,N, l) = +∞,

pri qemu je Ul =
(

1
l
, ǎ1
b̂â1

− 1
l

)
×
(
1
l
, l
)
×
(
1
l
, l
)
. Funkcija V1(S, T,N, l) je nepre-

kidna na Ūl × S i te�i ∞ kada se (S, T,N, l) pribli�ava granici Θ × S. Iz
tog razloga, postoji taqka (S̄, T̄ , N̄ , l̄) u unutrax�osti Θ× S u kojoj funkcija
V1(S, T,N, l) dosti�e minimalnu vrednost. Shodno tome, u nastavku se razma-
tra nenegativna funkcija V̄1 ∈ C2(Θ× S,R+) odre�ena izrazom

V̄1(S, T,N, l) = V1(S, T,N, l)− V1(S̄, T̄ , N̄ , l̄).
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Primenom uopxtene formule Itoa na funkciju V̄1, korix�e�em qi�enice
da je G(S) ≤ 1 i zanemariva�em nekih nepozitivnih qlanova, dobija se

LV̄1(S, T,N)=− c̄1bt(l)
T

−c̄1r(l)G(S)−c̄1e1(l)
SN

T
+c̄1q(l)S+

1

2
c̄1σ

2
1(l)G2(S)

− c̄2bn(l)

N
−c̄2k(l)G(S)+c̄2dns(l)S+c̄2dn(l) +

1

2
c̄2σ

2
2(l)G2(S)

+c̄3r(l)G(S)T+c̄3e1(l)NS−c̄3q(l)TS−c̄3dt(l)T+c̄4bn(l)
−c̄4dn(l)N+c̄4k(l)G(S)N+c1dt(l)+c̄3bt(l)−c̄4dns(l)NS

≤ − c̄1bt(l)
T

− c̄2bn(l)

N
−c̄3(dt(l)−r(l))T−c̄4(dn(l)−k(l))N+c̄3bt(l)

+c̄1

(
ǎ1

b̂â1
q(l)+dt(l)+

1

2
c̄1σ

2
1(l)

)
+c̄2

(
ǎ1

b̂â1
dns(l)+dn(l)+

1

2
c̄1σ

2
2(l)

)
+(c̄3e1(l)−c̄4dns(l))NS+c̄4bn(l).

Korix�e�em nejednakosti (1.41) va�i slede�a ocena

LV̄1(S, T,N)≤−4 4
√
bt(l)bn(l)(dt(l)−r(l))(dn(l)−k(l))c̄1c2c̄3c̄4

+c̄1u(l)+c̄2v(l)+c̄3bt(l)+c̄4bn(l)+(c̄3e1(l)−c̄4dns(l))NS
=B0(l)+(c̄3e1(l)−c̄4dns(l))NS,

pri qemu je B0(l)=−4 4
√
bt(l)bn(l)(dt(l)−r(l))(dn(l)−k(l))c̄1c̄2c̄3c̄4+c̄1u(l) + c̄2v(l)

+ c̄3bt(l)+ c̄4bn(l). Neka je (ω(1), ω(2), ..., ω(M̄))T rexe�e slede�eg Poasonovog
sistema

Γω =
M̄∑
l=1

πlB0(l)


1
1
...
1

−B0,

pri qemu je B0 = (B0(1), B0(2), . . . , B0(M̄))T. Odabirom konstanti c̄1, c̄2, c̄3 i c̄4
u izrazu za LV̄1 na slede�i naqin

c̄1 =

∑M̄
l=1 πlΛ(l)∑M̄
l=1 πlu(l)

, c̄2 =

∑M̄
l=1 πlΛ(l)∑M̄
l=1 πlv(l)

, c̄3 =

∑M̄
l=1 πlΛ(l)∑M̄
l=1 πlbt(l)

, c̄4 =

∑M̄
l=1 πlΛ(l)∑M̄
l=1 πlbn(l)

,

imaju�i u vidu uslov (4.32) i primenom diferencijalnog operatora L na funkciju
V̄1 + ω(l) dobija se slede�a ocena

L(V̄1 + ω(l))≤B0(l) +
∑
j∈S

γljω(j)

=
M̄∑
l=1

πlB0(l)

= −4
M̄∑
l=1

π(l)Λ(l)
(

4
√
J − 1

)
.
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Neka su V2 = S, V3 = N, V4 = T funkcije �apunova. Primenom operatora L
na date funkcije va�e slede�e ocene,

LV2=a1(l)S−a1(l)b(l)S2−dst(l)SF(S, T )−dsn(l)SN−d1(l)S
≤(a1(l)−d1(l))S−a1(l)b(l)S2−dsn(l)SN
≤(ǎ1−d̂1)S−â1b̂S2−d̂snSN,

zatim

LV3=bn(l)+k(l)G(S)N−dns(l)NS−dn(l)N
≤ bn(l)−(dn(l)−k(l))N−dns(l)NS
≤ b̌n−(d̂n−ǩ)N−d̂nsNS,

kao i

LV4=bt(l)+r(l)G(S)T+e1(l)NS−q(l)TS−dt(l)T
≤ bt(l)+e1(l)NS−(dt(l)−r(l))T
≤ b̌t+ě1NS−(d̂t−ř)T.

Neka je V5 = V2 + V3 + aV4. Pozitivna konstanta a bi�e kasnije odre�ena.
Primenom operatora L na V5, a imaju�i u vidu ocene za LV2, LV3 i LV4, dobija
se

LV5≤ (ǎ1−d̂1)S−â1b̂1S2+b̌n−(d̂n−ǩ)N+ab̌t−a(ďt−r̂)T−(d̂ns+d̂sn−aě1)NS
= (ǎ1−d̂1)S−â1b̂1S2+b̌n−(d̂n−ǩ)N+ab̌t−a(ďt−r̂)T,

pri qemu posled�a jednakost va�i uz odabir pozitivne konstante a u obliku

a = d̂ns+d̂sn
ě1

. Polinom

p(S, T,N) = −â1b̂1S2+(ǎ1−d̂1)S−(d̂n−ǩ)N−a(ďt−r̂)T+b̌n+ab̌t

ima realne i vode�e negativne koeficijente, xto znaqi da postoji pozitivan
broj H tako da je

p(S, T,N) ≤ H,

xto implicira da je
LV5 ≤ H.

Konaqno, definixe se nenegativna funkcija V ∈ C2(Θ × S,R+) odre�ena
izrazom

V (S, T,N, l) = QV̄1 + V5.

Primenom formule Itoa na funkciju V dobija se,

LV ≤ −4Q
M̄∑
l=1

πlΛ(l)
(

4
√
J −1

)
+H

= −QΠ+H, (4.33)



132Glava 4 Modeli interakcije zara�enih �elija sa �elijama imunog sistema

gde je

Π = 4
M̄∑
l=1

πlΛ(l)
(

4
√
J − 1

)
> 0.

Ukoliko se konstanta Q u (4.33) izabere tako da va�i

Q ≥ F + 1

Π
,

tada je,
LV ≤ −1,

za proizvo	no (S, T,N) ∈ Θ\Dϵ, qime je teorema u potpunosti dokazana. ♢

4.2.4 Iskore�iva�e bolesti

Va�an zadatak u epidemiologiji je kako se mo�e uticati na dinamiku bolesti
sa ci	em da se bolest iskoreni na du�i vremenski period. U ovom ode	ku
dati su uslovi za koeficijente sistema (4.24) koji garantuju iskore�iva�e
bolesti.

Teorema 4.2.4 Ukoliko va�i uslov

M̄∑
k=1

πk (a1(k)− d1(k)) < 0, (4.34)

tada broj qestica virusa S sistema (4.24) skoro izvesno eksponencijalno
te�i nuli.

Dokaz. Primenom formule Itoa na lnS(t) dobija se

d lnS(t)=
[
a1(ξ)− a1(ξ)b(ξ)S − dst(ξ)F(S, T )− dsn(ξ)N − d1(ξ)

]
dt

≤
[
a1(ξ)− d1(ξ)

]
dt. (4.35)

Na osnovu ergodiqkog svojstva lanca Markova ξ va�i,

lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0

(a1(ξ(t))− d1(ξ(t)))dt =
M̄∑
k=1

πk (a1(k)− d1(k)) . (4.36)

Integracijom izraza d lnS u granicama od 0 do t dobija se,

lnS(t)− lnS(0) ≤
∫ t

0

(a1(ξ(s))− d1(ξ(s)))ds. (4.37)

Imaju�i u vidu da va�i uslov (4.34), kao i (4.35) i (4.36), sledi da je

lim sup
t→∞

lnS(t)

t
≤

M̄∑
k=1

πk (a1(k)− d1(k)) < 0. s.i.

qime je dokaz zavrxen.♢
Napomena 4.2.1 Dobijeni uslov (4.34) ukazuje na odnos izme�u replikacione
stope qestica virusa i stope �ihove prirodne smrti. Ukoliko je stopa pri-
rodne smrti qestica virusa ve�a od �egove replikacine stope, xto zapravo
sugerixe uslov (4.27), tada dolazi do iskore�iva�a bolesti.
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4.3 Stohastiqki model interakcije

virusa hepatitisa C i imunog sistema

Kao xto je opisano u Glavi 2, hepatitis C je zapa	e�e jetre izazvano hepatitis
C virusom. Ovaj virus mo�e izazvati kako akutan tako i hroniqan hepatitis
razliqite jaqine, od blagog do ozbi	nog do�ivotnog obo	e�a uz poslediqnu
cirozu jetre i karcinom.

�elijski imuni odgovor je va�an u oporavku od akutne infekcije. Studije
o akutnom hepatitisu C pokazuju da je aktivacija CD8+ T-�elija �elijskog
odgovora povezana sa spontanim oporavkom. Me�utim, uloga �elijskog imunog
odgovora na razvoj hroniqne bolesti je predmet da	eg ispitiva�a. Dosada-
x�a istra�iva�a pokazala su da tokom hroniqne infekcije �elijski imuni
odgovor podstiqe unixtava�e �elija jetre kao posledicu unixtava�a zara�e-
nih �elija. Uspexno izleqe�e akutne infekcije zahteva koordinisanu funk-
ciju uro�enog imuniteta, pre svega NK-�elija, kao i steqenog imuniteta u
vidu T-�elija. Tako�e, stvara�e neutralixu�ih �elija potpoma�e oporavak
i spreqava nastanak hroniqne infekcije.

Citotoksiqne �elije kontrolixu replikaciju virusa direktnim unixte-
�em inficiranih �elija i stvara�em citokina koji sma�uju virusnu repli-
kaciju. Nemogu�nost izleqe�a hepatitis C infekcije nastaje zbog kax�e�a
imunog odgovora. Mogu�i mehanizmi koji dovode do razvoja hroniqne hepa-
titis C infekcije su nesposobnost NK-�elija i T-�elija da unixte virus
kao i neuspexna produkcija citokina xto ima za posledicu gubitak kontrole
nad virusom. Kontinuirana replikacija virusa dovodi do unixte�a infici-
ranih �elija i zapa	enskog odgovora koji dovodi do ciroze jetre.

U ovom poglav	u predstav	en je najpre deterministiqki model, na osnovu
koga je konstruisan stohastiqki model, kojim se opisuje xire�e virusa koji
izaziva hepatitis C kao i imuni odgovor zara�ene osobe. Ideja za rezultate
koji �e biti izlo�eni u nastavku ovog poglav	a je rad [112] u kome je opisan
deterministiqki model sa kax�e�em za virusnu infekciju hepatitisom C, sa
Bedington{DeAngelis funkcionalnim odgovorom. U Ode	ku 4.3.1 izlo�eni
su uvodni pojmovi i rezultati iz [112], dok su novi nepublikovani rezultati,
izlo�eni u Ode	ku 4.3.2.

4.3.1 Uvodni pojmovi i rezultati

Veliki broj procesa u prirodi, ali i u qovekovom organizmu, uk	uquje vre-
mensko kax�e�e. Samim tim, modeli koji uzimaju u obzir efekat vremen-
skog kax�e�a realnije opisuju procese i pojave iz svakodnevnog �ivota nego
modeli bez kax�e�a. Kao xto je ve� napomenuto, vremensko kax�e�e pred-
stav	a vremenski period koji protekne izme�u uzroka nekog doga�aja i �egove
realizacije. Uvo�e�e vremenskog kax�e�a u epidemioloxke modele pove�ava
stepen �ihove realnosti, jer svakako osoba ne postaje prenosilac zaraze u
trenutku unosa infektivnog agensa, ve� je potrebno da pro�e odre�eni vre-
menski period koji se naziva period inkubacije. Vremensko kax�e�e mo�e
biti konstantno i vremenski zavisno, a koji tip kax�e�a �e biti uveden za-
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visi od procesa koji se modelira.
�ao79 i ostali [112] su konstruisali deterministiqki model kojim se opi-

suje zara�ava�e virusom hepatitisa C, ali u uslovima in vivo. Drugim reqima,
autori su, kroz ovaj model, pokuxali da opixu reakciju imunoloxkog sistema
qoveka na virus hepatitisa C. Sistem kojim se to opisuje ima slede�i oblik

dT (t)=(Λ−dT (t)−f(T (t), V (t)))dt,

dT ∗(t)=[e−sτf(T (t− τ), V (t− τ))−δT ∗(t)−pY (t)T ∗(t)]dt,

dV (t)=(NδT ∗(t)−cV (t)−qA(t)V (t))dt, (4.38)

dY (t)=(βT ∗Y (t)−γY (t))dt,

dA(t)=(gA(t)V (t)−bA(t))dt, t ≥ 0

sa poqetnim uslovom:

T (θ)=ψ1(θ), T
∗(0) = T ∗0, V (θ)=ψ2(θ), Y (0)=Y 0, A(0)=A0, θ ∈ [−τ, 0].

(4.39)
Promen	ive T (t), T ∗(t) i V (t) oznaqavaju broj neinficiranih �elija, in-

ficiranih �elija i slobodnih qestica virusa, u trenutku t, redom. Λ predsta-
v	a broj replikovanih neinficiranih �elija koje izumiru po stopi d. Funk-
cija f(T (t), V (t))= kT (t)V (t)

1+k1T (t)+k2V (t)
, k1, k2 ≥ 0 je broj novih infektivnih viriona

u jedinici vremena, xto se u literaturi oznaqava kao funkcija incidencije
i u ovom modelu je zadata je u vidu Bedington80{DeAngelis81 funkcionalnog
odgovora (videti [4, 10]). Neinficirane �elija postaju inficirane po stopi
k. Inficirane �elije umiru prirodnom smr�u po stopi δ. Tako�e, inficirane
�elije sadr�e qestice virusa, pa samim tim doprinose broju slobodnih qes-
tica virusa, xto je opisano qlanom NδT ∗. Stopa smrtnosti slobodnih qestica
virusa je c.

Nakon virusne infekcije, imunoloxki odgovor qoveka je univerzalan i ima
za ci	 da eliminixe ili kontrolixe bolest. Kao xto je bilo reqi u uvodnom
izlaga�u Glave 4, citotoksiqni T-limfociti (CTL) igraju k	uqnu ulogu u an-
tivirusnoj odbrani napadaju�i infektivne qestice. Dinamika T-limfocita
je predstav	ena qetvrtom po redu jednaqinom sistema (4.38). Ta jednaqina
opisuje CTL odgovor, tj. promenu broja T-limfocita za odre�eni vremen-
ski period. To znaqi da qlan pY T ∗ u drugoj jednaqini sistema predstav	a
jaqinu CTL imunoloxkog odgovora, jer se broj slobodnih qestica virusa uma-
�uje za tu vrednost. Citotoksiqni T-limfociti se produkuju prema stopi β.
Konaqno, T-limfociti izumiru po stopi γ.

Imunoloxki odgovor qoveka uz pomo� antitela posti�e se B-limfocitima.
B-limfociti imaju k	uqnu ulogu u prevenciji i regulisa�u toka infekcije.
U ci	u ispitiva�a jako slo�ene interakcije izme�u virusa koji je u stalnom
procesu replikacije, nezara�enih �elija i razliqitih tipova imunoloxkog
odgovora (CTL odgovor i antigen-antitelo imuni odgovor) uvodi se i peta
jednaqina sistema, u kojoj A(t) predstav	a broj antitela u trenutku t. Sho-
dno tome, qlan qAV u tre�oj jednaqini sistema opisuje za koliko se uma�uje

79Yingying Zhao
80John Beddington
81Donald DeAngelis
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broj slobodnih qestica virusa u reakciji sa antitelima. Jaqina imunolo-
xkog odgovora antitelima data je sa gAV i proporcionalna je broju antitela
i qestica virusa. Antitela izumiru po stopi b.

Ukoliko bi se ignorisao efekat unutar{�elijskog kax�e�a to bi znaqilo
da imunoloxki odgovor nastupa odmah, qim virus zarazi �eliju. Me�utim,
unutar{�elijsko kax�e�e mo�e znaqajno da utiqe na dinamiku infekcije.
Iz tog razloga, autori su u [112] pretpostavili da produkcija novih qestica
virusa u trenutku t zavisi od koncentracije virusa i inficiranih �elija u
trenutku t− τ . Od trenutka t− τ do t qestice virusa i inficirane �elije �e
pre�iveti po stopi e−sτ . Iz tog razloga se e−sτ naziva stopa pre�iv	ava�a
inficiranih �elija i qestica virusa tokom peroda latencije. Treba nagla-
siti da 1

s
predstav	a proseqan �ivotni vek zara�enih �elija. Dakle, vre-

mensko kax�e�e τ u ovom sluqaju predstav	a period latencije, tj. period
koji opisuje vreme izme�u ulaska virusa u ci	nu �eliju (u ovom sluqaju he-
patocit) i produkcije novih virusnih qestica (replikacija virusa). Kako je
period latencije poznat za sluqaj virusa hepatitisa C, to je prirodno u ovom
sluqaju pretpostaviti da je vremensko kax�e�e konstantno.

U radu [112] autori dokazuju da je rexe�e deterministiqkog sistema pozi-
tivno, ultimativno ograniqeno i nalazi se u pozitivno invarijantnoj oblasti

Γ =
{
(T, T ∗, V, Y, T ) ∈ C+ × R+ × C+ × R+ × R+ : ∥T∥ ≤ Λ

d
+ 1, T ∗ ≤ Λ

d1
+ 1,

∥V ∥ ≤ NδΛ

cd1
+ 1, Y ≤ βNkδΛ2

pcdd1d2
e−st + 1, A ≤ gNδΛ

qd1d3
+ 1
}
,

gde je d1 = min{δ, d}, d2 = min{γ, δ} i d3 = min{c, b}. Za τ > 0 sa C+

= C ([−τ, 0],R+) oznaqen je Banahov prostor neprekidnih preslikava�a inter-
vala [−τ, 0] u R+ sa supremum normom ∥ψ∥ = sup−τ≤θ≤0 |ψ(θ)| gde su funkcije
ψ ∈ C = C ([−τ, 0],R).

S obzirom na to da do prirodne smrti, kako virusa, tako i imunoloxkih
�elija, dolazi na sluqajan naqin, opravdano je pretpostaviti da su prirodne
stope smrtnosti sluqajne, tj. d→ d+ σ1ẇ1(t), δ → δ + σ2ẇ2(t), c→ c+ σ3ẇ3(t),
γ → γ + σ4ẇ4(t) i b → b + σ5ẇ5(t). Na taj naqin se dobija slede�i sistem
stohastiqkih diferencijalnih jednaqina

dT (t)=(Λ−dT (t)−f(T (t), V (t)))dt−σ1T (t)dw1(t),

dT ∗(t)=[e−sτf(T (t− τ), V (t− τ))−δT ∗(t)−pY (t)T ∗(t)]dt−σ2T ∗(t)dw2(t),

dV (t)=(NδT ∗(t)−cV (t)−qA(t)V (t))dt+NT ∗(t)σ2dw2(t)− σ3V (t)dw3(t),

dY (t)=(βT ∗Y (t)−γY (t))dt− σ4Y (t)dw4(t), (4.40)

dA(t)=(gA(t)V (t)−bA(t))dt− σ5A(t)dw5(t), τ > 0, t ≥ 0,

gde su wi = {wi(t), t ≥ 0} nezavisna Braunova kreta�a i σi, za i = 1, 2, . . . , 5, su
intenziteti belih xumova. Poqetni uslov sistema (4.40) dat je sa

T (θ)=φ1(θ), T
∗(0) = T ∗

0, V (θ)=φ2(θ), Y (0)=Y0, A(0)=A0, θ ∈ [−τ, 0], (4.41)

pri qemu su φi ∈ D za i = 1, 2, gde je D prostor F0-adaptiranih funkcija iz
D,

D = {(T, T ∗, V, Y, T ) ∈ C+ × R+ × C+ × R+ × R+}. (4.42)
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4.3.2 Egzistencija i jedinstvenost pozitivnog rexe�a

Kako komponente T, T ∗, V, Y i A modela (4.40) predstav	aju broj zdravih
�elija, �elija imunoloxkog sistema i qestica virusa, prirodno je pretpo-
staviti da su to pozitivne veliqine. U ci	u asimptotske analize sistema
(4.40) prvi korak je pokazati da je rexe�e sistema jedinstveno, pozitivno i
globalno, xto je predstav	eno slede�im rezultatom.

Teorema 4.3.1 Za proizvo	an poqetni uslov (4.41) postoji jedinstveno, ne-
prekidno, Markovsko globalno rexe�e (T (t), T ∗(t), V (t), Y (t), A(t)), t ≥ −τ si-
stema (4.40) i ovo rexe�e je invarijantno u odnosu na oblast D sa verova-
tno�om 1.

Skica dokaza. Teorema se dokazuje prate�i liniju dokaza Teoreme 2.3.1. Za
prirodan broj n definixe se oblast Dn na slede�i naqin

Dn=
{
(T, T ∗, V, Y, A) : e−n<T <en, e−n<T ∗<en, e−n<V <en,

e−n<Y <en, e−n<A<en
}
.

Sistem (4.40) ima jedinstveno rexe�e do vremena zaustav	a�a τ(Dn).
Definixe se funkcional V ∈ C1,2([0,∞)× D,R+) kao

V (t, T, T ∗, V, Y, A)=e−sτT +T−lnT+T ∗+V +Y +A+ e−sτ

∫ t

t−τ

f(T (s), V (s))ds,

gde je oblast D data sa (4.42).
Za (t, T, T ∗, V, Y, A) ∈ [0,∞)× D, primenom nejednakosti u− 1− lnu ≥ 0 za

u > 0, va�i V (t, T, T ∗, V, Y, A) ≥ e−sτ .
Tako�e, inf(t,T,T ∗,V,Y,A)∈([0,∞)×D)\Dn V (t, T, T ∗, V, Y, A) > 11

2
en za n ∈ N.

Ostatak dokaza sliqan je dokazu Teoreme 2.3.1 i iz tog razloga ovde �e biti
izostav	en.

4.3.3 Iskore�iva�e bolesti i neperzistentnost

u sred�em

Teorema 4.3.2 Ukoliko za proizvo	an broj ε ∈ (0, 1) va�i uslov

σ2
2 >

δ2

2(1− ε)
(
c+

σ2
3

2

) , (4.43)

tada broj slobodnih qestica virusa i antitela sistema (4.40) skoro izvesno
eksponencijalno te�i nuli. Xtavixe, pod istim uslovom va�i i

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

T (s)ds =
λ

d
s.i. (4.44)
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Dokaz. Kako je za proizvo	an poqetni uslov (4.41) rexe�e sistema (4.40)
pozitivno, tada va�i slede�a ocena

dT (t) ≤ (λ− dT (t))dt− σ1T (t)dw1(t).

Neka je

dX(t) = (λ− dX(t))dt− σ1X(t)dw1(t), (4.45)

linearna stohastiqka diferencijalna jednaqina sa poqetnim uslovom X(θ)
= φ1(θ), θ ∈ [−τ, 0]. Na osnovu Teoreme 1.16 iz [45], gde su funkcije S(x)= λ−dx
i σ(x) = −σ1x, jednaqina (4.45) ima stacionarno rexe�e qija je gustina

π(x) =
1

G · σ2(x)
· e2

∫ x
0

S(t)

σ2(t)
dt

=
1

G · σ2
1x

2
· e

2
∫ x
0

λ−dt

σ2
1t

2 dt

= Fx
−2− 2d

σ2
1 e

− 2λ

σ2
1x ,

za svako x ∈ (0,∞), pri qemu je konstanta F =
(

2λ
σ2
1

)1+ 2d

σ2
1 Γ−1

(
1 + 2d

σ2
1

)
, dok je G

realan broj koji je odre�en kao

G =

∫ ∞

−∞

1

σ2(x)
· e2

∫ x
0

S(t)

σ2(t)
dt
dx

=

∫ ∞

0

1

σ2
1x

2
· e

2
∫ x
0

λ−dt

σ2
1t

2 dt
dx

=
1

2π
Γ

(
1 +

2d

σ2
1

)(
2λ

σ2
1

)− 2d

σ2
1

i
∫∞
0
π(x)dx = 1.

Neka je X(t), t ≥ 0, rexe�e jednaqine (4.45) sa poqetnim uslovom X(θ)
= φ1(θ), θ ∈ [−τ, 0]. Na osnovu Teoreme 1.4.4 (Teorema upore�iva�a za stohas-
tiqke diferencijalne jednaqine) va�i da je

T (t) ≤ X(t), t ≥ 0, s.i.

Tako�e, ∫ ∞

0

xπ(x) = EX =
λ

d
.

Sa druge strane, na osnovu Leme 1.8.1 je

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

X(s)ds =

∫ ∞

0

xπ(x) s.i.

Konaqno, imaju�i u vidu Teoremu 1.4.4 (Teorema upore�iva�a za stohastiqke
diferencijalne jednaqine), dobija se da je

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

T (s)ds ≤ lim
t→∞

1

t

∫ t

0

X(s)ds =
λ

d
s.i. (4.46)
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Da	e, primenom formule Itoa na lnV dobija se

d lnV (t)=

[
Nδ

T ∗(t)

V (t)
−N2

(
T ∗(t)

V (t)

)2

· σ
2
2

2
−qA(t)−

(
σ2
3

2
+c

)]
dt+N

T ∗(t)

V (t)
σ2dw2(t)

−σ3dw3(t)

≤

[
Nδ

T ∗(t)

V (t)
−N2

(
T ∗(t)

V (t)

)2

· σ
2
2

2
−
(
σ2
3

2
+c

)]
dt+N

T ∗(t)

V (t)
σ2dw2(t)

−σ3dw3(t).

Tada je

lnV (t)

t
≤ lnV (0)

t
+

1

t

∫ t

0

[
Nδ

T ∗(r)

V (r)
−N2

(
T ∗(r)

V (r)

)2

· σ
2
2

2
−
(
σ2
3

2
+c

)]
dr

+
M1(t)

t
+
M2(t)

t
, (4.47)

gde su M1(t) =
∫ t

0
N T ∗(s)

V (s)
σ2dw2(s) i M2(t) =

∫ t

0
σ3dw3(s) realni neprekidni

lokalni martingali za koje je M1(0) = M2(0) = 0. Za martingal M2(t) va�i

lim supt→∞
⟨M2,M2⟩t

t
≤ σ2

3 < ∞ skoro izvesno. Primenom Teoreme 1.1.6 (Strogi

zakon velikih brojeva za martingale) dobija se limt→∞
M2(t)

t
= 0 skoro izvesno.

Da bi se ocenio martingal M1(t) u nastavku dokaza koristi�e se Teorema 1.4.5
(Eksponencijalna martingalna nejednakost), tj.

P

{
sup

0≤t≤n

[
M1(t)−

α

2

∫ t

0

(
N
T ∗(s)

V (s)
σ2

)2

ds

]
> β

}
≤e−αβ,

pri qemu je n ≥ 1 proizvo	an ceo broj a α i β proizvo	ni brojevi koji �e
pogodno biti izabrani u nastavku. Neka je ε ∈ (0, 1) proizvo	an broj. Ukoliko
se pozitivni brojevi α i β izaberu kao α = ε i β = 2 lnn

ε
, tada va�i

P

{
sup

0≤t≤n

[
M1(t)−

ε

2

∫ t

0

(
N
T ∗(s)

V (s)
σ2

)2

ds

]
>

2 lnn

ε

}
≤ 1

n2
.

S obzirom na to da red
∑

n=1∞
1
n2 konvergira, na osnovu Borel-Kantelijeve82

leme sledi da postoji Ω0 ⊂ Ω pri qemu je P (Ω0) = 1, tako da se za svako ω ∈ Ω0

mo�e na�i ceo broj n0(ω), za n ≥ n0(ω) i t ∈ [n− 1, n] tako da va�i

sup
0≤t≤n

[
M1(t)−

ε

2

∫ t

0

(
N
T ∗(s)

V (s)
σ2
2

)2

ds

]
≤ 2 lnn

ε
,

odakle je

M1(t)≤
2 lnn

ε
+
ε

2

∫ t

0

(
N
T ∗(s)

V (s)
σ2

)2

ds. (4.48)

82Francesco P .Cantelli



4.3 Stohastiqki model interakcije virusa hepatitisa C i imunog sistema 139

Zamenom (4.48) u (4.47), dobija se slede�a relacija,

lnV (t)

t
≤ lnV (0)

t
+

1

t

∫ t

0

[
Nδ

T ∗(r)

V (r)
− 1−ε

2
N2

(
T ∗(r)

V (r)

)2

· σ2
2−
(
σ2
3

2
+c

)]
dr

+
2 lnn

tε
+
M2(t)

t
.

Neka je za fiksirano t u posled�oj nejednakosti x=N T ∗(r)
V (r)

. Funkcija f(x)

=− (1−ε)σ2
2

2
x2+δx−

(
σ2
3

2
+c
)
dosti�e svoju maksimalnu vrednost δ2

2(1−ε)σ2
2
−
(

σ2
3

2
+c
)

za x = δ
(1−ε)σ2

2
. Tada, va�i slede�a ocena

lnV (t)

t
≤ lnV (0)

t
+

1

t

∫ t

0

[
δ2

2(1− ε)σ2
2

−
(
σ2
3

2
+c

)]
dt+

2 lnn

tε
+
M2(t)

t
,

odnosno

lnV (t)

t
≤ lnV (0)

t
+

[
δ2

2(1− ε)σ2
2

−
(
σ2
3

2
+c

)]
+
2 lnn

tε
+
M2(t)

t
. (4.49)

Izraqunava�em graniqne vrednosti u (4.49), imaju�i u vidu uslov (4.43), va�i

lim sup
t→∞

lnV (t)

t
≤ −

(
σ2
3

2
+c− δ2

2(1− ε)σ2
2

)
< 0, (4.50)

odnosno limt→∞ V (t) = 0 skoro izvesno.
U nastavku dokaza, bi�e pokazano da je limt→∞A(t) = 0 skoro izvesno. Pri-

menom formule Itoa na lnA sistema (4.40) sledi

d(lnA(t)) =

(
gV (t)− b− σ2

5

2

)
dt− σ5dw5(t). (4.51)

Integracijom (4.51) od 0 do t dobija se

lnA(t) = lnA(0) + g

∫ t

0

V (s)ds−
∫ t

0

(
b+

σ2
5

2

)
dt+M3(t),

pri qemu je M3(t) =
∫ t

0
σ5dw5(s) realan neprekidan lokalan martingal za koji

jeM3(0) = 0. Oqigledno, lim supt→∞
⟨M3,M3⟩t

t
≤ σ2

5 <∞ skoro izvesno. Na osnovu

Teoreme 1.1.6 (Strogi zakon velikih brojeva za martingale) sledi limt→∞
M3(t)

t

= 0 skoro izvesno. Ukoliko se obe strane posled�e jednakosti podele sa t i
izraquna se graniqna vrednost dobijenog izraza, kada t→ ∞, dobija se

lim
t→∞

lnA(t)

t
= g⟨V (t)⟩ −

(
b+

σ2
5

2

)
+ lim

t→∞

lnA(0)

t
+ lim

t→∞

M3(t)

t
.

Kako iskore�iva�e slobodnih qestica virusa implicira �ihovu neperzisten-
tnost u sred�em, va�i da je limt→∞⟨V (t)⟩ = 0, xto zajedno sa qi�enicom da je

limt→∞
M3(t)

t
= 0 skoro izvesno, implicira

lim
t→∞

lnA(t)

t
= −

(
b+

σ2
5

2

)
< 0,

odakle sledi zak	uqak da je limt→∞A(t) = 0 skoro izvesno.♢
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Napomena 4.3.1 U ci	u ozdrav	e�a, tj. iskore�iva�a bolesti potrebna je
potpuna eliminacija qestica virusa iz organizma zara�enog, kako bi doxlo
do regeneracije jetre i potpunog oporavka. Istovremeno, sa sma�e�em broja
qestica virusa u organizmu, opada i sinteza antitela jer izostaje stimulacija
imunoloxkog sistema u odsustvu virusa. Kao posledica toga broj antitela
te�i nuli kod oporav	enih pacijenata. Me�utim, usled hroniqnog karaktera
infekcije hepatitisom C, u organizmu obolelog postoji stalno prisustvo ma-
log broja inficiranih �elija u kojima qestice virusa opstaju i tokom vremena
potencijalno obnav	aju kliniqku sliku bolesti. Sa druge strane, broj nein-
ficiranih �elija te�i koliqniku broja novostvorenih i izumrlih �elija. To
predstav	a prirodan proces kod qoveka jer je to odra�aj homeostaze u orga-
nizmu, odnosno ravnote�e izme�u broja stvorenih i umiru�ih �elija, koja je
poreme�ena u sta�ima infekcija, u ovom sluqaju hepatitis C.



Zak	uqak

U ovoj doktorskoj disertaciji razmatrana je primena stohastiqkih dife-
rencijalnih jednaqina u opisiva�u evolucije bolesti (bolesti zavisnosti, in-
fektivnih i hematoloxkih bolesti). Polaze�i od ve� utvr�enog determini-
stiqkog modela, stohastiqkim perturbacijama tipa Gausovog belog ili tele-
grafskog xuma, formira se sistem stohastiqkih diferencijalnih jednaqina
qija se dinamika deta	no prouqava. U tom smislu, najpre se za svaki od razma-
tranih modela pokazuje egzistencija i jedinstvenost pozitivnog rexe�a, xto
je neophodno s obzirom na prirodu problema koji se posmatra. Centralni deo
rada odnosi se na dinamiqka svojstva razmatranih modela: iskore�iva�e ili
opstanak bolesti u populaciji. Dobijeni teorijski rezultati ilustrovani su
odgovaraju�im primerima.

U Glavi 2 se razmatraju tri stohastiqka modela xire�a hepatitisa C,
pri qemu se u obzir uzima i klasa osoba koje su u izolaciji. U Glavi 3 se
razmatra stohastiqki heroinski model, koji uk	uquje dva vremenski raspode-
	ena kax�e�a. Prvo vreme kax�e�a opisuje vreme koje je potrebno da osoba
pre�ivi sve faze od trenutka kada otpoqne da koristi heroin pa do stadi-
juma kada postane heroinski zavisnik, dok drugo vreme kax�e�a opisuje vreme
koje je potrebno da heroinski zavisnik koji krene na tretman ponovo postane
neleqeni korisnik heroina. Oba vremena kax�e�a su konaqna. U Glavi 4 se
razmatraju stohastiqki modeli interakcije komponenti imunoloxkog sistema
qoveka i �elija tumora, qestica virusa KOVID-19 ili hepatitisa C. Model
koji opisuje interakciju virusa hepatitisa C i imunog sistema uk	uquje vre-
mensko kax�e�e kojim se opisuje period latencije virusa.

Kroz disertaciju je vixe puta istaknuto da stohastiqki modeli pred-
stav	aju uopxte�e deterministiqkih i da realnije opisuju xire�e zaraznih
bolesti, s obzirom na to da uk	uquju uticaj nepredvidivih faktora sredine.
Me�utim, i ovakav pristup ima svoje nedostatke, tako da bi prevazila�e�e
tih nedostataka bio pravac da	ih istra�iva�a. Naime, kako se perturbaci-
jom nekog parametra deterministiqkog modela, npr. µ(t), Gausovim belim xu-

mom dobija µ(t) = µ+ σ dw(t)
dt
, pri qemu je sred�a vrednost za µ(t) na intervalu

[0, T ] data sa

µ̄ =
1

T

∫ T

0

µ(t)dt = µ+ σ
w(T )

T
∼ N

(
µ,
σ2

T

)
,

to znaqi da disperzija za µ̄ te�i beskonaqnosti kada T te�i 0. Ovaj nedostatak
prikazanog pristupa u formira�u stohastiqkih modela se mo�e prevazi�i
tako xto bi se parametri posmatrali kao sred�e{povratni (mean − reverting)
procesi, a klasiqan proces ovog tipa je Ornxtajn-Ulenbekov proces, tako da
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bi va�ilo da je

dµ(t) = θ(µ̃− µ(t))dt+ σdω(t),

gde je µ̃ asimptotska sred�a vrednost za µ(t), θ brzina reverzije, a σ2 inten-
zitet xuma. Ovako formiran proces ima disperziju koja te�i 0 kada T → 0
pa se na ovakav naqin mo�e prevazi�i pomenuti nedostatak u formira�u sto-
hastiqkih modela iz ove disertacije.

Tako�e, neke promene u �ivotnoj sredini, kao xto su prirodne katastrofe
(zem	otresi, poplave, vuklanske erupcije) ali i epidemijske bolesti (KOVID{
19, SARS, denga, ebola) mogu da izazovu naruxava�e neprekidnosti rexe�a
odgovaraju�eg matematiqkog modela. Ovaj nedostatak se mo�e prevazi�i uvo-
�e�em skokova u stohastiqku diferencijalnu jednaqinu kojima se ti modeli
opisuju, kao na primer u [13].
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[29] K. Itô, Stochastic integrals, Proceedings of the Imperial Academy, 20 (8) (1944)
519–524.



Literatura 145
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[36] M. Jovanović, S. Janković, Neutral stochastic functional differential equations
with additive perturbations, Applied Mathematics and Computation, 213 (2009)
370–379.
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• M. Jovanović, V. Vujović, Stability of Stochastic Heroin Model with Two Dis-
tributed Delays, Discrete & Continuous Dynamical Systems - Series B, 25 (7),
(2020), 2407-2432 (M22)
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