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Predgovor

U doktorskoj disertaciji Numericke aproksimacije resenja neutralnih stohastickih
diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem proucavaju se aproksi-
macije reSenja neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavis-
nim kasnjenjem i neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-
zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova. Pritom se razmatraju numericke metode
aproksimacije reSenja, i to: Fuler-Maruyamina metoda, backward Eulerova metoda
i §-Euler-Maruyamina metoda.

Poznato je da se pomocu stohastickih diferencijalnih jednacina mogu modeli-
rati mnoge pojave koje zavise od slu¢ajnih faktora. Cesto opisivanje takvih pojava
zahteva komplikovane modele zasnovane na neutralnim stohastickim diferencijalnim
jednacinama, zbog ¢ega su one predmet proucavanja velikog broja autora. U mnogim
situacijama iz realnog zivota, promene sistema su uslovljene kako trenutnim stanjem,
tako i stanjima sistema u periodu koji prethodi datom trenutku i tada se stanje
sistema opisuje nekom funkcijom vremena. Takvi sistemi se matematicki modeli-
raju pomocu neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim
kasnjenjem i imaju Siroku primenu, naro¢ito u populacionoj dinamici, biologiji i
finansijama. Medutim, u veéini slucajeva, stohasticke diferencijalne jednacine se
ne mogu resiti eksplicitno, tako da je potrebno proucavati njihova aproksimativna
reSenja. Posebno je vazno odrediti uslove pod kojima tacno i aproksimativno resenje
imaju zajednicke osobine, kao sto su stabilnost, neprekidnost i ograni¢enost mome-
nata. Postoje brojni radovi na temu numerickih aproksimacija resenja stohastickih
diferencijalnih jednacina sa kasnjenjem [20, 55, 56, 68, 69], neutralnih stohastickih
diferencijalnih jednacina [54, 65, 66, 67, 91, 92] i stohastickih diferencijalnih jednacina
sa prelazima Markova [21, 42, 53, 58, 59].

Osnovni cilj ove disertacije je prosirivanje rezultata na druge tipove jednacina,
kao i koris¢enje novih tehnika. Postoje implicitne i eksplicitne numericke metode
aproksimacije resenja stohastickih diferencijalnih jednacina, a medu najvaznijim kri-
terijumima za njihovu primenu je da se metoda lako implementira i da aproksima-
tivna reSenja nasleduju svojstva tacnog resenja. Medu radovima na temu numerickih
metoda aproksimacije resenja narocito se isticu radovi [18, 20, 42, 57, 65, 66, 67] i
knjiga [59], kao i literatura na koju se knjiga poziva.



Ova disertacija jednim delom prosiruje postojec¢e rezultate iz oblasti aproksi-
macija reSenja Euler-Maruyaminom metodom, backward Eulerovom metodom i -
Euler-Maruyaminom metodom na jos neke klase jednacina. Drugim delom se odre-
duju uslovi skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti tacnog i aproksimativnog rese-
nja, kao i konvergencije u verovatnoci niza aproksimativnih resenja ka ta¢nom resenju,
koji su uslovljeni pre svega prirodom samih jednacina.

Disertacija sadrzi rezultate koji su izlozeni u tri glave.

U prvoj glavi su navedeni osnovni pojmovi i rezultati teorije stohastickih procesa i
teorije stohastickih diferencijalnih jednacina, pre svega osnovne teoreme egzistencije
i jedinstvenosti reSenja razlic¢itih tipova stohastickih diferencijalnih jednacina. Za-
tim su navedene neke numericke metode aproksimacije resenja obi¢nih stohastickih
diferencijalnih jednacina i obi¢nih stohastickih diferencijalnih jednac¢ina sa prelazima
Markova.

U drugoj glavi se razmatraju egzistencija, jedinstvenost i stabilnost tacnog resenja
neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem
i prelazima Markova, pri ¢emu je funkcija kasnjenja neogranicena. Na taj nacin su
prosireni rezultati iz rada [20], koji se odnose na odredivanje dovoljnih uslova stabil-
nosti resenja stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem
i prelazima Markova. Pored toga, uvodenjem pretpostavke o ograni¢enosti funkcije
kasnjenja, odredeni su dovoljni uslovi skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti i sta-
bilnosti u srednjem reda p resenja neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa
vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova. Na taj nacin su prosireni rezul-
tati iz rada [66]. Osnovna razlika izmedu rada [66] i rezultata navedenih u disertaciji
je u drugacijoj verziji uslova Khasminskiiog, koje je potrebno da zadovoljavaju ko-
eficijenti jednacina i u opstem slucaju ti uslovi nisu uporedivi. Zatim se proucava
konvergencija u verovatno¢i diskretnog i neprekidnog Euler-Maruyaminog resenja
ka ta¢nom reSenju, kao i skoro izvesna eksponencijalna stabilnost diskretnog Euler-
Maruyaminog reSenja za neutralne stohasticke diferencijalne jednac¢ine sa vremenski-
zavisnim kaSnjenjem i prelazima Markova. S obzirom na to da neutralni ¢lan za-
visi od procesa Markova, na¢in definisanja Euler-Maruyaminog resenja se razlikuje
od onog koji je predstavljen u radu [65] i uslovljen je samom prirodom jednacine
koja se razmatra. Pomenuti rezultati su objavljeni u radu [73], M. Obradovié¢, M.
Milosevi¢, Stability of a class of neutral stochastic differential equations with un-
bounded delay and Markovian switching and the Fuler—Maruyama method J. Com-
put. Appl. Math. (2017) 244-266. Takode, za pomenuti tip jednacina je dokazana
i skoro izvesna eksponencijalna stabilnost backward Eulerove metode. Ovi rezultati
su prosirenje rezultata iz rada [67], u kome je dokazana skoro izvesna eksponencijalna
stabilnost za klasu neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-
zavisnim kaSnjenjem. Osim toga, neutralni ¢lan je hibridan, odnosno zavisi od
procesa Markova i zbog toga je aproksimativno resenje definisano na drugaciji nacin
od onog iz rada [67]. Rezultati ovog dela disertacije su objavljeni u radu [77], M.
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Obradovi¢, Implicit numerical methods for neutral stochastic differential equations
with unbounded delay and Markovian switching, Applied Mathematics and Compu-
tation 347 (2019) 664-687.

U trecoj glavi se razmatra #-Euler-Maruyamina metoda za klasu neutralnih sto-
hastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem. Razmatra se
skoro izvesna eksponencijalna stabilnost #-Euler-Maruyamine metode posebno za
slucaj kada je 6 € (0, %] i za slucaj kada je 0 € (%, 1). U radu [74], M. Obradovi¢, M.
Milosevié¢, Almost sure exonential stability of 0-FulerMaruyama method for neu-
tral stochastic differential equations with time-dependent delay when 6 € [0,%],
Filomat 31:18 (2017) 5629-5645, zbog prisustva vremenski-zavisnog kasnjenja u
koeficijentu prenosa i u neutralnom c¢lanu, tehnika koja se koristi u dokazivanju
skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti se razlikuje od onih koje su koris¢ene za
neke druge klase neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina. Kako bi ispiti-
vanje skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti bilo kompletno, posebno se razma-
tra slucaj kada je 6§ = 0, odnosno f-Euler-Maruyamina metoda se svodi na Euler-
Maruyaminu metodu. Rezultati za slucaj kada je 6 € (3,1) su objavljeni u radu [75],
M. Obradovi¢, M. Milosevi¢, Almost sure exonential stability of 0-FulerMaruyama
method, when 6 € (%, 1), for neutral stochastic differential equations with time-
dependent delay under nonlinear growth conditions, Calcolo 56:9 (2019), a glavna
motivacija potice iz rada [42] u kome je razmatrana eksponencijalna stabilnost 6-
Euler-Maruyaminog resenja bez uslova linearnog rasta za koeficijent prenosa i koefi-
cijent difuzije. U radu [75], u aproksimativnoj jednacini, osim koeficijenta prenosa
i neutralni ¢lan je parametrizovan pomoc¢u 6 i zbog toga su rezultati stabilnosti
dati pod malo strozim uslovima u poredenju sa onim iz rada [42]. Za § = 1, 0-
Euler-Maruyamina metoda se svodi na backward Eulerovu metodu. U ovoj glavi
se razmatra i skoro izvesna asimptotska eksponencijalna stabilnost diskretnog 6-
Euler-Maruyaminog aproksimativnog resenja neutralnih stohastickih diferencijalnih
jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem za 6 € (%, 1), pod uslovom linearnog
rasta, a ti rezultati su sadrzani u radu [76], M. Obradovi¢, M. Milosevié, A note
on the almost sure exponential stability of the 6-Euler-Maruyama approximation for
neutral stochastic differential equations with time-dependent delay when 6 € (%, 1),
koji je u pripremi.

Teorijski rezultati ove disertacije su ilustrovani primerima i numerickim simu-
lacijama.

U Zakljucku su izlozeni neki od otvorenih problema i moguci pravci daljih is-
trazivanja.
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Glava 1

Uvodni pojmovi i rezultati

U ovoj glavi su uvedeni osnovni pojmovi i rezultati teorije stohastickih procesa
koji se eksplicitno koriste u nastavku. Neki od osnovnih pojmova koji se navode
u Poglavlju 1.1 su merljivost, separabilnost, neprekidnost, markovsko svojstvo. U
Poglavlju 1.2 dat je poseban osvrt na Brownovo kretanje i njegove najvaznije osobine,
tj. na njegov matematicki model koji se naziva i Wienerov proces. Konstrukcija
integrala Itoa, tj. integrala slucajne funkcije po Wienerovom procesu, kao i osobine
tog integrala, navedene su u Poglavlju 1.3. Mnogi autori su se bavili egzistencijom,
jedinstvenoscéu, stabilnoséu i aproksimacijama resenja razlicitih klasa stohastickih
diferencijalnih jednacina. U Poglavljima 1.4, 1.5, 1.6 se navode teoreme egzistencije
i jedinstvenosti reSenja obi¢nih, neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa
vremenski-zavisnim kasnjenjem, neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa
vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova kao i osnovni tipovi stabilnosti
trivijalnog reSenja tih jednacina. Pored toga, u Poglavljima 1.7 i 1.8 su navedeni
rezultati koji se odnose na nekoliko numerickih aproksimativnih metoda i koji su
relevantni u nastavku disertacije. Na kraju glave, u Poglavlju 1.9 navedene su neke
elementarne nejednakosti i integralna nejednakost Gronwall-Bellmana, koje se vise
puta primenjuju u dokazivanju glavnih rezultata.

1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastickih procesa

Pojam stohastickih procesa je uveden pocetkom proslog veka. U to vreme su se fizika
i tehnika bavile proucavanjem pojava koje se menjaju sa protokom vremena, dok
teorija verovatnoca jo$ uvek nije imala razvijenu metodologiju za tretiranje takvih
pojava. Otuda se javila potreba za razvojem teorije stohastickih procesa u okviru
koje bi se razmatrale slucajne promenljive koje su vremenski zavisne.

Zasluzni za razvoj ove teorije su pre svega Sluckii, Wiener, Kolmogorov, Cramer,
Doob i drugi matematicari. Sluckii je u radu [80] pokusao da sluc¢ajnost poveze
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sa konceptom realnih funkcija, a Wiener [82] je prvi matematicki opisao haoticno
kretanje ¢estica polena u te¢nosti. Uvodenje pojmova uslovne verovatnoce i uslovnog
matematickog ocekivanja omogudilo je Kolmogorovu [40, 41] da postavi osnove za
razvoj teorije stohastickih procesa markovskog tipa sa beskona¢nim parametarskim
skupom, dok je Cramer [7] zasnovao teoriju Gaussovog procesa. Znacajan pomak u
teoriji stohastickih procesa predstavlja Doobova monografija [10]. Izmedu ostalog,
Doob je proucavao koncept vremena zaustavljanja, sto je dovelo do razvoja teorije
martingala. Doobov rad u ovoj oblasti su nastavili Meyer [60, 61, 62], Dolean-Dade
[9] 1 Dellacherie [8]. Teorija stohastickih procesa je doprinela razvoju mnogobrojnih
matematickih teorija koje su od velikog znacaja za ekonomiju, biologiju, mehaniku,
inzinjerstvo.

Neka je (€2, F, P) dati prostor verovatnoca i T C R parametarski skup. U daljim
razmatranjima, 7' je interval oblika [0, o), interval oblika [0, 7T ili [ty, T] C [0, c0),
pri ¢emu je uobicajeno da se parametar ¢ € T' interpretira kao vreme.

Za dati prostor verovatnoca (€2, F, P), definise se o-algebra

F={ACQ:3dB,C e F takodaje BC ACC, P(B)=P(C)}.
Ako je F = F, tada je prostor verovatnoca (£, F, P) kompletan.

Definicija 1.1 Familija {z(t),t € T} sluéajnih merljivih funkcija z(w,t) : (2, F) —
(R, B) se naziva stohasticki proces sa faznim prostorom (R, B) i parametarskim
skupom T, gde je B Borelova o-algebra nad R°.

Na osnovu prethodne definicije se moze zakljuciti da se za svako fiksirano t € T
dobija slu¢ajna promenljiva, odnosno F-merljiva funkcija z(w, t) : (Q, F) — (R4, B).
Za svako fiksirano w € Q,x(w,t) € RY predstavlja funkciju realnog argumenta
t € T, koja se naziva trajektorija ili realizacija koja odgovara ishodu w € €). Ako
je T'= N, tj. ako je vremenski interval diskretan, tada se radi o stohastickom nizu
{z(w,n),n € N}.

U daljem tekstu ¢e biti koris¢ena oznaka x(t) umesto z(w,t).

Stohasticki proces odreduje familiju kona¢no-dimenzionalnih funkcija raspodela

Fooo (@1, xn) = Pla(t) < xq,...,2(t,) < xn},

gdejexr; e R, t; €T, 1=1,...,n,n € N.
Zahteva se da ova familija zadovoljava sledece uslove:
(1) (svojstvo simetrije)
Fytn(@r, o mn) = Fyy o (Tigs oo, @4,), gde je (dq, .., i,) proizvoljna per-
mutacija brojeva (1,...,n), n € N,
(2) (svojstvo saglasnosti)

Fypotytyarotn (X1, 25,00, .0,00) = By (21,00, 25), za j < n.
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Teorema 1.1 (Teorema Kolmogorova) Za svaku familiju konacéno-dimenzional-
nih funkcija raspodela koja zadovoljava uslove (1) i (2) postoji prostor verovatnoéa
(Q,F, P) i na njemu definisan stohasticki proces {x(t),t € T} kome odgovara ta
familija konacno-dimenzionalnih funkcija raspodela.

Definicija 1.2 Stohasticki procesi {z(t),t € T} i {Z(t),t € T}, definisani na istom
prostoru verovatnoce i sa istim skupom stanja, su stohasticki ekvivalentni ako je za

proizvoljno t € T

P{lwe:z(w,t) =2(w,t)} =1
U tom slucaju se kazZe da je proces {Z(t),t € T} stohasticka modifikacija (verzija)
procesa {x(t),t € T} i obrnuto.

U definiciji stohastickog procesa nije naglaseno kakav je skup 7', a problem nas-
taje kada treba posmatrati ponasanje nekog stohastickog procesa na neprebrojivom
skupu parametra t. Da bi se ta teskoca otklonila, uvodi se pojam separabilnosti.

Definicija 1.3 Stohasticki proces {x(t),t € T} je separabilan ako postoji prebrojiv
skup G C T i fiksiran dogadaj A C € verovatnoée nula, tako da se za proizvoljan
zatvoren skup K C R i proizvoljan otvoren interval I C T, skupovi

{w:z(w,t)e K,tel} i {w:z(wt)e K, telING}
razlikuju na podskupu od A.
Skup G se naziva separant.

Definicija 1.4 Stohasticki proces {x(t),t € T} je merljiv ako je funkcija x(w,t)
merljiva u odnosu na By x F, gde je By Borelova o-algebra nad T, tj. za svaki
Borelov skup B, vazi {(t,w) : z(w,t) € B} € By x F.

Sledecéa teorema ukazuje na znacaj merljivosti procesa.

Teorema 1.2 (Fubini, [30]) Neka je {z(t),t € T} merljiv stohasticki proces de-
dinisan na kompletnom prostoru verovatnoce (0, F, P). Tada:

(i) skoro sve trajektorije su merljive funkcije parametra t € T;

(ii) ako postoji matematicko océekivanje Ex(t) za svakot € T, tada je m(t) = Ex(t)
merljiva funkcija parametrat € T;

(i1i) za svaki merljiv podskup S intervala T = [0,00), iz [¢ E|z(t)|dt < oo sledi
[s |z(t)|dt < oo sa verovatnoéom jedan, tj. skoro sve trajektorije su integra-
bilne na skupu S 1

/SEx(t) dt — E/S:r(t) dt.
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Stohasticki proces {z(t),t € T'} je stohasticki neprekidan u tacki ¢t € T', ako za
proizvoljno € > 0 vazi

P{lz(t+h) —z(t)] >} =0, h—0. (1.1.1)

Stohasticki proces je stohasticki neprekidan na skupu S C T ako (1.1.1) vazi za
svako t € S.

Teorema 1.3 (Doob, [10]) Za svaki stohasticki neprekidan stohasticki proces {z(t),
t € T} postoji stohasticki ekvivalentan, separabilan i merljiv stohasticki proces
{Z(t),t € T}, definisan na istom prostoru verovatnoce i sa istim skupom vrednosti.

Stohasticki proces {Z(t),t € T'} iz prethodne teoreme se naziva separabilna i merljiva
modifikacija stohastickog procesa {xz(t),t € T'}.

Stohasticki proces {z(t),t € T} je neprekidan u srednjem reda p, tj. L,-
neprekidan, u tacki ¢ € T, ako je E|z(t)|P < oo, za svako t € T' i

Elx(t+h) —z(t)P =0, h—0. (1.1.2)

Stohasticki proces je L,-neprekidan na skupu S C 7" ako (1.1.2) vazi za svako t € S.
Stohasticki proces {x(t),t € T} je skoro izvesno neprekidan na segmentu |a, b] C
T ako su skoro sve njegove trajektorije neprekidne na [a, b], tj. ako vazi

P{w € Q: z(w,t)ima prekid na[a,b]} = 0.

Ispitivanje skoro izvesne neprekidnosti se ¢esto vrsi primenom kriterijuma Kolmo-
gorova koji je iskazan slede¢om teoremom.

Teorema 1.4 (Kriterijum Kolmogorova) Neka su p,q i k pozitivne konstante
takve da za svako T’ >0 10 <t,s <T vazi

Blz(t) — x(s)|P < k|t — s|'T4.
Tada stohasticki proces {z(t),t € T'} ima skoro izvesno neprekidnu modifikaciju.

Definicija 1.5 Stohasticki proces {z(t),t € T'} je drugog reda (Ls — proces) ako je
E|z(t)]? < 0o, 2a svakot € T.

Definicija 1.6 Stohasticki proces {x(t),t € T} je strogo stacionaran ako za pro-
1zvolyni izbor parametara tq,...,t, € T 1 h € R, za koje jety +h,...,t, +h e T,

zajednicka raspodela sluc¢ajnih promenljivih x(ty + h), ..., x(t, + h) ne zavisi od h.

Postoji sira klasa stacionarnih procesa, a to su slabo stacionarni procesi.
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Definicija 1.7 Stohasticki proces {z(t),t € T} je slabo stacionaran ako za svako
t €T vazi:

(i) Elx(t)]® < oo,
(ii) Fx(t) = a = const.,

(iii) K(t,s) = E(x(t) — Ex(t))(z(s) — Fxz(s)) = K(t — s), tj. korelaciona funkcija
K(t,s) zavisi samo od razlike argumenata t 1 s.

Definicija 1.8 Familija {F;,t € T} pod-c-algebri o-algebre F je filtracija (potok)
dogadaja iz 2, ako je Fs C Fy € F za svako s <t, s,teT.

Filtracija {F;,t > 0} je neprekidna s leva, s desna, neprekidna ako za svako t > 0
vazi

ft:Ft—:U{Ufs}; E:E+:U{m-7:s}7 Fi=Fi- = Fy,

s<t s>t

respektivno.

Filtracija {F;,t > 0} zadovoljava uobicajene uslove ako je neprekidna s desna i
Fo sadrzi sve dogadaje iz F ¢ija je verovatnoca nula. U nastavku ¢e se podrazumevati
da filtracija zadovoljava uobic¢ajene uslove.

Definicija 1.9 Stohasticki proces {x(t),t € T} je adaptiran u odnosu na filtraciju
{Fi,t € T} ako je, za svako t € T, sluc¢ajna promenljiva x(t) Fi-merljiva.
Definicija 1.10 Stohasticki proces {x(t),t € [to, T]} je proces sa mezavisnim pri-
rastajima ako su za svako k € N ity < t;1 < --- < tx < T slucajne promenljive
x(to), x(t1) — z(to), ..., x(ty) — z(txy_1) nezavisne.

Osnovni predstavnici procesa sa nezavisnim prirastajima su Wienerov i Poissonov
proces.

Ako za stohasticki proces sa nezavisnim prirastajima funkcija raspodele prirastaja
x(t) — z(s) zavisi samo od razlike t — s, tada je to proces sa stacionarnim nezavisnim
prirastajima.

Definicija 1.11 Stohasticki proces {x(t),t € T'} je proces Markova ako za proizvo-
line0<t, <...<t,iB&B vazi

P{z(ty) € B | z(t1),...,x(ty_1)} = P{z(tx) € B| z(t1_1)},

skoro izvesno.
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Interpretirajuéi slucajne promenljive z(¢y),---,z(t,—2) kao proslost, z(t,_1) kao
sadasnjost i x(t,) kao buduénost, procesi Markova se mogu opisati kao procesi
u kojima predvidanje buduénosti zavisi samo od sadasnjosti, a ne i od proslosti.
Procesima Markova se opisuju pojave u teoriji masovnog opsluzivanja, na primer
stohasticka svojstva redova cekanja, ili u ekonomiji cena akcija.

Vazna klasa u teoriji stohastickih procesa, koju je strogo matematicki uveo Doob,
su martingali.

Definicija 1.12 Stohasticki proces {x(t), F,t > 0} za koji je E|x(t)| < oo, za svako
t >0 je:

(i) martingal, ako je E(x(t) | Fs) = x(s) s.i. za svako 0 < s <t;
(ii) submartingal, ako je E(x(t) | Fs) > x(s) s.i. za svako 0 < s < t;
(iii) supermartingal, ako je E(x(t) | Fs) < x(s) s.i. za svako 0 < s <t.

Submartingali i supermartingali zajedno, zovu se semi-martingali.
Definicija lokalnog martingala se zasniva na pojmu vremena zaustavljanja.

Definicija 1.13 Slucajna promenljiva 7 : 2 — [0, 00| je vreme zaustavljanja filtra-
cije {Fi,t > 0}, ako dogadaj {w : T(w) < t} pripada o-algrebri F; za svako t > 0.

Ako je {x(t), Fi,t > 0} neprekidan n-dimenzionalni stohasticki proces i D C R"
otvoren skup, tada je slucajna promenljiva,

:{inf{tzo:x(t)¢p}, D 0,

00, inace,

vreme zaustavljanja u odnosu na filtraciju {F;,t > 0}. To je prvo vreme napustanja
skupa D.

Definicija 1.14 Neka je {x(t), F;,t > 0} neprekidan progresivno merljiv proces i
T vreme zaustavljanja. Tada je {x(T At),Fi,t > 0} proces zaustavljanja procesa
{z(t), F,t > 0}.

Definicija 1.15 Neprekidan proces {x(t), Fi,t > 0} takav da je xy = 0 s.i. je
lokalni martingal ako postoji neopadajuéi niz {mx, k > 1} vremena zaustavljanja
filtracije {Fi,t > 0}, pri cemu je P{limg oo 7 = 00} = 1, tako da je {z(m A
t), Fi,t > 0} martingal za svako k > 1.

Slede¢om teoremom date su neke nejednakosti Dooba koje se ¢esto primenjuju u
teoriji stohastickih procesa.
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Teorema 1.5 (Nejednakosti Dooba) Neka je {x(t), F;,t > 0} neprekidan s desna
martingal i neka je E|x(t)|P < oo za svako t € [0,00). Ako je [a,b] C [0,00)
ogranicen interval, tada je

Elz(b)[”

P{sup |z(t)| > c} < ——————, p>1,¢>0; (1.1.3)
t€a,b] cP
» \
E sup |z(t)|F < () Elz(D)P, p> 1. (1.1.4)
te(a,b] p— 1

Slede¢a tvrdenja su od znacaja za razmatranje stabilnosti tacnog i numerickog
reSenja stohastickih diferencijalnih jednacina. Pritom treba naglasiti da se nepre-
kidna verzija ovog tvrdenja primenjuje u kontekstu tacnog resenja, dok se u kon-
tekstu numerickih reSenja primenjuje odgovarajuca diskretna verzija. Neprekidna
verzija se moze naéi u [43, 52|, a diskretna verzija u [79].

Teorema 1.6 (Teorema o konvergenciji semi-martingala) Neka su {A(t),t >
0} i {U(t),t > 0} dva neprekidna rastucéa procesa, pri éemu je A(0) = U(0) =0 s.i.
Neka je {M(t),t > 0} neprekidan lokalni martingal sa realnim vrednostima, gde je
M(0) = 0 s.i. Neka je & nenegativna Fo-merljiva sluc¢ajna promenljiva tako da je
FE¢ < o00. Definise se

X(t)=&+ A(t) = U(t) + M(t), t > 0.
Ako je slucajna promenljiva X (t) nenegativna, za svako t > 0, tada je
{tliglo A(t) < oo} C {tlgélo X(t) < oo} ﬂ{tliglo U(t) < oo} s.i.
Specijalno, ako je limy_, A(t) < oo s.i., tada za skoro svako w € Q vazi

lim X (t,w) < oo, Jim Ut,w) < oo, —00 < Jim M(t,w) < oco.

t—o00

Teorema 1.7 (Diskretna verzija teoreme o konvergenciji semi-martingala)
Neka su {A;} i {U;} dva niza nenegativnih sluc¢ajnih promenljivih, pri cemu su A;
i Uy Fi_1-merljive slucajne promenljive za i = 1,2,..., 1 Ag = Uy = 0 s.i. Neka
je {M;} lokalni martingal sa realnim vrednostima, gde je My = 0 s.i. Neka je &
nenegativna Fo-merljiva slucajna promenljiva. Definise se

Ako je {X;} nenegationi semimartingal, tada lim; ,., A; < 0o s.i. implicira
lim X; < oo, limU; < oo,
1—00 1—00

za skoro svako w € €.
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Sledeca teorema je od znacaja za dokazivanje egzistencije i jedinstvenosti #-Fuler-
Maruyaminog resenja u Glavi 3. Navedena je bez dokaza. Dokaz se moze naéi u
radovima [64] i [78].

Teorema 1.8 (Brouwerova teorema o fiksnoj tacki) Neka je K C R kom-
paktan i konveksan skup i f : K — K neprekidna funkcija. Tada postoji fiksna
tacka funkcije f, tj. x € K tako da je f(x) = x.

1.2 Wienerov proces

Engleski botanicar R. Brown je proucavao haoticno kretanje polenovog praha u
tecnosti koje nastaje kao posledica sudara polena sa molekulima tecnosti, sto je i
objavio 1828. godine. Po njemu je ovo kretanje dobilo naziv Brownovo kretanje. A.
Einstein je 1905. godine postavio fizicko-matematicki model Brownovog kretanja.
Nesto ranije, 1900. godine, L. Bachelier je u svojoj desertaciji opisao statisticko
ponasanje cena obveznica i to se smatra zacetkom stohastickog modeliranja cena
finansijskih instrumenata. Medutim, strogu matematicku teoriju Brownovog kre-
tanja dao je N. Wiener 1923. godine. Zahvaljujuéi njegovim rezultatima [82, 83|,
Brownovo kretanje se smatra matematickim pojmom, a ne samo fizickom pojavom
i po njemu se ovo kretanje naziva i Wienerov proces.

Najpre treba spomenuti pojam Gaussovog procesa kojim se mogu modelirati
pojave koje se razmatraju u okviru tehnickih, fizickih i ekonomskih nauka.

Definicija 1.16 Stohasticki proces {x(t),t € T} se naziva Gaussov proces ako
proizvoljna konacna linearna kombinacija cqx(t)+- - -+anz(ty), za ty, ... t, €T i
Qi ..., € R, ima normalnu raspodelu.

Definicija 1.17 Stohasticki proces w = {w(t), F;,t > 0} je m-dimenzionalni proces
Brownovog kretanja (Wienerov proces), ako vazi:

(i) w(0) =0 s.i.;

(ii) ima nezavisne prirastaje, tj. za proizvoljne trenutke 0 < t; < -+ < t,, sluéajne
promenljive w(ty), w(t) — w(ty), ..., w(t,) — w(t, — 1) su nezavisne;

(iii) w(t) —w(s) : N(0,0%(t — s)I), 0 < s < t, gde je I jedinicna matrica reda m.

Za proizvoljne vrednosti 0 < t; < --- < t, 1 z1,...,7, € R, n-dimenzionalna
gustina raspodele je

g(t1,. . ta;xr,. . xn) =gty x1) g(ta—t1; 00 —21) - - gt —tn—1; T —Tp—1)

1 n 1 _(g’(n*wnﬂ)?
= te—te—1 s t = O,
ey Wi °
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iz cega sledi da je ovo proces sa nezavisnim stacionarnim prirastajima. Kao proces sa
nezavisnim prirastajima i osobinom w(0) = 0 s.i., on je proces Markova, jer uslovne
gustine raspodela zavise samo od razlike vremenskih trenutaka. Takode je i Gaussov
proces, Sto sledi iz oblika gustina raspodela.

Brownovo kretanje ima mnogo vaznih osobina medu kojima su sledece:

O

<

o

srednje kvadratno je neprekidan proces;

skoro izvesno je neprekidan proces;

skoro sve trajektorije su nediferencijabilne funkcije u svakoj tacki;
proces je Markova;

proces Brownovog kretanja je martingal, tj. za svako 0 < s < t vazi
E(w(t) | Fs) = w(s) s.i;

ima svojstva posebno vazna u primenama, a to je da simetrijom, translacijom,
sazimanjem i inverzijom vremenskog argumenta, trajektorije zadrzavaju svoje
osobine;

za trajektorije Brownovog kretanja vazi

lim wit) =0 s.1.

t—o00

Prema tome, bez obzira na to sto trajektorije Brownovog kretanja imaju ten-
denciju rasta kada ¢t — oo, one skoro izvesno rastu sporije u odnosu na t;

trajektorije imaju osobinu da je skoro izvesno

ling inf — 2 1t 2D (1.2.5)

t=oo /2tInlnt - t—oo V2tInlnt -

sto sledi iz zakona ponovljenog logaritma;

primenom svojstva inverzije na (1.2.5) sledi da je skoro izvesno

i el

t—>0,/2tlnln%

sto znaci da skoro svaka trajektorija na proizvoljnom intervalu [0,¢), gde je
e > 0 proizvoljno mali broj, ima beskona¢no mnogo nula koje se ,,zgusnjavaju”
oko tacke t = 0.



Uvodni pojmovi i rezultati

Teorema 1.9 Skoro sve trajektorije Brownovog kretanja su neogranicene varijacije
na svakom segmentu [a,b] C [0,00), tj. za svaki ogranicen skup A € B i proizvoljnu
podelu a =ty <ty < ...<t, =0b na segmentu [a,b] vazi

P {zn: |w(tk) — w(tk_l)] > A} — 1, max (tk — tk—l) — 0.

<k<
el 1<k<n

Za detaljnija objasnjenja i dokaze videti na primer, [1, 11, 30, 44].

Kako su trajektorije Brownovog kretanja skoro izvesno nediferencijabilne, sto-
hasticki integral se ne moze definisati kao Riemannov integral, ali ni kao Lebesgue-
Stieltjesov integral, jer su skoro sve trajektorije neogranic¢ene varijacije na svakom
kona¢nom segmentu. Medutim, ovakav integral je moguce definisati kao nestandard-
ni stohasticki integral — integral Itoa zbog martingalnih karakteristika Brownovog
kretanja.

1.3 Integral Itoa

Pojam stohastickog integrala, stohastickog procesa, kao i stohasticke diferencijalne
jednacine, razvili su nezavisno jedan od drugog ruski matematicar I. Gikhman [12,
13] i japanski matematicar K. It6 [22, 23, 24] pedesetih godina proslog veka. Prihva-
¢en je pristup Itoa, tako da se po njemu stohasticki integral i stohasticka diferenci-
jalna jednacina po procesu Brownovog kretanja nazivaju stohasticki integral Itoa i
stohasticka diferencijalna jednacina Itoa. Od tada se ova teorija intenzivno razvija
i danas ima veliku primenu u tehnici, prirodnim naukama, medicini i posebno u
finansijama. U ovoj glavi ¢e biti u kratkim crtama izlozene osnove ove teorije.

1.3.1 Stohasticki integral Itoa

Neka je (€2, F, P) kompletan prostor verovatnoce sa filtracijom {F;,¢ > 0} na kome
su definisani (n X m)-matriéni stohasticki proces ¢ = {p(w,t),t € [to,T]|} 1 m-
dimenzionalno Brownovo kretanje w = {w(t), F;,t > 0}.

Najpre ¢e biti definisana klasa stohastickih procesa za koje se moze definisati
integral Itoa.

Definicija 1.18 Klasa My([a,b]; R" x R™) je prostor merljivih procesa, adaptiranih
u odnosu na filtraciju {Fy,t > 0}, tako da za svako ¢ € Ms([a,b]; R X R™) vazi

b
Il = [ Ele(t) dt < o,

10



Integral Itoa

gde je

el =" lpisl? = trace(ey).

i=1j=1

Prostor (Mg([@, bl; R" x R™),|| - H) je Banachov prostor.
Dva stohasticka procesa ¢, € My([a,b]; R™ x R™) su stohasticki ekvivalentna
ako je
l — &l = 0.
Da bi se definisao integral [toa, najpre se definise stohasticki integral za stepe-
naste stohasticke procese, a zatim za slozenije stohasticke procese metodom aproksi-
macije proizvoljnog procesa nizom stepenastih procesa.

Definicija 1.19 Stohasticki proces ¢ € Mas([a,b]; R" x R™) je stohasticki stepenasti
proces, ako postoji particija a =ty <ty < --- < tp =b tako da vazi

olw,t) =p(w,t,) si, t,<t<t,y, v=0,....k—1

Definicija 1.20 Stohasticki integral Itéa stepenastog procesa ¢ € Ms([a,b]; R™ X
R™) u odnosu na Brownovo kretanje w je slucajna promenljiva

1) = [ plt)dutt) = > oltu(tonn) = w(t)]

Definisanje stohastickog integrala Itoa za klasu Ms([a,b]; R™ x R™) zasniva se
na narednoj teoremi.

Teorema 1.10 Neka je {w(t), Fi,t > 0} m-dimenzionalno Brownovo kretanje i
neka je ¢ € Ms(la,b]; R" x R™). Tada:

(i) Postoji niz stepenastih procesa {pn,n € N} za koje vazi

b
lim [l = all? = lim [ Elo(t) - eu(t)?dt = 0.

n—oo

b
(i1) Niz sluc¢agnih promenljivih {I(p,),n € N}, gde je I(py,) = / ©n(t) dw(t),

konvergira u srednje kvadratnom smislu kada n — oo.

(i1i) Za dva niza stepenastih procesa {pn,n € N} i {¢],.,n € N} iz Ms([a, b]; R* x
R™) za koje je
lim [ = @nll = lim [lo = @[l =0,

vazi
. _ 3 /
s.k. lim I(pn) = s.k. lim I(y)).

11



Uvodni pojmovi i rezultati

Prethodna teorema predstavlja motivaciju za uvodenje definicije stohastickog inte-
grala Itoa za stohasticke procese iz prostora Ms([a, b]; R" x R™).

Definicija 1.21 Stohasticki integral Itoa procesa ¢ € My([a, b]; R" X R™) u odnosu
na w je slucajna promenljiva

I(p) = /abgp(t) dw(t) = sk Tim [ on(t) du(t).

n—oo a

Prema tome, I(p) je graniéna vrednost u srednje kvadratnom smislu niza slucagnih
promenljivih {I(p,),n € N}. Ova grani¢na vrednost ne zavisi od izbora niza stepe-
nastih procesa {¢,,n € N}.

Najvaznije osobine stohastickog integrala Itoa date su slede¢om teoremom.

Teorema 1.11 Neka su o, € Ms([a,b], R* x R™) i a, f € R proizvoljni brojevi.
Tada za stohasticki integral Itoa vazi:

(1) / ) je Fp-merljiva slucajna promenljiva;
(2) /ab o(t) dw(t) / t) dw(t +/ ), a < ¢ <b (aditivnost);
(3) / ap(t) + pu(t)) dw(t) = a/ o(t) dw(t —I—ﬁ/ W(t) dw(t) (linearnost);

(4) B [ ol dult) = 0;

b 2
p(t) dw(t)

b
(5) E = E/ lo(t)|? dt (stohasticka integralna izometrija).

Stohasticki integral Itoa se moze definisati pod slabijim uslovima od prethodno
navedenih. Neka je L£y([a,b], R™ x R™) klasa stohastickih procesa merljivih i adap-
tiranih u odnosu na filtraciju {F;,t > 0}, za koje vazi da je

P{/b|¢p(t)|2dt < oo} ~1.

Ocigledno da je Ly([a, b], R™ x R™) sira klasa nego Ms([a, b], R" x R™).
Moze se dokazati da za svako ¢ € Ls([a,b], R™ x R™) postoji niz {¢,(t),n € N}
iz klase Ms([a,b], R" x R™), pri ¢emu je

on(t) = { e(t), /ablso(t)th <n,
0,

inace,

12



Integral Itoa

tako da se integral Itoa procesa ¢ moze definisati kao

b
I(p):= lim [ ¢@,(t)dw(t) u verovatnodi.

n—oo a
Za ovako definisan integral vaze osobine (1) — (4) Teoreme 1.11, ali u opstem slucaju
ne vazi osobina (5).

1.3.2 Neodredeni stohasticki integral Itoa

Neka je I{s<sy, a < s <t < b indikator skupa [a,t]. Proizvod indikatorske funkcije i
procesa ¢ € Ms([a, b], R"x R™) je proces iz Ma([a, b], R" x R™), $to daje moguc¢nost
definisanja neodredenog stohastickog integrala Itoa stohastickih procesa iz klase
Mz([a, b], R™ x Rm)

Definicija 1.22 Neodredeni stohasticki integral Itoa stohastickog procesa ¢ iz klase
Mo([a,b], R x R™) je m-dimenzionalni stohasticki proces x = {x(t),t € [a,b]}, gde

Je
t

(t) == / Tisenyols) du(s) = / o(s) dw(s), t e [a,b].

a

Proces {z(t),t € [a,b]} je adaptiran u odnosu na familiju {F;,¢ > 0} i za njega
vaze osobine (2)-(5) Teoreme 1.11. Takode, veoma bitne osobine neodredenog sto-
hastickog integrala Itoa su martingalnost, skoro izvesna neprekidnost, kao i osobina
lokalnog martingala.

Teorema 1.12 Ako je ¢ € Ms([a,b], R"* x R™), tada je proces {z(t),t € [a,b]}
martingal.

Teorema 1.13 Ako je ¢ € Ms([a,b], R x R™), tada je proces {z(t),t € [a,b]}
skoro izvesno neprekidan.

Teorema 1.14 Ako je T vreme zaustavljanja u odnosu na familiju {F;, t > 0}, tada
je za p € My([a,b], R™ x R™), stohasticki proces

tAT

z(tAT) = / o(s)dw(s), t € [a,b]

martingal u odnosu na {Fi,t >0} i Ex(t A7) = 0.
Neodredeni integral Itoa se takode moze definisati i za stohasticke procese ¢ €

Ls([a,b], R" x R™), analogno Definiciji 1.22. Tada je proces {x(t), F;,t > 0} merljiv
i s.i. neprekidan, dok u opstem slucaju, nije martingal. Medutim, jeste lokalni

13



Uvodni pojmovi i rezultati

martingal, tj. {z(t A 7,,),F,t > 0} je martingal, pri ¢emu je {7,,n € N} niz
vremena zaustavljanja definisanih sa

t
= i 2ds > }
T aérggb{/a lp(s)|7ds > nyp .
Slede¢om teoremom data je nejednakost koja se ¢esto primenjuje u ocenjivanju
stohastickog integrala Itoa. Dokaz se moze naéi na primer, u [44, 52, 50].

Teorema 1.15 (Burkholder-Davis-Gandy, [6]) Neka je w = {w(t), F,t > 0}
m-dimenzionalni proces Brownovog kretanja i ¢ € Lo(RT; R" X R™). Tada za svako
p > 0 postoje univerzalne konstante ¢, i c,, koje zavise samo od p, tako da za svako
t >0 vazi

p/

2
< E sup
0<s<t

. (1.3.6)

‘p/Q

t
GF | [ lo(u) Pdu

S p t
[ etwdutw)| < o8| [ o
0 0
pri cemu je
& = (p/2)%, ¢ = (32/p)"?, 0 <p <2
p=1,¢c,=4,p=2
&= (2p)"2 ¢ = " 2(0 - 1) p > 2.
1z nejednakosti (1.3.6), za p = 2, dobija se Doobova nejednakost, odnosno

E sup
tela,b]

/atgo(s) du(s)| < 4/:E|go(t)|2dt. (1.3.7)

1.3.3 Formula Itoa

Formula Itoa za stohasticko diferenciranje ima veliki znacaj, ne samo za efektivno
reSavanje stohastickog integrala Itoa, veé¢ i za reSavanje nekih stohastickih dife-
rencijalnih jednacina. Da bi se ova formula predstavila za klasu d-dimenzionalnih
sluc¢ajnih procesa, neophodno je najpre uvesti pojam stohastickog diferencijala takvih
procesa. Ovu formulu je prvi uveo K. It6 u radovima [25, 26], a uopstio je Meyer

[63].

Definicija 1.23 Neka je w = {w(t), F;,t > 0} m-dimenzionalno Brownovo kretanje
definisano na kompletnom prostoru verovatnoéa (Q, F,P). Neka su f € £,(Ry, R?)
i g € Lo(Ry, RYx R™) merljivi procesi adaptirani u odnosu na filtraciju {F;,t > 0},
pri cemu je za svako T > 0,

T T
/ f(B)]dt < oo s, / g dt < 0o si.
0 0

14



Stohasticke diferencijalne jednacine

Neprekidan i adaptiran d-dimenzionalni stohasticki proces {z(t),t > 0}, pri cemu je
x(t) = (x1(t), ..., zq(t)T, definisan sa

t t
(t) = 2(0) +/ Flu) du +/ g(u) dw(u), >0 (1.3.8)
0 0
je proces Itoa sa stohastickim diferencijalom
dx(t) = f(t)dt + g(t) dw(t), t>0.

Oba integrala u izrazu (1.3.8), prvi koji je Lebesgueov i drugi koji je stohasticki
integral Itoa, merljivi su, F;-adaptirani i s.i. neprekidni, tako da je i proces Itoa
merljiv, adaptiran u odnosu na istu filtraciju i skoro izvesno neprekidan.

Neka je funkcija V (x,t) definisana na (R%; R,) i dva puta diferencijabilna po x
i jednom po ¢ i neka je

A Vz:<9v 5V>,

ot Ox;” ' Oxg
9%V 9’V
82V Ox10x1 " Ox10z4
Li0%5 /) gxd *V *v
JxgOdxr1 ' 0Oxg0xy

Za efektivno resavanje integrala Itoa, cesto je neophodno primeniti formulu Itoa
za stohasticko diferenciranje slozene funkcije.

Teorema 1.16 (Formula Itéa) Neka je {z(t),t > 0} d-dimenzionalni proces Itéa
sa stohastickim diferencijalom dx(t) = f(t)dt + g(t)dw(t), t > 0, gde je f €

Li(Ry,RY) ig e Ly(Ry, R x R™). Tada je {V(x(t),t),t > 0} proces Itoa sa sto-
hastickim diferencijalom

AV ((0),1) = [ViCe(t), ) + Va(e(0),070) + Stracelg” (O Vaula(t), 09(0))]
+Ve(x(t),t)g(t)dw(t), t>0.

Specijalno, u jednodimenzionalnom slucaju, tj. kada je d = m = 1, vazi

AV (1), 0) = [Vial0),0) + Valalt), 00 + SVeu(0), Dlg(0) ] e
+V(x(t),t)g(t)dw(t), t>0.

15
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1.4 Stohasticke diferencijalne jednacine

Stohasticka diferencijalna jednacina nepoznatog d-dimenzionalnog stohastickog pro-
cesa {z(t),t € [to,T]} je jednacina oblika

dx(t) = f(x(t),t)dt + g(x(t),t) dw(t), te€ [te,T], =z(to) = o, (1.4.9)

pri ¢emu je w = {w(t),t > 0} m-dimenzionalno Brownovo kretanje, pocetni uslov
xo je d-dimenzionalna slucajna promenljiva koja je stohasticki nezavisna u odnosu
na Brownovo kretanje i funkcije f : R? x [to,T] — R%i g : R? x [ty, T] — R? x R™
su neslucajne Borel-merljive funkcije na svojim domenima.
Jednacina (1.4.9) se moze predstaviti i u ekvivalentnom, integralnom obliku
t t
x(t) =xo+ [ flx(s),s)ds+ [ g(z(s),s)dw(s), x(ty) = xo, t € [to,T]. (1.4.10)

to to

U nastavku ¢e se podrazumevati da je F; = o{xp,w(s),0 < s < t}.

Definicija 1.24 Merljiv stohasticki proces {x(t),t € [to,T]} je strogo resenje jedna-
¢ine (1.4.9) ako zadovoljava sledeée uslove:

(i) x(t) je Fi-merljivo za svako t € [ty,T;

(i) [1|f(z(t),t)|ds < oo s.i., ftf lg(x(t),t)|? ds < oo s.i.;
(iii) x(to) = xo S.i.;
(iv) jednacina (1.4.10) je zadovoljena s.i. za svako t € [to, T].

Definicija 1.25 Jednacina (1.4.9) ima jedinstveno strogo resenje ako za svaka dva
stroga resenja x(t) i T(t) vazi

P{a(t) = (t),t € [to, T]} = 1.

Sledeéa teorema daje dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti reSenja jedna-
¢ine (1.4.9).

Teorema 1.17 Neka je w = {w(t), Fi,t > 0} m-dimenzionalno Brownovo kretange
i xg slucajna promenljiva nezavisna od w za koju vaZi da je E|xg|*> < co. Neka su
f:REx [tg, T] — RY, g : R x [ty, T] — R? x R™ Borel-merljive funkcije za koje
vazi:
(1) (Lipschitzov uslov) Postoji konstanta L > 0 tako da je, za svako (z,t), (y,t) €
R x [to, T,
|f(z,t) = [y, O+ |g(z,t) — gy, )| < L|z —yl. (1.4.11)
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Neutralne stohasticke diferencijalne jednacine

(i1) (uslov linearnog rasta) Postoji konstanta L > 0 tako da je, za svako (z,t) €
Rd X [t(), T],

(2, O + lg(z, O < L(1+ |2f). (1.4.12)

Tada postoji jedinstveno, skoro izvesno neprekidno strogo reSenje jednacine (1.4.9)

sa osobinom E sup |z(t)]* < co.
te(to,T)

Dokaz se moze naci na primer, u [1, 11, 28, 30, 44, 84].

Prethodna teorema vazi i kada se Lipschitzov uslov zameni lokalnim Lipschit-
zovim uslovom: Za svako n > 0, postoji konstanta L, tako da za svako (z,t), (y,t) €
R x [ty, T] za koje je |z| V |y| < n, vazi da je

|f(x,t) = fly, )| + [g(x,t) — g(y, t)| < Lz —y. (1.4.13)

Razmatra se stohasticka diferencijalna jednacina na intervalu [tg, 00), tj.
dx(t) = f(x(t),t) dt + g(x(t),t) dw(t), x(tg) = xo, t € [to,00). (1.4.14)

Ako vaze pretpostavke Teoreme 1.17 za funkcije f i g na svakom kona¢nom podin-
tervalu [to, T| C [to,0), tada jednacina (1.4.14) ima jedinstveno reSenje na celom
intervalu [tg, 00). Takvo reSenje se naziva globalno resenje.

Brojni autori su se bavili problemom odredivanja razlic¢itih klasa stohastickih
diferencijalnih jednacina koje imaju jedinstveno resenje. Takvi rezultati predsta-
vljaju prosirenja ili uopstenja Teoreme 1.17. Jedan od moguéih pravaca uopstenja se
ogleda u uvodenju uslova za koeficijente jednacine koji su slabiji od uslova linearnog
rasta. To, je izmedu ostalog, problem koji se razmatra i u ovoj disertaciji. Slede¢om
teoremom iskazana je egzistencija i jedinstvenost resenja, a pritom je uslov linearnog
rasta zamenjen uslovom monotonosti.

Teorema 1.18 (X. Mao, [52]) Neka je E|xo|* < oo i neka vazi lokalni Lipschitzov
uslov (1.4.13), pri cemu je uslov linearnog rasta (1.4.12) zamengjen uslovom monotonosti,
tj. postoji konstanta K > 0 tako da za svako (z,t) € R? x [ty, T| vazi da je

fo(x,t)+;|g(x,t)|2 < K+ |z]?). (1.4.15)

Tada postoji jedinstveno, skoro izvesno neprekidno strogo resenje jednacine (1.4.9)

sa osobinom E sup |z(t)]* < co.
te(to, T
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1.5 Neutralne stohasticke diferencijalne jednacine

Prirodno uopstenje stohastickih diferencijalnih jednacina koje imaju osobinu za-
visnosti od proslosti, predstavljaju neutralne stohasticke diferencijalne jednacine
(NSDJ). U njima se pored nepoznatog procesa z, pod diferencijalom javlja i argu-
ment sa kasSnjenjem. Mnoga poznata tvrdenja koja se odnose na funkcionalne sto-
hasticke diferencijalne jednacine i stohasticke diferencijalne jednacine sa kasnjenjem,
uspesno su prosirena na klasu neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina, Sto
potvrduju i radovi [32, 45, 52, 51]. U ovom poglavlju ¢e biti navedeni osnovni poj-
movi koji se odnose na neutralne stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenski-
zavisnim kasnjenjem i za neutralne stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenski-
zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova.

1.5.1 Neutralne stohasticke diferencijalne jednacine sa vre-
menski-zavisnim kasnjenjem

U mnogim situacijama, promene sistema koji se razmatra su uslovljene kako trenut-
nim stanjem, tako i stanjima sistema u periodu koji prethodi datom trenutku. Cesto
je priroda zavisnosti od proslosti nekog sistema takva da se opisuje nekom funkci-
jom vremena. Takvi sistemi se matematicki modeliraju stohastickim diferencijalnim
jednac¢inama sa vremenski-zavisnim kasnjenjem. Prirodno uopstenje stohastickih
diferencijalnih jednac¢ina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem su one u kojima se pod
diferencijalom javlja argument sa kasnjenjem, odnosno neutralne stohasticke dife-
rencijalne jednacine sa vremenski-zavisnim kasnjenjem.

Neka je 7 > 01 C([—7,0]; RY) klasa neprekidnih funkcija sa vrednostima u R%.
Dalje, neka je C% ([—7,0]; R?) klasa funkcija iz C([—7,0]; RY) za koje vazi da su
ogranicene i Fp-merljive. U nastavku, od znacaja je i funkcija kasnjenja ¢ : R, —
[0, 7], koja je Borel-merljiva, pri ¢emu je R, = [0, c0).

Predmet razmatranja je sledeca neutralna stohasticka diferencijalna jednacina
sa vremenski-zavisnim kasnjenjem

dlx(t) — u(x(t — 6(t)), 1)]
= F(a(t), x(t — 6(1)), t)dt + g(x(t), x(t — 6(t)), t)dw(t), t >0,  (1.5.16)

sa pocetnim uslovom
o=@ ={p(t): te[-7,0]} € C;O([—T, 0]; Rd), (1.5.17)
pri cemu su
fRXRXR, - R g: ROxR'x R, - R”*™ u:R'x R, - R

Borel-merljive funkcije i z(t) je d-dimenzionalni proces.
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Neutralne stohasticke diferencijalne jednacine

Definicija 1.26 Za d-dimenzionalan stohasticki proces {x(t),t > —7} se kaZe da je
reSenje jednacine (1.5.16) ako je s.i. neprekidan, F;-adaptiran, pri éemu vaze uslovi
I 1 f(z(t), x(t — 6(¢)), t)|dt < oo s.i., [§° |g(x(t), z(t — (1)), t)[Pdt < 0o 8.4, T = ¢
s.1, i za svako t > 0 integralni oblik jednacine (1.5.16) vaZi s.i.

Sledeca teorema daje dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti reSenja jednacine
(1.5.16).

Teorema 1.19 (X. Mao, [52]) Ako je ispunjen globalni Lipschitzov uslov, tj. ako
postoji pozitivna konstanta K tako da, za svako 1,2, vy1,vy2 € R® i svakot > 0, vazi

| f(z,y1,8) = f@a, 30, )P V]g(21, y1, 1) — 9(@2, y2, )| S K (Jwa — 21 [*+ [y2 — 41| *1.5.18)

ako vaZi uslov linearnog rasta, tj. postoji pozitivna konstanta K tako da, za svako
x,y € R i svako t > 0, vazi

[f(@,y, ) V gz, y, )" < K(1+ [f* +[yl*) (1.5.19)
i ako postoji konstanta B € (0,1) tako da, za svako x,y € R? i svako t > 0, vaZi
u(z, ) —u(y, )] < Ble —yl, (1.5.20)
tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno resenje x(t) jednacine (1.5.16).

Uobicajeno je da se, uz navedene uslove, uvede pretpostavka u(0,t) = 0, za svako
t > 0, Sto je od znacaja za dokazivanje ograni¢enosti momenata resenja. Pored toga,
ako je E||l¢||P < oo za p > 2, tada je Esup_,,«p |2(t)|P < oo (videti na primer,
52)).

U Glavi 3 se razmatra egzistencija i jedinstvenost reSenja neutralne stohasticke
diferencijalne jednacine sa vremenski-zavisnim kasnjenjem, ali sa slabijim uslovima
od uslova linearnog rasta. Na taj nac¢in je uopstena prethodna teorema o egzistenciji
1 jedinstvenosti resenja.

Neka je C(R? x [—7,00); R,) familija svih neprekidnih funkcija na R? x [—7, c0)
sa vrednostima u skupu R,. Oznaka C*'(R? x R,; R,) se odnosi na familiju svih
neprekidnih nenegativnih funkcija V(z,t) na R? x R, sa vrednostima u skupu R,
koje su dva puta neprekidno diferencijabilne po x i jednom po .

Za funkciju V € C*'(R% x R, ; R, ) se definige operator LV : Rx R‘x R, — R,

na sledeé¢i naéin

LV(Z‘, Y, t) = V;(ZE - U’(y7t)7t> + Vx<l’ - u(y7t)7 t)f(l’,y, t)
—I—;trace[gT(x, WVl — u(y, ), gy, 8], (15.21)
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pri cemu je

oV (x,t oV(x,t OV (z,t
o) =D, = (22 V),
DV (z,1)
Vaw(2,1) = (M)dxd.

Od znacaja za dalji rad je i formula Itoa za neutralne stohasticke diferencijalne
jednacine sa vremenski-zavisnim kasnjenjem.

Teorema 1.20 (X. Mao, [52]) Neka je V € C*'(R? x Ry x S;Ry). Tada 2a
svako t > 0 vazi da je

V(z(t) —u(x(t —(t),t),t)
= V(z(0) — u(x(—4(0)),0),0) + /0 LV (x(s),z(s — d(s)),s)dt

+/Ot Ve(x(s) —u(z(s — (), s),s)g(z(s), (s — d(s)), s)dw(s). (1.5.22)

1.5.2 Neutralne stohasticke diferencijalne jednacine sa
vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova

Uoceno je da se neki sistemi menjaju u skladu sa razli¢itim zakonima u toku nekog
perioda i da u slu¢ajnim momentima prelaze iz jednog rezima u drugi. To je os-
novna motivacija za proucavanje stohastickih diferencijalnih jednacina sa prelazima
Markova. U radovima [53, 57, 88, 89] su razmatrane obic¢ne stohasticke diferen-
cijalne jednacine, kao i stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenski-zavisnim
kasnjenjem i prelazima Markova.

Pored ranije uvedenih oznaka, bi¢e uvedeni jos neki pojmovi i teoreme. U knjizi
[59], ¢iji su autori X. Mao i C. Yuan, kao i u literaturi na koju se ona poziva, moze
se nac¢i vise detalja o narednim pojmovima i rezultatima.

Neka je {r(t),t > 0}, neprekidan s desna proces Markova, definisan nad datim
prostorom verovatnoca, sa kona¢nim skupom stanja S = {1,2,..., N} i generatorom
I' = (745) nxn definisanim sa

Yi; A + o(A), i # 7,

P{r(t+A) = jlr(t) = i} :{ L4758 +0(A), i=j,

pri ¢emu je A > 0. U prethodnom izrazu, «;; > 0 je intenzitet prelaza procesa
Markova iz stanja ¢ u stanje j kada je ¢ # 7, dok je vii = — > vij.
i#]
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Pretpostavlja se da je proces Markova nezavisan u odnosu na Brownovo kretanje.
Proces Markova {r(t),t > 0} se moze predstaviti pomoc¢u stohastickog integrala u
odnosu na Poissonovu slu¢ajnu meru, odnosno

dr(t) = /R h(r(t—), Du(dt,dl), >0,

sa pocetnom vrednoséu r(0) =49 € S. Pritom je v(dt, dl) Poissonova slucajna mera
na dt x p(dl), gde je p Lebesgueova mera na R. Funkcija h : S X R — R se definise
sa

hi,y) = { =1 Y€ Qi (1.5.23)

0, inace,
pri cemu su A;; uzastopni intervali definisani na slede¢i nacin:

Alz = [07712)7
A1z = [712, 712 + M13),

N-1

N
Ay = [ Z 71]',271]'),

N
Ay = [ZVMZVIJ +721>
j=2 7j=2
N N
Agg = [Z%J + a1, Z%g + Y21 + 723)
7j=2 =2
: N N-1
Aoy = [Z  + Z 7137271g+ Z 72g)
J=2 J=1,j#2 J=2 J=1j#2

U nastavku ¢e biti re¢i o neutralnoj stohastickoj diferencijalnoj jednacini sa
vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova oblika

dz (t) u(z(t —6(t)),t,r(t))]
Fla(t),a(t — 8(8), r(t), )t + g(a(t), x(t — 6(t)), r(t), )dw(t), t > 0(1.5.24)

sa pocetnim uslovima

zo = ={p(0): 0 € [-7,0]} € C% ([-7,0]; RY), (1.5.25)
r(0) =g € S. (1.5.26)
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Uvodni pojmovi i rezultati

Pritom su
FREXR' xR, xS—RY ¢g:R*x R*x R, x S—R™™ w:R*x R, x S—R?

Borel-merljive funkcije i {z(t),t > —7} je d-dimenzionalni stohasticki proces koji
predstavlja stanje sistema ¢ija je evolucija opisana jednac¢inom (1.5.24).

Definicija 1.27 Za d-dimenzionalan stohasticki proces {x(t),t > —7} se kaZe da je
resenje jednacine (1.5.24) ako je s.i. neprekidan, Fi-adaptiran, pri éemu vaze uslovi
Joo 1 (@), 2(t=0(t)), t,r(t))|dt < 0o s.i., Jg~ lg(x(t), 2(t—0(t)), t,7(t)[Pdt < oo s.i,

Ty = @ S.1, i za svako t > 0 integralni oblik jednacine (1.5.24) vazi s.i.
U nastavku je navedena teorema egzistencije i jedinstvenosti resenja jednacine (1.5.24).

Teorema 1.21 (X. Mao, C. Yuan, [59]) Ako je ispunjen globalni Lipschitzov us-
lov, tj. ako postoji pozitivna konstanta K tako da, za svako x1,2,91,9y2 € R, i € S
1 svako t > 0, vazi

’f(xlaylatvi)_f<x27y2,t,i)|2 vV |g(.7517y1,t,i)—g(x27y27t’i)|2
<K(lza—z1 >+ |y —11]?), (1.5.27)

ako vaZi uslov linearnog rasta, tj. postoji pozitivna konstanta K tako da, za svako
v,y € R, i€ S isvakot >0, vai

[f(@y, 1,01V g(e,y,t,0)|* < K1+ |2 + [yl (1.5.28)

i ako postoji konstanta 3 € (0,1) tako da, za svako x,y € R, i € S i svako t > 0,
vaz

jul 1) — u(y, £,1)] < Bl — yl, (1.5.29)
tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno resenje z(t) jednacine (1.5.24).

Uobicajeno je da se, uz navedene uslove, uvede pretpostavka u(0,t,7) = 0, za svako
t>0i7e S, sto je od znacaja za dokazivanje ogranicenosti momenata resenja.
Pored toga, ako je El|¢||P < oo za p > 2, tada je Esup_,,p|z(t)|P < 0.

Nadalje, u Glavi 2, razmatrace se egzistencija i jedinstvenost resenja neutralne
stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima
Markova, pod pretpostavkom da vaze slabiji uslovi od uslova linearnog rasta, t;j.
uopsteni uslovi Khasminskiiog. Na taj nacin je uopStena prethodna teorema o
egzistenciji i jedinstvenosti resenja. Treba jos naglasiti da ¢e se u Glavi 2 najpre
razmatrati slucaj sa neograni¢enom funkcijom kasnjenja ¢, a zatim i sa ograni¢enom.

Neka je C(R? x [—7,00); R,) familija svih neprekidnih funkcija na R? x [—7, c0)
sa vrednostima u skupu R;. Oznaka C*!'(R? x R, x S; R,) se odnosi na familiju
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Neutralne stohasticke diferencijalne jednacine

svih neprekidnih nenegativnih funkcija V' (x,t,7) na R x R, x S sa vrednostima u
skupu R, , koje su za svako ¢ € S dva puta neprekidno diferencijabilne po z i jednom
po t.

Za funkciju V € C?**(R?x R, x S; R,) se definise operator LV : R4 x R x R, x
S — R, na sledeéi nacin

LV(x,y,t,i) = Vi(x —u(y,t,i),t,i) + Vo(z —ul(y, t,),t,9) f(z,y,t,10)
1
+§trace[gT(x, Y, t, ) Ve (. — uly, t,0),t,9)g(x, y, t,1)]

+ Z%; uly, t,0),t, ), (1.5.30)

pri cemu je

, oV (x,t,1 , oV (x,t,1 oV (x,t,i
Vt(x,t,z):(at), V;c(;v,t,z):< (axl )’...7 (&q;d )))

Vi (i, 11) = 0V (z,t,1)
zz\ L, 1, 1) = axlaxj dXd'

Od znacaja za dalji rad je i formula Itoa za neutralne stohasticke diferencijalne
jednacine sa vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova.

Teorema 1.22 (X. Mao, C. Yuan, [59]) Neka je V € C*'(R? x R, x S;Ry).
Tada za svako t > 0 vazi da je

V(x(t) —u(x(t —d(t),t,r(t)),t,r(t))
= V(2(0) — u(z(—0(0)),0,7(0)),0,7(0)) —i—/o LV (z(s),z(s — d(s)),s,r(s))dt

+ /t Ve(z(s) —u(z(s — 0(s)), s,7(5)), s,r(s))g(x(s), z(s — d(s)), s,7(s))dw(s)
+ / (s=0(5)).5,7(5)), 5,7(5)+h(r(5), )
(w(s) —u(w(s—0(s)), 5,7(5)), 5,7(s))) lds, dl) (1.5.31)

pri éemu je funkcija h(r(s),1)) definisana sa (1.5.23), dok je u(ds,dl) = v(ds,dl) —
m(ds)ds martingalna mera, tj. kompenzovana Poissonova sluc¢ajna mera.
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1.6 Osnovni tipovi stabilnosti resenja stohasticke
diferencijalne jednacine

Jedna od bitnih karakteristika diferencijalnih jednacina je stabilnost. U osnovi sta-
bilnosti resenja stohastickih diferencijalnih jednacina je ispitivanje stanja sistema
u odnosu na male promene pocetnog uslova ili nekih drugih parametara sistema.
Stohasticka stabilnost je jedna od veoma istrazivanih oblasti stohasticke analize i
mnogi matematicari su doprineli njenom razvoju, na primer Arnold [1, 2], Khasmin-
skii [16, 35, 36], Friedman [11], Mao [49, 50], Kolmanovskii [37, 40, 41] i drugi. S
obzirom na to da mnoge stohasticke diferencijalne jednacine nisu eksplicitno resive,
neophodno je primeniti numericke metode, a od znacaja je i stabilnost numerickih
reSenja. U tom smislu, jedan od ciljeva ove disertacije je odredivanje uslova pod
kojima tacno i numericko reSenje imaju osobinu stabilnosti. U ovom poglavlju bice
navedene neke osnovne definicije teorije stabilnosti resenja stohastickih diferencijal-
nih jednacina.

Definicija 1.28 Resenje {z(t),t > 0} stohasticke diferencijalne jednacine je sto-
hasticki stabilno ili stabilno u verovatnoéi ako za svako € € (0,1) i r > 0, postoji
§=0(e,r to) >0 tako da, za |xo| < 0, vazi

P{lz(t;to, mo)| <1, t >t} >1—¢.

Definicija 1.29 Resenje {z(t),t > 0} stohasticke diferencijalne jednacine je sto-
hasticki asimptotski stabilno ako za svako € € (0,1) postoji § = d(e,t9) > 0 tako da,
2a |zo| < 0, vazi

P{tli)rxolO x(t;to,x0) =0,t > to} > 1—e.

Definicija 1.30 Resenje {x(t),t > 0} stohasticke diferencijalne jednacine je ekspo-
nencijalno stabilno u srednjem reda p ako za svako xy € R%, E|xolP < oo vaZi

1
lim sup — log E(|x(t; to, x0)|?) < 0.

t—o00 t

Definicija 1.31 Resenje {x(t),t > 0} stohasticke diferencijalne jednacine je skoro
izvesno eksponencijalno stabilno ako za svako xo € R vaZi

1
lim sup ;log |z (t; to, x0)] <0 s.i.

t—o00

U disertaciji, od navedenih tipova stabilnosti, se razmatraju dva tipa. Naime, u
Glavi 2 se razmatraju eksponencijalna stabilnost u srednjem reda p i skoro izvesna
eksponencijalna stabilnost resenja neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina
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sa vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova. Takode se razmatra i skoro
izvesna eksponencijalna stabilnost odgovaraju¢ih numerickih resenja. U Glavi 3
se ispituje skoro izvesna eksponencijalna stabilnost resenja neutralnih stohastickih
diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem.

1.7 Neke numericke metode aproksimacije resenja
obic¢nih stohastickih diferencijalnih jednacina

Sve veci broj realnih problema u svim oblastima zivota danas se reSava matematickim
modelima, koji se sastoje od skupa jednacina kojima se opisuju sve vaznije pojave
ili procesi znacajni za postavljeni problem. U sluc¢aju jednostavnijih modela, reSenje
se moze odrediti analiticki. Medutim, modeli su najcesce slozeni i tada se za odre-
divanje aproksimativnih reSenja primenjuju numericke metode. Postoji vise metoda
aproksimacije resenja razlic¢itih tipova stohastickih diferencijalnih jednacina, kao i
kriterijuma za njihovo uporedivanje. Medu najvaznijima je da se metoda lako im-
plementira i da aproksimativna resenja nasleduju osobine ta¢nog resenja.

U ovoj disertaciji najpre se razmatra pod kojim uslovima postoji jedinstveno
reSenje za klasu neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavis-
nim kasnjenjem i prelazima Markova i za klasu neutralnih stohastickih diferencijal-
nih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem. Zatim se numerickim metodama
odreduju aproksimativna reSenja datih jednacina i razmatra pod kojim uslovima
aproksimativno i tacno resenje imaju iste osobine, kao Sto je stabilnost, koja se
takode razmatra u ovoj disertaciji.

Postoje eksplicitne i implicitne numericke metode. U ovom poglavlju, od eksplici-
tnih bi¢e navedena Euler-Maruyamina metoda, a od implicitnih backward Eulerova
metoda i f-Euler-Maruyamina metoda.

1.7.1 Euler-Maruyamina metoda

Euler-Maruyamina metoda je eksplicitna metoda za numericko resavanje kako obic-
nih, tako i stohastickih diferencijalnih jednac¢ina. Ova metoda daje eksplicitna
aproksimativna resenja, a pritom se za dokazivanje srednje kvadratne konvergen-
cije odgovarajué¢ih aproksimativnih resenja najces¢e zahtevaju standardni uslovi
egzistencije i jedinstvenosti resenja, tj. Lipschitzov uslov, uslov linearnog rasta i
L2-ograni¢enost pocetnog uslova.

Neka je

dz(t) = f(z(t)) dt + g(x(t)) dw(t), x(0) = z, (1.7.32)
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gde je t € [0, T], stohasticka diferencijalna jednacina. Pri tome je x(t) € R? za svako
t, f:RY— RYig: R — R™™ dok je w(t) m-dimenzionalno Brownovo kretanje.
Takode, pretpostavlja se da su svi momenti pocetnog uslova reda p, p > 0 konaéni.

Resenje {z(t),t € [0,T]} jednacine (1.7.32) se aproksimira na proizvoljnoj par-
ticiji intervala [0,T], 0 =ty < t; < ... < t, = T. Za izabranu veli¢inu koraka
A € (0,1), pri cemu je t, = kA, zak € 0,1,2,...,n — 1, Euler-Maruyamina metoda
se zasniva na izracunavanju diskretnih aproksimativnih resenja Y; & z(t;), tako da
je Yo = x¢, formiranjem niza

Yirr = Yie + f(Yi) A+ g(Yr) Awy, (1.7.33)

gde je Awy = w(trr1) — w(ty). B
Zatim se definise neprekidno aproksimativno resenje Y (¢),

V() = Yi+ (t = ) (V) + g(V3) (w(t) = w(t)), ¢ € [trstewr).  (LT.34)

Cesto se koristi i ekvivalentan oblik
_ t t
V() =Y, +/O FY(s))ds +/0 g(Y(5)) duw(s), (1.7.35)

pri cemu je Y (t) =Yy, za t € [ty, thr1)-

Kako je Y (t) = Y (t;) = Y4, zakljucuje se da se diskretno aproksimativno resenje
i neprekidno aproksimativno resenje poklapaju u tackama particije vremenskog in-
tervala [0, T7.

Mnogi od postojecih rezultata o konvergenciji niza numerickih resenja ka tacnom
reSenju zahtevaju da funkcije f i g zadovoljavaju Lipschitzov uslov, Sto se moze naci
na primer, u [34, 52]. U radu [17], Higham, Mao i Stuart su dokazali strogu sred-
nje kvadratnu konvergenciju neprekidnog Euler-Maruyaminog resenja ka tacnom
reSenju pod manje restriktivnim uslovima, tj. za funkcije f i g se zahteva da zado-
voljavaju samo lokalni Lipschitzov uslov (1.4.13) i da ta¢no i numericko resenje imaju
ogranicene momente reda p, p > 2. Pod navedenim uslovima vazi da je

lim E| sup [Y(t) - 2(t)]’] =0.

At—0 0<t<T

U istom radu je takode dokazano da je moguce izostaviti uslov da tacno i nu-
mericko reSenje imaju ograni¢ene momente reda p, p > 2, s obzirom na to da je
tesko utvrditi da li je taj uslov ispunjen. Zbog toga se uvodi jednostrani Lipschitzov
uslov, tj. postoji konstanta p > 0, tako da je svako a,b € R?

(a—b,f(a) = f(b)) < pla— b, (1.7.36)

koji uz lokalni Lipschitzov uslov (1.4.13) implicira ograni¢enost momenata reda
p, p > 2 tacnog resenja.
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Mao i Rassias su u svom radu [56] dokazali egzistenciju i jedinstvenost resenja
stohastickih diferencijalnih jednacina sa konstantnim kasnjenjem oblika

dr(t) = f(x(t), x(t — 1), t)dt + g(a(t),a(t — 7)) dw(t), t>0,  (1.7.37)

sa pocetnim uslovom {z(d) : —7 < § < 0} = £ € C4 ([-7,0]; RY). Autori su
pretpostavili da za funkcije f i g vazi lokalni Lipschitzov uslov (1.4.13). Pored toga,
uslov linearnog rasta (1.4.12) je zamenjen opstijim uslovima, koji su poznati kao
uopsteni uslovi Khasminskiiog.

A; : Postoje dve funkcije V € C?Y (R4 x [-7,00); R, ) i U € C(R*x [—7,00); Ry)
i nenegativne konstante A, Ay, tako da je

Jim (me(a:,t)> — 0,
|z| =00 \t>0
i za svako (z,y,t) € R x RY x R, vazi

LV (z,y,t) < M1+ V(z,t) +V(y,t —7) + Uy, t — 7)) — \aoU(x,t).

U radu [55], Mao je predstavio Euler-Maruyaminu metodu za jednacine oblika
(1.7.37) pod prethodno navedenim uslovima, odnosno pod pretpostavkom da za f i
g vazi lokalni Lipschitzov uslov i pretpostavke A;. Takodje je dokazao konvergenciju
u verovatno¢i Euler-Maruyaminih aproksimativnih resenja ka tacnom reSenju.

1.7.2 Backward Eulerova metoda

Backward Eulerova metoda je implicitna metoda za numericko reSavanje stohastickih
diferencijalnih jednacina. Cesto se u literaturi pojavljuje kao semi-implicitna Eu-
lerova metoda, (videti, na primer [34]). Backward Eulerova metoda je implicitna po
argumentu koeficijenta prenosa.

Preciznije, neka se resenje {x(t),t € [0,7]} jednacine (1.7.32) aproksimira na
proizvoljnoj particiji intervala [0,7], 0 = t, < t; < ... < t, = T. Za izabranu
veli¢inu koraka A € (0, 1), pri cemu je ty = kA, za k € 0,1,2,...,n — 1, ova metoda
se zasniva na reSavanju sledec¢e jednacine

Y1 =Y + f(Yir1) A + g(Yi) Awy, (1.7.38)

gde je Yo = xg 1 Awy, = w(tgs1) — w(ty).

U radu [17], backward Eulerova metoda se primenjuje na jedna¢inu (1.7.32),
pod uslovima da funkcija f € C' zadovoljava jednostrani Lipschitzov uslov (1.7.36),
da je |f(a) — f(B)]* < D(1 + |al? + |b|?)|a — b|*, D € R*,q € ZT, kao i da za
funkciju g € C! vazi uslov |g(a) — g(b)|* < c|a — b|%, ¢ > 0. Dokazano je da postoji
neprekidno aproksimativno regenje Y'(t) tako da je Y (¢;) = Y, odnosno diskretno
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aproksimativno resenje i neprekidno aproksimativno resenje se poklapaju u tackama
particije vremenskog intervala. Takode je dokazana konvergencija u L?-smislu niza
aproksimativnih resenja ka taénom resenju jednacine (1.7.32). Pritom, vazi da je

E| sup [Y(t) - z(t)]’] = O(A).

0<t<T

1.7.3 6-Euler-Maruyamina metoda

f-Euler-Maruyamina metoda je takode implicitna metoda za numericko resavanje
stohastickih diferencijalnih jednacina i predstavlja uopstenje prethodno navedenih
metoda. Parametar 6 € [0, 1] se ¢esto naziva merom implicitnosti numericke metode.
Specijalno, ako je § = 0, dobija se Euler-Maruyamina metoda, dok se za # = 1, dobija
backward Eulerova metoda.

Resenje {z(t),t > 0} jednacine (1.7.32) se aproksimira na proizvoljnoj particiji
intervala [0,00). Za izabranu veli¢inu koraka A € (0, 1), pri ¢emu je tx = kA, za
ke€0,1,2,..., ova metoda se zasniva na reSavanju slede¢e jednacine

gde je Yy = xp 1 Awg = w(tg1) — w(tg). U cilju uvodenja numericke seme (1.7.39),
definise se funkcija F : R? — R% na sledeé¢i nacin

F(z) =z —0f(x)At.

Pod pretpostavkom da vazi jednostrani Lipschitzov uslov (1.7.36), postoji inverzna
funkcija F'~! i resenje Yj,; se moZe predstaviti na sledeéi nacin

Vigr = F7 (Y + (1= 0) f(Ye) At + g(Yi) Awy,),

pri cemu je slucajna promenljiva Y; Fj-merljiva.

U radu [57] je dokazana ograni¢enost momenata drugog reda resenja jednacine
(1.7.39) koja odgovara jednacini (1.7.32). Rezultati dobijeni u tom radu vaze pod
pretpostavkom da funkcije f i g zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov, kao i uslov
monotonosti, odnosno postoje konstante v i 3 tako da je, za svako x € R,

(@, f(2)) + (@) < o+ Blal

Pored toga, zahteva se da vazi jednostrani Lipschitzov uslov (1.7.36) i da postoji par
konstanata h > 1i C(h) > 0 tako da je, za svako z € R?

|f(@)| V|g(z)| < C(R)(1 + |z|").
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Dakle, pod navedenim uslovima, #-Euler-Maruyamina metoda (1.7.39) ima osobinu
da za svako T' > 0 postoji konstanta C'(T") > 0 tako da je
sup sup E|Yi|* < C(T).
At<At* 0<k<T

Takode, pod navedenim uslovima je dokazana i stroga konvergencija 6-Euler-
Maruyaminih resenja (1.7.39) ka tacnom resenju jednacine (1.7.32) za 6 > %

U Glavi 3 su predstavljeni rezultati koji se odnose na skoro izvesnu eksponen-
cijalnu stabilnost diskretnog #-Euler-Maruyaminog reSenja za neutralne stohasticke
diferencijalne jednacine sa vremenski-zavisnim kasnjenjem, pri ¢emu se zahteva uslov
linearnog rasta za 6 € [0, %], dok se za 0 € (%, 1] taj uslov ne zahteva, ve¢ se prime-
njuje jedna verzija uopstenih uslova Khasminskiiog.

Napomena 1.1 U odeljcima 1.7.1-1.7.3 su razmatrane Fuler-Maruyamina metoda,
backward Fulerova metoda i 0-FEuler-Maruyamina metoda za obicne stohasticke dife-
rencijalne jednacine. Medutim, ove metode se mogu primeniti © na sloZenije tipove
stohastickih diferencijalnih jednacina, Sto se moze naci, na primer, u radovima [42,
65, 66, 67], kao i u literaturi na koju se oni pozivaju.

1.8 Neke numericke metode aproksimacije resenja
obic¢nih stohastickih diferencijalnih jednacina
sa prelazima Markova

U ovom poglavlju se razmatraju Euler-Maruyamina metoda, backward Eulerova me-
toda i f-Euler-Maruyamina metoda za obicne stohasticke diferencijalne jednacine sa
prelazima Markova. Da bi se definisanle ove numericke metode za stohasticke dife-
rencijalne jednacine sa prelazima Markova, potrebno je definisati diskretan proces
Markova.

Za izabranu velicinu koraka A € (0,1) i k > 0, neka je r2 = r(kA). Tada
je {r&, k = 0,1,2,...} diskretan proces Markova sa konacnim skupom stanja S =
{1,2,..., N} i matricom verovatnoca prelaza iz jednog stanja u drugo

P(A) = (Pj(A))nxn = e

Neka je 75 = 1g. Generige se slu¢ajan broj & sa uniformnom raspodelom na intervalu
[0,1]. Ako je & = 1 tada je 72 = r; = N. U suprotnom, jedinstveni prirodan broj
r1 € S se odreduje na osnovu relacije

ri—1

> Poid) <& < ipro,j(A),
=1

j=1
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pri cemu je 30_; Py ;(A) = 0.

Zatim se nezavisno generise novi sluc¢ajan broj & sa uniformnom raspodelom na
intervalu [0,1]. Ako je & = 1 tada je 2 = rp = N. U suprotnom, jedinstveni
prirodan broj ro € S se odreduje na osnovu relacije

ro—1

Z PTLj(A) < §2 < ZPTLj(A)
j=1 j=1

i tada je r5 = ry. Ponavljajuéi ovaj postupak generige se trajektorija niza {r2, k =
0,1,2,...}. Ovaj postupak se moze sprovesti nezavisno proizvoljan broj puta da bi
se dobio veéi broj trajektorija.

Slede¢im primerom je graficki prikazan proces Markova.

Primer 1.1 Neka je S = {1,2} skup stanja i

=34

generator sa pocetnim uslovom ro =1 za A = 0.0002. Tada je matrica verovatnoéa
prelaza 1z jednog stanja u drugo
1
p- ( ; ) |
5

Trajektorija procesa Markova je prikazana na Slici 1.1.

[P

r
221

20
18}
160
14

12}

10}

0.8 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L I t
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Slika 1.1: Trajektorija procesa Markova za A = 0.0002
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1.8.1 Euler-Maruyamina metoda
Neka je
dx(t) = f(x(t),r(t)) dt + g(x(t),r(t)) dw(t), te[0,T], (1.8.40)

stohasticka diferencijalna jednacina sa prelazima Markova, sa pocetnim uslovima
z(0) = xg, 7(0) =19 € S. Pritom su f: R x S — RYig: RYx S — R™m Borel-
merljive funkcije, pri ¢emu je z(t) € R i r(t) € S, dok je w(t) m-dimenzionalno
Brownovo kretanje.

Nakon §to je definisan diskretan proces Markova {r2, k = 0,1,2, ...}, moguée je
definisati Euler-Maruyamino aproksimativno resenje koje odgovara jednacini (1.8.40).

Resenje {z(t),t € [0,T]} jednacine (1.8.40) se aproksimira na proizvoljnoj par-
ticiji intervala [0, 7], 0 =ty < t; < ... < t, = T. Bira se veli¢ina koraka A € (0,1),
pri ¢emu je t, = kA, zak €0,1,2,...,n— 1.

Euler-Maruyamina metoda se zasniva na izracunavanju diskretnih aproksima-
tivnih reSenja X ~ (t), tako da je Xy = xq i 75 = g, formiranjem niza

Xk+1 :Xk—l—f(Xk,rkA)A—I—g(Xk,rkA) Awk, (1841)

gde je Awy = w(lyy1) — w(ty).
Neka je X(t) = X, i 7(t) = r2 za t € [ty,tr11). Tada se definise neprekidno
Euler-Maruyamino aproksimativno resenje

X(t) = X, + /0 "R (), 7 (1)) ds + /0 " (X (), 7()) du(s). (1.8.42)

Kako je X(tx) = X(tx) = Xj, zakljucuje se da se diskretno aproksimativno
reSenje i neprekidno aproksimativno resenje poklapaju u tackama particije vremen-
skog intervala [0, 7).

U knjizi [59], autori X. Mao i C. Yuan su predstavili neke rezultate o konvergen-
ciji numerickih resenja ka ta¢nom resenju. Dokazana je stroga srednje-kvadratna
konvergencija Euler-Maruyaminih aproksimativnih resenja ka ta¢nom resenju.

Najpre je dokazano da ako vazi uslov linearnog rasta, tj. ako postoji pozitivna
konstanta K tako da, za svako (z,i) € R" x S vazi

(@, )"V gz, )" < K(1+ ], (1.8.43)

tada su momenti reda p, p > 2 tactnog i numerickog resenja jednacine (1.8.40)
ogranic¢eni pozitivnom konstantom koja ne zavisi od A. Ovaj rezultat se moze naci
u [59] (Lema 4.1).

Zatim je dokazano da vazi globalni Lipschitzov uslov, tj. da postoji pozitivna
konstanta L tako da, za svako x,y € R" i1 € S,

|f(x,1) = fy, )| V |g(z,3) — g(y,i)| < L|z — 9], (1.8.44)
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implicira uslov linearnog rasta (1.8.43).
Pod pretpostavkom da vazi (1.8.44), sledi da je
E| sup |V () —z(t)]’] < CA+o(A),
0<t<T
gde je C' pozitivna konstanta koja ne zavisi od A, odnosno, dokazana je stroga
konvergencija Euler-Maruyaminog aproksimativnog resenja ka tacnom resenju pod
pretpostavkom da vazi globalni Lipschitzov uslov.

U mnogim slucajevima funkcije f i g zadovoljavaju samo lokalni Lipschitzov
uslov, tj. za svaki prirodan broj R postoji konstanta Kz > 0 takva da, za svako
z,y € R za koje je |z| V ly| < R iza svako i € S, vazi

|f(x,) = f(y, )|V |g(x,1) — g(y,i)| < Kgr|z —yl. (1.8.45)

U istoj knjizi dokazana je stroga konvergencija Euler-Maruyaminog aproksimativnog
reSenja, pod pretpostavkom da vazi lokalni Lipschitzov uslov (1.8.45) i uslov lin-
earnog rasta (1.8.43). Pod tim uslovima Euler-Maruyamino aproksimativno resenje
konvergira ka tacnom resenju tako da vazi

lim E Y (t) —z(t)]*| = 0.

Jim, B| sup [V(5) =z =0

Slede¢om teoremom predstavljena je konvergencija u verovatnoc¢i Euler-Maruya-

minih aproksimativnih reSenja ka tacnom reSenju, a da pritom vazi samo lokalni
Lipschitzov uslov, ali ne i uslov linearnog rasta ili uslov ograni¢enih momenata.

Teorema 1.23 (X. Mao, C. Yuan, [59]) Neka je ispunjen lokalni Lipschitzov us-
lov (1.8.45). Pretpostavlja se da postoji funkcija V € C?(R% x S; R,), tako da:
(i) za svako i € S

‘llim V(z,i) = oo (1.8.46)
(ii) za svako (z,i) € R x S vaZi
LV (x,i) < h[l + V(z,1i)], (1.8.47)
gde je
1 N
LV (x,i) = Vy(x,4) f(z,7) + §trace[gT(x,i)V;mg(m, O+ > Vi(z,5);  (1.8.48)
j=1

(111) za svaki prirodan broj R postoji konstanta Gg > 0 takva da, za svako x,y €
R? za koje je |x| V |y| < R i za svako i € S, vaZi

\V(x,1) =V (y,0)|V|Ve(z, 1) = Valy, )| V| Vie(z, 1) — Var (y,7)| < Grlz—1y|. (1.8.49)
Tada je B
lim ( sup |Y(t) — a:(t)|2) =0 u verovatnoéi. (1.8.50)

A=0 No<t<T
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Navedeni rezultati predstavljaju motivaciju za nastanak rezultata koji ¢e biti
predstavljeni u Glavi 2. Oni se odnose na klasu neutralnih stohastickih diferen-
cijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kaSnjenjem i prelazima Markova. Pod
pretpostavkom da vazi jedna verzija uopstenih uslova Khasminskiiog, razmatra se
egzistencija, jedinstvenost i stabilnost tacnog resenja. Predstavljeno je aproksima-
tivno reSenje koje je odredeno u skladu sa metodom Euler-Maruyame. Dokazana
je konvergencija u verovatnoci niza Euler-Maruyaminih aproksimativnih resenja ka
tacnom resSenju na svakom konac¢nom intervalu. Pored toga, uz uslov linearnog rasta
za koeficijent prenosa, dokazana je skoro izvesna eksponencijalna stabilnost Euler-
Maruyaminog resenja.

1.8.2 Backward Eulerova metoda

Backward Eulerova metoda za numericko resavanje stohastickih diferencijalnih jedna-
¢ina sa prelazima Markova je implicitna metoda. Na osnovu postojec¢ih rezultata
se moze zakljuciti da aproksimativna resenja generisana implicitnim numerickim
metodama u vecoj meri nasleduju svojstva tacnog resenja nego resenja generisana
primenom eksplicitnih metoda.

Preciznije, neka se resenje {x(t),t € [0,T]} jednacine (1.8.40) aproksimira na
proizvoljnoj particiji intervala [0,7], 0 = to < t; < ... < t, = T. Za izabranu
veli¢inu koraka A € (0,1), pri cemu je tp = kA, zak € 0,1,2,...,n — 1, ova metoda
se zasniva na reSavanju sledece jednacine

Yigr = Vi 4+ f(Yig1, 7)) A + g(Yi, 72) Awy, (1.8.51)

gde je Yo = zq, 5 = 1o i Awy, = w(tpy) — w(ty).

U knjizi [59], backward Eulerova metoda se primenjuje na jednacinu (1.8.40), pod
pretpostavkom da vazi globalni Lipschitzov uslov (1.8.44). Pored toga, pretpostavlja
se da funkcija f zadovoljava uslov polinomijalnog rasta, tj. da za svako (x,i) €
R™ x S vazi da je

|f(z,4)| < D(1+|z|%), D€ R, qe Z*.

Tada se dokazuje da postoji neprekidno aproksimativno resenje Y (t) tako da je
Y (kA) =Y}, za koje vazi

. . 2 _

il{ﬂ“)E[oililgT|Y(t) x(t)] } 0.

U Glavi 2 se razmatra backward Eulerova metoda za neutralne stohasticke
diferencijalne jednacine sa vremenski-zavisnim kaSnjenjem i prelazima Markova.
Dokazuje se konvergencija u verovatnoc¢i niza backward Eulerovih resenja ka tacnom
reSenju jednacine, kao i skoro izvesna asimptotska eksponencijalna stabilnost back-
ward Eulerovog resenja. Pritom se zahteva da koeficijent prenosa f zadovoljava
jednostrani Lipschitzov uslov.
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1.8.3 6¢-Euler-Maruyamina metoda

f-Euler-Maruyamina metoda je takode implicitna metoda za numericko resavanje
stohastickih diferencijalnih jednacina sa prelazima Markova, pri ¢emu je 6 € [0, 1].

Resenje {z(t),t > 0} jednacine (1.8.40) se aproksimira na proizvoljnoj particiji
intervala [0,00). Za izabranu velicinu koraka A € (0, 1), pri ¢emu je t, = kA, za
ke€0,1,2,..., ova metoda se zasniva na reSavanju slede¢e jednacine

Yier =Y +0f(Yir, T,CA) A+ (1-0)f(Yy, TkA) A+ g(Yy, rkA) Awy, (1.8.52)

gde je Yo = xq, 15 =10 i Awy, = w(tpy1) — w(ty).
Neka je Yi(t) = Yy, Ya(t) = Y1 i 7(t) = 72 za t € [ty, try1). Tada se definise
neprekidno #-Euler-Maruyamino aproksimativno resenje

V() =20+ [ 0= 0)f(Yi(),7(5)) + 0 (Va(s), 7(5))Jds
+ [ g (i(s), 7)) du(s). (1.8.53)

U knjizi [59] je dokazana ograni¢enost momenata drugog reda resenja jednacine
(1.8.52) koja odgovara jednacini (1.8.40), pod pretpostavkom da funkcije f i g
zadovoljavaju uslov linearnog rasta (1.8.43), gde je K = LV max{|f(0,7)|V|g(0,7)] :
i € S}, pri cemu je L konstanta iz uslova (1.8.44). Dakle, pod navedenim uslovima,
0-Euler-Maruyamina metoda (1.8.52) ima osobinu da za A < min{1,1/(6K)} pos-
toji konstanta C' > 0, koja ne zavisi od A, tako da vazi

sup E|Yi|* < C.
0<kA<T

Takode, dokazana je stroga konvergencija 6-Euler-Maruyaminog aproksimativnog
reSenja ka tacnom resenju, tj. ako vazi globalni Lipschitzov uslov (1.8.44), tada je

E[ sup |Y(t) — x(t)|2] < CA +o(A),

0<t<T

gde je C pozitivna konstanta koja ne zavisi od A.
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1.9 Elementarne i integralne nejednakosti

U ovom poglavlju bi¢e navedene neke elementarne nejednakosti, koje se mogu nadi
u [70], i koje se primenjuju prilikom dokazivanja glavnih rezultata.
Elementarne nejednakosti koje ¢e se koristiti su:

(a+ b < (14e)PHa? +e'7PP), Va,b>0,p>1,e>0, (1.9.54)
2 b?

(a+b)2< %Jrl—_g, a,b>0,ce(0,1), (1.9.55)

(a+b)P <a?+b, Va,b>0,0<p<I, (1.9.56)

b’ <aa+(1-a), a,b>00<a<l. (1.9.57)

Za potrebe daljeg razmatranja bi¢e navedena Gronwall-Bellmanova nejednakost u
obliku teoreme. Dokaz se moze naéi u [52].

Teorema 1.24 Neka je T > 0 i c > 0. Neka je u(t) Borelova ograni¢ena nenega-
tivna funkcija definisana na intervalu [0,T] @ neka je v(t) nenegativna integrabilna
funkcija na intervalu [0, T]. Ako je

u(t) <ec+ /Dtv(s)u(s) ds, te]l0,T],

tada je

u(t) < cefot”(s)ds, t 10,77
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Glava 2

Neutralne stohasticke
diferencijalne jednacine sa
vremenski-zavisnim kasnjenjem i
prelazima Markova

Predmet razmatranja u ovoj glavi je klasa neutralnih stohastickih diferencijalnih
jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova. Glavna moti-
vacija potice iz rada [20], ¢iji su autori L. Hu, X. Mao i Y. Shen, gde su odredeni do-
voljni uslovi stabilnosti resenja stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-
zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova. Navedeni rezultati se odnose na klasu
jednacina ¢iji koeficijenti zadovoljavaju jednu verziju uopstenih uslova Khasmin-
skiiog. Rezultati sadrzani u Poglavljima 2.1-2.3 su objavljeni u radu [73]. U
Poglavlju 2.1 su navedeni osnovni pojmovi i rezultati. U Poglavlju 2.2 se razma-
traju egzistencija, jedinstvenost i stabilnost resenja neutralnih stohastickih dife-
rencijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova, pri
¢emu je funkcija kasnjenja neogranicena. Uvodenjem pretpostavke o ogranicenosti
funkcije kasnjenja, odredeni su dovoljni uslovi skoro izvesne eksponencijalne sta-
bilnosti i stabilnosti u srednjem reda p resenja neutralnih stohastickih diferenci-
jalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova. Na taj
nacin su prosireni rezultati iz rada [66], M. MiloSevié, pri ¢emu se rezultati u tom
radu dobijeni pod pretpostavkom da vazi drugacija verzija uslova Khasminskiiog.
U Poglavlju 2.3 je predstavljeno aproksimativno resenje neutralne stohasticke dife-
rencijalne jednacine sa neograni¢enim vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima
Markova koje je odredeno u skladu sa metodom Euler-Maruyame. Dokazana je
konvergencija u verovatno¢i niza Euler-Maruyaminih aproksimativnih reSenja ka
tacnom resenju na svakom konac¢nom intervalu. Pored toga, uz uslov linearnog
rasta za koeficijenat prenosa, dokazana je skoro izvesna eksponencijalna stabilnost
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Euler-Maruyaminog resenja. Rezultati predstavljeni u Poglavljima 2.4 i 2.5 su ob-
javljeni u radu [77]. U Poglavlju 2.4 su razmatrane implicitne numericke metode za
klasu neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa neograni¢enim vremenski-
zavisnim kaSnjenjem i prelazima Markova, pod odredenim uslovima nelinearnog
rasta. Dokazana je konvergencija u verovatnoc¢i niza backward Eulerovih aproksima-
tivnih resenja ka tacnom reSenju na svakom konac¢nom intervalu, kao i konvergen-
cija u verovatno¢i neprekidnog i diskretnog forward-backward Eulerovog resenja ka
tacnom reSenju. Glavna motivacija potice iz rada [67] u kome je autor M. Milogevié
predstavlila rezultate koji se odnose na backward Eulerovu metodu za neutralne
stohasticke diferencijalne jednacine sa vremenski-zavisnim kasnjenjem. U Poglavlju
2.5 je dokazana skoro izvesna asimptotska eksponencijalna stabilnost backward Eu-
lerovog resenja bez uslova linearnog rasta za koeficijent prenosa. Kako bi backward
Eulerova metoda bila dobro definisana, zahteva se da koeficijent prenosa zadovoljava
jednostrani Lipschitzov uslov. Neutralni ¢lan je hibridan, odnosno zavisi od procesa
Markova i zbog toga je backward Eulerovo aproksimativno resenje definisano na
drugaciji na¢in u odnosu na ono u radu [67].

2.1 Uvodni pojmovi i rezultati

Sve slucajne promenljive i stohasticki procesi koji se razmatraju, definisani su na ko-
mpletnom prostoru verovatnoca (2, F, {F; }i>0, P) sa filtracijom {F; };>0 koja zadovo-
ljava uobicajene uslove (tj. rastuéa je, neprekidna s desna i Fy sadrzi sve dogadaje
verovatnoce nula). Neka je w = {w(t),t > 0} m-dimenzionalno Braunovo kretanje
i neka je {r(t),t > 0} neprekidan s desna proces Markova. Oznaka |x| se odnosi na
Euklidsku normu vektora x € R?, dok |A|? = trace(AT A) ozna¢ava normu matrice
A, gde je AT transponovana matrica ili vektor.

U skladu sa ranije navedenim oznakama, za dato 7 > 0, C([—7,0]; R?) oznacava
familiju neprekidnih funkcija ¢ : [-7,0] — R? sa supremum normom definisanom sa
loll = sup_,<;< |¢(t)|. Pored toga, C% ([—T,0]; R?) predstavlja familiju ogranicenih,
Fo-merljivih, slucajnih funkcija koje pripadaju klasi C([—7, 0]; RY).

U nastavku ¢e od znacaja biti funkcija kasnjenja 6 : R, — R, , koja je Borel-
merljiva, pri ¢emu je R, = [0, 00).

U ovoj glavi se razmatra sledeca neutralna stohasticka diferencijalna jednacina
sa vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova

dfz(t) — u(x(t = 6(t)),t, r(t))]
= f(x(t),x(t —0(t)), t,r(t))dt + g(x(t), z(t — (1)), t,r(t))dw(t), t > 0(2.1.1)
sa pocetnim uslovima
To =¥ = {90<t) te [_T7 0]} S Cg-'o([_T’ 0]5 Rd)a
T(O) = ’io € S.
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Pritom su
f:RIxRIxR, xS — R ¢g:RIxR'xR, xS — R™™ w:RxR, xS — R

Borel-merljive funkcije i {z(t),t > —7} je d-dimenzionalni stohasticki proces koji
predstavlja stanje sistema ¢ija je evolucija opisana jednac¢inom (2.1.1).
Pored ve¢ navedenih oznaka i uslova, neophodno je uvesti slede¢e pretpostavke:
A; : (Lokalni Lipschitzov uslov) Za svaki ceo broj h, postoji konstanta Kj > 0,
tako da za svako x1, 9, y1,y2 € R%, gde je || V |2a| V |y1| V |y2| < h i za svako
te Ry,i€ 8, vazi
|f($1, Y1, tv Z) - f<x27 Y2, ta Z>|2 v ’g(‘rlv Y1, t7 Z) - g(.ng, Y2, ta 7’)|2
< Ki(|z1 — zaf” + [y — v2]?).

Aj : Postoje tri funkcije V € C*Y(RIx R, xS; Ry)iU;, Uy € C(R¥x[—7,00); R})
i nenegativne konstante cy, ¢, c3, pri cemu je co > c3, tako da je

lim <inf Ul(x,t)> = 00, (2.1.4)

|z| =00 \t=0
iza svako v,y € R, t € R ii € S vazi

Up(z,t) < V(x,t,i) < Us(x,t), 1.
LV (x,y,t,1) < ¢ — caUs(,t) + c3(1 — 8)Us(y, t — 6(t)). (2.1.6)

As : Funkcija kasnjenja 6 : Ry — R, je diferencijabilna i §'(t) < § < 1.
Ay : Postoji konstanta 3 € (0, 1) tako da, za svako z,y € R, t > 014 € S, vazi

|u(z,t,i) —uly, t,i)| < Bl —yl. (2.1.7)
Pritom, ako je u(0,t,i) = 0 za svako t > 0, i € S, iz pretpostavke (2.1.7), sledi da je
lu(z,t,1)| < Blx|. (2.1.8)

Ako je 6,(t) =t — d(t),t € Ry, tada je 67(t) > 1 —0 > 0, §to znaéi da je &, (¢)
rastuca funkcijapotit—4(t) > —46(0), t € R,. Imajuéi u vidu pocetni uslov (2.1.2),
moze se zakljuciti da ¢ € C% ([—6(0), 0]; R%) i sve prethodno uvedene pretpostavke
vaze za T = 0(0).

Kao sto je pomenuto u uvodu, u Poglavlju 2.2 su, izmedu ostalog, navedeni
rezultati koji se odnose na stabilnost tacnog resenja jednacine 2.1.1 i oni jednim
delom predstavljaju prosirenje rezultata iz rada [65], M. Milogevi¢, pri ¢emu se
rezultati u tom radu odnose na neutralne stohasticke diferencijalne jednacine bez
prelaza Markova i sa ogranic¢enim vremenski-zavisnim kasnjenjem. Jo$ jedna bitna
razlika izmedu rezultata koji ¢ée biti navedeni u nastavku i onih iz rada [65] je u
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drugacijoj verziji uopstenih uslova Khasminskiiog. Preciznije, umesto pretpostavke
As, u radu [65] se zahtevaju sledeéi uslovi:

Postoje funkcije V € C?*Y(R? x [-7,4+0); R,) i U € C(R? X [—7,+00); Ry) i
pozitivne konstante A, Ay, ¢1, co tako da je

At

A
2273

(2.1.9)

i za svako z,y € RYit > 0, vazi

alzlP < V(z,t) < ez, (2.1.10)

LV (z,y,t) < M[1+V(x,t)+ V(y,t — () + Uy, t —6(t))] — AoU(z,t).(2.1.11)

Dakle, pretpostavka (2.1.10), koja je prisutna u radovima [65] i [66], prilikom
dokaza egzistencije, jedinstvenosti i stabilnosti tacnog resenja, u ovoj glavi se za-
menjuje pretpostavkom (2.1.5).

2.2 Egzistencija, jedinstvenost i stabilnost tacnog
reSenja

Kao §to je pomenuto u uvodu, u radu [20], autori L. Hu, X. Mao, Y. Shen su
pod pretpostavkom da vaze uopsteni uslovi Khasminskiiog, razmatrali stohasticku
diferencijalnu jednac¢inu sa kasnjenjem i prelazima Markova, odnosno jednacinu obli-
ka

dx(t) = f(x(t),z(t — (b)), t,r(t))dt + g(x(t), x(t — I(t)), t,r(t))dw(t), t > 02.2.12)
sa pocetnim uslovima

zg = ={p(t) : t € [-7,0]} € C% ([-7,0); R,
7”(0) = ’io S S,

i pritom su dokazali egzistenciju i jedinstvenost reSenja slede¢om teoremom.
Teorema 2.1 Ako su zadovoljeni uslovi A;-As, tada za svaki zadati pocetni uslov
¢ € C% ([-0(0), 0]; RY) postoji jedinstveno globalno resenje x = {x(t),t € [—06(0), 00)}
jednacine (2.1). Pored toga, resenje x zadovoljava uslove

EUy(z(t),t) < oo, t>0,
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&1

1 ot
limsup — [ EUs(xz(s),s)ds < :
t—oo L Jo Cy — C3

Dalje, ako je ¢c; =0, tada za resenje x vazi da je

0

/WE%@ﬂ%mﬁg

0 C2 — C3

<%@®MD+%/

—5(0)

Us(z(s), s)ds) ,

/ Us(z(t), £)dt < 00 s.i.
0
Navedeni rezultat je prosiren na klasu jednacina oblika (2.1.1). Zbog toga je za
dokaz sledece teoreme od vaznosti pretpostavka Aj.

Teorema 2.2 Ako su zadovoljeni uslovi A1-Ay, tada za svaki zadati pocetni uslov
¢ € C% ([-6(0), 0]; R) postoji jedinstveno globalno resenje x = {x(t),t € [—-6(0),00)}
jednacine (2.1.1). Pored toga, resenje x zadovoljava uslove

EU(x(t) —u(x(t — (1)), t,7r(t)),t) < 0o, t>0, (2.2.13)
: Lt C1

limsup — [ EU(x(s),s)ds < . (2.2.14)
t—soo tJ0O Cy — C3

Dalje, ako je c; = 0, tada za resenje x vazi da je

AmE%@@JMt

1
<
Ca2 — C3

<U2(x(0) — u(x(—=0(0)),0,7(0)),0) + c3 /05(0) Us(x(s), s)ds)

Aw%@@ﬁﬁ<m 5.4,
Dokaz. Imajuci u vidu lokalni Lipschitzov uslov Aj;, sledi da za svaki pocetni
uslov ¢ € C}O( [—0(0),0]; RY) postoji jedinstveno maksimalno lokalno resenje z(t),
t € [-0(0), ), gde je 7. vreme eksplozije. Neka je ky > 0 dovoljno veliki prirodan
broj, tako da je ||| = sup|_s() ) [#(t)| < ko. Za svaki prirodan broj k > ko, definise
se vreme zaustavljanja

7, = inf{t € [0,7.) : |z(¢)| > k}, inf( = oo.
Ocigledno, niz {74,k > 0} je rastuéi. Neka je 7o, = limy_,o0 7%, gde je Too < T

s.i. Ako se dokaze da je T, = o0 s., tada je 7. = oo s.i, Sto znaci da reSenje
{z(t),t € [-6(0),00)} nece eksplodirati u konacnom vremenskom intervalu.
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Najpre ¢e biti dokazano da je 7., = oo s.i. Primenjujué¢i formulu Itoa na
jednacinu (2.1.1) i uslov (2.1.6), za svako t > 0 vazi

AV (z(t) — u(z(t — 8(1)), t,r(t)), t,r(t))
= LV (a(t), z(t — 6(t)), ¢, r(t))dt + dMy (1)
< 1 — eaUs(a(t), t) + e3(1 — 3)Us(a(t — 6(t)),t — 8(t)) + dMy(t), (2.2.15)

pri cemu je
= /t Ve(x(s) —u(z(s — (), s,7(5)), s, 7(s))g(x(s), (s — (s)), s,7(s))dw(s)
+f / (s=0(5)),5,7(5)), 5,7()+h(r(5), )
(2(s)—ulx(s=6(s)), 5.7(s)), 5,7(5))) (ds, dI)

lokalni martingal i M;(0) = 0, dok je u(ds,dl) = v(ds,dl) — m(ds)ds martingalna
mera, tj. kompenzovana Poissonova slucajna mera.

Za svako k > kg, integracijom obe strane nejednakosti (2.2.15) i primenom mate-
matickog ocekivanja, dobija se da je za svako t > 0,

EV(z(me ANt) —u(z(me At —0(me AE)), Te Atyr(T6 A L)), T Aty (T3 A L))
< V(x(0) — u(x(—46(0)),0,7(0)),0,7(0)) 4+ c1t

W /OT’“M Us(x(s), s)ds + c5(1 — 5)E/Ow Us(2(s — 6(s)), s — 8(s))ds(2.2.16)
Na osnovu uslova (2.1.5) sledi
V((0) — u(z(=0(0)),0,7(0)),0,7(0)) < Us(x(0) — u(x(—5(0)),0,7(0)),0),
dok se na osnovu pretpostavke A3 moze zakljuciti da je
Lyl " Uy(@(s = 8(s)), 5 — 6(s))ds

1 Tk/\t—ls(Tk/\t)

< 7,E/ Us(z(s), s)ds

1—0 J-s0

1 0 TkAt
< (/_5(0) Us((s), s ds+E/ (s),s)ds>.

Zamenom prethodnog izraza u (2.2.16) i primenjujudi (2.1.5), vazi da je

EUl(x(Tk /\Zf) — U(ZE(Tk ANt — 5(Tk /\t)),Tk /\t,’l"(Tk /\t)),Tk /\t)
T AL
<K +eat— (e —03)E/ " Us(a(s), 8)ds, (2.2.17)
0
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gde je

0
K = Us(z(0) — u(z(—6(0)),0,7(0)),0) + 03/5( )Ug(a:(s), s)ds < 0.
—5(0
Kako je ¢ > c3, sledi da je
EU(x(me ANt) —u(x(me ANt — (T A1), T At (T A L)), Te AE) < K+ cqt

Neka je ju, = infjy>1—ps>0 Ur(y, t). Na osnovu (2.1.8) se moze zakljuciti da je

2(73) — w(@ (i — 0(7%)), T 7(Tk)) [ L o<t}

> (|z(m)] = |u(@(me = 0(7h)), 7o 7 (1)) ) L <ty
> (|z(7)| = Ble(n — 0(7)) M r<ty
>k —pk=(1-p)k.

Pored toga,

EU(x(mi ANt) —u(x(me ANt = 0(Ti A ), T At,m(Te A L)), T A L)
> E[U (x(73) — w(@ (e — 0(7k)), Too 7(Tk) )5 To) L <ty ]

N Iylz(lljlﬂ)k,tzo 1(y: 1) {mp <t}

= wEH{ry <t} = e P{m < t},
tako da je pu P{m, <t} < K + ¢qt.

Pretpostavka (2.1.4) implicira limg_,o g = oo. Tada, na osnovu poslednjeg
izraza, kada k — oo, sledi da je P{7» <t} =0, odnosno, P{7, >t} = 1. Kako je

t > 0 proizvoljno, vazi da je P{7,, = oo} = 1, §to je i trebalo dokazati.
Iz relacije (2.2.17) sledi

TR\t
(co — Cg)E/ ' Us(z(s), s)ds < K + c1t. (2.2.18)
0

Kada k — oo, primenom Fubinijeve teoreme (Teoreme 1.2), dobija se da je

t
(co — (:3)/ EUy(x(s),s)ds < K + cit.
0

Deljenjem obe strane prethodne nejednakosti izrazom (cy — ¢3)t, pri ¢emu t — oo,
dokazuje se tvrdenje (2.2.14).

Sada se razmatra slucaj kada je ¢; = 0. Tada relacija (2.2.17) implicira

(co — c;»,)E/OTkM Us(z(s), s)ds < K.
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Deljenjem obe strane prethodne nejednakosti izrazom co — c3, pri ¢emu t — 00, sledi

K

02—03’

/Ooo EUs(x(s), s)ds <

sto je i trebalo dokazati. Primenom Fubinijeve teoreme, dobija se

K

02—03’

E/w%@@ﬁﬁg
0
Sto implicira

Am%@@ﬁﬁ<m 54,

¢
Specijalno, za u(z,t,i) = 0,z € R4t > 0,i € S, Teorema 2.2 se svodi na
Teoremu 2.1.

Sledeée tvrdenje ukazuje na to da resenje z jednacine (2.1.1) ostaje u kompakt-
nom skupu sa velikom verovatno¢om na svakom kona¢nom vremenskom intervalu.

Posledica 2.1 Neka su zadovoljeni uslovi A1-Ay. Za proizvoljno € € (0,1) i T > 0
postoji dovoljno veliki prirodan broj k* = k*(e,T), tako da je

P{r, <T}<e, k>Fk",
gde je {1, k > ko} niz vremena zaustavljanja definisanih u Teoremi 2.2.
Dokaz. Na osnovu dokaza Teoreme 2.2, sledi

weP{m, < T} < K+ T.

Imajuéi u vidu da pu — oo, kada k — oo, moze se zakljuciti da za svako € € (0, 1),
postoji dovoljno veliki prirodan broj k*, tako da je

> ———, k>k".

Prema tome,
P{TkST}SE, k,’Zk’*,

¢ime je dokaz zavrsen. <
Specijalno, ako je funkcija kasnjenja 6(t), t € Ry ograni¢ena u smislu da je

h :=sup () < oo, (2.2.19)

t>0

tada se moze dokazati sledeé¢a teorema.
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Teorema 2.3 Neka vaze pretpostavke Ay -Ay i uslov (2.2.19). Tada, za dati pocetni
uslov ¢ € C% ([=6(0),0]; RY), jedinstveno resenje x = {x(t),t > 6(0)} jednacine
(2.1.1) zadovoljava nejednakost

lim sup EU, (x(t) — u(x(t — 5(8)), t,r(1)),£) < 2, (2.2.20)

t—o00 g

gde je € € (0,e0), pri cemu je ¢ jedinstveno pozitivno reSenje jednacine cy = ¢ +

cyesol,

Pored toga, ako je ¢y =0, tada za resenje x vazi

lim sup 1 log(EU (x(t) — u(z(t — 6(t)),t,r(t)), 1)) < —¢ (2.2.21)

t—o0

lim sup 1 log(U7 (2(t) — (@t — 6(1)), £, 1), 1) < —¢ s, (2.2.22)

t—00
Dokaz. Pimenjujuéi formulu Itoa, za t > 0, sledi

d [V (a(t) — ulx(t = 8(¢).,7 (1)), t,7(2)]

t,
= e [eV(x(t) — ula(t — (1)), t,r(1)), t,7(t))
VLV (2(t), 2(t — 8(1)), £, r(£))] dt + dMa(t), (2.2.23)

gde je

Ma(t) = /te‘“[V (x(s) —u(x(s—0d(s)), s,7(s)),5,7(s))g(x(s), £(s—=0(s)), s, 7(s) e (s)
+/ (5=6(s)), 5,7(5)), 8, 7(s) +h(r(s),1))
—V(@(s)—u(x(s—0(s)), 5,7(s)), 5,7(s))) ulds, dI) (2.2.24)
lokalni martingal, pri ¢emu je My(0) = 0.
Zasvako k > ko, integracijom obe strane jednakosti (2.2.23) i primenom matema-
tickog ocekivanja, dobija se da je za svako t > 0,
E (XY (a(ry At) = u(a(mi At — 0(7u A1), i A r(7i A)), 7o At T (i A)))
= V(2(0) — u(x(=6(0)),0,7(0)),0,(0))
+E’/ ' e® [eV(z(s) —u(z(s — 6(s)),s,7(5)),s,7(s))
+LV (x(s),z(s — 0(s)), s,7(s))] ds. (2.2.25)
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Na osnovu uslova (2.1.5) i (2.1.6) i prethodne relacije sledi

E (e Uy (27 A t) — u(@(m At — 0(mi AL)), 7 A, 7(75 A1), i A1)
< Uz(2(0) — u(z(—0(0)),0,7(0)), 0)

+E [ et o1 — (2 — ) Un(a(s), 5) + ea(l — D)Ua(a(s — (s)), 5 — 8(5))] ds
< Us(2(0) — u(z(—8(0)),0,7(0)), 0) + %eff — (s —€)E /0 M Uy (2 (s), 5)ds
(1 — 5)E/OW Uy (s — 6(s)), 5 — 6(s))ds. (2.2.26)
Primenom pretpostavki A i (2.2.19) dolazi se do nejednakosti

E/ = Us(x(s — 8(s)), s — 6(s))ds

< eEhE/ EEN T, (w(s — 8(s)), s — 0(s))ds

e Tk/\t 6(TkAt)
< —F /_ o = Us(2(s), 8)ds

“ (1" s+ [ w ds | (2.2.27
< = (2.2.
<15 ([, vrtator s+ B [ et s | 222

Zamenom izraza (2.2.27) u (2.2.26) dobija se
E (MU (a(ri At) = ula(mi At = 0(me L)), T A, (7 A1), T A))
_ TN\t
< K, + Cg—leat + (e3¢ — (cp — 6))E/ ’ Us(x(s), s)ds,
0
gde je K1 = Us(2(0) — u(x(—8(0)),0,7(0)),0) + cse [%5) Ua(a(s), 5)ds.

Kako je gy jedinstveno pozitivno resenje jednacine ¢, = £o+ c3e°", tada za svako
e € (0,g9) vazi

E (50 (w(m A t) = u(a(me At = 6(m A1), 7 At r(T AE)), T A 1))
S K]_ _'_ ﬁeat
€
Na osnovu prethodne ocene kada k — oo, sledi
E (e Ur(a(t) — u(x(t — 0(t)), t,7(t)), 1)) < K1+ %ed, (2.2.28)
sto implicira

limsup EU; (z(t) — u(z(t — 6(t)), t,7(t)),t) <

t—o00

o |2
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Ako je ¢; = 0, tada iz nejednakosti (2.2.28) sledi
EU (x(t) — u(x(t — (1)), t,r(t)),t) < —-. (2.2.29)

Jasno, iz prethodne relacije direktno sledi tvrdenje (2.2.21).

Da bi se dokazalo tvrdenje (2.2.22), izraz (2.2.23) ¢e biti predstavljen u ekviva-
lentnom integralnom obliku, tj.

eV (a(t ) ( (t —0(t),t,r(t)), t,r(t)) = V(2(0) — u(x(=6(0)),0,7(0)),0,7(0))

_/ U(JZ(S—(;(S)), S, T(S)), S, T(S))—I—LV(JZ(S), {E(S—(S(S)), S, T’(S))] ds
+My(t ), (2.2.30)
pri ¢emu je stohasticki proces Ms(t) definisan izrazom (2.2.24). Na osnovu pretpo-

stavki As 1 A3, kada je ¢; = 0, na isti nac¢in kao u prethodnom delu dokaza, dobija
se

e U (z(t) — u(z(t — (), t,7(t)), t) < Ky + Ma(t). (2.2.31)

Primenjujuéi Teoremu o konvergenciji nenegativnih semi-martingala (Teoremu 1.6),
sledi

lim sup {egtUl(x(t) —u(z(t —6(t)), t,r(t)),t)} <00 S.d.

t—o00

Prema tome, postoji konac¢na pozitivna slucajna promenljiva £ takva da je

sup [ U (w(t) — u(x(t — 6(t),t,7(),1)] <& s.i. (2.2.32)

0<t<oo

Odatle sledi da je

lim sup 1 log(Uy(x(t) — u(z(t — 6(t)), t,r(t)), 1) < —e  s.i.,

t—o00

¢ime je tvrdenje dokazano. <$»

Kada funkcija U (z,t) zadovoljava odredene dodatne uslove, mogu se dokazati
eksponencijalna stabilnost u srednjem reda p i skoro izvesna eksponencijalna stabi-
Inost resenja x = {z(t),t € [—0(0),00)} jednacine (2.1.1). Navedena tvrdenja su
data u sledec¢oj teoremi.

Teorema 2.4 Neka su zadovoljeni uslovi A;—-Ay, pri ¢emu je ¢ =0 @ neka suc i p
pozitivne konstante takve da je c|z|P < Uy(x,t), (x,t) € R* x RT. Ako je funkcija
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kasnjenja 6(t), t € Ry ogranicena u smislu (2.2.19), tada za svaki pocetni uslov
¢ € C% ([-0(0),0]; RY), jedinstveno resenje x jednacine (2.1.1) ima osobine

1
lim sup — log(E|x(t)|") < —e, (2.2.33)
tooo b
i
: 1 £ :
limsup - log |z(t)| < —=  s.i., (2.2.34)
t—soo L P
pri cemu je € € (0, —1% Ing A 8()), dok je €¢ jedinstveno pozitivno resenje jednacine

cy = €0 + c3eol.

Dokaz. Na osnovu relacije (2.2.29) i pretpostavke c|z|? < Uy(z,t), za Ky = Ki/c,
sledi

e EB|lo(t) —ulz(t — (1)), t,r(t))|F < K, t>0. (2.2.35)

U nastavku dokaza se razmatraju dva slucaja.
Prvi slucaj se odnosi na 0 < p < 1. Primenom elementarne nejednakosti (1.9.56)
i pretpostavke (2.1.8), ocena (2.2.35) implicira
" Elz(t)]P < e Elu(t) — u(z(t — 6()), t,7(6) [P + e Elu(z(t — o(1)), t,r(t))”
< Ky + 6p€€5(t)€€(t*5(t))E‘x(t —5(t)JP.

Dalje, za svako T' > 0, na osnovu pretpostavke (2.2.19), dobija se

sup [eEtE|x(t)|p} < Ky + 7™ sup [ea(t_é(t))Ekv(t - 5(t))|p]
0<t<T 0<t<T

< Ky + B EgllP + 87T sup [ Ele(t)]?]
0<t<T

Kako je e € (0, —1% lnb’Aeo), sledi da je Bpeaﬁ < 1, tako da se na osnovu prethodne
relacije moze zakljuciti da je

Ky + E||p]|P
sup [eetE|x(t)|p} S 2+ ||(ph|| )
0<t<T 1— 5:0@8
Kada T — oo sledi da je
Ky + Eljo]l”

sup [eEtE|x(t) \p} <

= T 7
0<t<oo 1 — fBpech

Sto implicira
1
limsup — log(Elz(t)]P) < —e.
t—oo T
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Sada se razmatra drugi slucaj, kada je p > 1. Primenom elementarne nejedna-
kosti (1.9.54), za 6 = 5/(1 — ), i relacije (2.2.35), sledi

LB (t)[P
< (1= ) Pe Bla(t) —u(z(t = 6(t)), ¢, r(t)I” + B e Elu(x(t - 6(t)), t,r(t))I”
< Ko(1 — )77 4 BeWest0O) Bla(t — 5(t))P.

Kako je K3 := ﬁefﬁ < 1, tada za svako T' > 0, na osnovu prethodne ocene sledi

sup | Elz(t)] < Kao(1—8)'7+ Ky sup [P Bla(t — 6(t)) ]

0<t<T 0<t<T

< Kol =57 + KaBllglP + Ko sup [ Ela(t)].

Na taj nacin se moze zakljuciti da je

Ky(1 = B)'? + K3E||p]|?
sup [estE|l,(t)‘p} S 2( B)l _; 3 ||§0|| )
0<t<T 3

Kada T — o0, sledi da je

Ky(1 =)' P+ K3F p
sup [eEtE\x(tﬂp] 2( 6>1 _; Ll ;
0<t<oo 3

IN

odnosno
1
limsup — log(Ez(t)]?) < —¢,
t—o0 t

¢ime je dokazano tvrdenje (2.2.33).
Primenom postupka, analognog onom kojim je odredena ocena (2.2.33), na os-
novu (2.2.32) sledi da je, za 0 < p < 1,

. /et el
sup [#anp] < LA
0<t<co 1—Bp€6

dok je za p > 1,

1—B)'7P + Ks|o]|?
sup etz (t)|P| < ¢/c(
O§t<poo{ | ()| ] o ]_—Kg

U oba slucaja se dobija

1
lim sup - log(|z(¢)]) < S s
p

t—o00

¢ime je tvrdenje dokazano.

48



Egzistencija, jedinstvenost i stabilnost tacnog resenja

Posledica 2.2 Neka vaze pretpostavke Ay, As i Ay, zajedno sa pretpostavkom (2.2.19).
Pored toga, neka postoje pozitivne konstante 5;,1 = 1,2, 3,4, koje zadovoljavaju uslov

3, — 63_52+54

> 0, (2.2.36)

tako da, za svako v,y € R, i € S it € Ry, vaZi

2z —u(y,t,0)" f(z,y,t,9) < —Bila* + Balyl, (2.2.37)
lg(z,y,t,0)* < Bsla]? + Balyl*. (2.2.38)

Tada, za svaki pocetni uslov @ € C}O([—(S(O), 0]; RY), jedinstveno resenje x jednacine
(2.1.1) ima osobine

lim sup — log(E|m( )?) € —e, limsup - log|a:( )| < —% s.i, (2.2.39)

t—o00 t—o00

gde je € € (0, —1“5 A 50) dok je ey jedinstveno pozitivno resenje jednacine

B2+ B &
=—€ .
1-96

Br— B3 =¢o+

Dokaz. Neka je V(z,t,i) = Uy(x,t) = Us(x,t) = |2]*, zax € R4ie Site Ry,
Tada, imajuéi u vidu definiciju (1.5.30) operatora LV, za svako z,y € R%,i € S i
te Ry, vazi

N
LV (z,y,t,i) = 2(x — u(y, t,9)" f(z,y,t,9) + [g(z, y, 6,9 + D vislz — uly, t, 1)

i=1

Primenjujuéi pretpostavke (2.2.37) i (2.2.38), dobija se

LV (z,y,t,7) < —(B1 = Bs)|z]* + (B2 + Ba)|y|*.

Na osnovu navedenog se moze zakljuc¢iti da pretpostavka A, vazi za ¢; = 0,¢ =
br—P3icy = Bi%%. Kako su sve pretpostavke Teoreme 2.4 zadovoljene za p = 2 i
¢ <1, vazi tvrdenje (2.2.39). &
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2.3 Euler-Maruyamina metoda

U ovom poglavlju je dokazana konvergencija u verovatnoci diskretnog i neprekidnog
Euler-Maruyaminog resenja ka tacnom resenju, kao i skoro izvesna eksponencijalna
stabilnost diskretnog Euler-Maruyaminog resenja za neutralne stohasticke diferen-
cijalne jednacine sa vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova.

Predmet razmatranja bi¢e autonomna verzija polazne jednacine (2.1.1), ¢iji je
integralni oblik

z(t) = )+U( (t—5(t))a7"(t))—u( (—4(0)), 7’(0)) (2.3.40)
+/ (s ds+/ s), (s — 8(s)), r(s))dw(s), t>0,

sa poCetnim uslovima z(t) = (t), t € [-d(0),0], 7(0) =iy € S.

Pretpostavlja se da umesto hipoteza A;-Ay, vaze njihove autonomne verzije.

Prvo se razmatra slucaj kada je funkcija kasnjenja 0 neogranicena. Na osnovu
pretpostavke As vazi t — 0(t) > —0(0). Neka je A € (0,1) veli¢ina koraka za koji
vazi A = §(0)/n,, za neki prirodan broj n, > 6(0). Definise se eksplicitno diskretno
Euler-Maruyamino aproksimativno resenje y koje odgovara jednacini (2.3.40) na
ekvidistantnoj particiji kA, k = —(n.+1), —n, ..., —1,0, 1, .... vremenskog intervala.
Ovo resenje je dobro definisano ukoliko je

5(=A) =06(0), F(—(n. +1A) = p(—n.A), 2 =15 =r(0). (2.3.41)

Neka je [-] funkcija koja realnom broju pridruzuje celobrojnu vrednost tog broja.
Diskretno Euler-Maruyamino aproksimativno resenje se definise kao

y(kA) = o(kA), k= —n., —n.+1,...,0, (2.3.42)
dok je za k € {0,1,2,...}

y((k+1)A) (2 3.43)
= G(kA) +u(g(kA—[6(kA) /AJA), 1) —u(G((k—1) A= [5((k—1)A) /A]A), 754
(kD) kA= [(kA) /A]A), 12 ) Ag(g(kA), §(RA = [5(kA) /A]A), i) Awy,
gde je Awy = w((k + 1)A) —w(kA) i rd = r(kA).
Za potrebe daljeg razmatranja neophodno je definisati neprekidno aproksima-

tivho Euler-Maruyamino resenje. U tom smislu se, za ¢ > 0, uvode stepenasti
procesi

= G(kA) Igea,er1)a) (1), (2.3.44)
k=0
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Z Y(EA—=[0(kA)/ Al A) e, ger1)a) (1), (2.3.45)

k=-1

=Y i dpa s (). (2.3.46)

Imajuéi u vidu da neutralni ¢lan u zavisi od procesa Markova neophodno je
definisati linearnu kombmacuu izraza u(y((k — 1)A — [5((k — 1)A)/A]JA), 72 ) i
u((kA — [6(kA)/A]A), ), 4.

t—kA

(1) = (o (= 1)A), 72+ 0 (o (R, 1) —u(zal(k—1)A), 7 ))(2.3.47)

za svako t € [kA,(k+ 1)A]l,k = 0,1,2,.... Nacin na koji je definisan proces u(t)
se sustinski razlikuje od onog koji se primenjuje u radu [65] i uslovljen je samom
prirodom jednacine koja se razmatra.

Neka je

Zuk Miea,(e+1)a)(t). (2.3.48)

Neprekidno Euler-Maruyamino aproksimativno resenje se definise tako da je y(t) =
2(1), £ € [~5(0),0], dok je, za t > 0,

y(t) = (0) + z5(t) — (g( A — [8( A)/A]A),rél)
+/O f(z1(s), 22(s) ds+/ 7 (s))dw(s). (2.3.49)

Kada je t € [EA, (k + 1)A], jednacina (2.3.49) se moze predstaviti u obliku

y(t) = GkA) + ar(t) — u(m((k — 1)A — [5((k — 1)A)/A]A), 78 )
+/kA f(21<3)7 ) ( d5+/ 21 ) 22( ) ( ))dw( ) (2350)

Na osnovu (2.3.44)-(2.3.47) i (2.3.50) moze se zakljuciti da je y(kA) = y(kA), tj
diskretno i neprekidno Euler-Maruyamino aproksimativno resenje se poklapaju u
tackama particije.

Pored uslova A;-A4, navedenih u Poglavlju 2.1, neophodno je uvesti dodatne
pretpostavke bitne za dokazivanje glavnog rezultata, tj. bliskosti tacnog reSenja
jednacine (2.3.40) i Euler-Maruyaminog resenja (2.3.49).

As: Postoji pozitivna konstanta C,, tako da vazi

sup Elp(s) — ¢(t)]* < CpA.

t,SE[—(S(O),O],‘S—ﬂSA
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Ag: Postoji konstanta n > 0 tako da se
16(t) —d(s)| < |t —s|, t,s>0.
Kao u Teoremi 2.2, kg je dovoljno veliki prirodan broj za koji vazi

0)| < ko.
06{9%70}@( ) < ko

Takode, definiSe se niz vremena zaustavljanja
pr, =1nf{t > 0: |y(t)| > h}, h > ko, (2.3.51)

gde je inf ) = +o0.

Da bi se dokazala konvergencija u verovatno¢i Euler-Maruyaminog resenja ka
tacnom resenju potrebno je najpre navesti dve leme i dokazati dve propozicije. U
tom smislu se uvodi jos jedna pretpostavka.

A’;: Funkcija ¢ je diferencijabilna, pri ¢emu je |0'(¢)| <n, t > 0, gde je n € (0,1).

Ova pretpostavka je uvedena da bi omoguéila t — 6(t) > —0(0) = —n*A. Jasno
je da iz prepostavke Aj sledi Ag, za n € (0, 1).

Sledece dve leme su navedene bez dokaza, a dokazi se mogu naéi u [65] i [59],
respektivno.

Lema 2.1 Pod pretpostavkom A}, za diskretno Euler-Maruyamino reSenje (2.5.43)
vazi
G((k=1)A=[0((k=1)A)/A]A) =g((k—2)A—[5((k—2)A)/A]A)?
<@+m)* sup  [(GA) = (5 — DA)A2.3.52)

—n.<j,jA<T A

gde je py, definisano sa (2.5.51).

Pored toga, ako se za svako t € [0,T A py] definise k = [t/A], tako da je t €
[EA, (E+ DANT A pp) i ako ky € {—n., —n. + 1,...} zadovoljava uslov t — 6(t) €
(B A, (ke + DAANT A pp), tada je

|k — (E—1—=1[6((k — 1)A)/A])| <5+ [2n). (2.3.53)
Lema 2.2 Postoji konstanta C > 0 tako da, za svako k € {0,1,2,...} i svako t €
kA, (k 4+ 1)A], vazi
Propozicija 2.1 Neka su zadovoljene pretpostavke Ay, A;, Ay i As. NekajeT >0

proizvoljan broj i pretpostavlja se da je f(0,0,7) = g(0,0,7) = 0, za svako i € S. Ako
je 3+ [n])B < 1, tada

sup  E|zi(t A pn) — 21t A pp — A)?P < A(R)A + o(A), (2.3.55)
te[~8(0),T]

gde je A(h) konstanta koja zavisi od h, ali ne zavisi od A.
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Dokaz. Neka je t € [0,T A py] proizvoljno i k = [t/A]. Tada, ¢t € [kA, (kK + 1)A A
T A pr) 1 na osnovu definicije (2.3.44), sledi

sup  Elzi(tApn) = 21(EA pr— A)P

te[-6(0),1]
= sup  Eg(kA A pr) = G((k = DA A py)|?
—ne<k,kA<T
< sup  El(kA) = g((k = 1)A)P
—nx<k<0
+ sup  E|g(kA A pp) — 5((k— 1A A pp)|?. (2.3.56)
1<k, kAT

Imajuéi u vidu da je g(—(n.+1)A) = ¢(—n,A), primenom prepostavke Aj; se dolazi
do ocene

sup  E|G(kA)=g((k—=1A)F= sup Blp(kA)—p((k—1)A)* < C,A(2.3.57)

—nx<k<0 —nx+1<k<0

Kada je k = 1,2, ..., iz (2.3.43) sledi

y(kA)=g((k=1)A)

=u(G((k—1)A=[0((k—=1)A)/AJA), i) —u(G((k— Q)A—W( 2)A)/AJA), i)
+(((k=1)A), 5((k-=DA=[6((k-1)A)/A]A), m 1A

+g(F((k=1)A), g((k=1DA=[5((k=1)A)/AJA), 1) Awg . (2.3.58)

Potrebno je uociti da je

u(@((k=DA=[5((k=1)A)/AJA), 1)) — w(G((k—2)A—[5((k—2)A) /A]A), r5)

= u(@((k=1)A=[3((k—1)A)/AJA), re ) —u(((k—2) A= [5((k—2)A) /AJA), i)
Hu@((k—2)A=[3((k—2)A)/A]A), 1) —u(g((k—2)A—[5(k—2)A) /A]A), 7))
XApep a3 (2.3.59)

Tada, na osnovu (2.1.7), sledi

u(G((k=DA=[5((k=1)A)/AJA), 7)) — u(G((k—2) A= [6((k—2)A)/A]A), i, )|
< Blg((k=DA=[6((k=1)A)/AJA) = y((k=2)A=[0((k=2)A)/A]A)]
+28|5((k—=2)A—=[0((k=2)A)/AJA) I fa 20a - (2.3.60)

Imajudi u vidu relaciju (2.3.60) i primenjujuéi elementarnu nejednakost (1.9.55) dva
puta, kao i pretpostavku A; na (2.3.58), sledi

9(kA) = y((k=1)A)[*

<Bj|y((k DA=[0((k=1)A)/AJA) —g((k—2)A=[5((k—2)A)/A]A)[?

53



NSDJ sa vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova

1= (=2 (R =2A) /AN ) Tip e

P (= 1)A), 5= 1)A[5((E- 1)A)/AJA, 7t ))PA?

g ((B=1)A), 5= DA [5((k—1)A)/AA), 7 ) AP

_ 2
oo lot e DAY () = w((k = DA)P),

gde je Dy, = %. Odatle je

_sup_ Elg(kA A pn) = y((k=1)A A pn)
<D s BB 1)8)/A)A A )
(k=)A= [B((=DAAIAA P+ = st Fls )
4D, (A% + sup  Elw(kA) —w((k — 1)A)[?). (2.3.61)

1<k,kA<T

Na osnovu (2.3.52), prvi sabirak izraza (2.3.61) se moze oceniti sa

f§1<}§gg<TE|§((k—l)A— [5((k=1)AYAIANp) = 5(k—2) A= [(k—2) AYAIAAp)[
< W » SEEMTE@(/@A A pn)—g((k—=1)A A pp)|?, (2.3.62)
dok je

sup  Elw(kA)—w((k—1)A))[?
1<k kA<T

= sup iE\wj(k‘A)—wj((k‘—l)A))F:mA. (2.3.63)

1<k kA<T 524
Zamenom (2.3.62) 1 (2.3.63) u (2.3.61) i primenjuéi Lemu 2.2 dobija se

sup  Elg(kA A pr) — g((k=1)A A py)[?
1<k,kA<T

212
(3+[;72]>5 sup  Elg(kA A pr) —5((k—1)A A py)
7n*§k,kA§T
43%h?
e(l—e¢)

<

+ C(A + o(A)) + D, A*+DpmA. (2.3.64)
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Tada (2.3.57) i (2.3.64), zajedno sa (2.3.56), daju

sup  Elz1(t A pn)—z1(t A pn — A)?

1€[-5(0).7]
3+[n))?*6? _ _
< CgoAJr% sup  Blg(EA A pr)=g((k—=1)A A py)|?
€ —n. <k kAT
4322
o CB+0l) + Dull+ m)A, (2.3.65)

Na osnovu pretpostavke a = (3 + [n])3 < 1, moze se izabrati ¢ = € € (a, 1) tako da
202
je W < 1. Tada ocena (2.3.65) postaje

sup  Blzi(t A pn) =21 (t A pp—A)[

te[-5(0),T]
(Cot Du(1 4+ m))2? 43202
< 2_a @—at)1_gC BHed)
< A(WA + o(A), (2.3.66)

gde je A(h) = 1= ((C’ + Dyp(14m))&e? + 45 h Ec) ¢ime je dokaz zavrsen.
Propozicija 2.2 Neka su ispunjeni uslovi Propozicige 2.1. Tada je

sup. Eluy(t A pn—5(t A pn)),r(t A pr)) = 23t A pr)|* < D(R)A +o(A),
te[o,T

gde je D(h) konstanta koja zavisi od h, ali ne zavisi od A i py, je vreme zaustavljanja
definisano sa (2.3.51).

Dokaz. Neka su, za fiksirano t € [0,T'Apy] i k = [t/A], tako dajet € [kA, (k+1)AA
TApp), indeksi k; € {—n.,, —n.+1,...} takvi da vazi t—4(t) € [k:A, (ki+1)AANT Apy,).
Na osnovu definicije (2.3.48) stepenastog procesa z3, za t € [kA, (k + 1)A), vazi

July(t — 0(t)),7(t)) — (1)
= Ju(y(t = 6(1)), r(t)) —ulz((k — A), 1))
t_kA(U(zz(k A), i) —ulze((k = 1)A), )P

< 2fu(y(t = 8(1)), r(t)) —ulza((k = 1)A), iy
+2Ju(za(kA), 1) —ulz2((k — DA), i)

< 6lu(y(t — (1)), r(t)) —ulza((k — DA),r(#))]”
+6lu(za((k — D)A), (1) — ulz((k — 1)A),r5)?
+6luza((k = DA), 1) — ulza((k = 1)A),ri )
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Halu(z(kA), ) —u(z2((k = DA), rd)
Halu(z((k = DA), 1) —u(z2((k — 1)A), r )

<668%y(t —6(t)) — z((k — DA + 452h2(31{r(t)¢r,§} + 510 y)
+43%29(kA) — zo((k — 1) A2

Tada je primenom Leme 2.2 i Propozicije 2.1

. Elu(y(t A pn — 0t A pn)),r(E A pn)) = 23(t A pp)
te[0,T

< 124 . Ely(t A pn—06(t A pn)) =5 (ke A A pi)
tel0,

+24? Sup, B|g(kA A pr) = 2((k—=1)A A py)[?
telo,

+32B8°Ch?A + 482 A(R)A + o(A). (2.3.67)

Prilikom ocenjivanja izraza supye (o 1) Ely(tApi—=0(tApn) )-G(keAApn)|? se razmatraju
sledeca dva slucaja.
Slucaj 1: Ako je ky < —1, tada je, na osnovu pretpostavke As;

sup  Bly(t A pu—0(t A pn)) —g(keA A i) [?
te[0,T),k<—1

= sup Elp(t—61t))—p(kA)]* < CLA. (2.3.68)
te[0,T],ke<—1
Slucaj 2: Ako je t € [0,pp] 1 k > 0, tada se, imajudéi u vidu (2.1.7) i (2.3.50),
dobija

ly(t—=o(t)) =y (kD)
< Blaag, (t=0(8) —u(G (k= 1) A=[6((ke = 1)A) /A]A) iy )|
+3A2|f(zl(kt ) g(ktA) TP+ 3lg(z1 (ke A), 20 (keA), 1) P|w (t=0(8) —w (ke A)

t— 5
< 38| (ulzm(kd), i) —u(za((k—1)A), 74 _,))

+Qh(A2+\w( —6(1)) —w(kA))
< 6% |22(keA) = 2o (ke = 1) A) [ + 1281 I8 2y

+Qn(A* + |w(t —6(1)) — w(k:A)[?), (2.3.69)

gde je Qp, = 6K3,h*. Dalje, na osnovu ocene (2.3.62), Propozicije 2.1 i Leme 2.2, iz
(2.3.69) sledi

sup  Ely(t A pn—0(t A pn)) =5k A A pp)
1€[0,T], k>0
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<66° sup Ely(kA—[0(kA)/AJANpR) =G (ke —1)A—=[0(ke — 1)A)/AJAAp)*

t€[0,T],k:>0

+126° R CA + o(A) + Qu(A% + sup Elw(t — (1) — w(kA)[?)

t€[0,T]

< 68%((3 + [1])?A(h) + 2Ch*)A + o(A) + Qr(A* + mA). (2.3.70)
Imajuéi u vidu ocene (2.3.68) i (2.3.70), dobija se

5[1011;] Ely(t A pn—5(t A pp))—G(keA A pp) |2 < M(h)A + o(A), (2.3.71)
te|o,

gde je M(h) = C, v (68%((3 + [n])2A(h) + 2Ch?) + Qu(1 + m)).
Prilikom ocenjivanja izraza sup,eir E17(k:A A pn) — 22((k — 1)A A py)
figurise u (2.3.67), primenjuje se ocena (2.3.53) i Propozicija 2.1. Tada je

|? koji

sup Ely(kiA A pr)—zo((k — DA A pp)? < (5+ [20])?A(R)A + o(A). (2.3.72)

te[0,7)
Konacno, (2.3.71) i (2.3.72), zajedno sa ocenom (2.3.67), impliciraju

sup. Elu(y(t — 6(t) A pn), 7(t A pr)) = z(t A pr)|* < D(h)A +0(A), (2.3.73)
te[0,T
gde je D(h) = 1282M (h) + 4B8%(3(5 + [2n])* + 1) A(h) + 32CB%h2.$

Analogno kao u Posledici 2.1, bi¢e dokazano da Euler-Maruyamino resenje, dato
sa (2.3.49), ostaje u kompaktu sa velikom verovatno¢om. Uvodi se slede¢a dodatna
hipoteza.

Az: Pretpostavlja se da za svaki ceo broj h > 1 postoji konstanta Gj > 0 takva
da, za svako x,y € R? za koje je |z| V |y| < h i za svako i € S, vazi

Teorema 2.5 Neka su ispunjene pretpostavke Ay, As, Ay, Ay, As, A7 @ neka vazi
B3+ [n) < 1. Za proizvoljno € € (0,1) i T > 0 postoji dovoljno veliki broj

h* = h*(e,T) tako da je
P{PhST}S& hzh*a

gde je {pn,h > ko} niz vremena zaustavljanja definisanih sa (2.3.51).
Dokaz. Za h > 0, definiSe se niz vremena zaustavljanja
v, =inf{t > 0: V(y(t) — z3(t),r(t)) > h}.
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Imajuéi u vidu (2.3.49), primenom Itéve formule za svako ¢ > 0, dobija se
dV (y(t)—2s(t),r(t))

= Va(y(t)—zs(t), (1)) f(21(t), 22(t)

+Va(y(t)—z3(t), r(t)g (=1 (), 22(1),

+ X_Z Vo)V (y(t) — 23(t), j)dt
= (LV (y(t), y(t=0(2)), 7(£)) + F (y(t) = 2(t), y(£), y(t— (1), 21(t), 22(t), (1), 7(¢))t
32 (s V (1) = 25(6),9) = w0V (9(8) = uly(t = 6(1))). ) )t

FVa(y(t) —23(1)g(21(1), 22(t), 7(t))dw(t), (2.3.74)
pri ¢emu je funkcija F': R? x R x RY x R* x R* x S x S — R? odredena sa

F(a,y1,ys, 21, 22,1,1)
= [Va(@,9) = Va(yr — ulye, 1), )] f (21, 22,9)
Ve (y1 —uly2, 1), 1) = Va(yr — u(ye, i), 5)]]”(21 29, 1)
HValyr —ulya, 1), 1) = Valyr — u(yz, 1), 9)] f (21, 22, )
+V (y1—ulya, i), 9)[f (21, 22,9) = f (41, Y2, 7)]

—|— trace T

(21,22,1)—¢ 3/1 Yo, )]Vmc(aai)g(zhzbg))

]‘ _. . _. _.
5 trace(g" (y1, y2, 8)[Vew (@, ) = Vaa (1 — wly2,4), 9)]9(21, 22, 7))

(Is

—}—;trace(gT (Y1, Y2, %) (a,i) — Vr(d’g)]g(zl’zg’g))
(
(

1 - .
+5trace(g" (41,42, 1) — w(y2,1),1) = Vaalyr — ulyn, ), 0)]g(21, 22,7))

+;traee([g (1, 2, DI Vaw (91 = w(y2, 7). D91, 22, 9) — gy, 92, 9)]). (2.3.75)

Neka je h dovoljno veliki broj. Ako je [y1|V|y2|V]21|V|22| < hzay, 2 € R 1= 1,2,
tada na osnovu pretpostavke (2.1.8) i definicije (2.3.48) sledi da je |a| < (1+3p5)h i
y1 — u(y2,1) < (1 + B)h. Dakle, na osnovu Az sledi

Valy(t)—z3(t), r(£)) = Valy(t) —uly(t—0(t)), (1)), r(1))|
<Gaapnluy(t—0(t)), (1)) —zs(t)]- (2.3.76)
Ako se uvede oznaka S¥ = sup{V,(z,7) : |x| < h,i € S}, tada je

Valy(t) —uly(t = 6()),r(t), r(t) — Valy(t) — uly(t — 6(£)),r(t)),7(t))]
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< 250l rrnys
Va(y(t) — u(y(t = 6(2)),7(1), 7(t)) < Siirpn- (2.3.77)
Takode se moze zakljuciti da je
[Vay(t) — uly(t — o)), r(t)),7(t)) — Valy(t) — uly(t — 5(¢)), 7
< Gaipnlu(y(t —o(t)), r(t)) —uly(t —o(t )),f(t))l
S Q/BG 1+[3 hh‘[{T t);ﬁf(t)}' (2378)
Analogno se ocenjuju i ostali sabirci na desnoj strani jednakosti (2.3.75) koji sadrze
Vi, koristeéi S7% = sup{ Vi (z, 1) : |z| < h,i € S}.
Tada na osnovu pretpostavke A; sledi
F(y(t> - 23<t>7 y<t)7 y<t - §<t))7 21 (t)a ZZ(t)v T(t>7 F@))
< By uly(t — 6(6). (1) = (O] + B2 Iyerioy
B (ly(t) — 21(0)] + ly(t — 6(t)) — z2(1)]),

gde su Bl | = 1,2,3 pozitivne genericke konstante koje zavise od h, ali ne od A.
Zbog toga, i koriste¢i V), = sup{V'(x,7) : |z| < h,i € S}, kaoi A7, zat € [0, pr A vy,
izraz (2.3.74) se moze oceniti na sledeéi na¢in

AV (y(t) — 2(t), (1))
< (LV(y(t), y(t = 8(£)), 7(8) + B lu(y(t — 6(2)), (1)) — 2(t)] ) dt
+BP Iwzrndt + B (ly(t) — 21 (8)] + [y(t — 3(t)) — 2(t)] ) dt
+Va(y(t) — ulzs(t)), 7(£)g(21(1), 22(t))dw(?).
Dalje, za t € [0,T] vazi da je
EV(y(t A pp ANvp)—z3(t A prn Avg),r(tA pn Avy))

< V(p(0) =200, rO) + E [ LV (y(s), y(5-0(5)),7(5))ds

tApR AV t
+BYE /O lu(y(s — 8(s)), 7(s)) — 23(s)|ds + B /0 Bl erionds
(3) t/\ph/\l/h
+B! E/O (ly(s) = z1(s)] + [y(s — 6(5)) — za(s)| ) ds. (2.3.79)

Primenom Holderove nejednakosti, a zatim i Propozicije 2.2, sledi
(1) tAph AV
BB [ luly(s = 8(5)), 7(5)) = 20(s)ds
t
= B3 [ Elu(y(s A pn A vn=0(s A pn A ), 7(s A pi A o)) =25(s A pr A vy)|ds
t 1
§B,(11)/0 (E|u(y(s AP AUR—=0(s A pr Ag)),T(s A pr Avg))—23(s A pr A Vh)]2> *ds
< BT(D(h)A + o(A))2, (2.3.80)
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dok se na osnovu Leme 2.2 dobija

/ Bl erends < BOTC(A + o(A)). (2.3.81)

Pored toga, vazi da je

(3) tApR AV,
By, E/O (Jy(s)—21(s)| + |y(s—6(s)) —22(s)])ds
t 1
< B,Sg) /0 (E|y(3 A pn Avp)—21(8 A pr A Vh)|2) *ds

t 1
+B,(13) /0 (Ely(s A pn Avi—06(s A pn Avi))—22(s A pn A vy)|?)2ds(2.3.82)

Ako se sa ks oznaci broj za koji je s € [k: A,

(ks ANT A pp A vy) tada se
primenom procedure kojom je odredena ocena (2.3.7

+1)
1), dolazi do ocene

Ely(s A pn Avp)—z1(s A pu A vp)?
< sup ElytApn)—g(k:A A pp)2 < M(R)A + o(A). (2.3.83)

t€[0,T7],k:>0

Za ocenu drugog sabirka na desnoj strani nejednakosti (2.3.82), prateéi oznake iz
dokaza Propozicije 2.2, neka je ks € {—n*, —n* +1,...,—1,0,1, ...} broj takav da je
s —0(s) € [ksA, (ks + DA ANT A py, Avy). Tada je, za svako u € [0, s A pp A vy,

Ely(u ~5(u)) ~(u) -
< 2Bly(u — 5(u)) — GlA)? + 2Bl (ko) — 5k, A — [3(R,A)/AJA)

Ako je kyA — [6(kuA)/A]A < kA < u— 6(u), tada, na osnovu Aj sledi

kul — kuA + [0(k,A)/A]A
<u—0(u) — kA + 6(kuA) < A+ nu— kA < (2+ [0)A,

dok, za k,A < u —6(u) < kA — [6(k,A)/A]A, vazi
kuA — EyA + [0(k A) /A)A] = kA — [6(k,A)/AJA — kA

ghA—&Em+A koA

< koA — (kD) + A — (u—6(u) + A

=A—(u %Aymx)—a@A)gA+mu—@1
< (2+[)A.

Na taj nacin se zakljucuje da je

[ — ke + [6(kud) /A]] < 2+ [1).
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Primenjujuéi prethodnu ocenu, (2.3.71) i Propoziciju 2.1, dobija se

Ely(u —5(u)) =z (u)[”
< 2B|y(u—06(u)) — (ko A) |2

+22+M)?  sup  E|zi(t App Avp)—zi(t A pp Avp—A)
t€[-6(0),T]
< a(h)A+o(A), (2.3.84)

gde je a(h) = 2(M(h) + (2 + [n])*A(R)).
Zamenom (2.3.83) i (2.3.84) u (2.3.82), a zatim (2.3.80)-(2.3.82) u (2.3.79), sledi

EV(y(t A pn Avn)=z3(t A pr Avn),r(t A pn Avp))
< V(p(0)=23(0),7(0)) + E/O "LV (y(s), y(s—8(s)), 7(s))ds
+BIT(D(R)A + 0(A))2 + BPTC(A + o(A))
+BIT(M(R)A + 0(A))? + BT (a(h)A + o(A))?. (2.3.85)

Uvodeéi oznaku G(h) = T(B)(D(h)): + BPC+ B (M(h)): + BP (a(h))?), izraz
(2.3.79) se moze zapisati kao

EV(y(t A pn Avp)—2z3(E A pr Avg),r(tA pn Avy))
< G(h)AY + (0(A))? + V(p(0)—2(0), 7(0))
VB /O "LV (y(s), y(s—8(s)), 7(s))ds. (2.3.86)

Primenom (2.1.5) i (2.1.6) iz pretpostavke Ay na prethodni izraz, sledi
EUL(y(t A pu Avi) =23t A pn A i), (EA pr A ) SG(R)AZ +(0(A))7 + K +eyt,

gde je K' =V (p(0)—23(0),7(0)) + 3 fgé(O) Uz(y(s))ds.
Uvodenjem oznake vy, = inf},>1-g), Ui(y), prethodna nejednakost implicira

G(h)Az + (o(A))2 + K' + ¢, T
Up, '

P{pn Nvy <T} <

Dalje, za svako ¢ € (0, 1), postoji dovoljno veliko h* tako da za svako h > h* vazi

K, —|—ClT

<eg/2
Up, - /
i moze se izabrati dovoljno malo A, tako da je za svako A € (0, A*),

G()A} + (o(A))

Uh

<e/2, h>h"
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Tada je
P{iph ANv, <T}<e, Ae€(0,A"), h>h"
t].
Plpn <T}<e A€(0,A%), h>h"
¢

Sada je moguce oceniti bliskost izmedu resenja x jednacine (2.3.40) i Euler-
Maruyaminog resenja odredenog izrazom (2.3.49).

Teorema 2.6 Neka su ispunjene pretpostavke Ay, As, Ay, Ay, As, Az, i neka je 5(3+
) <14 f(0,0,i) = ¢g(0,0,7) =0, i€ S. Tada je

sup  Elz(s A7 A pr)—y(s Ath A pp)|* < N(R)A 4 o(A),
s€[—6(0),T]

gde je N(h) konstanta koja zavisi od h, ali ne zavisi od A i T, pn Su vremena
zaustavljanja definisana u Teoremi 2.2 i izrazom (2.3.51), respektivno.

Dokaz. Za svako t € [0,T A 7, A pp), na osnovu (2.3.40) i (2.3.49), vazi da je

z(t) —y(t)
(t=08(1)), r(t) = 2z3(t) —u(p(=6(0)), 7(0)) +u(G(~ A~ [3(=A) /A]A), %))

= u(z
+ [ (Fal) 2(s=8(),7(5)) = F(21(5). 22(5), 7(5)) ) s
[ (o)t = 8(5)).(5)) = glen5)s2a(5),7(5))) o).
Tada, za svako e € (0, 1), primenom elementarne nejednakosti (1.9.55), sledi
() -y(0)P
< Zlu(o(t=5(0)), (1)~ (1)~ ulp(—5(0)),7(0))+u(g(—D—[5(~2)/AIA) 74
(1 [ 17 (5). 25 -3(5)),7(5)) = F1(5). 22(5). 7)) P

1—e¢
+ ‘/Ot (9(x(s),2(s = 8(5)),7(s)) = g(z1(5), 22(5)), 7(5) ) dw(s) ) . (2.3.87)

_|_

Primenjujuéi dva puta (1.9.55), i na osnovu pretpostavke (2.1.8), dolazi se do ocene

(6 5(0)), (1))~ 2(6) — (o (~5(0)), 7(0)) +u((~ A~ [0(~ A)/AJA), r2)
< (e (t3(6)), ()~ 25(0) "

+1i€|u(<ﬁ(—5(0))7 r(0)) —u(F(~A—[6(=A)/A]A), %))

62



Euler-Maruyamina metoda

(e —8(0)). ()= u(t=3(0). () P+ ot =3(0).r(8) = 25(0)

+1fgru<so<—6<o>>,r<o>>—u<y<—A—[5<—A>/A]A>,rw

1 2
oo )I u(y(t=6(1)), (1)) — z3(t)|
: ,r(0)) —u(G(—A=[5(=A)/A]A), 12 .

-+
—_
|
=
—
S
—
|
(= 9)
—
(=]
SN~—
SN~—
=

(2.3.88)
Zamenom (2.3.88) u (2.3.87) se dobija nejednakost

|z (t) =y (B)]* < BQ! (t=0(t))—y(t—0(®)" +

1 2
€2<1_€)IU(y(t—5(t)),T(t))—%(t)\
( )! u(p(=6(0)),7(0)) —u(g(-=A—[6(=A)/A]A)

2
—€ ( / |f (@ ,1(8)) = f(21(5), 22(5), 7(s))|*ds
‘ / (g(x(s) ,7(s)) = g(21(s), 22(5), 7(s)))dw(s) 2) (2.3.89)

Na osnovu definicije neprekidnog Euler-Maruyaminog resenja y vazi da je ¢o(—4§(0))
y(=0(0)) i u(y(—A —[5(0)/AJA, r2)) =

) = 23(0). Kako z i y zadovoljavaju isti pocetni
uslov, na osnovu (2.3.89) se zakljucuje da je

sup  Elz(s)—y(s)|?
se(-6(0).4
32 2
< — sup  Elx(s)—y(s)]
€7 sel-6(0).1]
1+e¢
= Sup Elu(y(s A pn—03(s A p)),7(s A pr)) = 2s(s A pw)|®
e2(1—¢) sepo,]
2
_|_7

(7 [ Bl (), 2(5=5(5)),1(9) = F(21(5), 2(5). 7(5)) P

+4/ Elg(z(s),z(s —d(s)),r(s)) — g(zl(s),zg(s)j(s))|2ds> : (2.3.90)

Primenjujué¢i Propoziciju 2.2, birajuéi ¢ = B% i primenjujuéi lokalni Lipschitzov
uslov Ay, izraz (2.3.90) postaje

sup  Elx(s)—y(s)|”
s€[—5(0),1]
l
< 2(14— 3)D
5(1

B

w\»—t

(>A o(A
CETE
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AT+AK, [t 2 2
A= 31— 5y b Bles) =21 o) + Ela(s=8(9) ~a(s) P
AT t
T Tahasg) b B o580, r(s)
(), 25 =0(5)), 7)) Tiercyds

16 t
T | Edlga(s), 2(s=6(),(s))

+Hg(a(s), 2(s=6(5)),7(5))) Lir(s) erony ds. (2.3.91)

Imajuéi u vidu pretpostavku f(0,0,7) = ¢(0,0,7) = 0, Lemu 2.2 i hipotezu Aj, sledi

sup E|x(s)—y(s)]2
s€[=8(0),4]

AT+4) Ky /t 2 2
ek Bla(s)—(5) P+ Ela(s—5(5))—2a(s) ) ds
= h )
1+ 33)D 2(T + 4)TCh?K,
pLHBIDE) oy 4 SEEHDTONK, |
B3 (1—p3)(1-p) (1-p%)(1-5)
Neka je u € [0,t] proizvoljno fiksirano i neka je k, prirodan broj takav da je u €
[Eu A, (ky + 1) ANT A7, A pp). Na osnovu definicije (2.3.44) stepenastog procesa z;
i procedure kojom je odredena ocena (2.3.70), za s € [0, ] sledi

(2.3.92)

Blx(s)—z(s)]* < 2E]z(s)—y(s)]* + 2E]y(s) — z(s)[*
<2 sup Ela(u)-y(u)|* +2 sup Ely(u)-g(k.A)*

u€[—46(0),s] u€l0,s]
<2 sup Elzr(u)—y(u)]* +2M(h)A + o(A). (2.3.93)
u€[—4(0),s]

Sa druge strane, primenom ocene (2.3.84) dobija se

Elx(s—0(s)) —2(s)]* < 2E]a(s—d(s)) —y(s—0(s))|* + 2Ey(s—d(s)) — 22(s)|"
< 2E|z(s—6(s))—y(s—6(s))> + 2a(h)A + o(A). (2.3.94)
Sada, ocene (2.3.93) i (2.3.94), zajedno sa (2.3.91), daju
sup  Elz(s) — y(s)|”
s€[—6(0),]
- (1483)D(h) + 885 (T+4)TK,(M(h) 4+ c(h) + ACh?)
N B5(1-55)(1 - B)

16(T+4)K), [t e
Tt e SRR Ol

A+ o(A)
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Primenom Gronwall-Bellmanove leme (Teoreme 1.24), zakljucuje se da je

sup  Elz(s A7 A pn)—y(s Au A pp)|? < N(R)A + o(A),
5s€[—6(0),T]

1 2
ade je N(h) = (1+63)D(h)+853(2T+4)TlKh(M(h)+a(h)+4Ch2) MT Ny = JSTHITEL e e
B3 (1-83)(1-5) (1-83)(1-8)
dokaz zavrsen. <>
Slededi rezultati se odnose na konvergenciju u verovatno¢i neprekidnog Euler-
Maruyaminog aproksimativnog resenja y jednacine (2.3.49), kao i odgovarajuceg

diskretnog resenja g, ka reSenju = jednacine (2.3.40), kada A — 0.

Teorema 2.7 Neka vaze pretpostavke Ay, As, Ay, Ay, As, A7, kao i uslovi B(3 +
) < 14 f(0,0,i) = ¢(0,0,i) = 0,3 € S. Tada, za svako T > 0 i t € [0,T],
vaz

ilinm lz(t) —y(t)] =0 wu wverovatnodi,

ilgb |z(t) — 21(t)| =0 wu verovatnodi.
Dokaz prethodne teoreme je izostavljen zbog toga §to se zasniva na ideji iz rada [65]
i na primeni Posledice 2.1 i Teorema 2.5 i 2.6.

Napomena 2.1 Potrebno je naglasiti da je u prethodnim rezultatima u Poglaviju
2.8 vazila pretpostavka da je funkcija kasnjenja neogranicena, pri cemu je Euler-
Maruyamina metoda definisana na particiji

kA, k€ {—(n,+1),—n.,...,—1,0,1,..}, (2.3.95)

gde je n,A = §(0). Neka vazi (2.2.19), tj. neka je funkcija kasnjenja ogranicena
tako da je njena gornja granica h. Euler-Maruyamina metoda je tada definisana na
particiji (2.5.95), pri ¢emu je broj n, izabran tako da je n,A = h. U tom slucaju je
t—3(t) > —h,t >0, zbog éega bi u Lemi 2.1 pretpostavku Ay trebalo zameniti sa Asg.
Treba imati u vidu da Propozicije 2.1 1 2.2, kao i Teoreme 2.5,2.6 i 2.7 vaze kada
se pretpostavka A} zameni pretpostavkama As i Ag, dok su reSenja x iy definisana
na intervalu [—h, o0) umesto na [—§(0), 00).

Sledeéi rezultati se odnose na skoro izvesnu eksponencijalnu stabilnost diskretnog
Euler-Maruyaminog resenja koje je definisano relacijama (2.3.41)—(2.3.43), pod pre-
tpostavkom (2.2.19). U tom smislu, bira se A € (0, 1) tako da n, € N zadovoljava
ny/A = h. Prethodni rezultati su dobijeni pod uslovima koji su slabiji od uslova
linearnog rasta. U sledecoj teoremi dodaje se uslov linearnog rasta za koeficijent
prenosa f.
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Teorema 2.8 Neka vazZe pretpostavke Ay i Ag, kao i uslov (2.2.19). Neka postoje
pozitivne konstante B;,1 = 1,2, ...,6, pri cemu je

Bi—Bs—Bs— (Bo+ But+ Bs+128)([(1—n)""+1) >0, (2.3.96)
tako da, za svako x,y € R%,i € S, vazi
2(z —u(y, )" f(z,y,7) < =Ailaf* + Balyl*. (2.3.97)
lg(z,y,0)> < Bsla]* + Balyl, (2.3.98)
|f (@, y,9)* < Bslz|* + Bolyl”. (2.3.99)

Neka je € jedinstveno pozitivno reSenje jednacine

—Br 4 Bs + B5 + 28 + (Bo+ Ba+ Bo + 1262 + 268%) ([(1 — n) Y] + 1)e™ = 0.(2.3.100)

Tada, za svako 6 € (0,2/2), postoji v € (0, —h—Hlogﬁ A (E—20)) i Ay tako da, za

svaki pocetni uslov ¢ € C% ([—h,0]; RY), Euler-Maruyamino resenje ima osobinu

. loglg(kA)| _ v .
—— < —=  s.a. 3.
hrtriigp A <-—5 s (2.3.101)

Dokaz. Na osnovu (2.3.43) se moze primetiti da je
[F((k+1)A) —u(@(kA—[0(kA)/A]A), r2)

—g(RA) —u(G((k—1)A — [5((k—1)A)/A]A), 7))
(kA = [6(kA)/A]A), 1)

<|f(m(kA),y 2A°
+g@RA), g(kA = [6(EA)/AJA), ) PA
+2G(EA) —u(G(kA — [6(kA)/AIA), re ) f (G(kA), g(kA — [6(kA)/AJA), 1A
+2(u(@(kA — [0(kA)/AJA), ) —u@((k — DA = [6((k — )A)/A]A), r2 )"

(k-
< fGRA), g(kA = [8(kA)/AJA), 1) A +
gde je

my, = 2(G(kA) —u@((k=1)A = [5((k=1)A)/AJA), i)
+fGRA), GRA=[8(KA) [ AIA), 1) A) g (G(RA), GRA = [5(KA) JA]A), 1) Awy
@A), (kA= [0(kA)/A]A), ) (| Awi [ = A)

lokalni martingal.
Primenjujudi pretpostavke (2.3.97)-(2.3.99), kao i Ay, sledi

[G((k+1)A) —u(m(RA=[5(kA)/AJA), 1)
(kD) —u(m((k—1)A — [5((k—1)A)/A]A),ri )
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< (Bs[g(kA)* + Bslg(kA — [6(kA)/AJA) ) A?
H(Balg(RA)* + Balg(kA — [6(kA)/A]A)[H)A
H=B[G(RA) [ + Bolg(kA — [6(kA)/AJA) %) A
H@RA), GRA = [5(kA)/A]A), i) [PA
Hu@(kA—=[3(kA)/AIA), ) —u(@((k—1)A=[5((k—1)A) /AJA), ity ) [PA+my
< (Bs[g(kA)[* + Bolg(kA — [0(kA)/A]A)[*) (A + A)
+H(Ba[g(kA) P + Balg(kA — [3(kA)/A]A)*)A
H=Bg(RA)[? + Baolg(kA — [6(kA)/A]A)H)A
+2lu(G(kA — [8(kA)/AJA), ) — u(@((k — DA = [5((k — 1)A)/AJA), 7)) PA
+2u(@((k — DA=[5((k — 1)A)/AJA), 7)) —u(@((k — 1)A
—0((k = 1)A)/AJA), i) PA+my,
< (B4 B+ 5 (1+A)) A[g(RA) P+ (Be+Ba+Bs (1+A) Ay (KA —[5 (kA ) /A]A) [
F20%[g(kA = [6(kA)/A]A) = G((k — DA — [6((k — 1)A)/A]A)PA
+H4B2G((k = 1A = [0((k = DA)/AJA)PAT a4 3 + 10
< (BitBs+55(1+A)) Alg(kA) 2
+(Bo+Bat+Be(1+A) + 48 Al(EA — [5(kA)/A]A) 2
+88%A((k — DA — [§((k — 1)A)/A]JA)|? + my.. (2.3.102)

Tada se, primenom (2.1.8) i (2.3.102), za svaku konstantu C' > 1, dobija

) i
CHUAG((k + 1)A) — u(G(kA — [6(kA)/A]A), )|
—C*(kA) = w(@m((k — 1)A = [6((k — 1)A)/A]A), i)
= D8 [\y((kH)A) w(G(kA — [§(kA)/AJA), )|
—[g(kA) —u(@((k — 1)A = [0((k — 1)A)/A]A), - 1)\2}
H(CEDA — O™ F(RA) — u(G((k — 1A = [6((k — 1)A)/AJA), riy))?
< OWDA(— 8y + B3 + Bs(1+A)) Alg(kA))?
+(Bo + Ba+ Bs(1+A) + 48°) Aly(kA—[6(kA) /A]A)?
+852Aly((k — 1)A = [0((k — 1)A)/AJA)
+(1 = C2)2[kA)|* + 282 (kA — [0(k — 1)A)/AIA)?) + mu).

Na osnovu prethodne relacije, sumiranjem po i € {0, 1,..., k — 1}, sledi

CHA(RA) — u(@((k — 1)A = [5((k — DA)/AJA), 1 )2

< [7(0) — w(@(=A = [5(=A)/A]A),r2y)?
H(=Br+ By + Bs(1+ M)A +2(1 = C72)] 2 CUIR AP
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k—1
+(Bo + B+ Bs(1+ A) +48%)A Y- CHVAG(A — [5(A) /A]A) [
=0

k-1

+2824A+1—-C72D " CHDAG((i = DA—[0((5 — 1)A)/A]A) [P+ M;,(2.3.103)
i=0

gde je
k-1
i=0

takode lokalni martingal i My = 0.

Imajudi u vidu (2.3.41), sledi
262 4A+1—C ZCZHA] (i — 1A —[5((i — 1)A)/A]A)

< 26%[4C%A + CA —1]|[F(—A = [5(-A)/A]A) P
k—1
+ Z CUDAGGA — [5(iA)/AJA)P].
Tada (2.3.103) postaje

Cg(kA) — u(@((k — DA = [5((k — 1)A)/AJA) i)
< [5(0) — u(m(—A = [5(0)/A]A), rg)
+H2B7ACA + CF = 1[g(—A — [5(0)/A]A)?

H(=B1+ Bs + Bs(1+ A)A +2(1 = C2)] 3 COHD2[(a))?
+[(Bo+BatBs(1+A)+452+852C2) A

+282(C* —1)] kf CEDA (A —[5(A)/A]A)|? + M. (2.3.104)

=0

Primenjujudi uslov (2.2.19) i Lemu 3 iz rada [66] na drugu sumu na desnoj strani
nejednakosti (2.3.104), dobija se

i CEDAGEA — [5(iA8)/AIA)P < C" Z CUHPESAIRGA — [6(iA)/AJA)
_ k-1
< (A= T+1C" 37 CHIAEA) 2.

i=—n*
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Tada se izraz (2.3.104) moze oceniti kao

C*AG(kA) —u(G((k—1)A=[8((k—1)A)/A]A), 1)
< X + h(C,A) kf CUTDAGA) 2 + My, (2.3.105)

=0
gde je

X = [5(0) — u(m(—A = [6(0)/A]A),rd) [ + 28°[5C — 1][5(—A — [6(0)/A]A)[?
+[B2 + Ba + 285 + 458% + 83°C)

+28%(C = D)([(1 =)~ + 1)C" fj CUHVA LA < 0o (2.3.106)

i=—n*

WO, A) = (=81 + B3 + Bs(1 + A)A +2(1 — C™%)
(B2 + Ba+ Bs(1+ A) + 457 + 85°C2)A +26%(C* — 1))
x([(1=m)~]+1)C". (2.3.107)

Dalje, za svako A € (0,1) i C' > 1, vazi

d
ah(C.a)

=2AC™A7 4 ([(1—n) "]+ 1)C!
x |22 ACH(AA+1)+[(Bo+ Bi+ Bs(1+A) +457+85°C2) A+ 287 (C2 ~1)]h] > 0.

Najpre je potrebno uociti da je
h(1,A)
= (=B1+ B3+ Bs(L+ A)A+ (o4 Ba+ Bs(1 + A) +1267)([(1 —n) ']+ 1)A.

Na osnovu pretpostavke (2.3.96) sledi da je h(1,A) < 0, za svako A € (0,A,), gde
je

_ Bi— By — Bs— (Bo+ Bu+ Bs + 128%)([(1 —n)~ ' + 1)
Bs + Bs([(1 —n)~ 1]+ 1)

Dakle, postoji jedinstveno C'} > 1, tako da je h(CX,A) = 0.
Tada za (2.3.105) vazi

Ay

CHEAG(RA) —u(@((k — DA = [6((k — DA)/AJA), r2 )2 < X+ M;,.(2.3.108)
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Na osnovu Leme 2 ([66]), sledi
lim sup C CX2g(kA) = u(@((k — DA = [6((k — 1)A)/AJA),ri )

< limsup(X + M) < 00 s.i.

k—o00
Neka je hi(p, A) = h(C,A)/A, gde je p =1log C. Tada je hy(uh,A) =01
ilglo ha (:uv A)
= —B1+ B+ Bs + 2p+ (Bo + By + Bs + 126% + 28° ) ([(1 — m) 7' + 1)er.
Jednacina (2.3.100) ima jedinstveno pozitivno resenje g, tako da je

lim p) =¢€.

Prema tome, za svako § € (0,2/2), postoji Ay, tako da je za svako A € (0, As),

pn > E — 20.
Kako je
lim sup e*2"2[g(kA) — u(g((k — DA — [5((k — 1)A)/AJA), 12 )] < oo s4,
k—o0

sledi da je za svako A € (0, A,), gde je A, = A A Ay,
7 = limsup eC 2R Z(kA) — w(@((k — DA = [6((k — 1)A)/AJA), 2 > <oo s.i.

k—o0

Za svako v € (0, _hT1 log 5 A (2 — 26)), postoji prirodan broj ki tako da je

A G(kA) —u(@((k — DA = [5((k = DA)/AJA), 1 )P T+, k> ki
Primenom elementarne nejednakosti (1.9.54), za p=21ie = /(1 — ), kao i uslova
(2.1.8), moze se zakljuciti da je
TRG(RA) P < (1= B) ™2 y(kA) — u@((k — DA = [3((k — 1)A)/AJA), i)

+BT 2 [g((k — DA = [5((k — 1)A)/A]A)[%. (2.3.109)
Tada, za svaki prirodan broj ky > ki, vazi da je

sup " [g(kA)|?
k1<k<kz

<A=p) T+ + f sup (k= DA = [5((k = 1)A)/AJA) P

1<5k<ks
<(1-9" @+
D qup 1D 1)A — [5((k — 1)A)/AJA)?

k1<k<kz

<(1-B)7'o+y) + B sup  eFAg(RA)
E1—ns—1<k<ki

+8e7MH) gqup A g(kA))2.
k1<k<kg
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Na osnovu prethodne nejednakosti sledi

sup "2 g(kA)[?
b <k<ks

S(1—66”"“))‘1[(1—5)‘1(0+7)+67(h+” sup evkﬂy(m)ﬂ.
k1—n.—1<k<ky

U prethodnom izrazu, kada ky — 400, vazi

sup €A [g(kA)[?
k1<k<+oco

<00,
k1 —ny—1<k<k,

S(l—ﬁe”(’“‘“))ll(l—ﬁ)1(0+'y)+e”(h“’ sup  e*AG(RA) P

odakle je

lim sup "2 |7(EA) ] < oo.

k—o0

Za ranije definisano v, vazi da je

sup ™A G(RA)2 < (1 - ™) ~L(1 — )17,

k—o0

Konac¢no, zakljucuje se da je

YA |7 2
lim sup log(e"*2[7(kA)[?)

k—o00 kA - 07

sto implicira (2.3.101). &

Prethodna teorema predstavlja prosirenje rezultata iz rada [66] (Teorema 4),
zbog prisustva procesa Markova u jednacini (2.1.1). Ako se izostavi proces Markova
u jednacini (2.1.1), tada se moze primetiti da su uslovi Teoreme 2.8 malo slabiji u
odnosu na one iz navedene teoreme.

Slede¢im primerom su ilustrovani teorijski rezultati vezani za egzistenciju i jedin-
stvenost tacnog reSenja, kao i konvergenciju niza Euler-Maruyaminih resenja ka
tacnom resenju.

Primer 2.1 Razmatra se jednacina (2.1.1), odnosno neutralna stochasticka diferen-
cijalna jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova, sa pocet-
nim uslovom @(t) = 1, ¢ € [=0(0),0], pri éemu je funkcija kasnjenja 6(t) = & —
tsint, t >0, tako da je h = 6(0) = £ i p € C% ([=6(0),0); R). Dalje, neka je w(t)
skalarno Brownovo kretange i r(t) neprekidan s desna proces Markova sa skupom

stanja S = {1,2} i generatorom

r:<—41 _14).
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Proces Markova je nezavisan od Brownovog kretanja i r(0) = 1.
Neka je

1

10
3

f($ay71) = —3$3—5$2?/, f(l“,?/,Q) = —T—

Y
T, 71 = 27 T, 72 = =
9(z,y. 1) =y", g(z,9,2) NG

1
u(y7 1) = gya u<y7 2) = Y,
1

%ya

Tada se za t > 0, polazna jednacina (2.1.1) moze predstaviti u obliku
d[w)—;x(t—a(t))} = (—3x3(t)—§x2(t)x(t—5<t>>)dt+x2(t—5(t))dw(t)g2.3.110)

1

d[a:(t)—llox(t—é(t))] = (~rlt) — g wlt—5(0) -+

kada je r(1) =1 1 r(2) = 2, respektivno.

Koeficijenti jednacina (2.3.110) i (2.3.111) zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov
Ay, dok funkeije u(y,1) = 1y, u(y,2) = 55y zadovoljavaju pretpostavku Ay za 8 = .
Kako je 6(t) = 1 — Lsint, t > 0, sledi da je

1

§'(t) = —x cost <

z(t=6(t))

NG dw(t),  (2.3.111)

:5’

o] =

odnosno vazi pretpostavka As.
Neka je funkcija V : R x S — R, definisana sa

V(z,1)=1+2* V(z,2)=1+2"
Na osnovu (1.5.30) dobija se da je
LV(z,y,1) = Q(x—;y) ( — 327 — §x2y>+y4— (1 + (x - éy)z)—i-(l + (x - ;y)4>
= 62 — g:c?’y + gyw?’ + 265ny2 +yt — (:L‘ - ;y)2 + (3: - ;y>4.

Tada se primenom elementarne nejednakosti 2ab < a* + b* i nejednakosti (1.9.54),
za € =1 dobyja

LV (z,y,1) < —62* + 3 iy“ +y'+ (2 - 1y)Q((a: - 1y)2 - 1)

257 T 25 5 5
147, 28 , s 2 s 2,
ey 20 922 + —2) (222 + 22 — 1

= 25x+25y+(x+25y)<$+25y )
3, 804, _, 2,

< P % g2 £

=TT TgasY T T EY

< —1,72z% 4+ 1, 2864y* — 222 — 0, 08y>
< —1,72z% + 1, 2864y
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Dalje, vazi da je

W(r.2) = 4= o) (== gg0) + (= = 50) ¥

10 ~ 107
+4(1+ (x — 110y)2) —4(1+ (2 - 110y>4)
=107~ g+ g0~ o) (2 gg0) + (o 30
+4(m — 110y)2 — 4(3: — 1103/)4
< 4ot - 340333y * 1(2)3339 * 31020332y2 - f(i)ﬁf - 3(1)50”3 * 104009”@/3
+304000?/4 + (2 - 1101/)2?/2 +4(z - 11()y)2
< —dat + 1?%% - 2253:2?;2 + 75100@/4
+(y? +4) (2x2 + 510y2),

Primenom nejednakosti (1.9.57) dobija se da je 2%y < %x4+ iy‘l i v2y? < %xﬁ‘—l— %y‘l.
Sledv da je

4 4 48 151 2
LV 2<_44 4 4 02,2 4 82 a2
(x,y,2) < —4x —|—5x +15y +25xy +7500y + 8z —|—25y
56 9351 2
<« D4 DL 4 g2 22
= 795" T ageY TOT T gV

= —2, 242" + 1, 2468y* + 82 + 0, 08y
= —1,722" + 1, 2864y" + 822 — 0, 522" + 0, 08y* — 0, 0396y".

Tada je, za svako (x,y) € R X R,
max{8z* — 0,52z* + 0, 08y* — 0,0396y*} = 30, 738 < 5712, 0664
odnosno
LV (z,y,i) < 5712,0664 — 1, 72z" + 1,2864y*, V(x,y,i) € R x R x S.

Neka je Uy(z) = 22 i Uy(z) = 1 + 2. Tada je Uy(z) < V(x,i) < Us(x), V(z,i) €
R xS iV(r,y,i) € Rx R xS,

1
LV (w,y,i) < 5712,5 — 1,72(1 + 2*) + 1,60575(1 — 5)(1 +uh).

Ispunjene su sve pretpostavke Teoreme 2.2 za ¢y = 5712,5;¢9 = 1,72;¢c3 = 1,60575.
Dakle, postoji jedinstveno reSenje jednacine (2.1.1) tako da je
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Ex?(t) < oo, t>0
t

1
lim sup 7 Ex*(s)ds < 50000.

t—o00

Nadalje, pocetni uslov p(t) = 1,t € [=0(0),0] zadovoljava pretpostavku As, pri
cemu za funkciju kasnjenja vazi da je

1
50| =] - 2 cost] < ¢ =,

Cﬂ\r—t

cime je zadovoljen i uslov A'3. Pored toga, zadovoljen je i uslov A7 za funkcije
V(z,1)=1+2* V(z,2)=1+a"

Kako je ispunjen i uslov (3 + [n]) = 5 < 1, sledi da vaZe svi uslovi Teoreme 2.7,
odnosno niz odgovarajucih Euler-Maruyaminih reSenja konvergira u verovatnoci ka
tacnom resenju. Euler-Maruyamino resenje je definisano kao y(kA) = p(kA), k =

—Ny, =Ny + 1,...,0, dok je za k =0,1,2, ..., ako je rkA = rkA_l =1,

y((k+1)A)=y(kA)+ ; (kA—[é(kA)/A]A))—;ﬂ((k —1DA-[3((k = D)A)/A]A)
+( - 37° (k) — ‘;’y (kA)G(kA — [5(kA)/AJA))A
+2 (kA — [5(kA)/A]A) Awy, (2.3.112)

dok je za r =r | =2,

gk + DA)=g(kA)+ 759 (kA [6<kA>/A]A>>—110:L7((k— DA=[o((k - 1)A)/AJA)
+( J(kA) ——y(k:A [6(kA)/AJA)) A

7 y(kA = [0(kA)/A]A) Awy, (2.3.113)

zary =1,r8, =2,
U+ DAY =g(kA) + (kA ~[D(EA)/AJA) ~ —g((k — DA [5((k — )A)/AJA)

(=3P (k8) — SR RA)G(RA — [(RA)/A]A)) A
+72 (kA — [6(kA)/A]A) Awy, (2.3.114)
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Slika 2.1: Euler-Maruyamino resenje za A = 0.002
izard =218, =1,

(K -+ )A) =p(kA) + 1550~ (A AJA)) ~ £5((k ~ DA-[5((k ~ DA)/AJA)

0
(= () = 5ok — [5(kA)/A]A)) A
T G(kA — [5(kA)/AA) A, (2.3.115)

V6

Na Slici 2.1 je prikazano Euler-Maruyamino resenje za A = 0.002.

2.4 Backward i forward-backward Eulerova
metoda

U ovom poglavlju su predstavljene implicitne metode za neutralne stohasticke dife-
rencijalne jednacine sa neograni¢enim vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima
Markova pod uslovima iz Poglavlja 2.2. Dokazana je konvergencija u verovatnoci
neprekidnog i diskretnog forward-backward Eulerovog resenja ka tacnom resenju,
kao i konvergencija u verovatnod¢i diskretnog backward Eulerovog resenja. Neutralni
¢lan je takode hibridan tj. zavisi od procesa Markova. Kako bi backward Eulerova
metoda bila dobro definisana, zahteva se da koeficijent prenosa zadovoljava jednos-
trani Lipshitzov uslov.

Pretpostavkama A;-Ag, bi¢e dodata i sledeca pretpostavka.
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Ci: Neka je f € C(R? x R% RY) i neka postoje konstante p, s > 0 tako da za
svako x,y,2 € R%, i € S,t > 0, vazi da je

(x =y, f(z,2,t,9) = fy,2,t,7)) < e -yl (2.4.116)
(x—y, f(z,2,t,9) — f(z,9,t,1) < polz — y|*. (2.4.117)

Ovi uslovi su poznati kao jednostrani Lipschitzovi uslovi po prvom i drugom
argumentu funkcije f, respektivno.

Predmet razmatranja bi¢e autonomna verzija pocetne jednacine (2.1.1), ¢iji je
oblik

z(t) = ¢(0) + u(z(t — 8(t)),7(t)) — u(z(—5(0)),7(0)) (2.4.118)
+/0 f(a(s),x(s = d(s)), r(s))ds +/0 9(z(s),z(s — 0(s)),7(s))dw(s), t =0,

sa pocetnim uslovom z(t) = p(t), 6 € [—(0),0], r(0) =iy € S.

Umesto hipoteza A;-A4, neka vaze njihove autonomne verzije.

Prvo se razmatra slucaj kada je funkcija kasnjenja 0 neogranicena. Bira se
veli¢ina koraka A € (0, 1) za koji vazi A = §(0)/n., za neki prirodan broj n, > 6(0).

Definise se backward Eulerovo (BE) aproksimativno resenje q(kA) koje odgovara
jednacini (2.4.118) na ekvidistantnoj particiji kA, k = —ny,...,—1,0,1,.... vremen-
skog intervala [0, 00). Diskretno BE aproksimativno resenje se definise kao

g(kA) = p(kA), k= —nu, —n + 1, ...,0, (2.4.119)
dok je, za k € {1,2,...},

q(kA) = q((k = DA) +u(g(kA — [5(kA)/A]A), 1)
—u(q((k = DA = [5((k = A)/AJA), i)
+f(a(kA), g(kA — [0(kA)/A]A), i) A
+g(q(k — DA, q((k — 1)A — [6((k — 1)A)/A]A), r8 ) Awy,_1(2.4.120)

Potrebno je naglasiti da odgovaraju¢e neprekidno BE resenje nije F;-merljivo jer
sadrzi ¢lan

[1 | Flalia), a(ka = [50:3) /A1) 1) s, (2.4.121)

kada je t € [(k — 1)AkA),k = 1,2,.... Zbog toga se uvodi neprekidno forward-
backward Eulerovo (FBE) aproksimativno resenje umesto neprekidnog BE resenja.
Da bi diskretno FBE resenje g(kA), k = —(n,+1),—n4,...,—1,0,1,... bilo dobro
definisano, potrebno je uvesti oznake

(j<_(n* + 1)A) = Q(—N*A) - @(—n*A), 5(_A) = 5<0)7 rél = TOA = T(O>
(2.4.122)
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Tada je
G(kEA) = p(kA), k= —n,,—n,+1,...,0, (2.4.123)
dok je, za k € {0, 1,2, ...},
q((k+1)A) = q(kA) + u(g(kA — [5(kA)/AJA), i)
k—1)

—u(g((k = 1A = [5(( A)/AIA), i)
+f(a(kA), q(kA = [5(kA)/A]A), ) A
+9(q(kA), q(kA — [3(kA)/A]A), i) Awy, (2.4.124)

gde je Awy = w((k + 1)A) —w(kA) i rd = r(kA).

Treba odrediti uslove koji garantuju egzistenciju i jedinstvenost diskretnog BE
resenja jednacine (2.4.120), odnosno, treba dokazati egzistenciju i jedinstvenost
reSenja jednacine oblika

v=d+ Af(z,a,i) ac + Af(z,2,8) 4 +u(z,i) 4, x€RY  (2.4.125)

za dato a,d € R4, i € S, pri cemu je [y = 1 ako je [§(kA)/A] =0ily =0u
suprotnom.

Egzistencija i jedinstvenost reSenja jednacine (2.4.125) iskazana je slede¢om lemom
koja je navedena bez dokaza, a dokaz se moze naci u radu [67].

Lema 2.3 Pretpostavlja se da vazi uslov (2.1.7) i hipoteza Cy. Ako je (u1 + pio) A+
B < 1, tada postoji jedinstveno resenje jednacine (2.4.125).

Za potrebe daljeg razmatranja koriste se neprekidne aproksimacije. U tom smislu
se uvode stepenasti procesi

= kio q(EA) ea k+1)8) (1), (2.4.126)
Z (kA — [S(kA)/AJA) Ijoa ooy (1), (2.4.127)
= ];) q(RA) I, ge+1y2) (1), (2.4.128)
kz_:l kA — [0(KA)/AIA) I, k+1)a) (1), (2.4.129)
_ kio S TN )} (2.4.130)

Kako neutralni ¢lan zavisi od procesa Markova, definiSe se linearna kombinacija

izraza u(q((k—1)A—[5((k—1)A)/A]JA), r2 ) i u(qg((kA—[0(kA)/A]A), rd), tj.

ﬁk(t)IU(ZQ((k—l)A),Tﬁq)ﬂLﬂ(U(@(/ﬁA);T?)—U(fz((k—l)ﬁ) ris))(2.4.131)
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za svako t € [kA, (k+1)A),k=0,1,2,....
Neka je

Zuk Mika ) (t)- (2.4.132)

Neprekidno FBE aproksimativno resenje se definise tako da je q(t) = ¢(t),t €
[—d(0), 0], dok je, za t > 0,

q(t) = »(0) +23() (Q(—A—[(— )/AJA), 2))
+/ ds+/ (21(5), 20(s), 7(s))dw(s).  (2.4.133)

Kada je t € [EA, (k + 1)A), jednacina (2.4.133) se moze napisati u obliku

q(t) = G(kA) + ax(t) — u(@((k — DA = [§((k = 1)A)/AJA), i)
t t
+ A f(z1(s), za(s), 7(s))ds + A g(21(8), 22(s),7(s))dw(s). (2.4.134)
Na osnovu (2.4.124), (2.4.134) i definicija (2.4.126)-(2.4.131) moze se zakljuciti da se
diskretno i neprekidno FBE aproksimativno resenje poklapaju u tackama particije.

Napomena 2.2 Zbog prisustva lanca Markova u jednacinama (2.4.118) i (2.4.124),
neutralni ¢lan u je drugacije opisan od onog u radu [67], u kome se razmatraju BE i
FBE metoda za klasu neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-
zavisnim kasnjenjem. Linearna interpolacija (2.4.131) ¢ini da ug(t) zavisi od dva, u
opstem slucaju razlicita stanja r& | i r5 procesa Markova, za razliku od pristupa u
radu [67], u kome se primenjuje linearna interpolacija élanova zZa((k—1)A) i Zo(kA),
tj. po argumentima funkcije u u definiciji neprekidnog FBE resenja.

Nadalje, pretpostavlja se da je ky dovoljno veliki prirodan broj za koji vazi

£)] < ko.
emax el < ko

Takode, definiSe se niz vremena zaustavljanja
pn =1nf{t > 0:|q(t)| > h}, h > ke, (2.4.135)

gde je inf ) = +o0.

U ovom delu se dokazuje konvergencija u verovatnoci diskretnog i neprekidnog
FBE resenja definisanih redom sa (2.4.124) i (2.4.133) i takode diskretnog BE resenja
definisanog sa (2.4.120), ka tacnom reSenju z jednacine (2.1.1). Da bi se dokazao
glavni rezultat potrebno je nekoliko lema i propozicija.
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Lema 2.4 Pod pretpostavkom A, za diskretno FBE resenje q vazi
(k=1 A=[6((k=1)A)/AJA) =q((k—2)A=[5((k—2)A)/A]A)
<@+ sup  [3(GA) —@((F - 1A, (2.4.136)
—nx<5,] AT App

gde je py, definisano sa (2.4.135).

Pored toga, ako za svako t € [0,T A pp| za koje je k = [t/A], tako da je t €
KA, (k+ DA NT A pp) i ako ky € {—n., —n. + 1,...} zadovoljava da je t — 6(t) €
[k, (ke + D)ANT A pp), tada

ey — (k — 1= [6((k — 1)A)/A]D| < 5+ [2]. (2.4.137)
Dokaz Leme 2.4 se moze naéi u radu [65] (videti dokaze Propozicija 1 i 2, re-
spektivno).

Sledecéa lema bice eksplicitno primenjena u dokazivanju narednih rezultata. Dokaz
se moze naci u radu [66] (Lema 3).

Lema 2.5 Neka je zadovoljena pretpostavka Ag. Za proizvoljno ali fiksirano i €
{0,1,2,...}, neka je i — [6(iA)/A] = a, gde je a € {—n.,—n. +1,...,0,1,...,i}.
Tada,

#{7€{0,1,2,..} : j = [0(iA)/A] = a} < [(1 —n) '] + 1,
pri cemu #S je broj elemenata skupa S.

Propozicija 2.3 Neka su zadovoljene pretpostavke Ay, Aj, A4, As i uslovi Leme
2.8. Neka je T > 0 proizvoljan broj i pretpostavija se da je f(0,0,7) = ¢g(0,0,7) =0,
za svako i € S. Ako je (3 + [n])B < 1, tada

sup  EZ(tApn) — 21t A pp — A)? < A(R)A + o(A), (2.4.138)
te[—6(0),T]

sup  Elzi(tApn+A) — 21 (t A pp)|? < AL(W)A +0(A),  (2.4.139)
t€[~5(0),T—A]

gde je py, vreme zaustavljanja definisano sa (2.4.135), dok su A(h) i A1(h) konstante
koje zavise od h ali ne zavise od A.

Dokaz. Neka je t € [0,T A py] proizvoljno i k = [t/A]. Tada, ¢t € [kA, (k+ 1)A A
T A pp) 1 na osnovu definicije (2.4.128) sledi da je

sup  E|zi(t A pn) — 21(E A p — D)

te[-5(0),7]
= sup  Blg(kA A pn) — q((k — 1A A pp)?
—nx <k, kALT
< sup BElg(kA) —q((k —1)A)?
—nx <k<0
+ sup  E|GkA A pr) — q((k — 1)A A pp)|*. (2.4.140)
1<k,kA<LT
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Imajudi u vidu da je g(—(n. +1)A) = p(—n,A) i primenjujudi prepostavku Ajs, vazi
da je

sup  E|q(kA)—q((k—1)A))P = sup Elp(kA)—p((k—1)A)?<C,A2.4.141)

—n, <k<0 —n,+1<k<0

Kada je k =1,2,..., iz (2.4.124) dobija se

Hu(G((k=2)A=[6((k=2)A)/AJA), 1)) —u(@((k=2)A=[6((k—2)A) /A]A), i y))
s e ). (2.4.143)
Tada, na osnovu (2.1.7) i (2.1.8), sledi
u(@((k=1)A=[3((k=1)A)/AJA), 7i2y) — w(@((k—2)A=[5((k—2)A)/A]A), i)
< Bla((k=DA=[0((k=1)A)/A]A) = g((k=2)A=[0((k=2)A)/A]A)]
+28|q((k=2)A=[6((k=2)A)/AlA) [ Ipa 20a - (2.4.144)

Primenjujudi (2.4.144), (1.9.55) i pretpostavku A; na (2.4.142), dobija se da je
a(kA) = a((k=1)A)P
< D1k —1)A (k= 1))/ A)A) ~7((h~2) A~ [3((k~2)A)/A]A)

1
e(l—e¢)

1 (a((k=1)A), a((k=1)A=[5((k=1)A)/AJA, 7i,)) PA*

e (2B~ 2 A~ (k=2 A)/A)A) VT s

P gk~ 1)A), a((E =)A= [5((E~1)8)/A1A), r ) Ay
< (k= 1) A 3k~ 1) A)/ A)A) ~g((h~2)A~ 8((k~2)A)/A]A)
4/3%h?

g et DA+ fw(kA) —w((k - 1)A)P),
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gde je Dy, = 4K (O datle sledi da je

l—e °

sup  E|g(kA A pr) — q((k—1)A A py)[?

< sup Bk 1A [5((k—1)A)/AJA A )

T €2 1<k kA<T

~a((h—2)A~[5((k—2)A)/AJA A py)?

4ﬁ2h2
E\I
8(1 - 5) ISIEEAPST [ {TkAfz?éTkA,l}]
+Dp(A*+ sup  Elw(kA) —w((k — 1)A)). (2.4145)
1<k kA<T

Na osnovu (2.4.136), prvi sabirak na desnoj strani nejednakosti (2.4.145) se moze
oceniti na slede¢i nacin

s BJa((k— 1A 5k AYAIAAp) (£~ 25k DAYAIANp)P
< BRI BlgkA A )~ (k- 1A A p)P?, (24.146)
€ —n.<k,kA<LT
dok je

sup  Elw(kA)—w((k—1)A)|?

1<k,kA<T

= sup iE\wj(k;A)—wj((kz—l)A)P:mA. (2.4.147)

1<k FAST 521
Zamenom (2.4.146) 1 (2.4.147) u (2.4.145) i primenjujuéi Lemu 2.2, dobija se da je

sup  E|q(kA A py) — q((k—1)ANpy)|?

1<k,kA<T
3+[n])?6? _ _ 43%h?
< CHT Sy Elgea A g —a((k— DA+ 2L C(A+o(A))
€ —n. <k kAT e(l1—¢)
+Dy, A*+DymA. (2.4.148)

Tada, (2.4.141) i (2.4.148), zajedno sa (2.4.140), daju

sup  E|Z(t A pn)—Z1(t A pp — A)\2

te[~8(0),T]
34[n])?p? _ _
<o, a+ CHT oy Blgka A p—a((k=1)A A )P
& —nx<k,kALT
432h2
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Na osnovu pretpostavke a = (3 + [n])8 < 1, moze se izabrati ¢ = & € (a, 1) tako da
je M < 1. Tada ocena (2.4.149) postaje

sup  E|Zi(t A pn)—Z1(t A ph—A)\Z

te[—5(0),T]
C,+Dy(1+m))&? 4B2h%E
<( v . ) A (gg_az)(f_g)c(mom))
< A(h)A +o(A), (2.4.150)

gde je A(h) = =tz ((Cp + Dy(1+m))e? 4 45120
Ocena (2.4.141) se dobija ponavljanjem prethodne procedure na osnovu jednacine
(2.4.120). &

Propozicija 2.4 Neka su ispunjeni uslovi Propozicije 2.3. Tada je

Sup, Elu(q(t A pr =6t A pr)),r(t A pr)) — 23(t A pn)|? < D(h)A + o(A),

gde je D(h) konstanta koja zavisi od h ali ne zavisi od A i py, je vreme zaustavljanja

definisano sa (2.4.135).

Dokaz. Neka je, za fiksirano t € [0,T A pp] 1 k = [t/A], takvo da je t € [kA, (k +
DANT App), ke € {—nu, —n.+1, ...} tako da vazi t —(t) € [k A, (ke +1)AANT App).
Na osnovu definicije (2.4.132) stepenastih procesa z3, za t € [kA, (k+ 1)A), vazi

A
< 2lu(q(t —o(1)), r(t )
+2lu(Z(kA), r8) —u(Z((k — D)A), ri

< 6lu(q(t — 8(t)), r(t) —u )
1

) )
+6lu(z2((k — D)A), (1) — u(z((k — D)A), 75
+6lu(Z((k = 1)A), 17) — u(Z((k = 1)A),rg )
+Hlu(z(kA), i) —u(z((k = 1D)A),rg)?

Hu(z((k = 1)A), ) —ulZ((k = DA), 1)
< 68%q(t — (1)) — Z((k = DA +48°R* (3L 00y + 5o 28 )
HF |2 (kD) = H((k — DA
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Tada je, primenom Leme 2.2 i Propozicije 2.3,

sup. Elu(@(t A pn = 6(t A pn)),r(t A pn)) — 23(t A pr)[?
te(0,T

< 1287 up E|q(t A pn—=0(t A pr))—a(keA A py)|?
tc[0,T

+124° . E|q(kA A pn)—Z((k—1)A A py)|?
te(o,

+32B8°Ch*A +458°A(R)A + o(A). (2.4.151)

Prilikom ocenjivanja izraza sup,c o 1) E|q(tApn—=0(tApn) )=G(ki AApy)|* se razmatraju
sledeca dva slucaja.

Slucaj 1: Ako je ky < —1, tada je, na osnovu pretpostavke As,

sup  B|G(t A pn—0(t A pn)) —a(keA A pn)|?
te[0,T),ke <—1

= sup Elp(t—61))—p(kA)]* < CLA. (2.4.152)

te[0,T],ke<—1

Slucaj 2: Ako je t € [0,pp] i ky > 0, tada se, imajuéi u vidu (2.1.7), (2.1.8) i
(2.4.134), dobija

|q(t—6(t)) —q(kA))?

< B, (t—06(t) —u(q((ky— 1) A—=[6((ke—1)A) /A]A), 7y
+3A% f(z21(kA), 20 (ke A), TkAt>|2

+3lg(z1(kA), 22 (ke A), ) Plw(t = 8(1)) — w(k A
t—6(t)— kA
EATER

< 3' (i), 1) —u(za (k= 1)A), 12,))

Y Tk‘tfl

+Qn (A +w(t—5(t) —w(k:A) )
< 63%|z(kA) —Z((k—1)A)* + 1262h2[{r$ #ri 1}

+Qu(A? + Jw(t — (1)) — w(kA)[?), (2.4.153)

gde je Qp, = 6K3,h%. Dalje, primenjujuéi ocenu (2.4.146), Propoziciju 2.3 i Lemu 2.2,
na osnovu (2.4.153) sledi

sup  E|qt A pn—56t A pr))—a(keA A pp))?
t€[0,T],k:>0

< 652,56[08%2 >OE|@(/ftA—[5(k‘tA)/A]A/\ph)—@((kt—l)A—[5((1€t—1)A)/A]A/\ph)I2

1262 CA + o(A) + Qu (A2 + sup Eluw(t — o(t) — w(kA)?)

t€[0,T

< 68%((3+ [n])?A(R) + 2ChHA + o(A) + Qu(A% + mA). (2.4.154)
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Imajuéi u vidu ocene (2.4.152) i (2.4.154), moze se zakljuciti

sup Eq(t A pn—0(t A o) —q(kA A pa)2 < M(R)A +0(A),  (2.4.155)
t€[0,T]

gde je M(h) = C, v (68%((3 + [n])2A(h) + 2Ch?) + Qu(1 + m)).
Prilikom ocenjivanja izraza supyeio ) E|G(kiA A pn)—Z2((k — 1)A A py)|? iz izraza
(2.4.151), primenjuju se ocena (2.4.137) i Proporzicija 2.3. Tada je

sup E|q(k:A A pr)—Z2((k — DA A pp)|? < (5 + [20]))2A(R)A + o(A). (2.4.156)

te[0,7]
Konacno, (2.4.155) i (2.4.156) sa (2.4.151) daju

sup Elu(q(t —5@) A pn),r(t A pr)) — z3(t A pp)|? < D(R)A + o(A), (2.4.157)

te(0,7)

gde je D(h) = 1282M(h) + 482(3(5 + [2n])2 + 1) A(h) + 3282Ch2. &

Sada se moze proceniti bliskost BE i FBE resenja.

Propozicija 2.5 Neka su ispunjene pretpostavke Propozicije 2.3. Pretpostavimo da

je BE(0,B), gdeje B=(3+ )" A([(L—n)""+1)=.
Tada je

sup B|zi(t A pn) — 21t A pn)|? < Z(R)A 4 o(A), (2.4.158)

te[0,7)

Sup Bzt A pn) = 2t Apn)” < (L= T+ DZ(M)A +0(A)), (24.159)

gde je Z(h) konstanta koja zavisi od h, ali je nezavisna od A i py je vreme zaustav-
ljanja definisamo sa (2.4.135).

Dokaz. Za svako k =1,2,3, ..., na osnovu (2.4.120) i (2.4.124), dobija se

k=1)A) +u(@((k = DA = [6((k = 1)A)/AJA), 75 y)

—u(q(kA = [6(kA)/A]A), 1) = w(@((k = 2)A = [5((k — 2)A) /AJA), i)
+u(q((k = DA = [5((k = 1)A)/AJA), riy)

+f(a((k = 1)A), q((k = DA = [3((k = 1)A)/A]A), 72 ) A

—fla(kD), q(kA = [6(kA)/A]A), 1) A
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Ponavljajuci ovaj korak, sledi da je

q(kA) — q(kA)
= 7(0)—q(0)+u(g((k—1)A=[5((k—1)A) /A]A), 7 1)

—u(q(kA=[8(kA)/A]A),7i7) — u(@(=A = [5(=A)/A]A), 12)
+u(q(=[6(0)/A]A),75) + [f(a(0), a([5(0 )/A]A)’TOA>
—fa(kA), (kA = [5(kA)/A]A), 1) A (2.4.160)

Potrebno je uociti da BE resenje ¢ i FBE resenje g zadovoljavaju isti pocetni uslov tJ
q(0) = ¢(0). Kako je g(—(n. + 1)A) = G(—n.A) = p(—n.A), §(=A) = 6(0), 12, =
rs =1r(0), iz (2.4.160) sledi da je

G(kA) — q(kA) (2.4.161)
= u(q((k — DA = [5((k — D)A)/AA), ri ) — ulg(kA = [5(kA)/A]A), i)
—[u(p(=A = [6(0)/AJA),7(0)) — ul(ep(=[0(0)/A]A), r (0))]1{[6(0)/A1¢n}
+[f(2(0), a(=[5(0)/A]A),7(0)) — f(g(kA), g(kA — [5(kA)/A]A), )] A

u(@((k = DA = [0((k = 1)A)/AJA), 7 y) — ulq(kA = [6(kA)/AJA), i)
=u(q((k = DA = [0((k = DA)/AJA), Tk 1)
—ulg((k = 1A = [5((k = 1)A)/AJA), 1)

~[u(a(kA = [8(kA)/AJA), 7i2) = u(g((k — DA = [3((k = D)A)/AJA) riy)]

—[u(g(kA = [5(kA)/A]A), 1)

~ulg(kD — [5RA)/DJA) 7 g (24.162)
Na osnovu (2.1.7) i (2.1.8), vazi

u(@((k = 1)A = [38((k = DA)/A]A), 7iy) — ulq(kA — [6(kA)/A]A), 7))
< Bla((k — DA = [6((k = 1)A)/AJA) = q((k — DA = [6((k — 1)A)/A]A)]
+Bla(kA = [0(kA)/A]A) = q((k = 1)A = [5((k — 1)A)/A]A)|
+2B)q(kA — [S(kA)/AIA) T s ) (2.4.163)

Primenjujuéi elementarnu nejednakost (1.9.55) na (2.4.161), kao i (2.1.7), (2.4.163)
i Ay, sledi

@(kA) — q(kA)?
Si|U(Q((k—1)A—[5((k DA)/AJA), 1) = u(a(kA = [8(kA)/AA), i)

" up(— A — [5(0)/A1A), 1(0)) — ulp(~[5(0)/A]A), (0D {150)/a1#n.)

A
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+Hf(a(kA), g(kA = [8(A)/AJA), 1) = £(a(0), a(=[5(0)/A]A), r(0))] A
< i\U(Q((k’ — DA = [0((k = DA)/AJA) 15 y) — ulg(kA — [5(kA)/A]A),7i2)[?

JFfihﬂ(—A — [6(0)/A]A) — p(=[6(0)/A]A)

+14_€(|f(CI(k’A)> (kA= [5(kA)/A]A) )+ f(a(0) ¢(H{5(0) /A]A) 7(0)) %) A?
< §|Q((k = DA = [5((k = 1)A)/AJA) = q((k = DA = [5((k — 1)A)/A]A)?
+5(125_25) la(kA = [5(kA)/A]A) = q((k — DA — [8((k — 1)A)/A]A)
e NN YINIS A

+12f2€|90(—A —[0(0)/A]A) — o(—[6(0)/A]A)* + WAQ. (2.4.164)

Zatim, primenjujuéi A; dobija se

sup  E|g(kA A pr) — q(kA A pp)|?
0<kkA<T

<% ap Ela(h-1)A— (k- 1)A)/AIA A )

T &2 <k kAT

—q((k=1)A=[3((k—1)A)/AJA A py)[?

2
e(1—€)o<kra<r
452h2 2(ﬂ2c + 8Khh2A)
e(l—¢) ogfﬁggE[I{fﬁﬁrﬁ}] + “”1 — A. (2.4.165)

Primenom Leme 2.5, prvi sabirak izraza (2.4.165) postaje
2

P sup Ela((k—1)A—[5((k—1)A)/AJA A py)

€2 o<k kA<T
—q((k=1)A=[0((k=1)A)/AJA A p)]?
< U=+ 1)

sup  E|g(kAA pn) —q(kAA py)|?

g2 1<k kAT
2(1(1 = p)— 1L 1
<P 772) I+ E|G(kAA pr)—q(kAA pp)2. (2.4.166)
3 0<kkA<T

Na osnovu (2.4.136) i (2.4.139), dolazi se do zakljucka da se drugi sabirak na desnoj
strani nejednakosti (2.4.165) moze oceniti na slede¢i naéin:

BB sup Ela(RA=[5(R)/ 1A A p)—a((-1)A—B((E-1A)/ A5 A i)

86



Backward 1 forward-backward Eulerova metoda

26°(3 + [n]) 2
: e(l—e¢) —n*Sk,S(lli—[:l)AgTEM((k T DAN ) =a(RA A pa)l

262(3.+ [1)? 2
= e(l—e¢) te[fés(g)l,)TfA} Ela(tnon+ &) =zt Apw)l
= 26;8)) - E;DQ (A1 (R)A +0(A)). (2.4.167)

Zamenom (2.4.166) i (2.4.167) u (2.4.165) i primenom Leme 2.2 se dobija

sup  E|q(kA A pn) — q(kA A py)|?

0<k,kA<T
2 -1
< p( 772) J+1) sup  E|G(kAN pr)—q(kANA pp))?
€ 0<k,kA<T
2(3 + [n])*” 45°h? 2(8*Cy + K1)
o A+ o(8) + S C(ATe(a)) + - S
L A0 - Z)‘l] D sup BlgkAA p) —q(kAA )2+ S(he),  (2.4.168)
9 0<k,kALT

gde je S(h,e) = 252[(3+{n]>2(A(h)Agz(:(EA)))HhQC(Mo(A))] + 2(620¢1+_8§<hh2)4

Birajuéi e € (B*([(1—n)~']+1),1), tako da je w = &2 < 1, na osnovu
(2.4.168) se zakljucuje da je

sup E|z1(t A pr) — z1(t A pn)|?
te[0,7

= sup E|GkAApr) — kA A pp)|? < Z(h)A +0(A),  (2.4.169)

0<k,kA<T

_ S(hp2(((A—m)+1)/e5)

1—53 :
S obzirom na to da FBE resenje ¢ i BE resenje g zadovoljavaju isti pocetni uslov,
primenom Leme 2.5 i prethodne ocene, dobija se

pri ¢emu je Z(h)

sup E|z(t A pp) — za2(t A ph)|2
te[0,7)

= sup Elg((k = DA =[6((k=1)A)/AJA A pp)

1<k, kA<T
—q((k — DA =[6((k—1)A)/AJA A pp)]?
<((1=m~+1) 0<:}€1§<TEI(I(/<7A A pn) — q(kA N pp)]?

< (1 =)+ D(Z(RA + o(A)),
¢ime je dokaz zavrsen.
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Napomena 2.3 U prethodnoj propoziciji zahteva se uslov 3 € (0,3), gde je B =
B+ ) A ((1 = 7)Y + 1)z, iako se eksplicitno primenjuje pretpostavka B <
([(1 = n)"Y + 1)"2. Treba naglasiti da je pretpostavka B < (3 + [n])~* uvedena sa
ciljem da omoguci primenu Propozicije 2.3.

Analogno Teoremi 4 iz rada [73], koja se odnosi na neprekidno Euler-Maruyamino
reSenje, bi¢e dokazano da neprekidno FBE reSenje, koje je odredeno jednacinom
(2.4.133), ostaje u kompaktnom skupu sa velikom verovatno¢om. Pre toga, uvodi
se sledec¢a hipoteza.

A7 Neka za svaki prirodan broj h > 1 postoji konstanta G, > 0 takva da, za
svako z,y € R? koje zadovoljava |x| V |y| < h isvako i € S, vazi

V(i) = V(y, )|V [Valz,i) = Valy, )| V [Vae(2,1) = Vaa(y, i)] < Grlz —yl.
Teorema 2.9 Neka su ispunjene pretpostavke Ay, As, A'3, As, As, A7 i Ci. Neka
je B €(0,8), gdeje B=B+[n)*A((1—n)"+1)"2. Za proizvoljno € € (0,1) i
T > 0 postoji dovoljno veliki ceo broj h* = h*(e,T) tako da je

Plon <T} <e, h>h",
gde je pn, h > ko niz vremena zaustavljanja definisanih sa (2.4.135).
Dokaz. Za h > 0, definiSe se niz vremena zaustavljanja
v, =inf{t > 0:V(q(t) — z3(t),r(t)) > h}.

Imajuéi u vidu (2.4.133), koristedi Itovu formulu, za svako t > 0, sledi

+;trace[gT(zl t), 20(t), 7(£)) Vau (q(t) — 23(t), () g(21(1), 22(¢), 7(t))]dt
+ X eV al0) ~ 22(0).
= (qu—(t), q(t—08(1)), 7(£)+F(a(t) —2(1), a(1), a(t—3(t)), (1), 2a(), (1), 7(1)) ) dt
+ EN: (s V(@) = 23(8), ) = o3V (@(t) — (@t = 5(¢))), 7)) dt
VL0~ )10, 2a), ) (2.4.170)
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pri ¢emu je funkcija F : R x R x R* x R* x RY x S x S — R definisana na sledeéi
nacin

F(a,y1,y, 21, 22,1, 1)
= [Va(@, 1) =Va(yr — ulye, 1), )] f (21, 22, )
+[V( (y27 )73) (yl _u(y% ) )] (217227 )

f
+[V( (va )72) (yl_u(y27 )7 )]f(zlaz?, )
+Va(yr—ulyz, ), 9)[f (21, 22, 1) = f (Y1, 92, 1))

1 | ]
+§trace([gT(z1,z2, i)—g (y1>y2, 0)]Via(@,7)g(21, 22, 7))

1 - . = -
+§trace(gT(y1, Yo, 1)V (@, 1) — Vi (@, )] g(21, 22,1))

+trace(g” (11,45, DI Vaa(8,1) = Vialos =y, ), Do 21,22, 1)

+;trace(gT(y1, Yo, 1) [ Vi (1 — w(ya,7), 1) — Vi(tn — u(ys,2),2)|g(21, 22,7))

+;traee([gT(y1,yzﬁ)]%z(yl —u(y2,1),1)[9(21, 22,7) — g(y1, 42,7)]).  (2.4.171)

Neka je h dovoljno veliki prirodan broj. Ako je |yi| V |y2| V |z1| V |22] < h za
y, 21 € RY 1 = 1,2, tada, na osnovu pretpostavke (2.1.8) i definicije (2.4.132), sledi
daje |a] < (14 38)h iy — ulyz,i) < (1+ B)h. Dakle, na osnovu A7 se zakljucuje
da je

Va(q(t) = 25(t), () = Va(q(t) —ulg(t—o(2)), 7(£)), r(1))|
<Guaagnlu(gt—0o(t)),r(t))—z(t)]- (2.4.172)
Ako se uvede oznaka S¥ = sup{V,(z,7) : |x| < h,7 € S}, tada je
q(t) = ulqt = o6(2)),r(t)),r(t)) = Va(q(t) — u(q(t — o(t)), r(t)),7(t))l

(
< 250l irm#rys
)7

Ve ,
Va(q(t) — u(q(t —0(2)),7(1)), 7(t)) < S{iy - (2.4.173)

Pored toga, vazi da je

Va(a(t) —uq(t — o(t)),r(t)),7(t)) — Vala(t) — ula(t — (), 7(t)), 7(t))|
< Gappnlulg(t —o(1)),r(t)) — ulg(t — 6(t)), 7(t))|
< 26G @z (2.4.174)

Analogno se moze oceniti ¢lan iz (2.4.171) koji sadrzi V., koriste¢i S§* = sup{V,.(z, 1) :
|z| < h,i € S}
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Na osnovu pretpostavke A; sledi

F(q(t)—25(t), q(t), q(t=0(1)), z1(t), 22(t), r(t), 7(¢))
< B lu(a(t = (1), r(1) = 2] + By Iy riey
+BY(|q(t) — 21 ()] + [g(t — 6() — 2()]),
gde su B}(Ll), [ =1,2,3 pozitivne genericke konstante koje zavise od h, ali ne i od A.

Sada, koriste¢i Vj, = sup{V (z,i) : |z| < h,i € S}, kao 1 A7, za t € [0, pp, A 1], izraz
(2.4.170) se moze oceniti kao

AV (q(t)—z(t), r(t)
< (LV(q(t), q(t—6(t)), 7(£)) + By Ju(q(t — 6(¢)), 7 (1)) — z(t)])dt
+ B I prpdt + BE([G(t) — 20(t)] + 1q(t — 6(8)) — 2za(t)])dt
FVRAdE + Va(q(t) —u(zs(t)), 7(1)g(z (t), z2(8))duw(?),

gde je ¥ = sup Z (Ives| + |vz;1)-
zzESJ*

Tada, za t € [0, T, sledi

EV (Gt N\ pn Avp)—2z3(t AN pp Avp),m(EN pr Avy))
t/\ph/\l/h

< V(R0 25(0), 1) + Vit + B [ LV (a(s), (s 5(5)) 7(5))ds
(1) tApn AV 3 (2) t
+BUE [ ulals = (), 7()) = 20(s)lds + BYY [ Bl srionds
(3) tApr AV, _ _
+By, E/O (lg(s) = z1(s)] + la(s — 6(s)) — za(s)|)ds. (2.4.175)
Primenom Holderove nejednakosti, a zatim i Propozicije 2.4, dobija se
tApp AV,
BVE [ Julals — 5(5)), 7(s)) — za(s)lds
0
¢
= B,(ll)/0 Elu(g(s N pp Avp—=030(s N pp Avp)),m(s A pp Avp))—23(s A pr A vg)|ds

t 1
< By [ (Bluals A pu Avi=3(s A pn A va)). (s A pn A i) =2(s A pu A )2 2ds
< BYT(D(R)A + o(A))?, (2.4.176)

dok se, na osnovu Leme 2.2, zakljucuje da je
t
B /0 Elyzronds < BPTC(A + o(A)). (2.4.177)
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Dalje, vazi da je
(3) tApp AV _ 3
By, E/O (lg(s)=21(s)| + |q(s=0(s)) = za(s)[)ds
® (" (Bl 2\
<B, ; (E|q(s A pn Avp)—21(S A pp A vy ) ds
¢
—|—B§L3) (E|g(s A pn AvR—08(s A pr Avg))—z2(s A pr A l/h)|2)%d8. (2.4.178)
0

Ako se sa ks oznadi ceo broj za koji je s € [%SA, (/%s + DA AT A pp A vy), tada,
primenom procedure koja daje ocenu (2.4.155), sledi
E|g(s A pn Avn)—21(s A pn Avy))? < sup  E|q(t A pn) —q(keA A on)|?
t€[0,T],k:>0

< M(h)A + o(A). (2.4.179)

Nadalje, za ocenu drugog sabirka na desnoj strani nejednakosti (2.4.178), prateci
oznake iz dokaza Propozicije 2.4, neka je ks € {—n*, —n*+1,...,—1,0,1,...} ceo broj
takav da je s —9(s) € [ksA, (ks+1)AAT App Avy). Tada, za svako u € [0, sA pp Avy),
vazi da je
Elg(u —d(u)) —z2(u)|*

< 2B|q(u — 6(u)) — (kD) + 2B]q(k,A) — q(kuA — [6(kuA)/A]A)[.

Slede¢a ocena se moze naci u [73] (Teorema 4).
Ako je kA — [0(k,A)/AJA < kA < u— §(u), tada, na osnovu propozicije Aj,
sledi da je

>

—5(u) — ky
dok, za k,A < u —6(u) < kA — [6(k,A)/A]A, vazi

+0(kuA < A +nlu— kA < (24 [])A,

[Fuld = A+ [6(kuA) JAJA] < (2 + [1])A.
Dakle, zakljucuje se da je
[k — ko + [0(kuA)/A]] < 2+ [1].
Primenom prethodne nejednakosti, ocene (2.4.155) i Propozicije 2.3, sledi
Elg(u —d(u)) —z2(u)[*

< 2E|q(u—0d(u)) — q(k,A)|?

+22+M)?* sup  Elzi(t A pn Avp)—21(t A pp Avp—D)|?
t€[-0(0),T7]

< a(h)A + o(A), (2.4.180)
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gde je a(h) = 2(M(h) 4 (2 + [n])*>As(h)).
Zamenom (2.4.179) 1 (2.4.180) u (2.4.178), a zatim (2.4.176) — (2.4.178) u (2.4.175),
sledi

EV(qt N pn ANvp)—z3(E N pu Avp),m(ENA p A vg))
< V(p(0)~23(0),7(0)) + E /0 "LV (), als—8(s)), 7(s))ds
+BUIT(D(M)A + o(A))2 + BOTC(A + o(A))
+BIT(M(h)A + o(A))z + BET(a(h)A + o(A))2 + ViT7(2.4.181)

Uvodedi oznaku G(h) = T(BL"(D(h))z + B¥C + B (M(h))z + B (a(h))z +
Viy), izraz (2.4.175) se moze napisati u obliku

EV (Gt N\ pn Avp)—25(t A pp Avp),m(EA pr A vg)) (2.4.182)
< G(h)AZ + (0(A))? + V(p(0)—23(0),7(0))
+E /O "LV (s), q(s—6(s)), 7(s))ds.

Primenom (2.1.5) i (2.1.6) iz hipoteze A na prethodni izraz, sledi

EUL(q(t N pn ANvp)—2z3(t A pp Avp),m(E N pp A vy)))
< G(R)A? + (o(A)? + K + et (2.4.183)
pri cemu je K’ = V(¢(0)—23(0),r(0)) + c3 f_05(0) Us(y(s))ds.

Ako se uvede ozaka vy, = infjy>1-p)n U1 (y), tada iz prethodne nejednakosti sledi

G(h)A2 + (o(A)z + K' 4 ¢,T
Up, '

Plon Nvy <T} <

Dalje, za svako € € (0,1), postoji dovoljno veliko h* takvo da, kad god je h > h*,
vazi K T
i S 5/2’
Up,
i moze se izabati dovoljno malo A, takvo da, za svako A € (0, A*),

G()A + (o(A))}

<e/2, h>h"
Uh

Zatim iz
P{ph/\l/hgT}S&“, AE(O,A*),hZh*

sledi
P{pn <T}<e, A€(0,A%), h>h"
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¢ime je dokaz zavrsen. <

Imajuci u vidu lokalni Lipschitzov uslov A;, sledi da za zadati pocetni uslov
¢ € C% ([-6(0),0]; R?), postoji jedinstveno lokalno maksimalno resenje x(¢) na
intervalu ¢t € [—§(0), 7.), gde je 7. vreme eksplozije. Neka je ky > 0 dovoljno veliko
tako da je [¢l| = supiei_s0)0 l9(t)] < ko. Za svako h > kg, definise se vreme
zaustavljanja

7, = inf{t € [0,7) : |x(t)| > h}, inf() = occ. (2.4.184)

Sada se moze proceniti bliskost izmedu reSenja z jednacine (2.4.118) i FBE
reSenja jednacine (2.4.133).

Teorema 2.10 Neka vaze pretpostavke Ay, A, A's, Ay, As, A7 i Cy. Dalje, neka je

B € (0,8), gde je § = B+[n) T A([(1=n)"1]+1)72 i £(0,0,i) = 9(0,0,i) = 0,7 € S.
Tada je

sup  Elz(s A A pn)—a(s At A pr)|? < N(R)A + o(A),
s€[~5(0),T]

gde je N(h) konstanta koja zavisi od h, ali ne zavisi od A i pritom su py, T, vremena
zaustavljanja definisana redom sa (2.4.135) i (2.4.184).

Dokaz. Za svako t € [0,T A 1, A ppl, koristeéi jednacine (2.4.118) i (2.4.133) i
primenjujuéi elementarnu nejednakost (1.9.55), za svako € € (0, 1), sledi

|z (t)—a(t)[?
< —fu(a(t=6(t), 7(1)) = 23(t) —u(p(=6(0)), 7(0)) +u(g(-A~[5(=A) /AJA), r2))

9
(T [ 1506, 2= 7(5)) = F1(5), 2a(5). () P

2
+
2) . (2.4.185)

1—¢

+ ‘/Ot (g(l‘(S)w(s —4(5)),7r(s)) — g(21(s), 22(9)), f(s))dw(s)

Primenjujuéi nejednakost (1.9.55) dva puta, kao i pretpostavku (2.1.8), dobija se
[u(z(t=8(t)), r(t)) = 23(t) —u(p(=6(0)),7(0) +u(g(—A~[5(=A)/A]A), r2)?
u(z(t—=0(t), r(t)) —2s(t)|?

+—u(p(=0(0)), 7(0)) —u(g=A—[5(=A) /A]A), r2))]?

[u(q(t=0(t)),7(t)) —z5(t)[*

1
e(1—e)
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< Cle(t=8(0) = —00)F +
+11_8|U(¢(—5(0))’T(O))—U(@(—A—[5(—A)/A]A)77“%1)|2- (2.4.186)
Zamenom (2.4.186) u (2.4.185) sledi da je

o(0) -0 < et —a(t-86) 41—

)
g ue(=0(0). 0) — e~ A [6(-A)/AA). )

b (1 [ 17(6),2(5-8(5)),7(5)) = F(1(5). 22(5). () P
[ (66 (s), s =3(5)),7(5)) =), 2a5), 7(5)) o)

+

2
)2.4.187)

Na osnovu definicije neprekidnog FBE resenja ¢ je ¢(—3(0)) = g(—4d(0)) i jos je
u(qg(—=A—[5(0)/A]A, r2)) = 23(0). Dalje, kako x i ¢ zadovoljavaju isti pocetni uslov,
na osnovu (2.4.187) vazi da je
sup  Elx(s)—q(s)|?
s€[-5(0),1]
< i 7(s)|?
—  sup  Elz(s)—q(s)l
€% se[~5(0),1]

1+4+¢
5 sup Elu(q(s A pn—05(s A pn)), (s A pr)) = 23(s A pi)|?
e2(1—¢) sepo,1)

b (1 [ B, 2(5-8(5)),7(9) = Fo1(9), 2a(s), 7(5)) P
4 [ Blg(a(s), 25 = 8(5)),7(9) = 9(a1(5), (), 7(5)) s ) (2.4.189)

Primenjujuc¢i Propoziciju 2.4, birajuéi ¢ = ﬁ§ i primenjujuéi lokalni Lipschitzov
uslov A, izraz (2.4.188) postaje

sup  Elz(s)—q(s)|?

el-5(0)4] 1
< <11+ ézﬁ(h;) A+ o(A))
12(2;?&}; /Of(E\x (5)+ Ele(s-8(s) ~ () )ds
e 5é)(1 0 [ B ( 3(s)),r(s)[?
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+[f(2(s), £(s—0(s)), 7($)[*) L 1r(s)r(s)}ds
1

t x(s), x(s—0(s)),r(s))?
Ao b Eetels)ats =)o)
lg((s). 2(s=0()), 7() /) sy s

(=)

+

(2.4.189)
Na osnovu pretpostavke f(0,0,7) = ¢(0,0,7) = 0, Leme 2.2 i hipoteze A;, sledi da
je

sup Bl (s)—q(s)|”
s€[—5(0),1]
(a+8HDm) L o
=Fa-pa-p

2(T+4) Elx(s S)P+E|z(s—5(s))—29(5))|*)ds

(1 PSR )/(\() 21(8)"+Ela(s—0(s)) —22(s))[")

16 + YTCHK (2.4.190)
(1-p%)(1-5)

Fiksira se proizvoljno u € [0, t] i neka je k, ceo broj takav da je u € [k, A, (k,+1)AA
T A1, A pr). Pozivajudi se na definiciju (2.4.126) stepenastog procesa z; i koristeéi

proceduru koja daje ocenu (2.4.154), za s € [0, t], vazi
Ela(s)—=1(s)]* < 2E|z(s)—q(s)[* + 2Eq(s) — z(s)|”

<2 sup Ela(u)—=qw)* +2 sup E|g(u)—q(k.A)[
u€[—46(0),s] u€l0,s]

<2 sup Elr(u)—q)]* +2M(h)A + o(A). (2.4.191)
u€[—4(0),s]

Sa druge strane, primenjujuci ocenu (2.4.180) sledi da je

Elx(s—0(s)) —z(s)] < 2EJa(s—d(s)) —q(s—

() + 2E|q(s—0(s)) —22(s)|”
< 2E[x(s—0(s)) —q(s— :

)
5(s))]* + 2a(h)A + o(A). (2.4.192)
Sada ocene (2.4.191) i (2.4. 192) zajedno sa (2.4

189) daju
1+ AR5 (T+4)TK, h) + a(h) + 4Ch?
se€[—6(0),1] B5(1-55)(1 — ﬁ)
oD + T+4) / s Bla(u) ~a(u) s
Primenom Gronwall-Bellmanove leme sledi
sup  Elz(s A Apn)—a(s A A pr))? < N(R)A + o(A),
5€[=4(0),T)
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1 2
ode je N(h) = (1+53)D(h)+453(zT—|-4)TlKh(M(h)+a(h)+4Ch2) eMT N 8(T—|i4)TKh &t
B3 (1-63)(1-5) (1-83)(1-8)

ojei
trebalo dokazati.»

Slededi rezultat se odnosi na konvergenciju u verovatnoé¢i neprekidnog FBE resenja
g jednacine (2.4.133) ka resenju x jednacine (2.4.118).

Teorema 2.11 Neka vaze pretpostavke Ay, Ay, A's, Ay, As, A7 iCy. Dalje, neka je

B € (0,B), gde je B = (3+[n) " A((1=n)"1+1)72 i £(0,0,i) = g(0,0,i) =0, i € S.
Tada, za svako T >0 i t € [0,T], vazi da je

ilinm |z(t) —q(t)| =0 wu verovatnoéi.

Dokaz prethodne teoreme je izostavljen jer se zasniva na ideji iz rada [65](videti
Teoremu 4), odnosno na primeni Posledice 1 iz rada [73] i Teoreme 2.9.

Na osnovu definicije stepenastih procesa z; i Z; i jednacine (2.4.133), vazi da se
neprekidno FBE resenje g(t),¢ > 0 ne moze odrediti, dok diskretno BE resenje z;
i diskretno FBE resenje z; mogu. U tom smislu, bi¢e dokazano da z; i z; takode
konvergiraju u verovatnod¢i ka resenju x jednacine (2.4.118).

Teorema 2.12 Neka vaze pretpostavke Ay, Aa, A's, Ay, As, A7 i Cy . Dalje, neka

je B€(0,8), gde je B =3+ )" A([(1 =)+ 1)72 i £(0,0,4) = g(0,0,i) =
0,i€S. Tada, za svako T >0 it € [0,T],

Errh |z(t) — z1(t)] = 0w verovatnodi, (2.4.193)
-
lim |x(t) — Z,(t)| =0 u verovatnodi, (2.4.194)
A—0

Primenjujuc¢i Teoremu 2.10, dokaz prethodne teoreme se zasniva na proceduri
koja se koristi u radu [67] (Teorema 5).

Napomena 2.4 Svi prethodni rezultati su prikazani za slucaj kada je funkcija kas-
njenja neogranicena, pri cemu je FBE metoda definisana na particiji

KA, k€ {—(ne + 1), =y oy —1,0, 1, ...}, (2.4.195)
za n A = 6(0).
Ako je funkcija kasnjenja §(t) ogranicena, u smislu
h:=supd(t) < oo, (2.4.196)
>0

tada je FBE metoda definisana na particiji (2.4.195), pri ¢emu je n, izabrano tako
da je n,A = h. U tom sluc¢aju je t — §(t) > —h,t > 0. Zbog toga bi u Lemi 2.4
pretpostavku A% trebalo zameniti pretpostavkom Ag. Dalje, Propozicije 2.3, 2.4 i
2.5, kao i Teoreme 2.9-2.12 vaze kada se zameni pretpostavka Ay pretpostavkama
As i Ag, pri éemu su reSenja x i q definisana na intervalu [—h,00) umesto na
intervalu [—§(0), 00).

96



2.5. SKORO IZVESNA ASIMPTOTSKA EKSPONENCIJALNA
STABILNOST BACKWARD EULEROVE METODE

2.5 Skoro izvesna asimptotska eksponencijalna
stabilnost backward Eulerove metode

Glavni cilj u ovom poglavlju je dokazivanje skoro izvesne asimptotske eksponen-
cijalne stabilnosti backward Eulerovog aproksimativnog resenja u slucaju kada je
funkcija kasnjenja ogranicena. Rezultat je dokazan bez primene uslova linearnog
rasta za drift koeficijent. Zbog prisustva procesa Markova ovaj rezultat predstavlja
prosirenje rezultata iz rada [67], u kome su dokazani rezultati koji se odnose na
BE metodu za klasu neutralnih stohastickih diferencijalnih jednac¢ina sa vremenski-
zavisnim kaSnjenjem. Treba istac¢i da je u ovom poglavlju drugaciji pristup neutral-
nom clanu prilikom definisanja aproksimativnog resenja u odnosu na onaj u radu
[67].
U prethodnom poglavlju BE resenje je definisano kao

q(kA) = p(kA), k= —n.,—n,+1,...,0, (2.5.197)
dok je, za k € {0, 1,2, ...},
q((k+1)A)
= q(kA)+u(q((k + DA=[5((k + 1DA)/AJA), i) —u(g(RA—=[5(kA) /A]A), i)
+F(g((k+1D)A),q((k + DA = [5((k + 1)A)/A]JA), 73 1) A
+9(q(kA), g(kA — [6(kA)/A]A), 77) Awy,. (2.5.198)

U daljem razmatranju vazi¢e pretpostavka u(0) = f(0,0) = ¢(0,0) = 0.

Teorema 2.13 Neka vaze pretpostavke Ay i Cy, zajedno sa (2.4.196). Pretpostavimo
da postoje pozitivne konstante B;,1 = 1,2, ....6, za koje je

Br—Bo—B3— B2+ Bo)([(L =)'+ 1) >0, (2.5.199)

tako da, za svako x,y € R*,i € S,
2(z —u(y,0))" f(z,y,7) < =Bilz[* + Baly[*. (25.200)
l9(x,y, D)[* < Bala]* + Balyl®. (2.5.201)

Neka je € jedinstveno pozitivno resenje jednacine

—B1+ By + 25+ ((Bo+ Ba+28%) (1 — ) 7Y + 1) + Bo)e™ = qz.5.202)

Tada, za svako & € (0,£/2), postoji v € (0, —logB A (€ — 20)) i A, < o +u tako
da, za svako ¢ € C’}O([—E, 0]; RY), BE resenje ima osobinu
1 A
limsupM <7 s.1, (2.5.203)

kada je A € (0,A,).
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Dokaz. Uslovi Leme 2.3 su zadovoljeni, tako da je BE metoda (2.5.198) dobro
definisana kada je A € (0, uhi ). Na osnovu (2.5.198) i pretpostavke (2.5.200),
sledi

la((k+1)A) = u(q((k+1)A = [3((k+1)A)/A]A), 75
(q((k+1)A) = u(q((k+1)A = [3((k+1)A)/AJA), 75))"
Fla((k +1)A), q((k + DA = [0((k +1)A)/AJA), i) A

Ha((k+1)A) = u(g((k+1)A = [3((k+1)A)/A]A), 75))"
( [0

q(kA) —u(q(kA — [6(kA)/A]A), 1) +g(q(kA), g(kA — [5(kA)/A]A), i) Awy,
B

< —Zla((k+1)A)PA + 622|61((/f+1)A — [0((k+1)A)/AJA) A

+§\q((k+1>A> —u(g((k+1DA = [0((k+1)A)/AJA), 732

Fola(kA) —u(g(kA~[5(RA)/AJA), 1)

Folg(hr), gk~ [5(RA) /A1), ) Auwy

< g DA)PA + Zlg((k+ 1)A — [5((k+1)A)/AJA) A

Fla((B+1)8) — ulg((k+ 1A ~ [5((k+1)2)/A1A), r, )P

Fola(ka) — ula(ka — [F(RA)/AIA), 2P

Flo(a(kA), (ks — [5(6A) [ AJA), 72)PA + m (2.5.204)
ede je
i = Sla((E+1)A) — u(g((k+ DA — [5((k+1)8)/AJA), r ) Pldwil — A

Ha(ka) —ulg(kA—5(A)/A1A), 12, a(a(kA), g(hA—[5(kA)/AJA), i) A

lokalni martingal.
Na osnovu uslova (2.5.201) vazi

la((k+1)A) —u(g((k+1)A = [5((k+1)A)/A]A), r )]
—lg(kA) — u(g(kA = [6(kA)/AJA), )
< =Bilg((k+1DA)PA + Bag((k+1)A — [5((k+1)A)/A]A)PA
+B3]q(kA)PA + Bylg(kA — [6(kA)JA]A)PA + 2my,. (2.5.205)

Tada, primenom (2.1.8) i (2.5.205), za svako C' > 1, dobija se

CHED2 | g((k+1)A) —u(g((k+1)A—[5((k+1)A) /AJA), r2 )|
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Skoro izvesna asimptotska eksponencijalna stabilnost backward Eulerove metode

—CM2 (kD) —u(q(kA—[5(kA) /A]A), 7))
= CHEDA lg((k+1)A) —ulg((k+ 1) A= [5((k+1)A) /A]A), 1 1)
(k) —ulg(kA=[5(kA)/A]A), r)|’]
H(CUFDA R g(kA) — u(q(kA — [5(RA)/A]A), ) |2
< CEFDA[ = Big((k+1)A)PA + Bolg(k+1)A — [3((k+1)A)/AJA) A
+Bslq(RA)*A + Bilq(kA — [6(kA) /A A) A + 2my,
+(1 = C72)2lg(kA)[* + 28%a(kA — [5(kA)/A]A) ).

Odatle sledi da je
C*2q(kA) — u(g(kA — [5(kA)/A]A), )]
< lg(0) — u(q(=[5(0)/A]A), 73> = LA ZO CUDRg((i + 1A

i =
+(BA+2(1—C%)) Z CUDRg(iA)|?
1=0

LA g+ 1A - [5((i + DA)/AIA)?

=0
k-1

H(BA +267(1 = %)) 3° CUH DR g(iA — [6(iA)/A]A) [ + Mi2.5.206)

gde je

lokalni martingal i My = 0. Potrebno je uociti da je

kb
_BAS CEA (£ 1)A)

1=0

k
_ _BIAC—A Z C(Z+1)A|q(iA)|2

=1

k—1
= B1A|g(0)> — BLACTA Y CUDRG(IA) [ — BLACK | g(kA) . (2.5.207)

1=0

Slicno se moze zakljuciti da je

BAS CEA (£ 1A - [5(( + D)A)/AIA)?
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= Al IS0/ AN + BACA Y OOV g(iA — [3(i8)/AJA)

+ B ACHA (kA — [6(kA) /A]A) 2. (2.5.208)
Primenjujudi (2.5.207) i (2.5.208), ocena (2.5.206) postaje

C*2q(kA) — u(g(kA = [5(kA)/AJA), 1)
< 1g(0) — u(g(=[6(0)/AJA),rg)[* + B1Aq(0)* — B2A]g(—[5(0)/A]A)[?

k—1

H(=LIACT + BsA +2(1 = C72)) 3 CHV2g(iA)
=0
k—1

H(BACTS + BIA +28%(1 — C72)) Y- CUIRg(iA — [5(iA)/A]A)
=0
—BIACH | g(EA) > 4 BoACHR | q(BA — [§(kA)/A]A) > + M. (2.5.209)

Primenom uslova (2.4.196) i Leme 2.5 na drugu sumu na desnoj strani nejednakosti
(2.5.209), sledi

SOOI g(iA — [5iA)/AJA)P < TS OIS GA — [5(i8)/AA)P
< ([1=n) ]+ 1" Y CEDAgA)P.

Pored toga vazi da je

BoACH q(kA — [6(kA) /A]A)|?
< BoACHRq(RA) P + BoACH q(RA — [0(kA)/AIA) P {500y a120

dok je
C*2q(kA — [3(kA)/AJA) P Igska)/a)zo)
VNN AN IN
B k—1
< 08 Y COsga)p
Dakle, vazi

BoAC*2 |q(kA — [5(kA)/A]A)
_ k—1
< B ACHR g(KA)|? 4 BACH™2) 3™ CUDAg(GA) 2. (2.5.210)

i=—n*
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Dalje, imajuéi u vidu da je n,A = h, (2.5.209) se moze oceniti kao

(B1 — B2) AC2 q(kA)[* + C*q(kA) — u(g(kA — [5(kA)/A]A), i)
< X + h(C,A) kf C*2|q(iA)|? + My, (2.5.211)

gde je
X = |q(0) — u(g(=[6(0)/A]A),r6)[* + Bi1Alg(0)* — BoA|q(—[5(0)/A]A)
H(BAC™2 + BiA + 2621 = C2)([(L—n) ] + 1)

_ -1 ‘
+BACTAICH 3T CEDR (AP < oo

1=—n*

h(C,A) = (—BiA + BsACH +2(C* - 1))
H[(B2A + BIACH +282(C> = D))([(1 = 1) + 1) + BA]C™.(2.5.212)

Primenom pretpostavke (2.5.199), moze se uociti da iz (2.5.211) sledi
C*Jg(kA) — u(g(kA — [5(kA)/AJA), 1)

k—1
<X +h(C,A) Y C2q(iA) P+ My, (2.5.213)
=0
1-8 N :
Za svako A € (0, 7 2-) 1 C > 1,
d
TFh(C.D)

— 53A20A71 + 2A0A71 + (ﬁ4A20A71 + 252A0A71)([(1 . 77)71] + 1)Ch
F(BA + B ACR +282(C2 = 1))([(1 = 1) + 1) + BAJRC" > 0.

Pritom, vazi da je
h(1,A) = =(B1 = B2 = Bs = (B + B)([(L = n)"'] + DA.

Na osnovu pretpostavke (2.5.199) sledi da je h(1,A) < 0 za svako A € (0, Miﬁz)

Dakle, postoji jedinstveno C{ > 1 tako da je h(CX, A) = 0. Dalje, (2.5.213) postaje
(

CREAq(EA) — u(q(kA — [S(KA)/AIA), 1) < X + M. (2.5.214)

Na osnovu Leme 2 iz rada [66], vazi da je

lim sup O3 |q(kA) —u(q(kA — [§(kA)/AJA), r2)|? < limsup(X 4+ My) < 0o s.i

k—o00 k—o00
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Neka je hy(p, A) = h(C,A)/A, pri ¢emu je p = log C. Tada je hy(ph,A) =01
i a1, 8) = B+ By 2+ (Bt B+ 281 )]+ 1)+ )

Kako jednacina (2.5.202) ima jedinstveno pozitivno resenje £, moze se zakljuciti da
je

lim u} =¢.
A—0 Ha

Tada, za svako ¢ € (0,2/2), postoji A tako da je, za svako A € (0, A; A uii),

[A > E — 20.
Kako je

limsup e"252g(kA) — u(q(kA — [§(kA)/A]A), r2)|? < 00 s.d,

k—o0

.. . o 1-8 .
dobija se, za svako A € (0, A,) gde je A, = A A . da je

7 = limsup e 2952 g (kA) — u(q(kA — [6(EA)JA]A), r) > < o0 s.i.

k—00

Za svako v € (0, —% log B A (8 — 20)), postoji ceo broj k; tako da je
"2 q(kA) — ulg(kA = [5(kA)/AJA), )P T+, k > ki

Nadalje, primenjujuéi proceduru iz dokaza Teoreme 6 iz rada [67], dobija se da je

kA 2
lim sup log(e"*[q(kA)]?)

k—o00 kA - 07

sto daje (2.5.203). <
Slede¢i primer ilustruje prethodni rezultat.

Primer 2.2 Razmatra se jednacina (2.1.1), odnosno skalarna neutralna stochasticka
diferencijalna jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem 1 prelazima Markova,
sa pocetnim uslovom @(t) = 1,t € [—6(0),0], pri cemu je h = 6(0) = 2 i ¢ €
C}O([—é(O),O]; R). Dalje, neka je w(t) skalarno Brownovo kretange i r(t) nepreki-

dan s desna proces Markova sa skupom stanja S = {1,2} i generatorom

-1 1
- ( L ) .
Proces Markova je nezavisan od Brownovog kretanja i r(0) = 1.
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Definise se funkcija kasnjenja §(t) = é — %cost, t >0, dok je

u(y, 1) = 30 siny, wu(y,2) = 21051ny,
f(z,y, 1) = =32 —32° —y, flx,y,2) = —4x —42° —siny,
1 =z 1 x )
g(x,y,1) = 51140 cosy, g¢g(x,y,2)= NS sin y.
Tada se (2.1.1) moZe predstaviti kao
fa(t) - 310 sina(t - 3(1)) (2.5.215)
:(—3x@}—&?@}<ﬂt—5@”%ﬁ+;l+xi${é@»cnadt—é@»mwﬂ,tZO,
d|a(t) - 210sinx(t —o(t)] (2.5.216)
3 : 1 z(t) .
= (—4:(:(15) —42°(t)—sinx(t — 5(t)))dt+ 1T 22t —3(0) sinz(t — 0(t))dw(t),

t>0.

Koeficijenti jednacina (2.5.215) i (2.5.216) zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov
Ay, dok funkcije u(y,1) = % siny, u(y,2) = % siny zadovoljavaju pretpostavku Ay
za 8= %. Kako je 6(t) = % — %cost, t >0, vazi da je

§(0)] = | sint] < = =3
) )
1 pritom vazi pretpostavka As.
Primenjujuéi elementarnu nejednakost (1.9.57) za x,y € R, dobija se da je

2(.7} - u<y7 1))f<I, Y, 1)

1 1 2
= —62% — 62" — 22y + =7 siny + —2’siny + ——ysiny

5 30
1 1 1 1
< —60® 0?4y (e ) () S sint )t
L B, B
_7x JE—
="10" " 60Y

2($ - ’LL(y, 2))f<£€, Y, 2)

= —8x% — 82" — 2xsiny + gxsiny + gx‘g siny + isinQy
) 5 10
< 8P+’ +y’ + E(ﬁ + %) + g(m‘*ﬁ + g(sin4 y)i + iy2
- 10 5 5 10
14

68
< ——a? 4+ 2
=710 T 1Y
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Tada je 2(x — u(y, i) f(2,y,i) < =12 + 3y* @ gz, y, ) < g5laf* + 5lyl,
1€ S.

Sledi da vazi pretpostavka Posledice 2.2 za [, = %,52 = %,/83 = %,@1 = 1—10
Dakle, postoji jedinstveno resenje jednacine (2.1.1) i € tako da je

1 t
lim sup og |=() < _: S.1.
t—o0 t 2
Diskretno BE resenje definisano je sa q(kA) = p(kA), k = —n,, —n, + 1, ..., 0,
dok je za k =0,1,2, ..., ako je rkAﬂ =rd =1,

q((k +1)A)
— q(m)+310 sin(q((k + 1)A—[5((k + 1)A) /A]A))—;O sin(q(kA—[5(kA)/AJA))

+(— 3¢((k + 1)A)=3¢*((k + 1)A)—q((k + DA—=[5((k + 1)A)/A]A))A
1 q(kA)
514 g1 (kA — P(RA)/A]A)
ako je rit, =rp =2,
a((k+1)2)
= (k) + g sina((k + DA-[((k -+ 1)A)/AA)) ~ - sin(g(kA ~ [5(kA)/A]A))

+( = 4g((k + 1)A) =4 ((k + 1)A) = sin(g((k + 1)A=[5((k + 1)A)/A]A))) A
1 (kD)
V101 + (kA= [5(kA)/AJA)
ako je rkAH =1,r2 =2,
a((k+1)A)
= (k) + o sina((k + 1A= [8((k + DA)/AJA)) ~ 5 sin(g(kA~[3(kA)/A]A))

+( = 3q((k+ 1)A) = 3¢°((k + 1)A) — q((k + DA = [5((k + 1)A)/AJA)) A
1 q(kA)
VTR 2(kA = [5(kA)/AJA)
i ako je riy, = 2,15 =1,
q((k+ 1DA)

_ g(kA)+ 10 sin(g((k + 1)A—[5((k + DA) /A]A))—;O sin(g(kA—[5(kA)/A]A))
+(—4q((k+ 1)A)=4g*((k + 1)A) — sin(q((k + A = [5((k + 1)A)/A]A))) A
1 q(kA)
514 ¢ (kA — [6(kA)/AIA)

cos(q(kA — [8(kA)/AJA)) Awy, (2.5.217)

sin(q(kA — [5(kA)/AJA)) Awy, (2.5.218)

sin(q(kA — [5(kA)/AJA)) Awy, (2.5.219)

cos(q(kA — [6(kA)/A]A)) Awy. (2.5.220)
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Na Slici 2.2 predstavljena je trajektorija BE resenja za A = 0.002.
BE
—of

0.8

0.4+

L L I} t
1 2 3 4

Slika 2.2: Trajektorija BE resenja za A = 0.002

Nadalje, kako za svako x1,x2,y € RY, vazi da je

(21 — 22, f(21,9,1) — fl22,9, 1))

= —3(x1 — T2, (11 — 22) (1 + 2] + 2129 + 23)) < —3|2; — 1|7,
(T1 — 22, [y, 21, 1) — f(y, 22, 1))

= — (71 — 2,71 — 2) < —|71 — TR,

<£IZ’1 - $2,f($1,y,2) - f(1'27y,2)>
= —4<$1 — Za, (fl - 902)(1 + ﬁ + T2 + 953» < _4|$1 — X2 27

<‘T1 - l’g,f(:y,fl}l,Q) - f(y,$2,2)>
= —(z1 — X9, 8in 7 — sin@y) < —|7; — 1|7,

sledi da Cy vaZi za svako pozitivno py i po. Dakle, biraju se py = % 1y = %, tako da
ge (i +p2) A+ 5 < 1 za svako A € (0,1). Pritom se na osnovu Leme 2.3, zakljucuge
da odgovarajuce BE aproksimativne jednacine imaju jedinstvena resenja.
Moze se uociti ]
10(t) — d(s)| < glt —sl, t,s>0.

Tada se moze zakljuciti da vaZe pretpostavke Ag i (2.5.199) za n = % Sve pret-
postavke Teoreme 2.13 su ispunjene. Jedinstveno pozitivno resenje jednacine (2.5.202)
je € =0.105044. Tada, za svako § € (0,0.052522), postoji v € (0,7.48933 A (€ — 26))
i A, €(0,1), tako da je za svako A € (0,A,)

: logla(kA)| _ v .
— < —— s.4. 0.
hirlsogp A < -5 s (2.5.221)
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NSDJ sa vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima Markova

Birajuci A = 0.002, dobija se da je 6 = 0.000027. Tada, (2.5.221) vazi za svako
2€(0,0.0524952).

U cilju ilistracije prethodne nejednakosti, na Slici 2.3 je prikazana trajektorija
kolicnika %XCA)' u odnosu na pravu z = —0.0524952.

z

----- z=-0.0524952

log|a (ka)l
ka

Slika 2.3: Trajektorije koli¢nika % u poredenju sa pravom z = —0.0524952.

FBE resenje je definisano sa (kA) = o(kA), k = —n.,—n. + 1,...,0, dok je za
k=0,1,2,..., ako jere =r2 | =1,
q((k+1)A)
= GURA)+ o sin(a(kA—[5(hA)/AJA)) o sina((k — 1)A-[((k — 1)4)/A1A))
+(—3q(kA)=3¢* (kA) — q(kA — [3(kA)/A]A)) A
1
)

q(kA)

1+ ¢*(kA — [5(kA)/A]A) cos(q(kA — [6(kA)/A]A)) Auwy, (2.5.222)

ako je re =1 | =2,

a((k+ 1))
= GRA)+ o sin(a(kA—[5(RA)/AJA)) o sina((k — 1)A-[((k — 1)4)/5]A))
+(—4q(kA) —4g*(kA) — sin(q(kA — [3(kA)/A]A))) A

1 q(kA)

VT 2(kA — [(kA)/A]A) sin(q(kA — [6(kA)/A]A)) Awy, (2.5.223)

ako je rkA = 1,7‘?_1 =2,

q((k +1)A)

= G(EA) + - sin(q(kA— [5(RA)/AJA)) — o sina((k — 1A= [3((k — 1)A)/A]A)
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+(=34(kA) =3* (kA) — q(kA — [5(kA)/A]A)))A

1 q(kA)
+5 1+ ¢ (kA = [0(kA)/A]A) cos(q(kA — [6(kA)/AJA)) Awy (2.5.224)

i ako jerd =212 | =1,
Q((k+1)A)
= q(kA)+210 sin(q(kA— [5(kA)/A]A>)—310 sin(q((k — DA=[0((k — 1)A)/A]A))
+(—4q(kA) —4g* (kA) — sin(g(kA — [5(kA)/A]A))) A

1 q(kA) .
T 0T T 206D — pRA)/AIA) Sn(akA — O(RA)/AJA)) Aw. (2.5.225)

BE
0.8

06 s | amm=— FBE

02F

Slika 2.4: Trajektorije BE i FBE resenja za A = 0.002

Na Slici 2.4 je ilustrovana bliskost izmedu BE i FBE resenja sa odgovarajucim

trajektorijama za A = 0.002.
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Glava 3

Skoro izvesna eksponencijalna
stabilnost f-Euler-Maruyamine
metode za neutralne stohasticke
diferencijalne jednacine sa
vremenski-zavisnim kasnjenjem

Predmet razmatranja u ovoj glavi je -Euler-Maruyamina metoda za klasu neutral-
nih stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem. Ova
metoda se razmatra posebno za slucaj kada je 6 € (0, %] i za slucaj kada je 0 € (%, 1).
Kada je 8 = 0, 6-Euler-Maruyamina metoda se svodi na Euler-Maruyaminu metodu,
dok za 6 = 1, #-Euler-Maruyamina metoda se svodi na backward Eulerovu metodu.
U Poglavlju 3.1 su navedeni osnovni pojmovi, hipoteze i neki od postojec¢ih rezul-
tata koji se primenjuju pri dokazivanju glavnih rezultata u ovoj glavi. Rezul-
tati sadrzani u Poglavljima 3.2-3.4 su objavljeni u radu [74]. U Poglavlju 3.2 se
razmatra egzistencija i jedinstvenost #-Euler-Maruyaminog resenja neutralnih sto-
hastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem za 6 € (0, 1],
kao i skoro izvesna eksponencijalna stabilnost tog resenja za 6 € (0, %] Zbog pri-
sustva vremenski-zavisnog kasnjenja u koeficijentu prenosa i u neutralnom ¢lanu,
tehnika koja se koristi u dokazivanju skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti se
razlikuje od drugih koje su koriséene za neke druge klase neutralnih stohastickih
diferencijalnih jednacina. Pored toga, izmedu ostalih uslova, prisutan je i uslov
linearnog rasta za koeficijent prenosa. Kako bi ispitivanje skoro izvesne eksponenci-
jalne stabilnosti bilo kompletno, u Poglavlju 3.3 se posebno razmatra slucaj kada je
0 = 0, odnosno Euler-Maruyamin slucaj. Nakon toga, u Poglavlju 3.4 je predstav-
ljen primer sa numerickim simulacijama koji ilustruje teorijske rezultate iz Poglavlja
3.2. Rezultati predstavljeni u Poglavljima 3.5-3.7 su objavljeni u radu [75]. #-Euler-
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Uvodni pojmovi i rezultati

Maruyamina metoda za klasu neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa
vremenski-zavisnim kasnjenjem za slucaj kada je 6 € (3,1), pri ¢emu vaze uslovi
nelinearnog rasta, razmatra se u Poglavlju 3.5, dok je u Poglavlju 3.6 predstavljen
deterministicki slucaj. Glavna motivacija potice iz rada [42], ¢iji su autori G. Lan
i C. Yuan, gde je razmatrana f-metoda, pri ¢emu je 6 € (%, 1], za klasu neutral-
nih stohastickih diferencijalnih jednacina sa konstantnim kasnjenjem i prelazima
Markova. U tom radu predstavljeni su rezultati eksponencijalne stabilnosti 6-Euler-
Maruyaminog resenja bez uslova linearnog rasta za koeficijent prenosa i koeficijent
difuzije. U radu [67], predstavljena je backward Eulerova metoda za klasu neutralnih
stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem, a rezultat
skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti je dokazan bez uslova linearnog rasta za
koeficijent prenosa. Tehnika koja je primenjena u ovom poglavlju je drugacija nego
u radu [67] i predstavlja prosirenje rezultata skoro izvesne eksponencijalne stabil-
nosti iz tog rada. Imajuci u vidu da je backward Eulerova metoda specijalni slucaj
f-metode, kada je 8 = 1, rezultati stabilnosti u ovom poglavlju su dati pod malo
strozim uslovima u poredenju sa onim iz radova [42] i [67], jer je u aproksimativno]
jednacini osim koeficijenta prenosa i neutralni ¢lan parametrizovan pomocu 6. U
Poglavlju 3.7 je naveden primer sa numerickim simulacijama koji ilustruje teorijske
rezultate iz Poglavlja 3.5. Rezultati navedeni u Poglavlju 3.8 su sadrzani u radu
[76] koji je u pripremi. U tom poglavlju se razmatra skoro izvesna asimptotska ek-
sponencijalna stabilnost diskretnog #-Euler-Maruyaminog aproksimativnog reSenja
neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem
za 6 € (3,1), pod uslovom linearnog rasta.

3.1 Uvodni pojmovi i rezultati

U ovoj glavi ¢e biti koriS¢ene oznake koje su uvedene u Glavi 2.

Od znacaja je funkcija kasnjenja d : Ry — [0, 7], koja je Borel-merljiva, pri cemu
je Ry =10,00), gde je 7 > 0.

Predmet razmatranja je slede¢a neutralna stohasticka diferencijalna jednacina
sa vremenski-zavisnim kasnjenjem

dlz(t) —u(z(t—0(t)), 1)) = f(x(t), 2(t—0(t)), t)dt+g(x(t), 2(t—5(t)), t)dw(t)(3.1.1)
za >0, sa pocetnim uslovom
2o = = {p(t) : t € [-7,0]} € CL ([-7,0]; RY). (3.1.2)
Pritom su
f:R*xR'xR, R g:R'xR*xR;, - R™™ u:R*x R, - R®
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Skoro izvesna eksponencijalna stabilnost §-Euler-Maruyamine metode za NSDJ sa
vremenski-zavisnim kasnjenjem

Borel-merljive funkcije i {z(t),t > —7} je d-dimenzionalni stohasticki proces koji
predstavlja stanje sistema ¢ija je evolucija opisana jedna¢inom (3.1.1).

U nastavku ¢e biti uvedene pretpostavke koje se eksplicitno primenjuju u cilju
dokazivanja glavnih rezultata, odnosno skoro izvesne eksponencijalne stabilnost -
Euler-Maruyamine metode za razlic¢ite vrednosti parametra 6 i pod razli¢itim uslovi-
ma.

A, : Postoji pozitivna konstanta K tako da, za svako z,y € R? i svako t > 0,
vazi

|f(z,y,6)]* < K (x> + [yl). (3.1.3)
Aj : Postoji konstanta 8 € (0, 1) tako da, za svako z,y € R? i svako t > 0, vazi

u(z,t) —uy,t)| < Blz —y. (3.1.4)
Pritom, ako je u(0,t) = 0, t > 0, tada iz pretpostavke (3.1.4) za svako x € R%, sledi
da je
|u(z, )] < Bz, (3.1.5)
Aj : Funkcija kasnjenja 6 : R, — [0, 7] je diferencijabilna i |0'(¢)| < n, t > 0, pri
¢emu je n € (0,1).

Moze se uociti da pretpostavka Az implicira da je
|0(t) —d(s)| < mlt —s|, t,s > 0. (3.1.6)

Ay : Neka postoje konstante oy i an, aq > 1‘1_—217 > 0, tako da za svako z,y € R i
svako t > 0, vazi

2(x —u(y, 1) f(a,y, ) + |g(z,y, ) < —arlz]* +aslyl®.  (3.1.7)
Pritom je

£(0,0,1) = g(0,0,t) = u(0,t) =0, t > 0. (3.1.8)

U radovima [65] 1 [66], ¢iji je autor M. MiloSevi¢, moze se zakljuciti da hipoteze
As; — Ay, zajedno sa lokalnim Lipschitzovim uslovom za f i g i pretpostavkom
(3.1.8), garantuju egzistenciju u jedinstvenost globalnog resenja jednacine (3.1.1),
koje je skoro izvesno eksponencijalno stabilno. Rezultati iz rada [66] zahtevaju uslov
Ay, kao i uslov linearnog rasta A; za koeficijent prenosa jednacine (3.1.1), u cilju
dokazivanja skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti Euler-Maruyaminog resenja.

Rezultati predstavljeni u Poglavlju 3.2 su prosirenje rezultata stabilnosti Euler-
Maruyaminog resenja iz rada [66]. Potrebno je naglasiti da se tehnika koja se pri-
menjuje u Poglavlju 3.2 razlikuje u odnosu na tehniku iz rada [66], kao i da se
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Skoro izvesna eksponencijalna stabilnost 6-Euler-Maruyaminog resenja za 6 € (0, %]

zasniva na pretpostavci da je 6 € [0, %] Slucaj kada je 8 = 0 se razmatra posebno u
Poglavlju 3.3.

Jednacine koje odreduju #-Euler-Maruyamino reSenje su implicitne i prvo treba
dokazati egzistenciju i jedinstvenost tog resenja. Zbog toga se uvode jednostrani Lip-
schitzovi uslovi po prvom i drugom argumentu funkcije f, koji su dati pretpostavkom
Cy.

Ci: Neka je f € C(R? x R? x R, ; R?) i neka postoje konstante gy, po > 0 tako
da, za svako z,y,z € R% i svako t > 0, vazi

<$—y,f(l',2,t> _f(y,27t>> < /‘Lllx_y|27 (319)
<x—y,f(z,:c,t)—f(z,y,t)> S/L2|:C_y|2 (311())
Sledec¢a lema i Lema 2.5 se primenjuju u dokazima stabilnosti #-Euler-Maruyami-
nog resenja.
Lema 3.1 Na osnovu elementarne nejednakost (1.9.54) i pretpostavke (3.1.5), ako
je € = B, tada je, za svako x,y € R, t >0,
|z —uly, P < 1+ 8P (|z” + 87 yl). (3.1.11)

Neka je [-] funkcija koja realnom broju pridruzuje ceo deo tog broja.

3.2 Skoro izvesna eksponencijalna stabilnost
f-Euler-Maruyaminog reSenja za 6§ € (0, 3]
U ovom poglavlju se razmatra egzistencija i jedinstvenost 6-Euler-Maruyaminog
reSenja neutralnih stohastickih diferencijalnih jednac¢ina sa vremenski-zavisnim kas-
njenjem za 6 € (0, 1], kao i skoro izvesna eksponencijalna stabilnost tog resenja za
0€ (0,3
Razmatra se autonomna verzija jednacine (3.1.1), ¢iji je integralni oblik

2(t) = 9(0) + (et = 5(1))) = ule(=5(0)) + [ £((s), 2(s — 8(5)))ds

+ [ glals),as = (s))du(s), £ 0, (3:2.12)

sa poCetnim uslovom z(t) = p(t), t € [—7,0].

Pretpostavlja se da umesto uslova A;—Ay, (3.1.8) i C;, vaze njihove autonomne
verzije.

Bira se veli¢ina koraka A € (0,1), za koji vazi A = 7/n,, za neki prirodan broj
n, > 7. DefiniSe se diskretno #-Euler-Maruyamino aproksimativno resenje ¢ koje
odgovara jednacini (3.2.12) na ekvidistantnoj particiji

kA, k=—(n,+1),—n,,..,—1,0,1, ...
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vremenskog intervala [0, 00). Da bi ovo resenje bilo dobro definisano, potrebno je
uvesti oznake

0(=A) =5(0),  G-(n.t1a = p(—nA). (3.2.13)
Diskretno #-Euler-Maruyamino aproksimativno resenje se definise kao
g = p(kA), k= —n,, —n. +1,...,0, (3.2.14)

dok je, za k € {0,1,2, ...},

Qo1 = @ + Ou(Gerr—is(r1)a)/a]) + (1 — O)u(qr—rska)/a)) — Ou(qe—sra)/a))
—(1 = O)u(gr—1-s(k-1)2)/A]) + OF (@rs1s Grerr—(s((k+1)2)/4]) A
+(1 = 0) f (s Q-5 k) a) A + 9(ans Qo5 (ka)/a)) Awg, (3.2.15)
gde je Awp = w((k+1)A) —w(kA).
Motivacija za definisanje #-Euler-Maruyamine metode je iz ¢injenice da za 6 = 0,
izraz (3.2.15) postaje

Qo1 = Gk + U(@e5e0)/2]) — U(@e—1-[5((k—1)A)/A]) (3.2.16)
(@ Gr—ser)/a) A 4 9(qks Gr—[5(kr)/a]) AW,
sto je Euler-Maruyamina aproksimacija koja je razmatrana u radu [66].
Sa druge strane, za 6 = 1, izraz (3.2.15) se svodi na
Qo1 = Qe + U@t 1-[5((k+1)A)/4]) — U(Qr—[5(ka)/A]) (3.2.17)
FF (@15 Gor1—-5(e+1)A) /A1) A+ 9(Q, Qo—[5(kr)/a]) Dwy,
sto predstavlja backward Eulerovu metodu iz rada [67].
Zbog pojednostavljenja, uvode se oznake
2 = qx — (1 = O)u(@r—1-s(k-1)a)/a]) — Ou(qu—ska)/a)) — OF (Qrs G—isay/a) A,
fr= f(Qk7 Qk—[d(kA)/A})a
Gk = 9(qk, Qe—[s(kn)/A])-
Tada se jednacina (3.2.15) moze napisati u obliku
Zk4+1 = 2k + ka + gkAwk, ke {O, 1,2, } (3218)

Kao sto je pomenuto u uvodu, prvo treba odrediti dovoljne uslove egzistencije i jedin-
stvenosti f-Euler-Maruyaminog aproksimativnog resenja jednacine (3.2.15), odnosno
egzistencije i jedinstvenosti reSenja jednacine oblika

z=d+0(Af(x,a) s + Af(z,2) 4 +u(z)],), z€ R, (3.2.19)

za dato a,d € R?, gde je I, =1 ako je [6((k + 1)A)/A] = 01 I, = 0, u suprotnom.
Slede¢om lemom su predstavljene egzistencija i jedinstvenost resenja jednacine
(3.2.19) za svako 6 € (0, 1]. Dokaz leme za slucaj kada je § = 1 moze se naci u radu

[67).
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Lema 3.2 Pretpostavlja se da vazi uslov (3.1.4) i pretpostavka Cy. Ako je 0((u1 +
p2)A + ) < 1, tada postoji jedinstveno resenje jednacine (3.2.19).

Dokaz. Jedinstvenost resenja jednacine (3.2.19) se dokazuje direktno. Dakle, ako
se pretpostavi da su x i y resenja jednacine (3.2.19), tada na osnovu uslova (3.1.4),
(3.1.9) i (3.1.10), za svako a,d € R?, vazi da je
|z —y*
= 0| AL (z—y, f(2,0)= [(y, @)+ AlLa(w—y, f(z,2) = [ (y,9))
Halz =y, u(z)—u(y))]
<O ApLacle — yP+ALa(z—y, f(z,2)— f(2,y))
ALy (z—y, f(2,9)— F(y,9)) + LaBla — yP]
< O[AmLacle = yI* + Apalalw — y* + ApIala — y[* + LBl — y|’]
< 0((p1 + p2) A + Bz — yI*.

Imajuéi u vidu pretpostavku 0((u1 + pu2)A + 8) < 1, zakljucuje se da je x = y.
Da bi se dokazala egzistencija resenja jednacine (3.2.19), uvodi se oznaka
[0 +m)A+5)

Zatim se definisu sfera B = {z € R?: |z —d| < R} i funkcije H : R? = B, G : B —
B, tako da je

xr—d
RV |z —d|
G(z) = H(d+ 0(Af(x,a) a0 + Af(x,2) 4 +u(x)l4)), © € B. (3.2.21)

H(z)=d+R r € R, (3.2.20)

Kako je B kompaktan i konveksan skup i G neprekidna funkcija na B, iz Teoreme
1.8 sledi da postoji fiksna tacka z* = G(x*).
Ako se pretpostavi da je

OIAf(x*,a) g + Af(x*,2") 4 +u(z") 4] > R, (3.2.22)
tada
r*=G(x") = H(d~+ O(Af(x* a)lge + Af(x* 2") 4+ u(x*)IA)>

Af l’*, a)IAC + Af(l’*, x*>[A + U(.T*)IA

; (
=d+ R
* IAf(x*,a)[ae + Af(a*,2%) 4 + u(z*) 4]’

(3.2.23)
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implicira da je |z* — d| = R.
Sa druge strane, na osnovu (3.2.23) vazi da je

|Af(x*, a)IAc—i-Af](;-*,Q;*)IA—FU(;L-*)[A’ (0" —d) = Af (2", a) LabA f (2, &%) Letu(x™) Lo

Na osnovu postupka iz rada [67] (Lema 1), dobija se da je

IAf(x",a)lae + Af(a", 2%) 4+ u(z") 4] <R,

sto je kontradikcija u odnosu na pretpostavku (3.2.22), s obzirom na to da je 6 €
(0,1]. Tada se zakljucuje da je O|Af(x*,a)lsc + Af(x*,2*) 4 + u(x*)I4)| < R. Na
osnovu definicija (3.2.20) i (3.2.21) vazi da je

v = H(d+0(Af(2",a) s + Af (", 2") Lo + u(z*)14))
=d+0(Af(z*,a)qe + Af(x*, )4 + u(z*)]4),

odnosno, z* je jedinstveno resenje jednacine (3.2.19). <

Cilj je ispitati pod kojim je uslovima #-Euler-Maruyamino resenje, definisano sa
(3.2.13)-(3.2.15), skoro izvesno asimptotski eksponencijalno stabilno u smislu sledece
definicije.

Definicija 3.1 Resenje qi jednacine (3.2.15) je skoro izvesno asimptotski ekspo-
nencijalno stabilno ako postoji konstanta € > 0 tako da

: log |gx| ,
lim su < —¢ s.4.

za svaki ogranicen pocetni uslov .

Slede¢om teoremom je dokazana globalna skoro izvesna asimptotska eksponen-
cijalna stabilnost diskretnog @-Euler-Maruyaminog resenja kada je 6 € (0, %], za
dovoljno mali korak A.

Teorema 3.1 Pretpostavlja se da su zadovoljeni uslovi Leme 3.2, kao i hipoteze
Ai-Ay. Pored toga, neka je 6 € (0, 3] i neka je

B e (0, _1;\5) : (3.2.24)

a >maX{K+ (K+a2+4,32(1—0)2)([(1—n)—1]+1), 20K+a2—|—462(1;9)2 ](3.2.25)

Tada postoji A* € (0,1) tako da je 0-FEuler-Maruyamino aproksimativno reSenje,
definisano sa (3.2.13)-(3.2.15), skoro izvesno asimptotski eksponencijalno stabilno,

kada je A € (0, A*).
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Dokaz. Na osnovu (3.2.15) i (3.2.18) vazi da je

21 = |2+ [2(ae — (1 = O)ul@ror-is(e-1)aya)) — Ou(@r-sway/a)’ f
+lgrl* 4 (1= 20)[ fi*A]A + my,,
= |z)* + [2(qe — w(@e-rseaysa)” fr + lgel” + (1 = 20)| i PA]A
+2(1 = 0) (u(gr—ts(hn)/a]) — Wl@a-1-(r-1)2)/a])) " e +mg,  (3.2.26)

gde je

Primenom pretpostavki A4 i Ay, kao i pretpostavke A; u izrazu (3.2.26), za a; >
1%7 > 0106 ¢€(0,3], sledi da je
k1] <zl + (—aage? + Oé2|Qk:—[5(kA)/A]|2 + (1 -20)|fi[*A)A
+28(1 = 0)|qr—15(0a) /2] — Qe—1-[5((k—1)2)/A] || | A + 12y
< |zl + (—anlawl® + ol geosrayall” + (1 — 20)| fu?A)A
+(62(1 — 0)*|qr—ts(ka)/a] — Gh-1—p(k-1)a)ya]l” + | fel?)A + my
< znl® = oa @i’ A + colgeosgeayal P A + (1 — 260) K |gp|* A
+(1 = 20) K |gr—iseny /o) P A% + 2821 — 0)°|ge—(seay o)A
+26%(1 = 0)*|qe—15(e-1)8) /21 A+ K g * A+ K | grisiny ) |* A+mf3.2.28)

Ocena (3.2.28) se moze eksplicitno predstaviti u obliku

2k * < |2l + (a2 + (1= 20) KA +282(1 = 0)” + K ) gr—is(ray/a)*A

+26%(1 — 0)*|ge-1-pp((k-1)2) 8] P A
+( = o+ (1= 20)KA + K ) |qe*A + my.. (3.2.29)

Tada, za prozvoljnu konstantu A > 1, vazi da je

A(k+1)A|Zk+1|2 o Ak:A|Zk|2
< AFFDA 121 — A7) + [—ar + (1 — 20) KA + K] AAFTDA g )2

oz + (1= 20) KA +26°(1 = 6) + K| AA D2 g 500/
+26%(1 = 0)2AARTIR g senyay/a)* + AFTDAm, (3.2.30)

Zbog pojednostavljenja, uvode se oznake

RI(A> =1- A_A7
Ry(A) = -1 + (1 -20) KA+ K,
R3(A) =y + (1 — 20) KA 4 26%(1 — 0)? + K.
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Na osnovu (3.2.30) sledi da je

k-1 k—1
AkA|Zk’2 < |z0* + Ri(A) Z A(HI)A|Z¢|2 + Ry(A)A Z A A‘Qz|2
i=0 i=0
k=1
+R3(A)A DT ATV g siay )l
i=0
k-1
+28%(1 = 0)°A " AR g, isi—naya)® + Mi, (3.2.31)
i=0

pri cemu je

k-1
M=% AGHDA

=0

lokalni martingal i My = 0.
Na osnovu definicije 2, i elementarne nejednakosti (1.9.54) za € = (3, vazi da je

1+5

lze” < (14 B)|ae — (1—0)u(gr—1-5(a-1)a)/a]) — Ou(@r—sma),a)|? + —— 0 f A

Primenom pretpostavke 4, nejednakosti (1.9.54), Leme 3.1 i pretpostavke Aj, sledi
da je

2 |* < (1 + B)|ar — w(gr—saya)) + (1 — 0)(u(qr—smay/a) —w(@r—1—pr-1a)/a)]
1+ 5

5 K (|qul® + |gr-sgea),a ) A°

< (1+ B8)%|ar — wl@r—sray/a))?

1+ B)?
+(ﬁ)(1 — 0)?|u(gr—isra)/a)) — War-1-5(-1)a)/a]))*

1+6
5 K (Jqi” + |qr- [6(kA /A]| )A®

< (1+8)* (gl + Blar—isway/s’)

+B(1+ B)*(1 = 0)*|gr—isea)/a] — Ge—1—[s((k—1)2)/4))]

+5
5 K(|ael” + |gs—sen) a1 ) A

§(1+6W(MM2+5mhwwAwNV)

+26(1+ 8)°(1 = 0)” (las—isway/al” + a1 pi-naya) )

1+5
5 K (lqil” + |ar—isen) o)) A

116
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_l’_
— (a4 et
+
+ (5(1 +8)* +26(1+ B)*(1—0)* + 3 BQZKA ) |G-ty /)2
+2B(1+ 8)*(1 = 0)*|ge—1-s(r—1)a)/a] > (3.2.32)
Tada se zamenom (3.2.32) u (3.2.31) dobija
k—1 k—1
ARB 22 <z + B (A) D0 AV g + K5(A) 37 AR g gs6a) )
1=0 =0
k-1
FIG(A) YT AT g si-naya)® + My, (3.2.33)
i=0

gde je

1+
B

K>(A) = Ri(A) (ﬁ(l + B)* +2B(1 + B)*(1 — 6)* +

K3(A) = 2R (A)B(1 + B)2(1 — 0)* +26%(1 — 0)2A.
Kako je K3(A) > 0, imajuci u vidu (3.2.13), zakljucuje se da je

Ki(A) = Ri(A) ((1 +8) + 92KA2> + Ry(A)A,

Lt 592KA2> + Ry(A)A,

k-1

A) Z A(Hlm‘CJz'—l—[é((z‘—l)A)/A] &
=0

k—1
< K5 (D) A% |qo1is0)all” + K (D) AR Y AT g s a1

i=0
Tada (3.2.33) postaje
Ak‘A|Zk|2
k-1
< laof* + Ki(A Z AFDR g2 4 (Ko (A) + K3(A)A®) Y A2 g, 560y a1
i=0 i=0
+IG(A) AR g1 50y a) ] + M. (3.2.34)

Primenom Leme 2.5 na drugu sumu na desnoj strani nejednakosti (3.2.34), sledi da
je

Z AGDA g sinya)? < A Z ACRERREDA g, 150y a)

=0 =0
k—1
<([(L=m) "+ 1)A™S 3 AP (3.2.35)
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Imajuéi u vidu da je n,A = 7, K3(A) > 01 K3(A) > 0, na osnovu ocene (3.2.35),
izraz (3.2.34) se moze predstaviti u obliku

k—1
AR 2 < X+ h(AA) ST AFTDR g2 + My, (3.2.36)
=0

gde je za svako A € (0,1),
= Jz0l” + K3(A) A% |g-1-g50) /80

FUG(A) + K(A)A3)((1 )] + DAT S AP0 < 543287
A A) = K6 (8) + (Ko (8) + Ko(A)A)([(1— ) 1) )47

— A (o

Ha-ad (ﬁ(l £ B) 2811 B(1— 07+
+(0z2 + (1 —20)KA+28*(1—-0)* + K)A
+(2 )B4 (1-0)*+282(1-0)*A) A2 ([(1—n) "] + DA,

Moze se primetiti da je

d
(A, A)

=AAT! ((1 +8)° +

92KA2) + (=1 + (1 =20)KA + K)A

146, 2>
— —O0°KA
g

1+p
B

Hla= a2 (a4 5+ 250+ 970 - 0 +

+(aa + (1 —20) KA +26%(1 — 0)* + K)A
+2(1 - A™2)B(1+ B)*(1 — 0)* +26%(1 - G)ZA)AA} ([(A=m))+1)rA™!

H( =)+ DAT[AAS (5(1 £ BP + 2801+ R - 0+ T

3 HQKA2>
+(201 = A72)B(1L+ B)(1 — 0)% +28%(1 — 0)*A) A AL
+H2AAT'B(1 4 B)*(1 - 0)°] > 0.

92KA2>

1+/692KA2>

Sa druge strane, vazi da je

h(1,A) = (—oq + (1 —20)KA + K)A
+((1 =20)KA + K + o + 48*1 = 0)A)([(1 — )71 + DA.
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Primenom uslova (3.2.25) sledi da postoji

o — K — (K + 02 +48*(1—0)?)([(1—n) "1 + 1)
(1=20)K([(1 =n)~"]+2) ’

tako da, za svako A € (0, A*), gde je A* = A; A1, vazi da je h(1,A) < 0. Pritom je
za svaki korak A € (0, A*), funkcija h(A, A) neprekidna u odnosu na A € (1, +00)
i tezi ka +oo kada A — +oo. Dakle, postoji jedinstveno A = A(A) > 1, za koje je
h(A,A) =0, pri cemu je h(A, A) <0 kada je A € (1, A].

Na osnovu ocene (3.2.36) zakljucuje se da je, za svako A € (0,A*) i svako
A€ (1, 4],

1=

AR 22 < X + M. (3.2.38)
Na osnovu Diskretne verzije teoreme o konvergenciji semi-martingala (Teoreme 1.7),
vazi da je
lim sup A*|2,|? < limsup(X 4 My) < 0o s.i. (3.2.39)
k—o0 k—o00

Imajuéi u vidu definiciju zy, pretpostavku A4 i nejednakost (1.9.54) za ¢ = 3, dobija
se

’Zk’2 > |gr — (1 = O)ul(gr—1-(r-1)a)/4]) — QU(Qkf[é(kA)/A])P
—20A (g, — (1 = O)ulqe—1—s(h-1)a)/a]) — Oul@e—sen) a))” fr
= |qr — (1 — 9>U(Qk - 5((k-1)a)/a]) — Ou(@r—(5en)/a))
—20A (g, — w(@r—iskaysal)” fr
(

—20(1 - 0)A U(Qk kA /A1) — W @k—1—s(-1)8)/a])) " Tk

1
> 2—— 1 — ) ul(qr_1_1s((r— + Oulqy_ 2
=L ﬂ\qk\ ﬁ!( Ju(@r—1-5((k-1)a)/A]) (qe—s(kay/a))]

+on0A|qe]? — 20 A|ge—seay/al®
—(1 = 0)* Alulgr-isea)/a)) — w(@r-1-5(0e-a)/a) [ — O ALfil.

Primenom uslova (3.1.4) i(3.1.5) sledi da je

|2k |* > ﬁ lgk)* — 2(1 = 0)*Blar—1-s—1)a)/a1> — 260°Blar—iskay/a)]?

1+
+10A|g|* — 20 Al gr—iseay/all* — (1 — 0)?B2A(2]gr—tsen) a1l
‘*’2’(]k717[5((k DA)/A] \ ) — QQKA(\CIHQ + [qx— [o( kA)/AH )
1
= — OA — 0’ KA 2
(5o ) o
+ (—292/3 — A — 2(1 — 0)28%A — QZKA) |Gk tsceny/a) )

+ (=201 -0’8 = 2(1 = 0)°B°A) |as—1(sx—1ay/a* (3.2.40)
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Zamenom izraza (3.2.40) u (3.2.38), moze se zakljuciti da je

1 2 kA 2
(m+0&19A—0 KA)A \qk|

< (208 + 020 +2(1 — 0)28°A + 02K A) A |qi_(sra)/a
+2(1 = 0)*B8 (1 + BA) A |gr—1—s(—1)a)/a)|* + X + My,

za svako A € (1, A]. Dakle, za svako v € (0,log A), postoji prirodan broj k; takav
da za svaki prirodan broj ky > kq, vazi da je

1
(T + a10A — 92KA> sup "3 qi |

1+ 05 ke <k<ks
< (208 + 020 +2(1 = 0)*8°A + 0°KA) sup ™ |gi(sra)/a?
k1<k<ko
+2(1— 0’8 (14 BA) sup € ge_1_pr—nayall* + sup (X + My)
k1 <k<ko k1<k<ks
< (2078 + 0fA +2(1 — 0)282A + K A) 7 sup. eV EPERADA g0 skayall?
1SRSR2
L1 = 0)2B (14 BA) O sup HETIEDA/ANA P
k1<k<ko

+ sup (X + M)
k1<k<ks

< (2925 + asfA +2(1 — 0)28%A + HZKA)

x | e’ sup g+ e sup g
k1—nx<k<k;—1 k1<k<ks

+2(1 — 0)?B (1 + BA) (ew(T“) sup e'ym\qk|2 + 7D gup e7m]qk\2>
k1—n.—1<k<k;—1 k1<k<ks

+ sup (X + M),
k1<k<ks
Sto implicira

I(A) sup e™*3|g|?
k1<k<kz

< (2926 + anfA +2(1 — 0)*B°A + 92KA) e’ sup e qp]?

k1—n.<k<ki—1
+2(1 = 0)*8 (1 + BA) T sup B |24 sup (X + M,J3.2.41)
k1<k<ks

kyi—n.—1<k<k;—1

|
= g T oA — KA - (2078 + 020A +2(1 — 0)*82A + 02K A) €7

—2(1 = 0)26 (1 + BA) THD,

o~
—~
~—
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Moze se primetiti da je
I(A) > A[m@ —’°K — (a29 +4(1-60)*8 + 92K) 67(r+1)]

1
- 9 2 1 — 2 ’Y(T+1).
b = 2000+ (- )
1

Za svako 6 € (0, 5] i svako

s (o, _TL log (28(1+ B)(8° + (1 — 6)*) A log/_l),

uslov (3.2.24), odnosno 3 € (0, _1%‘/5), daje

1
2802+ (1—0)% ) > 0.
T35 2P0+ A=Y >0

Na osnovu (3.2.25) moze se pronadi 7 iz intervala

1 1 a0—0’K
—— 1 24 (1-6)? 1 !
(O’ T+1 og (26(1+8)(#"+(1-6) )>/\T+1 Oga28+4(1—0)262+02l{

Nog A3.2.42)
tako da je
0l — 0°K — (a0 +4(1 — 0)*8> + 6°K ) V) > 0.

Dalje, ako 7 zadovoljava uslov (3.2.42), tada je [(A) > 0 za svako A € (0, A*). Zbog
toga, kada ko — 400, na osnovu (3.2.41) se zakljucuje da je

sup e”kA]qk\Q
k1 <k<oo

< L [(2625 —|—0429A + 2(1 . 9)252A + 92KA> e sup e’VkA|qk’2

—(A) k1 —n <k<ki—1
+2(1 - 0)28 (1 + pA) ™+ sup M+ sup (X + My)| .
k1—n.—1<k<ki—1 k1<k<oo

Na osnovu prethodne nejednakosti i (3.2.39) sledi da je

lim sup €72 || < oo,
k—o0

pri ¢emu v zadovoljava uslov (3.2.42) i A € (0, A*). Tada, na osnovu (3.2.40) vazi
da je

lim sup 72| q|? < lim sup(X + M},) < oo,
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odnosno
. log (€7 |gx[*)
1 — 2 =0.
=g
Odatle je
lim sup log |qx < 7

za svako A € (0, A*) i svako v koje zadovoljava uslov (3.2.42), ¢ime je tvrdenje
dokazano. <

3.3 Euler-Maruyamin slucaj

Kako bi ispitivanje skoro izvesne asimptotske stabilnosti bilo kompletno, posebno se
razmatra slucaj kada je 6 = 0, odnosno, takozvani Euler-Maruyamin slucaj. Tada
(3.2.15) postaje

Qo1 = @ + U(Gr—fska)/a)) — U(@r—1-[5((k-1)A)/A])
+ F (s Ge—5062)/81) A + 9(Qis Go—iskary/a) Awr, k€ {0,1,2,...}, (3.3.43)

tako da (3.2.13), (3.2.14) i (3.3.43) odreduju diskretno Euler-Maruyamino resenje.
U tom slucaju je

2% = @k — W Qu—1-[5((k—1)A)/A])-
U ovom poglavlju ¢e biti dokazani rezultati koji se odnose na resenje jednacine

(3.3.43), analogno onima iz Teoreme 3.1. Dakle, data je samo skica dokaza, pri ¢emu
su istaknuti delovi koji se razlikuju od odgovaraju¢ih delova iz dokaza Teoreme 3.1.

Teorema 3.2 Pretpostavlja se da vaze hipoteze A1—-Ay i neka je

Be (0, _1;\/3> , (3.3.44)

> K+ (K +ay +485)([(1—n)""+1). (3.3.45)
Tada postoji A* € (0,1), tako da je Euler-Maruyamino aproksimativono resenje, defi-
nisano sa (5.2.13), (5.2.14) i (3.3.43), skoro izvesno asimptotski eksponencijalno
stabilno, kada je A € (0, A*).
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Dokaz. Na osnovu (3.3.43) vazi da je
2k * = |2al® + [2(gn — w(gr—tsrar/a)” fr + g1 + 1 fi?A]A
+2(u(qr-ts(ka)/a)) — u(@r—1-sk-1)a)/a]) " feld +my, (3.3.46)
gde je
my = |grAwi® = [ge?A + 2(z1 + [ D) grAwy.
Primenjujuéi argumente koji se koriste u dobijanju ocene (3.2.29), sledi

lze1]? < Jzil® + (02 + KA + 287 + K)|qe—shay/a)*A + 2687 gu1—s(k-1)8)/2) > A
+(—Oél + KA + K)|qk|2A + M.

Tada, za proizvoljnu konstantu A > 1, vazi da je
A(k+1)A’2k+1’2—AkA|Zk’2 < A(k+1)A|Zk‘2(1_A7A) + [—aﬁ—KA—l—K] AA(k+1)A|qk|2
+ o2 + KA+ 28 + K| AR g 50000
+252AA(I€+1)A|qk,1,[5((k,1)A)/A] |2 —+ A(kJrl)Amk. (3347)

Kako je R;(A) =1 — A2 i uvodenjem oznaka

Ry(A) = —an + KA+ K, R3(A) =y + KA+26° + K,

na osnovu (3.3.47) sledi da je
k=1 B k=1
AR < a0l + Ba(8) 30 AT 5[ + Ry(A)A S AT gy

i=0 =0

k—1
+R3(A)A DT ATV g siaya)

=0

k—1
+252A Z A(H'l)A|qi_1_[5((i_1)A)/A] |2 + M, (3.3.48)
=0

gde je

lokalni martingal i My = 0.
Na osnovu definicije 2, i (3.1.11), sledi

lze” = g —w(@r-1-5a-1a)a) > < (14+8)|au*+B(1+8) | gr—1-5(—1)a) /4 (3.3.49)
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Tada se zamenom (3.3.49) u (3.3.48) dobija ocena

k—1 k—1
ARA 22 < zof? 4+ Ko (A) S A2 g2 4 Ky (A) ST ATD8 g s6ay a1
i=0 i=0
R k=1
+K3(A) Z A<Z+1)A’C_Ii—l—[S((i—l)A)/A] 1 + My, (3.3.50)
=0

gde je
Ki(A) =R (A)(1+8)+Ra(A)A, Ky(A)=R3(A)A, K3(A)=Ri(A)B(1+5)+25%A.

Koristedi ocenu (3.2.34) i ¢injenicu da je K3(A) > 0, izraz (3.3.50) postaje

AkA|Zk|2
B k—1 ] 5 B k—1 '
< |2+ K (A) S0 ATDA g2 4 (Ko (A) + K3(A)A%) S0 AT g, 50841
i=0 i=0
+K3(A) A g1 50y /all” + M. (3.3.51)

Primenjujuéi Lemu 2.5 na drugu sumu na desnoj strani nejednakosti (3.3.51) i
imajuéi u vidu da je n,A = 7, izraz (3.3.51) se moze napisati u obliku

k—1
AR 2 < X+ h(A,A) ST AR g2 + M. (3.3.52)

=0

U prethodnom izrazu X ima oblik (3.2.37), gde su K5(A) i K3(A) zamenjeni sa
K3(A) i K3(A), respektivno, dok je
(A, A) = Ky(A) + (Ka(A) + K3(A)A%)([(1 =) '] + 1) AT
= (1-A)(1+8) + (—a1 + KA+ K)A
+[(02 + KA +282 + K)A + (A* = 1)B(1 + ) + 2682A A%
<([(1=n)" ]+ 1A".

Funkcija h je rastu¢a u odnosu na A, odnosno

d -
(A, A)
= AAAH (14 p)
+[(a2+KA+252+K)A + (A2 —1)p(1 4 B) + 262AAA} ([(1=n) "+1)7A™!

FI =)™+ DATAASTB((1 4 B) + 284) > 0.
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Na osnovu pretpostavke (3.3.45), vazi da je
h(1,A) = (—a1 + KA+ K)A + (KA + K + g +487) A([(1 = )7 +1) < 0

za svako A € (0, A*), gde je A* = A; A1, dok je

A K- (K+a+45°)((1-n) "]+ 1)
1 E([(1=m~+2) '

Dakle, za svako A € (0, A*) postoji jedinstveno A= A(A) > 1, za koje je iL(fl, A) =
0, takodajeh(A A)<0zaAc(1,A.

Na osnovu izraza (3.3.52) zakljucuje se da je, za svako A € (0,A*) i svako
Ae (1,4,

AFA |22 < X + M. (3.3.53)

Na osnovu Diskretne verzije teoreme o konvergenciji semi-martingala (Teoreme 1.7)
sledi da je

lim sup A¥2|z,|? < limsup(X 4 M) < 0o s.i.

k—ro0 k—ro0
Na osnovu definicije zx, nejednakosti (1.9.54) za ¢ = 3, kao i uslova (3.1.5), sledi

1 1
242 > 1+ﬁ‘Qk‘Z_E‘u(Qkflf[é((kfl)A)/A})‘ > 1+5\qk\ — Blgr—1-[s5((k—1)a)/a]]£3.3.54)

Zamenom izraza (3.3.54) u (3.3.53), dobija se

g 5Am|q k2 < BAM g1 senaya)* + X + M.

Dakle, za svako 4 € (0,log A), postoji prirodan broj k; tako da je, za svaki prirodan
bI‘Oj ko > k?l,

sup €77 |qp|?

k1<k<ks

<BA+8) sup g1 m-nayal’ + 1+ 8) sup (X + M)
k1<k<ko k1<k<ks

< B(l + 6)67 (7+1) sup e’y(kz 1-[6((k—1)A)/A]) A|Qk717[5((k71)A)/A}|2

k1<k<ko
+(1+p8) sup (X + M)

k1<k<ks

< B+ 5)( T sup 3 g* + Y sup €%A!qk|2>

k1 —ns—1<k<ki—1 ke <k<ks

+(1+p5) sup (X—i—Mk)

k1<k<ks
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Na osnovu uslova (3.3.44), tj. g € (O, _1;”/5) , za svako

1
m(o,—
-

1 log(B(1+ ) Alog )

vazi da je

~ ~ -1
sup ¢4 gqef? < (1- B(1+ B)e’ D)
k1<k<ks

B0 (G0 s ) (9 s (X4 M)](3:35)
ey —ne—1<k<ki—1 ey <k<ky

Na osnovu relacije (3.3.55), kada ks — +o0, sledi

sup gl < (1 (1L +5)TH)

k1<k<oo
[ﬁmﬁ) (e“”” up equkﬁ) L1+ 5) sup <X+Mk>],
E1—n.—1<k<ki—1 k1 <k<oo
Sto implicira
lim sup e7%|¢;,|* < oo,
k—oo

Koristeci proceduru dokaza Teoreme 3.1, zakljucuje se da je

log |qx| < 7

y
L YN

za svako A € (0, A*) i svako ¥ € (0, — 7 log(B(1 4 B)) Alog /Nl). o

3.4 Numericke simulacije

Slededi primer ilustruje skoro izvesnu eksponencijalnu stabilnost 6-Euler-Maruyami-
nog resenja jednacine koja je razmatrana u Poglavlju 3.2. Naime, simulirane su tra-
jektorije #-Euler-Maruyaminog resenja kada je 6 € (0, %], kao i trajektorije kolicnika
%, k=1,..,5000, za korak A = 0.01, pri cemu su dobijeni rezultati u skladu sa

prethodno navedenim teorijskim rezultatima.

Primer 3.1 Razmatra se sledec¢a skalarna neutralna stohasticka diferencijalna jed-
nacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem

a[a(t) - 51055@ 10)

— ( — 2103;(t)—410 sin :r;(t—é(t)))dH

1 x(t—0(t))
10v/10 1 + 24(t—4(1))

cos x(t)dw(t]3.4.56)
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Numericke simulacije

za t € [0,50], sa pocetnim uslovom ¢(t) = —1,t € [—7,0], gde je 7 = 0.5 i
¢ € C4 ([-7,0]; R). Koeficijent prenosa f(x,y) = —35@ — 35 siny zadovoljava uslov
linearnog rasta Ay za K = %, dok funkcija u(x) = %x, x € R zadovoljava pret-

postavku Ag za = 5—10. Kako je funkcija kasnjenja oblika §(t) = i—% sint, t € [0, 50],
sledi da je

, 1 1
6] =]~ Jeost| < 7=,
1
6(t) = ()| < 4l = sl 1.5 € [0,50)

i ispunjen je uslov As za n = +. Primenjujuci elementarnu nejednakost (1.9.57),

1
dobija se da je

2(x —u(y)) f(z,y) + lg(z, y)?

2, 2 o2 2 1 )
= ——x°— —xsin x sin cos” x
20" 20" 7Y 2050 T 10507 MY T 1000 (1 + 44)2
2 1 1
c_“f2, 122 2, .2 2 2
< 0% T @ O 1o00@ V) o007t To00Y
37 , 14,
——x* + —y-
="500" " 5007
Dakle, oy = % I Qg = % 1 pritom je
(0] 14 < 37
= — = Q.
1—n 375 500
Uslov Ay vazi, kao i (3.1.8), tj. £(0,0) = g(0,0) = u(0) = 0.
Kako za svako x1,9,y € R? vazi da je
1 1
(21 — @2, [(21,9) — f(72,9)) = —%@1 — X2, T1 — Ta) = —2*0|$1 -z,
. ) 1
(@1 — @9, [y, 1) = (Y, 2)) = =~ (21 — @9, 8021 — sinwy) < ——[z1 — 2o,
40 40
zakljucuje se da Cy vazi za svako py > 0 i py = %. Dakle, bira se p; = ps = %,

tako da je 0((p1 + p2)A + B) < 1 za svako A € (0,1) i svako 6 € (0, 3]. Tada,
na osnovu Leme 3.2, odgovarajuce 0-FEuler-Maruyamine aproksimativne jednacine

imaju jedinstvena resenja. Imajuéi u vidu (3.2.15), za 0 = i i svako A € (0,1),
sledi da je qx = p(kA), k= —n,,—n,+1,...,0i2a k=0,1,2, ..,
ot 1 . 1 3
qk+1 = gk 200Qk+17[6((k+1)A)/A] 100%7[5(1@)/& ZOOQkflf[é((kfl)A)/A]
1 3 1
—— A — — @A — ——si _ A
80Qk+1 80% 160 S Gr1—[5((k+1)A)/A]
3 . 1 Qk—[5(kA)/A]
——— SIn @_(5kn) /A1 A + cos qrAwy. (3.4.57)
160 [StkA)/A] 10v/101 + qli[g(kA)/A]
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vremenski-zavisnim kasnjenjem

Na Slici 3.1, je predstavljeno nekoliko trajektorija 0-Fuler-Maruyaminog resenja koje
je dato jednacinom (3.4.57).

q

L
Slika 3.1: Trajektorije #-Euler-Maruyaminog resenja za A = 0.01
Pretpostavka (3.2.24) vazi jer je % =pe€ (0, %\/g) . Takode,

ST > K+ (K+ay+48°(1-0)*) ([(1—n)~']+1), 20K + rap0°
500—a1 max s - [(1—n)""] , Qo 7

= 0.0728,

odnosno, uslov (3.2.25) je ispunjen.

U cilju odredivanja intervala kome pripada A tako da je 0-FEuler-Maruyamino
resenje (3.4.57) s.i. eksponencijalno stabilno, izracunava se Ay, definisano u (3.2.38).
Kako je Ay = 0.16, sledi da A € (0,0.16). Dakle, moze se izabrati A = 0.01. Tada je
potrebno izracunati A = A(0.01), §to je jedinstveno resenje jednacine h(A,0.01) = 0,
gde je h(A,A) dato sa (3.2.38). Direktnim izracunavanjem se dobija da je A =
1.0009. Koristeci (3.2.42) iz Teoreme 3.1 zakljucuje se da za svako

= (0, 1.0623 A 0.2302 A 0.0009),

odnosno, za vy € (0,0.0009), za 0-FEuler-Maruyamino resenje vazi

loglar| _

y
MSIP A =79

Kako bi se ilustrovalo da prethodna nejednakost vazi, simulirane su trajektorije izraza
na levoj strani nejednakosti, koje odgovaraju trajektorijama prikazanim na Slici 3.1.
Trajektorye su prikazane u odnosu na pravu z = —0.00045. Rezultat te simulacije
je prikazan na Slici 3.2.

128



3.5. SKORO IZVESNA EKSPONENCIJALNA STABILNOST
0-EULER-MARUYAMINOG RESENJA ZA 0 (%, 1) POD USLOVIMA
NELINEARNOG RASTA

0.035

—0.00045 't

-0.15"-

Slika 3.2: Trajektorije koli¢nika %,k = 1,...,5000, u odnosu na pravu z =
—0.00045, za A = 0.01

3.5 Skoro izvesna eksponencijalna stabilnost
f-Euler-Maruyaminog reSenja za 6 € (%, 1) pod
uslovima nelinearnog rasta

U ovom poglavlju je pokazano da je diskretno #-Euler-Maruyamino aproksimativno
resenje (3.2.15) skoro izvesno asimptotski eksponencijalno stabilno za 0 € (%, 1). U
radu [67] rezultat skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti je dokazan za backward
Eulerovu metodu (tj. za 6 = 1) bez primene uslova linearnog rasta za koefici-
jent f. Pritom je koriS¢ena drugacija tehnika od one koja se koristi u dokazivanju
rezultata koji su dati u ovom poglavlju. Treba naglasiti da je tehnika iz pomenutog
rada uspesno primenjena u radu [42], za klasu neutralnih stohastickih diferencijalnih
jednacina sa konstantnim kasnjenjem i prelazima Markova, gde je odgovarajuce -
Euler-Maruyamino aproksimativno resenje implicitno samo u odnosu na koeficijent
prenosa. Rezultati predstavljeni u ovom poglavlju su prosirenje rezultata stabilnosti
iz rada [67] na klasu 6-Euler-Maruyaminih aproksimativnih resenja za 6 € (3,1), pod
malo strozim uslovima nelinearnog rasta u poredenju sa onima iz radova [42] i [67],
jer je aproksimativno reSenje implicitno i u odnosu na koeficijent prenosa f i u
odnosu na neutralni ¢lan u, pri ¢emu je neutralni ¢lan parametrizovan sa 6.

Pored pretpostavki koje su uvedene u Poglavlju 3.1, uvode se sledec¢e dodatne
pretpostavke:

As : Funkcija kagnjenja & : Ry — [0, 7] je diferencijabilna i ¢'(t) < 0 < 1.

Ag : Postoji konstanta n > 0 tako da je

|0(t) —d(s)| < nlt—s|, t,s > 0. (3.5.58)
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Skoro izvesna eksponencijalna stabilnost §-Euler-Maruyamine metode za NSDJ sa
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A7 : Postoje pozitivne konstante 31, 52 1 f3 tako da je B > % > 0, i za svako
x,y,2 € R%isvako t > 0, vazi

2(x — u(z, )" fz,y,t) + lg(z, y, 0)]* < —Bilz] + Balyl* + Bs]2[*(3.5.59)

Na osnovu rada [66], moze se zakljuciti da prethodni uslov i hipoteze A, As,
zajedno sa lokalnim Lipschitzovim uslovom za f i g i pretpostavkom f(0,0,t) =
9(0,0,t) =0, t > 0 garantuju egzistenciju i jedinstvenost globalnog resenja jednacine
(3.1.1), koje je s.i. eksponencijalno stabilno. Pod pretpostavkom da vaze uvedene
hipoteze, bi¢e dokazano da je 6-Euler-Maruyamino resSenje s.i. asimptotski ekspo-
nencijalno stabilno.

Treba imati u vidu da je diskretno #-Euler-Maruyamino aproksimativno resenje
q koje odgovara jednacini (3.2.12) na ekvidistantnoj particiji

EA k= —(ne+ 1), =14, ..., —1,0,1, ...
vremenskog intervala [0, 00), definisano sa

g = p(kA), k= —n,,—n.+1,...,0, (3.5.60)
dok je, za k € {0, 1,2, ...},

Q1 = Qe + Ou(@rir—ps k—i—l)A)/A]) + (1 = O)u(@r—1skn)/a]) — Ou(qr—[sra)/a])
—(1 = 0)u(qr-1-5((k—1)a)/a]) + OF (k15 Geri—(rrna)/a) A

+(1 = 0) f(qr: qx- [5(m)/A])A + 9(qrs Gr—js(e2)/A]) Awi, (3.5.61)
gde je Awy = w((k+1)A) — w(kA).
Pritom je
5<_A) = 5(0)7 d—(n.+1)A = QO(—TL*A) (3562)

Slede¢om teoremom je predstavljena skoro izvesna asimptotska eksponencijalna
stabilnost diskretnog #-Euler-Maruyaminog resenja definisanog sa (3.5.60)-(3.5.62).

Teorema 3.3 Neka su zadovoljeni uslovi Leme 3.2, kao i hopoteze Ay, As, Ag, A7
1 neka je

. 4
8 € (o, TR 1)), (3.5.63)

9([(1 —n)~"] + 1)(36: + 505)

> 3.5.64
S (R (3504

Ako je a jedinstveno pozitivno reSenje jednacine
Bi—(pat+ 5 P S+ M) ([(1=m) 7"+ 1)e” =0, (3.5.65)

130



Skoro izvesna eksponencijalna stabilnost §-Euler-Maruyaminog resenja za
NS (%, 1) pod uslovima nelinearnog rasta

tada postoji A = 209,;21 (1 — 20/(611“0)) A Ml}rm (% - 6) A1, pri ¢emu su cy 1 C'

konstante takve da je cg > 0,0 < C' < %, tako da je za svako 0 € (%, 1) i svako

A € (0,A1), 0-Euler-Maruyamino approksimativmo resenje (3.5.61) skoro izvesno
asimptotski eksponencijalno stabilno.

Dokaz. Na osnovu (3.5.61) i (3.2.18) sledi

lzis1]” = |26+ 20qr — (1 — O)u(qe-1-(k-1)a)/a]) — 0u(@s—5xa)a)” frt+ gl
= |21® + (IF fr + gr? + (1 = 20)| £ PA)A + my, (3.5.66)

gde je

Iy = 2(qr—w(qu—sray/a)) + (1 = 0) (u(qr—[sen)/a)) =W Qe—1—-[5((—1)2)/a]) J3-5.67)

my, = [grAwg]* = |ge? A + 2(zk + fid) grAwy. (3.5.68)

Pretpostavka A, implicira

IF fi = 20 <Qk - U(Qk—[é(kA)/A]))T fie +2(1 = 0)(qr — w(@s-1-15(a-1)a)a))) " fr
<0 (=Bulg* + (B2 + Bs)las—rsara) — oxl?)
+(1—10) (—61!ku2 + Bol sy a1l + Bsle—1-s(e—1)2)/a])* — ngIQ)
= —Bilagkl® + (B2 + 083)|qs—(5(00) /2|2
+(1 = 0)Bs]qe—1-is(k-1)a)/a1)* — lgwl*- (3.5.69)

Na osnovu (3.5.69), iz izraza (3.5.66) sledi da je

|z |? < |l + {_ﬁ1|Qk’2 + (B2 + 083)|qk—5en)/a] >
+(1 - 9)53|qk_1_[5((k_mw|2] A+ (1 —20)|fi]* A% +my.  (3.5.70)

Dalje, potrebno je izraziti ¢lan (1 —20)|fy|* iz izraza (3.5.70) koristedi |zx|?, |qx|?,
\@r—tseny/all? 1 1ge—1-s(r—1)a)/a]|*. Tada se, za svako ¢y > 0, moze izabrati C’, tako

daje0<(C' < . Na osnovu definicije z, vazi da je

2(1+100)
(20 — 1)| fu]’A = C'|z|?
= [(20 — 1)A — C'0*A?)| fi|?
+2C"0A (g1, — (1 — O)ulqr—1-s(e—1)0)/a]) — Ou(qr—rsray/a))” fa
—C' g, — (1 — ) ul(gr—1-s(e—1)8)/4]) — Ou(qr—(50a)/4))]°-
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Uvodedi oznake a’ = (20 — 1)A — C"?A? iV = C;Q,A, prethodni izraz postaje

(20 — 1)| ful?A = ']z
=d'|fr. + V' (qr — (1 — O)u(qr—1-(5(s-1)n)/a]) — Ou(qr—55n)/a))|?
—(@' (V) + C")lage — (L = O)ulqe1-5(e—-1)2)/a]) — Ou(qr—(skay/a))]*(3.5.71)

Za 6 € (1,1) se moze naéi dovojno malo A} tako da, za svako A € (0, A}), sledi

dajead >0i—(ad(V)>+C") > —%, odnosno

20 — 1 20" (1 + o)

Na osnovu prethodnog izraza i uslova za A u Lemi 3.2, sledi da je

Al =

20 — 1 2C"(1 + ¢ 1
(-2Urahy, 1

A= =
Lo By I

1
i B) AL (3.5.72)

Imajuéi u vidu Lemu 3.1 i uslove (3.1.4) i (3.1.5) iz Aj, za svako A € (0,4),
vazi

(20 = DIfel*A = C"|ax]”

B ,
> ———— g — (1 — O)ulqr—1—[5(i— — Ou(qx—
- 2(1+c0)|% ( Jul@r—1-5((k-1)2)/]) (Qe—s(kenr)/a])|
B )
> - - —
2 =y o9~ wGkseaya)
B
11 o4~ O(g-pwaym) = (@e-1-15(e-1)8)/8) |
Co

515° 26:8%(1 — 6)°
> —Bila]” — ICO [ TINYIN yl‘]k{&(kA)/A]

1+CO
258%(1 — 0)’
1+CO

‘2
2-

|Qk—1—[5((k—1)A)/A]) ’

Na osnovu elementarnih transformacija prethodnog izraza sledi da je

(20 — 1)| fu]’A = C'|z|?
> —Bilarl® + (B2 + 083) | gr—sray a1 + (1 — 0) 85 qr—1-5((e—1)2)/4]) |

2 2 2 1—0 2
- (ﬁz + 085 + ﬁf + 5161 EL - ) > |G- (5e0) /22
2 2(1—0)?
- ((1 —0)ps + Blﬁli%)> |@h-1-p5(-1)2)/a) [ (3.5.73)
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Tada vazi da je

—Bilail* + (B2 + 083) | ar—isxay/a)l” + (1 — 0) B3| qe—1-5(k-1)a)/4))]?
+(1 - 20)| fi]*A

~Claf + (2 0+ O 4 AT

Co 1+Co

WH) [ TN YIN) (3.5.74)

) | gtk ]l

1+

+ ((1 —0)8s +

Zamenom (3.5.74) u (3.5.70), sledi

21 l® < J2l® = C'zf?A
51&2 2618%(1

—9)2
0 _ A
(52 + 03 + R ” > |@k—15ka) /]|

2B1ﬁ2(1 —0)?
14 Co

+ ((1 —0)Bs + ) |Gk 5(e—1)a)/a) [PA + my.

Tada je za proizvoljnu konstantu B > 1,

B(k+1)A|Zk+1|2 o BkA|Zk|2

< B[4 (1 - C'A)

5152 2ﬁ1ﬁ2(1 —0)? 2
0 _ A
<52+ B3 + o T+ e | @r—15k0) /)|
2 2(1 — 6)?
+ <(1 —0)ps + 5161(>> |Qk717[6((k71)A)/A]|2A + mk} — B[
+ Co
= B*DA 2 12(1 — C'A — B™®)
2 2 2 1— 9 2
+BUHDA (6 0+ P Blﬁl 1) ) [TEITINYIN| AN
Co + ¢
M

+BHrA ((1 —0)Bs + ) ) |1 5((k—1)n) a1 A + BEFDAm,

_l_

Zbog pojednostavljenja se uvode oznake

Qi(A)=1-C'A—- B2,
2 201 _ p\2
Co =+ ¢o
26:6%(1 - 0)?
1+ Co ‘

Q3= (1—10)Bs+
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Tada se prethodna ocena moze napisati na slede¢i nacin:

B(k-i—l)A’ZkJrl’Q . BkA‘Zk‘Q
< Qu(A)BFHIA |z, |2 + QABM VA g1 5y
+Q AB(k+1)A|qk (k1 A)/A]| +B(k+1)

Na osnovu poslednje relacije sledi da je

k—1 k—1
B |z < |20 4+ Q1(A) Y. BUA 27 + QoA Y BTV g isay /a1

=0 1=0
k-1
+Q3A Y B g smnyayal? + My, (3.5.75)
=0
gde je
k—1
M/ o Z B(z—i—l)A m;

1=0

lokalni martingal i Mj = 0.
Na osnovu definicije 2y i izraza (3.5.67) i (3.5.69) zakljucuje se da je

l2kl® > fgx — (1 — ) uqr—1-[5((k—1)2)/A]) — GU(qkf[(;(kA)/A})lz — OAIL fu
> Jgi — (1 = 0)u(@e—1-s(e—1)a)/a]) — Ou(qe—(sra)/a))|”
+0B1A|gx|> — 0(B2 + 083) Al qr—s(ra)/a)]?
—0(1 = 0)BsA|qe1-s(h—1)a)/a])> + 02| gi|*.

Tada, primenom elementarne nejednakosti (1.9.55) i uslova (3.1.5), prethodni izraz
postaje

|21.]? > |Qk\2 - *l(l — ) u(qe—1-[5(k-1)a)/4]) + Ou(Gre—(50a)/a))]

“1+¢
+951A|C]k|2 - 9(52 + 083) Algr—(sea)/a)
—0(1 — 0) B Al gr—1—(s((e—1)0) /] |

1 , 2(1—0)2p2 2%@
k| —7‘% 1—[5((k— 1A)/A]| -

1+ Co ’
+0B1A|g|> — (B2 + 953)A|Qk—[5(m)m]|
—0(1 — 0) B3 Al gr—1—s((e—1)0) /] |

1 ) 20232 2
:(1+H&A)m4+ — = = 0(B2 + 0B3)A | g0k
+ ¢ o

\Qk kA)/A]\z

2(1 —6)*p?
+ <_(c0)ﬁ —0(1— 9)53A> [T YN YIN| (3.5.76)
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Skoro izvesna eksponencijalna stabilnost §-Euler-Maruyaminog resenja za
NS (%, 1) pod uslovima nelinearnog rasta

Moze se primetiti da je Q1(0) = 01 Q| (A) = —C’+ B~?log B. Dakle, pretpostavlja
se daje 1 < B < ¢“, tako da je Q[(A) < 0, A € (0,A;), sto implicira da je
Q1(A) <0, A € (0,A;). Tada, zamenom (3.5.76) u (3.5.75) sledi da je, za svako
A€ (0,Ay),

k—1 k—1
BkAlzk‘2 < ‘ZO|2 + Ly(A) ZB(i+1)A|qi’2 + Ly(A) ZB(Prl)A‘qZ’—[(S(iA)/A]’Q
i=0 i=0
k=1
+L3(A) > BV gy isimnyaya)l? + M), (3.5.77)
i=0
gde je
Li(A) = Q(A 0651 A
(8) = QiA) (5= +0mA).
202 32
Ly(A) = Q:1(A) | - o 0(B2 + 083)A | + Q24,
0
2(1 —0)2p?
@) = @) (-2 - ma) + g
0

Kako je L3(A) > 0, A € (0,A;), imajuéi u vidu (3.2.13), vazi da je

k1
Ly(A) S B2 g1 5imnyaya)
=0

k-1
< Ly(A)B2|g-1-s0y/a]l* + Ls(A) B2 >~ B2 g, i56a)a) .
i=0
Tada (3.5.77) postaje

k-1
B3z < |20]* + La(A) D0 B3 gy
=0

k—1
+(La(A) + L3(A)B) 3~ BU 2 gi_isia)a)
=0
+Ls(A) B2 q-1-0)a1)* + M. (3.5.78)

Primenom Leme 2.5 na drugi sabirak sa desne strane nejednakosti (3.5.78), sledi

b1 k—1
ZB(H_”A’%—[(S@A)/A]F < Bn*A E B(l_[é(ZA)/A]—H)AIQz'f[&(iA)/A]|2
i=0 =0

<([(t=n) " +1)B™= kzl BUIA g2 (3.5.79)

1=—Nx
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Kako je n.A = 7, (3.5.78) postaje
k=1
B2 2* < Xy + s(A) Y. BUDA g2 4+ My, (3.5.80)
i=0
gde je
X1 = |20)* + Ls(A)B*|g-1-50y/a1

F(La(A) + Ls(A)BAY((1 =)+ )BT Y BEA(A)? < of3.581)

T=—TNx

s(A) = Ly(A) + (La(A) + Ly(A)BA)([(1 —n) )+ 1)B". (3.5.82)

Moze se primetiti da je

2001 _ M2DRA | p2 oN—1
s(A) = Q1(A) (1ico_3725 (1-60)"B +Ci )([(1 —n) ]+1)>

+[(@:+ QsBH([(1— )]+ 1)B7
+Qu(A)0(B1 — (B + Bs(0 + (1= 0)B2))([(1—n) 7' + 1)B7) |A

Qi(A) (1 L287((L=0)°B2 +6*)([(1—n) ']+ 1)
:A{ A <1+CO_B Co )

+(Q2 + Qs BA)([(1 =)' + 1)B” + Z(6, B},

pri cemu je

Z(0, B) = Qu(A)0(B1 — (B2 + Bs(0 + (1 = 0)B2)([(L =)~ + 1)B").
Dalje, za svako A € (0, Ay) vazi

2(0,B) < Qu(A)0(B1 — (B + Bo(0+ (1 — O)B))((1 — )] + 1)B").

Izraz 6 + (1 — 0)B iz prethodne nejednakosti se posmatra kao funkcija od 6,
odnosno

1
d0)=60+(1—-60)B, B>10¢ (5,1).

Ova funkcija je opadajuca za svako B > 1, pri ¢emu je d(f) < i(1 4 B) za svako
0 e (%, 1). Tada je

Z(0,B) < Q1(A)0s(B),
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NS (%, 1) pod uslovima nelinearnog rasta

gde je

B

s(B) =i — [B+ S0+ B)((L-n)7 ]+ 1B

Za svako A € (0,A) vazi

UNEINESS (1 LY (1-0°B +i0><[(1 — )+ 1))

+(Q2+ QsB)([(1 =)'+ 1)B” + Q1(A)bs1(B) }.

Ocigledno, vazi da je
s)(B) = (53 + (B2 + 53(1 +B)) B )([(1 =) +1) <0,

Sa druge strane, moze se zakljuciti da je

s1(1) = i — (B2 + Bo)([(L =)' + 1).

Na osnovu pretpostavke (3.5.64) sledi da je

B> (Ba+ Ba)([(L—m) ']+ 1),

sto implicira s;(1) > 0.
Imajuéi u vidu da jednacina (3.5.65) ima jedinstveno pozitivno resenje a = log B,
sledi

B

si(e”) = B — (52 + = 5

(1+e")([(1=m) 7"+ 1)e >0,
pri cemu je a € (0,a) i B € (1, BAeY). U tom slucaju je

Q1(A)fs1(B) < 0. (3.5.83)

Neka je r(A) = QI(A , A e (O Ay). Tada je lima o 7(A) = log B — C" < 0 za svako
Be(1,BAe)ir(A) = A2,gdet]e

v(A) = —1+ B72(1 + Alog B).
Kako je v(0) = 0 i v/(A) = —AB®log? B < 0, A € (0,Ay), B € (1,BAe),
zakljucuje se da je v(A) < 0, A € (0,A,), B € (1, BAe), sto implicira r(A) <0,
odnosno, r(A) je opadajuéa funkcija na intervalu (0, A;) za svako B € (1, B Ae®").
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Jasno, kako je log B — C" > r(A), A € (0,A,), za svako B € (1, B Ae®") i kako vazi
(3.5.83), ako se pokaze da je

52 = (log B — (") <1+1 2107 +iz><[<1 —n)'+ 1))

+HQ2+ QsB)([(1 —n) ']+ 1)B" <0,

tada je s(A) < 0,za A € (0,A1)1 B € (1,BAeY).
Dalje, so < 0 ako i samo ako je

_bgB(HlCO_BTm%( 98+ A n)‘1]+1)>

(2@2« 98+ A n>—11+1>HQﬁQgB)([(l_m_lm))
% (BT — 1)

= (@ +QB)((1-n) ] + 1)

» (1 L 28U 0PB o) 1)) | 55580

Ako se pokaze da je izraz na desnoj strani nejednakosti (3.5.84) nepozitivan za neko
co>01iBe(1,BAeY), tada sy < 0 vazi za izabrano ¢, i neko B blisko 1.
Prema tome trazena nejednakost vazi ako i samo ako je

C,< 1 _262((1—9)23+92)([(1—77)‘1]+1)>

1+ ¢ Co
> (mrosa 28 o+ PO )y
/ 1 _ 262((1 — 9)23 + 92)
e ((1 o) —n) T+ 1) o )
> Bo + 0B3 + 5205 +(1—0)B33+W(B+1). (3.5.85)

Iz izraza (3.5.85) moze se primetiti da je za B € (1, 3),

4 -
(1-0*B+6*<(1- 9)25 +62=d(h).

Maksimum prethodne funkcije se dostize za # = 1, odnosno d(1) = 1. Tada, za
e (3,1)iBe(1,1), vaz

d(0) = (1 - 9)2;l Fr <,
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na osnovu cega se moze zakljuc¢iti da je za dokazivanje relacije (3.5.85) za svako
0 € (3,1), dovoljno dokazati da je

1 262>

¢ ((1 +o)([(T=n)"+1) <
/8% BB $13?

B+1). .
> 0Oy + f3 + ‘o +=5 +2(1+Co)( +1) (3.5.86)
Bira se ¢ = % iC = 3(1’6;300) = %. Tada (3.5.86) postaje
b 4 5 B
27 \[1 =) +1 BE8T+9B) | > fa+ 53( 5 + 1>. (3.5.87)

Na osnovu uslova (3.5.63), odnosno

9 4
e O gy

sledi da je izraz pomnozen sa 5 u (3.5.87) pozitivan za svako B € (1, % A B A ecl>.
Kona¢no, pretpostavka (3.5.64), tj.

9([(1 = n)"] +1)(362 + 565)
4-996%([1 =)~ +1)

1

garantuje da (3.5.87) vazi za svako B € (1, % A B A ecl), odakle je s5 < 0, kao sto
se 1 zahteva.
Na osnovu (3.5.80) se zakljucuje da, za svako A € (0, A), vazi

Bz ? < Xy + M;. (3.5.88)

Na osnovu Diskretne verzije teoreme o konvergenciji semi-martingala (Teoreme 1.7),
sledi

lim sup Bz |* < limsup(X; + M) < oo s.i.

k—o0 k—o0

Zamenom (3.5.88) u (3.5.76), dobija se

1
- 4 A BkA 2
<1+Co + 053 ) ||

26232 kA 2
< | T + 005 +08)A ) B g isaal

+ <2<1 i +6

. (1-— 6’)ﬂ3A> BkA|qk_1_[5((k_1)A)/A}|2 + X1 + M (3.5.89)
0
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gde je ¢g = % Dakle, za svako v; € (O,log (% A B) A C’), postoji ceo broj ki, tako
da za svaki ceo broj ko > kq, vazi

1
A) sup e g, l?
(1 + ¢ klgkgkg 2

9262 y1kA 2
< +0(B2+0B83)A ) sup e qp_5ra)/all
Co

k1<k<ko

( B )QBQ y1kA 2
+ T e +0(1—0)3A) sup e |Ge—1-5((k-1)2)/]]
0

k1<k<ks
+ sup (X1+ M)

k1<k<kso
20%53° r (k—[6(kA)/A]A 2
< +0(B2 +0p3)A ) e sup e |@k—15ka)/]
Co k1<k<kg
1 . 9 2132
+ <()6 + 9(1 _ )63 ) e (t4+1)
Co
x sup en(1-B=1Aa )A|qk 1—[5((k— 1)A)/A]| + sup (X;+ M)
lekSkQ 1 k<k2
292 2
< ( s, +953>A>
0
X (e”” sup A g P + e sup e”lkA|qk]2>
k1 —n.<k<k1 k1<k<ks
2(1 — 0)%52
; (W (1 — e)M)
Co
% <671(T+1) sup e’YlkA|qk|2+€’71(T+1) sup 671kA|qk|2>
k1—nx—1<k<ky k1<k<ks
+ sup (X + M),
k1<k<ko
tada je, za ¢y = 3
Hy sup  e"F2|q)?
k1<k<kg
< (408> + 0(B2 + 0B3)A) €77 sup MR g

k1—n.<k<ky

+ (40— 0282 +0(1 — 0)BsA) e FD  sup g2

k1—n+—1<k<k;

+ sup (X1 + M), (3.5.90)

k1<k<ka
gde je
2
Hy =5 +0hA - (468 + 0(52 + 085) A ) €7
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— (401 = 0)?82 + 0(1 — 0) g5 ) e ()

> ; — 48207 + (1= 0)*)e" ) + 0A By — (By + B5) Y]
> ; = B2 4 OA[B) — (B + Bs) e ).

Na osnovu (3.5.63) i (3.5.64), za svako

e o T1+1 log ([(1 =)™+ 1) A 1og(§ AB)AC)

i svako A € (0,A,), vazi da je

Hy > 2= B[00 1) 08B — (B B (L)) + 1] > 0

Dalje, iz (3.5.90) sledi

sup " FA g |? (3.5.91)
k1<k<ks

1
< [ (460787 + 0(B2 + 0B5)A) €7 sup  eMFR|g

H, k1 —n.<k<ki

+ (401 = 0?82+ 0(1 = 0)B5A) ) sup M FAg P+ sup (Xy+ M),

k1—nx—1<k<ky k1<k<ko
Kada ko — 400 u (3.5.91), vazi

sup  €7F2|gy|?
k1<k<oo

1
< . l(ll@?,@? + 9(52 + Qﬁg)A) e’ sup efylkA|qk|2

1 k1—n.<k<k;
+ (41 -0’8+ 01— 0)8:0) T sup g P+ sup (X +p)
k1—nx—1<k<ky k1<k<ko
< 00,

Sto implicira

lim sup %2 g, |2 < oo,
k—o00

’T41
Tada na osnovu (3.5.89) sledi

za svako vy, € (0 L log ([(1—n)"1]+1) Alog (% A B) A C”) iAe(0,A).

sup (X1 + M})

k1<k<ks

: kA 2
lin sup €148 g, ? <
k—o0 Hl
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Odatle je
. log (€72 |gx[*)
1 =0,
sl kA
tako da je
lim sup log |ax <
k—o0 kA - 2 ’

za svako v, € (0, —log ([(1 —n)~']+1) Alog(5 A B) A C”) i svako A € (0,44). &

Napomena 3.1 U dokazu prethodne teoreme, uslovi Leme 3.2 nisu ekplicitno pri-
mengivani. Ti uslovi garantuju egzistenciju i jedinstvenost 0-Fuler-Maruyaminog
aproksimativnog resenja.

3.6 Deterministicki slucaj

U ovom poglavlju su prikazani komentari i zakljucci koji se zasnivaju na rezultatima
iz prethodnog poglavlja, a ticu se deterministickog slucaja. U tom smislu se razmatra
slucaj kada je koeficijent difuzije g identicki jednak nuli.

Razmatra se sledeca neutralna diferencijalna jednacina sa vremenski-zavisnim
kasnjenjem

dlz(t) —u(z(t —0(t)),t)] = f(z(t),z(t —6(t)),t)dt, t>0, (3.6.92)
koja zadovoljava pocetni uslov
zo =@ ={p(t):t € [-7,0]} € C°([-7,0]; RY), (3.6.93)
pri ¢emu su funkcije
fRXRXR, - R w:R*x R, - R?
Borel-merljive i z(t) = (x1(t), ..., zq(t))", t > 0.
Neka vaze pretpostavke Ag, As, Ag. Umesto Az, uvodi se pretpostavka A% koja

je prilagodena deterministickom slucaju.
A’ Neka su 3y, B 1 B3 pozitivne konstante pri cemu je 51 > % > 0, tako da

za svako x,7, 2z € R% i svako t > 0, vazi
2z —u(z, 1)) fz,y,t) < =Bila® + Balyl” + Bs]2]*. (3.6.94)
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Na slican nacin kao u prethodnom poglavlju, moze se zakljuciti da prethodni
uslov i pretpostavke A,, As, zajedno sa lokalnim Lipschitzovim uslovom za funkciju
f ipretpostavkom f(0,0,¢) =0, t > 0, garantuju egzistenciju i jedinstvenost resenja
jednacine (3.6.92), koje je eksponencijano stabilno.

Kako bi #-Eulerova metoda, 6 € (3,1), koja odgovara jednacini (3.6.92), bila
dobro definisana, koeficijent f bi trebalo da zadovoljava uslov C;.

Razmatra se autonomna verzija pocetne jednacine (3.6.92), tj.

z(t) = ¢(0) + u(z(t — o(t))) — u(z(—46(0))) + /Ot f(x(s),z(s — d(s)))ds, (3.6.95)

za t > 01 pocetnim uslovom z(t) = ¢(t), t € [—7,0].
Umesto pretpostavki Ay, As, Ag, A% 1 Cy, vaze njihove autonomne verzije.
Diskretno 6-Eulerovo aproksimativno resenje ¢ jednacine (3.6.95) definisano je
na sledec¢i nacin

. = p(kA), k= —n,, —n, +1,...,0, (3.6.96)
dok je, za k € {0, 1,2, ...},
Qo1 = Gk + Ou(Qrr1—p(e+1)a)/a]) + (1 — O)u(@r—(50a)/a])
_QU(Qkf[J(kA)/A]) —(1- Q)U(Qkflf[a((kfl)A)/A])
FOf (Qrt1, Gerr—s(kr1)a)/a) A + (1= 0) f(ar, Ge—seay/a)) . (3.6.97)

Egzistencija i jedinstvenost §-Eulerovog aproksimativnog resenja jednacine (3.6.97)
sledi na osnovu Leme 3.2.
Slede¢om teoremom je predstavljen glavni rezultat ovog poglavlja.

Teorema 3.4 Neka vaZe pretpostavke Leme 3.2 i hipoteze Ay, As, Ag i A%. Pored
toga, neka je

) 4
8 € (o, (=R +1))’ (3.6.98)

O([(1 — )] + 1) (362 + 56)

> 3.6.99
(RS (3:6.99)

Ako je a jedinstveno pozitivno resenje jednacine
B (B PO e) (- DT =0, (36,200
tada, postoji A, = %(1 — 20'(;1*50)) A UliHQ (% — B) A1, gde suco i C" konstante
za koje vazi cg > 0,0 < C' < ﬁ i6e (%,1), tako da je, za svako A € (0,Ay),

0-FEulerovo aproksimativno resenje (3.6.97) asimptotski eksponencijalno stabilno.

Dokaz Teoreme 3.4 je izostavljen jer je analogan dokazu Teoreme 3.3 za g(z,y,t) =
0, za svako z,y € R% i svako t > 0.
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3.7 Numericke simulacije

Slededi primer ilustruje skoro izvesnu eksponencijalnu stabilnost #-Euler-Maruyami-
nog resenja jednacine koja je razmatrana u Poglavlju 3.5. Naime, simulirane su tra-
jektorije -Euler-Maruyaminog reSenja kada je 6 € (%, 1), kao i trajektorije koli¢nika
loi‘g’“' ,k=1,...,5000, za korak A = 0.01, pri ¢emu su dobijeni rezultati u skladu sa

prethodnim teorijskim rezultatima.

Primer 3.2 Posmatra se sledeca skalarna neutralna stohasticka diferencijalna jed-
nacinag

dlr(t) — o5 sina(t — 5(1)

) \ 1 z(t—6(t))
= (—z(t) =’ (@)dt + £ 22(t — 8(1))

sa pocetnim uslovom ¢(t) =1, t € [—7,0], gde je T = 0.5 i p € C% ([-7,0; R).
Funkcija u(x) = % sinz, x € R zadovoljava pretpostavku As za 5 = %. Neka je
funkcija kasnjenja oblika 6(t) = § — ¢ sint, t € [0,50]. Tada je

T4
1 J
(5’(t):—zcost§ Z:(S

cosx(t)dw(t), t e |0,50],

6(6) — 6(s)| < 31t —sl, .5 € [0,50]

i zadovoljene su pretpostavke As i Ag zan = i. U cilju provere da li vazi pretpostavka
Az, potrebno je uociti da je

2(x —u(2))f(z,y) + lg(z, y)|?

1 1 1 Y
=2+ —asinz — 222 + —xsinz + ————— cos’x
25 25 25 (1 + y?)?

1 1 1 1 1
<_24 - .4 72_22 2 .2 =2
< x—|—50x+50x x+50x—|—50z+25y

98 1 1,

«_ P2, L2, 1

=T5" T2 TR

By = % 1 B3 = 5—10. Pored toga, vazi da je
BatPs 2 - 98
1-6 25 50

Kako je, za svako 1,29,y € R,

(w1 — @, fla1,y) — f22,y)) = — (@1 — 22)*(1 + 27 + 2120 + 23)
|y — m2]?,

<
(w1 — 22, f(y, 1) — [(y, 22)) < |y — 2],

98

odnosno, B = 55,

= fr.
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zakljucuje se da vazi pretpostavka Cy za svako pozitivno py i ps. Bira se iy = pg = é,
tako da je 0((p1 + p2) A+ B) < 1 za svako A € (0,1) i svako 0 € (3,1). Tada se, na
osnovu Leme 3.2, zakljucuje da odgovarajuce 0-FEuler-Maruyamine aproksimativne
jednacine imaju jedinstvena resenja. Imajuéi u vidu (3.2.15), za 0 = 2, sledi da je

47
g = p(kA), k= —n., —n. +1,...,0, dok je, za k =0,1,2, ...,

. I .
Qk+1 = Qk + 500 S A1 [5((+1)28)/A] T 755 S Gh—[5(kA) /4]
1 3, 3 1, 1
~ 500 S dk-1-B((-1)A)/A] ~ quHA - ZQk—&-lA - zqkﬁ - EQkA
1 _
o TBGRAAL o qrAwy. (3.7.101)

514 a7 skay/a)

Prateéi dokaz Teoreme 3.3, primecuje se da iz (3.5.72), s obzirom na to da je

C' = %, sledi da je A = %. Dakle, bice pokazana skoro izvesna eksponencijalna
stabilnost resenja jednacine (3.7.101) za svako A € (0,A).

Kako je
4 2

9([(L—n)"+1) 99’

vazi pretpostavka (3.5.63).
Dalje, kako je
98 9([(L =m) =+ 1)(382 + 505)

50 -7 a0 —n) 1)

= 1.0099,

moZze se zakljuciti da je uslov (8.5.64) zadovoljen.
Tada na osnovu Teoreme 3.3, za 7y, € ( , 77 log ([(1—77)_1]+1)/\log(§/\l§)/\0’),
sledi

. log |qx| M
] <1
PSUD TN S T

gde je B =loga, dok a je jedinstveno pozitivno resenge jednacine (3.5.65). Direktnim
wzracunavangem se dobija da je

5.1,

2 _
log ([(1—n)~Y+1)=0.2007, C' = 951 = 0.4355, B = 18.0603,

T+1
pri éemu je log(3 A B) = 0.1249. Dakle, Teorema 3.3 vaZi za v € (0,0.1249).

U cilju ilustracije skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti 6-Euler-Maruyaminog
resenja, dato je nekoliko trajektorija kolicnika loiif’“‘ u odnosu na pravu z = —0.0625,

Sto se moze videti na Slici 3.3.
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~0.0625 === = m—m - 50

Slika 3.3: Trajektorije koli¢nika % u poredenju sa pravom z = —0.0625, za
A =0.01

3.8 O skoro izvesnoj eksponencijalnoj stabilnosti
f-Euler-Maruyaminog reSenja za 0 € (%, 1)

U ovom poglavlju se razmatra skoro izvesna asimptotska eksponencijalna stabilnost
diskretnog #-Euler-Maruyaminog aproksimativnog resenja za neutralne stohasticke
diferencijalne jednacine sa vremenski-zavisnim kasnjenjem, za 6 € (%, 1). Treba
naglasiti da se zahteva uslov linearnog rasta za koeficijent prenosa f. Predstavljen
je i primer koji ilustruje teoriju koja se razmatra u ovom poglavlju.

Slede¢om teoremom dokazana je skoro izvesna asimptotska eksponencijalna sta-

bilnost diskretnog #-Euler-Maruyaminog resenja koje je definisano u (3.5.61).

Teorema 3.5 Neka su zadovoljeni uslovi Leme 3.2 kao i hipoteze Aq,As,As—Ag i
neka je

2 1
NG T e R (35102

12([(1 =)'+ 1)
1—482([(1 — )~ + 1)(9(1 — )2 + 62 + 3)

(a2+K<[(1 —n;‘l] +1 +1) +5(1 - 0)28?), (3.8.103)

a0 — K — (o + K + 4821 —0)*)([(1 —n)" 1 +1)>0.  (3.8.104)

o >
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O skoro izvesnoj eksponencijalnoj stabilnosti #-Euler-Maruyaminog resenja za
€ (3,1

Ako je € jedinstveno pozitivno resenje jednacine
10 — K — (a0 + 0°K +28%(1 — 0)*(eF + 1))([(1 — n)~ '] + 1) = 0,(3.8.105)

tada postoji A* € (0,1] tako da je za svako A € (0,A%) i svako 6 € (1,1), 6-Euler-
Maruyamino aproksimativno reSenje (3.5.61) skoro izvesno asimptotski eksponenci-
jalno stabilno.

Dokaz. Na osnovu (3.2.15) sledi da je

2k ]” = 2>+ [20ak — (1 = O)u(gro1—sh-1)a)/a7) — Oul@r—isray/a)” fr
o+ (1 = 20) | fuPAIA + my,,
= |zl? + [2(qk — ulgr-pseaya)” fo + lgxl” + (1 — 20)| fiPA]A
+2(1 — 0) (u(gr—seny/a) — W@r—1-sE-1aya)’ fxd +my,  (3.8.106)

pri cemu je
my, = [grAwg]* — |ge?A + 2(z + fA) grAwy. (3.8.107)

Za cy > 0 takvodaje 0 < C' < m,vaﬁ

(20 — D[ fe]?A = Clz|?

= [(260 — 1)A — CO* A% fi.|?
+2C0A(gr — (1 — O)u(qe1—s(h—1)a)/a]) — Ou(@r—istea) a))’ fr
—Clar — (1 = O)wl(qr—1-s(e—-1)8)/4]) — Ou(qr—(sra)/a))]?

= a|fi + b(gr — (1 — O)u(qe1—s(e-1)a)/4]) — Ou(@e—(sea)/a))?
—(ab® + C)lagx — (1 = O)u(gr1-(56-1)8)/a) — Ou(Gr5ra)/a)) [£3.8.108)

pri cemu je a = (20 — 1)A — C>A? i b = <22,
Za 0 e (%, 1) se moze naéi dovoljno malo A* tako da, za svako A € (0, A*), sledi

dajea>01i—(ab®>+C) > ~ 30 tey 0dnosno,

20-1, 20(1+cq
_ (1_ ( ))'

A= (3.8.109)

aq

Na osnovu nejednakosti (1.9.54), uslova (3.1.4) i (3.1.5) iz pretpostavke A,, za svako
A € (0,A%), vazi

(20 = DIful*A = Cla*

a7 2
> M (1=0)ul g5 —0u(q,_
= 2(1+CO)‘q’f (1=0)ul(qe-1-15(k-1)2)/a]) (NN
(e}
= — g —u(qe—pswaya) — (L—0)u(gr-1—5(—1)a)/a) + (1= O)u(gr—sway/a))|”
2(1+Co)
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| \/

| gk —u(@r—(skny/a))|* — |(1=0) (u(qr—skay/a) —w(@e-1-sr-1)a)/a]) |

aq
1+ 1+CO

a
> —on|qe)® + 2| gr-sray a)l? — (0552 + Oéz) [TrNYINI
(05}
1+ Co

(1 = 0)*B%|q—(5(e2)/A] — Te—1-[5((h—1))/A]) |- (3.8.110)
Primenom pretpostavke Ay, ocena (3.8.110) postaje
(20 = V)| fuA = Clz]?

aq
> 2(% — u(ge—shay/a) " fr + lgrl* = (COB2 + az) |Gk (5(e2) /22

1 + ‘0 (1-0)*p |Gr—5ka)/A) — Qe-1-[5 ((k_l)A)/A])|2. (3.8.111)

Tada vazi da je
2(qk — u(@r—iskayal)” fe + lgel* + (1 = 20)| fi A
(6%
< _C|Zk|2 + (152 + Oéz) [TrNYNIE

+

1+ (1= 0)* 52| ar—15ka)/8) — Gr—1-[5((k—1)2) /] |- (3.8.112)

Zamenom (3.8.112) u (3.8.106) i primenom pretpostavke Aj, sledi

(6%
|2k |” < \Zk\z — CAlz]* + (152 + 062) [TSEINYINIRAN

_|_

(1 = 0)*B%|qr—(s(ka)/a] — Qh—1-[5((k—1)a)/a]*A
1 + 0

+2(1 = 0) (u(qr—sray/a) — W(@e—1—p(r-1)a)/a]))" frld + my
(6%
<zl = CAlz* + (6152 + a2) [TPINYINI A
0
2@1
1 -+ Co
+2(1 = 0) Blar—150n) /2] — Qe—1—-[5((k—1)a)/a] || fe] A + my,

2
<zl — CAlz]* + (Cﬁz +an+ 5 +2 (1- 9)252) |G—ts(kar)/a] A
0 0

2@1

* co (1= 0)*8%|ak—1-i5(h-1)a)/al*A

(1= 0)*B%|qs—(skn) a1 *A + 1

20&1
1 -+ Co
+(1 = 0)* B2 Qs en) /o] — Gr-1-15(Ge—1)8)/a] A + [ fe*A + my,

«
< fanf? = OB (26 4z + (1= 0767 eyl

+ (1= 0)*B%|qr—1-[5(k-1)n) /8] |° A

20&1

+1+CO

(1= 0)8|qe-1-i5(k-1)a)y/a) A + 2(1 — 0)* B2 qr—(skay/a) P A
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+2(1 = 0?8 |gr—1-po( -1y )21 A + K| PA + Kl qe_psreay/a A + my,

o 2a
= [l — CAlz "+ [152 Tt ( ; +2> <1_9)252} [TPININ A
Co 1+CO
2
- (1 —i—lc N 2) (1= 0)*B%ae-1-5(k-v)ay/al*A + Klae* A+ my. - (3.8.113)
0

Tada za proizvoljnu konstantu A > 1 vazi da je

A(k+1)A|2k+1|2 . AkA|Zk|2

Q 2c
< AT [P (1-08)+ [ 25t Kot (0 2) (=07l
CO 1-'—60
2
(T +2) (L= 081 pe-vayal PA + KA+ my| — 4422,
0

= AFDA 5121 = CA — A72)

o 2c
+AKTDA [152 +ay + K+ ( — 2) (1— 9)2ﬁ2} [TARTTNYINI AN
Co 1+ Co
2c
+AGTDA (11 + 2) (1= 0)82|qr—1-s((h-1)ay/a) A
+ ¢
—i—A(kH)AK]qk]QA + A(k+1)Amk' (3.8.114)

Zbog pojednostavljenja se uvode oznake
Ri(A)=1-CA—- A2,
2
Ry = %52+042+K+ ( - +2) (1-0)*6
0

1+ Co
20(1
Rs = 2) (1—0)*p.
s (1 —+ Co + ) ( ) B
Tada je
k=1 k=1
A |2 ? < 2o + Ru(A) 30 A2+ RyA YD AT g g5y
i=0 i=0
k=1 k=1
+R3A D AR gy snayall’ + KA DD AT g2 4 My(3.8.115)
i=0 i=0
gde je

k—1
Mk _ Z A(i+1)Ami
1=0

lokalni martingal i My = 0.
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Na osnovu definicije z, uslova (3.1.7) i nejednakosti (1.9.54), za svako ¢q > 0,
sledi

|z > g — (1 — ) ulqro1—s(e—1)a)/8]) — Ou(Gr—(sa)/a))]?

—20A (g — (1 = O)u(gr—1-1s(e—1)a)/a]) — Ou(@r—skay/a))” fr

= |gr — (1 = O)ulgr—1-i5(-1)8)/2]) — Ou(@r—sray/a))|?
—20A (g, — w(qr—isgay/a))’ fr — 20(1 — O)A(u(ge—sea)/a))
—u(@ro1-5(k—1)a)/a1)) " T

> g — (1 = 0)u(qgs-1-15(k-1)a)/a)) — Ou(@r—seny/a))|” + 102 gi)?
SN [N &
—(1 = 0)*Alu(ge-tsray/a) — w@e-1-pa-naya)’ — A fil?

1
>

1
o lg]* — ;0|(1 — ) u(qe—1-5(k-1)a)/4]) + Ou(@e—(sa) a)]® + ar0A|gl?

— 0 |qge—skaya)l’ — (1= 0)* B2 Alqr—isea)/a] — Gr-1-(—1)a)/a] >
—0° K A(|qel* + |gs-sra)/a1)

L 2(1 — )23 ,  20%p?

> |qk_1_[5((k_1)A)/AH -

T 14c¢ ¥ Co
01 0A g |* — 2fA| G5k all

— (1= 0?2 A2l 5ea)/21 > + 2l gh-1-5(-1)2)/a]%)
—0*KA(|q]* + |qk—[6(kA)/A]|2)

| g ts (k) all?

— 1 2 2
20232 e 2
o T @0A =20 = 07 A = KA g5 all
0
2(1 — 6)%p?
i <_(c)6 —2(1 - 9)252A> [P TINYINT o (3.8.116)
0

Moze se primetiti da je R;(0) =01 R} (A) = —C + A2 log A. Dakle, pretpostavlja
se daje 1 < A < e, tako da je Rj(A) < 0, A € (0,A*), sto implicira Ry(A) < 0,
A € (0, A*). Tada, zamenom (3.8.116) u (3.8.115), za svako A € (0, A*), sledi da je

k-1 k-1

ARB 2 < 202 4+ K (A) ST ATDA g2 4 Ko (A) ST ATDA g 56ay /a1
k—1 = =
+K3(A) ; AR g ey all? + My, (3.8.117)
gde je
Ki(A) = Ry(A) (1 KA> + KA,
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0c(51)
< 26252 202 2 )
0
K3(A) = Ry(A) (-2(1;0)262 —2(1— 9)252A> + R3A.
0

Kako je K3(A) >0, A € (0,A*), imajudi u vidu (3.2.13), dobija se

k—1

K3(A) ST A2 g1 s-naya)l
=0

k—1
< K3(A) AR g 1 s0)/a)* + Ka(A)AY YT AR g sy all? (3.8.118)
=0

Tada (3.8.117) postaje
k-1
AR P < ol + Ko (A) 30 AR gif?

1=0

k-1
+(K2(A) + K3(A)A?) > A<Z+1)A|QH5(¢A)/A] 2

=0

+K3(A) AR g1 50y/a) ] + M. (3.8.119)

Primenom Leme 2.5 na drugu sumu s desne strane nejednakosti (3.8.119), sledi

k—1

> AT g saaya)F < A Z AGPERAEDA g, siny o))
=0 =0
<([(1=n) "] +1)A™2 Z AFDA G120 (3.8.120)

Kako je n,A = 7, (3.8.119) postaje

k—1
AR 2?2 < X+ h(A) YT AR g2 + My, (3.8.121)
=0

gde je
= |20” + K3(A) A% q_1-p50)a)
—1

+(F2(A) + K3(A)A)([(1 =)+ DA™ 37 AT p(A)? < 0¢3.8.122)

T=—Tx

h(A) = Ki(A) + (Ky(A) + Ks(A)AM)([(1—n) 7+ 1)A". (3.8.123)
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Moze se primetiti da je

h(A)
2 _ N\2 A 2 o)1

N <1+160 2= 6)°A +690 ([ —n)"'+ 1))

+[K + (Ro + RsA®)([(1 =) 7'+ 1)A”

+R1(A) (010 — 02K — (a0 + 07K +23%(1 — 0)*(A% + 1)([(1 — n) 7] + D) AT)| A

Ri(A) (1 S282((1-0)°A% + %) ([(L—n) '] + 1)

- A{ A (]_ + o -4 Co >

+K + (Ry + RsA®)([(1 — )71 + DA™ + Ry (A)

x[010 — 02K — (a0 + 07K +23%(1 — 0)*(A® + 1)([(1 — )] + 1)A] }(3.8.124)

Tada, za svako A € (0, A*), vazi
h(A) < A{RliA) (1 i —- 42 (=0 A+ 960)<[(1 —n) '+ 1))
+K + (Ry + RsA)([(1 = n) '] + 1)A™ + Ri(A)hy (A)},

pri cemu je
hi(A) = 10 — P K — (a0 + 0° K + 232 (1-0)*(A+ 1)) ([(1—-n)""] + 1) A"(3.8.125)

Ocigledno, vazi da je

/

hy(A)
= [~(anf + K +26*(1—-0)2(A+ 1))TA™ 1 —28%(1-0)2A")([(1—n) '] + 1) < 0.

Sa druge strane, moze se zakljuciti da je
In(1) = an — K — (a0 + 62K + 4521 — 0)°) ([(1 — ) 1] + 1).

Na osnovu pretpostavke (3.8.104), sledi da je h(1) > 0. Imajuéi u vidu da jednacina
(3.8.105) ima jedinstveno pozitivno resenje & = log A, sledi

hi(ef) = o — 02K — (a2 + 0*K +26%(1 — 0)*(e* + 1))([(1 — ) ~'] + 1)e” >0,

za svako € € (0,8) i A€ (1,ANneY).

Neka je a(A) = ngA), A € (0,A%). Tada je limapa(A) =logA —C < 0 za

svako A € (1, AneC) id(A) =43, gde je

b(A) = —1+A2(1+ Alog A).
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Kako je b(0) = 01 V(A) = —AA™2log? A < 0, A € (0,A%), A € (1,A A eY),
zakljucuje se da je b(A) < 0, A € (0,A*), A € (1, AN e“), sto implicira a’(A) < 0,
odnosno, da je a(A) opadajuéa funkcija na intervalu (0, A*) za svako A € (1, AAe).
Imajuéi u vidu da je log A — C > a(A), A € (0,A*), za svako A € (1, A A e®), ako

se pokaze da je

hyz&gA—@(li% 2B - FA+ZXK VW+D>
+K + (Ry+ RsA)([(1 —n) 1]+ 1)A" <0, (3.8.126)

tada je h(A) < 0,za A € (0,A%) i A€ (1,ANe").
Dalje, ako je

by — log A <1ic0 200 A+ 9;)([(1—77)‘1] + 1))

B (C%Q((l—9)2A+9;)([(1—77)‘1] +1) +(Re + Ry A)([(1-n) "] + 1)> (A7 —=1)
=K+ (Ry+ R3A)([(1—n) ']+ 1)

o <1j60 26%((1 — )2A+iz)([( —n) '+ 1)) <0, (3.8.127)

za proizvoljno ¢y > 01 A € (1, AN e“), tada je hy < 0 za izabrano ¢ i neko A blisko
1.
Moze se primetiti da je

O( 1 2p%((1— )2A+92)([(1—n)‘1]+1)>

1+CO Co

> K + (2&2 +ay + K+ (12?60 ) (1—0)*8%(A+ 1)) ([(1—=n)"1+1)

@C<a+@m£www+n‘Mﬂu_2m+Wv
>[(1—77I)(]+1+ ﬁ2+a2+K+(12f1 )(1—9)2ﬁ2(A+1)
o (TrammrT e )
S E (- oA+ )
>042+K<[(1_77;_1]+1+1>+2( 0)*B*(A +1). (3.8.128)
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Neka je co =11 C = g% = ¢ Na osnovu izraza (3.8.128), treba pokazati da

za odgovarajudi izbor konstante A, vazi da je

1 B 262((1 — 6)°A+6?) 821 22
“ (12([(1 D 6 - L=+ 1))
>as+ K ([(1 — n;‘l] 1t 1) +2(1-0)*8*(A+1). (3.8.129)

Primenom uslova (3.8.102), odnosno,

1
409(1 =02+ 602+ 3)([(1 —n)~1+1)

(0 Al),

moze se zakljuciti da je izraz pomnozen sa a; u (3.8.129) pozitivan za svako A €
(1, %/\fl/\ec). Nadalje, pretpostavka (3.8.103) garantuje da (3.8.129) vazi za svako

Ae (1, % NAN ec>, Sto implicira hy < 0, kao Sto se i zahteva.
Na osnovu (3.8.121), za svako A € (0, A*), zakljucuje se da je

AR 2 < X + My, (3.8.130)

Na osnovu Diskretne verzije teoreme o konvergenciji semi-martingala (Teoreme 1.7),
sledi

lim sup A*|2,|? < limsup(X 4 My) < 0o s.i.

k—o0 k—o0

Zamenom (3.8.130) u (3.8.116), dobija se

1
( + A — 92KA) AFB g
1+ Co

Co

Co

292 2
(1- 9)252A> AkA|‘]k717[6((k71)A)/AH2 + X + My3.8.131)

Dakle, za svako v € (O, log (% A /_1) A C), postoji ceo broj ki, tako da za svaki ceo
broj ko > kq, vazi

1
( + an0A — 92KA) sup e ql?
1+ Co

k1<k<ko

292 2
< < b + anfA +2(1 — 0)*5%A + 92KA> sup e”kA|qk_[5(kA)/A] B
Co k1<k<ks
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2(1-6)*p° 2 92 kA 2
+ | ————+2(1-0)°B°A| sup € @r_1-[(k-1)a)/a]]" + X + M,
Co k1<k<ks

292 2
< < b +anfA +2(1—0)*B2A + 02KA> e’T sup eV(k’[é(kA)/ADA\qk_[(;(kA)/A] B
o k1 <k<ks

2(1-0)*8° 202 A\ (1) S (h—1—[5((k=1)A)/A]A 2
+ | ——+2(1-0)°p°A |e sup e |Qe—1-[5((k1)2) /2]

Co kr<k<ko
+X + My,
2023 2 02 2
< + agfA +2(1 — 0)*B°A + KA
Co

A 2 A 2
x (€7 sup  e*PgP+ e sup €7 g
k1—n«<k<k1 k1<k<ko

+ (2(1 “O o - 9)%%)

Co

X (eV(T“) sup g 4+ Y sup e”kA|qk|2> + X + M,

k1—ns—1<k<k; k1<k<ko

tako da je, za ¢ = 1,

H sup e |q)? (3.8.132)
k1<k<ksg
< (20%6% + oA +2(1 - 02 A + BPKA) 7 sup g’
k1—n«<k<ki

+ (2(1—9)252 + 2(1—9)252A) AT qup B g X 4 My(3.8.133)

k1—ny—1<k<k;
pri cemu je
1
H =5+ afA — PKA = (26°8° + A +2(1 = 68D + 0K A) 77
— (201 6)°8% + 2(1 - 925°A) 1+
1
> 5 =28 (0" + (1 - 6)%)er T+

+A a0 — 0°K — (02 +4(1 = 0)°8° + 0K ) )], (3.8.134)

Tada, za svako v € (O, —7log ([(1—=n)""]+1) Alog(3 A A) /\C) isvako A € (0, A"),

na osnovu (3.5.91) sledi da je
H> =280 + (- 0P)([(1-m) ™ +1)
+A [ — 02K — (0 +4(1 = 0)°8” + K ) ([(1 =)~ + 1)].
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Imajuéi u vidu prethodnu nejednakost, na osnovu (3.8.102) i (3.8.104) sledi da je
H > 0, tako da (3.8.133) implicira

sup €7 g, |?
k1 <k<ko

1
< = [(26262 + a20A + 2(1 . 9)262A 4+ 92KA> el sup e’YkA‘qk|2

H k1—n.<k<ki

+ (2(1—6)252 + 2(1—6)2ﬁ2A)67(7+1) sup e”kA|qk|2+X—i—Mk}3.8.135)

ey —n.—1<k<k;
Kada ky — 400 u (3.8.135), vazi

sup €7 g |?
k1 <k<oco

1
< T [(292ﬁ2 + agfA +2(1 — 0)*B2A + 92KA> &7 sup  eFR|ql?

k1—n.<k<k;

+ (2(1 —6)?3% +2(1 — Q)QBQA) (D) sup B gr? + X + M| < oo,

k1—ny—1<k<k

sto implicira

lim sup €72 || < oo,
k—o00

za svako v € (O, —rlog([(T=n)7" ]+ 1) A log(3 A A) A C) i A€ (0,A%). Tada iz
(3.8.131) sledi

X+ M,
lim sup €72 |qi.|* < g
k—o0 H
Odatle je
: log(e™[qy|*)
1 ———2 =0
o kA ’
tako da je
lim sup log x| <7
k—o00 kA o 2 ’

za svako 7y € (O, —log ([(1—n)7']+1) Alog(3 A A) A C) isvako A € (0,A%). &

Napomena 3.2 U dokazu prethodne teoreme, uslovi Leme 3.2 nisu eksplicitno pri-
mengeni. Ti uslovi garantuju egzistenciju i jedinstvenost resenja koje se razmatra.
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€ (3,1

Slede¢i primer ilustruje skoro izvesnu eksponencijalnu stabilnost 6-Euler-Maru-
yaminog resenja kada je 6 € (3,1).

Primer 3.3 Razmatra se sledeca skalarna neutralna stohasticka diferencijalna jedna-
cina

1. 1 1 z(t—4(t))
S — = —— 8.1
d[z(t) £g Sin z(t—0(t))] 9c(zf)dt+20\/(_3 T+ 22(t—0 (D)) cos z(t)dw(t)3.8.136)
za t € [0,50], sa pocetnim uslovom ¢(t) = 1,t € [—7,0], tako da je T = 0.5 i ¢ €

C_l;_—o([—T, 0]; ) Koeficijent prenosa f(z,y) = 418517 zadovoljava uslov linearnog rasta

Al za K = 82, pri éemu funkcija u(z) = 50 sinx, x € R zadovoljcwa pretpostavku
As za f = 5. Neka je funkcija kasnjenja oblika (5( ) =1 — 3sint, t € [0,50]. Tada
je
1 1 -

§'(t) = —icost < 1= )

: 1
(1)~ 3(s)| < {1t — sl t5 € [0,50],

pri cemu su pretpostavke As i Ay zadovoljene za n = %. U cilju provere da li vazi

uslov As, moZe se uociti da je

1 1 1 P
2(z —u(y)) f(x,y) + |9(IE,?J)|2 —ﬂ:BQ + 1 2003: sy + 2400 (1 + 2)? cos’
< Ly Loy L L
<o toa00” T 2a00Y t 2200
SR PO W
< 50" * Ta00Y
odnosno, ay = % 1 g = 1200 Pored toga, vazi da je

(0] . 1 < 33
1—4 900 = 800
Kako vazi pretpostavka Cy za svaki izbor pozitivnih konstanata py @ po, neka je pp =

pe = &, tako da je O((u1 + p2)A + B8) < 1 za svako A € (0,1). Tada se, na osnovu
Leme 3.2, zakljucuje da odgovarajuce 0-FEuler-Maruyamine aproksz'matwne jednacine

= (.

imaju jedinstvena resenja. Imajuéi u vidu (3.5.61), za 0 = 4, sledi da je q, =
o(kA), k= —n,,—n,+1,...,0, dok je, za k =0,1,2, ...
3 . 1
Qk+1 = qk + 200 SN Qg4 1—[5((k+1)A)/A] — 100 SIN G [5(kA) /A
—2(1)0 Sin qg_1— [((kl)A)/A]_614Qk+lA ;2%A
L _Beopea)/a] o0 Ay (3.8.137)

+
20V/6 1+ 4_fshn)/a
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Skoro izvesna eksponencijalna stabilnost §-Euler-Maruyamine metode za NSDJ sa
vremenski-zavisnim kasnjenjem

Prateci dokaz Teoreme 3.5 na osnovu (5.8.109), s obzirom na to da je C' = %, sledi
da je A* = 1. Dakle, za svako A € (0, A*) ispituju se uslovi stabilnosti jednacine

(5.8.137).
Na Slici 3.4 je predstavijeno nekoliko trajektorija reSenja jednacine (3.8.137) sa

korakom A = 0.01.

L0%,
o.9§
O.8§
o.7§
O.6§
o.5§

04}

Y IS O O H S R
0 10 20 30 40 50

Slika 3.4: Trajektorije #-Fuler-Maruyaminog resenja za A = 0.01

Kako je
1 1
00—+ )((-n+D "33

sledi da vazi uslov (3.8.102). Pored toga vazi da je

33 12([(1=n)7"]+1)
800 T 1—-432(91—02+ 2 +3)([(1—n)"]+1)

x (0 + K ( + 1) +5(1 - 0)*8%) = 0.03914,

1
(EDRES
§to znaci da je uslov (3.8.103) ispunjen. Konacno,

a1 — 0’ K — (o8 + 02K +45(1 — 0)*)([(1 —n) '] + 1) = 0.0287,

odnosno, uslov (3.8.104) je ispunjen.
Na osnovu Teoreme 3.5, za v € (0, —log ([(1 =)'+ 1) Alog(3 A A) A C’),

sledi da je

loglar| _ 7

lim sup

k—o0 kA o 2 ot
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O skoro izvesnoj eksponencijalnoj stabilnosti #-Euler-Maruyaminog resenja za
€ (3,1

pri cemu je A = logé, dok je & jedinstveno resenje jednacine (3.8.105). Direktnim
1zracunavanjem se dobija

1 A = 34.1444,

log ([(1—m " +1)=04621 C =2t =
on([(1-n )+ 1) =062 €=U = 2L

T+ 1

tako da Teorema 3.5 vazZi za vy € (0, %).

U cilju ilustracije skoro izvesne eksponencijalne stabilnosti 6-Euler-Maruyaminog
resenja, predstavlj trajektorije kolicnika B1%L o od = AL
ja, predstavljene su trajektorije kolicnika =3 u odnosu na pravu z = — 1405,

Sto se moze videti na Slici 3.5.

z

11
1600

. . .. . 1
Slika 3.5: Trajektorije koli¢nika % u odnosu na pravu z = _%%)0

159



Zakljucak

U ovoj disertaciji su razmatrane numericke aproksimacije resenja neutralnih sto-
hastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem i neutralnih
stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem i prelazima
Markova. Pritom su proucavane Euler-Maruyamina metoda, backward Eulerova
metoda i f-Euler-Maruyamina metoda. Odredeni su dovoljni uslovi konvergencije u
verovatnod¢i niza Euler-Maruyaminih i backward Eulerovih resenja ka ta¢nom reSenju
neutralnih stohastickih diferencijalnih jednacina sa vremenski-zavisnim kasnjenjem
i prelazima Markova. Pored toga su odredeni i dovoljni uslovi pod kojima ova
reSenja nasleduju od tacnog resenja osobinu skoro izvesne eksponencijalne stabil-
nosti. Takode su, posebno za 6 € (0,3] 1 6 € (3,1), razmatrani dovoljni uslovi pod
kojima tacno i #-Euler-Maruyamino aproksimativno resenje imaju osobinu skoro
izvesne eksponencijalne stabilnosti. U svrhu dobijanja navedenih rezultata su pri-
menjivani, u nekim situacijama, uslov linearnog rasta, dok su u drugim situacijama
primenjivani uslovi nelinearnog rasta i to dve verzije uopstenih uslova Khasminski-
iog.

Rezultati ovog rada bi se na odgovarajuéi nacin mogli prosiriti na razlicite klase
stohastickih diferencijalnih jednacina. Pored toga mogli bi se uvesti drugaciji uslovi
pod kojima aproksimativna resenja konvergiraju ka tacnom resenju i pritom imaju
osobinu stabilnosti odgovarajuée vrste. Takode moguéi pravci daljih istrazivanja bi
se mogli odnositi na proucavanje nekih drughih numerickih metoda aproksimacije.
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Summary

In this dissertation numerical approximations of solutions to neutral stochastic differ-
ential equations with time-dependent delay and neutral stochastic differential equa-
tions with time-dependent delay and Markovian switching are considered. Euler-
Maruyama, backward Euler and #- Euler-Maruyama methods are studied. Suffi-
cient conditions for convergence in probability of the sequences of Euler-Maruyama
and backward Euler solutions to the exact solution of neutral stochastic differen-
tial equations with time-dependent delay and Markovian switching are determined.
Moreover, conditions under which these solutions inherit from the exact solution
almost sure exponential stability property. Beside that, for 6 € (0, %] and 0 € ( %, 1),
the sufficient conditions under which both the exact and 6- Euler-Maruyama ap-
proximate solutions share the almost sure exponential stability property. In order
to obtain the previously mentioned results, in some situations, the linear growth
condition is applied, while in other situations certain nonlinear growth conditions,
precisely generalized Khasminskii-type conditions, are used.

The results of this dissertation could be extended appropriately to different
classes of stochastic differential equations. Moreover, some different conditions un-
der which the approximate solutions converge to the exact solution and have the
same stability property can be applied. Beside that, possible directions for further
research could be related to the studying of some other approximate methods.
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N3JABA O AYTOPCTBY
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V Humy, 28.06.2019.

[ToTnuc ayTopa aucepraiuje:

(/4/&/@ OhaaoGu KL

Méja C. O6pandguh




3JABA O HICTOBETHOCTH IITAMIAHOT ¥ EJJEKTPOHCKOT OBJIUKA
JIOKTOPCKE JIUCEPTAIIHJE

Hacnos auceprauyje:

HYMEPHUYKE AIIPOKCUMAIIUJE PEIIEA HEYTPAJIHUX CTOXACTHUYKHX
TUOEPEHITUJAJIHAX JETHAYMHA CA BPEMEHCKH-3ABUCHUM
KAIIIELEM

M3jaBsbyjem j1a je eeKTPOHCKH 00K Moje JIOKTOPCKe AMCepTalluje, Kojy cam rnpejao/na
3a yHOWEe y JINPHTAIHH PeNO3HTOPHjyM Yuupepsurera y Huuy, ncroBeTan mramMmnanoM

00J1Ky.

V Huy, 28.06.2019.

[Totnuc ayropa aucepraumje:

% /Zwa 06%&5}0511/6
Nﬁja C. O6paad@ih




U3JABA O KOPUII'REDY

Osnawhyjem Ynupepsutercky Oubanoreky ,Hukoma Tecma™ na 'y JlururaaHu
penosutopyjym Yunepsutera y Huly yHece Mojy A0KTOPCKY JcepTalujy, Moj HaCJI0BOM:

HYMEPUUKE AITPOKCUMAIIAJE PEHIEIbA HEYTPAJTHUX CTOXACTHYKNAX
JTUPEPEHINIAJHAX JETHAYNHA CA BPEMEHCKHN-3ABUCHUM
KAIIEILEM

Jluceprauujy ca cBUM MPUIO3MMA MPEJao/a caM y eNEKTPOHCKOM OOJIHKY, OrOJHOM 32
TPajHO apXUBHPAE.

Mojy JOKTOpCKY aucepTaiujy, yHeTy y JMrMTaiHH pernosutopujyM YHHBEp3uTeTa y
Huiy, MOry KOpPMCTHTH CBH KOjH TOLITYjy oApeade cajp:kane y oJadpaHoM THIy JHLCHLE
Kpearuse 3ajeanue (Creative Commons), 3a Kojy cam ce o1y4uo/sa.

1. Ayropctso (CC BY)

2. Ayropcrso — Hekomepuujanto (CC BY-NC)

3. AyroperBo — Hekomepuujaano — 6e3 npepage (CC BY-NC-ND)

4. AyTopcTBO — HeKOMepLMjanHo — aenuTH nox uctum ycnosuma (CC BY-NC-SA)
5. Ayropcteo — 6e3 npepaze (CC BY-ND)
6. AyropctBo — aenutyd oA uctum yenosuma (CC BY-SA)

Y Huy, 28.06.2019.

[Tornuc ayTopa auceprauyje:

%fﬁj& Qﬁw faﬁ

Mja C. OGpaydauh




