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Abstrakt

U ovoj disertaciji izucavali smo pojedine prostore dvostrukih nizova izvedene iz
domena cetvorodimenzionalnih uopstenih matrica razlika. Disertacija se satoji iz
sedam glava, a glave se sastoje iz sekcija.

U prvoj glavi navodimo pojedine definicije i teoreme koje su nam kasnije po-
trebne, osnovna svojstva topoloskih, normiranih i vektorskih prostora.

U drugoj glavi izlozili smo prostore dvostrukih nizova i naveli definicije i teoreme
koje se kasnije u radu koriste.

U trecoj glavi najpre je definisana ¢etvorodimenzionalna uopStena matrica ra-
zlike B(r, s, t,u) i definisani su pojedini novi prostori nizova B(M,,), B(C,), B(Cp),
B(C,), B(L,), B(Cy) i B(Cyo) iz domena Cetvrodimenzionalne uopstene matrice ra-
zlika B(r,s,t,u) u prostorima dvostrukih nizova M., Cp,, Cyp, C;, L4, Cs 1 Cpo, u
datom poretku. Zatim, dati su pojedini rezultati iz topologije pod strogim uslo-
vima.

U Cetvrtoj glavi dati su a—dual prostora B(M,), B(Cy,) i B(Cy) i neke osnovne
leme i teoreme koje koristimo da odredimo 3(d)—dual prostora B(M,), B(C,),
B(Cy,), B(C,), B(L,) i B(Cy). Zatim se navodi y—dual prostora B(M,), B(Cs),
B(L,) i B(Cy). Pored toga, cetvorodimenzionalna matri¢na klasa (Cy : M,) se
karakteriSe kako bi se odredio y—dual prostora B(Cy).

U petoj glavi navodi se ¢etvorodimenzionalna matréna transformacija prostrora
dvostrukih nizovnih B(M,), B(C,), B(Cy), B(C,), B(L,) i B(Cy) koristeéi kon-
cept Cetvorodimenzionalne dualne metode za dvostruke nizove koju su izlozili Ba-
sar [Basar(2012)|, Yesilkayagil i Bagar|Yesilkayagil and Bagar(2015)|. Pored toga,
izlozeni su potrebni i dovoljni uslovi za karakterizaciju nekih novih ¢etvorodimen-
zionalnih matri¢nih klasa (B(M,,) : Cf), (M, : B(Cy)), (Ly : Cs), (B(Ly) : Cy) i
(Ls : B(Cy)) u oba slucaja, kada je 0 < ' <111 < ¢ < co. Osim toga, navedeni
su neki znacajni rezultati za ¢etvorodimenzionalna matri¢na preslikavanja.

U Sestoj glavi subklasa (X, Y) kompaktih operatora je opisana pomoc¢u Ha-
usdorffove mere nekompaktnosti na B-sumabilnim prostorima dvostrukim nizova.
Pri ¢emu je X = {B(M.),B(Co),B(Cw),B(Ly)(1<q<00),B(L,)} 1Y =
{M., Cy, Cyo, Ly, L4}, gde je ¥ = {bp,r}.

U sedmoj glavi izlazemo rezultate ove teze i neke otvorene probleme.
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Lista simbola 1 skrac¢enica

N : Skup prirodnih brojeva
C : Skup kompleksnih brojeva
F : Skup skalara
N x N : Skup uredjenih parova ¢iji su elementi iz skupa prirodnih brojeva

C, : Skup svih kovnergentnih dvostrukih prostore nizova u Pringsheimovom smi-
slu

Cpo @ Skup svih nula dvostrukih prostore nizova u Pringsheimovom smislu
M, : Skup svih ograni¢enih dvostrukih prostore nizova

Cip : Skup svih ogranicenih i kovnergentnih dvostrukih prostore nizova u Prings-
heimovom smislu

Cipo : Skup svih ogranic¢enih i nula dvostrukih prostore nizova u Pringsheimovom
smislu

C, : Skup svih regularno konvergentnih dvostrukih prostore nizova
Cro @ Skup svih regularno nula dvostrukih prostore nizova
C; : Skup svih skoro konvergentnih dvostrukih prostore nizova

Cy, : Skup svih skoro nula dvostrukih prostore nizova
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Aq

BS

CSy

R?

¢etvorodimenzionalna beskona¢na matrica A domena na dvostrukom pro-
storu niza \.

: Skup svih apsolutno g—sumabilnih dvostrukih prostore nizova

: Skup svih apsolutno sumabilnih dvostrukih prostore nizova

: Skup svih ogranic¢enih redova ¢iji su nizovi parcijalnih suma ogranic¢eni

: Skup svih ogranic¢enih redova ¢iji su nizovi parcijalnih suma -konvergentni
u Pringsheimovom smislu

: Skup svih dvostrukih prostore nizova ogranic¢enih varijacija

: a—dual prostora niza A

. B(¥)—dual prostora niza A gde je ¥ = {p, bp,r}

: y—dual prostora niza A

. Cetvorodimenzionalni diferencni operator

. Getvorodimenzionalna uopstena matrcia gde su r, s, t,u € R\ {0}

: B(r,s,t,u,)— domen ograni¢enog dvostrukog niza

: B(r, s,t,u,)— domen Y¥—konvergentnog dvostrukog niza gde je 9 = {p, bp, r}

: B(r,s,t,u,)— domen apsolutno g—sumabilno dvostrukog niza

. B(r, s,t,u,)— domen skoro konvergentnog dvostrukog niza

: Cetvorodimenzionalna CeSarova sredina

: Cetvorodimenzionalna Rieszova sredina



Lista tabela

Tabela 1 - Domeni nekih ¢etvorodimenzionalnih matrica u dvostrukim prosto-
rima nizova
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Glava 1

Uvod

[strazivanja nizova oduvek su bila veoma popularna, zbog njihove veoma zna-
¢ajne uloge u matematici i posebno u funkcionalnoj analizi. Moderna matemticka
istrazivanja su pokazala da su prostori nizova veoma interesantni i zahvalni za iz-
ucavanje. NajviSe su ispitivani problemi konvergencije. Teorija prostora nizova i
matrica sa domenom na prostorima nizova ima primenu na viSe grana matematike
kao $to su topoloski prostori, teorija sumabilnosti i teorija funkcija.

Proucavanje prostora nizova motivisano je klasi¢nim rezultatima iz teorije sumi-
ranja do kojih su dosli veliki matematic¢ari kao Sto su Cesaro, Holder, Abel, Norlund,
Euler, Knopp, Hardy i drugi. Rezultati iz teorije funkcionalne analize su pomogli
matematicarima Kotheu i Toeplitzu da razviju napredak teorije sumabilnosti na
prostorima nizova.

Moderna teorija prostora nizova ima znacajne posledice u obradi klasi¢ne teorije
sumiranja putem matri¢nih transformacija iz jednog prostora nizova u drugi. 1950.
godine, Abraham Robinson je poceo da izuc¢ava beskonacne matrice linearnih opera-
tora umesto da razmatra beskonac¢ne matrice realnih ili kompleksnih brojeva. On je
posmatrao Banachove prostore na kojima su linearni operatori definisani. Kasnije,
mnogi matematicari, medju kojima su Simons, Petersen, Madox, Willansky, Zeller,
Russel, Prasad, Lal, Singh, Bhatt, Ahamed, Chandra, Mahanty, Kishore, Pati, Das,
Nanda, Srivastava, svojim radovima znacajno doprinose razvoju teorije prostora ni-
zova i matri¢nih transformacija. Proucavanje uopsStene matricne transformacije i
teorija prostora nizova motivisano je posebnim rezultatima u teoriji sumabilnosti.

Teorija sumiranja, je teorija zadavanja granice jednostrukom ili dvostrukom nizu.
Ova teorija je jedna od fundamentalnih teorija u modernoj funkcionalnoj analizi i
njenim primenama. U klasi¢noj i savremenoj metodologiji sumiranja matri¢na me-
toda je klasi¢na metoda koja se bavi beskona¢nim matricama i njihovim domenima
i konceptima konvergencije koji ih generisu. Specijalni sumabilni metodi dati su
posebnim triangularnim matricama nazvanim Cesarova sredina, Hoélderov metod,
Weightedov matrica, Rieszov metod, Norlundov metod, Hausdorffov metod, metod
funkcija i sumabilni metod definisan jakim redovima.

Posle svih ovih istrazivanja prostora nizova, matri¢nih transformacija na pro-
storima nizova i teorije sumabilnosti na prostorima nizova, ostalo je jedno jos uvek
otvoreno pitanje kakve su moguénosti formiranja novog nizovnog skupa? Posebno
nakon 2000-tih, matematicari koji su proucavali savremene koncepte vezane za jed-
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Uvod 13

nostruke i dvostruke nizove izucavali su specijalne matrice sa domenom na prosto-
rima nizova. Konstruisanje novog skupa jednostrukih i dvostrukih prostora nizova
i njihovo povezivanje sa odredjivanjem lokacije izmedju ovih prostora i novih pro-
stora, karakterizacijom matri¢ne transformacije iz jednog od ovih prostora u drugi,
su neki od razmatranih problema.

Svaki rezultat za jednostruki niz je prenesen i na dvostruki niz i veéina korisnih re-
zultata je uspesno publikovana. Recimo, Moéricz i Rhoades|Moricz and Rhoades(1988))]
su konstruisali skoru konvergenciju dvostrukog niza i to je dovelo do prostora Cy.
Jardas i SarapaJardas and Sarapa(1991)] su istrazivali sumabilnost dvostrukih pro-
store nizova ¢ije su koordinate dobijene mnozenjem koordinata dva jednostruka niza.
Moricz|Moricz(1991)] je istrazivao neka svojstva prostora C,, C, i Cp; nazvanim kon-
vergencija u Pringsheimovom smislu, nula u Pringsheimovom smislu i regularna kon-
vergencija dvostrukog niza , koja su kompenzovana na prostorima c i ¢y jednostrukih
prostore nizova. Boos, Leiger i Zeller|Boos et al.(1997)Boos, Leiger, and Zeller| su
definisali e—, be— i ¢— konvergenciju dvostrukih prostore nizova i odredili neka
topoloska svojsta ovih tipova konvergencije koriste¢i SM — metod.

Koncept skore konvergencije jednostrukih nizova prvi je uveo i izucavao Lorentz
|[Lorentz(1948)]. 2010. godine, Mursaleen [Mursaleen(2010)] je istrazivao odredjena
svojsta prostora skoro konvergentnih prostore nizova oznacenih sa f. Nakon toga
mnogi matematicari su istrazivali matrice sa domenom na skoro nula i skoro konver-
gentnim prostorima nizova (vidi|Bagar and Kirig¢i(2011)], [Tug and Basar(2016)],
|[Kayaduman and Sengoniil(2012)], [Sengoniil and Kayaduman(2012)]).

Skora konvergencija za dvostruke nizove je pojam definisan od strane Moricza i Rho-
adesa |[Moricz and Rhoades(1988)| i izuc¢avana od brojnih matematicara

(vidi [Mursaleen and Mohiuddine(2014)|, [Mursaleen and Savag(2003)],

[Méricz and Rhoades(1990)]-[Mursaleen and Mohiuddine(2010a)]). Yesilkayagil i Ba-
sar |Yesilkayagil and Bagar(2016b)| su posmatrali topoloska svojstva skoro nula i
skoro konvergentnih dvostrukih prostora nizova.

Edely|Edely et al.(2003)] je predstavio koncept Cauchy i statisticke konvergen-
cije za dvostruke nizove.S’druge strane, u ovom istrazivanju veza izmedju statisticke
konvergencije i stroge Cesaro sumabilnosti dvostrukih nizove je istrazena. Mursaleen
i Savag|Mursaleen and Savag(2003)| su karakterizovali skoro regularne klase matrica
za dvostruke nizove. Zatim, Mursaleen|Mursaleen(2004)| i Edely[Edely et al.(2004)]
su predstavili koncept skoro stroge regulartnosti matrica za dvostruke nizove, tako-
dje oni su izneli koncept M-core za dvostruke nizove preko skoro strogo regularnih
matrica. Tripathy i Sarma|Tripathy and Sarma(2009)] su uveli odredjene vektroske
vrednosti dvostrukih prostore nizova pomocu Orliczove funkcije i dali su neka topo-
loska svojstva i njihove veze. Subramanian i Misra|Subramanian and Misra(2010)]
su izuc¢avali neke nove prostore nizova. Savas i Patterson[Savas and Patterson(2011)]
su definisali nove dvostruke prostore nizova izvedene funkcijom modula i istrazivali
su veze izmedju njih. Mursaleen i Bagar[Mursaleen and Basar(2014)] su uveli pro-
store M., C~p7 épg, ébp, Co il koji predstavljaju domene Cesaro sredine jednog reda
u dvostrukim prostorima nizova M,,, Cp, Cpo, Crp, Cp, 1 L

Zeltser |Zeltser(2001)], je u svojoj doktorskoj tezi proucavao teorije topologije
dvostrukih prostora nizova i teoriju sumabilnosti dvostrukih prostora nizova. Al-
tay i Bagar [Altay and Bagar(2005)| su izucavali dvostruke serijske prostore BS,
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BS(t), CSy i BV ¢iji su nizovi parcijalnih suma u prostorima M,, M,(t), Cy i
Ly, gde je 9 € {p,bp,r}. Oni su izucavali odredjena topoloska svojstva ovih pro-
stora i odredili a—duale prostora BS, CSy, 1 BV i f(1)—duale prostora CSy, i CS,
dvostrukih serija. Osim toga, dali su uslove koji karakterisu klase ¢etvorodimen-
zionalnih matrica transformacije definisanih u prostorima CS,, CS, i CS,. Basar
[Basar(2012), Glava 7, str. 277| je proucavao dvostruke nizove i srodne teme i iz-
neo osnovne rezultate. Bagar i Sever [Basar and Sever(2009)| su detaljno izucavali
Banachov prostor £, apsolutno g-sumabilnih dvostrukih prostora nizova i ispitivali
topoloska svojstva. Stavise, oni su odredili a—, f(¥)— i y—duale prostora L,; gde
jel < g < ooid € {pbp,r} Nedavno su obavljene neke znacajne studije, od
strane viSe matematicara za dvostruke prostore nizova i ¢etvorodimenzionalne ma-
trice (Vidi [Mursaleen and Mohiuddine(2008)], [Mursaleen and Mohiuddine(2008)],
[Mursaleen and Mohiuddine(2012)], [Mursaleen and Mohiuddine(2010b)]).

1.1 Uvodne napomene i oznake

U ovom odeljku navodimo neke potrebne definicije, teoreme i primere potrebne
za dalja izuCavanja

Definicija 1. (vektorski prostor)[Malkowsky and Rakocevié(2019)] Neka je X ne-
prazan skup i neka je ' realno ili kompleksno polje. X nazivamo linearnim prosto-
rom (ili vektorskim prostorom) nad poljem F sa slede¢im funkcijama

+: X xX—=X 1 . FxX-X

tako da za svako \,u € F i x,y,z € X budu zadovoljeni sledeci uslovi.
(i) v +vy =y +zx, (komutativnost sabiranja)
(ii) (x+vy)+2z=21z+ (y+ 2), (asocijativnost sabiranja)
(111) Je € X such that v+ e = e +x = x, (postojanje nule)
(iv) 3—x € X such that x+(—x) = (—x)+x = 0, (postojanje inverza za sabiranje)
(v) Lo ==z
(vi) A(z+y)=Az+ Ay
(vii) (N4 p).x = Az + px
(viit) A.(p.z) = (A.p).x = p.(A.x)

tada uredjenu trojku (X,+,.) nazivamo linearnim (ili vektorskim) prostorom nad
poljem F.

Definicija 2. (Polumetricki prostor)[Boos and Cass(2000)] Neka je X neprazan
skup i d: X x X — R preslikavanje. Tada d nazivamo polumetrikom na X ako su
sledeci uslovi
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(i) d(z,y) >0 and d(z,z) =0, (poludefinitnost)
(11) d(x,y) = d(y,x), (simetricnost)
(1i1) d(z,z) < d(x,y)+d(y, z), (nejednakost trougla,).
zadovoljeni za svako x,y,z € X.

Dodatno, ako u prvom uslovu d(z,y) > 0 kada je x # y, onda d nazivamo metri-
kom na X. Ako je d polumetrika ili metrika na X, onda uredjeni par (X, d) nazivamo
polumetrickim ili metrickim prostorom. Osim toga, d(x,y) se naziva rastojanjem
izmedju z i y.

Definicija 3. (Niz)[R.G. Bartle(2011)] Niz realnih ili kompleksnih brojeva je funk-
cija definisana na skupu N = {1,2,3,...} prirodnih brojeva ¢iji domen je sadrzan u
skupu R realnih brojeva ili skupu C kompleksnih brojeva. Drugim recima, funkcija
X : N = R/C odredjuje niz koji obeleZavamo sa x,, gde x, predstavlja vrednost X u
n.

Definicija 4. (Konvergentan niz)[R.G. Bartle(2011)] Za niz v = (x,) u skupu
R kaZemo da konvergira ka L € R, ako za svako € > 0 postoji prirodan broj K (e)
tako da je |x, — L| < € za svako n > K(€). Ako niz ima graniénu tacku, onda niz
nazivamo konvergentnim, inace niz naziwamo divergentnim.

Definicija 5. (Ogranicen niz)[R.G. Bartle(2011)] Niz x = (x,) realnih brojeva
nazivamo ogranicenim ako postoji realan broj M > 0 tako da vazi |z,| < M za svako
neN

Definicija 6. (Limes superior i limes inferior)[R.G. Bartle(2011)] Neka je
x = (z,) ogranicen niz realnih brojeva.

(i) Limes superior niza x = (x,) je infimum skupa V za v € R tako da je v < x,
za najvisSe konacno mnogo n € N. Limes superior obeleZavamo sa limsup(x,,)
ili lim(x,).

(i1) Limes inferior niza x = (x,) je supremum skupa W za w € R tako da je
r, < W za najvise konacno mnogo n € N. Limes inferior obeleZavamo sa
liminf(x,) i lim(z,).

Teorema 1. Ograniceni niz x = (x,) je konvergentan ako i samo ako lim(z,) =
lim(x,)

Definicija 7. (Cauchijev niz)[Malkowsky and Rakocevié(2019)] Neka je x = (x,)
niz realnih brojeva. Niz x = (x,) nazivamo Cauchijevim nizom ako i samo ako za
svako € > 0, postoji realan broj N = N(e€) tako da vazi |x, — x| < € za svako
n,m > N (e).

Definicija 8. (Kompletan metricki prostor)[Malkowsky and Rakocevic¢(2019)]
Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je kompletan ako i samo ako svaki Cauchijev
niz konvergira ka nekoj tacki iz X. Drugim recima, ako d(x,,x,,) — 0 kada n,m —
00, onda postoji tacka x € X tako da d(x,,x) — o kada n — oo.
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Definicija 9. (Paranorma)[Wilansky(1978)] Neka je X linearni prostor. Ako su
sledeci uslovi zadovoljeni za svako x,y € X, onda preslikavanje g : X — R nazivamo
paranormom na X

(i) g(z) >0ig(d)=0
(i) g(—z) = g(x)
(ii) g(z +y) < g(z) +9(y)

(iv) Ako je A\, niz skalara takvih da A, —— X kada n — oo i x = (x,,) niz iz skupa
X takav da g(x, —x) — 0 kada n — oo, onda g(A\,x, —Ax) — 0 kada n — oo.

Paranormu nazivamo totalnom, ako g(z) = 0 implicira x = 0.

Definicija 10. (Polunorma)/Boos and Cass(2000)] Neka je X linearni prostor

na R(iliC). Preslikavanje p : X — R je polunorma na prostoru X ako su za svako
z,y € X i A € R(iliC) sledeci uslovi zadovoljeni.

(i) p(x) >0, (poludefinitnost)
(1) p(Ax) = |A|p(x), (pozitivna homogenost)
(11i) p(x+y) < p(z)+ p(y), (nejednakost trougla).

Ako u prvom uslovu vazi p(z) > 0 za svako x # 0, onda dato preslikavanje p
naziwamo normom na prostoru X . Ako je preslikavanje p polunorma ili norma na
X, onda uredjeni par (X, p) nazivamo polunormiranim ili normiranim prostorom.

Kada je (X, p) polunormiran prostor i d polumetrika na X definisana sa
d(xz,y) = p(x,y), za svako x,y € X

onda d nazivamo polumetrikom na X generisanom polunormom p na X.

Definicija 11. (p-normirani prostor)[Malkowsky and Rakocevi¢(2019)] Neka je
X realan ili kompleksan linearni prostor, ||.|| : X — R ¢ p > 0. Tada za uredjenu
trojku (X, ||.||, p) kaZemo da je p-normirani prostor, ako su zadovoljeni sledeci uslovi.

(i) ||z|| =0 ako i samo ako x =0
(i) Azl = |[AP[l]]
(ii) ||z +yll < ll=ll + [lyll-

Definicija 12. (preslikavanje o¢uvanja norme)[Malkowsky and Rakocevi¢(2019)]
Za preslikavanje T : X —'Y (na, 1-1) izmedju normiranih prostora X 1Y kaZemo
da ocuvava normu ako

Vo e X, ||Tx|| = [l

Ako je Y slika preslikavanja T onda za prostore X 1Y kaZemo da su izomorfni, a
preslikavanje T nazivamo izomorfizmom.
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Definicija 13. Alfa-dual \*, beta-dual \° i gama-dual XY nizovnog prostora \ defi-
nisani su sa

AY = |
Moo=
A= |

(zr) € w:wy = (Tyr) € (1 za svako y = (yx) € A},
() € w:ay = (xRpyr) € cs za svako y = (yr) € \},
() € w:ay = (xRpyx) € bs za svako y = (yi) € A\}.

8 8 8
Il



Glava 2

Dvostruki nizovi 1 redovi

U ovoj glavi, rezimirali smo dvostruke prostore nizova i neka topoloska svojstva.

2.1 Dvostruki nizovi

U ovom poglavlju, definisali smo dvostruke nizove i njihove podskupove u datom
redosledu.

Definicija 14. Neka je X neprazan skup i f funkcija iz N x N u X tako da

f o NxNoX
(m,n)—)f(m,n) = Tmn

tada funkciju f nazivamo dvostrukim nizom. Ako je X = R onda f nazivamo
realnim nizom; ako je X = C onda [ nazivamo nizom kompleksnih vrednosti.

Elementi bilo kog dvostrukog niza x = x,,,,, mogu se prikazati preko neogranic¢ene
matrice, na slede¢i nacin

Too Tor To2 - Ton
1o Ti1 Ti2 - Tin
Toog T21 T22 - Top
Tmo Tml ITm2 - Tmn

S_kup svih dvostrukih prostore nizova sa kompleksnim vrednostima obelezavamo
sa €.

Q:={z = (xmn) : Tyn € C, ¥Ym,n € N}

Q2 je vektroski prostor, sa sabiranjem i skalarnim mnozenjem. Vektore iz skupa €2
nazivamo dvostrukim prostorima nizova.

18
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Definicija 15. [Patterson(2000)] Neka je f dvostruki niz na X i neka su

t:N — N
m = i(m) = (ip)

j:N — N
n — jn)=(n)
dva rastuca jednostruka niza. Neka je funkcija h definisana sa

h:NxN — NzN
(m,n) — h(m,n) = (in, jn)

Tada, kompozicija funkcija

foh:NxN — X
(m,n) — foh(m,n)=(xi,;.)

predstavlja podniz of (Ty,y,). Posto beskonacni niz (z;,, ;) skupa NazN moze biti
odredjen, onda, moZe se reci da postoji beskonacni podniz (x,,,). Zapravo, podniz
(Tyn) odredjujemo tako Sto brisemo pojedine vrste i kolone u originalnom nizu.

2.2 P-konvegencija prostora dvostrukih nizova

Definicija 16. Neka je dvostruki niz x = (2,,) € Q. Ako za svako € > 0 postoji
prirodan broj ng = no(€) i L € C tako da |, — L| < € za svako m,n > ng, onda
kazemo da je dvostruki niz x = (x,,) konvergentan u Pringsheimovom smislu i da
konvergira ka tacki L i zapisujemo p — limy, pn—yoo Tmpn = L. Skup svih dvostrukih
prostore nizova konvergentnih v Prigsheimovom smisl oznacavamo sa C,. Skup C,
definisan je sa

Cp ={x=(vn) € Q:3L € C,Ve > 03k e N,Vm,n >k 3 |z, — L| < €}

je linearnt prostor, sa koordinatnim sabiranjem i skalarnim mmnoZenjem.
Moricz[Moricz(1991)]je dokazao da je dvostruki prostor nizova C, kompletan polu-
normiran prostor sa polunormom

||ZL‘||OO: lim sup |xmn|
N O m,n>N

Definicija 17. Za dvostruki niz x = (x,,,) kaZemo da je ogranicen ako |||, =
SUP,, nen |Zmn| < 00, gde je N = {0,1,2,---}. Prostor svih ogranicenih dvostrukih
prostore nizova obeleZavase sa M, i definisan je sa;

Mu = {ZE = (xmn) €Q: ||x||00 = Ssup |xm,n| < OO}

m,neN
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§to predstavlja Banachov prostor sa normom |||s-

Za razliku od jednostrukih prostore nizova postoje dvostruki nizovi koji konver-
giraju u Pringsheimovom smislu ali nisu ograni¢eni. Odnosno, skup C,/M,, nije pra-
zan. Zapravo Boos|Boos and Cass(2000)| je pokazao, definisanjem niza z = ()
sa

xmn

n , m=0n¢€cN;,
0, m>1neN.

ocigledno sledi p — limy;, 00 Zmn = 0 ali [|2]|oe = sUP,, pen [Tmn| = 00, dakle x €

Cp/ M,

Definicija 18. Neka je Cy, skup dvostrukih prostore mnizova koji konvergiraju u
Pringsheimovom smislu i takodje su ograniceni, odnosno Cy, = C, N M, tada je;

Cop :=1{2 =Ty €Cp 1 ||Z]|oc = SUP |Tpnn| < 00} =C, N M,,.

m,ne

Skup svih dvostrukih prostore nizova koji konvergiraju u Pringsheimovom smislu i
dvostrukih ogranicenih prostore nizova Cy, je linearan Banachov prostor sa normom

|Z]|co = SUD |Tpmn| < 00
m,neN

Definicija 19. [Hardy(1904)] Za niz iz skupa C, kaZemo da reqularno konvergira
ako postoji jednostruki konvegentan niz za svaki indeks, skup svih reqularno konver-
gentnih prostore nizova obeleZavamo sa C,., skup C, odredjen je sa;

Cr ={r=2pmn €C, VM €N (Typ)m € ¢, i VN € NS (Tyn)n € ¢}

Regularna konvergencija zahteva ogranicenost dvostrukih prostore nizova, to je
osnovna razlika izmedju reqularnre 1 konvegencije u Pringsheimovom smaslu. Sta-
vise, sa Cppo @ Cro, mi obeleZavamo prostore svih dvostrukih prostore nizova koji
konvergiraju ka 0 sadrZanih u prostorima Cy, i C,, u datom redosledu.

Definicija 20. /Basar and Sever(2009)] Prostor L, svih apsolutno g—sumabilnih
dvostrukih prostore nizova, koji odgovara prostoru £y svih g—sumabilnih jednostrukih
prostore nizova, je odredjen sa

L, := {x:(xkl)eQ:Z\xkl|q<oo}, (1 <qg< o0)

k.l

$to predstavlja Banachov prostor sa normom || - ||, definisanom sa

1/q
lz]lg = (Z|$kl’q> : (2.1)

Prostor L, predstavlja poseban slucaj prostora L, gde je ¢ = 1, ovo je pokazao Zeltser

[Zeltser(2002)].
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2.3 Skoro konvergentni prostori dvostrukih nizova

Lorentz|Lorentz(1948)] je uveo pojam skoro konvergentnih jednostrukih prostore
nizova, a Moricz i Rhoades|Moricz and Rhoades(1988)] su prosirili i izucavali ta]
pojam za dvostruke nizove.

Definicija 21. [Moricz and Rhoades(1988)] Dvostruki niz x = (xg) kompleksnih
brojeva skoro konvergira ka uopstenoj konstanti L ako

m+q n+q’
— lim su x
b qq%oomngl) (q+1 q+1 l;n; M

U tom slucaju, L nazivamo fo—granicom dvostrukog niza x. U citavom radu Cy
predstavija skup svih dvostrukih skoro konvergentnih prostore mizova.

CfZ:{.T:(;Ekl)EQZElLECB

m-+q n+q’
— hm su T L| =0, uniformno po m,n ;.
= 0 T 2 2 £ = oo pomun)

Poznato je da je konvergentan niz skoro konvergentan. Ali, dobro je poznato i
da je svaki ogranicen konvergentan dvostruki niz takodje skoro konvergentan i da je
svaki skoro konvergentan dvostruki niz ograni¢en. Odnostno, inkluzije Cy, C Cy C
M, vaze i svaka inkluzija je prava.

Definicija 22. [Cunjalo(2007)] Dvostruki niz x = (xy) nazivamo skoro Cauchijevim
ako za svako € > 0 postoji pozitivan ceo broj K tako da

mi+gq1 n1+q) 1 ma+gqe n2+4)

TTIEED L X T e L & | <

kmlln1 k=mga l=ng

20 500k0 G154y, G2, g5 > K i (ma,n1), (M2, n2) € NxN.

Teorema 2. [Mursaleen and Mohiuddine(2014)] Dvostruki niz je skoro konvergen-
tan ako v samo ako je skoro Cauchijev.

Moricz i Rhoades|Moricz and Rhoades(1988)] su izucavali ¢etvordimenzionalne
matricne transformacije svakog skoro konvergentnog dvostrukog niza i p—konvergentni
dvostruki niz sa istom tackom konvergencije. Skoro konzervativne i skoro regularne
matrice za jednostruke nizove uveo je King [King(1966)] i skoro Cy—konzervativne
i skoro Cy-regularne ¢etvorodimenzinalne matrice za dvostruke nizove su karakteri-
zovali 1 definisali Zeltsera [Zeltser et al.(2009)Zeltser, Mursaleen, and Mohiuddine].
Mursaleen [Mursaleen(2004)] je uveo skoro strogu regularnost za dvostruke nizove.
Cetvorodimenzionalna matrica A = (@mnki) je skoro strogo regularna ako transfor-
mise svaki skoro konvergentan dvostruki niz u skoro konvergentan dvostruki niz sa
istom grani¢nom vrednosScéu.
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Definicija 23. [Zeltser et al.(2009)Zeltser, Mursaleen, and Mohiuddine] Cetvorodi-
menzionalna matrica A = (ki) je skoro Cy—konzervativna matrica ako transfor-
mise svaki V—konvergentan dvostruki niz x = (x) u skoro konvergentan dvostruki
niz, odnosno, A = (amnk) € (Cy : Cy).

Definicija 24. [Zeltser et al.(2009)Zeltser, Mursaleen, and Mohiuddine] Cetvorodi-
menzionalna matrica A = (amnii) je skoro Cy—regularna ako je Cy—konzervativna i
fo—lim Ax =9 — limx za svako x € Cy.

Neka je A\ dvostruki prostor nizova, sa konvergencijom u odnosu na neko pravilo
linearne konvergencije ¥ — lim : A — C. Suma dvostrukih redova ) ij Lij postujuci
dato pravilo definisana je sa ¥ — z” Tij =0 —1limy, ;o0 ZZ”]ZO z;j. Svuda u tekstu
sumiranje bez ograni¢enja ide od 0 do oo, na primer ), . x;; predstavlja » 27 zi;.

U ovom delu,izu¢avamo ¢etvorodimenzionalne matri¢ne transformacije proizvolj-
nog dvostrukog prostora nizova A u proizvoljan dvostruki prostor nizova u. Neka je
A = (@mnr) proizvoljna beskonaéna matrica, pri ¢emu m,n, k,l € N, z = (xy) pro-
izvoljan dvostruki niz, oznaci¢emo Az = {(AZ)mn }mnen, gde je A—transformacija
niza x, za svaki niz z = (zj) € A postoji u skupu p; pri ¢emu je

(Az)pn =0 — Z AmnkiTr 20 svako m,n € N. (2.2)
k,l

Domen c¢etvorodimenzionalne matrice ima fundmentalan znacaj za ovu tezu. Dakle,
ovaj koncept je predstavljen u ovom poglavlju. ¥—summabilni domen )\f) od Au
prostoru A dvostrukih prostore nizova odredjen je sa

)\Sg) = x=(ry) €Q: Ax = (19 — Z amnklmkl> postoji i pripada \
k.l m,neN

Iz (2.2) sledi da A slika prostor A u prostor p ako A C ,uff). Skup svih ¢etvorodimen-
zinalnih matrica, koje preslikavaju prostor A u prostor p, obelezavamo sa (A : p).
Prema tome, A = (amnr) € (A : @) ako i samo ako dvostruki niz sa desne strane
jednakosti (2.2) konvergira u smislu 9 za svako m,n € N, to jest, A, € V@) za
svako m,n € N iimamo Az € p za svako x € A; gde je Ay = (Gt )k jen za svako
m,n € N. Stavise, sledece definicije su znacajne za pravilnu klasifikaciju ¢etvorodi-
menzionalne matrice. Cetvorodimenzionalna matrica A je Cy — konzervativna ako
je Cy C (Cy)a, Cy — regularna i Cy — konzervativna i

Y —limAzr =9 — lim (Az)y, =0 — lim 2, gdeje x = () € Cy.

m,n—o0 m,n—o0
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2.4 Dvostruki redovi

U ovom poglavlju, izlazemo pojedine rezulatete za prostore dvostrukih redova
koje su definisali i proucavali Altay i Basar [Altay and Bagar(2005)], i navodimo
osnovne oznake i neke topoloske osobine dvostrukih redova.

Definicija 25. [Altay and Basar(2005)] Skup BS svih ogranicenih redova ¢iji su
nizovi parcijalnih suma ograniceni definisan je sa

BS = {:c = () €Q: sup |spma| < oo} (2.3)

m,neN
gde je miz Spn = > 1o Tr (M, n) parcijalna suma reda.
rostor je linearan Banachov prostor sa normom definisanom sa
Prostor BS je 1 B h t defi

m,n
E Tkl

k=0

|z|lss = sup . (2.4)

m,neN

Ovaj prostor je linearno izomorfan nizovnom prostoru M,,.

Definicija 26. [Altay and Basar(2005)] Skup CSy svih redova Ciji su nizovi parci-
jalnih suma Y—konvergentni u Pringsheimovom smislu definisan je sa

CSy ={x=(ap) € Q: (Smn) € Cy} (2.5)

gde je ¥ = {p,bp,r}.

Prostor CS,, je linearan kompletan polunormiran prostor sa polunormom defini-
sanom sa

k,l
T = lim [ su Tl ) .
|| “00 n—o00 <k7l>131 z;) ! ) ( )

Ovaj prostor je izomorfan nizovnovnom prostoru C,.
Pored toga, skupovi CS;, i CS, su takodje i Banachovi prostori sa normom (2.4)
i vazi inkluzija CS, C CSy,.

Definicija 27. [Altay and Basar(2005)] Skup BY Skup svih dvostrukih prostore ni-
zova ogranicenth varijacija definisan je sa

BY = {QZ = (l’kl) cQ: Z ‘xkl — Tg—11 — Tkl-1 + .Clﬁk_u_l’ < OO} . (27)
k,l

Prostor BV je linearan Banachov prostor sa nornom odredjenom sa

z|[sy = Z |Tht — Tp—10 — Thgo1 + Tpo101] - (2.8)
k.l

Ovaj prostor je linearno izomorfan prostoru £, apsolutno konvergentnih dvostrukih
prostore nizova. Osim toga, vaze stroge inkluzije BY C Cy i BY C M,,.
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2.5 «, 81— duali prostora dvostrukih nizova

Definicija 28. [Gupta and Kamthan(1980)] a—dual \*, B(9)—dual \*®) v odnosu
na ¥—konvegenciju i y—dual XV prostora dvostrukih nizova A\ definisani su respek-
tivno, sa

AY = {a = (ag) € Q: Z lagzr| < 0o za svako x = (xy) € )\} ,

k.l

N — {a =(aw) €NV — Zaklxkl postoji za svako x = (xy) € A} ,
k.l
A= {a = (ay) € Q: sup Z apTr| < 0o za svako x = (z) € Xy .
m,neN k,1=0

Za dva proizvoljna prostora A i p dvostrukih nizova vazi u® C A% uvek kada
A C i A C N, Pored toga, poznato je da inkluzija A* C M) vazi, dok inkluzija
M) X7 ne vazi, zato ¥—konvergencija dvostrukih prostore nizova parcijalnih
suma dovstrukih redova nije garantovana ogranic¢enoscu.



Glava 3

B(r, s,t,u) matrice i pojedini novi
prostori dvostrukih nizova

U ovoj glavi, najpre smo definisali ¢etvorodimenzionalnu uopstenu diferencnu
matricu B(r, s, t,u) i pojedine nove dvostruke prostore nizova B(M.,,), B(C,), B(Cyp),
B(C,), B(L,), B(Cs) i B(Cyo) iz domena Cetvorodimenzionalne uopstene matrice
razlika B(r,s,t,u) u dvstrukim prostorima nizova M,, C,, Cyp, C;, Ly, Cs i Cyo,
respektivno. Nakon toga, pojedini topoloski rezultati i pojedine inkluzijske relacije
su predstavljene uz odredjene stroge uslove. ncna

3.1 Cetvorodimenzionalna uopstena matrica razlika
B(r,s,t,u)

Adams [Adams(1933)] je definisao ¢etvorodimenzionalnu beskona¢nu matricu
A = (Gmnk) nazvanu trougaonom matricom G, = 0 za k > m ili [ > n ili
oba. Takodje [Adams(1933)| za matricu A = (@mnui) kaZemo da je trougaona ako
nmn 7 0 za svako m,n € N. Pored toga, citirajuéi Cooka [Buck et al.(1952),
Remark (a), p. 22| mozemo re¢i da svaka trougaona matrica ima inverznu matricu
koja je takodje tougaona.

Cetvorodimenzionalna diferencna matrica A = (Omnki) definisana sa

5 {(—1)m+n_k—l , m—1<k<m, n—1<1<n,
mnkl +—

0 , inace

za svako m,n,k,l € N. Neka je niz y = (Ymn) A—transformacija niza x = (2,),
niz y = (Ymn) je odredjen sa

Ymn = (Ax)mn = Tmn — Tm—1n — Tmpn—1 T Tm—1,n—1

za svako m,n € N. Osim toga, direktnim ra¢unanjem dobijamo inverznu matricu

25
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A~ = S = (s;unp) odredjenu sa

1, 0<k<m, 0ZI1<n,
Smnkl =

0 , inace

za svako m,n, k,l € N.

Koncept uopstene cetvorodimenzionalne matrice razlika uveli su Tug i Basar
[Tug and Bagar(2016)| and Tug [Tug(2017a)|,|Tug(2017b)],[Tug(2018)],[Tug(2018)].
Neka sur, s, t,u € R\{0}. Onda, éetvorodimenzionalna uopstena diferencna matrica
B(r, s,t,u) = {bmnki(r, s,t,u)} definisana je sa

(

su , (k,1)=(m-—1n-—1),
st , (k,0)=(m—1,n),
bnia (1,8, t,u) = ¢ ru , (k1) = (m,n—1),
rt , (k,0)=(m,n)
| 0 , inace

za svako m,n,k,l € N. Dakle, B(r,s,t,u)—transformacija dvostrukog niza x =
(Tmn) je data sa

Ymn = {B(r,s,t,0)x}mn = menkl(r, S, b, u)xy (3.1)
k.l
= SUTp—1pn—1 T StTm—1,n + TUTm -1 + TTTmn
za svako m,n € N. Prema tome, imamo inverz B~1(r, s, t,u)

B’l(r,s,t,u) = F(r,s,t,u) = { fonm(r, s, t,u)},

odakle sledi

(_S/,’,,)mfkt(_u/t)"*l 7 0 é k S m7 0 S l S n;
fmnkl(ra57t7u) = i :
0 , 1nace

za svako m,n,k,l € N. Dakle, niz x = (z,,,) mozemo dobiti primenom inverzne
matrice F'(r,s,t,u) na (3.1), imamo tada

m,n m—k n—I
1 _ _
Tomn (—S) (_u) yr za svako m,n € N. (3.2)

ot r t
ke, 1=0
U tezi pretpostavljamo da dvostrukii nizovi z = (Zyn) 1 ¥ = (Ymn) pOvezani
sa relacijom (3.1). Ako je p — Um{B(r,s,t,u)x},m, = [, onda za niz x = ()
kazemo da B(r,s,t,u) konvergira ka [. Tada jer =t =11 s = u = —1 za svako
m,n € N, ¢etvorodimenzionalna uopstena diferencna matrica B(r, s,t,u) se svodi
na ¢etvorodimenzionalnu diferencnu matricu A = B(1,—1,1,—1).
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3.2 Pojedini novi prostori dvostrukih nizova

U ovom poglavlju, definisa¢emo dvostruke prostore nizova B(M,,), B(C,), B(Cs,),
B(C,) i B(L,) iz domena ¢etvorodimenzionalne uopstene matrice razlika B(r, s, t, u)
u dvostrukim prostorima nizova M,, Cp, Cyy, C, 1 L4, respektivno. Pored toga,
definisa¢emo nove skoro konvergentne prostore nizova B(Cy) i B(Cy,) izvedene iz
domena ¢etvorodimenzionalne matrice B u prosorima svih skoro konvergentnih i
skoro nula dvostrukih prostore nizova Cy i Cy,, respektivno. Nakon toga dokazujemo
dasu B(Cyp), B(C,), B(L,), B(Cy) i B(Cy,) Banachovi prostori i da je B(C,) komple-
tan polunormiran prostor. Na kraju, zakljuc¢ujemo poglavlje sa nekim inkuzijskim
relacijama.

B(M,) = {x = (Tmn) € Q1 sup [{B(r, s, t,u)r}m,| < oo} :

m,neN
B(C,) := {x =(Tpn) €EQ:NeC3p— lim [{B(r,s,t,u)x}n, —I| = 0} ,
m,n—oo
B(Cyy) = {x=(xmn) € Q: B(r,s,t,u)r € Cy},
B(C,) = {x= (vmn) € Q: B(r,s,t,u)z €C,},
B(L,) = {az = (Tmn) € Q: Z H{B(r, s, t,u)x}m.]? < oo} , 0< g < o0,
B(Cy) = {x =(xw)€eN:3ILeC>
1 m+q n+q’
— lim su Bx)y — Ll =0, uni. um,n p,
P | D X P }
B(Cy,) = {x = (zg) € Q:
1 m-+q n+q’
— lim su Bx)y| =0, uni. um,n ;.
P o | A (B }

3.3 Pojedini topoloski rezultati

Izneéemo sada neke topoloske rezulate i inkluzijske relacije uz stroge uslove.

Teorema 3. Dwvostruki prostori nizova B(M,), B(Cy) i B(C,) su linearni Ba-
nachovi prostori sa koordinatni sabiranjem 1 skalarnim mnoZenjem, @ linearno su
izomorfni prostorima M., Cy, 1 C,, respektivno, sa normom definisanom sa

|z Bma) = SUp |suap—1,-1 + Stxp_1,1 + ruzr—1 + rty). (3.3)
k,lEN

Dokaz. Dokaza¢emo teoremu samo za prostor B(M,,), na identi¢an nac¢in je moguce
dokazati teoremu i za ostale prostore. Lako je pokazati linearnost prostora, pa
¢emo izostaviti detalje. Posmatrajmo Cauchijev niz 2/ = {22 }nnen € B(M,)
kako bismo pokazali da je prostor B(M,) Banachov prostor sa normom ||z 4,
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definisanom sa (3.3). Za proizvoljno € > 0, postoji pozitivan ceo broj N(e) € N tako
da

||xj — $Z||B(Mu) = Sup |{B(T7 s, t, u)xj}mn - {B(T, s, t, u)xl}mn| <€ (34)

m,neN

za svako i, j > N(e) Onda mozemo reci da je {(B(r, s,t,u)x? ), }jen Cauchijev niz
u M, za svako m,n € N. Kako je M, kompletan, zbog konvergencije, imamo

{B(r,s,t,u)2x’ } o — {B(r,5,t,u)2}mn kada p — oco.
Kada p — oo iz jednakosti (3.4), imamo
H{B(r, s,t,u)x? }rn — {B(r, 8,t,u)T }n| < € za svako m,n € N.
Kako je {{B(r,s,t,u)x’ },,n} € M., postoji pozitivan ceo broj K tako da

sup \{B(r,s,t,u)xj}mn| < K.

m,neN

Dakle, slede¢a nejednakost vazi

{B(rs,tu)rkmal < HB(r,s,tu)a?n = {B(r, 5,1, u)} o
+ |{B(T7 S7t7 u)xj}mn| <e+ K

Uzimajuéi supremum po m,n € N objedinjenjem svih prethodno navedenih rezul-
tata dobijamo B(r,s,t,u)r € M,, odnosno, © € B(M,). Dakle, prostor B(M,,)
je linearan Banachov prostor sa normom || - ||pa4,) odredjenom jednakoséu (3.3).
Pokazac¢emo sada da je prostor B(M,) linearno izomorfan prostoru M,, na identi-
¢an nacin se moZe pokazati i za ostale prostore. Sa notacijom iz (3.1), definisa¢emo
transformaciju 7" iz B(M,) u M,, za x — Tx =y = B(r,s,t,u)z. Trivijalno je po-
kazati da je T linearno i injektivno. Neka je y = (yx) € My 1 * = (2n,) definisano
preko y i relacije (3.2) za svako m,n € N. Dakle, iz (3.1) sledi

{B(r,s,t,u)x}mn = SUTm—1n—1+ StTim_15 + TUTpp—1 + Tty
m—1,n—1 s m—k—1 —u n—Il—1 Yt
= su — — =
> () () %
k,l=0
m—1,n e m—k—1 —u n—I Yl
st — —)
cas () () %
k,l=0
m,n—1 s m—k —u n—I—1 i
+ ru — — —
> () &) %
k,l=0
m,n s m—k —u n—l Yl
+ rt — — =—
k;)( T ) ( t ) rt
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za svako m,n € N §to nas dovodi do posledice da je

||x||B(Mu) = sup |{B(T7Sat7u>x}mn| = Sup ’ymn‘ = ”yHoo < 0.
m,neN m,ne
Ovo znaci da je niz & = (Z,,,) definisan sa (3.2) u prostoru B(M,,), to jest, da je T
surjektivno i o¢uvava normu
Ovim je teorema dokazana. O]

Teorema 4. Prostori nizova B(Cy) i B(Cy,) su Banachovi prostori linearno izo-
morfni prostorima Cy 1 Cy,, respektivno, sa normom definisanom sa

m+qn+q
x|, = sup (Bx)g 3.5
H H (Cy) vl el (q+ q +1 ];LZZ; ( )

Dokaz. Dokazacemo teoremu samo za prostor B(C ) na identican nacin se pokazuje

i za prostor B(Cy,). Posmatrajmo Cauchijev niz z\9) = {xkl teien € B(Cy). Za dato
€ > 0, postoji pozitivan ceo broj M(e) € N tako da

m-+q n+q’
12 =2 lpe, = sup

4,9’ ym,neEN (q—|— q—|—1 ZZ BI(J kl Bl’ )kl]

< € (3.6)

za svako i, j > M(e). Iz jednakosti (3.6) sledi da je niz {(Bx"))y}en Cauchijev u
Cs za svako k,l € N.

Kako je C; kompletan sa normom |[z[|¢, (vidi[Yesilkayagil and Bagar(2016b)]), niz
je konvergentan. Tada mozemo reéi da postoji dvostruki niz x = (zx) € Cy tako da

m+q n+q’ m+q n+q’
(
(q+1) q+1 ;;Bx] 0 T D) q+1 I;H;Bx

kada j — oo. Sada, uzimajuéi grani¢nu vrednost kada i — oo iz jednakosti (3.6),
za svako € > 0 i za svako vazi k,l € N imamo

m-+q nt+q’ m-+q nt+q’
)
(q+1 q+1 g;B:ﬂ kl — ;ﬂ;Bl’kl<€

Sa druge strane, kako je {(Bz\");} € C; i svaki skoro konvergentan dvostruki niz
ogranicen, postoji pozitivan realan broj K tako da

sup

m,neN

rEsTrEn PP RN E
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Dakle, sledeé¢e nejednakosti vaze

m-4q n+q

(q+1 ZZBJE

kmln

m-q n+q

(q+1 ZZB%

kmln

m+q n+q’

— (Bx)g
T
m-+q n+q’

(¢ +1) q+1 ZZBx

< e+ K.

Sada uzimajuc¢i supremum po m,n € N i p—granicu kada ¢,¢ — oo iz pretodne
nejednakosti imamo

(Z > (Brw/l(a+1)(d + 1)]) € Cy,

k=m l=n

odnosno, = € B(Cy). Mozemo uociti da je prostor B(Cy) Banachov prostor sa
normom || - ||p(c,) odredjenom jednakoséu (3.5).

Sada, treba pokazati da je B(Cy) = C;. Da bismo ovo dokazali, treba pokazati
postojanje linearne bijekcije izmedju prostora B(Cy) i Cy. Posmatrajmo preslikavanje
T iz B(Cy) u Cy odredjeno sa x +— T'v = y = Bz, sa notacijom (3.1). Linearnost i
injektivnost preslikavanja T su oc¢igledni. Neka je y = (yi) € Cs proizvoljan niz i
neka je niz x = (xy,;) takav da sa nizom y zadovoljava relaciju (3.2) za svako k,l € N.
Tada imamo sledec¢u jednakost

(Bx)w = suxp_1 -1+ stxp_1; + ruxg_1 + rtxy
k—1,1-1 s k—i—1 —u —j—1 Yii
ij
= su — — —
Z ( T ) ( t ) rt
2,7=0
k-1, _s k—i—1 —u I—j Yis
+ st — — 2
() ()%
2,7=0
+ ru — — -
Z ( r ( t ) rt
1,7=0
k,l s k—i —u y
+ rt — — Y
Z ( r ) ( t ) Tt
1,7=0
= Yu

za svako k,[l € N. Prema tome, dolazimo do jednakosti

m+q n+q’ m-+q n+q’

p— lim YN (Ba)u/[(g+ 1)@+ )] =p— lim Y "> yu/l(g+1)(¢ +1)]

q,q9' —o0 q,q9' —o0
k=m l=n k=m l=n
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Ovo pokazuje da je niz z = (v) € B(Cy). Odatle moZemo re¢i da je T surjekcija.
Stavise, to se moze dobiti iz sledeé¢e nejednakosti

1 m+q n+q’
HUCHB(Cf) - q,qfnfﬁeN (g+1)(¢+1) I;L ;(Bx)kl
1 m+q n+q
=S G DT & 2| e <o

Dakle, T' o¢uvava normu. Stoga, T je linearna bijekcija i B(Cys) i Cy su linearno
izomorfni. Ovim je teorema dokazana. O

Teorema 5. Prostor B(C,) je linearan prostor sa koordinatnim sabiranjem i skalar-
nim mnoZenjem, linearno je izomorfan prostoru C,. Takodje, B(C,) je kompletam
polunormiran prostor sa polunormom

ol = i ( sup [{B(5.t0)honl )

m,n>k
Dokaz. Dokaz je slican dokazu Teoreme 3. Zbog toga, preskacemo detalje. [

Teorema 6. Prostor B(L,) je linearan prostor sa koordinatnim sabiranjem i sklar-
nim mnozenjem i vaze sledeci iskazi:

i) Ako je 0 < g <1, onda je B(L,) kompletam q—normiran prostor sa normom

HxHB(ﬁq) - Z |{B(T7 s, 1, u>x}mn’q

i izomorfan je u odnosu na qg—normu prostoru L.

ii) Ako je 1 < q < oo, onda je B(L,) Banachov prostor sa normom

1/q
lzllB,) = [ZHB(T,S,LU)OU}mnlq]

i izomorfan je u odnosu na normu prostoru L.

Dokaz. (i) Lako je pokazati linearnost prostora B(L,) koji je g—normiran prostor.

Zbog toga, preskoci¢emo detalje. Neka je x' = {x%)n} Cauchijev nis za svako
m,neN

fiksirano ¢ € N u prostoru B(L,). Za dato € > 0 postoji pozitivan realan broj
N(e) > 0 tako da vazi

o'~ 27ll(z,) = DB 5.t w)a i — (B 5.1, u)a? | < €

m,n

za svako i, j > N(e). Onda, zaklju¢ujemo da je {{B(r,s,t,u)x'},},ey Cauchijev
niz za svako fiksirano m,n € N. Na osnovu (i) Teoreme 2.1 Yegilkayagil i Bagar
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[Yesilkayagil and Bagar(2017)| prostor £, je kompletan g—normiran prostor. Zbog
toga Cauchijev niz {(Ba")n, },cy konvergira u prostoru Ly, kada i — oo, to jest
postoji niz B(r, s,t,u)x € L, tako da je

’{B(r, $,t, )" Yo — {B(r, s,t,u)x}mn‘ <e€

za svako m,n € N. Osim toga, kako je {{B(r,s,t,u)z'},un} € L, za svako fiksirano
i € N, postoji pozitivan realan broj M > 0 tako da vazi -, [{B(r,s,t,u)x" }un|? <
M. Dalje, vaze nejednakosti

S IBx)mal® < > (HB(r, st )2 bn — {B(r, 5,t,0)a |

m,n

+ ‘{B(r, s,t,u)xi}mn‘)q
Z |{B(r, 5,1, )T Yo — {B(r, 5,1, u)x}mn|q

IA

+ Z|{B(r,s,t,u)xi}mn|q
< Eii—M

Sto znaci da je B(r,s,t,u)x € L,, odnosno, x € B(L,). 1z prethodnog imamo da je
B(L,) kompletan g—normiran prostor.

Definisa¢emo sada bijektivno preslikavanje iz prostora B(L,) u prostor L, koje
o¢uvava normu. Posmatrajmo preslikavanje T koris¢éeno u drugom delu dokaza Te-
oreme 4 za prostore B(L,) i £, umesto prostora B(M,) i M,, respektivno. Lako
je pokazati da je T linearno i bijektivno preslikavanje. Neka su y = (ymn) € £, i
x = (Tpmy) nizovi definisani relacijom (3.2). Dalje, sumirajuéi po m,n € N dobijamo

H{B(r, s, t,u)xtmnl? = [SUZm—1n-1+ StTm_1n + TUTp -1 + TETpp|
m—1n—1 m—k—1 n—Il—1
S e 3 =3 -
(3 (7)o
k,1=0

m,n m—k n—I

L =5 —u
() () w
k=0

= |ymn‘q

daje||B(r,s,t, u)x/||\B(£q) = ||yﬂq, odnosno, z € B(L,). Prema tome, T je surjektivno
preslikavanje. Ovim je zavrSen dokau dela (7).
Kako deo (ii) mozemo dokazati na identi¢an nacin, detalje ¢emo izostaviti.
O
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3.4 Pojedine inkluzijske relacije pod strogim uslo-
vima

Teorema 7. Neka je s = —r,t = —u. Stroge inkluzije Cy C B(Cy) i Cs, C B(Cy,)
vaze.

Dokaz. Najpre, pokazacemo da vaze inkluzije C; C B(Cy) i Cy, C B(Cy,). Kako je
s = —r,t = —u, Getvorodimenzionalna matrica B = (b,ux) zadovoljava uslove Leme
30. Tada za svako x € Cf(ili Cy,), Bx € Cy(ili Cy,) kada god je x € B(Cy)(ili B(Cy,))
veze inkluzije C; C B(Cy) 1 Cy, C B(Cy,).

Da bismo pokazali da inkluzije strogo vaze, treba pokazati da skupovi B(Cy) \ Cs
i B(Cy,) \ Cgynisu prazni, odnosno, da postoji dvostruki niz z = (2,,,,) koji pripada
skupu B(Cy) ali ne i skupu Cy. Neka je & = (2y,,,) dvostruki niz odredjen sa x,,, =

ot za svako m,n € N. Kako niz nije ogranicen, ocigledno = ¢ C;. Ali kako je
s = —r,t = —u, onda dobijamo B—transformaciju od x datu sa
(Bx)mn = {B(r, —rt,—t) T} = TtTm_1n—1 — "tTm_1n — "tTmn_1 + tTimn
—1)(n—-1 -1
D=1 =D
Tt Tt
m(n —1) mn
— rt——— rt—
rt Tt
=1

Dakle, imamo slede¢u jednakost sa prethodno navedenim rezultatom

m+q n+q’

DD (Baju

Nakon uzimanja supremuma po m,n € N u prethodnoj jednakostii primene p—granice

=1

1
(¢+1)(¢+1)

kada ¢, ¢ — oo vidimo da je Bx € C;. Lako se moze pokazati da niz ,,, = 77 za
svako m,n € N pripada skupu B(Cy,) \ Cy, na identican nac¢in prethodnom. Zbog
toga, izostavicemo detalje. O

Teorema 8. Vazi stroga inkluzija M, C B(M,,).

Dokaz. Najpre, pokaza¢emo da inkluzija M, C B(M,) vazi. Neka je z = (z,,,,) €
M, dvostruki niz tako da postoji realan pozitivan broj K tako da sup,, ,en [Tmn| <
K. Dakle, lako se moze uociti da vazi

sup {B(r,s,t,u)x}mn| = SUp |Sutpm—1n-1+ StTm_1n + rUTmn_1 + TtTmn|
m,neN m,neN

< (|su] + |st] + |ru| + |rt) K < .

Ovo znaci da je dvostrki niz r = (z,) € B(M,), odnosno, da vazi inkluzija
M, C B(M,).

Pokazac¢emo sada da je inkluzija stroga. Odnosno, da skup B(M,) \ M, nije
prazan. Neka je © = (x,,,) dvostruki niz odredjen sa x,, = (—1)™"(m +1)(n+ 1)
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za svako m,n € N. Ocigledno je da = ne pripada skupu M,. Ako uzmemo da je
r =t =s = u, onda dobijamo {B(r, s,t, u)}—transformaciju od = datu sa

{B(r,r,r,r)z}mm = 12 [(—1)m+"_2mn + (=)™ Im(n + 1)
+ (=)™ m+Dn+ (=1)""(m+1)(n+1)]
(_1>m+n7,2

sto daje ¢injenicu B(r,r,r,r)z € M,. Ovim je dokaz zavrsen. ]
Teorema 9. Stroga inkluzija C, C B(C,) vaZi.

Dokaz. Pokazacemo najpre da inkluzija C, C B(C,) vazi. Neka je dat niz z =
(Tmn) € Cp. Onda, postoji kompleksan broj [ tako da p — limy, oo |Tmn — 1| =
0. Uzimajuéi grani¢nu tacku B(r,s,t,u)—transformacije od = kada m,n — oo u
Pringsheimovom smislu imamo

p— lim {B(r,s,t,u)x}tm, = p— lm (suzpm_1,—1+ StTm_1n
m,n—00 m,n—o0

+  TUT 1+ T )
su (p — lim xm_lvn_1>
m,n—o00

+ st (p lim iEan)

m,n—oo
4+ rulp— lm z,, 1
m,n—o0 ’

+ rt (p lim xmn>
m,n—00

Kako je x € C,, onda su svi podnizovi niza = takodje konvergentni. Prema tome,
B(r,s,t,u)x € Cp, to jest, v € B(Cp).

Da bismo pokazali da inkuzija C, C B(C,) strogo vazi,pokaza¢emo da skup
B(C,)\Cp nije prazan. Neka je x = () dvostruki niz definisan sa ,,,,, = (mn)/(rt)
za svako m,n € N. Ako uzmemo da je s = —r,u = —t, onda imamo

{B(r,—nrt,—t)x}tmn = rtTm_1n_1 — rtTm_1n — Tty n_1 + Ty

—1 —1 —1 —1
_ plmmDle-1) m-ln  omn-1)  mn

rt rt rt rt
= 1

za svako m,n € N. Prema tome, lako se moze zapaziti da © = () ¢ C,. Al
p — limy, oo {B(7, 5,6, 0)T s = 1, te je, x € B(Cp). Ovim korakom je dokaz
kompletiran. O

Teorema 10. VaZi stroga inkluzija Cy, C B(Cyp).

Dokaz. Ovo je prirodna posledica Teorema 8 1 9. Zbog toga, izostaviéemo dokaz ove
teoreme. ]

Teorema 11. Stroga inkluzija L, C B(L,) vaZi, za 1 < g < 0.
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Dokaz. Neka ja x = (zpy) € L, dvostrukinizi1 < ¢ <oco. Ondaje, >, |Tmal? <
0o. Sada imamo

1/q
Z {B(r,s,t, u)x}mn|’1] = (Z |suTm—1n-1 + StTm—_1n
m,n

m,n

+  TUTgp1t+ rtmmn|q)1/q

1/q
|sul (Z |xm—1,n—1|q>
1/q
+ st <Z yxml,nyQ>

m,n

1/q
+ |rul (Z |xm7n1|q>
1/q
+ |rt] (Z |xmn|q) < 0

m,n

IN

odakle sledi da je B(r,s,t,u)r € L,, odnosno, x € B(L,).
Dokazacemo sada da je inkluzija stroga, definisa¢emo niz koji pripada skpu B(L,)
ali ne i skupu £,. Neka je niz x = (x,,,,) definisan sa

za svako m,n € N. Ako je (_75) > 1ili (_T“) > 1, ili oba, onda oc¢igledno = ¢ L,.
Ali pod istim ograni¢enjima imamo

Z H{B(r,s, t,u)x}tm,|? = Z

—s\" /—u\""" 1
~n(3) () %
(3 () 5

T t Tt

Sledi da je B(r,s,t,u)x € L,, odnosno, x € B(L,). Ovim je teorema dokazana. [

Teorema 12. Neka je 1 < g < q1 < oco. Tada inkluzija B(L,) C B(L,,) vaZi.

Dokaz. Neka je dvostruki niz x = (z,.,) € B(L,) Sto implicira Bx € £,. Kako
su Basara i Severa [Basar and Sever(2009)| pokazali da inkluzija £, C L£,, vazi za
1 <g<q <oo,ondaje Bx € L,,. Dakle, z € B(L,,), §to je i trebalo pokazati. [



Glava 4

a, B(1¥) i y—duali prostora dvostrukih
nizova

U ovoj glavi predstavili smo aw—dual prostora B(M,,), B(Cy,) 1 B(Cy) dali neke
osnovne leme i teoreme potrebne za odredjivanje ((1¢)—duala prostora B(M,,),
B(Cp), B(Cwp), B(C,), B(L,) i B(Cs). Nakon toga, definisan je y—dual prostora
B(M.), B(Cy), B(L,) i B(Cs). Na kraju, klasa ¢etvordimenzionalnih matrica
(Cs : M,,) je karakterizovana za odredjivanje y—duala prostora B(Cy).

4.1 « -duali pojedinih novih prostora dvostrukih ni-
ZOova,

Teorema 13. « -dual prostora B(M.,,) @ B(Cyp) je prostor L,.

Dokaz. Da bi se dokazala jednakost {B(M,)}* = L,, treba pokazati da inkluzije
L, C{B(M,)}*i{B(M,)}* C L, vaze. Neka su dati nizovi a = (ay,,) € L, 1 2 =
(Tmn) € B(M,). Tada, postoji dvostruki niz y = (ymn) € M, definisan relacijom
(3.1) pri ¢emu postoji pozitivan realan broj M > 0 tako da sup,, ,cx |[Ymn| < M .
Ako je |s/r],|u/t| < 1, onda vazi slede¢a nejednakost

m,n m—k n—I
D lamwal = Yol X () ()
T t 7l
m,n m,n k,l=0

1 m,n s m—k —u n—I

< — — _

< XX |(F) (7)) |
M m,n s m—k —u n—I

< Ml 2
|7t ; m MZO r t

_ M L A W 1
- ezl () (2

36
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- % (1—1lf\> (1_1\%0 ;‘“mn‘ (“Hmﬂ) (1“%n+1>
- () () S

< o0

Sto znaci da je a = (@) € {B(M,)}". Dakle, inkluzija £, C {B(M,)}" vazi.
Pretpostavimo suportodno da je (am,) € {B(M,)}* \ L,. Onda imamo

> |@mnTmn| < 00

za svako © = (2,,) € B(M,). Lako mozemo uo¢iti u specijalnom slucaju
z = (Tmn) = {(-1)"""} € B(M,,)
da je

Z ‘amnxmn’ = Z ‘amnl = OQ.

m,n m,n

Ovo znadi da (an,,) ¢ {B(M,)}” §to je u suprtonosti sa pretpostavkom. Prema
tome, niz (a,,,) mora biti u prostoru € L,,.
Teorema se za niz B(Cy,) dokazuje na isti nacin. [

Teorema 14. Neka je |s/r|, |u/t| < 1. a—dual prostora B(Cy) je prostor L,.

Dokaz. Da bi se dokazala jednkost { B(C;)}* = L, neophodno je pokazati da inklu-
zije L, C {B(C§)}* 1 {B(Cy)}* C L, vaze. Dokazimo najpre prvu inkluziju, neka
su dati nizovi a = (ay) € L, 12 = (zr) € B(Cs). Tada, postoji dvostruki niz
y = (yw) € C; odredjen relacijom (3.1) tako da

m—+q n+q

p— lim sup 0+ 1 ZZykl ex1sts.
q

qq—>00mn>0
k m l=n

Pored toga, inkluzija C; C M, vaZzi, postoji i pozitivan realan broj K tako da
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supy, |yr| < K. Kako je |s/r|, |u/t| < 1, imamo sledecu nejednakost

k—i —u I—j Vi
kZJMklxkl’ = Z|Cbkz\ Z( > (T) ﬁ

1]0

s k—1 _y l—j
< . — »
= |Tt|2‘kl|”z:0 (T> (t) i1
s k—1 —u l—j
< || — —
mriea 3152

()
(1—1\§|> (1_1|%|> kZJ|akz|<
< —(1_1‘ |>< |t|>z|akl|

<

E\N

Y-t

=

& 3

Sto znadi da je a = (ag) € {B(Cy)}". Dakle, inkluzija £, C {B(Cy)}* vazi.

Pretpostavimo suprotno, da je (ay) € {B(Cf)}*\L,. Onda, imamo Y, , laxzwn| <
oo za svako = (x) € B(Cy). Kada definiSemo dvostruki niz « = (z4) u speci-
jalnom sludaju sa x = (zg) = {(=1)*"/(rt)} zar = as, t =auia € R—[-1,1],
trivijalno je uociti da je z = (zy) = {(—=1)*"/(rt)} € B(Cy) ali

1
Z lamin| = m Z |ar| = 00
k.l (Y

Ovo znaci da (ag) ¢ {B(Cf)}” sto je kontradikcija. Dakle, niz (ag;) mora pripadati
prostoru £,. Odnosno, inkluzija {B(Cs)}* C L, vazi. Ovime je dokaz zavren. [
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4.2 Osnovne leme 1 teoreme

U ovom poglavlju, definisali smo leme i teoreme koje su nam potrebne.

Lema 15. Cetvorodimenzionalna matrica A = (@mnkt) € (Cyp = Cy) ako i samo ako
vaze sledeci uslovi

sup Z |@mnki| < 00 (4.1)

m,neN el

Jay € Co 9 — lm  ampw = ag 2a svako k,1 € N (4.2)
m,n—00

JeC>s9— ml%r_rgoo ; mnkl = | postoji (4.3)

dkg e N3 — m}%r_r)loo ; |amnk0l — akol| =0 (44)

dly e N>VY — mlégloo ; | @kl — kgl =0 (4.5)

U slucaju (4.5), a = (ar) € Ly i

U— lim [Az)n, = E AT + <l — E akl> bp— lim x,,,
m,n—00 m,n—o0
k.l kil

vazi za x € Cyp

Lema 16. Cetvorodimenzionalna matrica A = (@mnkt) € (Cp = Cy) ako i samo ako
su ispungjeni uslovi (4.1)-(4.3) i takodje vaZe sledeéi uslovi:

Vk € N,3dlp € N3 ayner =0 za svako | > 1y i m,n €N, (4.6)
Vie N,3kg € N> apn =0 za svako k > kg it m,n € N (4.7)

U slucaju (4.7) Tko,ly € N tako da a = (ag) € Ly i (aky)ken, (Qrol)ien € @, gde ¢
predstavlja prostor svih konacnih nenula prostore nizova 1

RN RTINS RS ol (25 i PR e
vazi za x = (x) € Cp.

Lema 17. Cetvorodimenzionalna matrica A = (@mnkt) € (C : Cy) ako i samo ako
su ispunjeni (4.1)-(4.3) i takodje vaZe slede¢i uslovi:

Y N3 - lim zk: omnkly = iy (4.8)

Fo €N I~ lim ; kol = Ukg (4.9)
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U slucagu (4.9), a = (awp) € Ly, @ (w), (vg) € £y 1
T — liI_I} [Al‘]mm = Z QpTr + Z <Uk — Z akl> T + Z (ul — Z akl> X
e k,l k l l k
+ (L—l—Zakl — ka — Zul) r— lim z,.,
m,n—00
K, k l

vazi za x € C,.

Teorema 18. Cetvorodimenzionalna matrica A = (@mnkt) € (Cop - My,) ako i samo
ako uslov (4.1) vaZi .

Dokaz. Neka je ¢etvorodimenzionalna matrica A = (amnr) € (Cpp : M,). Onda
postoji Az u skupu M, za svaki niz x = (zy) € Cpp. Odnosno, A,,, € M, za svako
m,n € N. Dakle,

||A$||oo = sup Amnkl Tkl
m,neN il
< sup Z|amnkl||$kl| <0
m,neN

k,l

Onda je uslov (4.1) dovoljan.
Obrnuto, pretpostavimo da je uslov (4.1) zadovoljen za svaki z = (x) € Cpp.
Onda

E Amnkl Ll

k.l

< Z | @kt || T

k.l

Uzimajudéi supremum po m,n € N imamo

E Amnkl Tkl

k,l

sup
m,neN

< sup Z\amnkl\]\/[ < 0

m,neN

Iz poslednjih nejednakosti sledi da je Az € M,. Ovim je teorema dokazana.
O

Lema 19. [Yesilkayagil and Basar(2018)] Neka je A = (amnk) Cetvorodimenzio-
nalna matrica. Tada, vaZe sledeci iskazi:

(1) Za0<q<1, Ae(L,: M,) ako i samo ako

SUP |G| < 00. (4.10)
m,n,k,lEN

(i) Za 1l < q<oo, Ae (L,: M,) ako i samo ako

1 1
sup Z |amnit|? < 00, gde je =+ = = 1. (4.11)
m,neN il q q
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Lema 20. [Yesilkayagil and Basar(2018)] Neka je A = (amnk) Cetvorodimenzio-
nalna matrica. Tada, vaZe sledeci iskazi:

(1) Za 0 < q <1, A e (L, : Cyp) ako i samo ako uslovi (4.2) i (4.10) vaZe za
¥ = bp.

(i) Zal < q < o0, A€ (L, : Chy) ako i samo ako uslovi (4.2) i (4.11) vaZe za
¥ = bp.

Lema 21. [Cakan et al.(2006)Cakan, Altay, and Mursaleen] Cetvorodimenzionalna
matrica A = (Qmnit) € (Mo 2 Cp) ako i samo ako su zadovoljeni uslovi (4.1)-(4.2)
1 pored toga vaze sledeci uslovi:

day € C>bp — lim Z |amnkl — akl| =0 (412)
m,n—00 w
bp — lim Z Gynkl POStogi za svako k € N (4.13)
m,n—o0
1=0
bp — lim Z Gnkl POStogi za svako | € N (4.14)
m,n—00 o
Z |@mnit| konvergira. (4.15)
kel

Lema 22. [Yegilkayagil and Basar(2016)] Cetvorodimenzionalna matrica A = (@mnk1) €
(M, : M) ako i samo ako je uslov (4.1) zadovoljen.

Lema 23. [Yesilkayagil and Basar(2016a)] Cetvorodimenzionalna matrica A = (@mnk1) €
(M, : Cp) ako i samo ako uslovi (4.2), (4.6) i (4.7) vaZe.

Lema 24. [Zeltser et al.(2009)Zeltser, Mursaleen, and Mohiuddine] Sledeci iskazi
vaze:

(a) cetvorodimenzionalna matrica A = (Amnk1) je skoro Cy,—konzervativna, to jest,
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A € (Cyp : Cr) ako i samo ako sledeici uslovi vaZe

sup Z |@mnit| < 00 (4.16)

m,neN el

Ja;; € C3bp— lim a(i,j,q,¢,m,n) = a;,

q,q' —00
uniformno v m,n € N za svako i,j € N (4.17)
JueC>bp— lim Za(i,j,q,q’,m,n) =,

q,q' =00 v

uniformno v m,n € N (4.18)
da;; e C3bp— lim Z|azyq,q m,n) — a;;| =0,

qq*)OO
uniformno m,n € N za svak‘a jeN (4.19)
da;; € C>bp— lim a(i m,n) —a;;| =0,

j p— lm ZI Joa.q' m,n) — azj]

uniformno m,n € N za svako 1eN (4.20)

gd€ Je a(imj? q, qlama n) Eerq - 7;] aklzy/[(Q + 1)((] + 1)] U ovom SlUéaju, a =
(CLij) € ﬁu 7

fo—limAx = Zazsz‘j + (u — Za”> bp — z?inoo Tij

i,J ,J

odnosno,

bp - 1}1’11 ZCL(iaj? g, q/7m7 n)xij = Zaiszg (U - Zaz]) bp - z&linoo Ligs

q,9" =0 -
] 2, ]

uniformno v m,n € N.

(b) cetvorodimenzionalna matrica A = (amnk) je skoro Cyp—regularna, to jest., A €
(Cop : Cf)reg ako it samo ako su zadovoljeni uslovi (4.16)-(4.20) za a;; = 0 za svako
1, €ENitu=1
Lema 25. [Zeltser et al.(2009)Zeltser, Mursaleen, and Mohiuddine] Sledeci iskazi
vaze:

(a) éetvorodimenzionalna matrica A = (amnw) je skoro C.—konzervativna, to jest,
A€ (C,:Cy) ako i samo ako su sledeci uslovi (4.16)-(4.18) zadovoljeni i pored toga
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vaze uslovt

4,9’ —o0

Jjo € N2 bp— lim > ali,jo,q,q',m,n) = uj,

uniformno v m,n € N, (4.21)

Jipe N> bp— lim Za(io,j,q,q/,m,n) = v,
q,q' —00 2
uniformno v m,n € N, (4.22)

gde je a(i,j,q,q',m,n) definisano Lemom 24. U ovom slucaju, a = (a;;) € Ly;
(uj), (vi) € £y d

fo—limAx = Zaijxij + Z (Uz‘ - Zaij) T + Z (uj - Z%‘j) Lj
i J J

i %
+ (u—l— E aij — E v; — E u~>7’— lim ;.
J J L J
- - X 2,00
2 ? J

(b) cetvorodimenzionalna matrica A = (amuit) je skoro C.—regularna, to jest, A €
(Cr : Cf)reg ako i samo ako su zadovoljeni uslovi (4.16)-(4.22) i takodje je a;j = u; =
v; =0 za svako 1,5 € N 1u=1.

Lema 26. [Zeltser et al.(2009)Zeltser, Mursaleen, and Mohiuddine] VaZe sledeci is-
kazi:

(a) Cetvorodimenzionalna matrica A = (@mnkt) je skoro C,—konzervativna, to jest,
A € (C,: Cy) ako i samo ako uslovi (4.16)-(4.18) vaze. U ovom slucaju je a = (a;;) €
Lo, (@ijy )ien, (aij)jen € @ gde @ oznacava skup svih konacnih nenula prostore nizova

4

fg —lim Ax = Z Qi X45 + (U — Z aij) P — hm Lij.

— — 1,j—00
Z7J 1/7]

(b) Cetvorodimenzionalna matrica A = (G je skoro Cy—regularna, to jest, A €
(Cr : Cf)reg ako i samo ako su zadovljeni uslovi (4.16)-(4.18) i a;; = 0 za svako
i, € Nju=1.

Lema 27. [Moricz and Rhoades(1988)] Vaze sledeci iskazi:

(a) Cetvorodimenzionalna matrica A = (amnr) € (Cy : Cyp) ako i samo ako vaZe
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uslovi (4.16) i takodje su zadovoljeni sledeéi uslovi:

Jay € C3,bp— lm  appw = aw 2za svako k,l € N, (4.23)
m,n—00
Jue C3,bp — ml%riloo ; Apnkl = U, (4.24)

Jko € N>, bp — mlrlLr—r}oo; |@mn kot — ke il = 0 za svako l € N, (4.25)

dlp e N3,bp — lim Z |kt — ko] = 0 2za svako k € N, (4.26)
m,n—00 .

bp— lm > Y | Agiman| =0, (4.27)
m,n—00
k l
bp— lim DD 1A 0tmnu| = 0. (4.28)
,n (o) A ]

(b) Cetvorodimenzionalna matrica A = (@mnii) je strogo regularna, to jest, A € (Cy :
Cop)reg ako i samo ako vaZe uslovi (4.16) i (4.23)-(4.28) i ary = 0 za svako k,l € N

tu=1.

gde je A1oGmnki = Gmnki — G k1,1 A Aot Gmnkl = Cmnkl— Gmonki+1, (M, 1, k1=
0,1,2,...).

Lema 28. [Yesilkayagil and Basar(2016a)] Cetvorodimenzionalna matrica A = (@mnk1) €
(M, : Cy) ako i samo ako uslov (4.16) i sledeci uslov vaZe

AP € C> fo— lIim  appp = B 20 svako k,l € N, (4.29)
m,n—00
m+q n+q’
Za svako m,n,7 € N dJK €e N> Qplid
J rES T DI
za svako q,q i > K, (4.30)
1 m-+q n+q’
Za svako m,n,1 € N, 4L € N 3 ari; = 0,
TESrESPIPILL
za svako q,q', 7 > L. (4.31)

Lema 29. [Mursaleen and Savas(2003)] Cetvorodimenzionalna matrica A = (G
je skoro regularna, to jest, A € (Cop : Cf)reg ako i samo ako uslov (4.16) i sledeci
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uslov vaze

lim a(i,j,q,q,m,n) =0,
4,4’ =00

uniformno po m,n € N za svako i,7 € N, (4.32)

1. . . / — 1
qvq}gooza(z,m ¢,q,m,n) =1,
17‘7

uniformno pom,n € N, (4.33)

lim Z|azyqq m,n)| =0,

qq%OO

umformno po m,n € N za svako j € N, (4.34)

lim Z|azyqq m,n)| =0,

qq—)OO

umformno po m,n € N za svako i € N, (4.35)

gde je a(i,j,q,q,m,n) definisano Lemom 24.

Lema 30. [Mursaleen(2004)] Cetvorodimenzionalna matrica A = (apmpr) je skoro
strogo reqularna, to jest, A € (Cy: Cf)reqg ako i samo ako A je skoro reqularna i vaze
sledeca dva uslova

lim Aqga(i m,n)| =0 uniformno za m,n € N, (4.36
qq%oZZ! 10a(i, g, 4", m, n) f (4.36)

J

lim Aoral(, 7,q,q ,m,n)| = 0 uniformno za m,n € N, (4.37
qu,%oZZ! nali,j,q,q',m,n)| f (4.37)

gde je

Aloa(ia j7 q, q/7 m, Tl) = a’<i7j7 q, q/7 m, n) - CL(Z + 17 .ja q, qlu m, n)7
AOla(ia ja q, q/7 m, n) = a(iaja q, qlv m, n) - Cl(i7j + 17 q, qlv m, n)

4.3 [(V)i~y—duali pojedinih novih prostora dvostru-
kih nizova

a i yduali dvostrukih prostora nizova su jedinstveni. Ali moze biti vise 3())duala
u skladu sa J—konvergencijom. U ovom delu, bavimo se 3() i ydualima dvostrukih
prostora nizova. Uslovi karakterizacije ¢etvorodimenzionalnih matrica transformisali
su prostore Cpp, C, 1 C, u prostor Cp, kao §to je pokazano. (vidi [Hamilton et al.(1936)],
[Zeltser et al.(2009)Zeltser, Mursaleen, and Mohiuddine]| i [Zeltser(2002)]).
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Definisimo skup d(r, s,t,u) za k € {1,2,...,17}, na sledeé¢i nacin:

m,n j—k i—l
Z _s —u i
r t rt

7,1=k,l

!

q

=)

di(r, s, t,u) = {a = (agp) € Q: sup Z

m,neN ol

do(r, s,t,u) = {a = (aw) € N :

m,n j—k il
i —5s —u
e C29 — mlrllgloo . E <_r ) (_t ) aj; = ﬁkl}

Jyi=k,l

ds(r, s, t,u) = {a = (ag) € Q-

m,n j—k i1
. —S —u Qi ..
JeCa9— ml7llri>loo E E <T) (T) i [ postoyi }

kl ji=k,l

dy(r, s, t,u) = {a = (aw) € N :

m,n j—k i—lp
—S —U
> (F) () e

j7i:k7l0

ds(r, s, t,u) = {a = (aw) € Q-

m,n j—ko i—l
—S —u
Z (T) (T) @ji = Brot

Jri=ko,l

de(r,s,t,u) = {a = (a) € Q:

mno NGk oo\l
VkEN,HZOENBZ<—S> (—“) @:ovz>loivm,neN}

jvi:kvl

d7(r,s,t,u) = {a = (ag) € Q:

3, eNaﬁ—m}gmzk:

Tk eNaﬁ—m}glm;

Ji=k,l

mn NGk o, o\l
VZGN,HkOGNBZ(—S) (—“) @:OVk>koz’vm,neN}
q/

T t
m,n g j—k —u i—la“
Y (F) (F) % <=
£ r t rt
Jii=k,l

dg(r, s, t,u) = {a = (aw) € Q: sup

m,neN
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dy(r,s,t,u) = {a = (aw) € N :

o =\ =T ay
. i
3l eNaﬂ—m}gooz > (T) (7) = —ulo}

k gi=k,lo

dyo(r, s, t,u) = {a = (an) € N :

o =s VT —u\ T ay
. ji
E”fo eN3Y— m,lrlzr—r>loo Z Z (T) (T) E = /Uko}

l ji=ko,l

dyi(r, s, t,u) = {a = (ay) € Q:

mn o\ j-k , Nl
Z -5 —u Aji Bul =
Prarg’ r t rt

dya(r, s,t,u) :{a = (aw) € Q-

n m,n —g j—k —u i—lo o
. ]l ..
Vke N> v — ml%riloo E E (T) (T) py postogi }

1=0 j,i=k,lo

di3(r, s, t,u) = {a = (ag) € Q:

AN S N S
. 71 ..
WIeN3Y - lm 3 3 (—) (7> ﬁpmﬂ}

Elﬁkle(CBf}— lim E
M, n—00
k,l

k=0 j,i=klo
A =\ =T ay
_ _ . - —u aji .
dia(r, s, t,u) = {a = (am) € %: jiz,;l ( . > < ; > p konvergira }
) sL=FR,00

dys(r, s,t,u) = {a = (ag) € Q: sup Z Z <78> <Tu> %
jri=k,l

m,neN kel

<oo},

dig(r, s, t,u) = {a = (aw) € N :

N B N =
- Tx | 55 ()7 (F) % |0}

!
di7(r, s, t,u) = {a = (aw) € Q:

) <R s\ TR~ i_la~,~
0l >0 A{Z<—) (+) T—QHZ‘)}'
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Teorema 31. Vaze sledeéi iskazi:
(i) {B(M,)}' = di(r,s,t,u) saq =1

(1) {B(ﬁq)}v _ { di(r,s,t,u) , 1<q<oo;

dg(r,s,t,u) , 0<qg<l1.
(iii) {B(Cpp)}" = di(r,s,t,u) za ¢ = 1.

Dokaz. (iii) Neka je a = (amp) € Q12 = () € B(Cp). Onda, imamo y = Bx €
Cip. Dakle, za m, n-tu parcijalnu sumu Zk,l ap Ty imamo sledec¢u jednakost

m,n m,n m,n s k—j —u 1—i Ui
Z AT = Z Qe Z (T) <T> ’I"itz (438)

k,1=0 k,1=0 7,=0
mmn m,n ji—k i—l
—S —U CLJ'Z'
= > > (= — | um
“ r t rt
k,l=0 j,i=k,l
= (Dy)mna

gde je ¢etvorodimenzinalna matrica D = (d,nk) definisana
m,n —s\J—k /— i—l Qji .
A= D ik () (3 %, 0<k<m0<i<m
mn -
0 , 1nace

za svako k,k,m,n € N. Onda je ax € BS uvek kada je © = () € B(Cpp)
ako 1 samo ako je Dy € M, uvek kada je y = (ymn) € Cpp. Ovo znaéi da je
a = (amn) € {B(Cyy)}" ako i samo ako D € (Cp, : M,,). Prema tome, lako mozemo
uociti da uslov Teoreme 18 vazi, odnosno

% =\ e\ gy
r t rt

7=kl

sup
m,neN

< o0

k.l
sto je skup dy(r, s,t,u) za ¢ = 1. Ovim smo dokazali iskaz (iii).

Dokazi dela (i) i (ii) mogu se izvesti na identi¢an nacin koris¢enjem Lema 22 i
19, u datom poretku, umesto Leme 18. O
Teorema 32. Sledeci iskazi vaze:

(i) {B(Cyp}*™ = _, di(r, s,t,u) za ¢ = 1.
(ii) {B(CY* = M2, di(r, s, t,u) N dg(r, s, t,u) Ndr(r,s, t,u) za ¢ = 1.
(111) {B(Cr}ﬁw) = ﬂ?zl di(r,s,t,u) Ndy(r, s, t,u) Ndyo(r, s, t,u) za ¢ = 1.
0 =dy(r, 8,0, u) Ndo(r,s,t,u) za 1 < q < 0.
w) {B(L™) =d t d t 1

(v) {B(Eq}’g(bp) =dy(r,s,t,u) Ndg(r, s, t,u) zaqd =120 0<q<1.
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(vi) {B(Mu}ﬁ(bp) =dy(r, s, t,u) Ndy(r, s, t,u) ﬂ;in di(r,s,t,u).
(vii) {B(M ") = dy(r, s, t,u) N dg(r, s, t,u) N dz(r, s, t,u).

Dokaz. Pretpostavimo da je a = (ams) € Q12 = (Tymn) € B(Cyp). Onda, postoji
niz y = (Ymn) € Cpp sa B = y. Dakle, kako (4.38) vazi, moze se zakljuciti da je
ar € CSy uvek kada je © = () € B(Cyp) ako i samo ako Dy € Cy uvek kada
je ¥ = (Ymn) € Cop. Odavde sleda da je a = (amn) € {B(Cyp)}"" ako i samo ako
D € (Cyp : Cy). Dakle, uslovi Leme 15 su zadovoljeni za dnnk umesto a,,k. Dakle
vazi,

0, 2 sl < 00

Hﬁkl ceCa9— lim dynu = Bkl fOT‘ all k,le N,
m,n—00

JeC>¢%— lim Z Ayniy = | exists,
m,n—00
k.l
Jkg e N3 Y — m}%f_l}loo zl: |d kot — Brot] = 0

dly e N>V — mlglfi}oo ; |dmnkly — Brio] =0

sto na daje da je B(19)-dual prostora B(Cy,) skup ()o_, di(r, s,t,u). Ovim je kom-
pletiran dokaz dela (i). Kako se iskazi (ii)-(vii) mogu dokazati na identi¢an nacin
pomocu Lema 16, 17, 20, 21 i 23, respektivno, da bismo izblegli pojavljivanje sli¢nih
dokaza izotaviéemo detalje. O

Teorema 33. [(bp)—dual prostora B(Cy) je skup

5 17
ﬂ di<7n7 S, t? U) m di(ra S, ta u)
i=2 =15

Dokaz. Neka je a = (amp) € Qi x = (Tyn) € B(Cs). Onda, vazi y = Bz € Cy.
Dakle, na osnovu jednakosti (3.16) [Tug(2017a), Teorem 3.11, str.14| za m,n-tu
parcijalnu sumu Zk,l ap T da Z;n,iio apry = (DY)mn. Uzimajuéi granicu kada
m,n — oo iz ovo jednakosti, imamo ¢etvorodimenzionalu matricu D = (d,,n1;) koja
je takodje definisana od strane Tuga|Tug(2017a), p. 14] sa

m,n —s Jj—k —u i*lw .
dmnkl:{Zj,izk,l(r) (F) % 0<sksmosisn o0

0 , inace

za svako k,l,m,n € N. Onda, iz prethodno navedenih jednakosti dobijamo da je
ar € CSy, uvek kada je v = (z,,) € B(Cy) ako i samo ako Dy € Cp, uvek kada
Y = (Ymn) € Cs. Ovo nam govori da je a = (amn) € {B(C)}*™ ako i samo ako
D € (Cy : Cpp). Prema tome, mozemo reéi da uslovi Leme 27(a) vaze za d,,ng umesto
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Amnkl, to jeSt7

sup Z
k.l

m,neN

m,n i—k i—l

Z — — .
“ T t rt
Jsi=k,l

m,n ji—k i—l
. -5 —u
3B € C >, bp — ml}gloo E (_7" > <_t ) aj; = B,

=kl
o =s\ T —u\ T a
EIuECB,bp—m};lgloo;.;l<7> (T) T_Jt:u’
" i NI\l
Ay € N2, bp - m}irﬁm; .;l <7> (7) aji = Briy| =0,
za svako k € N, o
mn s Nd—ko g\ il
Ik € N 3,bp — m}irgm; 4;1 (7) <T> aji = Brot| = 0,
za svako | € N, o
m,n j—k il
L ML {Z =) () 7} -
j7m’n’ —s\' 7 —u\"ay
v BT ) ()
sto je skup ﬂ?:g di(r,s,t,u) ﬂiw(r, s,t,u). Ovo predstavlja Zeljeni rezultat. O

Sada mozemo karakterizovati novu klasu ¢etvorodimenzionalnih matrica (Cy :
M.,,) 8to ¢emo koristiti kada se budemo bavili y—dualo skupa Cy i u nekim posledi-
cama petog odeljka ovog rada.

Teorema 34. Cetvorodimenzionalna matrica A = (@mnit) € (Cy 2 M,y,) ako i samo
ako Ay € C?(ﬂ) i uslov (4.16) vaZi.

Dokaz. Pretpostavimo da je A = (amnu) € (C; : M,,). Onda, Az postoji u skupu
M, za svako x € C;. Onda je A,,, € Cﬁ(ﬁ) za svako m,n € N. Povrh toga, poznato
je iz [Mursaleen and Mohiuddine(2014)| da inkluzija C; C M, vazi. Tada, mozemo
reé¢i da inkluzija (C; : M,) C (M, : M,) vazi i to nam daje rezultat da je uslov
(4.16) neophodan.

I obratno, pretpostavimo da uslov (4.16) vazii A,,, € C? ) Neka je dat prozivo-
ljan niz © = (z) € Cy C M,, dakle porostoji M € R tako da supy ey || < M.

Kako je A, € C?(ﬁ) za svako m,n € N, onda Az postoji. Kako nejednakost

E Amnkl Lkl
k,l

vazi za svako fiksirano m,n € N, moze se dobiti uzimanjem supremuma po m,n € N

< Z | @kt T
el
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da je
sup Z AmnkiTr| < Sup Z |Gkt || 81|
m,neN Kl m,neN ol
< M sup Z |Gt | < 00.
m,neN ol
Iz prethodne jednakosti dobijamo da Az € M, ¢ime je kompletiran dokaz. O

Teorema 35. y—dual prostora B(Cy) je skup di(r, s, t,u) N CSy.

Dokaz. Pretpostavimo da a = (amn) € Q12 = () € B(Cs). Onda, imamo
y = Bz € Cy. Prema tome, koristeci isti princip koji smo koristili u dokazu Teoreme
33, mozemo redéi da je ax € BS uvek kada je z = (z,,,) € B(Cy) ako i samo ako
Dy € M, uvek kada je y = (Ymn) € Cy, gde je matrica D = (dni) definisana sa
(4.39). Ovo znadi da je a = (amn) € {B(Cs)}" ako i samo ako D € (C; : M,).
Prema tome, moze se videti da uslovi Teoreme 34 vaze za matricu D = (dynp1)-
Odnosno da je, D,,, € C?w) za svako fiksirano m,n € N i

% =\ (—u\ T gy
r t rt

ji=kil

sup
m,neN

< oQ.

k.l

Sto zna¢i da je y—dual prostora B(Cy) skup dy(r,s,t,u) U CSy §to je trebalo i
pokazati. O



Glava b

Karakterizacija pojedinih novih
¢etvorodimenzionalnih matri¢nih
transformacija

U ovoj glavi, ¢etvorodimenzionalne matri¢ne transformacije dvostrukih prostora
nizova B(M,), B(C,), B(Cy,), B(C,), B(L,) i B(Cs) se navode koris¢enjem kon-
cepta Cetvorodimenzionalnog dualnog summabilnog metoda za dvostruke nizovve
prostore predstavljenog i proucenog od strane Bagara [Basar(2012)], i Yesilkayagila
Basara|Yesilkayagil and Bagar(2015)], i od nedavno Tuga[Tug(2018)|. Pored toga,
navode se potrebni i dovoljni uslovi za karakterizaciju klasa pojedinih novih cetvo-
rodimenzionalnih matrica (B(M,,) : Cy), (M, : B(Cy)), (Ly : Cs), (B(Ly) : Cy)
i(Ly : B(Cs))za0 <s <1il < s < oo. Na kraju, glava se zavrSava nekim
znacajnim rezulatima za cetvorodimenzionalna matri¢na preslikavanja.

5.1 Dualni sumabilni metod koristeéi B(r, s, t,u) ma-
trice

Pretpostavimo da ¢etvorodimenzionalne matrice A = (@mnir) i B = (€mnk) trans-
formisu nizove = () 1 ¥ = (Ymn) koji su povezani relacijom (3.1) u dvostruke
nizove s = (Syn) 1 2 = (2mn), respektivno, odnosno

Smn = (AZ)pn = Z Q1T 20 svako m,n € N, (5.1)
k,1=0

Zmn = (BY)mn = Z EmnkiYrl 20 svako m,n € N. (5.2)
k,1=0

Ocigledno metod B je primenjen na B(r, s, t, u)—transformaciju niza x, dok je metod
A direktno primenjen na elemente niza x. Onda, moZzemo reé¢i da su metodi A i E
suStinski razliciti.

Pretpostavimo da uobi¢ajeni proizvod EB(r,s,t,u) postoji, to je mnogo sla-
bija hipoteza od uslova da matrica E pripada bilo kojoj klasi matrica, u globlalu.

92
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Mozemo u ovom slucaju re¢i da su matrice A 1 E u (5.1) i (6.12)dualni suma-
bilni metodi ako se s redukuje na z ili obrnuto koristeé¢i uobi¢ajeno sumiranje po
delovima. Ovo nas dovodi do ¢injenice da EB(r,s,t,u) postoji i jednak je A i
Az = {EB(r,s,t,u)x} = E{B(r,s,t,u)x} = Fy formalno vazi, ako jedna strana
postoji. Ova izjava je ekvivalentna odnosu izmedju elemenata matrica A = (@)
1 E = (emnkl)

Amnkl = SUEmMmnm—1,n—1 + Stemn,m—l,n + TrUCmnm,n—1 + Ttemnmn (53)

o0 s i—k —u j—l a -
mnij
Emnkl = 5 — — _

1,7=k,l

ili ekvivalentno

za svako m,n,k,l € N. Trivijalno relacija (6.3) izmedju elemenata matrica A =
(@mnkt) 1 E = (€mnk) moZe biti navedena matri¢nim proizovodom, kao $to sledi;

A = EB(r,s,t,u) ili ekvivalentno E = AF(r,s,t,u).

Zbog jednostavnosti oznaka, takodje mozemo pisati i za svako m,n,k,l € N da
je

mmn oo i—k j—1

o —S —U amnij

cmm =23 2 () (%) T
k,1=01i,j=k,L

kl
A10amnkl = Qmnkl — Amn,k+1,1,

ki
A[)1amnkl = Omnkl — Amnk,l+1,

ki kL A Kl kL A Kl
AT Alo(A(namnkl) = A01(A10amnkl)-

Sada, mozemo dati sledece generalizovane teoreme koris¢éenjem jednakosti (6.3)
izmedju metoda A i E.

Teorema 36. Pretpostavimo da su elementi cetvorodimenzionalnih beskonacnih ma-
trica A = (amnkt) @ E = (€mnr) povezani relacijom (6.3). Tada, A € (B(X\) : )
ako i samo ako A, € [BN)]PY) za svako m,n € N i E € (XA : p); gde su
A € {M, Cp, Cop, Crr, L4}

Dokaz. Pretpostavimo da je A € (B(A\) : p). Onda, Az postoji u p za svaki niz
T = (Tmn) € B()\) to implicira da je A,,, € [B(\)]?™) za svako m,n € N. Prema
tome, imamo slede¢u jednakost izvedenu iz parcijalne sume serije Zk,z Aokl Trl 1
relacije (6.3) da je

m,n m,n m,n . i—k . j—l -
Z Amnkl Lkl = Z [ Z (TS) (Tu) an;:w] Ykl (5-4)

k,1=0 k1=0 Li,j=k,1

za svakom m,n € N. Onda, uzimanjem ¥—granice u (5.4) kada m,n — oo imamo
Az = Fy. Dakle, EFy € p uvek kada je y € A | to jest, E € (A : ).
Obrnuto, pretpostavimo da je A, € [B(N)]?™Y) zasvakom,n € Ni E € (\: ), i
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neka je v = (vy) € B(A\) za u = Bv. Onda, Av postoji. Prema tome, moze se izvuci
iz (&, 0)-te pravougaone parcijalne sume serije ), ; GpniVs za svako m,n, &, 0 € N
da je

&0 &0 k,l &0 &0
E AmnklUVkl = E amnklg fklijuij: E E amm’jfijkl Ul

k,1=0 k,1=0 i,j=0 k=0 \ij=k,l

Sto daje uzimanjem p-granice &, p — oo da je

g Aokl Ukl = g EmnkiUs  Za svako m,n € N.
k.l

k.l

Odnosno, Av = Fu $to dovodi do ¢injenice A € (B(X) : p), $to je trebalo i pokazati.
[l

Zamenom uloga prostora B(A) i p u Teoremi 36, dobijamo slede¢u lemu:

Lema 37. [Yesilkayagil and Basar(2017), Theorem 4.7] Neka su X i u iz Teoreme
36, 1 neka su elementi cetvorodimenzionalnih matrica A = (amnkt) © G = (Gmnki)
povezani sa relacijom

m,n
Gmnkl = Z binnij (T, 8, t, u)aim  2a svako m,n,k,1 € N. (5.5)
i,j=0

Onda je, A € (i : B(X)) ako i samo ako je G € (p: \).

Teorema 38. Neka su elementi cetvorodimenzionalnih matrica A = (ampr) @ H =
(humnki) povezani relacijom

[—— Z binnij (1, $, L, w)e€ijp za svako m,n, k1 € N, (5.6)
irj=k,l
gde je cetvorodimenzionalna matrica E = (emni) definisana sa (6.3). Tada je,

A € (B(X): B(p)) ako i samo ako je H € (A : p); gde su X, u € {M,,Cp,Cip,Cpr, Ly}

Dokaz. Neka je A € (B(\) : B(n)). Tada Ax postoji u B(p) za svaki niz x =
(Zmn) € B(A) 1 {B(A%)}mn € p za svako m,n € N. Povrh toga, moZzemo re¢i da
relacija Br = y € A implicira da je B(AB™'y) € p. KoriSéenjem relacije (6.7)
izmedju matrica A = (amur) 1 H = (Hpnr) 1 relacije (3.2) izmedju x = (2,,) 1
Y = (Ymn), imamo sledecu jednakost izvedenu iz parcijalne summe ), hpnuye da

m;n mmn

Z Ry = Z Z binnij (1, 8, 1, W) €ijryni (5.7)

k,1=0 k,1=0i,j=k,!

za svako m,n, k,l € N. Primenom ¢-granice na jednakost (6.12) kada m,n — oo
imamo da je Az = Hy. Dakle, Hy € u uvek kada je y € A, znaci da je H € (X : p).
Ovim je teorema dokazana. O
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5.2 Karakterizacija pojedinih novih matri¢nih trans-
formacija

U ovom poglavlju baviéemo se karaktrizacijom pojedinih novih ¢etvorodimenzi-
onalnih matri¢nih transformacija (B(M,,) : Cs), (M, : B(Cy)), (Ly : Cy), (B(Ly) :
Ci)i(Ly :B(Cf))zal<s <1lil<s <oo.

Teorema 39. Cetvorodimenzionalna matrica A = (@mni) € (B(Cy) = My,) ako i
samo ako A, € {B(Cy)}PY) i vaZi sledeci uslov

m,n s i—k —u 3=l Ao

mnij

su E E — — E—
i,j=k,l

m,neN el

< 0. (5.8)

Dokaz. Neka je A = (amni) € (B(Cs) : M,). Onda, Az postoji u M, za svaki
niz r = (Tm,) € B(Cy) §to implicira dalje A,,, € {B(C;)}*?) za svako m,n € N.
Prema tome, imamo slede¢u jednakost, izvedenu iz parcijalne sume Zk,l ki Tkl s
vazi dakle

m,n m,n k,l s k—j —u 1—i yji
Z mnkllkl = Z Amnkl Z (T) (T) ﬁ (59)

k,l=0 k,l=0 7,1=0

m,;n m,n i—k i—l
=Y () () e,
“ T t rt
k,l=0 j,i=k,l
= (EY)mn,

gde je Cetvrodimenzionalna matrica E = (€,,x;) definisana sa

’ — j_k — i—l mnii ‘
Emnkl = { Z;’;Zkvl (Ts) (Tu) : rt] ’ 0 S k S m, 0 S [ S n;

0 , 1nace

za svako m,n € N. Tada, uzimajuéi ¥—granicu u (5.9) kada m,n — oo, imamo da
je Az = Ey. Dakle, Ey € M, uvek kada je y € Cs , odnosno, E € (C; : M,,). U
ovom slucaju uslovi Teoreme 34 vaze za F = (epnr) umesto A = (aynkr), to jest.,
E,.. € {Cf}ﬁ(ﬂ) i SUDP,, nen Zk,l |€mnki| < 00. Ovim je teorema dokazana. O

Teorema 40. Cetvorodimenzionalna matrica A = (amnr) € (C; : B(M,)) ako i
samo ako A, € {C;}P?) i vazi sledeci uslov

m,n
sup Z mem-j(r, S, t,u) | < 00. (5.10)
m,neN kel |ij=0

Dokaz. Teoremu mozZzemo dokazati na identi¢an nacin kao i teoremu Theorem 39
koris¢enjem relacije (4.6) [Yesilkayagil and Bagar(2017), Theorem 4.7| izmedju ele-
menata Cetvorodimenzionalnih matrica A = (amnkr) 1 G = (Gmnki)- n

Teorema 41. Neka je A = (amnr1) Cetvorodimenzionalna beskonacna matrica. Tada
vaze sledeci iskazi.
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(a) Ako je 0 < s’ < 1. Tada, A = (i) € (Ly : Cy) ako i samo ako

SUp  |@mnk| < 00, (5.11)
m,n,k,lEN
d(ar) € C tako da fo — lm @i = ag za svako k,l € N (5.12)
m,n—00

(b) Ako je 1 < ' < oco. Tada, A = (amnk) € (Ly : Cy) ako i samo ako uslov
(5.12) vaZi i pored toga vaZi

sup Z |amnkl| < o0. (5.13)

m,neN el

Dokaz. (a) Neka je 0 < ' <11 A = (amnu) € (Ls : Cr). Tada, Az postoji u Cy
za svaki niz r = (zy) € Ly. Kako inkluzija (Ly : Cs) C (Ly : M,,) vazi, onda je
uslov (5.11) neophodan. Pored toga, kako Az postoji u Cy za svaki x = (zy) € Ly,
takodje je dokazano za . = e € Ly da je Ae™ = (amnri)mnen € Cy odakle dobijamo
neophodnost uslova (5.12).

Pretpsotavimo sada da uslovi (5.11) i (5.12) vaze i neka je x = (xy,;) proizvoljan
dvostruki niz u L.
Apn € Cf,(ﬁ) dobijamo kao posledicu 3.2 iz |Yesilkayagil and Bagar(2017)] za svako
m,n € N, onda Az postoji. Primenom (5.11) i (5.12) za svako k,l € N dobijamo
slede¢u nejednakost

lag| = fo— M |amni| < SUP |Gk
M—>00 m,neN

tada sledi da je ay € M,. Prema tome, serija ), ; anzy je konvergentna za svaki
x € Ly. Pored toga, primenom (5.12) dobijamo da za svako € > 0 postoji pozitivno
ng € N tako da vazi

j+q i+q
TES E E |Gkt — ari| < €
q k=j l=i
za svako m,n > ng. onda imamo
!
j+q i+q’ k,l k,l s
E E E Amnv' Loy’ — E Ay ' Loy !
1 El I k) I
<Q+ q + k=j l=i v,v’ v,v’
S/
Jj+q i+q kil
- E E E (amnv,v’ - av,v’)xv,v’
(¢+1)(¢ +1) =~

!

s j+q it+q’ # j+q i+q
< ':UU 7) x'U/U
To nam daje da p—lim, ;o0 m {;3 Hq 77 (Ax)iy postoji, odnosno Az € Cy.
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Ovimo smo dokazali (a).

(b) Neka je 1 < " < 0o. Neophodnost (5.12) i (5.13) se lako moze pokazi kao u
delu (a) primenom Hélderove nejednakosti.

Prestpostavimo sada da (5.12) i (5.13) vaZe i neka je © = (zy) proizvoljan
dvostruki niz iz skupa Ly. Primenom (5.12) za svako k,l € N imamo

kL
Z |av7v/|5/ = fo— hm Z |amm)v| < sup Z [— Y < oo (5.14)

m,nN
v,v’'=0 v =0 v,0'=0

Sto nam govori da je a = (a,.) € Ly. Dakle, dvostruka serija Zﬁ f}, 0 Qv Ty j€
konvergentna za svako z € L. Pored toga, za svako € > 0, postoji NO € N tako da

" J+q i+q y
(¢+ 1) +1) ZZ<Z [(@mnwer = avur)l ><€ (5.15)

k]lz v,v'=0

za svako m,n > Np. Primenom Holderove nejednakosti i (5.14) i (5.15) moZemo
zapisati

Jj+q i+q
( I 1 E g E amnv W' Tyt — E av R T
q k=j l=i |vv'= v,v =
Jtq itq | kil
( T 1 E g E (amnv,v’ - av,v’)xv,v’
q k=j l=i |v,v'=0

za svako m,n € N. Nakon prolaska p-granice kada ¢, ¢ — oo dobijamo da Az € Cy.
Ovim je dokaz zavrSen. O

Teorema 42. Neka je A = (amnii) Cetvorodimenzionalna beskonacan matrica. Tada
vazZe sledeci iskazi:

(a) Ako je 0 < s’ < 1. Tada, A = (amni) € (Ly : B(Cy)) ako i samo ako

sup Z bmnz]az]kl < 00, (516)
m,n,k,leN
1,7=0
dew € Q > fo — mlrlzgloo Zobmmja”kl er za svako k.l € N (5.17)
7-7

(b) Ako je 1 < ' < oo. Tada, A = (amnr) € (Ls : B(Cy)) ako i samo ako (5.17)
vazi i pored toga

/
S

< 00. (5.18)

m,n
E E bmm’j Qijki

k. |ig=0

sup
m,neN
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Dokaz. Neka je ¢etvorodimenzionalna matrica A = (amnk) € (L : B(Cy)). Tada,
Ax postoji u skupu B(Cy) za svaki niz x € Ly. Kako je Az € B(Cy) mozemo reé
da je B(Az) € Cy. Pored toga, sledeca jednakost

Z bmmy Z Ay Ty = Z (Z bmm]awvv> Loy ! (519)

,j=0 v,v'=0 v,u'=0 \i,j=0

vazi za svako m,n,k,l € N. Dakle, uzimanjem granice kada k,[ — oo u (5.19)
imamo da je B(Az) = (BA)z. Sada mozemo definisati novu ¢etvordimenzionalnu
matricu BA = G = (gmnk1) sa

Imnkl = E bmnijaijv,v"

1,J=0

Dakle, mozemo rec¢i da je Ax € B(Cy) uvek kada je x € Lyako i samo ako Gz € Cy
uvek kada je © € Ly §to nam govori da je G = (gmnr) € (Ls : C¢). Prema tome,
uslovi (5.11) 1 (5.12) vaze za 0 < s’ < 1, a uslovi (5.12) 1 (5.13) vaze za 1 < §' < o0
1 Grnikr UmMesto apnr. Ovim smo dobili Zeljene rezultate. O

Teorema 43. Neka je A = (amnr) Cetvorodimnzionalna beskonacna matrica. Tada
vaze sledeci iskazi.

(a) Ako je 0 < s’ < 1. Tada, A = (amni) € (B(Ly) : Cy) ako i samo ako

m,n i—k 71

Z — — s
- r t rt
i,j=k,l

mn o Nk g NI
oy =s AT
Jew€Q 5 fom lim B ( r ) ( / ) g o (02D)

ij=k,l

sup < 0, (5.20)

m,n,k,leEN

(b) Ako je 1 < s’ < oco. Tada, A = (amni) € (B(Ly) : Cy) ako i samo ako uslov

(5.21) vazi i
i—k j—1 §
Z —u ! Amnij
rard t rt

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢etvorodimenzionalna matrica A = (ayum) € (B(Ly) :
Cy). Tada, primenom metoda koris¢enog u dokazu Teoreme 42, imamo da Az postoji
u Cy za svaki niz x € B(Ly). Kako je € B(Ly) onda mozemo reéi da je Bx =y €
Ly i da sledeca jednakost

m,n k,l m,n . i—k . 3=l B
Z Amnij Ty = Z ( Z (TS) (Tu) ar;:ﬂ) Yo ! (523)

4,7=0 v,w'=0 \i,j=k,l

sup Z < o0. (5.22)

m,neN

vazi za svako m,n, k,l € N. Dakle, imamo Ax = AB~!y = Ey uzimanjem granice
kada k,I — oo u (5.23). Sada mozemo definisati ¢etvorodimenzionalnu matricu
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AB™' = FE = (eyni) sa

m,n i—k j—l
kl — E— — _—.
mn r t rt

ij=k,l

Dakle, ovde mozemo reéi da je Az € Cy uvek kada je x € B(Ly) iako i samo ako
Ey € Cs uvek kada je y € Ly §to znadi da je E = (emni) € (Ly : Cy). Prema tome,
(5.11) 1 (5.12) vaze za 0 < s’ < 1, a (5.12) 1 (5.13) vaze za 1 < §' < 00 1 € 1
umesto a,,r. Ovo nam daje trazene rezultate i zavrSava dokaz. O

5.3 Neki znacajni rezultati

U ovom poglavlju, navedene su neke direktne posledice koje proizilaze iz pret-
hodno navedenih teorema.

Posledica 44. Neka je A = (amnr) Cetvorodimenzionalna beskonacna matrica .
Tada vaZe sledecéi iskazi.

(1) A€ (B(Cp):Cy) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.6) i (4.7) vaZe za €mpi umesto

Amnkl -

(it) A € (B(Cyp) : Cy) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.4) i (4.5) vaze za empu

umesto Qunkl-

(1i)) A € (B(C,) : Cy) ako i samo ako 4.1)-(4.3), (4.8) i (4.9) vaZe za enypp umesto

Amnkl -

(iv) A € (B(L,) : Cyp) ako i samo ako (4.2) i (4.11) vaZe za 1 < q < 00 & €mpki
UMesto Qmnki -

(v) A € (B(L,) : Cyp) ako i samo ako (4.2) i (4.10)vaze za 0 < q < 1 i epmpp
UMesto Qmmniki -

(vi) A € (B(L,) : My) ako i samo ako (4.10) vazi za 0 < q¢ < 1 @ €ppp umesto
Amnkl -

(vii) A € (B(L,) : My) ako i samo ako (4.11) vaZi za 1 < ¢ < 00 i eppp umesto
Amnkl -

(viti) A € (B(My) : Cyp) ako i@ samo ako (4.1), (4.3), (4.-12), (4.13),(4.14) i (4.15)

VAZE 24 Cppkl UWMESLO Gkl

(ix) A € (B(M,) : Cp) ako i samo ako (4.2), (4.6) i (4.7) vaZe za €mpi umesto

Amnkl
(z) A€ (B(Cy): M,) ako i samo ako (4.1) vaZi 2a €ppr UMESEO Q-

Posledica 45. Neka je E = (emnr) Cetvorodimenzionalna beskonacna matrica .
Tada vaZe sledeci iskazi.
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(1) A€ (C,: B(Cy)) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.6) i (4.7) vaZe za Gmnir umesto

Amnkl -

(i) A € (Cop = B(Cy)) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.4) i (4.5) vaZe za G

UMesto Aynkl-

(11i)) A € (C,.: B(Cy)) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.8) i (4.9) vaZe za gmng umesto

Amnkl -

(iv) A € (L, : B(Cyp)) ako it samo ako (4.2) i (4.10) vaZe za 0 < q¢ < 1 @ Gk
UMesto Qmmnkl -

(v) A€ (L, : B(Cy)) ako i samo ako (4.2) i (4.11) vaze za 1 < q < 00 & Gmnki
umesto Qmnki -

(vi) A € (L, : B(M,)) ako i samo ako (4.10) vaZi za 0 < ¢ << 1 i g umesto

Amnkl -

(vii) A € (L, : B(M,)) ako i samo ako (4.11) vaqu zi za 1 < ¢ < 00 & gppr umesto

Amnkl -

(viii) A € (M, : B(Cyy)) ako i samo ako (4.1), (4.3), (4.-12), (4.13),(4.14) i (4.15)

VaZe 24 Gmnkl UMESTO Qmnkl

(ix) A € (M, : B(C,)) ako i samo ako (4.2), (4.6) i (4.7) vaZe za Gmni wmesto

Amnkl
(z) A€ (Cpp: B(My)) ako i samo ako (4.1) vaZi 2a Gpki Wmesto -

Posledica 46. Neka je A = (amnr1) Cetvorodimenzionalna beskonacna matrica .
Tada vaZe sledeci iskazi.

(i) A€ (B(Cp): B(Cy)) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.6) i (4.7) va v ze za by

umesto Qpnkl-

(it) A € (B(Cyp) : B(Cy)) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.4) i (4.5) vaZe za Ry
UMesto Qmmnki -

(i) A € (B(C,) : B(Cy)) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.8) i (4.9) vaZe za hpmni
umesto Qmnkil -

(w) A e (B(L,) : B(Cy)) ako i samo ako (4.2) i (4.10) vaze za 0 < ¢ < 1 @ Ry

UMesto Qmmnki -

(v) A€ (B(L,): B(Cyp)) ako i samo ako (4.2) i (4.11) vaze za 1 < ¢ < 00 i Rk

umesto Qunkl-

(vi) A€ (B(L,): B(M,)) ako i samo ako (4.10) vazi za 0 < ¢ <1 4 hyypi umesto
Amnkl -

(vii) A € (B(L,) : B(M,)) ako i samo ako (4.11) vazi za 1 < q < 00 & Nk
UMesto Qmmnkil -
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(viti) A € (B(M,) : B(Cy)) ako i samo ako (4.1), (4.3), (4.12), (4.13),(4.14) i

(4.15) vaze za hpypg umesto -

(ir) A€ (B(M,): B(C,)) ako i samo ako (4.2), (4.6) i (4.7) vaZe za hynp umesto

Amnkl -
(r) A€ (B(Cy): B(My)) ako i samo ako (4.1) vazi za hynk umesto G-

Posledica 47. Neka je A = (amnr) Cetvorodimenzionalna beskonacna matrica .
Tada vaZe sledecéi iskazi.

(i) A € (B(Cp) : CSy) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.6) i (4.7) vaZe za e(m,n)

UmMesto Aynkl-

(it) A € (B(Cyp) : CSy) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.4) i (4.5) vaZe za e(m,n)

UMesto Qmmnkl -

(ii1) A € (B(C,) : CSy) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.8) i (4.9) vaZe za e(m,n)

UmMesto Qmnki -

(iv) A€ (B(L,):CSy) ako i samo ako (4.2) i (4.11) vaZe za 1 < ¢ < oo i e(m,n)
UMesto Qmnki -

(v) A€ (B(L,):CSy) ako i samo ako (4.2) i (4.10) vaZe za 0 < ¢ < 1 i he(m,n)

UMesto Qpmnki -

(vi) A € (B(L,) : BS) ako i samo ako (4.10) vazi za 0 < ¢ < 1 i e(m,n) umesto

Amnkl -

(vii) A € (B(L,) : BS) ako i samo ako (4.11) vazi za 1 < ¢ < oo i e(m,n) umesto

Amnkl -

(viii) A € (B(M,) : CSyy) ako i samo ako (4.1), (4.3), (4.12), (4.13),(4.14) i (4.15)

vaZe za e(m,n) umesto Ay

(ir) A€ (B(M,):CS,) ako i samo ako (4.2), (4.6) i (4.7) vaZe za e(m,n) umesto

Amnkl
(z) A€ (B(Cy) : BS) ako i samo ako (4.1) vazi za e(m,n) umesto Gpmnpi-

Takodje mozemo dati slede¢e rezultate koji proizilaze iz Teorema (4.1), (4.2) i
(4.3) i dokazani su od Altaya i Basara [Altay and Bagar(2005)] primenom relacije
(5.5).

Posledica 48. Neka su elementi cetvorodimenzionalnih matrica A = (ampg) @ G =
(Gmnkt) povezani relacijom (5.5). Tada A = (amnk1) € (CSyy : B(Cp)) ako i samo ako
uslovi (4.1) i (4.2) vaZe z A grnry umesto apmni @ pored toga vaze sledeéi uslovi

(i) limy_yo0 AN Grnm = 0 2a svako fiksirano k € N za svako m,n € N,

(i1) limy o0 AR g = 0 2a svako fiksirano | € N za svako m,n € N,
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Posledica 49. Neka su elementi cetvorodimenzionalnih matrica A = (ampg) @ G =
(Gmnk) povezani relacijom (5.5). Tada A = (amni) € (CS, : B(C,)) ako i samo ako
uslov (4.1) vazi za A¥ gni umesto amp i pored toga vaZe sledeci uslovi

(Z) (gmnko)keNa (gmnOl)leN €bv za svakom, n e N,
(ii) AL € N> AM g = 0 2a svako k € Nuvek kada su m,n,l > L,

(iii) K € N> Akl g = 0za svako | € Nuvek kada sum,n, k > K,

(z'v) dgr € C 3 p — limpy oo Zz ’A]fégmnkl’ = Zk ‘gkl’
Posledica 50. Neka su elementi cetvorodimenzionalnih matrica A = (Gpmppt) @ G =
(Gmnki) povezani relacijom (5.5). Tada A = (amnri) € (CS, : B(C,)) ako i samo ako
uslov (4.1) vazi za A g,k umesto amnp i uslovi Posledice (49) vaZe i pored toga
vaze sledeéi uslovi
(1) r — limy, oo A’fllgmnkl = g 2a svako ly € N,
() 7 — UMy o0 Do AV Gimnkt = W, 2a svako ly € N,

(ZZZ) r—= hmm,n—mo Zl Alldlgmnkl = U, za svako kO S N;

() 17— 1M o0 D gy AN Gkl = U
Posledica 51. A = (amni) € (B(Cp) : Cp;p) ako i samo ako

(i) p—limy, oo €mnit = 0 za svako k,l € N,
(it) p— limy, ;00 Zk’l Crmnkl = 1,
(4ii) p —1limy, so0 Dk |€mnki| = 0 2a svako | € N,
() p— My, oo Y |€mnki| = 0 2za svako k € N,

(v) v € C2p—1limy, oo Yy l€mnr| =0 2za svako | € N,

(vi) Supgen Zk,l>K |€mnii| < 00.
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Posledica 52. Neka je A = (amni) Cetvorodimenzionalna beskonacna matrica.
Tada vaZe sledeci iskazi.

(1) A€ (C,: B(C,);p) ako i samo ako (51)-(51) vaze za frnk umesto ampp-

(iii) A€

(
1) A€ (B(C,) : B(Cp);p) ako i samo ako (51)-(51) vaze za hppry umesto appi-
(i) p

(B(C,) : CSpip) ako i samo ako (51)-(51) vaze za e(m,n) umesto ampki-
w) A€ (CS,: B(Cp);p) ako i samo ako (51)-(51) vaZe za A\ gnr umesto amnp
(i) 119

Sada mozemo dati slede¢e nove znacajne rezultate za Cetvorodimenzionalne bes-
kona¢ne matrice A = (@mnrr)-

Posledica 53. Vaze sledeci iskazi.
(i) A€ (B(Cyp) : Cy) ako i samo ako (4.16)-(4.20) vaZe za epmpgi wmesto Qg -
(i) A € (B(C,) : Cf) ako i samo ako (4.16)-(4.18) i (4.21)-(4.22) vaZe za €pmnp

UMEeSto mpki-
(iii) A € (B(Cp) : Cs) ako i samo ako (4.16)-(4.18) vaze za €mpg wmesto G-
(w) A e (B(M,):Cy) ako i samo ako (4.16) i (4.29)-(4.31) vaZe za €mpr wmesto

Amnkl -

(v) A€ (B(Cy) : Cyp) ako i samo ako (4.16) i (4.23)-(4.28) vaZe za eppp wmesto

Amnkl -

Posledica 54. VaZe sledeci iskazi.
(i) Ae (C,: B(Cy)) ako i samo ako (4.16)-(4.18) vaZe za Gungi WMEStO Q-
(i) A€ (Cy : B(Cy)) ako it samo ako (4.16)-(4.20) vaZe 20 Gmnki UMESLO Q-
(iii) A € (C,. : B(Cy)) ako i samo ako (4.16)-(4.18) i (4.21)-(4.22) vaZe za Gmnii

UMesto Qmnki -

(iv) A€ (M, : B(Cy)) ako i samo ako (4.16) i (4.29)-(4.31) vaZe za Gmni umesto

Amnkl -

(v) A€ (Cs: B(Cyp)) ako i samo ako (4.16) i (4.23)-(4.28) vaZe za Gmnki umesto

Amnkl -

Posledica 55. VazZe sledeci iskazi.
(1) A€ (B(Cp,): B(Cy)) ako i samo ako (4.16)-(4.18) vaze za hypppr umesto ampp-
(i) A € (B(Cyp) : B(Cy)) ako i samo ako (4.16)-(4.20) vaze za hupiy umesto Gpppi-
(111) A € (B(C,): B(Cy)) ako i samo ako 4.16)-(4.18) i (4.21)-(4.22) vaZe za Ry

UMesto Qmmnki -
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(w) A € (B(M,) : B(Cy)) ako i samo ako (4.16) i (4.29)-(4.31) vaze za hppi

UMESto mpki-

(v) A € (B(Cys) : B(Cyp)) ako i samo ako (4.16) i (4.23)-(4.28) vaZe za Ruppi

UmMesto Qmnki -
(vi) A € (B(Cy): B(M,)) ako i samo ako (4.16) vazi za Ry wmesto appp.
Posledica 56. Vaze sledeci iskazi.

(i) A € (B(Cy) : CSy,) ako i samo ako (4.16) i (4.23)-(4.28) vaze za e(m,n)

Umesto Qmnkil -
(it) A e (B(Cy) : BS) ako i samo ako (4.16) vazi za e(m,n) umesto apnk-
Posledica 57. VaZe sledeci iskazi.

(1) Ae (B(Cy):Cy;p) ako i samo ako (4.16), (4.32)-(4.37) vaZe za eppnp umesto

Amnkl -

(it) A e (Cs: B(Cy);p) ako i samo ako (4.16), (4.32)-(4.37) vaZe za gmni wmesto

Amnkl -

(i11) A € (B(Cy) : B(Cy);p) ako i samo ako ((4.16), (4.32)-(4.37) vaze za Ry

UMesto Qmmnki -

Posledica 58. Neka su elementi cetvorodimenzionalnih beskonacnih matrica A =
(@mnkt) © H = (hmnkt) povezani relacijom

m,n
Rnil = E bymij€ijki 2a svako m,n,k,l € N.

ij=k,l
Tada vaze sledeci iskazi.

(1) Ako je 0 < s’ <1. Tada A € (B(Ly): B(Cy)) ako i samo ako (5.11) i (5.12)

vage 2a Mpppr UMesto Gpmnkl-

(i) Ako je 1 < s’ < oco. Tada A € (B(Ly) : B(Cy)) ako i samo ako (5.12) i (5.13)

vaze 2a Mpppr UmMesto k-
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Primena Hausdorffove mere
nekompaktnosti na matric¢ne
operatore izmedju B-Summabilnih
prostora dvostrukih nizova

U ovom poglavlju, subklasa IC(X,Y’) kompaktnih operatora, gde je
X = {B(Mu), B(Cﬁ), B(Cﬁo), B(Lq)(l <qg< OO), B(ﬁu)} 1Y = {MU,C§,C790, Eq, Eu}
pri ¢emu je ¥ = {bp,r} je karakterizovana pomocéu Hausdorffove mere nekompakt-
nosti za matri¢ne operatore na pojedinim prostorima dvostrukih nizova.

Izneéemo najpre neke osnove ovog poglavlja

6.1 Schauderova dvostruka baza

Koncept Schauderove dvostruke baze nedavno je uveden i proucen od strane
Loganathan S. u [Loganathan and Moorthy(2016)]. On je definisao uopstenu dvo-
struku bazu i Schauderovu dvostruku bazu, pored toga je izneo i pojedine primene.
Ovaj novi koncept koji ukljucuje vise uslova je slozeniji nego Schauderov baza kla-
sicnih jednostrukih nizova. U ovoj sekciji, definisali smo dvostruku osnovu i neke
potrebne informacije.

Definicija 29. Dvostruki niz (z,,) u konaéno dimenzionalno toplosko vektorskom
prostoru (TVS) X je dvostruka baza X, ako za svako x € X, postoji jedinstveni dvo-
struki niz skalara oy, tako da  amn@mn, konvergira ka x, odnosno, © =" GmnTmn-

Pretpostavimo da je (@) dvostruki niz skalara i definisimo normu

m,n
HamnH = SUP{ Z Qg

k=1
Neka je X skup svih dvostrukih nizova skalara (a,,,) ¢ija je norma ||a,,,|| konacna.
Tada, je par (X, ||.|]|) Banachov prostor sa uobi¢ajenim koordinatnim sabiranjem i
skalarnim mnozenjem.

: (m,n) € N:L’N} : (6.1)

65



Primena Hausdorffove mere nekompaktnosti na matri¢ne operatore izmedju
B-Summabilnih prostora dvostrukih nizova 66

Sada, defini§imo ek €l e i e kao dvostruki niz (a,.,) skalara tako da je

kl _{ L, (k1) =(m,n); ’ (6.2)

mn

0 , inae.

el = Z e’ dvostruki niz takav da su svi elementi l-te kolone jedan, ostali nula
k

er = Z ekl dvostruki niz takav da su svi elementi k-te vrste jedan, ostali nula
!

e = E e dvostruki niz ¢ji su svi elementi jednaki nuli.
kl

Pokazano je u [Loganathan and Moorthy(2016)| da za svako a,,, € X, relacija am, =
> @mn€tl me mora vaziti, ovo znadi da ako je ar, = (=1)" i apy = 0 za m #

1, Vn € N. Tada je am, € X ali ), amne™. ne konvergira u X.

Definicija 30. [Loganathan and Moorthy(2016)] Dvostruka baza (bpy,) u topolosko
vektrorskom prostoru X je Schauderova dvostruka baza, ako je funkcional koeficije-
nata fmn definisan sa

fmn(z aklbkz) = Ak, (6-3)

kl

za Y ab € X i (m,n) € NaN, linearni neprekidni funkcional na X. Za datu
dvostruku bazu (by.,) koeficijentni funkcional ima oblik dvostrukog niza f,. Dvo-
struki niz fmn naziva se pridruZeni dvostruki niz funkcionala za (by,).

Svaka baza u kompletno metrizabilnom prostoru je Schauderova baza.
Definicija 31. Dvostruka baza (x,,,) u topolosko vektorskom prostoru X je rcb dvo-

struka baza, ako za svako fiksirano k =1,2, ..., {Z;n:l Tkt m = 1,2, } ograni-

cena i za svako fiksirano j = 1,2, {> ;_ ajxir :n =1,2,..} ogranicena, uvek
kada Y ajpx i konvergira u X.
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6.2 Hausdorffova mera nekompaktnosti za matri¢ne
operatore izmedu prostora dvostrukih nizova

U ovoj sekciji, uvodimo Hausdorffovu meru nekompaktnosti za ¢etvorodimenzi-
onalne matri¢ne operatore nekih dvostrukih prostora nizova, pored toga iznosimo i
izu¢avamo karakterizaciju kompaktnih operatora na dvostruke prostore nizova.

Definicija 32. Neka su X @Y Banachovi prostori. Linearni operator L : X — 'Y
nazivamo kompaktnim ako je ceo X i za svaki ogranicen dovstruki niz (Tp,,) iz X,
niz L(Zy,y) ima konvergentan podniz w Pringsheimovom smislu w Y. Oznacavamo
skup svih kompaktnih operatora sa KC(X,Y).

Definicija 33. Neka je X Banachov prostor i neka je Mx ogranicen podskup skupa
X. Tada je funkcional pn: Mx — [0,00) mera nekompaktnosti ako

(i) wW(Q) =0 ako i samo ako je Q relativno kompaktan(totalno ogranicen),
(ii) 1(Q) = 1(Q) 2a svako Q € M,
(111) w(Q1 U Q2) = max {u(Q1), n(Q2)} za svako Qq, Q2 € Mx.

Hausdorffovu mera nekompaktnosti(ili loptastu meru nekompaktnosti), su uveli
i izucili Goldenstein, Gohberg i Markus
|Gohberg et al.(1957)Gohberg, Goldenstein, and Markus|(videti [Malkowsky and Ra-
kocevi¢, 2019| za vise detalja).

Definicija 34. [Gohberg et al.(1957)Gohberg, Goldenstein, and Markus| Neka je (X, d)
metricki prostor © neka je QQ ogranicen podskup skupa X . Tada Hausdorffovu ili ball
meru nekompaktnosti ili x—meru skupa Q, oznacavamo sa x(Q), is definisemo kao
infimum skupa za svako € > 0 tako da ) moZe biti pokriveno konacnim brojem lopti
radii < €, odnostno,

x(Q) = inf{e >0:QC UB(xi,ri), neX, m<e (1=1,23,..,n) n€ N} .
i=1
Funkciju x nazivamo Hausdorffovom merom nekompaktnosti.

Treba ovde napomenuti da za Hausdorffova mera nekompaktnosti skupa () centar
lopte koja prekriva skup @ ne mora pripadati ). Dakle, jednakost (34) se moze
ekvivalentno formulisati kao Sto sledi:

X(Q) =inf{e > 0: Q sadri konanu € — mreu u X} .

Neka je X Banachov prostor sa Schauderovom dvostrukom bazom (b )5 ,—;-
Tada svako x € X mozemo na jedinstveni nacin predstaviti sa

T = i A () by,

m,n=1
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pri ¢emu je funkcija ay,,(x) baza funckionala. Neka je P, : X — X projekcija
linearnog spana (by);i~;., odnosno,

mn

Pmn(l‘) = Z akl(x>bkl-

k=1

Tada, na osnovu Banach-Steinhausove teoreme, operatori P,,, i I — P,,, su
ekviograniceni.

Teorema 59. Pretpostavimo da je X Banachov prostor sa Schauderovom dvostru-
kom bazom (bkl)if’lzl, Q ogranicen podskup skupa X, P, : X — X projekcija line-
arnog spana (by)ie, i

w(Q) = lim sup (sup ||(I — Pun)z|)),

m,n—00 TEQ

tada vaze sledece nejednakosti:

éM(Q) < ¢(Q) < infsup |(I — Pon)z| < u(Q),

MmN e
pri cemu je a = limsup,, , .. [[I — Pua|

Definicija 35. Neka su X 1Y proizvolyni prostori dvostrukih nizova koji su Banac-
hovi prostori i pretpostavimo da operator L € B(X,Y). Tada Hausdorffovu meru
nekompaktnosti operatora L oznacavamo sa ||L||? definisemo na sledeci nacin

||L||§ =q(AB;) gdeje By={re X :|x| <1} (6.4)
Dakle, L je kompaktan ako i samo ako vazi || L||? = 0.

Teorema 60. Neka je L € B(Cy,Cy) i neka je ¥ = {bp,bp0,r,r0} i neka je

JaeC 3, ¥— mlér_rgoo ; il = O, (6.5)
day, € C 3, 99— lim apmpu = ar, k,1 €N, (66)
m,n—00

Tada, vaZe sledece nejednakosts.

[eS)
Amnoo — & + E Al
k,l=1

)
Qmnoo — & + E Al
k=1

oo
+ Z [E—— akl’)
k=1
o0
+ Z [ le\)

k=1

L
3 mysoo” D

<JAJ2 < Tim_sup (

Dokaz. Pretpostavimo da vazi L € B(Cy,Cy) i da dvostruki niz x = (z,,,) € Cy,
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YU — My, 00 Tmn = Too 1 Az = y. Tada vazi

[e.e]

Ymn = (L(T))mn = @mnooToo + Z UmnkiTh,  Mm,n =1,2,..
kl=1

o0 o0
Yoo = lim Yy = 200 | @ — g ag | + E ATk
m,n—0o0

’ kl=1 k=1

Elementi e = Y, €™ i e odredeni sa (6.2) su iz skupa Cy. Neka je

f%w1:60-—>6§
projekcija odredena sa
Pon(x) = 200€ + Z (Trt — Zoo) s
k=1

o¢igledno || — P,,,|| = 2 na osnovu jednakosti (3.2) vazice

sup [[(I — Pnn)Az|| = sup sup |yij — Yoo

lzll<1 ||| <1i>m+1,
j=n+1

[oe) o
= sup sup az’j00$00+5 Ak Tkl — | oo OZ—E Qi

| <1i>m—+1, — —
llzll< e k=1 kl=1

= sup Sup |Zoo (aijOO —a+ Z akl) + Z (Qijr1 — aprTrr)

]| <1 iZmt1,
j>n+1

= sup
i>m+1,
j>nt1

Takode na osnovu jednakosti (3.2) i na osnovu prethodnih jednakosti mozemo
zakljuciti dokaz teoreme. ]

k=1

o0
+ Z |aijrr — akl|) :

k=1

k=1

o0
Qij00 — @ + E agl
k=1

Teorema 61. Neka je L € B(Cy) pri cemu je 9 = {bp, bp0,r,r0}. L je kompaktan
ako i samo ako

¥ — lim (
m,n—00

Dokaz. Dokaz sledi iz jednakosti (6.5) i (6.6) i ¢injenica o = 11 ag = 0 za svako
k,l € N. Dokaz ove teoreme preskac¢emo da bismo izbegli ponavaljanje. O]

oo
Amnoo — & + E Qg
k=1

+ Z |amnk’l - akl|> =0

k=1

D
+ E AR Tkl

k=1

)
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Posledica 62. Neka je L € B(Cy) gde je 9 = {bp, bp0,r,r0} reqularna trnasforma-
cija. Tada je L komapkt ako i samo ako

v — m}TILIEOO <|amn00 - 1| + Z |amnkl|> =0

k=1

6.3 Primena Hausdorffove mere nekompaktnosti na
matri¢ne operatore izmedu B-Sumabilnih pro-
stora dvostrukih nizova

U ovoj sekciji odredujemo Hausdorffovu meru nekompaktnosti matri¢nih opera-
tora na odredene B-sumabilne prostore dvostrukih nizova. B-sumabilnost prostora
dvostrukih nizova su uveli i izucavali Tug i Bagar [Tug and Bagar(2016)|, and Tug
[Tug(2017a)|-[Tug(2018)].

Dakle, kao u poglavlju 5, pretpostavimo da Cetvorodimenzionalne matrice A =
(@mnkt) 1 B = (€mnpr) transofrmisu nizove © = (Ty) 1 ¥ = (Ymn) koji su povezani
relacijom (3.1) sa dvostrukim nizovima s = (Syn) 1 2 = (2mn), respektivno, odnosno

Smn = (AZ)pn = Z ki Trl 20 svako m,n € N, (6.7)
k,1=0

Zmn = (BY)mn = Z EmnkiYkl 20 svako m,n € N. (6.8)
k,1=0

Ocigledno je da je metod B primenjen na B(r, s, t, u)—transformaciju niza =, dok
se metod A primenjuje na elemente niza x. Tada, moZemo reéi da su metodi A i FE
sustinski razliciti.

Pretpostavimo da uobi¢ajeni proizvod matrica FB(r, s, t,u) postoji §to je mnogo
slabija hipoteza od uslova da matrica E pripada bilo kojoj klasi matrica, u globalu.
U ovom slucaju, kazemo da matrice Ai E u (6.7) i (6.8) dualni sumabilni metodi ako
se s redukuje na z ili obrnuto koriste¢i uobicajeno sumiranje po delovima. Ovo nas
dovodi do ¢injenica da EB(r, s,t,u) postoji i jednak je Ai Az = {EB(r,s,t,u)x} =
E{B(r,s,t,u)x} = Ey formalno vazi, ako jedna strane jednakosti postoji. Ova
izjava je ekvivalentna odnosu izmedu elemenata matrica A = (amnk) 1 F = (€mnki)

Amnkl = SUCMmn,m—1,n—1 + Stemn,m—l,n + rU€mnm,n—1 + Ttemnmn

0 i—k 7=l
—S —u amm’j
i § - NLUCA 6.9

1,5=k,l

ili ekvivalentno

za svako m,n,k,l € N. Trivijalno relacija (6.3) izmedu elemenata matrica A =
(@mnkt) 1 E = (€mnkr) moze biti navedena matri¢nim proizvodom, kao sto sledi;

A= EB(r,s,t,u) ili ekvivalentno E = AF(r,s,t,u).
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Teorema 63. Neka je X normiran prostor ¢ neka xr @ x predstavijaju Hausdorffove
mere nekompaktnosti na Mx, © Mx, kolekcijama svih ogranicenih skupova u Xr 1
X, respektivno. Tada,

xr(Q) = x(T(Q)), za svako Q€ Mx, (6.10)

Teorema 64. Ako je A € (B(X),Y) za X = {Cgyo, M} i Y = {Cyo,Cy, My} pri
cemu je 9 = {bp,r}, tada

[AllBx)y) = SugNHEmnHZ = sup. Z|emn,d]

Teorema 65. Ako je A € (B(Ly),M,) ili A€ (B(Ly),Cyp), tada

”AH(B(ESI):Y) = sup HEmn“ = sup Z |€mnkl| za 1 <8 <oo.
m,neN m,neN
7
||LA||3 = lim Sup ||Emn||2 = lim [ sup Z lemmit|® |, za 1< < oo,
1,]— 00 m> Z 1,]— 00 m>z
n>] N>J

Teorema 66. Ako je A € (B(L,),Y) za Y = {Cyo,Cy, My} gde je 9 = {bp,r},
tada

A5 y) = s [[Enally = sup |emnnl-
m,neN m,neN

||LA||2 = hm sSup HEman = lim sup |6mnkl|
=00 | m>q, 4,J=00 | m>i,
n>j n=>j,
k,leN

Teorema 67. Ako je A € (B(Cy),Cyo) ili A € (B(M,),Cs) pri cemu je 9 =
{bp, bp0, r,70},tada

HLA||2 = lim | sup HEmnH = hm sup E |€mmnkil
2,) =00 m>i, m>i,
n>] n>j

Teorema 68. (a) Svako L € B (B(Cy),Cy) gde je 9 = {bp, bp0,r,r0} je odredeno
matricom, E = (emn) koja je definisana sa (6.9) tako da je

L(z) = <€mnoo$oo + Z €mnkz$kz> za svako x € B(Cy),

k=1 =1
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gde je oo = UV — limy, p—so0 Tiy ¢ takode

dJaeC 3, ¥-— m,lériloozem"kl = q,
kl

de;; € C 2, ¥ — lm enpp = €kl k‘,l €N,

m,n—00

I2]1= sup (|emnoo] + [|Emnllr.)

m,n

pored toga,

mlirgoo(L(x))m” = Zgo <a - Z ekl> + Z enTr za svako x € B(Cy)

k=1 k=1

(b) Ako je L € B (B(Cy),Cy) tada vazi
1 I
2 o P

< A3 < lim_sup (

o0

€Emnoo — & + E €kl

k=1

+ || (€mnkt — ekZ)Zf}:lHMu)

oo

Emnoo — & + § €Ll
k=1

+ || (€mnrt — €kz)if}:1||Mu>

pri cemu je

oo
[ (€mnki — €xt)ig=1llpm, = sup Z |€mnkt — €kl -
m,neN k=1

Lema 69. [Yesilkayagil and Basar(2018), Theorem 4.7] Neka su X, i € {M.,C,,Cp,, C., L},

i elementi cetvorodimenzionalnih matrica A = (ampg) @ G = (Gmnki) povezani rela-
cijom,

m,n

Jmnkl = Z binnij (1, 8, t, W), 2za svako m,n, k,l € N. (6.11)

1,j=0

Tada je, A € (i : B(X)) ako i samo ako G € (p: \).
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Posledica 70. (a) Svako L € B (Cy, B(Cy)) gde je 9 = {bp,bp0,r,r0} je odredeno
matricom G = (gmnri) koja je definisana sa (6.11) tako da

L(z) = <9mn009500 + Z gmnkzxkz> za svako x € Cy,

k=1 =1

pri cemu je Top = U — liMy, psoo Thi ¢
JaeC 3, ¢v— lim E Jmnkl = Q,
m,n—00 I

9 € C >, 9= lm gy = g, k,1EN,
—

m,n— 00

ILl = sup (|gmnoo| + [|Grmnllat.,)

m,neN

pored toga,

m,lrlLIEoo(L(x))mn = Zgo <a — Z gm) + Z gty 2a svako x € Cy

k=1 k=1

(b) Ako je L € B (Cy, B(Cy)) tada vazi

oo
9Imnoo — & + E Gkl
k=1

1 . o0
3 lim sup + [ (Gmnkt — grt)pa=1ll M.
m,n—00

< [lAll < lim sup ( Gmnoo — ¢+ Y gu

k=1

+ ||(gmnk:l - gkl)Z?ZIHMu)

gde je

oo
||<gmnkl - gkl)z?l:IHMu = sup Z ’gmnkzl - gkl| :
m,neN k=1



Glava 7

Rezultati 1 predlozi

Za prgeled literature o domenu c¢etvorodimenzionalne beskona¢ne matrice A u
pojedinim dvostrukim prostorima nizova, sledeca tabela moze biti veoma korisna i

pregledna:
A A Aa izvor:
C M., Cp, Cop M., Cp, Cop [Mursaleen and Bagar(2014)]
C Cr, Cp, L, C.. C};,,, £~q [Mursaleen and Bagar(2014)]
A(1,-1,1,-1) | My, Cp, Cop | Mu(A), Cp(A), Cop(A) | [Demiriz and Duyar(2015)]
A(1,-1,1,-1) Cr, L, Cr(A), Ly(A) [Demiriz and Duyar(2015)]
C M., Cpy Cop | Mu(t), Cy(t), Cop(t) [Demiriz and Duyar(2017)]
C Cr, Cop, L, C,(t), Cop(t), Ly(t) [Demiriz and Duyar(2017)]
R Ly R™(Ly)) [Yesilkayagil and Bagar(2017)]
B(r, s, t,u) M., Cp, Cop | B(My,), B(Cp), B(Cyp) [Tug(2017a)|
B(r, s, t,u) Cr, L, B(C,), B(L,) [Tug(2017a)|
R® M., C, (M) Rat, (Cp)gat [Yesilkayagil and Bagar(2018)]
R% Crp, Cr (Cop)Rat, (Cr) pat [Yesilkayagil and Bagar(2018)]
B(r, s, t,u) Cy, Cy, B(Cy), B(Cy,) [Tug(2018)]

Tabela 1. Domeni nekih ¢etvorodimenzionalnih matrica u dvostrukim prostorima

nizova.

Demiriz i Duyar [Demiriz and Duyar(2015)] su nedavno definisali i prou¢ili pro-
store M, (A), Cp(A), Cop(A), Cr(A) 1 L,(A) dvostrukih nizova kod kojih su matrice
razlika ogranicene transformacije , konvergentne u Pringsheimovom smislu, nula
u Pringsheimovom smislu, istovremeno konvergentne u Pringsheimovom smislu i
ogranicene, regularno konvergentne i apsolutno g—sumabilne, respektivno. Cetvo-
rodimenzionalna matrica definisana je sa

5mnkl = {

(_ 1)m+nfkfl

0

m—1<k<m,

, 1nace

74

n—1<I[1<n,




Zakljucak 75

Takodje su ispitali odredjene inkluzijske relacije vezane za ove prostore nizova i odre-
dili —dual prostora M, (A) i f(v)—dual prostora C,(A) i kona¢no su karakterizovali
odredjene klase matrica.

Ideja o generalizaciji ¢etvorodimenzionalne matrice razlika bila je otvoren i re-
siv problem. Odlucili smo da resimo ovaj problem nakon vidljive dokazivosti naseg
predloga. U ovoj disertaciji, prouéili smo prostore B(M,), B(C,), B(Cy,), B(C,),
B(L,), B(Cy) i B(Cgo) kao domene cetvorodimenzionalne uopstene rencedifen ma-
trice B(r,s,t,u) u dvostrukim prostorima nizova M, Cp, Cy,, Cr, Ly, Cs i Cyo.
Ispitali smo neke topoloske osobine i inkluzione relacije uz odredjene stroge uslove.
Onda, odredili smo a—, 5(¢)— i y—duale za neke od prethodno uvedinih i dvostru-
kih prostora nizova. Konac¢no, karakterizovali smo nove matri¢ne klase (M, : Cy),
(B(Mu) : Cf)’ (Mu : B(Cf))’ (‘Cs’ : Cf)? (B('CS’) : Cf) 1 (‘Cs’ : B(Cf))7 za 0 < s <1

il < s < oo, éetvorodimenzionalnih matri¢nih preslikavanja

7.1 Rezultati

Ovde, smo naveli rezultate iz Glava 3, 4 i 5 koje predstavljaju originalni deo ovog
rada.

Rezulzat 71. Ako pretpostavimo da vaZir =t =1 i s = u = —1 za prostore
B(M,), B(C,), B(Cy,), B(C,), B(L,) koji su prouceni od strane Tuga [[Tu§(2017a)/-
[Tug(2018)], onda imamo prostore nizova M, (A), C,(A), Cop(A), C-(A) i Ly(A)
koje su definisali Demiriz i Duyar [Demiriz and Duyar(2015)].

Rezulzat 72. Dokazali smo, da su prostori B(M,), B(Cy), B(C,) linearni Banac-
hovi prostori sa normom ||x|g,); da je prostor B(Ly) g—normiran prostor, pri
cemu je 0 < q < 1, 4 linearan Banachov prostor sa normom ||z p(z,), ¢ da je prostor
B(Cp) linearan kompletan polunormiran prostor sa polunormom ||z|p(c,). Ako je

r=t=11s=u= —1, onda se ovi rezultati svode na rezultate koje su naveli
Demiriz i Duyar{Demiriz and Duyar(2015)].

Rezulzat 73. Ako pretpostavimo da jer =t =11 s = u = —1, onda inkulzijske
relacije koje je naveo Tug [Tug(2017a)] bice istovetne relacijama M, C M, (A),
Cy C Cy(A), gde je 9 = {p,bp,r} i L, C Ly(A), koje su dokazali Demiriz i
Duyar[Demiriz and Duyar(2015)]. U ovom sluc¢aju, moZe se pokazati da inkluzij-
ska relacija AN(A) C B(N), gde je X proizvoljan prostor dvostrukih prostore nizova,
strogo vazi.

Rezulzat 74. Ako pretpostavimo da je |s/r|,|u/t] < 1, tada moZemo odrediti
a—dual prostora B(M,,), B(Cy,) B(Cy) u prostoru L,

Rezulzat 75. Sledeci rezultati mogu se navesti kao cisto-originalni rezultati koji se
ne mogu dobitt ni iz jednog od prethodno objavijenih radova:

(1) [Tug(2017a)] Dokazano je da su prostori B(Cy) i B(Cyo) linearni Banachovi
prostori sa normom ||z ;) i da inkluzijska relacija vazi Cy C B(Cy).

(11) [Tug(2017a)] Matricna klasa (Cf : Mu> je karakterizovana da bi se odredio
y—dual skupa B(Cy)
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(iii) [Tug(2018)] Cetvorodimenzionalne matricne klase (B(M,,) : Cy), (M, : B(Cy)),
(Ly :Cy), (B(Ly) :Cy) i (Ly : B(Cy)), 2a0< s <1il<s <oo, sukarak-
terizovane.

7.2 Predlozi

Ovde predlazemo neke otvorene probleme koji se odnose na B(r, s, t, u)—sumabilnost.

Predlog 76. Paranormirani B(r, s, t, u)—sumabilni dvostruki prostori nizova B(M,(t')),
B(G,(t), BCw(t)), BC(E)), BL,(t)). B(C/(t)) i BCro(t'), pri cemu je ¢ =
(t.,) su nizovi strogo pozitivnih realnih brojeva za svako m,n € N, moZe se uvesti i
prouciti, takodje mogu se i navesti i pojedine topoloske osobine koje vaze pod strogim
uslovima, u vezi sa ovim problemom.

Predlog 77. A(1,—1,1,—1) matricni domen prostora nizova Cy i Cyo je jedan od
otvorenih problema. Jednostavno se mogu rezulati koje je Tug[Tug(2018)] dobio
umangiti na C¢(A) i Cs(A) uz pretpostavke da jer =t =11is=u= —1.

Predlog 78. Karakterizacija potrebnih i dovolynih uslova cetvorodimenzionalnih ma-
tricnih klasa (Cy : Cp), (Cy : C.), 1 karakterizacija (B(Cy) : Cp) i (B(Cy) : Cy) su
jos uvek otvoreni problemi. Pored toga, nakon karakterizacije, neophodno je odre-
diti © B(p)—, B(r)—dual prostora B(Cy) da bi se popunila praznina u literaturi za
B(r, s,t,u)—sumabilne skoro konvergentne prostore nizova.

Predlog 79. Karakterizacija podklase K(X,Y) kopmaktnih operatora, pri cemu je
X ={B(M,),B(Cy),B(Cy), B(L,)(1 <q<o00),B(L,)}iY ={M,,Cy,Cy, L,(1 <
q < 0), Ly} zav = {bp,r}, primenom HausdorffOve mere nekompaktnosti za cetvo-
rodimenzionalne matricne operatore na dvostrukim prostorima nizova moze se uvesti
kao novt problem.
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