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Abstrakt

U ovoj disertaciji izučavali smo pojedine prostore dvostrukih nizova izvedene iz
domena četvorodimenzionalnih uopštenih matrica razlika. Disertacija se satoji iz
sedam glava, a glave se sastoje iz sekcija.

U prvoj glavi navodimo pojedine definicije i teoreme koje su nam kasnije po-
trebne, osnovna svojstva topoloških, normiranih i vektorskih prostora.

U drugoj glavi izložili smo prostore dvostrukih nizova i naveli definicije i teoreme
koje se kasnije u radu koriste.

U trećoj glavi najpre je definisana četvorodimenzionalna uopštena matrica ra-
zlike B(r, s, t, u) i definisani su pojedini novi prostori nizova B(Mu), B(Cp), B(Cbp),
B(Cr), B(Lq), B(Cf ) i B(Cf0) iz domena četvrodimenzionalne uopštene matrice ra-
zlika B(r, s, t, u) u prostorima dvostrukih nizova Mu, Cp, Cbp, Cr, Lq, Cf i Cf0, u
datom poretku. Zatim, dati su pojedini rezultati iz topologije pod strogim uslo-
vima.

U četvrtoj glavi dati su α−dual prostora B(Mu), B(Cbp) i B(Cf ) i neke osnovne
leme i teoreme koje koristimo da odredimo β(ϑ)−dual prostora B(Mu), B(Cp),
B(Cbp), B(Cr), B(Lq) i B(Cf ). Zatim se navodi γ−dual prostora B(Mu), B(Cbp),
B(Lq) i B(Cf ). Pored toga, četvorodimenzionalna matrična klasa (Cf : Mu) se
karakteriše kako bi se odredio γ−dual prostora B(Cf ).

U petoj glavi navodi se četvorodimenzionalna matrčna transformacija prostrora
dvostrukih nizovnih B(Mu), B(Cp), B(Cbp), B(Cr), B(Lq) i B(Cf ) koristeći kon-
cept četvorodimenzionalne dualne metode za dvostruke nizove koju su izložili Ba-
şar [Basar(2012)], Yeşilkayagil i Başar[Yeşilkayagil and Başar(2015)]. Pored toga,
izloženi su potrebni i dovoljni uslovi za karakterizaciju nekih novih četvorodimen-
zionalnih matričnih klasa (B(Mu) : Cf ), (Mu : B(Cf )), (Ls′ : Cf ), (B(Ls′) : Cf ) i
(Ls′ : B(Cf )) u oba slučaja, kada je 0 < s′ < 1 i 1 < s′ < ∞. Osim toga, navedeni
su neki značajni rezultati za četvorodimenzionalna matrična preslikavanja.

U šestoj glavi subklasa K(X, Y ) kompaktih operatora je opisana pomoću Ha-
usdorffove mere nekompaktnosti na B-sumabilnim prostorima dvostrukim nizova.
Pri čemu je X = {B (Mu) , B (C0) , B (Cv0) , B (Lq) (1 < q < ∞), B (Lu)} i Y =
{Mu, Cϑ, Cϑ0,Lq,Lu}, gde je ϑ = {bp, r}.

U sedmoj glavi izlažemo rezultate ove teze i neke otvorene probleme.
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Lista simbola i skraćenica

N : Skup prirodnih brojeva

C : Skup kompleksnih brojeva

F : Skup skalara

N× N : Skup uredjenih parova čiji su elementi iz skupa prirodnih brojeva

Cp : Skup svih kovnergentnih dvostrukih prostore nizova u Pringsheimovom smi-
slu

Cp0 : Skup svih nula dvostrukih prostore nizova u Pringsheimovom smislu

Mu : Skup svih ograničenih dvostrukih prostore nizova

Cbp : Skup svih ograničenih i kovnergentnih dvostrukih prostore nizova u Prings-
heimovom smislu

Cbp0 : Skup svih ograničenih i nula dvostrukih prostore nizova u Pringsheimovom
smislu

Cr : Skup svih regularno konvergentnih dvostrukih prostore nizova

Cr0 : Skup svih regularno nula dvostrukih prostore nizova

Cf : Skup svih skoro konvergentnih dvostrukih prostore nizova

Cf0 : Skup svih skoro nula dvostrukih prostore nizova
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λA : četvorodimenzionalna beskonačna matrica A domena na dvostrukom pro-
storu niza λ.

Lq : Skup svih apsolutno q−sumabilnih dvostrukih prostore nizova

Lu : Skup svih apsolutno sumabilnih dvostrukih prostore nizova

BS : Skup svih ograničenih redova čiji su nizovi parcijalnih suma ograničeni

CSϑ : Skup svih ograničenih redova čiji su nizovi parcijalnih suma ϑ-konvergentni
u Pringsheimovom smislu

BV : Skup svih dvostrukih prostore nizova ograničenih varijacija

(λ)α : α−dual prostora niza λ

(λ)β(ϑ) : β(ϑ)−dual prostora niza λ gde je ϑ = {p, bp, r}

(λ)γ : γ−dual prostora niza λ

∆(1,−1, 1,−1) : četvorodimenzionalni diferencni operator

B(r, s, t, u, ) : četvorodimenzionalna uopštena matrcia gde su r, s, t, u ∈ R \ {0}

B(Mu) : B(r, s, t, u, )− domen ograničenog dvostrukog niza

B(Cϑ) : B(r, s, t, u, )− domen ϑ−konvergentnog dvostrukog niza gde je ϑ = {p, bp, r}

B(Lq) : B(r, s, t, u, )− domen apsolutno q−sumabilno dvostrukog niza

B(Cf ) : B(r, s, t, u, )− domen skoro konvergentnog dvostrukog niza

C : četvorodimenzionalna Ces̀arova sredina

Rqt : četvorodimenzionalna Rieszova sredina



Lista tabela

Tabela 1 - Domeni nekih četvorodimenzionalnih matrica u dvostrukim prosto-
rima nizova
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Glava 1

Uvod

Istraživanja nizova oduvek su bila veoma popularna, zbog njihove veoma zna-
čajne uloge u matematici i posebno u funkcionalnoj analizi. Moderna matemtička
istraživanja su pokazala da su prostori nizova veoma interesantni i zahvalni za iz-
učavanje. Najviše su ispitivani problemi konvergencije. Teorija prostora nizova i
matrica sa domenom na prostorima nizova ima primenu na više grana matematike
kao što su topološki prostori, teorija sumabilnosti i teorija funkcija.

Proučavanje prostora nizova motivisano je klasičnim rezultatima iz teorije sumi-
ranja do kojih su došli veliki matematičari kao što su Cesaro, Holder, Abel, Norlund,
Euler, Knopp, Hardy i drugi. Rezultati iz teorije funkcionalne analize su pomogli
matematičarima Kotheu i Toeplitzu da razviju napredak teorije sumabilnosti na
prostorima nizova.

Moderna teorija prostora nizova ima značajne posledice u obradi klasične teorije
sumiranja putem matričnih transformacija iz jednog prostora nizova u drugi. 1950.
godine, Abraham Robinson je počeo da izučava beskonačne matrice linearnih opera-
tora umesto da razmatra beskonačne matrice realnih ili kompleksnih brojeva. On je
posmatrao Banachove prostore na kojima su linearni operatori definisani. Kasnije,
mnogi matematičari, medju kojima su Simons, Petersen, Madox, Willansky, Zeller,
Russel, Prasad, Lal, Singh, Bhatt, Ahamed, Chandra, Mahanty, Kishore, Pati, Das,
Nanda, Srivastava, svojim radovima značajno doprinose razvoju teorije prostora ni-
zova i matričnih transformacija. Proučavanje uopštene matrične transformacije i
teorija prostora nizova motivisano je posebnim rezultatima u teoriji sumabilnosti.

Teorija sumiranja, je teorija zadavanja granice jednostrukom ili dvostrukom nizu.
Ova teorija je jedna od fundamentalnih teorija u modernoj funkcionalnoj analizi i
njenim primenama. U klasičnoj i savremenoj metodologiji sumiranja matrična me-
toda je klasična metoda koja se bavi beskonačnim matricama i njihovim domenima
i konceptima konvergencije koji ih generišu. Specijalni sumabilni metodi dati su
posebnim triangularnim matricama nazvanim Ces̀arova sredina, Hölderov metod,
Weightedov matrica, Rieszov metod, Nörlundov metod, Hausdorffov metod, metod
funkcija i sumabilni metod definisan jakim redovima.

Posle svih ovih istraživanja prostora nizova, matričnih transformacija na pro-
storima nizova i teorije sumabilnosti na prostorima nizova, ostalo je jedno još uvek
otvoreno pitanje kakve su mogućnosti formiranja novog nizovnog skupa? Posebno
nakon 2000-tih, matematičari koji su proučavali savremene koncepte vezane za jed-

12
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nostruke i dvostruke nizove izučavali su specijalne matrice sa domenom na prosto-
rima nizova. Konstruisanje novog skupa jednostrukih i dvostrukih prostora nizova
i njihovo povezivanje sa odredjivanjem lokacije izmedju ovih prostora i novih pro-
stora, karakterizacijom matrične transformacije iz jednog od ovih prostora u drugi,
su neki od razmatranih problema.

Svaki rezultat za jednostruki niz je prenesen i na dvostruki niz i većina korisnih re-
zultata je uspešno publikovana. Recimo, Móricz i Rhoades[Moricz and Rhoades(1988)]
su konstruisali skoru konvergenciju dvostrukog niza i to je dovelo do prostora Cf .
Jardas i Sarapa[Jardas and Sarapa(1991)] su istraživali sumabilnost dvostrukih pro-
store nizova čije su koordinate dobijene množenjem koordinata dva jednostruka niza.
Móricz[Moricz(1991)] je istraživao neka svojstva prostora Cp, Cp i Cp; nazvanim kon-
vergencija u Pringsheimovom smislu, nula u Pringsheimovom smislu i regularna kon-
vergencija dvostrukog niza , koja su kompenzovana na prostorima c i c0 jednostrukih
prostore nizova. Boos, Leiger i Zeller[Boos et al.(1997)Boos, Leiger, and Zeller] su
definisali e−, be− i c− konvergenciju dvostrukih prostore nizova i odredili neka
topološka svojsta ovih tipova konvergencije koristeći SM− metod.

Koncept skore konvergencije jednostrukih nizova prvi je uveo i izučavao Lorentz
[Lorentz(1948)]. 2010. godine, Mursaleen [Mursaleen(2010)] je istraživao odredjena
svojsta prostora skoro konvergentnih prostore nizova označenih sa f . Nakon toga
mnogi matematičari su istraživali matrice sa domenom na skoro nula i skoro konver-
gentnim prostorima nizova (vidi[Başar and Kirişçi(2011)], [Tuǧ and Başar(2016)],
[Kayaduman and Şengönül(2012)], [Şengönül and Kayaduman(2012)]).
Skora konvergencija za dvostruke nizove je pojam definisan od strane Moricza i Rho-
adesa [Moricz and Rhoades(1988)] i izučavana od brojnih matematičara
(vidi [Mursaleen and Mohiuddine(2014)], [Mursaleen and Savaş(2003)],
[Móricz and Rhoades(1990)]-[Mursaleen and Mohiuddine(2010a)]). Yeşilkayagil i Ba-
şar [Yeşilkayagil and Başar(2016b)] su posmatrali topološka svojstva skoro nula i
skoro konvergentnih dvostrukih prostora nizova.

Edely[Edely et al.(2003)] je predstavio koncept Cauchy i statističke konvergen-
cije za dvostruke nizove.S’druge strane, u ovom istraživanju veza izmedju statističke
konvergencije i stroge Cesàro sumabilnosti dvostrukih nizove je istražena. Mursaleen
i Savaş[Mursaleen and Savaş(2003)] su karakterizovali skoro regularne klase matrica
za dvostruke nizove. Zatim, Mursaleen[Mursaleen(2004)] i Edely[Edely et al.(2004)]
su predstavili koncept skoro stroge regulartnosti matrica za dvostruke nizove, tako-
dje oni su izneli koncept M-core za dvostruke nizove preko skoro strogo regularnih
matrica. Tripathy i Sarma[Tripathy and Sarma(2009)] su uveli odredjene vektroske
vrednosti dvostrukih prostore nizova pomoću Orliczove funkcije i dali su neka topo-
loška svojstva i njihove veze. Subramanian i Misra[Subramanian and Misra(2010)]
su izučavali neke nove prostore nizova. Savaş i Patterson[Savaş and Patterson(2011)]
su definisali nove dvostruke prostore nizova izvedene funkcijom modula i istraživali
su veze izmedju njih. Mursaleen i Başar[Mursaleen and Başar(2014)] su uveli pro-
store M̃u, C̃p, C̃p0, C̃bp, C̃r, i L̃s koji predstavljaju domene Cesàro sredine jednog reda
u dvostrukim prostorima nizova Mu, Cp, Cp0, Cbp, Cr, i Ls

Zeltser [Zeltser(2001)], je u svojoj doktorskoj tezi proučavao teorije topologije
dvostrukih prostora nizova i teoriju sumabilnosti dvostrukih prostora nizova. Al-
tay i Başar [Altay and Başar(2005)] su izučavali dvostruke serijske prostore BS,
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BS(t), CSϑ i BV čiji su nizovi parcijalnih suma u prostorima Mu, Mu(t), Cϑ i
Lu, gde je ϑ ∈ {p, bp, r}. Oni su izučavali odredjena topološka svojstva ovih pro-
stora i odredili α−duale prostora BS, CSbp i BV i β(ϑ)−duale prostora CSbp i CSr

dvostrukih serija. Osim toga, dali su uslove koji karakterišu klase četvorodimen-
zionalnih matrica transformacije definisanih u prostorima CSbp, CSp i CSr. Başar
[Basar(2012), Glava 7, str. 277] je proučavao dvostruke nizove i srodne teme i iz-
neo osnovne rezultate. Başar i Sever [Basar and Sever(2009)] su detaljno izučavali
Banachov prostor Lq apsolutno q-sumabilnih dvostrukih prostora nizova i ispitivali
topološka svojstva. Štaviše, oni su odredili α−, β(ϑ)− i γ−duale prostora Lq; gde
je 1 ≤ q < ∞ i ϑ ∈ {p, bp, r}. Nedavno su obavljene neke značajne studije, od
strane više matematičara za dvostruke prostore nizova i četvorodimenzionalne ma-
trice (Vidi [Mursaleen and Mohiuddine(2008)], [Mursaleen and Mohiuddine(2008)],
[Mursaleen and Mohiuddine(2012)], [Mursaleen and Mohiuddine(2010b)]).

1.1 Uvodne napomene i oznake
U ovom odeljku navodimo neke potrebne definicije, teoreme i primere potrebne

za dalja izučavanja

Definicija 1. (vektorski prostor)[Malkowsky and Rakočević(2019)] Neka je X ne-
prazan skup i neka je F realno ili kompleksno polje. X nazivamo linearnim prosto-
rom (ili vektorskim prostorom) nad poljem F sa sledećim funkcijama

+ : X ×X → X i . : F ×X → X

tako da za svako λ, µ ∈ F i x, y, z ∈ X budu zadovoljeni sledeći uslovi.

(i) x+ y = y + x, (komutativnost sabiranja)

(ii) (x+ y) + z = x+ (y + z), (asocijativnost sabiranja)

(iii) ∃e ∈ X such that x+ e = e+ x = x, (postojanje nule)

(iv) ∃−x ∈ X such that x+(−x) = (−x)+x = 0, (postojanje inverza za sabiranje)

(v) 1.x = x

(vi) λ.(x+ y) = λ.x+ λ.y

(vii) (λ+ µ).x = λ.x+ µ.x

(viii) λ.(µ.x) = (λ.µ).x = µ.(λ.x)

tada uredjenu trojku (X,+, .) nazivamo linearnim (ili vektorskim) prostorom nad
poljem F .

Definicija 2. (Polumetrički prostor)[Boos and Cass(2000)] Neka je X neprazan
skup i d : X ×X → R preslikavanje. Tada d nazivamo polumetrikom na X ako su
sledeći uslovi
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(i) d(x, y) ≥ 0 and d(x, x) = 0, (poludefinitnost)

(ii) d(x, y) = d(y, x), (simetričnost)

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), (nejednakost trougla).

zadovoljeni za svako x, y, z ∈ X.

Dodatno, ako u prvom uslovu d(x, y) > 0 kada je x ̸= y, onda d nazivamo metri-
kom na X. Ako je d polumetrika ili metrika na X, onda uredjeni par (X, d) nazivamo
polumetričkim ili metričkim prostorom. Osim toga, d(x, y) se naziva rastojanjem
izmedju x i y.

Definicija 3. (Niz)[R.G. Bartle(2011)] Niz realnih ili kompleksnih brojeva je funk-
cija definisana na skupu N = {1, 2, 3, ...} prirodnih brojeva čiji domen je sadržan u
skupu R realnih brojeva ili skupu C kompleksnih brojeva. Drugim rečima, funkcija
X : N → R/C odredjuje niz koji obeležavamo sa xn gde xn predstavlja vrednost X u
n.

Definicija 4. (Konvergentan niz)[R.G. Bartle(2011)] Za niz x = (xn) u skupu
R kažemo da konvergira ka L ∈ R, ako za svako ϵ > 0 postoji prirodan broj K(ϵ)
tako da je |xn − L| < ϵ za svako n ≥ K(ϵ). Ako niz ima graničnu tačku, onda niz
nazivamo konvergentnim, inače niz nazivamo divergentnim.

Definicija 5. (Ograničen niz)[R.G. Bartle(2011)] Niz x = (xn) realnih brojeva
nazivamo ograničenim ako postoji realan broj M > 0 tako da važi |xn| ≤ M za svako
n ∈ N

Definicija 6. (Limes superior i limes inferior)[R.G. Bartle(2011)] Neka je
x = (xn) ograničen niz realnih brojeva.

(i) Limes superior niza x = (xn) je infimum skupa V za v ∈ R tako da je v < xn

za najviše konačno mnogo n ∈ N. Limes superior obeležavamo sa limsup(xn)
ili lim(xn).

(ii) Limes inferior niza x = (xn) je supremum skupa W za w ∈ R tako da je
xn < W za najviše konačno mnogo n ∈ N. Limes inferior obeležavamo sa
liminf(xn) ili lim(xn).

Teorema 1. Ograničeni niz x = (xn) je konvergentan ako i samo ako lim(xn) =
lim(xn)

Definicija 7. (Cauchijev niz)[Malkowsky and Rakočević(2019)] Neka je x = (xn)
niz realnih brojeva. Niz x = (xn) nazivamo Cauchijevim nizom ako i samo ako za
svako ϵ > 0, postoji realan broj N = N(ϵ) tako da važi |xn − xm| < ϵ za svako
n,m > N(ϵ).

Definicija 8. (Kompletan metrički prostor)[Malkowsky and Rakočević(2019)]
Za metrički prostor (X, d) kažemo da je kompletan ako i samo ako svaki Cauchijev
niz konvergira ka nekoj tački iz X. Drugim rečima, ako d(xn, xm) → 0 kada n,m →
∞, onda postoji tačka x ∈ X tako da d(xn, x) → o kada n → ∞.
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Definicija 9. (Paranorma)[Wilansky(1978)] Neka je X linearni prostor. Ako su
sledeći uslovi zadovoljeni za svako x, y ∈ X, onda preslikavanje g : X → R nazivamo
paranormom na X

(i) g(x) ≥ 0 i g(θ) = 0

(ii) g(−x) = g(x)

(iii) g(x+ y) ≤ g(x) + g(y)

(iv) Ako je λn niz skalara takvih da λn →→ λ kada n → ∞ i x = (xn) niz iz skupa
X takav da g(xn−x) → 0 kada n → ∞, onda g(λnxn−λx) → 0 kada n → ∞.

Paranormu nazivamo totalnom, ako g(x) = 0 implicira x = 0.

Definicija 10. (Polunorma)[Boos and Cass(2000)] Neka je X linearni prostor
na R(iliC). Preslikavanje ρ : X → R je polunorma na prostoru X ako su za svako
x, y ∈ X i λ ∈ R(iliC) sledeći uslovi zadovoljeni.

(i) ρ(x) ≥ 0, (poludefinitnost)

(ii) ρ(λx) = |λ|ρ(x), (pozitivna homogenost)

(iii) ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y), (nejednakost trougla).

Ako u prvom uslovu važi ρ(x) > 0 za svako x ̸= 0, onda dato preslikavanje ρ
nazivamo normom na prostoru X. Ako je preslikavanje ρ polunorma ili norma na
X, onda uredjeni par (X, ρ) nazivamo polunormiranim ili normiranim prostorom.

Kada je (X, ρ) polunormiran prostor i d polumetrika na X definisana sa

d(x, y) = ρ(x, y), za svako x, y ∈ X

onda d nazivamo polumetrikom na X generisanom polunormom ρ na X.

Definicija 11. (p-normirani prostor)[Malkowsky and Rakočević(2019)] Neka je
X realan ili kompleksan linearni prostor, ∥.∥ : X → R i p > 0. Tada za uredjenu
trojku (X, ∥.∥, p) kažemo da je p-normirani prostor, ako su zadovoljeni sledeći uslovi.

(i) ∥x∥ = 0 ako i samo ako x = 0

(ii) ∥λx∥ = |λ|p∥x∥

(iii) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

Definicija 12. (preslikavanje očuvanja norme)[Malkowsky and Rakočević(2019)]
Za preslikavanje T : X → Y (na, 1-1) izmedju normiranih prostora X i Y kažemo
da očuvava normu ako

∀x ∈ X, ∥Tx∥ = ∥x∥

Ako je Y slika preslikavanja T onda za prostore X I Y kažemo da su izomorfni, a
preslikavanje T nazivamo izomorfizmom.
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Definicija 13. Alfa-dual λα, beta-dual λβ i gama-dual λγ nizovnog prostora λ defi-
nisani su sa

λα := {x = (xk) ∈ ω : xy = (xkyk) ∈ ℓ1 za svako y = (yk) ∈ λ} ,
λβ := {x = (xk) ∈ ω : xy = (xkyk) ∈ cs za svako y = (yk) ∈ λ} ,
λγ := {x = (xk) ∈ ω : xy = (xkyk) ∈ bs za svako y = (yk) ∈ λ} .



Glava 2

Dvostruki nizovi i redovi

U ovoj glavi, rezimirali smo dvostruke prostore nizova i neka topološka svojstva.

2.1 Dvostruki nizovi
U ovom poglavlju, definisali smo dvostruke nizove i njihove podskupove u datom

redosledu.

Definicija 14. Neka je X neprazan skup i f funkcija iz N× N u X tako da

f : N× N → X

(m,n) → f(m,n) = xmn

tada funkciju f nazivamo dvostrukim nizom. Ako je X = R onda f nazivamo
realnim nizom; ako je X = C onda f nazivamo nizom kompleksnih vrednosti.

Elementi bilo kog dvostrukog niza x = xmn mogu se prikazati preko neograničene
matrice, na sledeći način

x00 x01 x02 · · · x0n · · ·
x10 x11 x12 · · · x1n · · ·
x20 x21 x22 · · · x2n · · ·
...

...
... . . . ... . . .

xm0 xm1 xm2 · · · xmn · · ·
...

...
... . . . ... . . .


.

Skup svih dvostrukih prostore nizova sa kompleksnim vrednostima obeležavamo
sa Ω.

Ω := {x = (xmn) : xmn ∈ C, ∀m,n ∈ N}

Ω je vektroski prostor, sa sabiranjem i skalarnim množenjem. Vektore iz skupa Ω
nazivamo dvostrukim prostorima nizova.

18
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Definicija 15. [Patterson(2000)] Neka je f dvostruki niz na X i neka su

i : N → N
m → i(m) = (im)

i

j : N → N
n → j(n) = (jn)

dva rastuća jednostruka niza. Neka je funkcija h definisana sa

h : N× N → NxN
(m,n) → h(m,n) = (im, jn)

Tada, kompozicija funkcija

f ◦ h : N× N → X

(m,n) → f ◦ h(m,n) = (xim,jn)

predstavlja podniz of (xmn). Pošto beskonačni niz (xim,jn) skupa NxN može biti
odredjen, onda, može se reći da postoji beskonačni podniz (xmn). Zapravo, podniz
(xmn) odredjujemo tako što brisemo pojedine vrste i kolone u originalnom nizu.

2.2 P-konvegencija prostora dvostrukih nizova
Definicija 16. Neka je dvostruki niz x = (xmn) ∈ Ω. Ako za svako ϵ > 0 postoji
prirodan broj n0 = n0(ϵ) i L ∈ C tako da |xmn − L| < ϵ za svako m,n > n0, onda
kažemo da je dvostruki niz x = (xmn) konvergentan u Pringsheimovom smislu i da
konvergira ka tački L i zapisujemo p − limm,n→∞ xmn = L. Skup svih dvostrukih
prostore nizova konvergentnih u Prigsheimovom smisl označavamo sa Cp. Skup Cp
definisan je sa

Cp := {x = (xmn) ∈ Ω : ∃L ∈ C,∀ϵ > 0∃k ∈ N,∀m,n ≥ k ∋ |xmn − L| < ϵ}

je linearni prostor, sa koordinatnim sabiranjem i skalarnim množenjem.
Moricz[Moricz(1991)]je dokazao da je dvostruki prostor nizova Cp kompletan polu-
normiran prostor sa polunormom

∥x∥∞ = lim
N→∞

sup
m,n≥N

|xmn|.

Definicija 17. Za dvostruki niz x = (xmn) kažemo da je ograničen ako ∥x∥∞ =
supm,n∈N |xmn| < ∞, gde je N = {0, 1, 2, · · · }. Prostor svih ograničenih dvostrukih
prostore nizova obeležavase sa Mu i definisan je sa;

Mu := {x = (xmn) ∈ Ω : ∥x∥∞ = sup
m,n∈N

|xm,n| < ∞}
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što predstavlja Banachov prostor sa normom ∥x∥∞.
Za razliku od jednostrukih prostore nizova postoje dvostruki nizovi koji konver-

giraju u Pringsheimovom smislu ali nisu ograničeni. Odnosno, skup Cp/Mu nije pra-
zan. Zapravo Boos[Boos and Cass(2000)] je pokazao, definisanjem niza x = (xmn)
sa

xmn =

{
n , m = 0, n ∈ N;
0 , m ≥ 1, n ∈ N.

očigledno sledi p − limm,n→∞ xmn = 0 ali ∥x∥∞ = supm,n∈N |xmn| = ∞, dakle x ∈
Cp/Mu.
Definicija 18. Neka je Cbp skup dvostrukih prostore nizova koji konvergiraju u
Pringsheimovom smislu i takodje su ograničeni, odnosno Cbp = Cp ∩Mu, tada je;

Cbp := {x = xmn ∈ Cp : ∥x∥∞ = sup
m,n∈N

|xmn| < ∞} = Cp ∩Mu.

Skup svih dvostrukih prostore nizova koji konvergiraju u Pringsheimovom smislu i
dvostrukih ograničenih prostore nizova Cbp je linearan Banachov prostor sa normom

∥x∥∞ = sup
m,n∈N

|xmn| < ∞

Definicija 19. [Hardy(1904)] Za niz iz skupa Cp kažemo da regularno konvergira
ako postoji jednostruki konvegentan niz za svaki indeks, skup svih regularno konver-
gentnih prostore nizova obeležavamo sa Cr, skup Cr odredjen je sa;

Cr := {x = xmn ∈ Cp ∀m ∈ N ∋ (xmn)m ∈ c, i ∀n ∈ N ∋ (xmn)n ∈ c}.

Regularna konvergencija zahteva ograničenost dvostrukih prostore nizova, to je
osnovna razlika izmedju regularnre i konvegencije u Pringsheimovom smislu. Šta-
više, sa Cbp0 i Cr0, mi obeležavamo prostore svih dvostrukih prostore nizova koji
konvergiraju ka 0 sadržanih u prostorima Cbp i Cr, u datom redosledu.
Definicija 20. [Basar and Sever(2009)] Prostor Lq svih apsolutno q−sumabilnih
dvostrukih prostore nizova, koji odgovara prostoru ℓq svih q−sumabilnih jednostrukih
prostore nizova, je odredjen sa

Lq :=

{
x = (xkl) ∈ Ω :

∑
k,l

|xkl|q < ∞

}
, (1 ≤ q < ∞)

što predstavlja Banachov prostor sa normom ∥ · ∥q definisanom sa

∥x∥q =

(∑
k,l

|xkl|q
)1/q

. (2.1)

Prostor Lu predstavlja poseban slučaj prostora Lq gde je q = 1, ovo je pokazao Zeltser
[Zeltser(2002)].
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2.3 Skoro konvergentni prostori dvostrukih nizova
Lorentz[Lorentz(1948)] je uveo pojam skoro konvergentnih jednostrukih prostore

nizova, a Móricz i Rhoades[Moricz and Rhoades(1988)] su proširili i izučavali taj
pojam za dvostruke nizove.

Definicija 21. [Moricz and Rhoades(1988)] Dvostruki niz x = (xkl) kompleksnih
brojeva skoro konvergira ka uopštenoj konstanti L ako

p− lim
q,q′→∞

sup
m,n>0

∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

xkl − L

∣∣∣∣∣ = 0.

U tom slučaju, L nazivamo f2−granicom dvostrukog niza x. U čitavom radu Cf
predstavlja skup svih dvostrukih skoro konvergentnih prostore nizova.

Cf :=

{
x = (xkl) ∈ Ω : ∃L ∈ C ∋

p− lim
q,q′→∞

sup
m,n>0

∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

xkl − L

∣∣∣∣∣ = 0, uniformno po m,n

}
.

Poznato je da je konvergentan niz skoro konvergentan. Ali, dobro je poznato i
da je svaki ograničen konvergentan dvostruki niz takodje skoro konvergentan i da je
svaki skoro konvergentan dvostruki niz ograničen. Odnostno, inkluzije Cbp ⊂ Cf ⊂
Mu važe i svaka inkluzija je prava.

Definicija 22. [Cunjalo(2007)] Dvostruki niz x = (xkl) nazivamo skoro Cauchijevim
ako za svako ϵ > 0 postoji pozitivan ceo broj K tako da∣∣∣∣∣∣ 1

(q1 + 1)(q′1 + 1)

m1+q1∑
k=m1

n1+q′1∑
l=n1

xkl −
1

(q2 + 1)(q′2 + 1)

m2+q2∑
k=m2

n2+q′2∑
l=n2

xkl

∣∣∣∣∣∣ < ϵ

za svako q1, q
′
1, q2, q

′
2 > K i (m1, n1), (m2, n2) ∈ N× N.

Teorema 2. [Mursaleen and Mohiuddine(2014)] Dvostruki niz je skoro konvergen-
tan ako i samo ako je skoro Cauchijev.

Móricz i Rhoades[Moricz and Rhoades(1988)] su izučavali četvordimenzionalne
matrične transformacije svakog skoro konvergentnog dvostrukog niza i p−konvergentni
dvostruki niz sa istom tačkom konvergencije. Skoro konzervativne i skoro regularne
matrice za jednostruke nizove uveo je King [King(1966)] i skoro Cϑ−konzervativne
i skoro Cϑ-regularne četvorodimenzinalne matrice za dvostruke nizove su karakteri-
zovali i definisali Zeltsera [Zeltser et al.(2009)Zeltser, Mursaleen, and Mohiuddine].
Mursaleen [Mursaleen(2004)] je uveo skoro strogu regularnost za dvostruke nizove.
Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) je skoro strogo regularna ako transfor-
miše svaki skoro konvergentan dvostruki niz u skoro konvergentan dvostruki niz sa
istom graničnom vrednošću.
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Definicija 23. [Zeltser et al.(2009)Zeltser, Mursaleen, and Mohiuddine] Četvorodi-
menzionalna matrica A = (amnkl) je skoro Cϑ−konzervativna matrica ako transfor-
miše svaki ϑ−konvergentan dvostruki niz x = (xkl) u skoro konvergentan dvostruki
niz, odnosno, A = (amnkl) ∈ (Cϑ : Cf ).

Definicija 24. [Zeltser et al.(2009)Zeltser, Mursaleen, and Mohiuddine] Četvorodi-
menzionalna matrica A = (amnkl) je skoro Cϑ−regularna ako je Cϑ−konzervativna i
f2 − limAx = ϑ− limx za svako x ∈ Cϑ.

Neka je λ dvostruki prostor nizova, sa konvergencijom u odnosu na neko pravilo
linearne konvergencije ϑ− lim : λ → C. Suma dvostrukih redova

∑
i,j xij poštujući

dato pravilo definisana je sa ϑ−
∑

i,j xij = ϑ− limm,n→∞
∑m,n

i,j=0 xij. Svuda u tekstu
sumiranje bez ograničenja ide od 0 do ∞, na primer

∑
i,j xij predstavlja

∑∞
i,j=0 xij.

U ovom delu,izučavamo četvorodimenzionalne matrične transformacije proizvolj-
nog dvostrukog prostora nizova λ u proizvoljan dvostruki prostor nizova µ. Neka je
A = (amnkl) proizvoljna beskonačna matrica, pri čemu m,n, k, l ∈ N, x = (xkl) pro-
izvoljan dvostruki niz, označićemo Ax = {(Ax)mn}m,n∈N, gde je A−transformacija
niza x, za svaki niz x = (xkl) ∈ λ postoji u skupu µ; pri čemu je

(Ax)mn = ϑ−
∑
k,l

amnklxkl za svako m,n ∈ N. (2.2)

Domen četvorodimenzionalne matrice ima fundmentalan značaj za ovu tezu. Dakle,
ovaj koncept je predstavljen u ovom poglavlju. ϑ−summabilni domen λ

(ϑ)
A od A u

prostoru λ dvostrukih prostore nizova odredjen je sa

λ
(ϑ)
A =

x = (xkl) ∈ Ω : Ax =

(
ϑ−

∑
k,l

amnklxkl

)
m,n∈N

postoji i pripada λ

 .

Iz (2.2) sledi da A slika prostor λ u prostor µ ako λ ⊂ µ
(ϑ)
A . Skup svih četvorodimen-

zinalnih matrica, koje preslikavaju prostor λ u prostor µ, obeležavamo sa (λ : µ).
Prema tome, A = (amnkl) ∈ (λ : µ) ako i samo ako dvostruki niz sa desne strane
jednakosti (2.2) konvergira u smislu ϑ za svako m,n ∈ N, to jest, Amn ∈ λβ(ϑ) za
svako m,n ∈ N i imamo Ax ∈ µ za svako x ∈ λ; gde je Amn = (amnkl)k,l∈N za svako
m,n ∈ N. Štaviše, sledeće definicije su značajne za pravilnu klasifikaciju četvorodi-
menzionalne matrice. Četvorodimenzionalna matrica A je Cϑ − konzervativna ako
je Cϑ ⊂ (Cϑ)A, Cϑ − regularna i Cϑ − konzervativna i

ϑ− limAx = ϑ− lim
m,n→∞

(Ax)mn = ϑ− lim
m,n→∞

xmn, gde je x = (xmn) ∈ Cϑ.
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2.4 Dvostruki redovi
U ovom poglavlju, izlažemo pojedine rezulatete za prostore dvostrukih redova

koje su definisali i proučavali Altay i Başar [Altay and Başar(2005)], i navodimo
osnovne oznake i neke topološke osobine dvostrukih redova.

Definicija 25. [Altay and Başar(2005)] Skup BS svih ograničenih redova čiji su
nizovi parcijalnih suma ograničeni definisan je sa

BS =

{
x = (xkl) ∈ Ω : sup

m,n∈N
|smn| < ∞

}
(2.3)

gde je niz smn =
∑m,n

k,l=0 xkl (m,n) parcijalna suma reda.

Prostor BS je linearan Banachov prostor sa normom definisanom sa

∥x∥BS = sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣
m,n∑
k,l=0

xkl

∣∣∣∣∣ . (2.4)

Ovaj prostor je linearno izomorfan nizovnom prostoru Mu.

Definicija 26. [Altay and Başar(2005)] Skup CSϑ svih redova čiji su nizovi parci-
jalnih suma ϑ−konvergentni u Pringsheimovom smislu definisan je sa

CSϑ = {x = (xkl) ∈ Ω : (smn) ∈ Cϑ} (2.5)

gde je ϑ = {p, bp, r}.

Prostor CSp je linearan kompletan polunormiran prostor sa polunormom defini-
sanom sa

∥x∥∞ = lim
n→∞

(
sup
k,l≥n

∣∣∣∣∣
k,l∑

i,j=0

xij

∣∣∣∣∣
)
. (2.6)

Ovaj prostor je izomorfan nizovnovnom prostoru Cp.
Pored toga, skupovi CSbp i CSr su takodje i Banachovi prostori sa normom (2.4)

i važi inkluzija CSr ⊂ CSbp.

Definicija 27. [Altay and Başar(2005)] Skup BV Skup svih dvostrukih prostore ni-
zova ograničenih varijacija definisan je sa

BV =

{
x = (xkl) ∈ Ω :

∑
k,l

|xkl − xk−1,l − xk,l−1 + xk−1,l−1| < ∞

}
. (2.7)

Prostor BV je linearan Banachov prostor sa nornom odredjenom sa

∥x∥BV =
∑
k,l

|xkl − xk−1,l − xk,l−1 + xk−1,l−1| . (2.8)

Ovaj prostor je linearno izomorfan prostoru Lu apsolutno konvergentnih dvostrukih
prostore nizova. Osim toga, važe stroge inkluzije BV ⊂ Cϑ i BV ⊂ Mu.
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2.5 α, β i γ− duali prostora dvostrukih nizova
Definicija 28. [Gupta and Kamthan(1980)] α−dual λα, β(ϑ)−dual λβ(ϑ) u odnosu
na ϑ−konvegenciju i γ−dual λγ prostora dvostrukih nizova λ definisani su respek-
tivno, sa

λα :=

{
a = (akl) ∈ Ω :

∑
k,l

|aklxkl| < ∞ za svako x = (xkl) ∈ λ

}
,

λβ(ϑ) :=

{
a = (akl) ∈ Ω : ϑ−

∑
k,l

aklxkl postoji za svako x = (xkl) ∈ λ

}
,

λγ :=

{
a = (akl) ∈ Ω : sup

m,n∈N

∣∣∣∣∣
m,n∑
k,l=0

aklxkl

∣∣∣∣∣ < ∞ za svako x = (xkl) ∈ λ

}
.

Za dva proizvoljna prostora λ i µ dvostrukih nizova važi µα ⊂ λα uvek kada
λ ⊂ µ i λα ⊂ λγ. Pored toga, poznato je da inkluzija λα ⊂ λβ(ϑ) važi, dok inkluzija
λβ(ϑ) ⊂ λγ ne važi, zato ϑ−konvergencija dvostrukih prostore nizova parcijalnih
suma dovstrukih redova nije garantovana ograničenošću.



Glava 3

B(r, s, t, u) matrice i pojedini novi
prostori dvostrukih nizova

U ovoj glavi, najpre smo definisali četvorodimenzionalnu uopštenu diferencnu
matricu B(r, s, t, u) i pojedine nove dvostruke prostore nizova B(Mu), B(Cp), B(Cbp),
B(Cr), B(Lq), B(Cf ) i B(Cf0) iz domena četvorodimenzionalne uopštene matrice
razlika B(r, s, t, u) u dvstrukim prostorima nizova Mu, Cp, Cbp, Cr, Lq, Cf i Cf0,
respektivno. Nakon toga, pojedini topološki rezultati i pojedine inkluzijske relacije
su predstavljene uz odredjene stroge uslove. ncna

3.1 Četvorodimenzionalna uopštena matrica razlika
B(r, s, t, u)

Adams [Adams(1933)] je definisao četvorodimenzionalnu beskonačnu matricu
A = (amnkl) nazvanu trougaonom matricom amnkl = 0 za k > m ili l > n ili
oba. Takodje [Adams(1933)] za matricu A = (amnkl) kažemo da je trougaona ako
amnmn ̸= 0 za svako m,n ∈ N. Pored toga, citirajući Cooka [Buck et al.(1952),
Remark (a), p. 22] možemo reći da svaka trougaona matrica ima inverznu matricu
koja je takodje tougaona.

Četvorodimenzionalna diferencna matrica ∆ = (δmnkl) definisana sa

δmnkl :=

{
(−1)m+n−k−l , m− 1 ≤ k ≤ m, n− 1 ≤ l ≤ n,

0 , inače

za svako m,n, k, l ∈ N. Neka je niz y = (ymn) ∆−transformacija niza x = (xmn),
niz y = (ymn) je odredjen sa

ymn = (∆x)mn = xmn − xm−1,n − xm,n−1 + xm−1,n−1

za svako m,n ∈ N. Osim toga, direktnim računanjem dobijamo inverznu matricu

25
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∆−1 = S = (smnkl) odredjenu sa

smnkl :=

{
1 , 0 ≤ k ≤ m, 0 ≤ l ≤ n,

0 , inače

za svako m,n, k, l ∈ N.
Koncept uopštene četvorodimenzionalne matrice razlika uveli su Tuǧ i Başar

[Tuğ and Başar(2016)] and Tuǧ [Tuǧ(2017a)],[Tuǧ(2017b)],[Tuğ(2018)],[Tuǧ(2018)].
Neka su r, s, t, u ∈ R\{0}. Onda, četvorodimenzionalna uopštena diferencna matrica
B(r, s, t, u) = {bmnkl(r, s, t, u)} definisana je sa

bmnkl(r, s, t, u) :=



su , (k, l) = (m− 1, n− 1),

st , (k, l) = (m− 1, n),

ru , (k, l) = (m,n− 1),

rt , (k, l) = (m,n)

0 , inače

za svako m,n, k, l ∈ N. Dakle, B(r, s, t, u)−transformacija dvostrukog niza x =
(xmn) je data sa

ymn := {B(r, s, t, u)x}mn =
∑
k,l

bmnkl(r, s, t, u)xkl (3.1)

= suxm−1,n−1 + stxm−1,n + ruxm,n−1 + rtxmn

za svako m,n ∈ N. Prema tome, imamo inverz B−1(r, s, t, u)

B−1(r, s, t, u) = F (r, s, t, u) = {fmnkl(r, s, t, u)},

odakle sledi

fmnkl(r, s, t, u) :=

{
(−s/r)m−k(−u/t)n−l

rt
, 0 ≤ k ≤ m, 0 ≤ l ≤ n,

0 , inače

za svako m,n, k, l ∈ N. Dakle, niz x = (xmn) možemo dobiti primenom inverzne
matrice F (r, s, t, u) na (3.1), imamo tada

xmn =
1

rt

m,n∑
k,l=0

(
−s

r

)m−k (−u

t

)n−l

ykl za svako m,n ∈ N. (3.2)

U tezi pretpostavljamo da dvostrukii nizovi x = (xmn) i y = (ymn) povezani
sa relacijom (3.1). Ako je p − lim{B(r, s, t, u)x}mn = l, onda za niz x = (xmn)
kažemo da B(r, s, t, u) konvergira ka l. Tada je r = t = 1 i s = u = −1 za svako
m,n ∈ N, četvorodimenzionalna uopštena diferencna matrica B(r, s, t, u) se svodi
na četvorodimenzionalnu diferencnu matricu ∆ = B(1,−1, 1,−1).
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3.2 Pojedini novi prostori dvostrukih nizova
U ovom poglavlju, definisaćemo dvostruke prostore nizova B(Mu), B(Cp), B(Cbp),

B(Cr) i B(Lq) iz domena četvorodimenzionalne uopštene matrice razlika B(r, s, t, u)
u dvostrukim prostorima nizova Mu, Cp, Cbp, Cr i Lq, respektivno. Pored toga,
definisaćemo nove skoro konvergentne prostore nizova B(Cf ) i B(Cf0) izvedene iz
domena četvorodimenzionalne matrice B u prosorima svih skoro konvergentnih i
skoro nula dvostrukih prostore nizova Cf i Cf0 , respektivno. Nakon toga dokazujemo
da su B(Cbp), B(Cr), B(Lq), B(Cf ) i B(Cf0) Banachovi prostori i da je B(Cp) komple-
tan polunormiran prostor. Na kraju, zaključujemo poglavlje sa nekim inkuzijskim
relacijama.

B(Mu) :=

{
x = (xmn) ∈ Ω : sup

m,n∈N
|{B(r, s, t, u)x}mn| < ∞

}
,

B(Cp) :=

{
x = (xmn) ∈ Ω : ∃l ∈ C ∋ p− lim

m,n→∞
|{B(r, s, t, u)x}mn − l| = 0

}
,

B(Cbp) := {x = (xmn) ∈ Ω : B(r, s, t, u)x ∈ Cbp} ,
B(Cr) := {x = (xmn) ∈ Ω : B(r, s, t, u)x ∈ Cr} ,

B(Lq) :=

{
x = (xmn) ∈ Ω :

∑
m,n

|{B(r, s, t, u)x}mn|q < ∞

}
, 0 < q < ∞,

B(Cf ) :=

{
x = (xkl) ∈ Ω : ∃L ∈ C ∋

p− lim
q,q′→∞

sup
m,n>0

∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx)kl − L

∣∣∣∣∣ = 0, uni. u m,n

}
,

B(Cf0) :=

{
x = (xkl) ∈ Ω :

p− lim
q,q′→∞

sup
m,n>0

∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx)kl

∣∣∣∣∣ = 0, uni. u m,n

}
.

3.3 Pojedini topološki rezultati
Iznećemo sada neke topološke rezulate i inkluzijske relacije uz stroge uslove.

Teorema 3. Dvostruki prostori nizova B(Mu), B(Cbp) i B(Cr) su linearni Ba-
nachovi prostori sa koordinatni sabiranjem i skalarnim množenjem, i linearno su
izomorfni prostorima Mu, Cbp i Cr, respektivno, sa normom definisanom sa

∥x∥B(Mu) = sup
k,l∈N

|suxk−1,l−1 + stxk−1,l + ruxk,l−1 + rtxkl|. (3.3)

Dokaz. Dokazaćemo teoremu samo za prostor B(Mu), na identičan način je moguće
dokazati teoremu i za ostale prostore. Lako je pokazati linearnost prostora, pa
ćemo izostaviti detalje. Posmatrajmo Cauchijev niz xj = {xq

mn}m,n∈N ∈ B(Mu)
kako bismo pokazali da je prostor B(Mu) Banachov prostor sa normom ∥x∥B(Mu)
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definisanom sa (3.3). Za proizvoljno ϵ > 0, postoji pozitivan ceo broj N(ϵ) ∈ N tako
da

∥xj − xi∥B(Mu) = sup
m,n∈N

|{B(r, s, t, u)xj}mn − {B(r, s, t, u)xi}mn| < ϵ (3.4)

za svako i, j > N(ϵ) Onda možemo reći da je {(B(r, s, t, u)xj)mn}j∈N Cauchijev niz
u Mu za svako m,n ∈ N. Kako je Mu kompletan, zbog konvergencije, imamo

{B(r, s, t, u)xj}mn → {B(r, s, t, u)x}mn kada p → ∞.

Kada p → ∞ iz jednakosti (3.4), imamo

|{B(r, s, t, u)xj}mn − {B(r, s, t, u)x}mn| < ϵ za svako m,n ∈ N.

Kako je {{B(r, s, t, u)xj}mn} ∈ Mu, postoji pozitivan ceo broj K tako da

sup
m,n∈N

|{B(r, s, t, u)xj}mn| ≤ K.

Dakle, sledeća nejednakost važi

|{B(r, s, t, u)x}mn| ≤ |{B(r, s, t, u)xj}mn − {B(r, s, t, u)x}mn|
+ |{B(r, s, t, u)xj}mn| < ϵ+K

Uzimajući supremum po m,n ∈ N objedinjenjem svih prethodno navedenih rezul-
tata dobijamo B(r, s, t, u)x ∈ Mu, odnosno, x ∈ B(Mu). Dakle, prostor B(Mu)
je linearan Banachov prostor sa normom ∥ · ∥B(Mu) odredjenom jednakošću (3.3).
Pokazaćemo sada da je prostor B(Mu) linearno izomorfan prostoru Mu, na identi-
čan način se može pokazati i za ostale prostore. Sa notacijom iz (3.1), definisaćemo
transformaciju T iz B(Mu) u Mu za x 7→ Tx = y = B(r, s, t, u)x. Trivijalno je po-
kazati da je T linearno i injektivno. Neka je y = (ykl) ∈ Mu i x = (xmn) definisano
preko y i relacije (3.2) za svako m,n ∈ N. Dakle, iz (3.1) sledi

{B(r, s, t, u)x}mn = suxm−1,n−1 + stxm−1,n + ruxm,n−1 + rtxmn

= su

m−1,n−1∑
k,l=0

(
−s

r

)m−k−1(−u

t

)n−l−1
ykl
rt

+ st

m−1,n∑
k,l=0

(
−s

r

)m−k−1(−u

t

)n−l
ykl
rt

+ ru

m,n−1∑
k,l=0

(
−s

r

)m−k (−u

t

)n−l−1
ykl
rt

+ rt

m,n∑
k,l=0

(
−s

r

)m−k (−u

t

)n−l
ykl
rt

= ymn
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za svako m,n ∈ N što nas dovodi do posledice da je

∥x∥B(Mu) = sup
m,n∈N

∣∣{B(r, s, t, u)x}mn

∣∣ = sup
m,n∈N

∣∣ymn

∣∣ = ∥y∥∞ < ∞.

Ovo znači da je niz x = (xmn) definisan sa (3.2) u prostoru B(Mu), to jest, da je T
surjektivno i očuvava normu

Ovim je teorema dokazana.

Teorema 4. Prostori nizova B(Cf ) i B(Cf0) su Banachovi prostori linearno izo-
morfni prostorima Cf i Cf0, respektivno, sa normom definisanom sa

∥x∥B(Cf ) = sup
q,q′,m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx)kl

∣∣∣∣∣ . (3.5)

Dokaz. Dokazaćemo teoremu samo za prostor B(Cf ), na identičan način se pokazuje
i za prostor B(Cf0). Posmatrajmo Cauchijev niz x(j) = {x(j)

kl }k,l∈N ∈ B(Cf ). Za dato
ϵ > 0, postoji pozitivan ceo broj M(ϵ) ∈ N tako da

∥x(j) − x(i)∥B(Cf ) = sup
q,q′,m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

[
(Bx(j))kl − (Bx(i))kl

]∣∣∣∣∣
< ϵ (3.6)

za svako i, j > M(ϵ). Iz jednakosti (3.6) sledi da je niz {(Bx(j))kl}j∈N Cauchijev u
Cf za svako k, l ∈ N.
Kako je Cf kompletan sa normom ∥x∥Cf (vidi[Yeşilkayagil and Başar(2016b)]), niz
je konvergentan. Tada možemo reći da postoji dvostruki niz x = (xkl) ∈ Cf tako da

1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx(j))kl →
1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx)kl.

kada j → ∞. Sada, uzimajući graničnu vrednost kada i → ∞ iz jednakosti (3.6),
za svako ϵ > 0 i za svako važi k, l ∈ N imamo∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx(j))kl −
1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx)kl

∣∣∣∣∣ < ϵ

Sa druge strane, kako je {(Bx(j))kl} ∈ Cf i svaki skoro konvergentan dvostruki niz
ograničen, postoji pozitivan realan broj K tako da

sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx(j))kl

∣∣∣∣∣ ≤ K.
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Dakle, sledeće nejednakosti važe∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx)kl

∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx(j))kl

− 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx)kl

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx(j))kl

∣∣∣∣∣
< ϵ+K.

Sada uzimajući supremum po m,n ∈ N i p−granicu kada q, q′ → ∞ iz pretodne
nejednakosti imamo(

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx)kl/[(q + 1)(q′ + 1)]

)
∈ Cf ,

odnosno, x ∈ B(Cf ). Možemo uočiti da je prostor B(Cf ) Banachov prostor sa
normom ∥ · ∥B(Cf ) odredjenom jednakošću (3.5).

Sada, treba pokazati da je B(Cf ) ∼= Cf . Da bismo ovo dokazali, treba pokazati
postojanje linearne bijekcije izmedju prostora B(Cf ) i Cf . Posmatrajmo preslikavanje
T iz B(Cf ) u Cf odredjeno sa x 7→ Tx = y = Bx, sa notacijom (3.1). Linearnost i
injektivnost preslikavanja T su očigledni. Neka je y = (ykl) ∈ Cf proizvoljan niz i
neka je niz x = (xkl) takav da sa nizom y zadovoljava relaciju (3.2) za svako k, l ∈ N.
Tada imamo sledeću jednakost

(Bx)kl = suxk−1,l−1 + stxk−1,l + ruxk,l−1 + rtxkl

= su

k−1,l−1∑
i,j=0

(
−s

r

)k−i−1(−u

t

)l−j−1
yij
rt

+ st

k−1,l∑
i,j=0

(
−s

r

)k−i−1(−u

t

)l−j
yij
rt

+ ru

k,l−1∑
i,j=0

(
−s

r

)k−i(−u

t

)l−j−1
yij
rt

+ rt

k,l∑
i,j=0

(
−s

r

)k−i(−u

t

)l−j
yij
rt

= ykl

za svako k, l ∈ N. Prema tome, dolazimo do jednakosti

p− lim
q,q′→∞

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx)kl/[(q + 1)(q′ + 1)] = p− lim
q,q′→∞

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

ykl/[(q + 1)(q′ + 1)].
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Ovo pokazuje da je niz x = (xkl) ∈ B(Cf ). Odatle možemo reći da je T surjekcija.
Štaviše, to se može dobiti iz sledeće nejednakosti

∥x∥B(Cf ) = sup
q,q′,m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx)kl

∣∣∣∣∣
= sup

q,q′,m,n∈N

∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

ykl

∣∣∣∣∣ = ∥y∥Cf < ∞.

Dakle, T očuvava normu. Stoga, T je linearna bijekcija i B(Cf ) i Cf su linearno
izomorfni. Ovim je teorema dokazana.

Teorema 5. Prostor B(Cp) je linearan prostor sa koordinatnim sabiranjem i skalar-
nim množenjem, linearno je izomorfan prostoru Cp. Takodje, B(Cp) je kompletam
polunormiran prostor sa polunormom

∥x∥B(Cp) = lim
k→∞

(
sup

m,n≥k
|{B(r, s, t, u)x}mn|

)
.

Dokaz. Dokaz je sličan dokazu Teoreme 3. Zbog toga, preskačemo detalje.

Teorema 6. Prostor B(Lq) je linearan prostor sa koordinatnim sabiranjem i sklar-
nim množenjem i važe sledeći iskazi:

i) Ako je 0 < q < 1, onda je B(Lq) kompletam q−normiran prostor sa normom

∥x∥̂B(Lq) =
∑
m,n

|{B(r, s, t, u)x}mn|q

i izomorfan je u odnosu na q−normu prostoru Lq.

ii) Ako je 1 ≤ q < ∞, onda je B(Lq) Banachov prostor sa normom

∥x∥B(Lq) =

[∑
m,n

|{B(r, s, t, u)x}mn|q
]1/q

i izomorfan je u odnosu na normu prostoru Lq.

Dokaz. (i) Lako je pokazati linearnost prostora B(Lq) koji je q−normiran prostor.
Zbog toga, preskočićemo detalje. Neka je xi =

{
x
(i)
mn

}
m,n∈N

Cauchijev nis za svako

fiksirano i ∈ N u prostoru B(Lq). Za dato ϵ > 0 postoji pozitivan realan broj
N(ϵ) > 0 tako da važi

∥xi − xj ∥̂B(Lq) =
∑
m,n

∣∣{B(r, s, t, u)xi}mn − {B(r, s, t, u)xj}mn

∣∣q < ϵ

za svako i, j ≥ N(ϵ). Onda, zaključujemo da je {{B(r, s, t, u)xi}mn}i∈N Cauchijev
niz za svako fiksirano m,n ∈ N. Na osnovu (i) Teoreme 2.1 Yeşilkayagil i Başar
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[Yeşilkayagil and Başar(2017)] prostor Lq je kompletan q−normiran prostor. Zbog
toga Cauchijev niz {(Bxi)mn}i∈N konvergira u prostoru Lq, kada i → ∞, to jest
postoji niz B(r, s, t, u)x ∈ Lq tako da je∣∣{B(r, s, t, u)xi}mn − {B(r, s, t, u)x}mn

∣∣ < ϵ

za svako m,n ∈ N. Osim toga, kako je {{B(r, s, t, u)xi}mn} ∈ Lq za svako fiksirano
i ∈ N, postoji pozitivan realan broj M > 0 tako da važi

∑
m,n |{B(r, s, t, u)xi}mn|q ≤

M . Dalje, važe nejednakosti∑
m,n

|(Bx)mn|q ≤
∑
m,n

(∣∣{B(r, s, t, u)xi}mn − {B(r, s, t, u)x}mn

∣∣
+

∣∣{B(r, s, t, u)xi}mn

∣∣)q
≤

∑
m,n

∣∣{B(r, s, t, u)xi}mn − {B(r, s, t, u)x}mn

∣∣q
+

∑
m,n

∣∣{B(r, s, t, u)xi}mn

∣∣q
< ϵ+M

što znači da je B(r, s, t, u)x ∈ Lq, odnosno, x ∈ B(Lq). Iz prethodnog imamo da je
B(Lq) kompletan q−normiran prostor.

Definisaćemo sada bijektivno preslikavanje iz prostora B(Lq) u prostor Lq koje
očuvava normu. Posmatrajmo preslikavanje T korišćeno u drugom delu dokaza Te-
oreme 4 za prostore B(Lq) i Lq umesto prostora B(Mu) i Mu, respektivno. Lako
je pokazati da je T linearno i bijektivno preslikavanje. Neka su y = (ymn) ∈ Lq i
x = (xmn) nizovi definisani relacijom (3.2). Dalje, sumirajući po m,n ∈ N dobijamo

|{B(r, s, t, u)x}mn|q = |suxm−1,n−1 + stxm−1,n + ruxm,n−1 + rtxmn|q

=

∣∣∣∣∣surt
m−1,n−1∑

k,l=0

(
−s

r

)m−k−1(−u

t

)n−l−1

ykl

+
st

rt

m−1,n∑
k,l=0

(
−s

r

)m−k−1(−u

t

)n−l

ykl

+
ru

rt

m,n−1∑
k,l=0

(
−s

r

)m−k (−u

t

)n−l

ykl

+
rt

rt

m,n∑
k,l=0

(
−s

r

)m−k (−u

t

)n−l

ykl

∣∣∣∣∣
q

= |ymn|q

da je ∥B(r, s, t, u)x∥̂B(Lq) = ∥y∥̂q, odnosno, x ∈ B(Lq). Prema tome, T je surjektivno
preslikavanje. Ovim je završen dokau dela (i).

Kako deo (ii) možemo dokazati na identičan način, detalje ćemo izostaviti.
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3.4 Pojedine inkluzijske relacije pod strogim uslo-
vima

Teorema 7. Neka je s = −r, t = −u. Stroge inkluzije Cf ⊂ B(Cf ) i Cf0 ⊂ B(Cf0)
važe.

Dokaz. Najpre, pokazaćemo da važe inkluzije Cf ⊂ B(Cf ) i Cf0 ⊂ B(Cf0). Kako je
s = −r, t = −u, četvorodimenzionalna matrica B = (bmnkl) zadovoljava uslove Leme
30. Tada za svako x ∈ Cf (ili Cf0), Bx ∈ Cf (ili Cf0) kada god je x ∈ B(Cf )(ili B(Cf0))
veže inkluzije Cf ⊂ B(Cf ) i Cf0 ⊂ B(Cf0).

Da bismo pokazali da inkluzije strogo važe, treba pokazati da skupovi B(Cf )\Cf
i B(Cf0) \ Cf0nisu prazni, odnosno, da postoji dvostruki niz x = (xmn) koji pripada
skupu B(Cf ) ali ne i skupu Cf . Neka je x = (xmn) dvostruki niz odredjen sa xmn =
mn
rt

za svako m,n ∈ N. Kako niz nije ograničen, očigledno x /∈ Cf . Ali kako je
s = −r, t = −u, onda dobijamo B−transformaciju od x datu sa

(Bx)mn = {B(r,−r, t,−t)x}mn = rtxm−1,n−1 − rtxm−1,n − rtxm,n−1 + rtxmn

= rt
(m− 1)(n− 1)

rt
− rt

(m− 1)n

rt

− rt
m(n− 1)

rt
+ rt

mn

rt
= 1

Dakle, imamo sledeću jednakost sa prethodno navedenim rezultatom

1

(q + 1)(q′ + 1)

∣∣∣∣∣
m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

(Bx)kl

∣∣∣∣∣ = 1

Nakon uzimanja supremuma po m,n ∈ N u prethodnoj jednakosti i primene p−granice
kada q, q′ → ∞ vidimo da je Bx ∈ Cf . Lako se može pokazati da niz xmn = m

rt
za

svako m,n ∈ N pripada skupu B(Cf0) \ Cf0 na identičan način prethodnom. Zbog
toga, izostavićemo detalje.

Teorema 8. Važi stroga inkluzija Mu ⊂ B(Mu).

Dokaz. Najpre, pokazaćemo da inkluzija Mu ⊂ B(Mu) važi. Neka je x = (xmn) ∈
Mu, dvostruki niz tako da postoji realan pozitivan broj K tako da supm,n∈N |xmn| ≤
K. Dakle, lako se može uočiti da važi

sup
m,n∈N

|{B(r, s, t, u)x}mn| = sup
m,n∈N

|suxm−1,n−1 + stxm−1,n + ruxm,n−1 + rtxmn|

≤ (|su|+ |st|+ |ru|+ |rt|)K < ∞.

Ovo znači da je dvostrki niz x = (xmn) ∈ B(Mu), odnosno, da važi inkluzija
Mu ⊂ B(Mu).

Pokazaćemo sada da je inkluzija stroga. Odnosno, da skup B(Mu) \ Mu nije
prazan. Neka je x = (xmn) dvostruki niz odredjen sa xmn = (−1)m+n(m+1)(n+1)
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za svako m,n ∈ N. Očigledno je da x ne pripada skupu Mu. Ako uzmemo da je
r = t = s = u, onda dobijamo {B(r, s, t, u)}−transformaciju od x datu sa

{B(r, r, r, r)x}mn = r2
[
(−1)m+n−2mn+ (−1)m+n−1m(n+ 1)

+ (−1)m+n−1(m+ 1)n+ (−1)m+n(m+ 1)(n+ 1)
]

= (−1)m+nr2

što daje činjenicu B(r, r, r, r)x ∈ Mu. Ovim je dokaz završen.

Teorema 9. Stroga inkluzija Cp ⊂ B(Cp) važi.

Dokaz. Pokazaćemo najpre da inkluzija Cp ⊂ B(Cp) važi. Neka je dat niz x =
(xmn) ∈ Cp. Onda, postoji kompleksan broj l tako da p − limm,n→∞ |xmn − l| =
0. Uzimajući graničnu tačku B(r, s, t, u)−transformacije od x kada m,n → ∞ u
Pringsheimovom smislu imamo

p− lim
m,n→∞

{B(r, s, t, u)x}mn = p− lim
m,n→∞

(suxm−1,n−1 + stxm−1,n

+ ruxm,n−1 + rtxmn)

= su

(
p− lim

m,n→∞
xm−1,n−1

)
+ st

(
p− lim

m,n→∞
xm−1,n

)
+ ru

(
p− lim

m,n→∞
xm,n−1

)
+ rt

(
p− lim

m,n→∞
xmn

)
.

Kako je x ∈ Cp, onda su svi podnizovi niza x takodje konvergentni. Prema tome,
B(r, s, t, u)x ∈ Cp, to jest, x ∈ B(Cp).

Da bismo pokazali da inkuzija Cp ⊂ B(Cp) strogo važi,pokazaćemo da skup
B(Cp)\Cp nije prazan. Neka je x = (xmn) dvostruki niz definisan sa xmn = (mn)/(rt)
za svako m,n ∈ N. Ako uzmemo da je s = −r, u = −t, onda imamo

{B(r,−r, t,−t)x}mn = rtxm−1,n−1 − rtxm−1,n − rtxm,n−1 + rtxmn

= rt
(m− 1)(n− 1)

rt
− rt

(m− 1)n

rt
− rt

m(n− 1)

rt
+ rt

mn

rt
= 1

za svako m,n ∈ N. Prema tome, lako se može zapaziti da x = (xmn) /∈ Cp. Ali,
p − limm,n→∞{B(r, s, t, u)x}mn = 1, te je, x ∈ B(Cp). Ovim korakom je dokaz
kompletiran.

Teorema 10. Važi stroga inkluzija Cbp ⊂ B(Cbp).

Dokaz. Ovo je prirodna posledica Teorema 8 i 9. Zbog toga, izostavićemo dokaz ove
teoreme.

Teorema 11. Stroga inkluzija Lq ⊂ B(Lq) važi, za 1 ≤ q < ∞.
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Dokaz. Neka ja x = (xmn) ∈ Lq dvostruki niz i 1 ≤ q < ∞. Onda je,
∑

m,n |xmn|q <
∞. Sada imamo[∑

m,n

|{B(r, s, t, u)x}mn|q
]1/q

=

(∑
m,n

|suxm−1,n−1 + stxm−1,n

+ ruxm,n−1 + rtxmn|q)1/q

≤ |su|

(∑
m,n

|xm−1,n−1|q
)1/q

+ |st|

(∑
m,n

|xm−1,n|q
)1/q

+ |ru|

(∑
m,n

|xm,n−1|q
)1/q

+ |rt|

(∑
m,n

|xmn|q
)1/q

< ∞

odakle sledi da je B(r, s, t, u)x ∈ Lq, odnosno, x ∈ B(Lq).
Dokazaćemo sada da je inkluzija stroga, definisaćemo niz koji pripada skpu B(Lq)

ali ne i skupu Lq. Neka je niz x = (xmn) definisan sa

xmn =

(
−s

r

)m(−u

t

)n
1

rt

za svako m,n ∈ N. Ako je
(−s

r

)
> 1 ili

(−u
t

)
> 1, ili oba, onda očigledno x /∈ Lq.

Ali pod istim ograničenjima imamo

∑
m,n

|{B(r, s, t, u)x}mn|q =
∑
m,n

∣∣∣∣∣su
(
−s

r

)m−1(−u

t

)n−1
1

rt

+ st

(
−s

r

)m−1(−u

t

)n
1

rt

+ ru

(
−s

r

)m(−u

t

)n−1
1

rt

+ rt

(
−s

r

)m(−u

t

)n
1

rt

∣∣∣∣q = 0.

Sledi da je B(r, s, t, u)x ∈ Lq, odnosno, x ∈ B(Lq). Ovim je teorema dokazana.

Teorema 12. Neka je 1 ≤ q < q1 < ∞. Tada inkluzija B(Lq) ⊂ B(Lq1) važi.

Dokaz. Neka je dvostruki niz x = (xmn) ∈ B(Lq) što implicira Bx ∈ Lq. Kako
su Başara i Severa [Basar and Sever(2009)] pokazali da inkluzija Lq ⊂ Lq1 važi za
1 ≤ q < q1 < ∞, onda je Bx ∈ Lq1 . Dakle, x ∈ B(Lq1), što je i trebalo pokazati.



Glava 4

α, β(ϑ) i γ−duali prostora dvostrukih
nizova

U ovoj glavi predstavili smo α−dual prostora B(Mu), B(Cbp) i B(Cf ) dali neke
osnovne leme i teoreme potrebne za odredjivanje β(ϑ)−duala prostora B(Mu),
B(Cp), B(Cbp), B(Cr), B(Lq) i B(Cf ). Nakon toga, definisan je γ−dual prostora
B(Mu), B(Cbp), B(Lq) i B(Cf ). Na kraju, klasa četvordimenzionalnih matrica
(Cf : Mu) je karakterizovana za odredjivanje γ−duala prostora B(Cf ).

4.1 α -duali pojedinih novih prostora dvostrukih ni-
zova

Teorema 13. α -dual prostora B(Mu) i B(Cbp) je prostor Lu.

Dokaz. Da bi se dokazala jednakost {B(Mu)}α = Lu, treba pokazati da inkluzije
Lu ⊂ {B(Mu)}α i {B(Mu)}α ⊂ Lu važe. Neka su dati nizovi a = (amn) ∈ Lu i x =
(xmn) ∈ B(Mu). Tada, postoji dvostruki niz y = (ymn) ∈ Mu definisan relacijom
(3.1) pri čemu postoji pozitivan realan broj M > 0 tako da supm,n∈N |ymn| ≤ M .
Ako je |s/r| , |u/t| < 1, onda važi sledeća nejednakost

∑
m,n

|amnxmn| =
∑
m,n

|amn|

∣∣∣∣∣
m,n∑
k,l=0

(
−s

r

)m−k (−u

t

)n−l
ykl
rt

∣∣∣∣∣
≤ 1

|rt|
∑
m,n

|amn|
m,n∑
k,l=0

∣∣∣∣∣
(
−s

r

)m−k (−u

t

)n−l
∣∣∣∣∣ |ykl|

≤ M

|rt|
∑
m,n

|amn|
m,n∑
k,l=0

∣∣∣∣−s

r

∣∣∣∣m−k ∣∣∣∣−u

t

∣∣∣∣n−l

=
M

|rt|
∑
m,n

|amn|

(
1−

∣∣ s
r

∣∣m−k

1−
∣∣ s
r

∣∣
)(

1−
∣∣u
t

∣∣n−l

1−
∣∣u
t

∣∣
)

36



α, β(ϑ) i γ−duali prostora dvostrukih nizova 37

=
M

|rt|

(
1

1−
∣∣ s
r

∣∣
)(

1

1−
∣∣u
t

∣∣
)∑

m,n

|amn|
(
1−

∣∣∣s
r

∣∣∣m+1
)(

1−
∣∣∣u
t

∣∣∣n+1
)

=
M

|rt|

(
1

1−
∣∣ s
r

∣∣
)(

1

1−
∣∣u
t

∣∣
)∑

m,n

|amn|

< ∞

što znači da je a = (amn) ∈ {B(Mu)}α. Dakle, inkluzija Lu ⊂ {B(Mu)}α važi.
Pretpostavimo suportodno da je (amn) ∈ {B(Mu)}α \ Lu. Onda imamo∑

m,n

|amnxmn| < ∞

za svako x = (xmn) ∈ B(Mu). Lako možemo uočiti u specijalnom slučaju

x = (xmn) = {(−1)m+n} ∈ B(Mu)

da je ∑
m,n

|amnxmn| =
∑
m,n

|amn| = ∞.

Ovo znači da (amn) /∈ {B(Mu)}α što je u suprtonosti sa pretpostavkom. Prema
tome, niz (amn) mora biti u prostoru ∈ Lu.

Teorema se za niz B(Cbp) dokazuje na isti način.

Teorema 14. Neka je |s/r| , |u/t| < 1. α−dual prostora B(Cf ) je prostor Lu.

Dokaz. Da bi se dokazala jednkost {B(Cf )}α = Lu neophodno je pokazati da inklu-
zije Lu ⊂ {B(Cf )}α i {B(Cf )}α ⊂ Lu važe. Dokažimo najpre prvu inkluziju, neka
su dati nizovi a = (akl) ∈ Lu i x = (xkl) ∈ B(Cf ). Tada, postoji dvostruki niz
y = (ykl) ∈ Cf odredjen relacijom (3.1) tako da

p− lim
q,q′→∞

sup
m,n>0

∣∣∣∣∣ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

ykl

∣∣∣∣∣ exists.

Pored toga, inkluzija Cf ⊂ Mu važi, postoji i pozitivan realan broj K tako da
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supk,l |ykl| ≤ K. Kako je |s/r| , |u/t| < 1, imamo sledeću nejednakost

∑
k,l

|aklxkl| =
∑
k,l

|akl|

∣∣∣∣∣
k,l∑

i,j=0

(
−s

r

)k−i(−u

t

)l−j
yij
rt

∣∣∣∣∣
≤ 1

|rt|
∑
k,l

|akl|
k,l∑

i,j=0

∣∣∣∣∣
(
−s

r

)k−i(−u

t

)l−j
∣∣∣∣∣ |yij|

≤ K

|rt|
∑
k,l

|akl|
k,l∑

i,j=0

∣∣∣∣−s

r

∣∣∣∣k−i ∣∣∣∣−u

t

∣∣∣∣l−j

=
K

|rt|
∑
k,l

|akl|

(
1−

∣∣ s
r

∣∣k+1

1−
∣∣ s
r

∣∣
)(

1−
∣∣u
t

∣∣l+1

1−
∣∣u
t

∣∣
)

=
K

|rt|

(
1

1−
∣∣ s
r

∣∣
)(

1

1−
∣∣u
t

∣∣
)∑

k,l

|akl|
(
1−

∣∣∣s
r

∣∣∣k+1
)(

1−
∣∣∣u
t

∣∣∣l+1
)

≤ K

|rt|

(
1

1−
∣∣ s
r

∣∣
)(

1

1−
∣∣u
t

∣∣
)∑

k,l

|akl|

< ∞

što znači da je a = (akl) ∈ {B(Cf )}α. Dakle, inkluzija Lu ⊂ {B(Cf )}α važi.
Pretpostavimo suprotno, da je (akl) ∈ {B(Cf )}α\Lu. Onda, imamo

∑
k,l |aklxkl| <

∞ za svako x = (xkl) ∈ B(Cf ). Kada definišemo dvostruki niz x = (xkl) u speci-
jalnom slučaju sa x = (xkl) = {(−1)k+l/(rt)} za r = αs, t = αu i α ∈ R − [−1, 1],
trivijalno je uočiti da je x = (xkl) = {(−1)k+l/(rt)} ∈ B(Cf ) ali∑

k,l

|aklxkl| =
1

|rt|
∑
k,l

|akl| = ∞.

Ovo znači da (akl) /∈ {B(Cf )}α što je kontradikcija. Dakle, niz (akl) mora pripadati
prostoru Lu. Odnosno, inkluzija {B(Cf )}α ⊂ Lu važi. Ovime je dokaz završen.
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4.2 Osnovne leme i teoreme
U ovom poglavlju, definisali smo leme i teoreme koje su nam potrebne.

Lema 15. Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) ∈ (Cbp : Cϑ) ako i samo ako
važe sledeći uslovi

sup
m,n∈N

∑
k,l

|amnkl| < ∞ (4.1)

∃akl ∈ C ∋ ϑ− lim
m,n→∞

amnkl = akl za svako k, l ∈ N (4.2)

∃l ∈ C ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
k,l

amnkl = l postoji (4.3)

∃k0 ∈ N ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
l

|amnk0l − ak0l| = 0 (4.4)

∃l0 ∈ N ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
k

|amnkl0 − akl0 | = 0 (4.5)

U slučaju (4.5), a = (akl) ∈ Lu i

ϑ− lim
m,n→∞

[Ax]m,n =
∑
k,l

aklxkl +

(
l −
∑
k,l

akl

)
bp− lim

m,n→∞
xmn

važi za x ∈ Cbp

Lema 16. Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) ∈ (Cp : Cϑ) ako i samo ako
su ispunjeni uslovi (4.1)-(4.3) i takodje važe sledeći uslovi:

∀k ∈ N,∃l0 ∈ N ∋ amnkl = 0 za svako l > l0 i m,n ∈ N, (4.6)
∀l ∈ N,∃k0 ∈ N ∋ amnkl = 0 za svako k > k0 i m,n ∈ N (4.7)

U slučaju (4.7) ∃k0, l0 ∈ N tako da a = (akl) ∈ Lu i (akl0)k∈N, (ak0l)l∈N ∈ φ, gde φ
predstavlja prostor svih konačnih nenula prostore nizova i

ϑ− lim
m,n→∞

[Ax]m,n =
∑
k,l

aklxkl +
∑
k

(
L−

∑
k,l

akl

)
p− lim

m,n→∞
xmn

važi za x = (xkl) ∈ Cp.

Lema 17. Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) ∈ (Cr : Cϑ) ako i samo ako
su ispunjeni (4.1)-(4.3) i takodje važe sledeći uslovi:

∃l0 ∈ N ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
k

amnkl0 = ul0 (4.8)

∃k0 ∈ N ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
l

amnk0l = vk0 (4.9)
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U slučaju (4.9), a = (akl) ∈ Lu i (ul), (vk) ∈ ℓ1 i

ϑ− lim
m,n→∞

[Ax]m,n =
∑
k,l

aklxkl +
∑
k

(
vk −

∑
l

akl

)
xk +

∑
l

(
ul −

∑
k

akl

)
xl

+

(
L+

∑
k,l

akl −
∑
k

vk −
∑
l

ul

)
r − lim

m,n→∞
xmn

važi za x ∈ Cr.
Teorema 18. Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) ∈ (Cbp : Mu) ako i samo
ako uslov (4.1) važi .

Dokaz. Neka je četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) ∈ (Cbp : Mu). Onda
postoji Ax u skupu Mu za svaki niz x = (xkl) ∈ Cbp. Odnosno, Amn ∈ Mu za svako
m,n ∈ N. Dakle,

||Ax||∞ = sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣∑
k,l

amnklxkl

∣∣∣∣∣
≤ sup

m,n∈N

∑
k,l

|amnkl||xkl| < ∞

Onda je uslov (4.1) dovoljan.
Obrnuto, pretpostavimo da je uslov (4.1) zadovoljen za svaki x = (xkl) ∈ Cbp.

Onda ∣∣∣∣∣∑
k,l

amnklxkl

∣∣∣∣∣ ≤∑
k,l

|amnkl||xkl|

Uzimajući supremum po m,n ∈ N imamo

sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣∑
k,l

amnklxkl

∣∣∣∣∣ ≤ sup
m,n∈N

∑
k,l

|amnkl|M < ∞

Iz poslednjih nejednakosti sledi da je Ax ∈ Mu. Ovim je teorema dokazana.

Lema 19. [Yeşilkayagil and Başar(2018)] Neka je A = (amnkl) četvorodimenzio-
nalna matrica. Tada, važe sledeći iskazi:

(i) Za 0 < q ≤ 1, A ∈ (Lq : Mu) ako i samo ako

sup
m,n,k,l∈N

|amnkl| < ∞. (4.10)

(ii) Za 1 < q < ∞, A ∈ (Lq : Mu) ako i samo ako

sup
m,n∈N

∑
k,l

|amnkl|q
′
< ∞, gde je

1

q
+

1

q′
= 1. (4.11)
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Lema 20. [Yeşilkayagil and Başar(2018)] Neka je A = (amnkl) četvorodimenzio-
nalna matrica. Tada, važe sledeći iskazi:

(i) Za 0 < q ≤ 1, A ∈ (Lq : Cbp) ako i samo ako uslovi (4.2) i (4.10) važe za
ϑ = bp.

(ii) Za 1 < q < ∞, A ∈ (Lq : Cbp) ako i samo ako uslovi (4.2) i (4.11) važe za
ϑ = bp.

Lema 21. [Cakan et al.(2006)Cakan, Altay, and Mursaleen] Četvorodimenzionalna
matrica A = (amnkl) ∈ (Mu : Cbp) ako i samo ako su zadovoljeni uslovi (4.1)-(4.2)
i pored toga važe sledeći uslovi:

∃akl ∈ C ∋ bp− lim
m,n→∞

∑
k,l

|amnkl − akl| = 0 (4.12)

bp− lim
m,n→∞

n∑
l=0

amnkl postoji za svako k ∈ N (4.13)

bp− lim
m,n→∞

m∑
k=0

amnkl postoji za svako l ∈ N (4.14)∑
k,l

|amnkl| konvergira. (4.15)

Lema 22. [Yeşilkayagil and Başar(2016)] Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) ∈
(Mu : Mu) ako i samo ako je uslov (4.1) zadovoljen.

Lema 23. [Yeşilkayagil and Başar(2016a)] Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) ∈
(Mu : Cp) ako i samo ako uslovi (4.2), (4.6) i (4.7) važe.

Lema 24. [Zeltser et al.(2009)Zeltser, Mursaleen, and Mohiuddine] Sledeći iskazi
važe:

(a) četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) je skoro Cbp−konzervativna, to jest,
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A ∈ (Cbp : Cf ) ako i samo ako sledeıci uslovi važe

sup
m,n∈N

∑
k,l

|amnkl| < ∞ (4.16)

∃aij ∈ C ∋ bp− lim
q,q′→∞

a(i, j, q, q′,m, n) = aij,

uniformno u m,n ∈ N za svako i, j ∈ N (4.17)

∃u ∈ C ∋ bp− lim
q,q′→∞

∑
i,j

a(i, j, q, q′,m, n) = u,

uniformno u m,n ∈ N (4.18)

∃aij ∈ C ∋ bp− lim
q,q′→∞

∑
i

|a(i, j, q, q′,m, n)− aij| = 0,

uniformno m,n ∈ N za svako j ∈ N (4.19)

∃aij ∈ C ∋ bp− lim
q,q′→∞

∑
j

|a(i, j, q, q′,m, n)− aij| = 0,

uniformno m,n ∈ N za svako i ∈ N (4.20)

gde je a(i, j, q, q′,m, n) =
∑m+q

k=m

∑n+q′

l=n aklij/[(q + 1)(q′ + 1)]. U ovom slučaju, a =
(aij) ∈ Lu i

f2 − limAx =
∑
i,j

aijxij +

(
u−

∑
i,j

aij

)
bp− lim

i,j→∞
xij,

odnosno,

bp− lim
q,q′→∞

∑
i,j

a(i, j, q, q′,m, n)xij =
∑
i,j

aijxij +

(
u−

∑
i,j

aij

)
bp− lim

i,j→∞
xij,

uniformno u m,n ∈ N.

(b) četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) je skoro Cbp−regularna, to jest., A ∈
(Cbp : Cf )reg ako i samo ako su zadovoljeni uslovi (4.16)-(4.20) za aij = 0 za svako
i, j ∈ N i u = 1

Lema 25. [Zeltser et al.(2009)Zeltser, Mursaleen, and Mohiuddine] Sledeći iskazi
važe:

(a) četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) je skoro Cr−konzervativna, to jest,
A ∈ (Cr : Cf ) ako i samo ako su sledeći uslovi (4.16)-(4.18) zadovoljeni i pored toga
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važe uslovi

∃j0 ∈ N ∋ bp− lim
q,q′→∞

∑
i

a(i, j0, q, q
′,m, n) = uj0 ,

uniformno u m,n ∈ N, (4.21)

∃i0 ∈ N ∋ bp− lim
q,q′→∞

∑
j

a(i0, j, q, q
′,m, n) = vi0 ,

uniformno u m,n ∈ N, (4.22)

gde je a(i, j, q, q′,m, n) definisano Lemom 24. U ovom slučaju, a = (aij) ∈ Lu;
(uj), (vi) ∈ ℓ1 i

f2 − limAx =
∑
ij

aijxij +
∑
i

(
vi −

∑
j

aij

)
xi +

∑
j

(
uj −

∑
i

aij

)
xj

+

(
u+

∑
i,j

aij −
∑
i

vi −
∑
j

uj

)
r − lim

i,j→∞
xij.

(b) četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) je skoro Cr−regularna, to jest, A ∈
(Cr : Cf )reg ako i samo ako su zadovoljeni uslovi (4.16)-(4.22) i takodje je aij = uj =
vi = 0 za svako i, j ∈ N i u = 1.

Lema 26. [Zeltser et al.(2009)Zeltser, Mursaleen, and Mohiuddine] Važe sledeći is-
kazi:

(a) Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) je skoro Cp−konzervativna, to jest,
A ∈ (Cp : Cf ) ako i samo ako uslovi (4.16)-(4.18) važe. U ovom slučaju je a = (aij) ∈
Lu, (aij0)i∈N, (ai0j)j∈N ∈ φ gde φ označava skup svih konačnih nenula prostore nizova
i

f2 − limAx =
∑
i,j

aijxij +

(
u−

∑
i,j

aij

)
p− lim

i,j→∞
xij.

(b) Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) je skoro Cp−regularna, to jest, A ∈
(Cr : Cf )reg ako i samo ako su zadovljeni uslovi (4.16)-(4.18) i aij = 0 za svako
i, j ∈ N i u = 1.

Lema 27. [Moricz and Rhoades(1988)] Važe sledeći iskazi:

(a) Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) ∈ (Cf : Cbp) ako i samo ako važe
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uslovi (4.16) i takodje su zadovoljeni sledeći uslovi:

∃akl ∈ C ∋, bp− lim
m,n→∞

amnkl = akl za svako k, l ∈ N, (4.23)

∃u ∈ C ∋, bp− lim
m,n→∞

∑
k,l

amnkl = u, (4.24)

∃k0 ∈ N ∋, bp− lim
m,n→∞

∑
l

|amn,k0,l − ak0,l| = 0 za svako l ∈ N, (4.25)

∃l0 ∈ N ∋, bp− lim
m,n→∞

∑
k

|amnk,l0 − ak,l0 | = 0 za svako k ∈ N, (4.26)

bp− lim
m,n→∞

∑
k

∑
l

|∆01amnkl| = 0, (4.27)

bp− lim
m,n→∞

∑
k

∑
l

|∆10amnkl| = 0. (4.28)

(b) Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) je strogo regularna, to jest, A ∈ (Cf :
Cbp)reg ako i samo ako važe uslovi (4.16) i (4.23)-(4.28) i akl = 0 za svako k, l ∈ N
i u = 1.

gde je ∆10amnkl = amnkl−am,n,k+1,l and ∆01amnkl = amnkl−am,n,k,l+1, (m,n, k, l =
0, 1, 2, ...).

Lema 28. [Yeşilkayagil and Başar(2016a)] Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) ∈
(Mu : Cf ) ako i samo ako uslov (4.16) i sledeći uslov važe

∃βkl ∈ C ∋ f2 − lim
m,n→∞

amnkl = βkl za svako k, l ∈ N, (4.29)

Za svako m,n, j ∈ N,∃K ∈ N ∋ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

aklij = 0,

za svako q, q′, i > K, (4.30)

Za svako m,n, i ∈ N, ∃L ∈ N ∋ 1

(q + 1)(q′ + 1)

m+q∑
k=m

n+q′∑
l=n

aklij = 0,

za svako q, q′, j > L. (4.31)

Lema 29. [Mursaleen and Savaş(2003)] Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl)
je skoro regularna, to jest, A ∈ (Cbp : Cf )reg ako i samo ako uslov (4.16) i sledeći
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uslov važe

lim
q,q′→∞

a(i, j, q, q′,m, n) = 0,

uniformno po m,n ∈ N za svako i, j ∈ N, (4.32)

lim
q,q′→∞

∑
i,j

a(i, j, q, q′,m, n) = 1,

uniformno pom,n ∈ N, (4.33)

lim
q,q′→∞

∑
i

|a(i, j, q, q′,m, n)| = 0,

uniformno po m,n ∈ N za svako j ∈ N, (4.34)

lim
q,q′→∞

∑
j

|a(i, j, q, q′,m, n)| = 0,

uniformno po m,n ∈ N za svako i ∈ N, (4.35)

gde je a(i, j, q, q′,m, n) definisano Lemom 24.

Lema 30. [Mursaleen(2004)] Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) je skoro
strogo regularna, to jest, A ∈ (Cf : Cf )reg ako i samo ako A je skoro regularna i važe
sledeća dva uslova

lim
q,q′→∞

∑
i

∑
j

|∆10a(i, j, q, q
′,m, n)| = 0 uniformno za m,n ∈ N, (4.36)

lim
q,q′→∞

∑
j

∑
i

|∆01a(i, j, q, q
′,m, n)| = 0 uniformno za m,n ∈ N, (4.37)

gde je

∆10a(i, j, q, q
′,m, n) = a(i, j, q, q′,m, n)− a(i+ 1, j, q, q′,m, n),

∆01a(i, j, q, q
′,m, n) = a(i, j, q, q′,m, n)− a(i, j + 1, q, q′,m, n).

4.3 β(ϑ) i γ−duali pojedinih novih prostora dvostru-
kih nizova

α i γduali dvostrukih prostora nizova su jedinstveni. Ali može biti više β(ϑ)duala
u skladu sa ϑ−konvergencijom. U ovom delu, bavimo se β(ϑ) i γdualima dvostrukih
prostora nizova. Uslovi karakterizacije četvorodimenzionalnih matrica transformisali
su prostore Cbp, Cr i Cp u prostor Cbp kao što je pokazano. (vidi [Hamilton et al.(1936)],
[Zeltser et al.(2009)Zeltser, Mursaleen, and Mohiuddine] i [Zeltser(2002)]).
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Definišimo skup dk(r, s, t, u) za k ∈ {1, 2, . . . , 17}, na sledeći način:

d1(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω : sup

m,n∈N

∑
k,l

∣∣∣∣∣
m,n∑

j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

∣∣∣∣∣
q′

< ∞
}

d2(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω :

∃βkl ∈ C ∋ ϑ− lim
m,n→∞

m,n∑
j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l

aji = βkl

}
d3(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω :

∃l ∈ C ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
k,l

m,n∑
j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

= l postoji
}

d4(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω :

∃l0 ∈ N ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
k

∣∣∣∣∣
m,n∑

j,i=k,l0

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l0

aji − βkl0

∣∣∣∣∣ = 0

}
d5(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω :

∃k0 ∈ N ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
l

∣∣∣∣∣
m,n∑

j,i=k0,l

(
−s

r

)j−k0 (−u

t

)i−l

aji − βk0l

∣∣∣∣∣ = 0

}
d6(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω :

∀k ∈ N, ∃l0 ∈ N ∋
m,n∑

j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

= 0 ∀l > l0 i ∀m,n ∈ N
}

d7(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω :

∀l ∈ N, ∃k0 ∈ N ∋
m,n∑

j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

= 0 ∀k > k0 i ∀m,n ∈ N
}

d8(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω : sup

m,n∈N

∣∣∣∣∣
m,n∑

j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

∣∣∣∣∣
q′

< ∞
}
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d9(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω :

∃l0 ∈ N ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
k

m,n∑
j,i=k,l0

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l0 aji
rt

= ul0

}
d10(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω :

∃k0 ∈ N ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
l

m,n∑
j,i=k0,l

(
−s

r

)j−k0 (−u

t

)i−l
aji
rt

= vk0

}
d11(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω :

∃βkl ∈ C ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
k,l

∣∣∣∣∣
m,n∑

j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

− βkl

∣∣∣∣∣ = 0.

}
d12(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω :

∀k ∈ N ∋ ϑ− lim
m,n→∞

n∑
l=0

m,n∑
j,i=k,l0

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l0 aji
rt

postoji
}

d13(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω :

∀l ∈ N ∋ ϑ− lim
m,n→∞

m∑
k=0

m,n∑
j,i=k,l0

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l0 aji
rt

postoji
}

d14(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω :

∑
k,l

∣∣∣∣∣
m,n∑

j,i=k,l0

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l0 aji
rt

∣∣∣∣∣ konvergira
}

d15(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω : sup

m,n∈N

∑
k,l

∣∣∣∣∣
m,n∑

j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

∣∣∣∣∣ < ∞

}
,

d16(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω :

ϑ− lim
m,n→∞

∑
k

∑
l

∣∣∣∣∣∆01

{
m,n∑

j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

}∣∣∣∣∣ = 0

}
,

d17(r, s, t, u) =

{
a = (akl) ∈ Ω :

ϑ− lim
m,n→∞

∑
k

∑
l

∣∣∣∣∣∆10

{
m,n∑

j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

}∣∣∣∣∣ = 0

}
.
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Teorema 31. Važe sledeći iskazi:

(i) {B(Mu)}γ = d1(r, s, t, u) sa q′ = 1

(ii) {B(Lq)}γ =

{
d1(r, s, t, u) , 1 ≤ q < ∞;

d8(r, s, t, u) , 0 < q < 1.

(iii) {B(Cbp)}γ = d1(r, s, t, u) za q′ = 1.

Dokaz. (iii) Neka je a = (amn) ∈ Ω i x = (xmn) ∈ B(Cbp). Onda, imamo y = Bx ∈
Cbp. Dakle, za m,n-tu parcijalnu sumu

∑
k,l aklxkl imamo sledeću jednakost

m,n∑
k,l=0

aklxkl =

m,n∑
k,l=0

akl

m,n∑
j,i=0

(
−s

r

)k−j (−u

t

)l−i
yji
rt

(4.38)

=

m,n∑
k,l=0

m,n∑
j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

ykl

= (Dy)mn,

gde je četvorodimenzinalna matrica D = (dmnkl) definisana

dmnkl =

{ ∑m,n
j,i=k,l

(−s
r

)j−k (−u
t

)i−l aji
rt

, 0 ≤ k ≤ m, 0 ≤ l ≤ n;

0 , inače

za svako k, k,m, n ∈ N. Onda je ax ∈ BS uvek kada je x = (xmn) ∈ B(Cbp)
ako i samo ako je Dy ∈ Mu uvek kada je y = (ymn) ∈ Cbp. Ovo znači da je
a = (amn) ∈ {B(Cbp)}γ ako i samo ako D ∈ (Cbp : Mu). Prema tome, lako možemo
uočiti da uslov Teoreme 18 važi, odnosno

sup
m,n∈N

∑
k,l

∣∣∣∣∣
m,n∑

j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

∣∣∣∣∣ < ∞

što je skup d1(r, s, t, u) za q′ = 1. Ovim smo dokazali iskaz (iii).
Dokazi dela (i) i (ii) mogu se izvesti na identičan način korišćenjem Lema 22 i

19, u datom poretku, umesto Leme 18.

Teorema 32. Sledeći iskazi važe:

(i) {B(Cbp}β(ϑ) =
∩5

i=1 di(r, s, t, u) za q′ = 1.

(ii) {B(Cp}β(ϑ) =
∩3

i=1 di(r, s, t, u) ∩ d6(r, s, t, u) ∩ d7(r, s, t, u) za q′ = 1.

(iii) {B(Cr}β(ϑ) =
∩3

i=1 di(r, s, t, u) ∩ d9(r, s, t, u) ∩ d10(r, s, t, u) za q′ = 1.

(iv) {B(Lq}β(bp) = d1(r, s, t, u) ∩ d2(r, s, t, u) za 1 < q < ∞.

(v) {B(Lq}β(bp) = d2(r, s, t, u) ∩ d8(r, s, t, u) za q′ = 1 za 0 < q ≤ 1.
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(vi) {B(Mu}β(bp) = d1(r, s, t, u) ∩ d2(r, s, t, u)
∩14

i=11 di(r, s, t, u).

(vii) {B(Mu}β(p) = d2(r, s, t, u) ∩ d6(r, s, t, u) ∩ d7(r, s, t, u).

Dokaz. Pretpostavimo da je a = (amn) ∈ Ω i x = (xmn) ∈ B(Cbp). Onda, postoji
niz y = (ymn) ∈ Cbp sa Bx = y. Dakle, kako (4.38) važi, može se zaključiti da je
ax ∈ CSϑ uvek kada je x = (xmn) ∈ B(Cbp) ako i samo ako Dy ∈ Cϑ uvek kada
je y = (ymn) ∈ Cbp. Odavde sleda da je a = (amn) ∈ {B(Cbp)}β(ϑ) ako i samo ako
D ∈ (Cbp : Cϑ). Dakle, uslovi Leme 15 su zadovoljeni za dmnkl umesto amnkl. Dakle
važi,

sup
m,n∈N

∑
k,l

|dmnkl| < ∞,

∃βkl ∈ C ∋ ϑ− lim
m,n→∞

dmnkl = βkl for all k, l ∈ N,

∃l ∈ C ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
k,l

dmnkl = l exists,

∃k0 ∈ N ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
l

|dmnk0l − βk0l| = 0

∃l0 ∈ N ∋ ϑ− lim
m,n→∞

∑
k

|dmnkl0 − βkl0 | = 0

što na daje da je β(ϑ)-dual prostora B(Cbp) skup
∩5

i=1 di(r, s, t, u). Ovim je kom-
pletiran dokaz dela (i). Kako se iskazi (ii)-(vii) mogu dokazati na identičan način
pomoću Lema 16, 17, 20, 21 i 23, respektivno, da bismo izblegli pojavljivanje sličnih
dokaza izotavićemo detalje.

Teorema 33. β(bp)−dual prostora B(Cf ) je skup

5∩
i=2

di(r, s, t, u)
17∩

i=15

di(r, s, t, u)

Dokaz. Neka je a = (amn) ∈ Ω i x = (xmn) ∈ B(Cf ). Onda, važi y = Bx ∈ Cf .
Dakle, na osnovu jednakosti (3.16) [Tuǧ(2017a), Teorem 3.11, str.14] za m,n-tu
parcijalnu sumu

∑
k,l aklxkl da

∑m,n
k,l=0 aklxkl = (Dy)mn. Uzimajući granicu kada

m,n → ∞ iz ovo jednakosti, imamo četvorodimenzionalu matricu D = (dmnkl) koja
je takodje definisana od strane Tuǧa[Tuǧ(2017a), p. 14] sa

dmnkl =

{ ∑m,n
j,i=k,l

(−s
r

)j−k (−u
t

)i−l aji
rt

, 0 ≤ k ≤ m, 0 ≤ l ≤ n;

0 , inače
(4.39)

za svako k, l,m, n ∈ N. Onda, iz prethodno navedenih jednakosti dobijamo da je
ax ∈ CSbp uvek kada je x = (xmn) ∈ B(Cf ) ako i samo ako Dy ∈ Cbp uvek kada
y = (ymn) ∈ Cf . Ovo nam govori da je a = (amn) ∈ {B(Cf )}β(ϑ) ako i samo ako
D ∈ (Cf : Cbp). Prema tome, možemo reći da uslovi Leme 27(a) važe za dmnkl umesto
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amnkl, to jest,

sup
m,n∈N

∑
k,l

∣∣∣∣∣
m,n∑

j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

∣∣∣∣∣ < ∞,

∃βkl ∈ C ∋, bp− lim
m,n→∞

m,n∑
j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l

aji = βkl,

∃u ∈ C ∋, bp− lim
m,n→∞

∑
k,l

m,n∑
j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

= u,

∃l0 ∈ N ∋, bp− lim
m,n→∞

∑
k

∣∣∣∣∣
m,n∑

j,i=k,l0

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l0

aji − βk,l0

∣∣∣∣∣ = 0,

za svako k ∈ N,

∃k0 ∈ N ∋, bp− lim
m,n→∞

∑
l

∣∣∣∣∣
m,n∑

j,i=k0,l

(
−s

r

)j−k0 (−u

t

)i−l

aji − βk0,l

∣∣∣∣∣ = 0,

za svako l ∈ N,

bp− lim
m,n→∞

∑
k

∑
l

∣∣∣∣∣∆01

{
m,n∑

j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

}∣∣∣∣∣ = 0,

bp− lim
m,n→∞

∑
k

∑
l

∣∣∣∣∣∆10

{
m,n∑

j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

}∣∣∣∣∣ = 0.

što je skup
∩5

i=2 di(r, s, t, u)
∩17

i=15(r, s, t, u). Ovo predstavlja željeni rezultat.

Sada možemo karakterizovati novu klasu četvorodimenzionalnih matrica (Cf :
Mu) što ćemo koristiti kada se budemo bavili γ−dualo skupa Cf i u nekim posledi-
cama petog odeljka ovog rada.

Teorema 34. Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) ∈ (Cf : Mu) ako i samo
ako Amn ∈ Cβ(ϑ)

f i uslov (4.16) važi.

Dokaz. Pretpostavimo da je A = (amnkl) ∈ (Cf : Mu). Onda, Ax postoji u skupu
Mu za svako x ∈ Cf . Onda je Amn ∈ Cβ(ϑ)

f za svako m,n ∈ N. Povrh toga, poznato
je iz [Mursaleen and Mohiuddine(2014)] da inkluzija Cf ⊂ Mu važi. Tada, možemo
reći da inkluzija (Cf : Mu) ⊂ (Mu : Mu) važi i to nam daje rezultat da je uslov
(4.16) neophodan.

I obratno, pretpostavimo da uslov (4.16) važi i Amn ∈ Cβ(ϑ)
f . Neka je dat prozivo-

ljan niz x = (xkl) ∈ Cf ⊂ Mu, dakle porostoji M ∈ R+ tako da supk,l∈N |xkl| < M .
Kako je Amn ∈ Cβ(ϑ)

f za svako m,n ∈ N, onda Ax postoji. Kako nejednakost∣∣∣∣∣∑
k,l

amnklxkl

∣∣∣∣∣ ≤∑
k,l

|amnklxkl|

važi za svako fiksirano m,n ∈ N, može se dobiti uzimanjem supremuma po m,n ∈ N
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da je

sup
m,n∈N

∣∣∣∣∣∑
k,l

amnklxkl

∣∣∣∣∣ ≤ sup
m,n∈N

∑
k,l

|amnkl||xkl|

≤ M sup
m,n∈N

∑
k,l

|amnkl| < ∞.

Iz prethodne jednakosti dobijamo da Ax ∈ Mu čime je kompletiran dokaz.

Teorema 35. γ−dual prostora B(Cf ) je skup d1(r, s, t, u) ∩ CSϑ.

Dokaz. Pretpostavimo da a = (amn) ∈ Ω i x = (xmn) ∈ B(Cf ). Onda, imamo
y = Bx ∈ Cf . Prema tome, koristeći isti princip koji smo koristili u dokazu Teoreme
33, možemo reći da je ax ∈ BS uvek kada je x = (xmn) ∈ B(Cf ) ako i samo ako
Dy ∈ Mu uvek kada je y = (ymn) ∈ Cf , gde je matrica D = (dmnkl) definisana sa
(4.39). Ovo znači da je a = (amn) ∈ {B(Cf )}γ ako i samo ako D ∈ (Cf : Mu).
Prema tome, može se videti da uslovi Teoreme 34 važe za matricu D = (dmnkl).
Odnosno da je, Dmn ∈ Cβ(ϑ)

f za svako fiksirano m,n ∈ N i

sup
m,n∈N

∑
k,l

∣∣∣∣∣
m,n∑

j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
aji
rt

∣∣∣∣∣ < ∞.

Što znači da je γ−dual prostora B(Cf ) skup d1(r, s, t, u) ∪ CSϑ što je trebalo i
pokazati.



Glava 5

Karakterizacija pojedinih novih
četvorodimenzionalnih matričnih
transformacija

U ovoj glavi, četvorodimenzionalne matrične transformacije dvostrukih prostora
nizova B(Mu), B(Cp), B(Cbp), B(Cr), B(Lq) i B(Cf ) se navode korišćenjem kon-
cepta četvorodimenzionalnog dualnog summabilnog metoda za dvostruke nizovve
prostore predstavljenog i proučenog od strane Başara [Basar(2012)], i Yeşilkayagila
Başara[Yeşilkayagil and Başar(2015)], i od nedavno Tuǧa[Tug(2018)]. Pored toga,
navode se potrebni i dovoljni uslovi za karakterizaciju klasa pojedinih novih četvo-
rodimenzionalnih matrica (B(Mu) : Cf ), (Mu : B(Cf )), (Ls′ : Cf ), (B(Ls′) : Cf )
i (Ls′ : B(Cf )) za 0 < s′ < 1 i 1 < s′ < ∞. Na kraju, glava se završava nekim
značajnim rezulatima za četvorodimenzionalna matrična preslikavanja.

5.1 Dualni sumabilni metod koristeći B(r, s, t, u) ma-
trice

Pretpostavimo da četvorodimenzionalne matrice A = (amnkl) i E = (emnkl) trans-
formišu nizove x = (xmn) i y = (ymn) koji su povezani relacijom (3.1) u dvostruke
nizove s = (smn) i z = (zmn), respektivno, odnosno

smn = (Ax)mn =
∞∑

k,l=0

amnklxkl za svako m,n ∈ N, (5.1)

zmn = (Ey)mn =
∞∑

k,l=0

emnklykl za svako m,n ∈ N. (5.2)

Očigledno metod B je primenjen na B(r, s, t, u)−transformaciju niza x, dok je metod
A direktno primenjen na elemente niza x. Onda, možemo reći da su metodi A i E
suštinski različiti.

Pretpostavimo da uobičajeni proizvod EB(r, s, t, u) postoji, što je mnogo sla-
bija hipoteza od uslova da matrica E pripada bilo kojoj klasi matrica, u globlalu.

52
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Možemo u ovom slučaju reći da su matrice A i E u (5.1) i (6.12)dualni suma-
bilni metodi ako se s redukuje na z ili obrnuto koristeći uobičajeno sumiranje po
delovima. Ovo nas dovodi do činjenice da EB(r, s, t, u) postoji i jednak je A i
Ax = {EB(r, s, t, u)x} = E{B(r, s, t, u)x} = Ey formalno važi, ako jedna strana
postoji. Ova izjava je ekvivalentna odnosu izmedju elemenata matrica A = (amnkl)
i E = (emnkl)

amnkl = suemn,m−1,n−1 + stemn,m−1,n + ruemnm,n−1 + rtemnmn (5.3)

ili ekvivalentno

emnkl =
∞∑

i,j=k,l

(
−s

r

)i−k (−u

t

)j−l
amnij

rt

za svako m,n, k, l ∈ N. Trivijalno relacija (6.3) izmedju elemenata matrica A =
(amnkl) i E = (emnkl) može biti navedena matričnim proizovodom, kao što sledi;

A = EB(r, s, t, u) ili ekvivalentno E = AF (r, s, t, u).

Zbog jednostavnosti oznaka, takodje možemo pisati i za svako m,n, k, l ∈ N da
je

e(m,n) =

m,n∑
k,l=0

∞∑
i,j=k,l

(
−s

r

)i−k (−u

t

)j−l
amnij

rt
,

∆kl
10amnkl = amnkl − amn,k+1,l,

∆kl
01amnkl = amnkl − amnk,l+1,

∆kl
11amnkl = ∆kl

10(∆
kl
01amnkl) = ∆kl

01(∆
kl
10amnkl).

Sada, možemo dati sledeće generalizovane teoreme korišćenjem jednakosti (6.3)
izmedju metoda A i E.

Teorema 36. Pretpostavimo da su elementi četvorodimenzionalnih beskonačnih ma-
trica A = (amnkl) i E = (emnkl) povezani relacijom (6.3). Tada, A ∈ (B(λ) : µ)
ako i samo ako Amn ∈ [B(λ)]β(ϑ) za svako m,n ∈ N i E ∈ (λ : µ); gde su
λ, µ ∈ {Mu, Cp, Cbp, Cr,Lq}.

Dokaz. Pretpostavimo da je A ∈ (B(λ) : µ). Onda, Ax postoji u µ za svaki niz
x = (xmn) ∈ B(λ) što implicira da je Amn ∈ [B(λ)]β(ϑ) za svako m,n ∈ N. Prema
tome, imamo sledeću jednakost izvedenu iz parcijalne sume serije

∑
k,l amnklxkl i

relacije (6.3) da je

m,n∑
k,l=0

amnklxkl =

m,n∑
k,l=0

[
m,n∑

i,j=k,l

(
−s

r

)i−k (−u

t

)j−l
amnij

rt

]
ykl (5.4)

za svakom m,n ∈ N. Onda, uzimanjem ϑ−granice u (5.4) kada m,n → ∞ imamo
Ax = Ey. Dakle, Ey ∈ µ uvek kada je y ∈ λ , to jest, E ∈ (λ : µ).

Obrnuto, pretpostavimo da je Amn ∈ [B(λ)]β(ϑ) za svako m,n ∈ N i E ∈ (λ : µ), i
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neka je v = (vkl) ∈ B(λ) za u = Bv. Onda, Av postoji. Prema tome, može se izvući
iz (ξ, ϱ)-te pravougaone parcijalne sume serije

∑
k,l amnklvkl za svako m,n, ξ, ϱ ∈ N

da je

ξ,ϱ∑
k,l=0

amnklvkl =

ξ,ϱ∑
k,l=0

amnkl

k,l∑
i,j=0

fklijuij =

ξ,ϱ∑
k,l=0

(
ξ,ϱ∑

i,j=k,l

amnijfijkl

)
ukl

što daje uzimanjem p-granice ξ, ϱ → ∞ da je∑
k,l

amnklvkl =
∑
k,l

emnklukl za svako m,n ∈ N.

Odnosno, Av = Eu što dovodi do činjenice A ∈ (B(λ) : µ), što je trebalo i pokazati.

Zamenom uloga prostora B(λ) i µ u Teoremi 36, dobijamo sledeću lemu:

Lema 37. [Yeşilkayagil and Başar(2017), Theorem 4.7] Neka su λ i µ iz Teoreme
36, i neka su elementi četvorodimenzionalnih matrica A = (amnkl) i G = (gmnkl)
povezani sa relacijom

gmnkl =

m,n∑
i,j=0

bmnij(r, s, t, u)aijkl za svako m,n, k, l ∈ N. (5.5)

Onda je, A ∈ (µ : B(λ)) ako i samo ako je G ∈ (µ : λ).

Teorema 38. Neka su elementi četvorodimenzionalnih matrica A = (amnkl) i H =
(hmnkl) povezani relacijom

hmnkl =

m,n∑
i,j=k,l

bmnij(r, s, t, u)eijkl za svako m,n, k, l ∈ N, (5.6)

gde je četvorodimenzionalna matrica E = (emnkl) definisana sa (6.3). Tada je,
A ∈ (B(λ) : B(µ)) ako i samo ako je H ∈ (λ : µ); gde su λ, µ ∈ {Mu, Cp, Cbp, Cr,Lq}.

Dokaz. Neka je A ∈ (B(λ) : B(µ)). Tada Ax postoji u B(µ) za svaki niz x =
(xmn) ∈ B(λ) i {B(Ax)}mn ∈ µ za svako m,n ∈ N. Povrh toga, možemo reći da
relacija Bx = y ∈ λ implicira da je B(AB−1y) ∈ µ. Korišćenjem relacije (6.7)
izmedju matrica A = (amnkl) i H = (Hmnkl) i relacije (3.2) izmedju x = (xmn) i
y = (ymn), imamo sledeću jednakost izvedenu iz parcijalne summe

∑
kl hmnklykl da

m,n∑
k,l=0

hmnklykl =

m,n∑
k,l=0

m,n∑
i,j=k,l

bmnij(r, s, t, u)eijklykl (5.7)

za svako m,n, k, l ∈ N. Primenom ϑ-granice na jednakost (6.12) kada m,n → ∞
imamo da je Ax = Hy. Dakle, Hy ∈ µ uvek kada je y ∈ λ, znači da je H ∈ (λ : µ).
Ovim je teorema dokazana.
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5.2 Karakterizacija pojedinih novih matričnih trans-
formacija

U ovom poglavlju bavićemo se karaktrizacijom pojedinih novih četvorodimenzi-
onalnih matričnih transformacija (B(Mu) : Cf ), (Mu : B(Cf )), (Ls′ : Cf ), (B(Ls′) :
Cf ) i (Ls′ : B(Cf )) za 0 < s′ < 1 i 1 < s′ < ∞.

Teorema 39. Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) ∈ (B(Cf ) : Mu) ako i
samo ako Amn ∈ {B(Cf )}β(ϑ) i važi sledeći uslov

sup
m,n∈N

∑
k,l

∣∣∣∣∣
m,n∑

i,j=k,l

(
−s

r

)i−k (−u

t

)j−l
amnij

rt

∣∣∣∣∣ < ∞. (5.8)

Dokaz. Neka je A = (amnkl) ∈ (B(Cf ) : Mu). Onda, Ax postoji u Mu za svaki
niz x = (xmn) ∈ B(Cf ) što implicira dalje Amn ∈ {B(Cf )}β(ϑ) za svako m,n ∈ N.
Prema tome, imamo sledeću jednakost, izvedenu iz parcijalne sume

∑
k,l amnklxkl,

važi dakle

m,n∑
k,l=0

amnklxkl =

m,n∑
k,l=0

amnkl

k,l∑
j,i=0

(
−s

r

)k−j (−u

t

)l−i
yji
rt

(5.9)

=

m,n∑
k,l=0

m,n∑
j,i=k,l

(
−s

r

)j−k (−u

t

)i−l
amnji

rt
ykl

= (Ey)mn,

gde je četvrodimenzionalna matrica E = (emnkl) definisana sa

emnkl =

{ ∑m,n
j,i=k,l

(−s
r

)j−k (−u
t

)i−l amnji

rt
, 0 ≤ k ≤ m, 0 ≤ l ≤ n;

0 , inače

za svako m,n ∈ N. Tada, uzimajući ϑ−granicu u (5.9) kada m,n → ∞, imamo da
je Ax = Ey. Dakle, Ey ∈ Mu uvek kada je y ∈ Cf , odnosno, E ∈ (Cf : Mu). U
ovom slučaju uslovi Teoreme 34 važe za E = (emnkl) umesto A = (amnkl), to jest.,
Emn ∈ {Cf}β(ϑ) i supm,n∈N

∑
k,l |emnkl| < ∞. Ovim je teorema dokazana.

Teorema 40. Četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) ∈ (Cf : B(Mu)) ako i
samo ako Amn ∈ {Cf}β(ϑ) i važi sledeći uslov

sup
m,n∈N

∑
k,l

∣∣∣∣∣
m,n∑
i,j=0

bmnij(r, s, t, u)aijkl

∣∣∣∣∣ < ∞. (5.10)

Dokaz. Teoremu možemo dokazati na identičan način kao i teoremu Theorem 39
korišćenjem relacije (4.6) [Yeşilkayagil and Başar(2017), Theorem 4.7] izmedju ele-
menata četvorodimenzionalnih matrica A = (amnkl) i G = (gmnkl).

Teorema 41. Neka je A = (amnkl) četvorodimenzionalna beskonačna matrica. Tada
važe sledeći iskazi.
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(a) Ako je 0 < s′ ≤ 1. Tada, A = (amnkl) ∈ (Ls′ : Cf ) ako i samo ako

sup
m,n,k,l∈N

|amnkl| < ∞, (5.11)

∃(akl) ∈ C tako da f2 − lim
m,n→∞

amnkl = akl za svako k, l ∈ N (5.12)

(b) Ako je 1 < s′ < ∞. Tada, A = (amnkl) ∈ (Ls′ : Cf ) ako i samo ako uslov
(5.12) važi i pored toga važi

sup
m,n∈N

∑
k,l

|amnkl|s
′

< ∞. (5.13)

Dokaz. (a) Neka je 0 < s′ ≤ 1 i A = (amnkl) ∈ (Ls′ : Cf ). Tada, Ax postoji u Cf
za svaki niz x = (xkl) ∈ Ls′ . Kako inkluzija (Ls′ : Cf ) ⊂ (Ls′ : Mu) važi, onda je
uslov (5.11) neophodan. Pored toga, kako Ax postoji u Cf za svaki x = (xkl) ∈ Ls′ ,
takodje je dokazano za x = ekl ∈ Ls′ da je Aekl = (amnkl)m,n∈N ∈ Cf odakle dobijamo
neophodnost uslova (5.12).

Pretpsotavimo sada da uslovi (5.11) i (5.12) važe i neka je x = (xkl) proizvoljan
dvostruki niz u Ls′ .
Amn ∈ Lβ(ϑ)

s′ dobijamo kao posledicu 3.2 iz [Yeşilkayagil and Başar(2017)] za svako
m,n ∈ N, onda Ax postoji. Primenom (5.11) i (5.12) za svako k, l ∈ N dobijamo
sledeću nejednakost

|akl| = f2 − lim
m,n→∞

|amnkl| ≤ sup
m,n∈N

|amnkl|

tada sledi da je akl ∈ Mu. Prema tome, serija
∑

k,l aklxkl je konvergentna za svaki
x ∈ Ls′ . Pored toga, primenom (5.12) dobijamo da za svako ϵ > 0 postoji pozitivno
n0 ∈ N tako da važi

1

(q + 1)(q′ + 1)

j+q∑
k=j

i+q′∑
l=i

|amnkl − akl| < ϵ

za svako m,n > n0. onda imamo

1

(q + 1)(q′ + 1)

j+q∑
k=j

i+q′∑
l=i

∣∣∣∣∣
k,l∑
v,v′

amnv,v′xv,v′ −
k,l∑
v,v′

av,v′xv,v′

∣∣∣∣∣
s
′

=
1

(q + 1)(q′ + 1)

j+q∑
k=j

i+q′∑
l=i

∣∣∣∣∣
k,l∑
v,v′

(amnv,v′ − av,v′)xv,v′

∣∣∣∣∣
s′


≤ ϵs
′

(q + 1)(q′ + 1)

j+q∑
k=j

i+q′∑
l=i

(
k,l∑
v,v′

|xv,v′|

)s
′

<
ϵs

′

(q + 1)(q′ + 1)

j+q∑
k=j

i+q′∑
l=i

(
k,l∑
v,v′

|xv,v′ |s
′
)

To nam daje da p− limq,q′→∞
1

(q+1)(q′+1)

∑j+q
k=j

∑i+q′

l=i (Ax)kl postoji, odnosno Ax ∈ Cf .
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Ovimo smo dokazali (a).
(b) Neka je 1 < s′ < ∞. Neophodnost (5.12) i (5.13) se lako može pokazi kao u

delu (a) primenom Hölderove nejednakosti.
Prestpostavimo sada da (5.12) i (5.13) važe i neka je x = (xkl) proizvoljan

dvostruki niz iz skupa Ls′ . Primenom (5.12) za svako k, l ∈ N imamo

k,l∑
v,v′=0

|av,v′|s
′
= f2 − lim

m,n→∞

k,l∑
v,v′=0

|amnv,v′|s
′ ≤ sup

m,nN

k,l∑
v,v′=0

|amnv,v′|s
′
< ∞ (5.14)

što nam govori da je a = (av,v′) ∈ Ls′ . Dakle, dvostruka serija
∑k,l

v,v′=0 av,v′xv,v′ je
konvergentna za svako x ∈ Ls′ . Pored toga, za svako ϵ > 0, postoji N0 ∈ N tako da
je

1

(q + 1)(q′ + 1)

j+q∑
k=j

i+q′∑
l=i

(
k,l∑

v,v′=0

|(amnv,v′ − av,v′)|s
′

)
< ϵ (5.15)

za svako m,n > N0. Primenom Hölderove nejednakosti i (5.14) i (5.15) možemo
zapisati

1

(q + 1)(q′ + 1)

j+q∑
k=j

i+q′∑
l=i

∣∣∣∣∣
k,l∑

v,v′=0

amnv,v′xv,v′ −
k,l∑

v,v′=0

av,v′xv,v′

∣∣∣∣∣ =
1

(q + 1)(q′ + 1)

j+q∑
k=j

i+q′∑
l=i

∣∣∣∣∣
k,l∑

v,v′=0

(amnv,v′ − av,v′)xv,v′

∣∣∣∣∣
za svako m,n ∈ N. Nakon prolaska p-granice kada q, q′ → ∞ dobijamo da Ax ∈ Cf .
Ovim je dokaz završen.

Teorema 42. Neka je A = (amnkl) četvorodimenzionalna beskonačan matrica. Tada
važe sledeći iskazi:

(a) Ako je 0 < s′ ≤ 1. Tada, A = (amnkl) ∈ (Ls′ : B(Cf )) ako i samo ako

sup
m,n,k,l∈N

∣∣∣∣∣
m,n∑
i,j=0

bmnijaijkl

∣∣∣∣∣ < ∞, (5.16)

∃ekl ∈ Ω ∋ f2 − lim
m,n→∞

m,n∑
i,j=0

bmnijaijkl = ekl za svako k, l ∈ N (5.17)

(b) Ako je 1 < s′ < ∞. Tada, A = (amnkl) ∈ (Ls′ : B(Cf )) ako i samo ako (5.17)
važi i pored toga

sup
m,n∈N

∑
k,l

∣∣∣∣∣
m,n∑
i,j=0

bmnijaijkl

∣∣∣∣∣
s
′

< ∞. (5.18)
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Dokaz. Neka je četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) ∈ (Ls′ : B(Cf )). Tada,
Ax postoji u skupu B(Cf ) za svaki niz x ∈ Ls′ . Kako je Ax ∈ B(Cf ) možemo reći
da je B(Ax) ∈ Cf . Pored toga, sledeća jednakost

m,n∑
i,j=0

bmnij

k,l∑
v,v′=0

aijv,v′xv,v′ =

k,l∑
v,v′=0

(
m,n∑
i,j=0

bmnijaijv,v′

)
xv,v′ (5.19)

važi za svako m,n, k, l ∈ N. Dakle, uzimanjem granice kada k, l → ∞ u (5.19)
imamo da je B(Ax) = (BA)x. Sada možemo definisati novu četvordimenzionalnu
matricu BA = G = (gmnkl) sa

gmnkl =

m,n∑
i,j=0

bmnijaijv,v′ .

Dakle, možemo reći da je Ax ∈ B(Cf ) uvek kada je x ∈ Ls′ako i samo ako Gx ∈ Cf
uvek kada je x ∈ Ls′ što nam govori da je G = (gmnkl) ∈ (Ls′ : Cf ). Prema tome,
uslovi (5.11) i (5.12) važe za 0 < s′ ≤ 1, a uslovi (5.12) i (5.13) važe za 1 < s′ < ∞
i gmnkl umesto amnkl. Ovim smo dobili željene rezultate.
Teorema 43. Neka je A = (amnkl) četvorodimnzionalna beskonačna matrica. Tada
važe sledeći iskazi.
(a) Ako je 0 < s′ ≤ 1. Tada, A = (amnkl) ∈ (B(Ls′) : Cf ) ako i samo ako

sup
m,n,k,l∈N

∣∣∣∣∣
m,n∑

i,j=k,l

(
−s

r

)i−k (−u

t

)j−l
amnij

rt

∣∣∣∣∣ < ∞, (5.20)

∃ekl ∈ Ω ∋ f2 − lim
m,n→∞

m,n∑
i,j=k,l

(
−s

r

)i−k (−u

t

)j−l
amnij

rt
= ekl (5.21)

(b) Ako je 1 < s′ < ∞. Tada, A = (amnkl) ∈ (B(Ls′) : Cf ) ako i samo ako uslov
(5.21) važi i

sup
m,n∈N

∑
k,l

∣∣∣∣∣
m,n∑

i,j=k,l

(
−s

r

)i−k (−u

t

)j−l
amnij

rt

∣∣∣∣∣
s
′

< ∞. (5.22)

Dokaz. Pretpostavimo da je četvorodimenzionalna matrica A = (amnkl) ∈ (B(Ls′) :
Cf ). Tada, primenom metoda korišćenog u dokazu Teoreme 42, imamo da Ax postoji
u Cf za svaki niz x ∈ B(Ls′). Kako je x ∈ B(Ls′) onda možemo reći da je Bx = y ∈
Ls′ i da sledeća jednakost

m,n∑
i,j=0

amnijxv,v′ =

k,l∑
v,v′=0

(
m,n∑

i,j=k,l

(
−s

r

)i−k (−u

t

)j−l
amnij

rt

)
yv,v′ (5.23)

važi za svako m,n, k, l ∈ N. Dakle, imamo Ax = AB−1y = Ey uzimanjem granice
kada k, l → ∞ u (5.23). Sada možemo definisati četvorodimenzionalnu matricu
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AB−1 = E = (emnkl) sa

emnkl =

m,n∑
i,j=k,l

(
−s

r

)i−k (−u

t

)j−l
amnij

rt
.

Dakle, ovde možemo reći da je Ax ∈ Cf uvek kada je x ∈ B(Ls′) iako i samo ako
Ey ∈ Cf uvek kada je y ∈ Ls′ što znači da je E = (emnkl) ∈ (Ls′ : Cf ). Prema tome,
(5.11) i (5.12) važe za 0 < s′ ≤ 1, a (5.12) i (5.13) važe za 1 < s′ < ∞ i emnkl i
umesto amnkl. Ovo nam daje tražene rezultate i završava dokaz.

5.3 Neki značajni rezultati
U ovom poglavlju, navedene su neke direktne posledice koje proizilaze iz pret-

hodno navedenih teorema.

Posledica 44. Neka je A = (amnkl) četvorodimenzionalna beskonačna matrica .
Tada važe sledeći iskazi.

(i) A ∈ (B(Cp) : Cϑ) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.6) i (4.7) važe za emnkl umesto
amnkl.

(ii) A ∈ (B(Cbp) : Cϑ) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.4) i (4.5) važe za emnkl

umesto amnkl.

(iii) A ∈ (B(Cr) : Cϑ) ako i samo ako 4.1)-(4.3), (4.8) i (4.9) važe za emnkl umesto
amnkl.

(iv) A ∈ (B(Lq) : Cbp) ako i samo ako (4.2) i (4.11) važe za 1 < q < ∞ i emnkl

umesto amnkl.

(v) A ∈ (B(Lq) : Cbp) ako i samo ako (4.2) i (4.10)važe za 0 < q ≤ 1 i emnkl

umesto amnkl.

(vi) A ∈ (B(Lq) : Mu) ako i samo ako (4.10) važi za 0 < q < 1 i emnkl umesto
amnkl.

(vii) A ∈ (B(Lq) : Mu) ako i samo ako (4.11) važi za 1 < q < ∞ i emnkl umesto
amnkl.

(viii) A ∈ (B(Mu) : Cbp) ako i samo ako (4.1), (4.3), (4.12), (4.13),(4.14) i (4.15)
važe za emnkl umesto amnkl

(ix) A ∈ (B(Mu) : Cp) ako i samo ako (4.2), (4.6) i (4.7) važe za emnkl umesto
amnkl

(x) A ∈ (B(Cbp) : Mu) ako i samo ako (4.1) važi za emnkl umesto amnkl.

Posledica 45. Neka je E = (emnkl) četvorodimenzionalna beskonačna matrica .
Tada važe sledeći iskazi.
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(i) A ∈ (Cp : B(Cϑ)) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.6) i (4.7) važe za gmnkl umesto
amnkl.

(ii) A ∈ (Cbp : B(Cϑ)) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.4) i (4.5) važe za gmnkl

umesto amnkl.

(iii) A ∈ (Cr : B(Cϑ)) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.8) i (4.9) važe za gmnkl umesto
amnkl.

(iv) A ∈ (Lq : B(Cbp)) ako i samo ako (4.2) i (4.10) važe za 0 < q ≤ 1 i gmnkl

umesto amnkl.

(v) A ∈ (Lq : B(Cbp)) ako i samo ako (4.2) i (4.11) važe za 1 < q < ∞ i gmnkl

umesto amnkl.

(vi) A ∈ (Lq : B(Mu)) ako i samo ako (4.10) važi za 0 < q <≤ 1 i gmnkl umesto
amnkl.

(vii) A ∈ (Lq : B(Mu)) ako i samo ako (4.11) vaqv zi za 1 < q < ∞ i gmnkl umesto
amnkl.

(viii) A ∈ (Mu : B(Cbp)) ako i samo ako (4.1), (4.3), (4.12), (4.13),(4.14) i (4.15)
važe za gmnkl umesto amnkl

(ix) A ∈ (Mu : B(Cp)) ako i samo ako (4.2), (4.6) i (4.7) važe za gmnkl umesto
amnkl

(x) A ∈ (Cbp : B(Mu)) ako i samo ako (4.1) važi za gmnkl umesto amnkl.

Posledica 46. Neka je A = (amnkl) četvorodimenzionalna beskonačna matrica .
Tada važe sledeći iskazi.

(i) A ∈ (B(Cp) : B(Cϑ)) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.6) i (4.7) va v ze za hmnkl

umesto amnkl.

(ii) A ∈ (B(Cbp) : B(Cϑ)) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.4) i (4.5) važe za hmnkl

umesto amnkl.

(iii) A ∈ (B(Cr) : B(Cϑ)) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.8) i (4.9) važe za hmnkl

umesto amnkl.

(iv) A ∈ (B(Lq) : B(Cbp)) ako i samo ako (4.2) i (4.10) važe za 0 < q ≤ 1 i hmnkl

umesto amnkl.

(v) A ∈ (B(Lq) : B(Cbp)) ako i samo ako (4.2) i (4.11) važe za 1 < q < ∞ i hmnkl

umesto amnkl.

(vi) A ∈ (B(Lq) : B(Mu)) ako i samo ako (4.10) važi za 0 < q ≤ 1 i hmnkl umesto
amnkl.

(vii) A ∈ (B(Lq) : B(Mu)) ako i samo ako (4.11) važi za 1 < q < ∞ i hmnkl

umesto amnkl.
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(viii) A ∈ (B(Mu) : B(Cbp)) ako i samo ako (4.1), (4.3), (4.12), (4.13),(4.14) i
(4.15) važe za hmnkl umesto amnkl.

(ix) A ∈ (B(Mu) : B(Cp)) ako i samo ako (4.2), (4.6) i (4.7) važe za hmnkl umesto
amnkl.

(x) A ∈ (B(Cbp) : B(Mu)) ako i samo ako (4.1) važi za hmnkl umesto amnkl.

Posledica 47. Neka je A = (amnkl) četvorodimenzionalna beskonačna matrica .
Tada važe sledeći iskazi.

(i) A ∈ (B(Cp) : CSϑ) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.6) i (4.7) važe za e(m,n)
umesto amnkl.

(ii) A ∈ (B(Cbp) : CSϑ) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.4) i (4.5) važe za e(m,n)
umesto amnkl.

(iii) A ∈ (B(Cr) : CSϑ) ako i samo ako (4.1)-(4.3), (4.8) i (4.9) važe za e(m,n)
umesto amnkl.

(iv) A ∈ (B(Lq) : CSbp) ako i samo ako (4.2) i (4.11) važe za 1 < q < ∞ i e(m,n)
umesto amnkl.

(v) A ∈ (B(Lq) : CSbp) ako i samo ako (4.2) i (4.10) važe za 0 < q ≤ 1 i h e(m,n)
umesto amnkl.

(vi) A ∈ (B(Lq) : BS) ako i samo ako (4.10) važi za 0 < q < 1 i e(m,n) umesto
amnkl.

(vii) A ∈ (B(Lq) : BS) ako i samo ako (4.11) važi za 1 < q < ∞ i e(m,n) umesto
amnkl.

(viii) A ∈ (B(Mu) : CSbp) ako i samo ako (4.1), (4.3), (4.12), (4.13),(4.14) i (4.15)
važe za e(m,n) umesto amnkl

(ix) A ∈ (B(Mu) : CSp) ako i samo ako (4.2), (4.6) i (4.7) važe za e(m,n) umesto
amnkl

(x) A ∈ (B(Cbp) : BS) ako i samo ako (4.1) važi za e(m,n) umesto amnkl.

Takodje možemo dati sledeće rezultate koji proizilaze iz Teorema (4.1), (4.2) i
(4.3) i dokazani su od Altaya i Başara [Altay and Başar(2005)] primenom relacije
(5.5).

Posledica 48. Neka su elementi četvorodimenzionalnih matrica A = (amnkl) i G =
(gmnkl) povezani relacijom (5.5). Tada A = (amnkl) ∈ (CSbp : B(Cp)) ako i samo ako
uslovi (4.1) i (4.2) važe z ∆kl

11gmnkl umesto amnkl i pored toga važe sledeći uslovi

(i) liml→∞ ∆kl
10gmnkl = 0 za svako fiksirano k ∈ N za svako m,n ∈ N,

(ii) limk→∞ ∆kl
01gmnkl = 0 za svako fiksirano l ∈ N za svako m,n ∈ N,
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(iii) ∃gkl ∈ C ∋ bp− limm,n→∞
∑

l |∆kl
10gmnkl| =

∑
k |gkl|

Posledica 49. Neka su elementi četvorodimenzionalnih matrica A = (amnkl) i G =
(gmnkl) povezani relacijom (5.5). Tada A = (amnkl) ∈ (CSr : B(Cp)) ako i samo ako
uslov (4.1) važi za ∆kl

11gmnkl umesto amnkl i pored toga važe sledeći uslovi

(i) (gmnk0)k∈N, (gmn0l)l∈N ∈ bv za svakom,n ∈ N,

(ii) ∃L ∈ N ∋ ∆kl
11gmnkl = 0 za svako k ∈ Nuvek kada su m,n, l > L,

(iii) ∃K ∈ N ∋ ∆kl
11gmnkl = 0za svako l ∈ Nuvek kada su m,n, k > K,

(iv) ∃gkl ∈ C ∋ p− limm,n→∞
∑

l |∆kl
10gmnkl| =

∑
k |gkl|

Posledica 50. Neka su elementi četvorodimenzionalnih matrica A = (amnkl) i G =
(gmnkl) povezani relacijom (5.5). Tada A = (amnkl) ∈ (CSr : B(Cr)) ako i samo ako
uslov (4.1) važi za ∆kl

11gmnkl umesto amnkl i uslovi Posledice (49) važe i pored toga
važe sledeći uslovi

(i) r − limm,n→∞∆kl
11gmnkl = gkl za svako l0 ∈ N,

(ii) r − limm,n→∞
∑

k ∆
kl
11gmnkl = ul0 za svako l0 ∈ N,

(iii) r − limm,n→∞
∑

l ∆
kl
11gmnkl = uk0 za svako k0 ∈ N,

(iv) r − limm,n→∞
∑

k,l ∆
kl
11gmnkl = u

Posledica 51. A = (amnkl) ∈ (B(Cp) : Cp; p) ako i samo ako

(i) p− limm,n→∞ emnkl = 0 za svako k, l ∈ N,

(ii) p− limm,n→∞
∑

k,l emnkl = 1,

(iii) p− limm,n→∞
∑

k |emnkl| = 0 za svako l ∈ N,

(iv) p− limm,n→∞
∑

l |emnkl| = 0 za svako k ∈ N,

(v) ∃v ∈ C ∋ p− limm,n→∞
∑

k,l |emnkl| = v za svako l ∈ N,

(vi) supK∈N
∑

k,l>K |emnkl| < ∞.
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Posledica 52. Neka je A = (amnkl) četvorodimenzionalna beskonačna matrica.
Tada važe sledeći iskazi.

(i) A ∈ (Cp : B(Cp); p) ako i samo ako (51)-(51) važe za fmnkl umesto amnkl.

(ii) A ∈ (B(Cp) : B(Cp); p) ako i samo ako (51)-(51) važe za hmnkl umesto amnkl.

(iii) A ∈ (B(Cp) : CSp; p) ako i samo ako (51)-(51) važe za e(m,n) umesto amnkl.

(iv) A ∈ (CSp : B(Cp); p) ako i samo ako (51)-(51) važe za ∆kl
11gmnkl umesto amnkl

Sada možemo dati sledeće nove značajne rezultate za četvorodimenzionalne bes-
konačne matrice A = (amnkl).

Posledica 53. Važe sledeći iskazi.

(i) A ∈ (B(Cbp) : Cf ) ako i samo ako (4.16)-(4.20) važe za emnkl umesto amnkl.

(ii) A ∈ (B(Cr) : Cf ) ako i samo ako (4.16)-(4.18) i (4.21)-(4.22) važe za emnkl

umesto amnkl.

(iii) A ∈ (B(Cp) : Cf ) ako i samo ako (4.16)-(4.18) važe za emnkl umesto amnkl.

(iv) A ∈ (B(Mu) : Cf ) ako i samo ako (4.16) i (4.29)-(4.31) važe za emnkl umesto
amnkl.

(v) A ∈ (B(Cf ) : Cbp) ako i samo ako (4.16) i (4.23)-(4.28) važe za emnkl umesto
amnkl.

Posledica 54. Važe sledeći iskazi.

(i) A ∈ (Cp : B(Cf )) ako i samo ako (4.16)-(4.18) važe za gmnkl umesto amnkl.

(ii) A ∈ (Cbp : B(Cf )) ako i samo ako (4.16)-(4.20) važe za gmnkl umesto amnkl.

(iii) A ∈ (Cr : B(Cf )) ako i samo ako (4.16)-(4.18) i (4.21)-(4.22) važe za gmnkl

umesto amnkl.

(iv) A ∈ (Mu : B(Cf )) ako i samo ako (4.16) i (4.29)-(4.31) važe za gmnkl umesto
amnkl.

(v) A ∈ (Cf : B(Cbp)) ako i samo ako (4.16) i (4.23)-(4.28) važe za gmnkl umesto
amnkl.

Posledica 55. Važe sledeći iskazi.

(i) A ∈ (B(Cp) : B(Cf )) ako i samo ako (4.16)-(4.18) važe za hmnkl umesto amnkl.

(ii) A ∈ (B(Cbp) : B(Cf )) ako i samo ako (4.16)-(4.20) važe za hmnkl umesto amnkl.

(iii) A ∈ (B(Cr) : B(Cf )) ako i samo ako 4.16)-(4.18) i (4.21)-(4.22) važe za hmnkl

umesto amnkl.
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(iv) A ∈ (B(Mu) : B(Cf )) ako i samo ako (4.16) i (4.29)-(4.31) važe za hmnkl

umesto amnkl.

(v) A ∈ (B(Cf ) : B(Cbp)) ako i samo ako (4.16) i (4.23)-(4.28) važe za hmnkl

umesto amnkl.

(vi) A ∈ (B(Cf ) : B(Mu)) ako i samo ako (4.16) važi za hmnkl umesto amnkl.

Posledica 56. Važe sledeći iskazi.

(i) A ∈ (B(Cf ) : CSbp) ako i samo ako (4.16) i (4.23)-(4.28) važe za e(m,n)
umesto amnkl.

(ii) A ∈ (B(Cf ) : BS) ako i samo ako (4.16) važi za e(m,n) umesto amnkl.

Posledica 57. Važe sledeći iskazi.

(i) A ∈ (B(Cf ) : Cf ; p) ako i samo ako (4.16), (4.32)-(4.37) važe za emnkl umesto
amnkl.

(ii) A ∈ (Cf : B(Cf ); p) ako i samo ako (4.16), (4.32)-(4.37) važe za gmnkl umesto
amnkl.

(iii) A ∈ (B(Cf ) : B(Cf ); p) ako i samo ako ((4.16), (4.32)-(4.37) važe za hmnkl

umesto amnkl.

Posledica 58. Neka su elementi četvorodimenzionalnih beskonačnih matrica A =
(amnkl) i H = (hmnkl) povezani relacijom

hmnkl =

m,n∑
i,j=k,l

bmnijeijkl za svako m,n, k, l ∈ N.

Tada važe sledeći iskazi.

(i) Ako je 0 < s′ ≤ 1. Tada A ∈ (B(Ls′) : B(Cf )) ako i samo ako (5.11) i (5.12)
važe za hmnkl umesto amnkl.

(ii) Ako je 1 < s′ < ∞. Tada A ∈ (B(Ls′) : B(Cf )) ako i samo ako (5.12) i (5.13)
važe za hmnkl umesto amnkl.



Glava 6

Primena Hausdorffove mere
nekompaktnosti na matrične
operatore izmedju B-Summabilnih
prostora dvostrukih nizova

U ovom poglavlju, subklasa K(X, Y ) kompaktnih operatora, gde je
X = {B(Mu), B(Cϑ), B(Cϑ0), B(Lq)(1 < q < ∞), B(Lu)} i Y = {Mu, Cϑ, Cϑ0,Lq,Lu}
pri čemu je ϑ = {bp, r} je karakterizovana pomoću Hausdorffove mere nekompakt-
nosti za matrične operatore na pojedinim prostorima dvostrukih nizova.

Iznećemo najpre neke osnove ovog poglavlja

6.1 Schauderova dvostruka baza
Koncept Schauderove dvostruke baze nedavno je uveden i proučen od strane

Loganathan S. u [Loganathan and Moorthy(2016)]. On je definisao uopštenu dvo-
struku bazu i Schauderovu dvostruku bazu, pored toga je izneo i pojedine primene.
Ovaj novi koncept koji uključuje više uslova je složeniji nego Schauderov baza kla-
sičnih jednostrukih nizova. U ovoj sekciji, definisali smo dvostruku osnovu i neke
potrebne informacije.

Definicija 29. Dvostruki niz (xmn) u konačno dimenzionalno toploško vektorskom
prostoru (TVS) X je dvostruka baza X, ako za svako x ∈ X, postoji jedinstveni dvo-
struki niz skalara αmn tako da

∑
αmnxmn konvergira ka x, odnosno, x =

∑
αmnxmn.

Pretpostavimo da je (amn) dvostruki niz skalara i definišimo normu

∥amn∥ = sup

{∣∣∣∣∣
m,n∑
k,l=1

akl

∣∣∣∣∣ : (m,n) ∈ NxN

}
. (6.1)

Neka je X skup svih dvostrukih nizova skalara (amn) čija je norma ∥amn∥ konačna.
Tada, je par (X, ∥.∥) Banachov prostor sa uobičajenim koordinatnim sabiranjem i
skalarnim množenjem.

65



Primena Hausdorffove mere nekompaktnosti na matrične operatore izmedju
B-Summabilnih prostora dvostrukih nizova 66

Sada, definišimo eklmn, e
l, ek i e kao dvostruki niz (amn) skalara tako da je

eklmn =

{
1 , (k, l) = (m,n);

0 , inae.
, (6.2)

e1 =
∑
k

ekl, dvostruki niz takav da su svi elementi l-te kolone jedan, ostali nula

ek =
∑
l

ekl, dvostruki niz takav da su svi elementi k-te vrste jedan, ostali nula

e =
∑
kl

ekldvostruki niz čiji su svi elementi jednaki nuli.

Pokazano je u [Loganathan and Moorthy(2016)] da za svako amn ∈ X, relacija amn =∑
kl amne

kl
mn ne mora važiti, ovo znači da ako je a1,n = (−1)n i amn = 0 za m ̸=

1, ∀n ∈ N. Tada je amn ∈ X ali
∑

kl amne
kl
mn ne konvergira u X.

Definicija 30. [Loganathan and Moorthy(2016)] Dvostruka baza (bmn) u topološko
vektrorskom prostoru X je Schauderova dvostruka baza, ako je funkcional koeficije-
nata fmn definisan sa

fmn(
∑
kl

aklbkl) = akl, (6.3)

za
∑

kl aklbkl ∈ X i (m,n) ∈ NxN, linearni neprekidni funkcional na X. Za datu
dvostruku bazu (bmn) koeficijentni funkcional ima oblik dvostrukog niza fmn. Dvo-
struki niz fmn naziva se pridruženi dvostruki niz funkcionala za (bmn).

Svaka baza u kompletno metrizabilnom prostoru je Schauderova baza.

Definicija 31. Dvostruka baza (xmn) u topološko vektorskom prostoru X je rcb dvo-
struka baza, ako za svako fiksirano k = 1, 2, ...,

{∑m
j=1 αjkxjk : m = 1, 2, ...

}
ograni-

čena i za svako fiksirano j = 1, 2, ..., {
∑n

k=1 αjkxjk : n = 1, 2, ...} ograničena, uvek
kada

∑
αjkxjk konvergira u X.
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6.2 Hausdorffova mera nekompaktnosti za matrične
operatore između prostora dvostrukih nizova

U ovoj sekciji, uvodimo Hausdorffovu meru nekompaktnosti za četvorodimenzi-
onalne matrične operatore nekih dvostrukih prostora nizova, pored toga iznosimo i
izučavamo karakterizaciju kompaktnih operatora na dvostruke prostore nizova.

Definicija 32. Neka su X i Y Banachovi prostori. Linearni operator L : X → Y
nazivamo kompaktnim ako je ceo X i za svaki ograničen dovstruki niz (xmn) iz X,
niz L(xmn) ima konvergentan podniz u Pringsheimovom smislu u Y . Označavamo
skup svih kompaktnih operatora sa K(X,Y ).

Definicija 33. Neka je X Banachov prostor i neka je MX ograničen podskup skupa
X. Tada je funkcional µ : MX → [0,∞) mera nekompaktnosti ako

(i) µ(Q) = 0 ako i samo ako je Q relativno kompaktan(totalno ograničen),

(ii) µ(Q) = µ(Q̄) za svako Q ∈ MX ,

(iii) µ(Q1 ∪Q2) = max {µ(Q1), µ(Q2)} za svako Q1, Q2 ∈ MX .

Hausdorffovu mera nekompaktnosti(ili loptastu meru nekompaktnosti), su uveli
i izučili Goldenštein, Gohberg i Markus
[Gohberg et al.(1957)Gohberg, Goldenstein, and Markus](videti [Malkowsky and Ra-
kočević, 2019] za više detalja).

Definicija 34. [Gohberg et al.(1957)Gohberg, Goldenstein, and Markus] Neka je (X, d)
metrički prostor i neka je Q ograničen podskup skupa X. Tada Hausdorffovu ili ball
meru nekompaktnosti ili χ−meru skupa Q, označavamo sa χ(Q), is definišemo kao
infimum skupa za svako ϵ > 0 tako da Q može biti pokriveno konačnim brojem lopti
radii < ϵ, odnostno,

χ(Q) = inf

{
ϵ > 0 : Q ⊂

n∪
i=1

B(xi, ri), xi ∈ X, ri < ϵ (i = 1, 2, 3, ..., n) n ∈ N

}
.

Funkciju χ nazivamo Hausdorffovom merom nekompaktnosti.

Treba ovde napomenuti da za Hausdorffova mera nekompaktnosti skupa Q centar
lopte koja prekriva skup Q ne mora pripadati Q. Dakle, jednakost (34) se može
ekvivalentno formulisati kao što sledi:

χ(Q) = inf {ϵ > 0 : Q sadri konanu ϵ−mreu u X} .

Neka je X Banachov prostor sa Schauderovom dvostrukom bazom (bmn)
∞
m,n=1.

Tada svako x ∈ X možemo na jedinstveni način predstaviti sa

x =
∞∑

m,n=1

αmn(x)bmn
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pri čemu je funkcija αmn(x) baza funckionala. Neka je Pmn : X → X projekcija
linearnog spana (bkl)

m,n
k,l=1., odnosno,

Pmn(x) =
mn∑
k,l=1

αkl(x)bkl.

Tada, na osnovu Banach-Steinhausove teoreme, operatori Pmn i I − Pmn su
ekviograničeni.

Teorema 59. Pretpostavimo da je X Banachov prostor sa Schauderovom dvostru-
kom bazom (bkl)

∞
k,l=1, Q ograničen podskup skupa X, Pmn : X → X projekcija line-

arnog spana (bkl)
m,n
k,l=1 i

µ(Q) = lim sup
m,n→∞

(sup
x∈Q

∥(I − Pmn)x∥),

tada važe sledeće nejednakosti:

1

a
µ(Q) ≤ q(Q) ≤ inf

m,n
sup
x∈Q

∥(I − Pmn)x∥ ≤ µ(Q),

pri čemu je a = lim supm,n→∞ ∥I − Pmn∥

Definicija 35. Neka su X i Y proizvoljni prostori dvostrukih nizova koji su Banac-
hovi prostori i pretpostavimo da operator L ∈ B(X,Y ). Tada Hausdorffovu meru
nekompaktnosti operatora L označavamo sa ∥L∥2q definišemo na sledeći način

∥L∥2q = q(AB1) gdeje B1 = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1} (6.4)

Dakle, L je kompaktan ako i samo ako važi ∥L∥2q = 0.

Teorema 60. Neka je L ∈ B(Cϑ, Cϑ) i neka je ϑ = {bp, bp0, r, r0} i neka je

∃α ∈ C ∋, ϑ− lim
m,n→∞

∑
kl

amnkl = α, (6.5)

∃akl ∈ C ∋, ϑ− lim
m,n→∞

amnkl = akl, k, l ∈ N. (6.6)

Tada, važe sledeće nejednakosti.

1

2
lim

m,n→∞
sup

(∣∣∣∣∣amn00 − α+
∞∑

k,l=1

akl

∣∣∣∣∣+
∞∑

k,l=1

|amnkl − akl|

)

≤ ∥A∥2q ≤ lim
m,n→∞

sup

(∣∣∣∣∣amn00 − α +
∞∑

k,l=1

akl

∣∣∣∣∣+
∞∑

k,l=1

|amnkl − akl|

)

Dokaz. Pretpostavimo da važi L ∈ B(Cϑ, Cϑ) i da dvostruki niz x = (xmn) ∈ Cϑ,
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ϑ− limm,n→∞ xmn = x00 i Ax = y. Tada važi

ymn = (L(x))mn = amn00x00 +
∞∑

k,l=1

amnklxkl, m, n = 1, 2, ...

i

y00 = lim
m,n→∞

ymn = x00

(
α−

∞∑
k,l=1

akl

)
+

∞∑
k,l=1

aklxkl.

Elementi e =
∑

kl e
kl i eklmn određeni sa (6.2) su iz skupa Cϑ. Neka je

Pmn : Cϑ → Cϑ

projekcija određena sa

Pmn(x) = x00e+

m,n∑
k,l=1

(xkl − x00)e
kl
mn,

očigledno ∥I − Pmn∥ = 2 na osnovu jednakosti (3.2) važiće

sup
∥x∥≤1

∥(I − Pmn)Ax∥ = sup
∥x∥≤1

sup
i≥m+1,
j≥n+1

|yij − y00|

= sup
∥x∥≤1

sup
i≥m+1,
j≥n+1

∣∣∣∣∣aij00x00 +
∞∑

k,l=1

aijklxkl −

(
x00

(
α−

∞∑
k,l=1

akl

)
+

∞∑
k,l=1

aklxkl

)∣∣∣∣∣
= sup

∥x∥≤1

sup
i≥m+1,
j≥n+1

∣∣∣∣∣x00

(
aij00 − α +

∞∑
k,l=1

akl

)
+

∞∑
k,l=1

(aijkl − aklxkl)

∣∣∣∣∣
= sup

i≥m+1,
j≥n+1

(∣∣∣∣∣aij00 − α +
∞∑

k,l=1

akl

∣∣∣∣∣+
∞∑

k,l=1

|aijkl − akl|

)
.

Takođe na osnovu jednakosti (3.2) i na osnovu prethodnih jednakosti možemo
zaključiti dokaz teoreme.

Teorema 61. Neka je L ∈ B(Cϑ) pri čemu je ϑ = {bp, bp0, r, r0}. L je kompaktan
ako i samo ako

ϑ− lim
m,n→∞

(∣∣∣∣∣amn00 − α+
∞∑

k,l=1

akl

∣∣∣∣∣+
∞∑

k,l=1

|amnkl − akl|

)
= 0

Dokaz. Dokaz sledi iz jednakosti (6.5) i (6.6) i činjenica α = 1 i akl = 0 za svako
k, l ∈ N. Dokaz ove teoreme preskačemo da bismo izbegli ponavaljanje.
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Posledica 62. Neka je L ∈ B(Cϑ) gde je ϑ = {bp, bp0, r, r0} regularna trnasforma-
cija. Tada je L komapkt ako i samo ako

ϑ− lim
m,n→∞

(
|amn00 − 1|+

∞∑
k,l=1

|amnkl|

)
= 0

6.3 Primena Hausdorffove mere nekompaktnosti na
matrične operatore između B-Sumabilnih pro-
stora dvostrukih nizova

U ovoj sekciji određujemo Hausdorffovu meru nekompaktnosti matričnih opera-
tora na određene B-sumabilne prostore dvostrukih nizova. B-sumabilnost prostora
dvostrukih nizova su uveli i izučavali Tug i Başar [Tuğ and Başar(2016)], and Tug
[Tuǧ(2017a)]-[Tuǧ(2018)].

Dakle, kao u poglavlju 5, pretpostavimo da četvorodimenzionalne matrice A =
(amnkl) i E = (emnkl) transofrmišu nizove x = (xmn) i y = (ymn) koji su povezani
relacijom (3.1) sa dvostrukim nizovima s = (smn) i z = (zmn), respektivno, odnosno

smn = (Ax)mn =
∞∑

k,l=0

amnklxkl za svako m,n ∈ N, (6.7)

zmn = (Ey)mn =
∞∑

k,l=0

emnklykl za svako m,n ∈ N. (6.8)

Očigledno je da je metod B primenjen na B(r, s, t, u)−transformaciju niza x, dok
se metod A primenjuje na elemente niza x. Tada, možemo reći da su metodi A i E
suštinski različiti.

Pretpostavimo da uobičajeni proizvod matrica EB(r, s, t, u) postoji što je mnogo
slabija hipoteza od uslova da matrica E pripada bilo kojoj klasi matrica, u globalu.
U ovom slučaju, kažemo da matrice A i E u (6.7) i (6.8) dualni sumabilni metodi ako
se s redukuje na z ili obrnuto koristeći uobičajeno sumiranje po delovima. Ovo nas
dovodi do činjenica da EB(r, s, t, u) postoji i jednak je A i Ax = {EB(r, s, t, u)x} =
E{B(r, s, t, u)x} = Ey formalno važi, ako jedna strane jednakosti postoji. Ova
izjava je ekvivalentna odnosu između elemenata matrica A = (amnkl) i E = (emnkl)

amnkl = suemn,m−1,n−1 + stemn,m−1,n + ruemnm,n−1 + rtemnmn

ili ekvivalentno

emnkl =
∞∑

i,j=k,l

(
−s

r

)i−k (−u

t

)j−l
amnij

rt
(6.9)

za svako m,n, k, l ∈ N. Trivijalno relacija (6.3) između elemenata matrica A =
(amnkl) i E = (emnkl) može biti navedena matričnim proizvodom, kao što sledi;

A = EB(r, s, t, u) ili ekvivalentno E = AF (r, s, t, u).
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Teorema 63. Neka je X normiran prostor i neka χT i χ predstavljaju Hausdorffove
mere nekompaktnosti na MXT

i MX , kolekcijama svih ograničenih skupova u XT i
X, respektivno. Tada,

χT (Q) = χ(T (Q)), za svako Q ∈ MXT
(6.10)

Teorema 64. Ako je A ∈ (B(X), Y ) za X = {Cϑ0,Mu} i Y = {Cϑ0, Cϑ,Mu} pri
čemu je ϑ = {bp, r}, tada

∥A∥(B(X),Y ) = sup
m,n∈N

∥Emn∥2q = sup
m,n∈N

∑
k,l

|emnkl|.

Teorema 65. Ako je A ∈ (B(Ls′),Mu) ili A ∈ (B(Ls′), Cbp), tada

∥A∥(B(Ls′ ),Y ) = sup
m,n∈N

∥Emn∥2q = sup
m,n∈N

∑
k,l

|emnkl|s
′
, za 1 < s′ < ∞.

i

∥LA∥2q = lim
i,j→∞

sup
m≥i,
n≥j

∥Emn∥2q

 = lim
i,j→∞

sup
m≥i,
n≥j

∑
k,l

|emnkl|s
′

 , za 1 < s′ < ∞.

Teorema 66. Ako je A ∈ (B(Lu), Y ) za Y = {Cϑ0, Cϑ,Mu} gde je ϑ = {bp, r},
tada

∥A∥(B(Lu),Y ) = sup
m,n∈N

∥Emn∥2q = sup
m,n∈N

|emnkl|.

i

∥LA∥2q = lim
i,j→∞

sup
m≥i,
n≥j

∥Emn∥2q

 = lim
i,j→∞

 sup
m≥i,
n≥j,
k,l∈N

|emnkl|

 .

Teorema 67. Ako je A ∈ (B(Cϑ), Cϑ0) ili A ∈ (B(Mu), Cϑ0) pri čemu je ϑ =
{bp, bp0, r, r0},tada

∥LA∥2q = lim
i,j→∞

sup
m≥i,
n≥j

∥Emn∥2q

 = lim
i,j→∞

sup
m≥i,
n≥j

∑
k,l

|emnkl|

 .

Teorema 68. (a) Svako L ∈ B (B(Cϑ), Cϑ) gde je ϑ = {bp, bp0, r, r0} je određeno
matricom, E = (emnkl) koja je definisana sa (6.9) tako da je

L(x) =

(
emn00x00 +

∞∑
k,l=1

emnklxkl

)∞

m,n=1

za svako x ∈ B(Cϑ),



Primena Hausdorffove mere nekompaktnosti na matrične operatore izmedju
B-Summabilnih prostora dvostrukih nizova 72

gde je x00 = ϑ− limm,n→∞ xkl i takođe

∃α ∈ C ∋, ϑ− lim
m,n→∞

∑
kl

emnkl = α,

∃ekl ∈ C ∋, ϑ− lim
m,n→∞

emnkl = ekl, k, l ∈ N,

i
∥L∥ = sup

m,n∈N
(|emn00|+ ∥Emn∥Mu)

pored toga,

lim
m,n→∞

(L(x))mn = x00

(
α−

∞∑
k,l=1

ekl

)
+

∞∑
k,l=1

eklxkl za svako x ∈ B(Cϑ)

(b) Ako je L ∈ B (B(Cϑ), Cϑ) tada važi

1

2
lim

m,n→∞
sup

(∣∣∣∣∣emn00 − α+
∞∑

k,l=1

ekl

∣∣∣∣∣+ ∥(emnkl − ekl)
∞
k,l=1∥Mu

)

≤ ∥A∥2q ≤ lim
m,n→∞

sup

(∣∣∣∣∣emn00 − α +
∞∑

k,l=1

ekl

∣∣∣∣∣+ ∥(emnkl − ekl)
∞
k,l=1∥Mu

)

pri čemu je

∥(emnkl − ekl)
∞
k,l=1∥Mu = sup

m,n∈N

∞∑
k,l=1

|emnkl − ekl| .

Lema 69. [Yeşilkayagil and Başar(2018), Theorem 4.7] Neka su λ, µ ∈ {Mu, Cp, Cbp, Cr,Lq},
i elementi četvorodimenzionalnih matrica A = (amnkl) i G = (gmnkl) povezani rela-
cijom

gmnkl =

m,n∑
i,j=0

bmnij(r, s, t, u)aijkl za svako m,n, k, l ∈ N. (6.11)

Tada je, A ∈ (µ : B(λ)) ako i samo ako G ∈ (µ : λ).



Primena Hausdorffove mere nekompaktnosti na matrične operatore izmedju
B-Summabilnih prostora dvostrukih nizova 73

Posledica 70. (a) Svako L ∈ B (Cϑ, B(Cϑ)) gde je ϑ = {bp, bp0, r, r0} je određeno
matricom G = (gmnkl) koja je definisana sa (6.11) tako da

L(x) =

(
gmn00x00 +

∞∑
k,l=1

gmnklxkl

)∞

m,n=1

za svako x ∈ Cϑ,

pri čemu je x00 = ϑ− limm,n→∞ xkl i

∃α ∈ C ∋, ϑ− lim
m,n→∞

∑
kl

gmnkl = α,

∃gkl ∈ C ∋, ϑ− lim
m,n→∞

gmnkl = gkl, k, l ∈ N,

i
∥L∥ = sup

m,n∈N
(|gmn00|+ ∥Gmn∥Mu)

pored toga,

lim
m,n→∞

(L(x))mn = x00

(
α−

∞∑
k,l=1

gkl

)
+

∞∑
k,l=1

gklxkl za svako x ∈ Cϑ

(b) Ako je L ∈ B (Cϑ, B(Cϑ)) tada važi

1

2
lim

m,n→∞
sup

(∣∣∣∣∣gmn00 − α+
∞∑

k,l=1

gkl

∣∣∣∣∣+ ∥(gmnkl − gkl)
∞
k,l=1∥Mu

)

≤ ∥A∥2q ≤ lim
m,n→∞

sup

(∣∣∣∣∣gmn00 − α +
∞∑

k,l=1

gkl

∣∣∣∣∣+ ∥(gmnkl − gkl)
∞
k,l=1∥Mu

)

gde je

∥(gmnkl − gkl)
∞
k,l=1∥Mu = sup

m,n∈N

∞∑
k,l=1

|gmnkl − gkl| .



Glava 7

Rezultati i predlozi

Za prgeled literature o domenu četvorodimenzionalne beskonačne matrice A u
pojedinim dvostrukim prostorima nizova, sledeća tabela može biti veoma korisna i
pregledna:

A λ λA izvor:

C Mu, Cp, C0p M̃u, C̃p, C̃0p [Mursaleen and Başar(2014)]
C Cr, Cbp, Lq C̃r, C̃bp, L̃q [Mursaleen and Başar(2014)]

∆(1,−1, 1,−1) Mu, Cp, C0p Mu(∆), Cp(∆), C0p(∆) [Demiriz and Duyar(2015)]
∆(1,−1, 1,−1) Cr, Lq Cr(∆), Lq(∆) [Demiriz and Duyar(2015)]

C M̃u, C̃p, C̃0p ˜Mu(t), ˜Cp(t), ˜C0p(t) [Demiriz and Duyar(2017)]
C C̃r, C̃bp, L̃q

˜Cr(t), ˜Cbp(t), ˜Lq(t) [Demiriz and Duyar(2017)]
Rqt Ls Rqt(Ls)) [Yeşilkayagil and Başar(2017)]

B(r, s, t, u) Mu, Cp, Cbp B(Mu), B(Cp), B(Cbp) [Tuǧ(2017a)]
B(r, s, t, u) Cr, Lq B(Cr), B(Lq) [Tuǧ(2017a)]

Rqt Mu, Cp (Mu)Rqt , (Cp)Rqt [Yeşilkayagil and Başar(2018)]
Rqt Cbp, Cr (Cbp)Rqt , (Cr)Rqt [Yeşilkayagil and Başar(2018)]

B(r, s, t, u) Cf , Cf0 B(Cf ), B(Cf0) [Tuğ(2018)]

Tabela 1. Domeni nekih četvorodimenzionalnih matrica u dvostrukim prostorima
nizova.

Demiriz i Duyar [Demiriz and Duyar(2015)] su nedavno definisali i proučili pro-
store Mu(∆), Cp(∆), C0p(∆), Cr(∆) i Lq(∆) dvostrukih nizova kod kojih su matrice
razlika ograničene transformacije , konvergentne u Pringsheimovom smislu, nula
u Pringsheimovom smislu, istovremeno konvergentne u Pringsheimovom smislu i
ograničene, regularno konvergentne i apsolutno q−sumabilne, respektivno. Četvo-
rodimenzionalna matrica definisana je sa

δmnkl :=

{
(−1)m+n−k−l , m− 1 ≤ k ≤ m, n− 1 ≤ l ≤ n,

0 , inače

74
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Takodje su ispitali odredjene inkluzijske relacije vezane za ove prostore nizova i odre-
dili α−dual prostora Mu(∆) i β(v)−dual prostora Cv(∆) i konačno su karakterizovali
odredjene klase matrica.

Ideja o generalizaciji četvorodimenzionalne matrice razlika bila je otvoren i re-
šiv problem. Odlučili smo da rešimo ovaj problem nakon vidljive dokazivosti našeg
predloga. U ovoj disertaciji, proučili smo prostore B(Mu), B(Cp), B(Cbp), B(Cr),
B(Lq), B(Cf ) i B(Cf0) kao domene četvorodimenzionalne uopštene rencedifen ma-
trice B(r, s, t, u) u dvostrukim prostorima nizova Mu, Cp, Cbp, Cr, Lq, Cf i Cf0.
Ispitali smo neke topološke osobine i inkluzione relacije uz odredjene stroge uslove.
Onda, odredili smo α−, β(ϑ)− i γ−duale za neke od prethodno uvedinih i dvostru-
kih prostora nizova. Konačno, karakterizovali smo nove matrične klase (Mu : Cf ),
(B(Mu) : Cf ), (Mu : B(Cf )), (Ls′ : Cf ), (B(Ls′) : Cf ) i (Ls′ : B(Cf )), za 0 < s′ < 1
i 1 < s′ < ∞, četvorodimenzionalnih matričnih preslikavanja

7.1 Rezultati
Ovde, smo naveli rezultate iz Glava 3, 4 i 5 koje predstavljaju originalni deo ovog

rada.

Rezulzat 71. Ako pretpostavimo da važi r = t = 1 i s = u = −1 za prostore
B(Mu), B(Cp), B(Cbp), B(Cr), B(Lq) koji su proučeni od strane Tuǧa [[Tuǧ(2017a)]-
[Tug(2018)], onda imamo prostore nizova Mu(∆), Cp(∆), C0p(∆), Cr(∆) i Lq(∆)
koje su definisali Demiriz i Duyar [Demiriz and Duyar(2015)].

Rezulzat 72. Dokazali smo, da su prostori B(Mu), B(Cbp), B(Cr) linearni Banac-
hovi prostori sa normom ∥x∥B(Mu); da je prostor B(Lq) q−normiran prostor, pri
čemu je 0 < q < 1, i linearan Banachov prostor sa normom ∥x∥B(Lq), i da je prostor
B(Cp) linearan kompletan polunormiran prostor sa polunormom ∥x∥B(Cp). Ako je
r = t = 1 i s = u = −1, onda se ovi rezultati svode na rezultate koje su naveli
Demiriz i Duyar[Demiriz and Duyar(2015)].

Rezulzat 73. Ako pretpostavimo da je r = t = 1 i s = u = −1, onda inkulzijske
relacije koje je naveo Tuǧ [Tuǧ(2017a)] biće istovetne relacijama Mu ⊂ Mu(∆),
Cϑ ⊂ Cϑ(∆), gde je ϑ = {p, bp, r} i Lq ⊂ Lq(∆), koje su dokazali Demiriz i
Duyar[Demiriz and Duyar(2015)]. U ovom slučaju, može se pokazati da inkluzij-
ska relacija λ(∆) ⊂ B(λ), gde je λ proizvoljan prostor dvostrukih prostore nizova,
strogo važi.

Rezulzat 74. Ako pretpostavimo da je |s/r| , |u/t| < 1, tada možemo odrediti
α−dual prostora B(Mu), B(Cbp) B(Cf ) u prostoru Lu

Rezulzat 75. Sledeći rezultati mogu se navesti kao čisto-originalni rezultati koji se
ne mogu dobiti ni iz jednog od prethodno objavljenih radova:

(i) [Tuǧ(2017a)] Dokazano je da su prostori B(Cf ) i B(Cf0) linearni Banachovi
prostori sa normom ∥x∥B(Cf ) i da inkluzijska relacija važi Cf ⊂ B(Cf ).

(ii) [Tuǧ(2017a)] Matrična klasa
(
Cf : Mu

)
je karakterizovana da bi se odredio

γ−dual skupa B(Cf )
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(iii) [Tug(2018)] Četvorodimenzionalne matrične klase (B(Mu) : Cf ), (Mu : B(Cf )),
(Ls′ : Cf ), (B(Ls′) : Cf ) i (Ls′ : B(Cf )), za 0 < s′ < 1 i 1 < s′ < ∞, su karak-
terizovane.

7.2 Predlozi
Ovde predlažemo neke otvorene probleme koji se odnose na B(r, s, t, u)−sumabilnost.

Predlog 76. Paranormirani B(r, s, t, u)−sumabilni dvostruki prostori nizova B(Mu(t
′)),

B(Cp(t′)), B(Cbp(t′)), B(Cr(t′)), B(Lq(t
′)), B(Cf (t′)) i B(Cf0(t′)), pri čemu je t′ =

(t′mn) su nizovi strogo pozitivnih realnih brojeva za svako m,n ∈ N, može se uvesti i
proučiti, takodje mogu se i navesti i pojedine topološke osobine koje važe pod strogim
uslovima, u vezi sa ovim problemom.

Predlog 77. ∆(1,−1, 1,−1) matrični domen prostora nizova Cf i Cf0 je jedan od
otvorenih problema. Jednostavno se mogu rezulati koje je Tuǧ[Tuğ(2018)] dobio
umanjiti na Cf (∆) i Cf0(∆) uz pretpostavke da je r = t = 1 i s = u = −1.

Predlog 78. Karakterizacija potrebnih i dovoljnih uslova četvorodimenzionalnih ma-
tričnih klasa (Cf : Cp), (Cf : Cr), i karakterizacija (B(Cf ) : Cp) i (B(Cf ) : Cr) su
još uvek otvoreni problemi. Pored toga, nakon karakterizacije, neophodno je odre-
diti i β(p)−, β(r)−dual prostora B(Cf ) da bi se popunila praznina u literaturi za
B(r, s, t, u)−sumabilne skoro konvergentne prostore nizova.

Predlog 79. Karakterizacija podklase K(X, Y ) kopmaktnih operatora, pri čemu je
X = {B(Mu), B(Cϑ), B(Cϑ0), B(Lq)(1 < q < ∞), B(Lu)} i Y = {Mu, Cϑ, Cϑ0,Lq(1 <
q < ∞),Lu} za ϑ = {bp, r}, primenom Hausdorff0ve mere nekompaktnosti za četvo-
rodimenzionalne matrične operatore na dvostrukim prostorima nizova može se uvesti
kao novi problem.
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