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Poglavlje 1

UvVOD

Razvoj savremenih tehnickih sistema zasnovan je na primeni savremenih CAE (Computer
Aided Engineering) tehnologija. Razvoj proizvodnih procesa omogucio je da dizajn
savremenih tehnickih sistema dobije sve ¢eS¢e slobodnu formu. Softveri koji se koriste za
projektovanje pomocu racunara (CAD) omogucuju formiranje slozenih geometrijskih modela.
Formiran CAD model zbog svoje sloZenosti naj¢esce nije pogodan za primenu u softverima za
strukturnu analizu primenom metode konacnih elemenata (MKE). NajceS¢e je potrebno
prethodno pripremiti geometriju za generisanje mreze kona¢nih elemenata zanemarivanjem
detalja koji nemaju znacaj za strukturnu analizu. Korigovani CAD modeli sluze kao osnova za
generisanje mreze kona¢nih elemenata. Rezultuju¢i domen mreze kona¢nih elemenata (MKE)
predstavlja najceSce aproksimaciju CAD geometrije. Ta aproksimacija dovodi do pojave vec¢ih
ili manjih greSaka koje povlace brojne konsekvence za sobom. Primera radi, stabilnost ljuski
je veoma osetljiva na geometrijsku imperfekciju, precizno definisana geometrija adaptivno
formirane mreze je preduslov visoke preciznosti. Visoka ta¢nost opisa geometrije je vaznaiu
optimizaciji dizajna. Kontaktni problemi su takode u direktnoj sprezi sa kvalitetom opisa

geometrije modela MKE.
1.1 Izogeometrijski metod konac¢nih elemenata

Razvoj MKE se jednim pravcem bazira na primeni izoparametarskih elemenata koji
podrazumevaju mapiranje konacnih elemenata iz realne geometrije u tzv. master element,
odnosno 1z globalnog koordinatnog sistema u tzv. prirodni koordinatni sistem. Pri tome se iste
funkcije oblika, najceS¢e Lagrange-ovi polinomi, koriste kako za opis polja pomeranja tako i
za opis geometrije. Kvalitet opisa geometrije time direktno zavisi od stepena izabranog
polinoma i veli¢ine elemenata, odnosno fino¢e mreze kona¢nih elemenata. Jedan od osnovnih

nedostataka gore pomenutog pristupa u kombinaciji sa Lagrange-ovim polinomima kao



funkcijama oblika je u tome $to oni ostvaruju C° kontinuitet na granicama elemenata dok mnogi

elementi zahtevaju barem C' kontinuitet, npr. kona¢ni elementi tipa grede, ploce ili ljuske.

U odnosu na gore opisane karakteristike klasicne MKE, znacajan iskorak bi predstavljala
formulacija MKE koja omogucuje da se za formiranje diskretnih MKE modela direktno koristi
CAD geometrija na nacin kako je opisana u CAD softverskim paketima. To bi omogucilo da
model konac¢nih elemenata idealno opiSe analiziranu geometriju, nezavisno od fino¢e mreze.
Ovaj koncept MKE je poznat pod nazivom izogeometrijska analiza. Kao osnova za formiranje
CAD modela mogu se koristiti razlicite tehnologije raunske geometrije. Trenutno u
inzenjerskom dizajnu najSiru primenu ima NURBS (neuniformni racionalni B-splajn).
Osnovna prednost NURBS-a je pogodnost za definisanje slobodnih formi, ta¢no predstavljanje

svih koni¢nih preseka (krugova, cilindara, sfera, elipsoida).
1.2 Pregled dosadaSnjeg istraZivanja

InzZenjerski dizajn se danas teSko moze zamisliti bez primene savremenih racunarskih sistema za
geometrijsko projektovanje. Veéina termina koji se i danas koriste poti¢u iz perioda pocetka
prethodnog veka i vezani su uglavnom za geometrijsko modeliranje u oblasti projektovanja
vazduhoplova, automobila 1 brodova. Poetni geometrijski modeli su se najéesce pravili u glini,
gipsu ili drvetu i to u prirodnoj veli€ini. PrenoSenje ovako formiranog modela na papir je bilo
izuzetno slozeno. To je podrazumevalo odredivanje koordinata odgovarajucih tacka modela u
odnosu na odgovarajucu referentnu tacku u prostoru i kasnije prenosenje u razmeri na papir. Ovaj
postupak je bio izuzetno slozen 1 bilo je tesko odrediti iz modela dovoljno veliki broj tacaka ¢ijim
bi se spajanjem dobila trazena geometrija a koja bi imala prakticnu primenu u procesu
proizvodnje. Formiranje crteZza na osnovu manjeg broja tacaka je mogu¢ primenom elasticnih
metalnih traka ili drvenih letvica pridrZzanih metalnim tegovima pod nazivom “ducks”
postavljenih u mernim tackama (slika 1.1). Linija dobijena ovom tehnikom poznata je pod

nazivom spline (drafting spline).

Termin splajn kao matematicki termin u oblasti interpolacije splajnovima prvi je predstavio
I. J. Schoenberg [Sch46] u svojim radovima 1946. godine, a njegova primena u oblasti dizajna
pocinje sa razvojem tek 1960. godine. Rana istraZivanja u oblasti kompjuterski podrzanog
projektovanja su se javila jo§ krajem pedesetih godina proslog veka i pocela su simultano i u
Evropi (Francuska, Norveska i Velikaj Britanija) i u SAD. U ovom periodu dolazi i do naglog
razvoja kompjuterski podrzanog projektovanja - CAD-a, prevashodno vodenog interesima

velikih kompanija u oblasti avio inZenjerstva, brodogradnje i auto industrije.



Slika 1.1 Drafting splajn — tehnika crtanja pomoc¢u drvenih letvica

IstraZivanja u SAD su bila preteZzno usmerena ka razvoju interpolacionih tehnika za formiranje
geometrije. Tu se moze izdvojiti rad Coons-a [Co064], Ferguson-a, Garabedinian-a, Birkhoft-
a [Bir90][Far89]. Coons je razvio pravougaone povrSinske patche-ve izmedu datih glatkih
povrsinskih kriva. Ovi patchevi su bili standardni alat Sezdesetih godina ali im je glavni
nedostatak bio pri spajanju vise patcheva u jednu slozeniju povrs. Koliki je znac¢aj imao razvoj
CAD-a govori 1 €injenica da su ovi naucnici uglavnom radili za kompanije kao §to su

McDonnell Douglas, Ford, Boeing, General Motors...

Danas preovladava stav da je razvoj savremenih CAD softvera u osnovi zapocet sa radom
francuskih auto inzenjera Pierre Bézier-a (Renault) i Paul de Casteljau-a (Citroén). Bézier je
Berstein-ove polinome (Berstein 1912) koristio kao osnovu za modeliranje krivih 1 povrsi
[Bez66, 67, 72, 89]. Casteljau je dosao do slicnih otkrica ali svoj rad nije nau¢no publikovao.
Osnovna prednost ovog nacina predstavljanja geometrije je mogucnost formiranja slobodnih
oblika uz interakciju sa korisnikom. Promena oblika geometrije se lako vr§i promenom
polozaja tac¢aka kontrolnog poligona. U odvojenim istrazivanjima naucnici Cox i de Boor su
1972. razvili jednostavnu rekurzivnu formulu za odredivanje B-splajn osnovnih funkcija
[DeBo72]. B-splajn predstavlja skracenicu od reci “basis spline” kao bazi¢ni tj. osnovni splajn.
U ovom periodu razvijeni su i mnogi algoritmi koji su omogucili 1 prakti¢nu primenu splajnova

(prevashodno algoritama za odredivanje osnovnih funkcija i njihovih izvoda).

U doktorskom radu 1973. godine Riesenfeld (Univerzitet Syracuse - SAD) je prvi koristio
B-splajn u oblasti kompjuterski podrzanog geometrijskog modeliranja (CAD) [Rie73]. Nedugo
zatim Versprille (Univerzitet u Syracuse - SAD) je u svojoj doktorskoj disertaciji predstavio

neuniformne racionalne B-splajnove koji su danas poznati pod skacenicom NURBS [Ver75].
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NURBS omogucuje tacno predstavljenje koni¢nih preseka koji se ¢esto koriste u inzenjerskom
diznajnu. Grupa nau¢nika E. Vohen, T. Lyche i R. Riesenfeld [CLR80] je 1980. na Univerzitetu
u Oslu razvila algoritam za promenu matematickog opisa NURBS geometrije bez uticaja na
promenu geometrije. Ovaj algoritam koji se u literaturi srece pod nazivom ,,Oslo algoritam*
omogucuje u izogeometrijskoj analizi promenu gustine mreze ili stepena osnovnih funkcija

elementa - patcha.

Budu¢i da NURBS ima i odgovaraju¢e nedostatke posebno kada je re¢ o rafinaciji mreze koja
nije lokalna ve¢ se odnosi na ceo red ili kolonu tacaka kontrolnog poligona razvijeno je vise
vrsta takozvanih splajnova zasnovanih na tackama kontrolnog poligona (PB — point based
splajn). Poseban oblik PB splajna predstavlja T-splajn a koji predstavlja NURBS sa T
spojevima (T-junctions). Ovaj vid geometrije prvi je predstavio Sederberg 2003 [SZB03]

[SCF04]. T-spojevi omogucuju lokalnu promenu mreze.

Metoda konacnih elemenata nema ta¢no vreme nastanka. Odredeni klju¢ni elementi zasluzni
za nastanak metode prvi put se srecu u radovima Hrennikoff-a [Hre41] i Courant-a [Cou43].
Formalna upotreba metode se vezuje za radove Argyris-a i Kelsey-a [AK60], Turner-a,
Clough-a, Martin-a i Topp-a [TCM56]. Termin "finite element" (konac¢ni element) je prvi uveo
Clough 1960. godine [Clo60]. Linearni solid kona¢ni element oblika tetraedra prvi su
predstavili Gallagher i ostali 1962. godine [GPB62]. U svom radu iz 1961. godine Taig [Tai61]
je razvio biliniearni ¢etvorostrani element i on predstavlja nagovestaj razvoja izoparametarskih
elemenata. Izoparametarski koncept ¢e ubrzo razraditi u svojim radovima Irons [[ro66],
Zienkiewicz 1 Cheung [ZC68]. Osnova izoparametarskog koncepta je da se razvije element na
osnovnom domenu kao Sto je kvadrat ili kocka a koji u fizickom prostoru moze imati
zakrivljeni, glatki oblik. Izoparametarski element se moze razviti i za ostale topologije kao §to
su trougao, tetraecdar. Ovako razvijeni elementi moraju da zadovolje matematicke kriterijume
konvergencije kao 1 da imaju odgovaraju¢e mehanicke osobine. Ogranicenje izoparametarskog
koncepta je u tome §to elementi ostvaruju C° kontinuitet na granici elementa. ViSe autora je
razvilo izoparametarske elemente sa kontinuitetom C! ali je njihova implementacija bila

komplikovana [CT65] [AFS68].

Koncept izogeometrijske analize prvi je predstavio Hughes i ostali [HCB05] [CHB09]. U
izogeometrijskoj analizi geometrija mreze konacnih elemenata je identicna CAD geometriji.
Naucno istrazivanje vezano za izogeometrijsku metodu moze se grupisati u vise celina. Prva

grupa radova proucava koje mogucnosti nudi metoda za formiranje modela kona¢nih elemenata



kao i1 uticaj formiranih modela na tacnost analize [SKBI11] [TJ11] [KWL12] [CMKI10]
[PSF06]. Formirani NURBS modeli mogu ¢esto prouzrokovati singularitet pri formiranju
modela kona¢nih elemenata. Jedan od problema koji se javlja prilikom formiranja modela

konac¢nih elemenata je u opisivanju grani¢nih uslova [KWL12] [LZ11].

U drugoj grupi radova mogu se izdvojiti radovi grupe autora [BBC06] [CHRO7] [CHAO7] koji
razmataju uticaj stepena polinoma i mreze u indeksnom prostoru na tacnost dobijenih rezultata.
S obzirom na to da se ¢esto koriste NURBS osnovne funkcije sa ve¢im stepenom kontinuiteta
na granici elemenata, grupa autora je istrazivala optimalni stepen Gauss-ovih kvadraturnih
formula neophodnih za odredivanje integrala na domenu elementa [ACH12]. Cesto se u metodi
kona¢nih elemenata za elemente tipa ljuske zbog problema ,shear locking-a* Kkoriste

redukovane Gauss-ove kvadraturne formule [ABZ14] [ABZ15].

Promena geometrije odredene NURBS ili T-splajn osnovnim funkcijama vrsi se ili preko
promene vektora ¢vorova ili promenom taaka kontrolnog poligona. Za razliku od klasi¢ne
metode konacnih elemenata, NURBS modelu je potreban mali broj tacaka kontrolnog poligona
za definisanje pocetne relativno jednostavne geometrije (bez upotrebe algoritama za ubacivanje
¢vorova) a koja je zbog malog broja parametara pogodna za dimenzionu optimizaciju [ELA10]
[LEA14] [KSW14]. Zbog geometrije slobodne forme koju nudi NURBS ona je pogodna i za

izogeometrijsku topoloSku optimizaciju [DBH12].

Posebnu grupu radova ¢ini implementacija NUBRS 1 T-splajn funkcija oblika za definisanje
odredenih tipova elemenata koji se mogu implementirati u algoritme klasi¢ne metode kona¢nih

elemenata [KBL09] [DKS13] [HRV13].

NURBS geometrija, a time i mreza konacnih elemenata, je definisana preko patcha. U
izogeometrijskoj metodi kona¢nih elemenata Cesto se koriste veci stepeni osnovnih funkcija a
to povlaci i veéi pojas matrice krutosti strukture. Ako je re¢ o strukturi koja se formira preko
viSe pacheva ovaj problem se dodatno uvecava i1 uslovljava primenu algoritama redukcije

pojasa matrice krutosti kao i primenu odgovarajucih solvera [SDS12] [CDP13] [BEA13].

U oblasti dinamicke analize izogeometrijska analiza sa NURBS osnovnim funkcijama ima
odredene specificnosti, sa obzirom na prostiranje osnovnih funkcija preko granica elemenata i

veceg stepena kontinuiteta na granicama elementa [CRB06] [CNN14] [SIV12].

Zbog mogucnosti formiranja glatkih krivih, povrsi i solida izogeometrijska metoda sa NURBS
1 T-splajn funkcijama oblika predstavlja dobar alat za analizu ljudskih tkiva i kostiju sa obzirom

na njihovu slozenu i zakrivljenu geometriju [CBB0S]. Ova osobina NURBS i T-splajn ¢ini
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pogodnim za kontaktnu analizu obzirom da geometrija elementa odgovara realnoj CAD

geometriji [CR14].

Iako se u vecini CAD softvera za modeliranje koristt NURBS kao osnova zapisa geometrije
ona i dalje nije odgovaraj¢a za primenu u izogeometrijskoj analizi. Jedan od razloga je i taj Sto
se koriste krive za odsecanje geometrije. Primena metode u okviru postoje¢ih softverskih
paketa jo§ uvek nije ostvarena. Pojedini autori u okviru svojih nauc¢nih istrazivanja
predstavljaju reSenja koja nisu realizovana na nivou celovitog softvera ve¢ na nivou

zaokruzenih rutina koja se implementiraju u odgovarajuce univerzalne matematicke softverske

pakete [DB12] [FV11] [VHS10].
1.3 Nauc¢ni ciljevi (doprinosi) disertacije

S obzirom na karakteristike funkcija oblika primenjenih u izogeometijskoj MKE, za o¢ekivati
je da primena izogeometrijske metode ima za posledicu veéu tacnost opisa krutosti i inercije
struktura slozene geometrije. To medutim, povlaci za sobom vecu slozenost numeri¢kih
modela, pa time i njihovu manju numericku efikasnost u odnosu na klasicnu MKE. Jo§ vaZzniji
doprinos rada treba da bude odgovor na pitanje o prednostima i nedostacima izogeometrijske
MKE u odnosu na klasi¢cnu MKE, sa posebnim osvrtom na: ta¢nost rezultata (kako u statici,
tako 1 u dinamici), numericku efikasnost pristupa, probleme modeliranja (posebno kada je rec¢
o slozenim geometrijama kakve se susrecu u transportnoj tehnici), granicama primenljivosti
izogeometrijske MKE (u kojim slucajevima je racionalno koristiti izogeometrijsku MKE), itd.
Za potrebe ove ocene, bi¢e koris¢eni primeri realnih konstrukcija iz oblasti transportne tehnike.
Rezultat ocene metode bi koristio na ukazivanje daljih smerova razvoja izogeometrijske

metode konac¢nih elemenata.
1.4 Organizacija sadrzaja disertacije

Disertacija je organizovana u 9 poglavlja. U pocetnom delu dat je pregled razvoja splajnova i
algoritama. Posebna paznja je posveéena osnovnim funkcijama i geometriji B-splajna kao
osnove za formiranje NURBS-a. U nastavku su date matematicke osnove formiranja NURBS
osnovnih funkcija kao i pregled njihovih osobina. U ovom poglavlju su prikazane matematicke
osnove formiranja NURBS krivih, povrsi, solid geometrije i predstavljeni su algoritmi za
rafinaciju mreze. Sa obzirom na to da su osnovne funkcije NURBS geometrije ujedno i osnovne
funkcije kona¢nih elemenata, algoritmi kojima se utice na promenu zapisa NUBRS geometrije

bez promene same geometrije predstavljaju alat rafinacije mreze konacnih elemenata.



U nastavku je predstavljeno definisanje kruznih preseka kao i formiranje geometrije sa vise

patch-eva.

U tre¢em poglavlju date su osnove klasi¢ne metode kona¢nih elemenata kao i izogeometrijskog
koncepta u metodi konacnih elemenata. U nastavku su date osnovne razlike funkcija oblika u

klasi¢noj metodi 1 u izogeometrijskoj metodi konacnih elemenata.

U cetvrtom poglavlju predstavljena je izogeometrijska analiza ravanskog problema 2D
elementima. U nastavku su prikazane osnovne jednacine za formiranje matrice krutosti za
izogeometrijsku analizu 3D solid elementima. U ovom poglavlju su date osnove rada softvera
za izogeometrijsku analizu. Prikazan je algoritam toka informacija kroz softver za resavanje
izogeometrijskih problema sa jednim i sa viSe patcheva. Ta¢nost formiranih algoritama je
ocenjivana poredenjem rezultata dobijenih na modelima jednostavne geometrijske forme sa
jednim i vise patcheva, analitiCkim rezultatima i rezultatima dobijenih primenom komercijalnih

softvera za strukturnu analizu metodom konac¢nih elemenata.

U petom poglavlju predstavljen je razvijen izogeometrijski Kirchhoff-Love element tipa
tankozidne ljuske sa NURBS osnovnim funkcijama. Rezultati dobijeni ovim tipom elementa su
verifikovani poredenjem sa teorijskim i sa referentnim modelom formiranim u komercijalnom
sofveru. U ovom poglavlju je predstavljena i tehnika formiranja modela sa vise patcheva uz
koris¢enje traka koje prenose savijanje, obzirom na to da ovaj tip elementa ima tri stepena

slobode u ¢voru.

U Sestom poglavlju je predstavljena izogeometrijska analiza sa T-splaj geometrijom i
funkcijama oblika. Na pocetku poglavlja su date osnove T-splajn geometrije kao i uslovi koje
treba da ispuni T-splajn da bi imao linearno nezavisne funkcije oblika. U nastavku je data
tehnika Bezierove ekstrakcije T-splajn geometrije kao 1 primeri izogeometrijske analize na T-

splajn multi-patch modelu.

U sedmom poglavlju analizirano je dinami¢ko ponaSanje modela sa NURBS osnovnim
funkcijama. U prvom delu su analizirani sopstveni oblici i sopstvene vrednosti modela Reisner-
Mindlin ploce a dobijeni rezultati su uporedjeni sa vrednostima dobijenim merenjem i
modelom formiranom u komercijalnom softveru. U nastavku su analizirane specifi¢nosti

primene izogeometrijske metode u oblasti eksplicitne tranzijentne dinamicke analize.

U osmoj tacki je prikazana primena izogeometrijske analize na reSavanje konkretnih primera u

oblasti transportne tehnike. Statickom analizom je posmatrano ponasSanje strele bagera sa



utovarnom kaSikom modeliranom Kirchhoff-Love elemetima tipa ljuske sa trakama koje

prenose savijanje. U nastavku je posmatrano dinamicko ponaSanje standardne kuke DIN 15-401.

Na kraju rada izneto je misljenje o pogodnosti primene izogeometrijske metode konacnih
elemenata. Iznete su kriticki pozitivne i negativne strane ove metode. Takode su dati i pravci

mogucih daljih istrazivanja u okviru ove oblasti.



Poglavlje 2

GEOMETRIJSKO MODELIRANJE SA
NEUNIFORMNIM RACIONALNIM B-SPLAJNOVIMA

U ovom poglavlju bic¢e dat pregled razvoja NURBS-a, definicije i osobine NURBS krivih, povrsi
1 zapremina kao i transformacija NURBS geometrije. Za formiranje i transformaciju NURBS
geometrije u ovoj disertaciji koriS¢en je veci broj algoritama koji se mogu naci u radovima Piegel-
aiTiller-a [PT97], Rogers-a [Rog01], Farin-a [Far02]. NURBS predstavlja nadogradnju B-splajna
1 kako njegove osobine zavise od osobina B-splajn osnovnih funkcija u nastavku ¢e najpre biti reci

o definiciji B-splajna i o osnovnim funkcijama B-splajana.
2.1 B-splajn osnovne funkcije

B-splajn krive su nastale iz potrebe da se geometrija opiSe sa manjim brojem informacija u odnosu
na postoje¢e Bézier-ove krive. Osnovne funkcije koje se koriste u B-splajnu se iz tog razloga i
zovu basis (osnovne) funkcije jer predstavljaju bazu i linearno su nezavisne. Za razliku od Bézier-
ovih krivih, koje imaju sposobnost da se menjaju lokalno preko tacaka kontrolnog poligona, B-
splajn krive omogucuju da ta promena bude i globalna na taj nacin $to se kriva ne posmatra kao
skup krivih. Tako na primer Bézier-ova kriva od tri segmenta koji su definisani sa po 4 kontrolne
tatke definisana je sa ukupno 12 tataka. Pritom je jasno da ako se Zeli posti¢i kontinuitet C”
potrebno je 10 tadaka jer su tatke prekida iste. Ako Zelimo posti¢i kontinuitet C/ u tackama prekida
potrebno je 8 tadaka a za kontinuitet C? potrebno je 6 tacaka. Jasno se vidi da se slozenije krive
mogu opisati sa manjim brojem kontrolnih tacaka od broja koji zahtevaju Bézier-ove krive.

Nasuprot tome Bézier-ova kiva kroz n tacaka je stepena (n-1).

Definicija i osobine onovnih funkcija B splajna
B splajn predstavlja parametarsku krivu. Da bi se definisala B splajn kriva potrebno je definisati
vektor ¢vorova E = {&, ..., &n} koji predstavlja neopadajuci niz kooridanta u parametarskom

prostoru gde su & realni brojevi takvi da ispunjavaju uslov &< &+1 i=0,...,m-1. Elementi & se



nazivaju ¢vorovi. Vektor ¢vorova moze biti unifoman ukoliko su ¢vorovi ravnomerno rasporedeni
u parametarskom prostoru ili neuniforman ukoliko to nije slu¢aj. Clanovi vektora évorova se mogu
ponavljati tako da viSe ¢lanova moze imati istu vrednost. Ponavljanje ¢vorova znacajno utice na
osobine osnove (baze). Za vektor ¢vorova se kaze da je otvoren ukoliko prvi i poslednji ¢lan
vektora ¢vora ima ponavljanje p+1 puta gde p predstavlja stepen osnovnih funkcija B splajna.

Osnovna i-ta funkcija B-splajna stepena p u oznaci Nip(&) moZe se odrediti na osnovu slede¢ih

jednacina:
_(1akojed, <8<,
Nio(&) = {0 u suprotnom 2.1
E— & Sitpr1 — S
Nip(&) = ——1 Nipa (O + ——— Nig1p-1(9) (2.2)
§i+p é:i §i+p+1 é:i+1

Jednacina 2.1 predstavlja B-splajn osnovnu funkciju nultog reda N:o(£) 1 ona ima vrednost razlicitu
od nule samo na polu otvorenom intervalu & € [9&1' Sit 1) ;

Jednacina 2.2 predstavlja Cox-De Boor-ovu rekurzivnu formulu [DeBo72] koja se koristi za
odredivanje osnovnih funkcija stepena veceg od nule. Osnovna funkcija stepena p Nip(E) se
odreduje kao linearna kombinacija dve osnove funkcije stepena (p-1). Nip(<) je polinom u
delovima, definisan na celoj realnoj pravi. Za odredivanje B-splajna samo je interval definisan
prvim i poslednjim elementom vektora ¢vorova [ &, &n] od interesa. Poluotvoreni interval [fi, Siv 1)
se naziva i-fi raspon ¢vora. Interval ¢vorova moZe biti jednak nuli ukoliko su elementi &, i &, isti

zbog ponavljanja elemenata u vektoru ¢vorova. Za sracunavanje funkcija p-tog stepena na osnovu

gore navedene formule moze se koristiti trougaona forma prikazana na slici 2.1.

NT,O\

/Nm\ N?\‘ s Nos
Nz.o\ /N12 - N, - N1_2\

o NZJ ~ o N1,3 / N?.)‘\ / N?.3
N&'O N22 N30 N?.?

e RS - e S

/N31 N23 N3? N23
N4O NSZ N40 NSZ

/"\{3,1 NA‘.‘ N33

Slika 2.1 Trougaona Sema za odredivanje osnovnih funkcija viSeg stepena (levo),

Odredivanje p+1 osnovne funkcije razli¢ite od nule na rasponu [fj, é}. +1) (desno)

10



Na svakom rasponu izmedu ¢vorova [f}, §] +1) postoji najmanje p+1 osnovna funkcija Nip koja

nije jednaka nuli u oznaci Njpp ... Njp. Tako na primer, ako je na rasponu [53, §4) N30 razli¢ito od
nule onda se mogu sracunati kubne funkcije (p=3) No3 ... N33. Ova osobina je ilustrovana preko
Seme prikazane na slici 2.1.

Osnovne funkcije su nenegativne N;,,(£) = 0 za svako i, p i & Za proizvoljan raspon [fi, g +1)
vazi Zg’:i—p N;,,(&) = 1zasvako £ € [éi, §i+1). Osnovne fukcije B-splajna stepena od 1 do 6 za
odgovarajuci vektor ¢vorova prikazane su na slici 2.2.

Izvodi osnovnih funkcija se odreduju po obrazcu:

d 4 4
—=Nip(©) =Njp=7——=Nip-1() — 7% Niy1p-1(9) 2.3
g t? P §i+p_§i b §i+p+1_§i+1 o @3)
Na sli¢an nacin se odreduje 7 k-ti izvod:
(k-1) (k-1)
d* Ny, Niioo
(k) L,p—1 i+1,p—-1
—=Nip(©) = N;, () =P< - > 2.4)
e " vP §i+p ~ S §i+p+1 ~ Sis1

ili koris¢enjem formule:

k
I
(k) p:
N! :—Z @ iNip i 2.5)
P EAY JNi+jp-k
R
gde su:
Qoo =1
o = Ar—-1,0
%
éEi+p—k+1 — S
Q—1i— Qg1 i (2.6)
=20 j=1,.,k-1
‘§i+p+j—k+1 §i+j
P —Ag-1,k-1
Kk =2 £z
égi+p+1 ~ Sitk

U jednacini 2.6 vrednost k ne sme preci vrednost stepena p 1 ukoliko je imenilac jednak nuli onda se

taj koli¢nik uzima da je nula. Primer izvoda osnovnih funkcija B-splajna prikazan je na slici 2.3.
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0.5
§ 3
0 0.25 0.5 0.75 1
E={000.250.50.751 1}, p=1
11
0.5
0 -
0 0.25 0.5 0.75 1
E={00000250.50.75111 1}, p=3
14
0.5
0 -
0 0.25 0.5 0.75 1

E={000000025050.75111111},p=5

0.5

0 -5
0 0.25 0.5 0.75 1
2={000025050.75111},p=2

1
0.5
0 -
0 0.25 0.5 0.75 1
Z2={000000.250.50.7511111}, p=4
1
0.5
0 g
0 0.25 0.5 0.75 1
Z={0000000025050751111111},p=6

Slika 2.2 B-splajn osnovne funkcije za dati vektor ¢vorova

== {61, ""€p+1’ 025, 05, 075, fm_p, fm_p+1’ Em }, gdeje fl - 62 — = Ep+1 - 0 1
;’m_p = Em_pﬂ = ... = §,, = 1, stepen osnovnih funkcija p=1, 2, ..., 6.
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0 0.5 -
Slika 2.3 Izvodi osnovnih funkcija B-splajna treceg stepena za vektor cvorova
Z2={00000.25050751111}

Svi izvodi od N;,,(&) egzistiraju u okviru raspona izmedu ¢vorova (gde je polinom). U ¢voru
N; , (&) je p-k puta neprekidno diferencijabilan gde je k — ponavljanje ¢vora. Sa porastom stepena
raste kontinualnost a sa porastom ponavljanja ¢vorova smanjuje se kontinualnost. Ukoliko vektor
¢vorova ima oblik = = {0, ... ,0,1, ... ,1} (u kome su 0 i 1 ponovljeni p+1 puta) B-splajn osnovne

funkcije su jendake Bernsteinovim polinomima stepena p.
2.2 B-splajn geometrija
- Definicija i osobine B-spline krivih

B-splajn kriva stepena p moze se predstaviti slede¢com jednacinom:

cd = z Ny (P a<E<b Q.7
i=0

gde su {Pi} kontrolne tacke a {Nip(&)} B splajn bazne funkcije p-tog stepena definisane na

otvorenom vektoru ¢vorova od m+1 ¢lana:

2 ={aq,..aq, Up g1y s Um—p-1, D, o b} (2.8)

Ukoliko drugacije nije navedeno pretpostavlja se da je a=01i b=1. Poligon formiran preko tacaka
{Pi} se naziva kontrolni poligon.

Potrebna su tri koraka da bi se sracunala tacka na B-splajn krivi za odredenu vrednost parametra &.

1. naci raspon ¢vora u kome lezi &
2. sracunavanje bazi¢nih ne-nula funkcija,
3. mnozenje vrednosti bazi¢nih ne-nula funkcija sa kontrolnim tackama.
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Osobine B-splajn krivih

14

C(u) je po delovima polinomska kriva (sve dok su Nip(&) po delovima polinomi) stepena p,
broja kontrolnih tacaka n+1 1 broja elemenata u vektoru ¢vorova m=n+p+1

Krajnje tacke su interpolacione C(0)=Po1i C(1)=FPn,

Afina invariantnost: afine transformacije se primenjuju na krivoj preko kontrolnih tacaka.
Svojstva konveksnog omotaca (convex hull): kriva lezi u koveksnom omotacu koji je

definisan preko tacaka kontrolnog poligona. Ako je £ € [§i, S +1), p<i<m-p-1, onda se

tacka na krivi C(&) u oznaci P(&) nalazi u okviru konveksnog omotaca koji je definisan
preko tac¢aka Pip, Pip+1, ... Pi. Naslici 2.4 prikazano je svojstvo konveksnog omotaca gde
se za odgovarajucu tacku na krivoj drugog reda oznacenoj trouglom vidi da se nalazi u

okviru konveksnog omotaca definisanog preko tac¢aka Po, P11 P2.

oP‘

P, =
Slika 2.4 Osobina konveksnog omotaca B-splajn krive

Lokalna promena: pomeranjem tacke kontrolnog poligona Pi menja se kriva C(§) samo na

intervalu [fi, Sivp +1). Ovo proizilazi iz Cinjenice da je Nip(&)=0 za &€ [él., Sitp +1).
Kontrolni poligon predstavlja u delovima linearnu aproksimaciju krive. Ova aproksimacija
se poboljsava umetanjem &vora ili poveéanjem stepena osnovnih funckija. Sto je niZi
stepen to B-splajn kriva bolje prati kontrolni poligon. Pomeranjem duz krive od &0 do
&=1 osnovne funkcije se ponaSaju kao prekidaci. Kako & prolazi neki ¢vor tako neke
funkcije uzimaju vrednost Nip (£)=0 tj. “gase se” a neke dobijaju vrednost Nip (£)#0.

Svojstvo manje varijacije: Ne postoji ravan koja bi presecala krivu vise puta nego §to sece
kontrolnu poligon liniju (podrazumeva da kriva ne moZe imati viSe promena savijanja od
broja tacaka kontrolnog poligona). Kontinualnost i diferencijabilnost C(&) proizilaze iz

osobina osnovnih funkcija. Kriva C(¢) je neprekidno diferencijabilna p-k puta na rasponu

izmedu ¢vorova ako je k ponavljanje ¢vora.



- Definicija i osobine B-spline povrsi

B-splajn povrs se dobija formiranjem bidirekcione mreze kontrolnih ta¢aka, dva vektora ¢vorova
1 proizvoda osnovnih funkcija B-splajna:
m

SEM = D) Nip(DNig ()P 2.9)

i=0 j=0

sa vektorima C¢vorova: = = {0, ..,0, fpﬂ, . §T 1, ...,1} sa ponavljanjem cvorova na

o1
krajevima p+1iH = {O, ,O,nq+1, oMy gqs e 1, .. ,1} sa ponavljanjem ¢vorova na krajevima
g+1. Vektor £ ima r+1 a H ima s+1 ¢lanova. Broj elemenata vektora Z i H, r i s mogu se sracunati

prema obrascu: r=n+p+1 kao i s=m+q+1, gde su p 1 g stepeni osnovnih funkcija za oba pravca a n

1 m broj tacaka kontrolnog poligona po pravcu.

Pet koraka su potrebna za sra¢unavanje tacke na B-splajn povrsi za fiksne parametre (&n):

* pronaci raspon izmedu ¢vorova gde lezi & & € [rfi, g +1) ;
= sracunavanje osnovnih funkcija koje nisu jednake nuli N;_;, (&), ..., N; , (&)
» pronaéi raspon izmedu ¢vorova gde lezi n, n € [, ni+1);
= sracunavanje osnovnih funkcija koje nisu jednake nuli N;_, (1), ..., Nj 4 ()

* mnozenje vrednosti odgovarajuc¢ih osnovnih funkcija koje nisu jednake nuli sa

odgovaraju¢im kontrolnim tackama. Posledn;ji korak ima oblik:

T
S&m) = [Ny (9] (PN, (D] (2.10)

[Np(f)]T je vektor skalarnih veli¢ina dimenzije (p+1) koji ¢ine osnovne funkcije

Ni_p (&), ..., N; (&), [P] je matrica tataka kontrolnog poligona dimenzija (p+1)x(g+1) i [N q )]

je vektor skalarnih veli¢ina dimenzija (g+1) koji ¢ine osnovne funkcije N;_g (1), ..., N 4 ().

Osnovne funkcije B-splajn povrsi imaju slede¢e osobine:
"N;p(ON;q() = 0zasvakoi, j, p, g, &n;
= Zbir svih osnovnih funkcija iz X7 Nip (N; ¢ = 1 za svako (& v) € [0,1] X [0,1];
"Akojen=p,m=g¢q,2=1{0,..,0,1,..,1}iH = {0, ...,0,1, ...,1} tada su osnovne funkcije B-
splajn povrsi jednake proizvodu Berstajnovih osnovnih funkcija Bézier-ove povrsi
Nip(N;q(m) = Bin(E)Bjm(n) za svako iij.

* N; ,(N; () = 0 ukoliko se (£ n) nalaze van pravougaone oblasti [fi, §i+p+1) X [nj, nj+q+1) ;
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®» Za svaku datu pravougaonu oblast [fio, §l.0 +1) X [r;}.o, nj, +1) najmanje (p+1)(g+1) osnovnih
fukcija su razlicite od nule, N; ,(&N; ,(n) zaig —p < i < igijo—q <] < jo;

= Ako su p>0 i g>0, onda N; ,,(§)N; , (1) postize samo jedan maksimum;

= U unutrasnjosti pravougaonika, formiranog preko &1 n linija ¢vorova gde su funkcije polinomi
sa dve promenljive, postoje svi parcijalni izvodi Nip(é) 1 Njg(n); u & Evoru (u n Evoru) povrs je p-
k (g-k) puta diferencijabilna u & (n) pravcu, gde je sa k oznaceno ponavljanje ¢vorova,

= Povrs interpolira kontrolne tacke na uglovima: S(0,0)=Po,0, S(1,0)=Pno, S(0,1)=Po,m, S(1,1)=Pn,m;

= Afina invarijantnost: afine transformacije primenjuju se na povrsi preko tacaka kontrolnog
poligona;

= Svojstvo konveksnog omotaca: ako su (&n) € [fio, fl.o +1) X [nfo'njo +1), tada povrs
S(&n) lezi u koveksnom omotacu koji je definisan preko kontrolnih tacaka
Pijlo—p<i<ipgijo—q=<j<jo

= Sema lokalne promene: pomeranjem tatke kontrolnog poligona P;; promena utie na povrs
samo u pravougaonoj oblasti [fl., §i+p+1) X [nj, r;j+q+1) ;

= Kontinualnost 1 diferencijabilnost povrsi S(&n) je vezana za osnovne funkcije. Povrs S(&n) je

p-k (g-k) puta diferencijabilna u & (n) pravcu u ¢voru & (n) koji se ponavlja & puta.

2.3 Definicija i osobine NURBS krivih

NURBS kriva stepena p moze se predstaviti preko sledeceg izraza:

n_N. w: P;
L;lo l,p(é) il a<
im0 Nip(Dw;

gde su {P;} tacke kontrolnog poligona, {w;} su tezinski koeficijenti, a {Ni_p(f)} su B-splajn

c(d = u<b 2.11)

osnovne funkcije stepena p definisane na neuniformnom vektoru ¢vorova:

E={a,...0,& 1y b b 2.12)
gde su ¢vorovi sa vrednostima a i b ponavljeni p+1 puta. Ukoliko drugacije nije receno
pretpostavlja se da je a=0, b=11w; > 0 za svako i.

Oznacavaju¢i NURBS osnovne funkcije sa R; ,():

N; ,(Ow;
i=o Nip(Dw;

Rip(d) = (2.13)
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NURBS kriva se moZze predstaviti:

€& =) Rip(OP 2.14)
i=0

gde su R; , (&) racionalne osnovne funkcije. Primer jedne NURBS krive razli¢itog stepena

kontinuiteta, sa osnovnim funkcijama i njihovim izvodima prikazana je na slici 2.5.

Na osnovu osobina B-splajn osnovnih funkcija i relacija 2.10, 2.11 1 2.12 mogu se izvesti sledece

osobine racionalnih osnovnih funkcija:

R;,(&) = 0zasvakoi,pi&€ [0,1];

2o R;ip(& = 1zasvako £ € [0,1];
Rop(0) =Ry (1) =1;
Za p>0, svi R;,,(£) postize samo jedan maksimum na intervalu £ € [0,1];
Lokalna oblast delovanja: R;,(&) = 0 za oblast £ & [&, & i+ ,)- Za svaki dati raspon
¢vorova najmanje p+1 od R; ,, (&) su razlicite od nule (R;_,, (), ..., R; ,(£) su razli¢ite od
nule na rasponu [, &, ).
Svi izvodi R;, (&) egzistiraju unutar raspona ¢vorova, gde su racionalne funkcije sa
imeniocem razli¢itim od nule. U ¢voru, R; ,(£) je p-k puta kontinualno diferencijabilna gde
je k ponavljanje ¢vora.
Ako suw; = 1za svako 7, onda je R; ,(&) = N; (&) za svako i, t.j. N, (&) su specijalni

slucaj R; , ().

Prethodne osobine dovode do slede¢ih vaznih geometrijskih osobina NURBS kriva:

C(0)=P,iC(1) =P,

Afina invarijantnost: afine transformacije koje se primenjuju na NURBS krivi se vrSe preko
tacaka kontrolnog poligona.

Svojstvo konveksnog omotaca: Ako je S€[¢, &, ), tada kriva C(§) lezi unutar
konveksnog omotaca od P;_,, ..., P; taCaka kontrolnog poligona (ovo pravilo vaZi samo za
pozitivne vrednosti tezinskih koeficijenata).

Kriva C(&) je beskonacno diferencijabilna u okviru raspona C¢vorova i1 p-k puta
diferencijabilna u ¢voru koji ima ponavljanje £.

Svojstvo manje varijacije: ne postoji ravan koja ima vise preseka sa krivom od preseka sa

kontrolnim poligonom (za dvodimenzione krive umesto ravni rec je o pravoj);
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NURBS kriva bez unutra$njih ¢vorova je Bézier-ova kriva obzirom da N, (&) prelazi u

Bi,n(ég)}
Lokalni uticaj: ukoliko se tacka kontrolnog poligona P: ili se tezinski koeficijent w;

promeni te promene ¢e uticati samo na deo krive na intervalu & € [&;, &,

+p+1);

R 0.3

0.5

0 0.5 1 §

Slika 2.5 NURBS kriva sa vektorom ¢vorovaZ={00000.50.80.80.8 111 1} i stepena

p=3, osnovne funkcije i izvodi osnovnih funkcija



Kao i u sluc¢aju Bézier-ovih krivih homogene koordinate nude efikasniji nafin prezentovanja
NURBS krivih. Za dati skup kontrolnih tacaka {P; } i tezina {w; } moguce je formirati skup tezinskih
kontrolnih tacaka P;* = (w;x;, w;y;, w;z;, w;). Tada se moZe definisati ne-racionalna B-splajn

kriva u ¢etvorodimenzionom prostoru:
n
€9 = ) Nip(OPY (2.15)
i=0

Striktno govore¢i C* (&) nije racionalna kriva. Prethodna transformacija NURBS krive u B-splajn

Rd+1

kriva u prostoru moze se prkazati na sledec¢i nacin.

Neka su date koordinate tacaka kontrolnog poligona u oba oblika.
Xi Wi - X
_ Vi w_ |Wi Vi
P, = 2, P = Iwi _le (2.16)
1 Wi

Ponderisana kriva C¥ se za odgovarajuce ponderisane tacke P" moZe predstaviti kao odgovarajuca

B-splajn kriva u R4+ prostoru:

> Ny (6) (i)
" " v M@ ey
CYE) = ) Nip@PF = ) Nip(® [t | = zifl ,, 2.17)
g D Wi Z;
i=1 i=1 W Z Nip(§) (w; - ;)
t i=1

_ le N; (&) w;

Ukoliko krivu konvertujemo nazad u Dekartov koordinatni sistem potrebno je podeliti C% (&)

cetvrtom koordinatom. Dobijeni izraz predstavlja izraz za NURBS krivu.

Xi
LoNi,(Ow; |y,
j=0 Njp(E)w; Zli

) =

(2.18)

Na slici 2.6 predstavljena je NURBS kriva C(¢) kao i ponderisana kriva C% (§).
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Slika 2.6 Transformacija projekcijom — formiranje NURBS krive

2.4 Definicija i osobine NURBS povrsi

NURBS povrsina stepena p u & praveu i stepena g u n pravcu moze se predstaviti:

im0 2j=0 Nip (ON; q (MW, ; Py
Z?:o Z;m=0 Ni,p (é:)Nj,q (n)Wi,j

Tacke kontrolnog poligona P;; formiraju kontrolnu mreZu u dva pravca, {Wl-, j} su tezinski

S(En) = 0<én<1 (2.19)

koeficijenti a {Ni,p(f)} i {Nj,q(é")} su ne-racionalne B-splajn osnovne funkcije definisane za

odgovarajuce vektore ¢vorova:
E= {O, .., 0, §p+1, s fr_p_l, 1,.., 1} pocetni i krajnji elementi imaju ponavljanje p+1 puta
H= {0, s O,nq+1, ST/ 1,.., 1} pocetni i krajnji elementi imaju ponavljanje g+1 puta

gde je r=ntp+1 1 s=m+qg+1.

Ako se sa R; (& 1) oznaci racionalna osnovna funkcija:

R (&) = N (ON; g(Mwy (2.20)
W k=0 210 Nip (N g (MW,
jednacina povrsi dobija oblik:
n m
SEEm =) Y Ry (EmPy 21)

i=0 j=0
Primer jedne NURBS povrsi prikazan je na slici 2.7. Vazne osobine funkcija R; ;(& 1) se grubo

mogu predstaviti kao i kod osnovnih funkcija B-splajna N; , (&), N; , (n).
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. Ri,j(f' n) =0 zasvakoi,j, in;
" EloXioRi(&m = 1zasvako (&) € [01] x [0,1];

= Lokalni karakter: R; j(&n) = 0 ako je (§7n) van pravougaone oblasti
& € [fi, §i+p+1] X [n,-,n,-+q+1];

= U svakoj pravougaonoj oblasti oblika [é’io, §i0 . 1) X ["io' M, +1) najmanje (p+1)x(g+1)
osnovnih funkcija su razlicite od nule, R; ;(&n) za ig —p<i<iyijo—q <] <j,su
razli¢ite od nule;

*= Zap>0iq>0R;;(&n) dostize tacno jedan maksimum,
Ry0(0,0) = Ryp(1,0) = Ry (0,1) = Ry pn(1,1) = 1;

= Diferencijabilnost: unutar pravougaonika formiranog za &1 n linije ¢vorova svi parcijalni
izvodi R; (& n) egzistiraju. U & ¢voru (n ¢voru) je p-k (g-k) puta diferencijabilna u & (1)
pravcu, gde je k broj ponavljanja ¢vora.

* Akojew;;=aza0<i<n 0<j<m,ia=+0,ondasuRr,;;(&n)=N;,(ON;,(n)za

svako iij.

Slika 2.7 NURBS povrs sa prikzanim tac¢kama kontrolnog poligona
Prethodne osobine racionalnih funkcija dovode do slede¢ih osobina NURBS povrsi:

= Krajnje tacke kontrolnog poligona leze ne povrsi: S(0,0) = Pyo, S(1,0) = Py,
5(0,1) = Py, S(1,1) = Byp;

* Afina invarijantnost: afine transformacije na povrsi se primenjuju preko kontrolnih tacaka.
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* Svojstvo konveksnog omotaca: Pretpostavimo da je w; ; = 0 za svako i1/. Ako je
(&,n) € [Eio, inH) X [nio, ni0+1), tada S(&, n) lezi unutar konveksnog omotaca od
kontrolnih tacaka P; j, ic —p < i < ipijo—q < j < jo.

= Lokalna promena: ako se P;; pomeri ili wi; promeni to uti¢e na oblik povrsi samo u
okvirima [Ei,fiﬂ)ﬂ] X [77]"77]'+q+1]r'

= Neracionalna B-splajn povrs, Bézier-ova povrs i racionalna Bezieor-ova povrs su specijalni
sluc¢ajevi NURBS povrsi.

= Diferencijabilnost: NURBS povrs S(¢, 1) je p-k (¢-k) puta diferencijabilna u odnosu na &

(n) u ¢voru vektora Z (H) gde je k broj ponavljanja ¢vora.

NURBS povrs se moze izraziti i preko homogenih koordinata:

SYEM = )Y Nip (NP 222)

i=0 j=0
wo_ : _ i :
gde su P = (wyjx; j, w; jy; j, Wi jZi j, Wy ;). Tada je S(§,n) = H{S"(§,n)}. Oba natina zapisa
povrsi su ravnopravna a razlika je u tome Sto je prvi nacin zapisa u delovima racionalna povrs u

trodimenzionom prostoru a drugi nacin zapisa je povrs u ¢etvorodimenzionom prostoru (S”(€, n)).
2.5 Izvodi osnovnih NURBS funkcija:

Izvodi osnovnih funkcija NURBS krive preko osnovnih funkcija i izvoda B-splajna dati su

jednadinom 2.23.

’ n
dRZz]g(E) - ’,gl_vo?vk(i)(?)wk (x Nl; (Ei;lw ) Z Nip' (Wi (2.23)
B ’ k=0"Ykp k] k=0
Uvodec¢i smenu prethodna jednacina dobija oblik:
n n
W = D Nep@wi kaoi W) = ) Ny ©w
k=0 k=0 (2.24)

dR;j(§)  Nip OwW(§) — Nip(w; W'(§)

d§ W ($)?

Izvodi osnovnih funkcija NURBS povrsi za poznate vrednosti B-splajn osnovnih funkcija i izvoda

osnovnih funkcija u oba pravca dati su jednacinom 2.25.
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dRr; ;(&,1) _ Nip (N, g (MW
as Dkeo 2iso Nk,p (f)Nl,q MWy

Nip CIN; q (Wi, NNy (2.25)
— . N
(B0 2120 Niep (N g (U)Wk,l)z kzzo ; ko (Mg (Wit

Uvodeéi smenu:

WD = D Nip(EWNyq (Nwies kao i W'(E,1)
k=01=0 (2.26)

- Zn: i Ny (E)Nyq MWy,

k=0 1=0
jednacina 2.25 dobija oblik:

dR; ;j(&,m) _ Nip (ON; o w; ;W (&, 1) = N; , (ON; o (mw; ; W' (&, 1)
dg wEm)

Izvodi osnovnih funkcija NURBS solida za poznate vrednosti B-splajn osnovnih funkcija i izvoda

(2.27)

osnovnih funkcija u sva tri pravca dati su jednacinom 2.28.

dRi,j,k(f) Tl,f) _ Nlpl(f)N q(n)Nkr(Z)WL] k
df 02 on Nkp(E)qu(n)Nsr(()Wkls

(2.28)

Nip (OIN;.g ()N (OWi 1 AN :
- 5 E E EN, (EINLg (MNs (Wi 15
(Zk oZ ozsNkp(f)qu(n)Nsr(c)Wkls) k=0 1=0 s=0 o v o

Uvode¢i smenu:

wn{) =

n m 1

=Z Z Nip N g (N5 (W15 kao i W' (€,7,0)
L L (2.29)

l

=D 3 N ©Nig (N (w

k=0 1=0 s=0
jednacina 2.28 dobija oblik:
dRi,j,k (E' n, Z)
d§
_ Nip N g N QWi s W &, 1,) = Nip EINjg Ny QWi g W' Em,8) (330
W)

3
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Slika 2.8 Osnovne funkcije NURBS povrsi. Prikaz osnovnih funkcija od Ro.2 do R72 pojedina¢no
kao 1 pregled svih osnovnih funkcija u parametarskom prostoru
£=1{0,0,0,0.51,1,1} H=1{0,0,0,0.5,1,1,1} woo= w33= W3,0= Wo3=1, Wi,1= W2,1= W12=
w2,2=0.7, W0,1= W0,2= W3,1= W32=W1,0= W2,0= W13= W2,3=0.8
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Slika 2.9 Izvodi osnovnih funkcija NURBS povrsi. Prikaz izvoda osnovnih funkcija od R'.2 do
R'72 pojedina¢no kao 1 pregled svih izvoda osnovnih funkcija u parametarskom prostoru
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2.6 Algoritmi za promenu zapisa NURBS geometrije
Tokom razvoja B-splajna i NURBS-a veliki broj nau¢nika razvijao je metode za manipulaciju
splajnovima kako bi se na osnovu pocetnog modela dobio Zeljeni oblik [CLR80] [DeBo78]
[Boe80][Coh85] [Pra84] [Pra91]. Posebnu grupu algoritama ¢ine algoritmi kojima se ne menja
pocetni oblik geometrije ve¢ se samo nizom transformacija utice na promenu vektora ¢vorova,
tacaka kontrolnog poliogona i stepena polinoma osnovnih funkcija bez promene oblika same krive.
Ovi algoritmi ¢e u metodi kona¢nih elemenata imati klju¢nu ulogu za formiranje mreZe kona¢nih
elemenata a da se pritom zadrzi poCetna geometrija. Ovde ¢e pre svega biti re¢i o tri kljuéna
algoritma i to:

- algoritam za ubacivanje jednog ili viSe ¢vorova u vektor ¢vorova

(knot insertion, knot refinement),
- algoritam za podizanje stepena osnovnih funkcija (degree elevation),
- k-rafinacija mreze

2.6.1 Algoritam za ubacivanje jednog ili viSe ¢vorova u vektor ¢vorova

Prvi algoritam kojim se obogacuje osnova B-splajna ili NURBS-a predstavlja algoritam za
ubacivanje jednog ¢vora u vektor ¢vorova. Neka je NURBS kriva data preko ponderisanih tacaka

kontrolnog poligona za vektor ¢vorova E = {&,, &, ..., &,,} na sledeéi nacin:

€)= ) Nip(OPY @31
i=0

gde je i-ta ponderisana tacka kontrolnog poligona P;" = (w;x;, w;y;, w;z;, w;).

Kori§¢enjem ponderisanih ta¢aka kontrolnog poligona NURBS kriva u trodimenzionalnom
prostoru se prevodi u B-splajn krivu u ¢etvorodimenzionom prostoru.

Neka je & € [&, &q1) vrednost &vora koju Zelimo ubaciti u nov vektor &vorova tako da

novoformirani vektor ima oblik:
E= {SEO = &or s &k = Eko a1 = & 8rz = Eats o Eman = fm} (2.32)

a da pritom kriva ostane istog oblika i dimenzija tako da je:

n+1
Cv(§) = Z Nip(©Q (2.33)
i=0
Posto je rec o istoj krivoj vazi jednakost:
n n+1
Z N (P = Z N (©QY (2.34)
i=0 i=0
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Kako je promena osnovnih funkcija lokalna N;,,(§)=0 za & ¢ [&, §i+p+1) i kako su one linearno

nezavisne to se iz prethodne jednacine moze zakljuciti sledece:
PY=Q' i=0..,k—-p—-1
‘ l (2.35)
PY=Q4, i=k+1,..,n
N; , se mogu izraziti u funkciji od Ni,p za i=k-p, ... , k+1 primenom jednakosti [DeBo78][Boe80]:
§—3i Si+p+2 —§

$ivp+1 — $i $ivpr2 — Sit1

Nip(§) = Nip() + Nip1(8) (2.36)

Smenom osnovnih funkcija sa leve strane novim izrazom i reSavanjem jednacine po osnovnim

funkcijama sa umetnutim elementom vektora ¢vorova dobija se:
Q' =aP" + (1 —apP?y

1 i<k-p
§—3;
$ivp — i

0 izk+1

Jasno se vidi da se samo p novih tacaka kontrolnog poligona mora sraunati. Promene na krivoj i

(2.37)

a; = k—-p+1<i<k

osnovne funkcije pre i posle ubacivanja jednog ¢vora u vektor ¢vorova mogu se videtu na slici 2.10.
Osim ubacivanja jednog ¢vora u vektor ¢vorova moguce je istovremeno ubaciti isti ¢vor sa
stepenom ponavljanja ». Ukoliko je u pocetnom vektoru ¢vorova stepen ponavljanja bio s to ukupni

broj ponavljanja ¢vora u vektoru ¢vorova ne sme biti veéiod p tj. s + r < p.
QLM;« = ai,rPi‘x*—l + (1 - ai,r)PiM—ll,r—l

1 i<k—-p+r-—-1
§—3;
$ivp — i

0 izk—s+1

(2.38)

Air = k—-p+r<i<k-s

Rezultati ubacivanja vise istih ¢vorova u vektor ¢vorova u vidu uporednog prikaza geometrije 1
osnovnih funkcija geometrijskih modela pre i posle ubacivanja ¢vorova prikazani su na slici 2.11.
Postupkom ubacivanja ¢vorova ujedno se menja i broj segmenata krive. Prva kriva prikazana na
slici 2.11 ima ukupno 8 tacaka kontrolnog poligona, 8 osnovnih funkcija i 3 segmenta. Druga kriva
ima 14 tacaka kontrolnog poligona, 14 osnovnih funkcija 1 8 segmenata. Ovim postupkom se

menja mreza kona¢nih elemenata.
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Slika 2.10 Ubacivanje ¢vorova u vektor ¢vorova NURBS krive — knot insertion

0002505075111}, p=2

U prvom redu je prikazana pocetna geometrija i njoj odgovarajuce osnovne funkcije. U drugom
prikazana je geometrija i osnovne funkcije dobijene ubacivanjem ¢vora vrednosti 0.5 u vektor
¢vorova a u tre¢em ubacivanjem i ¢vorova 0.25 1 0.75. Crvenim krugovima su oznacene tacke
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Menjajuci broj elemenata kao i odnos izmedu elemenata promenom stepena kontinuiteta vrsi se
rafinacija mreze koja se u klasi¢noj metodi konac¢nih elemenata naziva ,,h* rafinacijom mreze jer
se odnosi samo na promenu gustine (veliine) elemenata mreze a ne i stepen osnovnih funkcija
elemenata.

Algoritam ubacivanja ¢vorova predstavlja jedan od osnovnih alata za modeliranje mreze kona¢nih
elemenata u izogeometrijskoj analizi sa B-splajn i NURBS osnovnim funkcijama. Ovim

postupkom se utic¢e na mrezu konac¢nih elemenata povecavajuci broj elemenata posebno u zonama

u kojima se zeli povecati tacnost pocetnog modela.

CD
CU
1 ‘ 14 *
\ ‘ c
, \ c? c? *
; Nd i
0.5 051 V' N
A / \ /\ "\ / i
\ \ / \ / [\
f ) A\ 4 \ | |
0 S ol - b \/ A \ &
0000 0.5 0.80.80.8 1111 0000 0.2 04 0.50.5 0.6 0.70.80.80809 1111

Slika 2.11 ViSestruko ubacivanje ¢vorova u vektor ¢vorova sa multipliciranjem pojedinih
¢vorova NURBS krive reda 3 sa vektorima ¢vorova: Z1={00000.50.80.8.0.8 111} 1
E2={00000.2040.50.50.60.70.80.8.080911 1}.

2.6.2 Algoritam za povecanje stepena osnovnih funkcija (degree elevation)

Ovim postupkom se menja mreza konacnih elemenata povecanjem stepena osnovnih funkcija.
Menjajuci stepen osnovnih funkcija broj elemenata ostaje nepromenjen kao i sama geometrija.
Promenom zapisa (vektora ¢vorova, mreze kontrolnog poligona i stepena osnovnih funkcija) novo
formirana geometrija jednaka je pocetnoj. U klasi¢noj metodi konacnih elemenata rafinacija mreze
promenom stepena osnovnih funkcija naziva se ,,p“ rafinacija mreze.

Neka je C," (&) = X7y N;,(E)P” NURBS kriva data preko ponderisanih tataka kontrolnog
poligona definisana na vektoru ¢vorova E. Kako je C," (§) u delovima polinomska kriva stepena
p moguce je povecati stepen krive na p+1, tako da se dobije nova kriva definisana preko novih

tataka kontrolnog poligona Q;" i novog vektora ¢vorova £ uz ispunjenje uslova:
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€ () = Cpua™ @) = ) Nipua (O (2:39)
i=0

Pocetna kriva C,"(§) i kriva dobijena povecanjem stepena osnovnih funkcija Cpiq" (§)
predstavljaju geometrijski istu krivu. Kriva Cp,41" (§) je ustvari kriva C," (§) prikazana drugim
vektorom ¢vorova, drugim tackama kontrolnog poligona i stepenom osnovnih funckija. Algoritam
za promenu stepena osnovnih funkcija ustvari je algoritam za odredivanje tacaka kontrolnog
poligona Q)" i vektra &vorova . Princip se moze opisati u par koraka.

Prvo se parametarski domen deli na Bézier-ov tj. ponavljanjem ¢vorova se dovodi do kontinuiteta
C% izmedu elemenata. Na taj nacin broj elemenata ostaje nepromenjen. Potom se za svaki Bézier-
ov segment podize stepen na Zeljeni. U slede¢em koraku se uklanjaju suvisni elementi u vektoru
¢vorova kako bi se ponovo zadrzao isti stepen kontinuiteta izmedu elemenata. To znaci da Ce se
povecanjem stepena polinoma za dva svi elementi vektora ¢vorova biti ponovljeni za jo§ dva puta
jer se na taj nacin ostvaruje nepromenjen stepen kontinuiteta. Primer povecanja stepena osnovnih

funkcija dat je slici 2.12.
2.6.3 K-rafinacija mreZe

Rafinacija ¢vorova u vektoru ¢vorova kao i podizanje stepena osnovnih funkcija kriva ili povrsi
predstavljaju moéne ra¢unske algoritme kojima se obogacuje i menja NURBS osnova. Osim ovih
procedura Hughes uvodi jo§ jednu proceduru pod nazivom k-rafinacija mreze a predstavlja
kombinaciju prethodnih procedura sa ciljem povecanja stepena osnovnih funkcija ali i povecanja
kontinuiteta izmedu elementa. Procedura podrazumeva da se najpre izvede povecanje stepena a
kasnije ubacivanje novih ¢vorova u vektor ¢vorova. Ovom procedurom se izbegava multipliciranje
¢vorova procesom povecanja stepena. Da bi se na ovaj nacin ostvario najbolji u¢inak potrebno je
opisati pocetnu geometriju sa vektorima ¢vorova koji, ukoliko je mogucée, nemaju vrednosti
razli¢ite od pocetnih i krajnjih tj. potrebno je da pocetni model bude opisan jednim elementom.
Ovako formirani model sa jednim elementom imao bi maksimalni CP! kontinuitet na granicama
elemenata. Ova procedura K-rafinacije nije u osnovi nova metoda rafinacije ve¢ se sama rafinacija
postize odgovaraju¢im redosledom ranije pomenutih metoda rafinacije.

Na slici 2.13 prikazani su pocetni model i model dobijen nakon k-rafinacije mreze. U prvom redu
je prikazana pocetna geometrija i njoj odgovaraju¢e osnovne funkcije. U drugom prikazana je
geometrija i osnovne funkcije dobijene povecanjem stepena osnovnih funkcija sa p=2 na p=5 1
naknadnim ubacivanjem ¢vorova &&=(0.25, 0.5 0.75) u vektor ¢vorova. Crvenim krugovima su

oznacene tacke kontrolnog poligona a plavim kvadratima spoj segmenata krive.
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Slika 2.12 Povecanje stepena osnovnih funkcija NURBS krive — degree elevation

Z={0000011111},p=4

U prvom redu je prikazana pocetna geometrija i njoj odgovarajuce osnovne funkcije. U drugom
je prikazana geometrija i osnovne funkcije dobijene povecanjem stepena osnovnih funkcija na
p=3 au tre¢em redu povecanje stepena osnovnih funkcija na p=4. Crvenim krugovima su

oznacene tacke kontrolnog poligona. Sve krive imaju samo jedan segment.
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Ovom rafinacijom je postignut veci stepen krive kao 1 ve¢i stepen kontinuiteta krive. Ujedno je

izvrSena 1 h rafinacija pa je dobijen i veci broj segmenata krive (veci broj elemenata).

¥ [
1 o) 1
0.5 0.5
0 0
0 0.5 1 X 0 0.5 1 &
Pocetni model Z={00011 1}, p=2
¥
1 1
(]
0.5 . 0.5
0 0
0 0.5 1 X 0 0.25 0.5 0.75 1 &

k-rafinacija Z={0000000.2505075111111},p=5

Slika 2.13 Povecanje stepena osnovnih funkcija i naknadno ubacivanje ¢vorova u vektor ¢vorova
NURBS krive — k rafinacija.

2.7 Modeliranje kruznog luka

Vecina teorijskih modela koji ¢e biti koriS¢eni u disertaciji formirani su od ravnih povrsi ili iz
povrsi formiranih na osnovu linija konusnih preseka. Jedna od prednosti NURBS-a je moguénost
tacnog opisa konusnih preseka koju B-splajn nema. Formiranje konusnih preseka bi¢e objasnjeno
preko modeliranja kruznog luka u ravni sa odgovarajué¢im tackama kontrolnog poligona i
odgovaraju¢im tezinama. Luk mora biti deo kruznice sa uglom a < 180. Luk sa uglom veéim ili
jednakim 180 moze se modelirati NURBS-om ali se tom prilikom moraju koristiti negativni

tezinski koeficijenti [PT97].
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Kruzni luk se moze opisati kvadratnim osnovnim funkcijama 1 sa vektorom ¢vorova
E ={000 11 1} zakoji su krajnje tacke interpolacione. Problem definisanja kruznog luka se na ovaj

nacin svodi na odredivanje srednje tacke P3 i njoj pridruZenog teZinskog koeficijenta ws (slika 2.14).

P3 (XS’YJ?Z.\‘!WJ)

Pl (xl’yi’zl’wi) Pl (x21y2’227w2)

% K W, =w,=1
w,=cos(a/2)

Slika 2.14 Odredivanje tezinskih koeficijenata pri modeliranju kruznog luka
Kruznica se moze opisati sa viSe lu¢nih segmenata. Na sli¢an na¢in se moze modelirati i deo sfere
u dvoparametarskom prostoru. TeZzinski koeficijenti mogu biti i jednaki nuli ili ¢ak i negativni.
Ukoliko je tezinski koeficijent jednak nuli to znaci da tacka kontrolnog poligona sa ovim tezinskim
koeficijentom nema uticaja na formiranje geometrije. Ukoliko je negativan onda se kriva ili povrs
udaljava od te tacke (Slika 2.15). Primena negativnih teZinskih koeficijenata nije preporucljiva i

retko se koristi jer se tom prilikom narusava osobina konveksnog omotaca.

P3 P3 P3
° o o
P,/—\ P, | P,
® ®
w,=w,=1 w=w,=1
w,=2/2 w,=10

Slika 2.15 Uticaj tezinskih koeficijenata na geometriju NURBS krive
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2.8 NURBS geometrija formirana primenom vise patche-va

Formiranje sloZenih geometrijskih formi, formiranje modela sa razli¢itim materijalima,
modeliranje prekida i dr. zahteva modeliranje geometrije sa vise patch-eva. Ukoliko se ne uvode
dodatna ograni¢enja kontinuitet izmedu patcheva je najées¢e C°. U okviru ove teze koristiée se
glatke NURBS multi patch povrsi 1 solidi sa kompatibilnom parametrizacijom duz zajednickih
stranica patcheva. Prilikom formiranja modela sa viSe patch-eva potrebno je voditi ra¢una o tome
da se tacke kontrolnog poligona poklapaju na ivici spoja dva patcha. Kako bi krajnje tacke
kontrolnog poligona bile na geometriji najéesce se koriste otvoreni vektori ¢vorova. Tom prilikom
se najc¢ese model formira tako da su tezinski koeficijenti NURBS modela oba patcha koji se spajaju
na granici patchava jednaki. Primer spajanja dva patcha oblika osmine sfere sa istim tackama
kontrolnog poligona na mestu spoja i sa istim teZinskim koeficijentima u tackama spoja kontrolnog
poligona prikazan je na slici 2.16. Za model formiran na ovaj na¢in moguce je naknadno vrsiti
rafinaciju mreze ali pritom vodeci racuna o tome da ukoliko rafinacija mreze utie i na promenu

opisa gemetrije u spoju patcheva onda se ona mora izvrsiti u tom slucaju i1 na susedni patch.

Slika 2.16 Cetvrtina sfere formirana od dva NURBS patcha sa po jednim elementom
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Poglavlje 3

METODA KONACNIH ELEMENATA I
IZOGEOMETRIJSKI PRISTUP

Analiza slozenih fizi¢kih procesa je zahtevan zadatak. Kako je ve¢ naglaseno u uvodnom
poglavlju, zbog kompleksnosti, fizicki procesi se uglavnom ne posmatraju direktno veé se
prethodno formiraju modeli koji bi opisali glavne aspekte procesa. Za tako formirane modele

potrebno je:

- dati matematicki opis razvijenih modela

- numericki resiti postavljeni matematicki model.

Matematicka formulacija modela dovodi do matematickih jednacina koje su Cesto diferencijalne
jednacine u kojima su uvrS¢ene promenljive uklju¢ene u proces. Razvoj matematickog modela je

zasnovan na na$em iskustvu i na odredenim pretpostavkama o tome kako se proces odvija.

Dok izvodenje jednacina u osnovi ne mora predstavljati tezak zadatak, na¢i njihovo tacno
(analiticko) reSenje sa druge strane je prilicno komplikovan zadatak ukoliko je ono uopste i
moguce. Iz tog razloga numericka analiza ima znacajnu ulogu nude¢i altenativne nacine za
odredivanje aproksimativnog reSenja. Razvijeno je mnogo razli¢itih numerickih metoda za
reSavanje razli¢itih tipova jednacina od kojih ¢e ovde biti izdvojene samo one za reSavanje

diferencijalnih jednacina.

Varijacioni metodi kao $to su Rayleigh-Ritz-ov i Galerkin-ov metod pripadaju grupi metoda koje
se naj¢esce srecu u naucnoj literaturi [Red93]. U okviru varijacionih metoda reSenje diferencijalnih
jednacina se pretpostavlja u obliku linearne kombinacije odgovaraju¢ih aproksimacionih funkcija
¢; i neodredjenih koeficijenata ¢;, Y ¢;c;. Kako bi se obezbedio isti broj linearno nezavisnih
algebarskih jednacina i nepoznatih koeficijenata, jedancina se transformisSe u ekvivalentni oblik

tezinskog integrala. Aproksimacione funkcije ¢; moraju biti linearno nezavisne i moraju biti
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izabrane tako da resenje pretpostavljeno u formi zadovoljava geometrijske (kinematske) grani¢ne
uslove sistema diferencijalnih jednacina. Varijacioni metodi (Rayleig-Ritz, Galerkin, najmanjih
kvadrata...) razlikuju se medusobno u oblika integrala, tezinskih i aproksimativnih funkcija
[Red93]. Vise varijacionih metoda je posledica tezine formiranja aproksimacionih funkcija na

posmatranom domenu.

Metod kona¢nih elemenata moze se smatrati vrstom varijacionog metoda koji prevazilazi
pomenute nedostatke uvodenjem sistematske procedure za primenu varijacione metode na
podomenu. Siroko je podrzano misljenje da on predstavlja najmoéniji alat od svih poznatih alata
u strukturnoj analizi do sada. Metod je u stvari prvi put bio primenjen u strukturnoj mehanici ali
nije proslo mnogo vremena da bi se uvidelo da se on podjednako dobro moZze primeniti za
reSavanje razli¢itih klasa problema kao $to su problemi u elektromagnetizmu, transferu toplote,
mehanici fluida, mehanici loma, akustici... Kao $to je Bathe naveo tesko je ta¢no odrediti datum
kada je metod nastao, ali se njegovo nastajanje vezuje za rad istrazivackih grupa u oblasti
primenjene mehanike, fizike 1 inZenjerstva u okviru kojeg je poslednja grupa dala znacajan
podsticaj za razvoj metode [Bat96]. Cesto se 1956. godina navodi kao godina nastanka metode.
Te godine su Turner, Clough, Martin i Topp [TCRMS56] objavili rad koji se odnosio na trougaoni
element sa tri ¢vora i 6 stepeni slobode kretanja za ravansko naponsko stanje primenjen u

strukturnoj analizi krila aviona proizvodjaca Boeing.

Ogranicavaju¢i se na oblast strukturne analize, koja je predmet interesovanja ove disertacije,
metoda konaénih elemenata se i tad moZe Kkoristiti na vise razli¢itih na¢ina. Siroko prihvaéena
formulacija je metod kona¢nih elementa zasnovan na pomeranju. Veéina softverskih reSenja koja
se danas sre¢e rade na ovom principu zahvaljujuéi jednostavnosti i dobrim numeri¢kim osobinama.
U ovom poglavlju bi¢e ukratko objaSnjen princip pomeranja u metodi konacnih elemenata i iznete
osnove izogeometrijskog koncepta u metodi kona¢nih elemenata. U nastavku ¢e biti analizirane
osnovne razlike interpolacionih funkcija u klasi¢noj metodi kona¢ni elemenata i izogeometrijskoj

metodi sa NURBS funckijama oblika
3.1 Klasi¢ni metod konacnih elemenata zasnovan na pomeranju

Metoda konac¢nih elemenata se od dugih metoda razlikuje na osnovu vise stvari koju ovu metodu

¢ine jedinstvenom i to:

- Diskretizacijom konacnim elementima. Podela datog domena na skup jednostavnih
poddomena nazvanih kona¢nim elementima je procedura koja obelezava ovu metodu.

Ova procedura se naziva diskretizacijom domena. Skup elemenata se naziva mreZom
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konac¢nih elemenata. Susedni elementi su povezani medusobom ¢vorovima koji su
sastavni deo elemenata i1 koji osim geometrijskih imaju i fizicke osobine.

Funkcije oblika elemenata. Ukoliko se posmatra jedan konacni element,
aproksimativne funkcije su tako izabrane koriste¢i ideju da se kontinualna funkcija
moze aproksimirati linearnom kombinacijom odgovaraju¢ih linearno nezavisnih
funkcija i nepoznatim koeficijentima. Osim ovih osobina funkcije moraju da zadovolje
1 druge osobine o kojima ¢e kasnije biti reci. Zbog svojih pogodnosti algebarski
polinomi su najceS¢e koriS¢ene osnovne funkcije u klasicnoj metodi konacnih
elemenata. Oni se odreduju na osnovu interpolacione teorije, obzirom da su trazeni
koeficijenti vrednosti u ¢vorovima odredene veli¢ine (pomeranja).

Jednacine elementa i formiranje jednacina strukture (assembly-ranje). Algebarske
(diskretne) relacije po trazenim koeficijentima jednog elementa se dobijaju
zadovoljenjem diferencijalnih jednacina, obicno u obliku tezinskih integrala (slaba
forma) na oblasti definisanosti elementa. U metodi konac¢nih elemenata zasnovanoj na
pomeranju u strukturnoj analizi koeficijenti su ¢vorna pomeranja a diferencijalne
jednacine se mogu izvesti na osnovu Hamiltonovog principa (princip stacionarne akcije
i princip virtualnog rada) [Arn89]. Asembliranje jednacina elemenata se zasniva na
ispunjenju uslova ravnoteze (u ¢vorovima) i kontinuiteta resenja (C° kontinuitet) koji
moZe biti proSiren i kontinuitetom izvoda (C', C? kontinuitet) na granicama izmedu
elemenata. Na taj nacin se formira sistem jednacina cele strukture. Sistem jednacina se
reSava nakon uvodenja grani¢nih i/ili inicijalnih uslova koji omogucuju da broj
jednaCina odgovara broju nepoznatih u ¢vorovima a S$to omogucuje dobijanje

jedinstvenog resenja.

Kako bi dobili zadovoljavajuce reSenje aproksimacione funkcije elemenata moraju da zadovolje

niz kriterijuma. Poznata su dva bitna uslova od pocetka nastanka metode. To su celovitost i

kontinualnost. Prvi uslov celovitosti podrazumeva da ako se u klasi¢noj metodi konac¢nih

elemenata koriste polinomi kao funkcije oblika (Lagrange-ovi polinomi) moraju imati sve

calanove kako bi istovremeno mogli opisati slozene promene neke promenljive pa sve do

konstante u slucaju kretanja krutog tela. Uslov kontinualnosti namece da algebarski polinomi

moraju biti formirani tako da je njihova kontinualnost i kontinualnost njihovih izvoda, gde je to

potrebno, osigurana u domenu elementa i na granicama izmedu elemenata.
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3.2 Izogeometrijski koncept

Osnovna ideja izogeometrijskog koncepta se sastoji u tome da se iste osnovne funkcije koriste za
opisivanje CAD geometrije i za opisivanje prostora resenja odgovarajuceg numerickog metoda.
U metodi kona¢nih elemenata se ve¢ duze vreme koristi izoparametarski metod koji se sustinski
razlikuje od izogeometrijskog koncepta. Izoparametarski metod koristi osnovne funkcije za
aproksimaciju prostora moguceg reSenja i za aproksimaciju gemetrije. Razvijeni su razli€iti tipovi
izoparametarskih elemenata sa ugradenim osnovnim funkcijama koje aproksimuju prostor resenja
ali 1 aproksimuju zeljenu geometriju. Kod izogeometrijske metode biraju se takve osnovne
funkcije koje tacno opisuju Zeljenu geometriju a pritom se koriste i za aproksimaciju prostora
reSenja. Postupak formiranja modela kona¢nih elemenata se razlikuje pri formiranju
izoparametarskog i izogeometrijskog modela. Izoparametarski metod zasnovan je na konacnom
elementu koji je sposoban da opiSe polja reSenja odgovaraju¢eg problema a geometrija je
aproksimacija zeljene geometrije. Kod izogeometrijske metode polazi se od geometrije koja je
tacno opisana i koja se moze odgovaraju¢im tehnikama prilagoditi zahtevima analize kona¢nim
elementima a da pritom ne izgubi na tacnosti geometrijskog opisa. U tradicionalnoj metodi
konac¢nih elemenata za osnovne funkcije koriste se naj¢es¢e Lagrange-ovi polinomi, 1 to nacesce
polinomi niskog stepena (linearni, kvadratni) dok je geoemtrija u CAD softverima najcesce
opisana pomocu splajn funkcija. Proces konverzije CAD modela u mrezu konacnih elemenata
nailazi na niz problema. Ovim postupkom se gubi deo podataka o geometriji jer mreza kona¢nih
elemenata uglavnom nije u mogucnosti da verno opise zeljenu geometriju. Ona predstavlja samo
aproksimaciju pocetne geometrije Ciji kvalitet aproksimacije u velikoj meri zavisi od same
geometrije, gustine mreze i stepena funkcija oblika. Osim toga prilikom formiranja mreZe
generatori mreze Cesto nisu u mogucénosti da ostvare optimalne geometrijske odnose u kona¢nim
elementima iako od njih zavisi tacnost analize. Kao izlaz Cesto se daje i izvestaj o kvalitetu mreze
da bi se na osnovu toga mogao dati zakljuc¢ak o kvalitetu samih rezultata analize. Kod pojedinh
tipova elementa kao §to su tanke ljuske geometrijska imperfekcija znatno moze uticati na rezultate

analiza kao $to je to slucaj kod analize gubitka stabilnosti.

Razvoj metode konacnih elemenata sa NURBS osnovnim funkcijama se deli u osnovi na dva
pravca. U prvom pravcu posmatra se struktura koja je opisana sa jednim ili viSe patcheva. Model
konac¢nih elemenata se formira za ceo NURBS model. Kako je NURBS definisan preko patcha-va
koji nisu prepoznatljvi postoje¢im softverima za metodu konacnih elemenata moraju se razviti
nova softverska reSenja. Kod drugog pristupa, primenom metoda Bezierove ekstrakcije, NURBS

osnovne funkcije na domenu elementa se mogu opisati Berstein-ovim polinomima. Ovom
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proceduraom se lokalizuju osnovne funkcije na domen elementa i kao takve se mogu koristiti u
postoje¢im softverima. O ovoj proceduri bi¢e viSe re¢i u poglavlju 6 sa primenom na T-

splajnovima.

N

Il

Patch

N

Geometrija

e

2

Referentni element

Mreza kona¢nih elemenata

Slika 3.1 Postupak mapiranja u izogeometrijskoj i klasicnoj metodi kona¢nih elemenata.

Na prethodnoj slici moze se uociti osnovna razlika u formiranju modela klasichom metodom
konac¢nih elemenata i izogeometrijskom metodom. To je ujedno i razlog zasto se postojeci softveri

ne mogu koristiti za izogeometrijsku analizu.
Izogeometrijska metoda zasnovana na NURBS funckijama oblika ima sledece karakteristike:

- Opis geometrije. Geometrija se opisuje tackama kontrolnog poligona i osnovnim
funkcijama za odgovaraju¢i vektor ¢vorova. Geometrija je opisana u parametarskom
obliku. Postoje parametarski domen i odgovaraju¢i fizicki domen. Veza izmedu
parametarskog 1 fizickog domena prikazana je na slici 3.2 [CHBO09].

- Aproksimacija prostora resenja. Aproksimacija prostora resenja odgovarajuceg problema
kao §to je polje pomeranja i naponsko stanje opisuje se istim funkcijama oblika kao 1
geometrija. Svakoj tacki kontrolnog poligona se pridruzuje odgovaraju¢a osnovna
funkcija. Svakoj tacki kontrolnog poligona se dodeljuje i odgovarajuéi stepen slobode
kretanja za razliku od klasicne metode konac¢nih elemenata kod koje se ¢vorovima

dodeljuju odgovarajuéi stepeni slobode kretanja.
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Slika 3.2 Veza indeksnog, parametarskog i fizickog prostora u izogeometrijskoj analizi.

Definisanje mreze i elemenata. Mreza se definiSe proizvodom vektora ¢vorova. Elementi
su definisani preko raspona ¢vorova. Postupcima ubacivanja ¢vorova moze se vrSiti
rafinacija mreze. Na kvalitet mreze se takode moze uticati i povecanjem stepena osnovnih
funkcija kao 1 k-rafinacijom. Na slici 3.2 su sen¢enjem izdvojeni elementi u parametarskom
i fizickom domenu.

Oblast uticaja osnovnih funkcija. Oblast uticaja osnovnih funkcija zavisi od stepena
osnovnih funkcija 1 od vektora ¢vorova. Osnovne funkcije NURBS povrsi u oznaci
Rij, pg(&, 1) reda p u jednom i1 g u drugom pravcu imaju vrednosti razlicite od nule samo
na intervalu [&, &+p+1) X [1), 1j+g+1).

Kontinuitet osnovnih funkcija. Osnovne funkcije reda p su p-k puta diferencijabilne u ¢voru

gde k predstavlja broj ponavljanja ¢vora u vektoru ¢vorova. Ukoliko se koristi kvadratni



NURBS sa stepenom ponavljanja 1 kontinuitet na granici elementa bi¢e C'. Kod klasi¢nih
konacnih elemenata najceSée je kontinualnost na granicama elementa C°. Ova osobina
kona¢nim elementima sa NURBS osnovnim funkcijama daje niz prednosti i moguénosti
primene. Obzirom da su funkcije oblika racionalne funkcije za &1 7 linije ¢vorova svi
parcijalni izvodi unutar elementa R; ;(& ) egzistiraju.

Rafinacija mreze. Rafinacija mreze se moze vrsiti preko ve¢ spomenutih moguénosti
rafinacije NURBS baze kao Sto su ubacivanje ¢vorova (h-rafinacija), poveéanje stepena
osnovnih funkcija (p-rafinacija) ili k-rafinacija koja predstavlja poseban vid rafinacije
svojstven B-splajn osnovnim funkcijama.

Implementacija granicnih uslova. Kroneker delta svojstvo nije podrzano NURBS
osnovnim funkcijama. To podrazumeva da nije uvek slucaj da je vrednost osnovne funkcije
vezane za odredenu taCku kontrolnog poligona jednaka jedinici u toj tacki kontrolnog
poligona a da pritom ima vrednost nula za sve ostale. U klasi¢noj metodi konac¢nih
elemenata ovo svojstvo jeste podrzano pa se zato i implementacija grani¢nih uslova moze
vezati za bilo koji covor. Kod NURBS osnovnih funkcija ovo svojstvo jeste podrzano samo
za grani¢ne tacke kontrolnog poligona patcha i to za otvorene neperiodicne vektore
¢vorova kod kojih je ponavljanje pocetnih i krajnjih elemenata vektora ¢vorova jednak
ptl. Samo za ove tacke kontrolnog poligona osnovne funkcije tih ta¢aka kontrolnog
poligona dostizu vrenost jednaku jedinici u tim tackama. Ukoliko se Zeli unutar domena
definisati neki grani¢ni uslov potrebno je tehnikama ubacivanja ili uklanjanja ¢vorova u
vektoru ¢vorova dovesti da svojstvo Krnoneker delta bude ispunjeno za odgovarajuci ¢vor.
Treba imati na umu da se pritom ponavljanjem elemenata u vektoru ¢vorova menja i
kontinuitet na granicama elemenata.

Integracija konacnog elementa. Integracija za element se vr$i koris¢enjem Gauss-ovih
kvadraturnih formula za master element. Kako su granice integracije i master elementa
[-1, 1] to se za konkretni element u indeksnom prostoru mora vrSiti prvo mapiranje jer su
granice elementa u parametarskom domenu razlikuju od master elementa. Veli¢ina
elementa u parametarskom prostoru definisana je vektorima ¢vorova. Drugo mapiranje se
vrsi iz parametarskog u fizicki domen. U naucnoj literaturi, posebno u radovima Hughes-
a [HRS10], dat je predlog promene pravila integracije smanjujuci broj integracionih tacaka
ne naruSavajuéi tacnost integracije. Posebna paznja integraciji u domenu elementa je
potrebno posvetiti kod konacnih elemenata tipa ljuske ili ploCe jer se primenom tehnika

redukovane integracije moze uticati na smanjenje negativnog uticaja shear-locking-a.
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- Asembliranje matrice krutosti. Asembliranje matrice krutosti se vrSi na isti na¢in kao i kod
klasicne metode konacnih elemenata. Kao i u klasiénoj metodi matrica krutosti je
simetri¢na i1 pozitivno definitna. Kako se osnovne funkcije prostiru kroz vise elemenata u
zavisnosti od stepena osnovnih funkcija matrica krutosti ima obi¢no $iri pojas od matrice
krutosti u klasi¢noj metodi kona¢nih elemenata. To narocito dolazi do izrazaja prilikom
spajanja viSe patcheva u jednu strukturu. Povecanje matrice krutosti ima za posledicu

povecanje procesorskog vremena prilikom reSavanja sistema jednacina.

Na slici 3.2 prikazana je NURBS povrs u fiziCkom prostoru sa mrezom kontrolnog poligona 1i
oznacenim granicama elemenata kao i parametarski prostor koji se formira na osnovu indeksnog
prostora. Povrs je formirana sa kvadratnim NURBS osnovnim funkcijama koje se mogu odrediti
na osnovu B-splajn osnovnih funkcija prikazanih na slici i tezinskih koeficijenata. Na posebno
izdvojenom elementu u parametarskom (i indeksnom) prostoru oznacene su odgovarajuce
integracione tacke koje se mapiranjem sa master elementa prenose na doment elementa u
parametarskom prostoru a kasnije jo§ jednim mapiranjem na domene elementa u fiziCkom

prostoru.

3.3 Osnovne razlike interpolacionih funkcija u klasi¢énoj metodi konac¢ni elemenata i

izogeometrijskoj metodi sa NURBS funkcijama oblika.

U klasi¢noj metodi kona¢nih elemenata najceSce se za interpolacione funkcije koriste polinomi.
Za to postoji vise razloga. Polinomi sa matematicki lako diferenciraju i integrale. Za interpolacione
funkcije se mogu izabrati polinomi razli¢itog stepena. Izbor stepena polinoma zavisi i od same
promenljive koju opisujemo. Na slici je dat pimer jednodimenzione promenljive koju opisujemo
polinomom stepena 0O (konstanta), 1 (linearni) 1 2 (kvadratni). Od stepena NURBS osnovnih
funkcija takodje zavisi moguénost aproksimacije promenljive u polju elementa koju zelimo da
opiSemo. Tako, na primer, kod ravanskih problema ukoliko je element pravougaona ploca koja se
moze opisati NURBS osnovnim funkcijama reda 1 ne znaci da ¢e one biti pogodne za opisivanje

naponsko-deformacionog stanja u polju elementa ukoliko je njegova promena slozena.
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Slika 3.3 Pregled aproksimacije funkcija polinomima a) nultog — konstantom
b) prvog i c¢) drugog reda
U klasi¢noj metodi konacnih elemenata nejcesce se za funkcije oblika elementa koriste Lagrange-

ovi polinomi. Lagrange-ovi polinomi jednodimenzionog problema odreduju se po jednacini:

L (x) = ﬂ% 3.1)

Na osnovu izraza je jasno da ¢e vrednost polinoma osnovne funkcije k-tog ¢vora u tacki k biti
jednaka jedinici dok ¢e u ostalim biti jednaka nuli. Ovo predstavlja jednu od znacajnih osobina
koju Lagrangeovi polinomi nude u metodi konacnih elemenata. Osnovne funkcije
dvoparametarskih 1 troparametarskih elemenata formiraju se proizvodom Langrange-ovih
polinoma za svaki pravac. Ostale vrste osnovnih funkcija kao $to stu Serendipity osnovne funkcije
koje se formiraju za elemente sa umanjenim brojem ¢vorova (najces¢e ¢vorova u polju elementa)
kao 1 Hermiteovi polinomi se rede koriste. Na slici 3.4 za cCetiri elementa prikazane su
Lagrangeove kvadratne i kubne osnovne funkcije kao i kubne NURBS osnovne funkcije. Sa slike
se jasno vidi razlika oblasti delovanja osnovnih funkcija. Kod klasi¢nih Lagrangeovih osnovnih
funkcija drugog i tre¢eg reda stepen kontinuiteta na granici elemenata je C° dok za NURBS

osnovne funkcije stepen kontinuiteta na granicama elemenata je jednak p-1 tj. u ovom sli¢aju 2.

Na slici 3.5 prikazan je ilustrovani primer na kome Lagrange-ovi polinomi reda tri, Cetri i pet
interpoliraju osam podataka definisanih u R?. Na slici se moZe primetiti da pove¢anjem stepen
polinoma povecava se i odstupanje (,,0scilovanje” poznato pod terminom Gibbs-ov fenomen)
[HCBO05]. NURBS funkcije oblika se ponasaju drugacije. Kod izogeometrijske metode konacnih
elemenata dati set podataka se odnosi na vrednosti u taCkama kontrolnog poligona. Na slici 3.5 desno
moze se videti da NURBS funkcije oblika nisu interpolirajuce kao i da ve¢a odstupanja nisu moguca

zbog osobine konveksnog omotaca koju imaju NURBS osnovne funkcije (poglavlje 2).
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Slika 3.4 Prikaz kvadratnih, kubnih Lagrangeovih osnovnih funkcija kao i NURBS osnovnih
funkcija treceg stepena

U tabeli 3.1 dat je pregled termina i osobina koje se koriste u klasi¢énoj metodi kona¢nih elemenata

i termina koji se koriste u izogeometrijskoj metodi konac¢nih elemenata.

4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

,_.
[} 5
)

Slika 3.5 Razlika u tacnosti interpolacije Lagrangeovih funkcija (levo) i

ponasanje B-a splajn osnovnih funkcija (desno) [CHB09]
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Tabela 3.1 Poredenje termina klasicne metode kona¢nih elemenata 1 izogeometrijske metode
konac¢nih elemenata sa NURBS osnovnim funkcijama [CHB09]

Klasi¢na metoda kona¢nih elemenata Izogeometrijska metoda konacnih elemenata sa

NUBRS funkcijama oblika
Cvorovi Tacke kontrolnog poligona
Veli¢ine u ¢vorovima Veli¢ine u tackama kontrolnog poligona
Mreza Vektori ¢vorova
Funkcije oblika interpoliraju veli¢ine Funkcije oblika ne interpoliraju velicine
u ¢vorovima u tackama kontrolnog poligona
Aproksimacija CAD geometrije Tacna CAD geometrija
Funkcije oblika — polinomi Funckije oblika -NURBS
Gibbs-ov fenomen Svojstvo konveksnog omotaca
Subdomen Patch

Kompaktna podrska - Compact support

Partiton of unity
Suma osnovnih funkcija u tacki elementa jednaka je 1

Izoparametarski pristup

Affine transformacije

Patch test zadovoljavaju
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Poglavlje 4

IMPLEMENTACIJA NURBS OSNOVNIH FUNKCIJA
U METODI KONACNIH ELEMENATA

U ovom poglavlju bi¢e predstavljen metod konacnih elemenata sa NURBS osnovnim funkcijama
primenjenih na ravanske 2d konacne elemente i konacne elemente tipa solida. Poseban osvrt ¢e
biti dat na modeliranje strukture sa jednim i viSe patch-eva. Rezutati analiza ovim elementima bice
uporedjivani sa rezultatima dobijenim u komercijalnim softverskim paketima. Posebno ¢ée biti

naglaSene pogodnosti i nedostaci metode sa NUBRS osnovim funckijama.
4.1 Izogeometrijska analiza 2d elementima u ravni

Na slici 4.1 prkazana je NURBS povr$ u ravni u fizickom i indeksnom prostoru.

1

1/2
o
o

e |A(EM)

X

Slika 4.1 NURBS povrs — 2d mreza

Pomeranja u polju elementa u izogeometrijskoj analizi mogu se slicno kao i kod izoparametarske
analize odrediti na osnovu pomeranja u tackama kontrolnog poligona i poznatih vrednosti
osnovnih funkcija za odgovaraju¢e parametarske koordinate (za definisanu tacku u polju

elementa). Za povrs prikazanu na slici 4.1 polje pomeranja se moze opisati:
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en

_ ) _ (Raug + o Replen) _ z (e) _ (e)

= {v} - {Rlvl + Renven} = e = Ra (4.1)
i=1

gde suu i vpomeranja odredene tacke u polju elementa u pravcu x iy, u; 1 vi komponente pomeranja
u tackama kontrolnog poligona, R; osnovne funkcije ¢ija je vrednost razli¢ita od nule i en broj
osnovnih funkcija razli¢itih od nule. Prethodna jednacina je napisana u skra¢enom obliku

uvodenjem sledec¢ih smena:
o
R; O (e U;
= [R; . R, = . g =/a . g9 =T
R=[RyRy . Reali Ri=[( pli @ 24 a®@ =11 (42)

H vl
)

Ukupan broj osnovnih funkcija (ubof) NURBS bilo koje tacke na povrsi odreduje se po jednacini:

ubof = (n-p-1)-(m-q-1) (4.3)
gde su sa m 1 n obelezeni brojevi elemenata vektora ¢vorova u & odnosno n pravcu. Od ukupnog
broja samo su en osnovnih funkcija razli¢ite od nule. Broj tacaka kontrolnog poligona odgovara
ukupnom broju funkcija ubof ali je samo pomeranje od en tacaka konrolnog poligona uticajno za
odredivanje pomeranja odredene tacke povrsi. Osnovne funkcije NURBS-a R; se odreduju po
jednacini 2.20. Za odredivanje osnovnih funkcija NURBS-a potrebno je prethodno odrediti
vrednosti osnovnih funkcija B-splajna. Osnovne funcije B-splajna u oba pravca prikazane su na
slici 2.1. Za tacku na rasponu [¢;, &i+1) postoji kao $to je ranije naglaseno p+1 za & pravac (osnosno
g+1 za 5 pravac) osnovna funkcija B-splajna koja je razli¢ita od nule, gde je p (odnosno g) stepen
osnovnih funkcija B-splajna. Sa slike 4.1 se moZe primetiti da su osnovne funkcije B-splajna N>,
N3 1 Ns (M1, M2, M3) u & praveu (u  praveu) razlicite od nule za prikazanu tacku povrsi. To znaci
da ¢e ukupan broj funkcija NURBS-a na intervalu [&, &it1)x[7j, 77j+1) biti (p+1)(g+1). Ukupan broj
osnovnih funkcija B-splajna na celokupnom rasponu patcha u £ i 5 pravcu odreduju se na osnovu

Seme koja je prikazana na slci 2.2.

Matrica osnovnih funkcija razli¢itih od nule R za odgovarajuc¢u tacku u elementu (¢, ) dimenzija je
2x2en. Pomeranja ¢vorova vezanih za odgovarajuce osnovne funkcije po Voight-ovoj notaciji je
dimenzija 2en. Vektor deformacije moze se predstaviti preko komponentnih deformacija na sledeci

nadin:

e = e, gy'yxy]T (4.4)

gde su komponentne deformacije date slede¢im jednakostima:
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u ov

Ju OJv

(4.5)

Smenom vrednosti pomeranja u i v u prethodnim jednacinama dobija se jednacina za odredivanje

deformacije u polju elementa na osnovu pomeranja u tackama kontrolnog poligona.

SELPE
Nen ax l Nen
&= Z< E;—}; v b= Z Bl-ai(e) = Ba®
= o, oR, i=1 (4.6)
oy “ " ax V)
B = [By,B,,..B,,]
gde je matrica izvoda osnovnih funkcija B:
Riy O
B;=|0 R, (4.7)
Riz R
1 gde su:
LR, @R 0RO OR;
Ri,l—a—kzﬂhkafk' Rz = 3y —;]mcafk (4.8)

Transformacija izvoda osnovnih funckija po indeksnim koordinatama u izvode u dekatrovim
koordinatama ostvaruje se primenom elemenata inverzne Jacoby-eve matrice Tl(i) Izraz za
odredivanje Jacoby-eve matrice dat je jednacinom 4.11. U prethodnim jednacinama koris¢en je
izvod osnovnih funkcija u globalnom koordinatnom sistemu. Izvodi osnovnih funkcija NURBS-a
u lokalnom koordinatnom sistemu (indeksnim koordinatama) mogu se sracunati koriS¢enjem
izraza 2.25. Vezu izvoda u odnosu na indeksni koordinatni sistem i izvoda u odnosu na globalni
koordinatni sistem predstavljena je jednacinom 4.9:

dR; [0x dyy (9R:

gl T A D _ jeo 2R 4.9
om ) lon onllay)

Kako se polozaj tacke na povrsi u polju elementa odreduje na osnovu polozaja tataka kontrolnog

poligona i osnovnih funckija NURBS-a:

Nen
o= (=D n ) = a
i=1

Jacoby-eva matrica dobija oblik:
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OR; OR; ]

Nen X; ==Y

o =98 98T
~ Lu|0R;,  OR; (4.11)

=1 Exi an = Yi

Izvodi osnovnih funkcija u globalom koordinatnom sistemu mogu se sracunati na osnovu izvoda

u lokalnom koordinatnom sistemu preko inverzne Jacoby-eve matrice:
Ri) "”2
f—[ J @l R} (4.12)

-0l

Element matrice krutosti elementa Ki(je) dat je izrazom:

(e) _ T
Kij = fL(e) 5Bl DBJdA (413)

U prethodnom izrazu D predstavlja matricu materijala. Za ravanski model gde je g, = 0i¢, # 0

materijal se opisuje matricom:

1 v 0
E v 1 0
==y 0 o 4= (4.14)
2(1+v)

Za ravanski model gde sa g, # 0 i deformacijom ¢, = 0 materijal se opisuje matricom:

E(1-v) v

TA+na-zwf1-v o (4.15)

2(1 —v).

Drugi model izotropnog materijala se koristi za ravanske probleme gde nema deformacije u z

pravcu (npr. poprecni presek brane). Parametarske koordinate ¢ i 7 se najceS¢e racunaju preko

vektora &vorova i lokalne koordinate elementa &, #:

§= &+(§+UM; §e[-1,1]
R (4.16)
n=m+(ﬁ+1)(m+12—m) ;e =11]
Elementarna povrs preko lokalnih koordinata glasi:
dA = dxdy = |]©| d& dn (4.17)

Gde je |](e)| determinanta Jacoby-eve matrice:

49



Idx dx] |dxd¢ dxdnl

_|a€ an| _|dEaé dndn

J=\ay ay| = |ayds dydn (4.18)
dé dnl ld&Eqé dndn

Prethodna jednacina 4.13 nakon smene elementarne zapremine dobija oblik:

+1 41
K= | | eBI mpB e ml©| dedn (4.19)
-1 J-1

Numericka integracija jednacine 4.13 se vrsi naj¢es¢e primenom Gauss—Legendrovih kvadraturnih

formula.

+1 +1 +1 +1
(@) T , (e _
K= 1 [ B[(& DDB,(E )] dedn | 1 [ fndsan @)

gde je sa f (& n) oznaceno:

f(&m =Bl (&mDB;(& M@ (4.21)
Primenom kvadratura prethodni izraz dobija oblik:
k0= remaan=| ZWf Gon)dn= . ) Wit (&:m) 2
q=1p=

U prethodnoj jednacini sa fp, 1, su oznacene koordinate Gauss-Legendrovih integracionih tacaka

a sa W, W, teZinski koeficijenti. Gauss-ove kvadraturne formule sa » integracionih tacaka su tacne

za podintegralne funkcije stepena 2n-1.
4.2 1zogeometrijska analiza 3D solid elementima

Na slici 4.2 prikazan je NURBS solid u fizickom i indeksnom prostoru. Kao i kod problema u
ravni deformacija u polju elementa kod izoparametarskog 3D solid (NURBS) elemenata moZe se
odrediti na osnovu pomeranja u ¢vorovima i vrednostima osnovnih funkcija (en funkcija razli¢itih

od nule) za definisanu tacku u polju elementa:

u Rlul + Rzuz + + Renuen en
u= { } { R,vy + Ryvy + 4 RopVen } =Y Ra® = Ra® (4.23)
w Riwy + Ryw, + -+ RopnWep, i=1
gde su:
al®
R;, 0 O U;
l (e) 4 a® & (e)
R=[Ry,Ry, ..,Rep]; Ri=(0 R; Of; a'¥={"2 ¢; a7’ ={W (4.24)
0 0 R w;

@ J
late
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Slika 4.2 NURBS solid- fizi¢ki i indeksni prostor

Deformacija se moZze predstaviti preko komponentnih deformacija na sledec¢i nacin po Voight-ovoj

notaciji:

T
£ = (&, €y, 82, Vays Vo Vya) (4.25)

gde su komponentne deformacije:

ou _617 _OW _0u+6v _6u+aw _0v+0W 496
Ex_ax'gy_ay'gz_az'yxy_(')y ox’ 2 T 57 T ax 12 T 5 dy (4.26)

Smenom vrednosti pomeranja u, v i w u prethodnim jednafinama dobija se jednaCina za

odredivanje deformacije na osnovu poznatih vrednosti pomeranja u tackama kontrolnog poligona.

( OR; )
ox
o

9z ! ©
£:z< OR,  OR; >=ZBiaf = Ba(®
o1 | — v, + — =1 (4.27)

9z @ Wi
OR; OR;
oz it o
OR; OR;

3y %t ax Vi)
B =[B,,B,,..B,,]

gde je matrica izvoda osnovnih funkcija B:

Wi
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'R i1 0 0 1
0 R, 0
g | 0 R (4.28)
' 0 Riz Rip '
Riz 0 Ry
(R, Ry 0]

gde su:

3 3 3
aRl =(e) aRl aRl =(e) aRl aRl =(e) aRl
. = —= —_— . = —= —_— . = —= - 429
Rl.l ox E ]1k afk,, Rl,2 ay 2 ]Zka.’;k' Rl.3 0z E ]3kafk, ( )

k=1 k=1 k=1
U prethodnim jednacinama koris¢en je izvod osnovnih funkcija u globalnom koordinatnom sistemu.
Izvodi osnovnih funkcija NURBS-a u lokalnom koordinatnom sistemu (indeksnim koordinatama)
mogu se sraunati koriS§¢enjem izraza 2.30. Vezu izmedu izvoda u odnosu na indeksni koordinatni
sistem 1 izvoda u odnosu na globalni koordinatni sistem daje matrica transformacije (Jacoby-eva
matrica):
(OR;\  ox oy 0z] (OR; "
) 9t 9t 0t|| ox
OR; dx dy 0z||gR, OR

ok —= L =@ 4.30
on dn on on|| gy J 0x (4.30)

OR; dx 0dy 0z||gR;
Lag) Lot ot atl\ g, )

Kako se polozaj tacke u solid elementu odreduje na osnovu polozaja ta¢aka kontrolnog poligona 1

osnovnih funkcija NURBS-a:

X n X;
X = {y} = Z N; {yi } = Nx(© (4.31)

Jacoby-eva matrica dobija oblik:

9N, AN,  ON,

l l
) 9 Xi P8 Vi P Zj
J© = Z all X all Vi o, z; (4.32)
- on on an
aN, 9N,  ON,
a0 ot o

Izvod osnovne funkcije u globalom koordinatnom sistemu na osnovu izvoda u lokalnom

koordinatnom sistemu mogu se predstaviti preko inverzne Jacoby-eve matrice:
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(OR; (OR;)
AL
ORl- -1 i
= [ 70
X % [1©] ~ 4 on ( (4.33)
ORL- aRl
57 / L 9T )

Element matrica krutosti elementa se moze predstaviti izrazom:

K = ﬂf BTDB; dV (4.34)
(e)

U prethodnom izrazu za matricu krutosti matrica u oznaci D je matrica materijala koja za izotropni

materijal ima oblik:

v vV

1=y 1=y 0 0
v v

— 1 0 0 0

LA 0 0 0

__EQ-v v iy 1-2v (4.35)
-2/ 0 0 0 zz—s 0 0
1—-2v
0 0 0 0 saow O
1—-2v
0 0 0 0 O Aol

Parametarske koordinate &, 1 1 { se naj¢esce racunaju preko vektora ¢vorova i lokalne koordinate
elemenata &, i C :

(€L+1 S;L)

&= fl+(€+1)—; ¢ e[-1,1]
n=m+(ﬁ+1)(""“2—_m) ;€ [-1,1] (4.36)
c+(c+1)(c‘“ ) ; e[-1,1]

Elementarna zapremina se moze izraziti preko lokalnih koordinata:

dV = dxdydz = [J©| d& dndg (4.37)

Gde je |](e)| determinanta Jacobi-eve matrice:
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dx dx dx dxd¢ dxdn dxdC dx dx dx
d di df| |[d€dE dndfi dndl g dn dc
jo |2 by (dyds dydn o dydo) dSdnde\dy dy dyf o
d¢ dn dg| |d§ds dndi dndf| d¢dndl|dé dn dg '
dz dz dz dzd¢ dzdn dzdC dz dz dz
dé di dgl ldga¢ dndi dndg d§ dn dg
izraz za odredivanje matrice krutosti elementa dobija oblik:
+1 ~+1 ,+1
K= 1 | 1 | BRI n.0DBA(E O] de dn g (439)

Numericka integracija jednacine 4.34 se vrsi najces¢e primenom Gauss—Legendrovih kvadraturnih

formula. Matrica krutosti odredena izrazom 4.39 uvodenjem smene dobija oblik:

+1 +1 +1
Kl] -f—l .’;1 f_l B; (& U,()DB](é:, n()l] |d§d77d{

(4.40)
+1 41 41
-[ | | renodazana
-1 J-1 Ja
gde je sa f(& n,{) oznaceno:
f(&n) =B (&nODB;(&5 1)1 (4.41)
primenom kvadratura prethodni izraz dobija oblik:
© +1 41 41 1141 P
k0= | | renodednaz=| | pzlwpf(ép, 7<) dndg
- (4.42)
e ' ny Mg Mp
= [ s (G S) e =D W (4, 5r)
-1 q=1p=1 r=1q=1p=1

U prethodnoj jednacini sa §p, My ¢, su oznacene koordinate Gaus-Legendrovih integracionih

taCaka a sa W, W, W teZinski koeficijenti. U zavisnosti od broja integracionih taCaka na intervalu

X € [—1, 1] razlikuju se i njihove koordinate i tezinski koeficijenti.
4.3 Softver za izogeometrijsku strukturnu analizu

Algoritam softvera za izogeometrijsku strukturnu analizu u odnosu na algoritme primenjene u
softverima klasi¢ne metode konac¢nih elemenata se u osnovi znatno razlikuje iako se veéina
procedura moze prilagoditi izogeometrijskoj analizi [MMP14]. Ova razlika je posledica u
posmatranju strukture preko patch-a kod izogeometrijske metode konacnih elemenata sa NURBS
osnovnim funkcijama. Osnovne funckije elementa su u osnovi funckije NURBS patcha i mogu

pripadati i drugim susednim elementima u zavisnosti od stepena osnovnih funkcija.
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Pre posmatranja elementa kao dela strukture sa odgovaraju¢im mehanic¢kim svojstvima potrebno
je definisati poloZaj elementa u okviru patcha. Ovo je potrebno uraditi ne samo da bi se kasnije
izvr$ilo asembliranje elementa u strukturu vec i1 da bi se odredila veza lokalnog broja i globalnog
broja osnovnih funkcija [CHB09], tacaka kontrolnog poligona patcha i elementa kao i indeksnih
koordinata elementa. Iz tog razloga se formiraju dva vektora IEN i INN. Vektor IEN daje vrednost
globalnog broja osnovne funkcije za dati broj elementa i1 broj lokalne funkcije. Vektor INN daje
indeksne koordinate za dati globalni broj osnovne funkcije. Sa slike 4.3 se vidi na¢in numerisanja
globalnih i lokalnih dvoparametarskih osnovnih funkcija. Za prvi element prikazan crvenom
bojom lokalni broj osnovne funkcije oznacen je brojevima sa crvenom bojom. Globalna
numeracija osnovnih funkcija je obelezena brojevima u centru kvadrata. MoZe se uociti da je
globalni broj osnovne funkcije 11 jednak lokalnom broju 1 za prvi element, odnosno loklnom boju

2 za 2. element.

rlr.
Ns
j ™
9 | 10 Pz
nJ3—_|2 3 G2ked
5 6 7 8
6 |5 6|4 5| "4
m
112 1.3 | 4
nlo__1870l778] 7

Jr

& & & & & &
Slika 4.3 Globalno (patcha) i lokalno (elementa) oznacavanje

Elementi u okviru patcha egzistiraju ukoliko je proizvod intervala vektora ¢vorova za sve pravce
razli¢it od nule. To znaci da element ima zapreminu (ukoliko se radi o solid elementu). Ukoliko u
vektorima ¢vorova postoji ponavljanje elemenata vektora koje nije na pocetku ili kraju vektora javice
se elementi sa zapreminom (povrSinom ili duzinom) jednakoj nuli. Ovo je posledica promene stepena
kontinuiteta patcha. Ovi elementi se u algoritmu ne uzimaju u obzir kao kona¢ni elementi. Na ulazu u
algoritam je datoteka sa podacima o geometriji patcha, podacima o materijalu, tipu analize, podacima
neophodim za odgovarajuce tipove analize, podacima o grani¢nim i poc¢etnim uslovima (za dinamicku

analizu), podacima o opterecenju.

Za svaki element strukture se najpre odreduje raspon u vektoru ¢vorova kome pripada kao i tacke
kontrolnog poligona. Matrica krutosti elementa se sracunava po jednaCini 4.42 numerickom

integracijom gde je za svaku integracionu tacku potrebno izracunati osnovne funckije i izvode

osnovnih funkcija NURBS-a (slika 4.4).
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ulaz
podaci o geometriji podaci 0 FEM modelu
- indeksni vektori - podaci o materijalu
EHZ - grani¢ni 1 pocetni uslovi
- stepeni osnovnih funkcija || - opterecenja
p.q. T - tip 1 parametri analize
- kontrolna mreza =
B(x,y,z,w)

Y

Formiranje vektora

-IEN - vraca globalni broj osnovne
funkcije za konkretni broj elementa
i broj lokalne osnovne funkcije
-INN - vra¢a indeksne koordinate
globalne osnovne funkcije

e

v

1=1; i<=br.elemenata; i++

Element

Lok.br. OSNF
Gl. br. OSNF

Funkcije oblika elemnta

= H ZEng

n,n,

Odredjivanje osnovnih funkcija
NURBS-a i njihovih izvoda.

-osnovne funkcije B-splajna

-izvodi osnovnih funkcija B-splajana
-osnovne funkcije Nurbsa

-izvodi osnovnih funkcija Nurbsa

Post procesiranje (o, ¢, d)

- izdvajanje elementa iz patcha
(tacake kontronog poligona)

- odredivanje veze lokalnih i
globalnih osnovnih funkcija

- definisanje tac¢aka integracije

- odredivanje funkcija oblika

- formiranje matrice krutosti elem.

- formiranje inercione matrice

Za konkretni elemeqt u pa_tchu p.q.r, W - formiranje matrice optere¢enja
ggfiel?;']u se elementi matrice NSIOFXY ukoliko su definisana preko elem.
' DETJ K, M, F,
N = A
]| I [ ¢
m o= B SIS
SN el k%
1wl o <|=Z Asembliranje

- formiranje globalne matrice
krutosti patcha na osnovu matrice
krutosti elementa i vektora
[EN I INN

- formiranje globalne inercione
matrice patcha

- formiranje globalne matrice
opterecenja patcha

Kl‘alcha MPuwhu Fl‘atcha

Y

Grani¢ni uslovi i optereénja

- implementacija grani¢nih uslova
K MPalfha F

Patcha Patcha

v

A

SOLVER

Slika 4.4 Sematski prikaz toka informacija kroz softver
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Kao i kod klasi¢ne metode konacnih elemenata formiranje matrica krutosti, inercione matrice i
vektora opterecenja se vrsi na osnovu poznatih matrica krutosti i inercionih matrica elementa. Jedan
od nedostataka NURBS geometrije je u tome $to se formiranje sloZenije geometrije mora ostvariti
sa viSe patch-eva. Ovako formirana geometrija ima smanjen stepen kontinuiteta na granicama
patcheva u odnosu na stepen kontinuiteta unutar patch-a. Obzirom da patch ima matri¢nu formu to
podrazumeva da broj 1 polozaj tacaka kontrolnog poligona na granicama patcheva kjoji se spajaju
mora biti isti. Ovo ima za posledicu da sloZena geometrija formirana NURBS patch-evima ima ve¢i
broj elemenata, tj. lokalno poboljSanje mreze (formiranje mreze veée gustine) nije moguce jer broj
elemenata duz pravca mora ostati isti (ukoliko se zadrzi isti stepen osnovnih funckija). Ovo je
moguce izbeci koriS¢enjem modifikacije NURBS-a tzv. T-splajnovima o kojima ¢e biti viSe reci u

poglavlju 6.

Osnovna struktura softvera za izogeometrijsku strukturnu analizu sa viSe patch-eva prikazana je na
slici 4.5. Ulazni podaci u softver predstavljaju zbirna datoteka i pojedinacne datoteke svakog patcha.
Zbirna datoteka sadrzi podatke o broju patch-eva, nazivima datoteka o patch-evima kao 1 podatke o
tipu analize 1 parametrima analize. Pojedinacne datoteke sadrze podatke o geometriji, materijalnim
osobinama patch-a, grani¢nim uslovima, opterecenjima, pocetnim uslovima... Obzirom da broj
patcheva moze biti ve¢i potrebno je prvo odrediti maksimalnu veli¢inu sistema kao i vezu globalnog
broja tacaka kontrolnog poligona sistema i broja tacaka kontrolnog poligona pojedina¢nih patcheva
obzirom da se odredene tacke kontrolnog poligona na spoju patcheva poklapaju. Vektor veze
lokalnog broja u patch-u i globalnog broja u multi patch sistemu sluzi kao osnova u procesu
asembliranja kao i u post procesiranju. Nakon definisanja vektora potrebno je formirati matrice
krutosti 1 inercije svakog patcha posebno kao i vektor optereéenja patcha. Postupak je istovetan
postupku sa jednim patchom. Globalne matrice i vektore multi patch sistema dobijaju se
asembliranjem formiranih matrica patch-a u globalnu. Nakon formiranja matrice krutosti vrsi se
implementacija grani¢nih uslova i procesiranje. Rezultati staticke analize dobijaju se u vidu vektora
pomeranja tacaka kontrolnog poligona sistema. U postupku post procesiranja vektor veze globalnog
sistema 1 svakog patcha posebno daje vezu dobijenih rezultata sa pojedinacnim rezultatima svakog
patcha. Dobijanje rezultata u odredjenoj tacki polja patcha ostvaruje se na osnovu poznatih rezultata

u tatkama kontrolnog poligona i vrednosti osnovnih funckija za posmatranu tacku patcha.
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STRUKTURA SA VISE PATCH-eva
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Slika 4.5 Sematski prikaz toka informacija kroz softver sa vise patch-eva




4.4 Numericki primer plocice sa otvorom sa jedim i viSe patcheva

Primena izogeometrijske analize sa solid elementima bi¢e prikazana na relativno jednostavnom
primeru linearne staticke analize [MM13-1,2]. Rezultati izogeometrijskih analiza su poredeni sa
rezultatima dobijenim u komercijalnom softveru ANSY'S. Na slici 4.6a prikazan je model Cetvrtine
plocice sa otvorom. Oslonci u modelu su formirani tako da omogucuju simetriju modela.
Geometrijski model je formiran kao trodimenzioni NURBS solid a opterecenje je definisano kao
povriinsko ineteziteta 10kN/cm?. NURBS patch kao CAD model sa tatkama kontrolnog poligona

1 elementima je prikazan na slici 4.6b.

5 ;
| a=4m
R=1m
. t=0.01m
‘g E = 2e+11N/m?
:%’ ] v=03
i @
H‘ |
&
i 2%
- a -

Slika 4.6 Plocica sa otvorom — a) fizi¢ki model, b) NURBS geometrija

Sa slike 4.6b se moze primetiti da elementi u gornjem desnom uglu imaju dve tacke kontrolnog
poligona koje su identi¢ne. Ovakva definicija NURBS konac¢nog elementa ima singularitet na
mestu dvostruke tacke kontrolnog poligona. Ovaj singularitet nece uticati na formiranje modela
obzirom da se integracija vrsi unutar polja elementa. Kod mreze vece gustine uticaj singulariteta

bi¢e manji.

Slika 4.7 Mreza konacnih elemenata formirana u komercijalnom softveru
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Konvergencija reSenja izogeometrijske metode konacnih elemenata je odredena posmatranjem vise
razli¢itih definicija geometrije (razlicite gustine mreze konacnih elemenata). Geometrijski modeli a
samim tim 1 odgovaraju¢i FEM modeli se razlikuju u stepenu NURBS osnovnih funkcija kao i
vektorima ¢vorova (broju elemenata). Pocetni model je formiran sa §to je moguce manjim stepenima
osnovnih funkcija 1 brojem elemenata u vektorima ¢vorova. Na osnovu pocetnog modela tehnikama
rafinacije mreze (povecanjem stepena osnovnih funkcija i ubacivanjem elemenata u vektor

¢vorova) dobijaju se slozeniji modeli. U tabeli 4.1 prikazani su uporedni rezultati analiza.

Table 4.1. Pregled rezultata analize u funkciji stepena i broja osnovnih funckija

b, broj stepen broj osn(.).vnih i.zduienje u praveu
elemenata funkcija dejstva opterecenja [m]

1 2 24 -2.54158E-07

2 8 2 48 -2.69193E-07

3 32 120 -2.74696E-07

4 2 48 -2.70553E-07

5 3 80 -2.74405E-07

6 32 168 -2.75427E-07

Poredenjem rezultata izogeometrijske analize sa rezultatima dobijenim komercijalnim softverom
znatno vece gustine mreze konacnih elemenata (32 NURBS elementa u poredenju sa 44235 elemenata
u softveru ANSYS), koji su prikazani na slici 4.9 1 4.10, moze se primetiti da se oni neznatno razlikuju.
Ovo pokazuje sposobnost NURBS osnovnih funkcija da precizno opisuju polje deformacija cak 1 sa
malim brojem elemenata ali viSeg stepena. Faktor koncentracije napona NURBS modela sa
osnovnim funkcijama drugog reda i 32 elementa iznosi K=3.6245 Sto predstavlja razliku od 1.5%

u odnosu na referentni model kod koga faktor koncentracije napona iznosi K=3.57.

d [m] |

-2.75E-07
-2.70E-07
-2.65E-07

-2.60E-07

NURBS p=q=2 A—a
-2.55E-07

NURBS p=q=3 ®&——=a

-2.50E-07 L L I 1 I I I
5 10 15 20 25 30 35

broj elemenata

Slika 4.8 Konvergencija reSenja izogeometrijske analize problema istezanja ploc€ice sa otvorom
za osnovne funckije drugog i tre¢eg reda
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Na slici 4.8 prikazani su rezultati analiza Sest modela razlicitih stepena i gustina mreze. Model
formiran od elemenata sa funkcijama tre¢eg reda i sa malim brojem elemenata daje
zadovoljavajuce rezultate.
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Slika 4.9 Polje pomeranja sra¢unato a) izogeometrijskom stukturnom analizom, b)
komercijalnim softverskim paketom ANSY'S

-.275E-06

-.245E-06

-.214E-06

-.183E-06

-.153E-06

-.122E-06

=<A1TE-07

-.611E-07

-.306E-07

E_x 0

x 10° 1054, 42
STEP=1 = 2
35 Gum -1
TIME=1
5% (BVG) 303324
3.0 REYS=0
DMX =.275E-06 7120.71
SMN =-105¢.42
25  SMX =35733.7
11208.3
20 15295.9
15 19383.4
23471
1.0
27558.6
05
31646.1
0 ©x 35733.7

Slika 4.10 Normalna komponenta napona cxx (N/cm?) sradunata a) izogeometrijskom stukturnom
analizom, b) komercijalnim softverskim paketom ANSYS

Sli¢an problem se moze predstaviti i sa viSe patcheva. Model ploc¢ice sa otvorom sa Cetri patcha

prikazan je na slici 4.11.

a=8m
D=2m
t=001Tm

E = 2e+11N/m’
v=0.3

Slika 4.11 Model plocice sa otvorom sa vise patcheva
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Analiticko reSenje za plocu beskonacnih dimenzija sa kruZznim otvorom, sa naponom zatezanja u

jednom pravcu, predstavljeno u funkciji polarnih koordinata (r, 0) dato je sledeCcom jednacinom:

RZ

o o R?> _R*
o (1r,0) = 7’6(1 - r_2> + 7’6(1 - 4r_2 + 3r_4> cos(20)
o R?\ o« R*
Ogo(1,0) = %(1 + r—2> - ?"(1 + 3r—4> cos(28) (4.41)

o R? R*\
oy9(r,0) = — 7’6 <1 +2 = 3 r_4> sin(20)
gde 0,,,099, 0,9 predstavljaju komponente napona u polarnom koordinatnom sistemu za

odgovarajuce vrednosti koorinata (r,0). Smenom u jednadini 4.41 za vrednosti koordinata
D . y . o . . .
r=R= 51 6=90°, a §to predstavlja tacku sa izrazitom koncentracijom napona, dobija se da je factor

koncentracije napona u pravcu dejstva opterecenja (tangentnom pravcu) jednak K=3. Ovaj faktor
je u stvarnosti kod ploce sa konacnom Sirinom nesto veci i za odnos precnika i Sirine ploce od 0.25
iznosi 3.24317 [WDO08]. Imajuci u obzir da je model kona¢ne duzine za ocekivati je da se faktor
koncentracije napona sracunat prema [WDOS8] razlikuje od faktora koncentracije napona kod
izogeometrijskog 1 referentnog modela. Kao referentni model za ocenu dobijenih rezultata
izogeometrijske analze koriS¢en je model prikazan na slici 4.12 sa kvadratinim solid elementima.

(44235 elemenata tipa Plate 183).
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Slika 4.12 Referentni model plo€ice sa otvorom sa vise patcheva
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Za predstavljen problem formirana su Sest NURBS modela koji se sastoje od Cetri patcha sa
kvadratnim osnovnim funkcijama i Cetri sa osnovnim funkcijama treceg stepena. Na slici 4.13
prikazana je NURBS geometrija sa izdvojenim elementima. Parametar mreze u vidu najvece

dimenzje elementa dat je za svaku mreZu.

1) hmax = 4.23 2) e = 2.47

3) huma =1.74 4) hmax=1.34

5) hmax = 1.10 6) hmax = 0.58

Slika 4.13 Modeli plocice sa otvorom sa vise patcheva i maksimalnom veli¢inom elementa
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U tabeli 4.2 dat je pregled rezultata analize za modele sa kvadratnim i kubnim NURBS osnovnim

funkcijama koji su i graficki prikazani dijagramom na slici

Table 4.2. Pregled rezultata analize plocice sa otvorom sa vise patch-eva u funkciji stepena i broja
osnovnih funkcija

b broj [StePen| pyroj osnovnih izduZenje u pravecu Naponi upraveu
" |elemenata| ¢ funkcija dejstva optereéenja [m|] dejstva opterecenja
1 4 16 4.7381E-7 3.1739E+4
2 16 5 36 4.9157E-7 3.5228E+4
3 100 144 4.9820E-7 3.4856E+4
4 400 484 4.9872E-7 3.4284E+4
4 4 25 4.9121E-7 3.4814E+4
5 16 3 49 4.9738E-7 3.5084E+4
6 100 169 4.9869E-7 3.4215E+4
§
0
- =
-
-—"/
—— P
-
NURBS p=q=2 )
NURBS p=q=3 ——a
05 | | | L 11 | | | b
0.3 1 2 3 4 b

h - parametar mreze

Slika 4.14 Relativno odstupanje rezultata analize modela sa

otvorom formiranim sa cetri patcha
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Slika 4.15 Uporedni prikaz rezultata analize ploc¢ice sa otvorom sa vise patcheva (levo) i
rezultata dobijenih referentnim modelom (desno)

Naslici 4.16 prikazan je oblik matrice krutosti strukture sastavljene od Cetri patcha sa 16 elemenata

drugog reda (slika 4.13.2). Na slici se jasno moze izdvojiti uticaji pojedina¢nih matrica krutosti

o

. ' . . . .
=
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300 | ‘
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500 bl | i
L
600/ H
e
700» 1 1 L I
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Slika 4.16 Matrica krutosti a) posle asembliranja b) posle optimizacije Sirine pojasa

65



na globalnu matricu krutosti sistema. Struktura formirana iz vise patcheva cCesto ima $irok pojas
matrice krutosti 1 inercione matrice koji sa porastom stepena osnovnih funkcija raste (kao 1 kod
klasicne metode kona¢nih elemenata). Obzirom da se u izogeometrijskoj metodi Cesto koriste 1
visi stepeni osnovnih funkcija to se moze negativno odraziti na procesorsko vreme reSavanja
sistema jednacina jer je u tom slucaju pojas matrica Siri. Za slozenije probleme treba primeniti neki
od algoritama za optimizaciju pojasa matrice krutosti. Na slici 4.16b predstavljen je optimizovan
oblik matrice krutosti primenom Cuthill-McKee algoritma. Nakon optimizacije postignuta Sirina
pojasa od 195 dok je u neoptimizovanom obliku bila 723. Sirina pojasa matrice krutosti jednog
patcha nakon optimizacije iznosi 121. Obzirom da se pojas matrice krutosti povecava sa primenom
viSe patcheva sloZenije strukture treba oblikovati sa $to je moguce manjim brojem patcheva. Na
navedenom primeru je prikazana struktura gde svaki patch ima vezu samo sa dva susedna patcha
Sto predstavlja relativno jednostavnu vezu. Na slici 4.17 dat je prikaz relativno proste strukture
sastavljene od 15 patcheva kod koje postoje visestruke veze izmedju patcheva a Sto prouzrokuje

Sirok pojas matrice krutosti.

Slika 4.17 SloZeniji geometrijski model sastavljen iz viSe patcheva
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Poglavlje 5

MODEL KIRCHHOFF-LOVE LJUSKE SA NURBS OSNOVNIM FUNKCIJAMA

Ukoliko se posmatraju strukture koje se srecu u inZenjerskoj praksi 80% struktura pripada
takozvanim tankozidnim strukturama sa odnosom raspona i debljine ve¢im od 10. Najces¢i pristup
prilikom reSavanja problema analize ovih struktura je redukcija 3D polja na 2D. Nemacki fizicar
G. Kirchhoff je 1850. godine predstavio kinematske pretpostavke o deformaciji elasti¢ne ploce
koja predstavlja nadogradnju hipoteze o ponasanju elasti¢ne grede pri savijanju koju je dao
Svajcarski matematicar i fizi€ar Bernoulli 1691. godine [Kir50]. Ova hipoteza podrazumeva da
normala na srednju povr$ nedeformisanog modela ostaje normalna na srednju povrs i neistegnuta
1 u deformisanom stanju, odnosno ovom teorijom se zanemaruje transverzalno smicanje. Ovakvo
ponaSanje ploc¢a odgovara prili¢no tankim strukturama gde je odnos raspona i debljine veci od 20
za izotropne materijale odnosno za odredene kompozitne materijale i preko 100. Ovu teoriju
Kirchhoffa je A.E.H. Love proSirio i na zakrivljene povrsi [Lov88]. U 20. veku na bazi ove
hipoteze (Kirchhoff-Love hipoteze) razvijeno je viSe razlicitih teorijskih modela za analizu ljuski.
Hipoteza koja uvr§¢uje u proracun i transverzalno smicanje na pojednostavljen nacin tako da se
moze koristiti i za deblje tankozidne strukture je Reissner-Mindlin hipoteza [Rei45][Min51]. U
klasi¢noj metodi kona¢nih elemenata je ovaj tip ljuske (Reissner-Mindlin) zastupljeniji zato §to
zahteva C° kontinuitet od interpolacionih funkcija (npr. Lagrange-ovi polinomi) na granicama

elemenata.

Kirchhoff-ovi elementi zahtevaju postojanje C! kontinuiteta na granici izmedju dva
elementa zbog postojanja izvoda drugog reda u izrazu za virtuelni rad. Za razliku od klasi¢ne
formulacije kona¢niih elemenata Lagrangeovim funkcijama oblika, izogeometrijska analiza nudi
daleko veci kontinuitet na granici izmedu elemenata pa se osnovnim funkcijama uticaji sa jednog
elementa prenosi na susedni. Ukoliko se analiza radi za jedan patch NURBS povrsi i ukoliko su
funkcije oblika najmanje kvadratne, bez ponavljanja elemenata u vektoru ¢vorova (bez smanjenje

kontinuiteta od C'), povr$ je pogodna za fomriranje elemenata tipa ljuske po Kirchhoff-Love

67



hipotezi. Ukoliko se struktura mora formirati iz viSe NURBS patcheva gubi se kontinuitet C' na
granici patch-eva. Ostvarivanje kontinuiteta C° na granici patcha uslovljava kori$éenje posebnih

tehnika povezivanja patcheva uvodenjem i dodatnih elemenata [KBW10].
5.1 Diferencijalna geometrija povrsi

Za razumevanje kinematike ljuske o kojoj ¢e kasnije biti reci neophodno je najpre definisati

odgovarajuce velicine diferencijalne geometrije povrsi.
Tacka u prostoru se moze definisati u globalnom Dekartovom koordinatnom sistemu na sledeci
nacin:

r =x.e; +x,e; +xze3 = x;e; (5.1
gde su e; globalni Cartesian jedini¢ni vektori a x; odgovaraju¢e koordinate. Gore navedno

oznacavanje je po Einstein-ovoj notaciji kao i notaciji gde su latinicom oznaceni indeksi koji

uzimaju vrednosti {1, 2, 3} a grckim alfabetom indeksi koji uzimaju vrednosti {1, 2} [BWO00].
Neka je povrs definisana preko parametarskih koordinata &7, &.

Parcijalnim diferenciranjem vektora polozaja po parametarskim koordinatama & dobijaju se

tangentni (bazni) vektori na povrs u pravcu indeksnih koordinata u posmatranoj tacki povrsi.

or

8a = @ =TIy (5.2)

gde je o=1, 2 a sar, je oznacen prvi izvod vektora r po & . Dobijene vrednosti parcijalnih izvoda

vektora polozaja g, predstavljaju osnovu kovarijantnog koordinatnog sistema. Komponente vektora

r, predstavljene su na slici 5.1.

Slika 5.1 Kovarijantni koordinatni sistem u odredenoj tacki povrsi
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Vektori kovarijantnog koordinatnog sistema g; i g, ne moraju biti medusobno upravni. Treci
vektor kovarijantnog koordinatnog sitema g; dobija se vektorskim proizvodom prethodna dva
vektora. To znaci da je on upravan na prethodna dva kao i da je on vektor normale posmatrane

povrsi u odgovarajucoj tacki.

81 X8>
= — 5.3
85 = g, x gl (5-3)

Pored kovarijantnog koordinatnog sistema potrebno je odrediti i kontravarijantni koordinatni
sistem. Kontravarijantni koordinatni sistem se oznacava gonjim indeksom g% i u odnosu na

kovarijantni koordinatni sistem vazi relacija:

0 a#p
ga-gﬁ=552{1 wop ©B=12 (5.4)
Vektori kontravarijantnog koordinatnog sistema g* leze u ravni odredenoj vektorima
kovarijantnog kooridinatnog sistema g, pa je i vektor normale na povr§ g; kovarijantnog

koordinatnog sistema jednak vektoru kontravarijantnog koordinatnog sistema g3.

g =g’ (5.5)
Ukoliko posmatramo elementarnu povr§ odredenu prirastajima po indeksnim koordinatama d¢&; i

dé&, prirastaj luka ds na povrsi ljuske moZe se odrediti na osnovu priraStaja luka po indeksnim

pravcima dsg, dse. Ukoliko su priraStaji mali, priraStaj luka se moze predstaviti prirastajem vektora

dr (slika 5.2)

Slika 5.2 Prirastaj luka povrsi

Kvadrat priraStaja luka moze se predstaviti:
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2=ldr|? =dr-dr =g, - g (d§)* + 28, - 8, d§1dé; + 82 - 82 (d&3)? (5.6)
Ukoliko se za skalarne proizvode kovarijantnog koordinatnog sistema uvede smena:
811 = (81°81); 812 = (81°82); 822 = (82 82) odnosno 8ap = 8a " 8p; (5.7)
Jednacina duzine luka dobija oblik:

ds® = g1 (d&1)? + 281,d&dE; + g,5,(dé,)? (5.8)

Desni deo jednacine je poznat pod nazivom prva fundamentalna forma povrsi i ona sadrzi bitne
informacije o povrsi kao $to su duzine baznih vektora i ugla izmedu njih. Koeficijenti gi1, gi2 1 g22
predstavljaju elemente takozvanog metrickog tenzora ili fundamentalnog tenzora povrsi. Na

regularnoj tacki povrsi metricki tenzor je pozitivno definitan.

811 8121[d¢y
2 - [dg, d [ ] .
ds [déy - ds] 812 gzz] dé, (5.09)
Determinanta metrickog tenzora je jednaka:
g =detg;; = 811822 — 812° (5.10)

Elementi metrickog tenzora srednje povrsi ljuske u odnosu na kontravarijantni koordinatni sistem

se sracunavaju inverzijom matrice kovarijantnih koeficijenata metrickog tenzora:

(5] = [gas] (5.11)
odnosno:
sl llal §10
Vektori kontravarijantnog koordinatnog sistema se mogu sracunati:
g* =g%gg (5.12)
ili obratno:
8o = 8ap8” (5.13)

Prva fundamentalna forma povrsi u oznaci I ne daje opis same povrsi —njen oblik. Oblik tj. krivinu
povrsi u okolini odredene tacke povrsi, odredene presekom ravni koja sadrzi vektor normale na
povrs i same povrsi (normalni presek), kn opisuje druga fundamentalna forma povrsi u oznaci II.

Krivina u normalnom preseku moze se izraziti na slede¢i nacin:
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I = I _ by1(dé;)* + 2by,d&1dE; + byy(dé,)? (5.14)
S| g11(d&1)? + 2g1,d&1dS; + g2,(dS,)? .

gde su koeficijenti tenzora krivine bgg:

bap = Gap 93 (5.15)

Druga fundamentalna forma se moze opisati na vise nac¢ina. Diferenciranjem relacije [LCE10]:

ar

o¢, 837 0
‘ (5.16)
d%r _ 0rogs
05,08, 527 T og 0g
nakon sredivanja dobijamo:
bap = 8ap 83 = —8a 838 = 85 83a (5.17)

5.2 Kinematika ljuske

Na slici 5.3 prikazana su dva polozaja ljuske (pocetni i deformisani poloZzaj). Srednja povrs ljuske

u pocetnom poloZzaju moze se predstaviti preko parametarskih koordinata &;, &, kao:

X =X(51,$2) (5.18)

gde su &, &, parametarske koordinate.

Slika 5.3 Pocetni i trenutni polozaj ljuske

Vektor polozaja proizvoljene tacke ljuske pocCetne konfiguracije odreduje se po jednacini:
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P61 60 62) = %60 £2) + 658, gleje —=<6 <2 (519)

Ukoliko povr$ zadovoljava uslov da za svaki par koordinata (&;,¢&,) postoji jedinstven vektor

polozaja X(&;,&,) i ukoliko je Jacobi-eva matrica J (5.20) ranga 2 takva povr§ se naziva

regularnom.
rx rx
$1 &2
1D I

LIz
§1 $2

Dalje posmatrane povrsi moraju zadovoljiti ove uslove da bi odgovarale Kirchhoffovoj formulaciji

ljuske.

Prvi uslov je da povrS ne sece samu sebe a drugi je postojanje tangetne ravni u bilo kojoj tacki
povrsi. Ukoliko u nekim tackama povrsi Jakobian matrica ima rang manji od 2 takva povr§ ima

singularitet u toj tacki.

Osnovni vektori a, koji odreduju tangentnu ravan za pocetni polozaj mogu se predstaviti kao prvi
izvodi vektora polozaja srednje povrsi po parametarskim koodinatama:
0x

a, = E =X, gdea=1,2 (5.21)

Analogno (5.21) mogu se odrediti i osnovni vektori srednje povrsi u deformisanom polozaju a,:

ox
a, = E =X, gdea=1,2 (5.22)

Ako je P regularna tacka povrsi koja zadovoljava drugi uslov, onda su vektori a; i a, linearno

nezavisni. Prirastaj vektora polozaja po krivolinijskoj koordinati &, odreduje se:
dx = a,dé, (5.23)
Vektor normale na povrs za pocetni i deformisani polozaj odreduje se preko vektorskog proizvoda

osnovnih vektora a; i a, odnosno a; i a,.

a; Xa, . a; X a,

a,=———— i a 5.24
P Exa] (5:24)

B lla; X a,|
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Kovariantni osnovni vektori ljuske u pocetnom i deformisanom polozaju odreduju se slede¢im
jednacinama:

or

gazﬁzaa"‘%as,a 83 = as

(5.25)
r
ga_a_aa-l'%éa&a 83 = az

Komponente metrickog tenzora ljuske izrazene preko kovarijantnog koordinatnog sistema

odreduju se proizvodima:

gij =8 gjodnosno g;; =g, 8; (5.26)
Zamenom jednacina (5.25) u jednacinu (5.26) dobija se:
gij = 8i - 8 = (8 + &a3;) - (3j + &:a3;) (5.27)
= a;-aj;+§za3;-a; +&a;-az; + 53253,153,j
Zanemarivanjem kvadrata koordinate &, jer je re¢ o tankoj ljusci ;% = 0, prethodna jednacina

dobija oblik:
gde je koriS¢ena osobina druge fundamentalne forme povrSi a, - az g = ag - az 4.

Pomeranje tacke srednje povrsi predstavlja razliku vektora polozaja srednje ravni u deformisanom

1 pocetnom polozaju.
u=x-—X (5.29)

Odredivanje priraStaja pomeranja (5.30) izmedu deformisanog i poCetnog polozaja vrsi se pomocu
deformacionog gradijenta F. Deformacioni gradijent predstavlja primarnu meru deformacije
[Hol00] koja se koristi u nelinearnoj analizi kontinuma. Razlog koriS¢enja ove mere deformacije
u linearnoj analizi od strane viSe autora [CB11][SF89] je taj Sto se diferencijalna geometrija ljuski
1 tenzorski racun lako ugraduje i $to se na jednostavan na¢in moze prevesti u linearni domen malih

pomeranja. Deformacioni gradijent je tenzor drugog reda.
dx = Fdx (5.30)

gde je F = Gradx(X), dX i dx vektori prirastaja u pravcu tangenti na krivu &=const u
odgovarajucoj tacki krive odredenoj vektorom X u pocetnoj konfiguraciji odnosno x u
deformisanoj konfiguraciji. Deformacioni gradijent se moze definistati preko baznih vektora

pocetne 1 deformisane konfiguracije u odgovarajucoj tacki ljuske na slede¢e nacine [YDOO]:
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F = g®g' FT = g'®g;
F! =g Qg FT=g'®g;

Determinanta deformacionog gradijenta je poznata pod nazivom Jacobi-eva determinatna i

(5.31)

predstavlja odnos zapremina trenutne i pocetne konfiguracije.

J(X,t) = det(F(X)) > 0 (5.32)

Green-Lagrange-ov tenzor deformacije izrazen preko deformaciong gradijenta ima oblik [YDOO]:

e polprp_ 5.33
E—Z(C I)—Z(FTF ) (5.33)

Gde je C desni Cauchy-Green tenzor deformacije koji je simetri¢an i pozitvno definitan. I je
jedini¢ni tenzor. Kako su tenzori Cauchy-Green i I simetri¢ni to sledi da je i Green-Lagrange-ov

tenzor simetri¢an.

Smenom u prethodnom izrazu jednacine (5.31) dobija se:
Lopr L ol si®Qoi
E=-FF-D= E((g ®gi) - 8i®8 —8ij8 ®g’)
(5.34)
1 — \eiors]
E= E(gij —8i)8'®8
Green-Lagrange-ovi koeficijenti tenzora deformacije izraCunavaju se na osnovu koeficijenata

metrickog tenzora ljuske za deformisanu i poc¢etnu konfiguraciju [YDO0O] [Ge00]:

E;j = %(gij — Gij) = aij + &Py (5.35)
gde su
1 _
a; =5 (e a—a; @) (5.36)
Bij=a;-as;—a;-as;
Kako su aj 1 a3 jedini¢ni vektori normalni na srednju ravan povrsi u poc¢etnom i deformisanom

polozaju vazi sledece:

az-a, =0,

a;-a, =0, (5.37)
a;-az;=az-az=1

Shodno tome Green-Lagrange-ov tenzor deformacije (za membransku i savojnu deformaciju) bice

dimenzija 2x2.
Koriste¢i drugu fundamentalnu formu povrsi:
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baﬁ' = —a," a3'ﬁ = —aﬁ "z, = a“,ﬁ o B (538)

jednacine (5.36) dobijaju oblik:

1 o
Cap =75 (a2 — 20~ 3p) (5.39)
ﬂaﬁ = ﬁa,ﬁ ‘az — dgp " a3
Polozaj odredene tacke povrsi u deformisanom polozaju, moze se izraziti preko vektora polozaja

tacke u pocetnom polozaju i pomeranja.

X(&1,82) = X(§1,82) +u(éy, &) (5.40)

Vektori kovarijantnog koordinatnog sistema ljuske mogu se predstaviti:

L
8a = afa =dy 5333,0(

or _
8a = Fl; =aztu,+ €3a3,a
a

Koriste¢i jednacine (5.41) komponente metrickog tenzora su:

(5.41)

Sap =80 8p=(Ap+tuy+&az,) (A +up+&azg) =
a,-agta, -ug+ +&a, - azgpgtug,-agtu,-ug+ é3u, azp
+ &383,8p + E3a3, " Upg + &5°A5, " Asp (5.42)
8ap = B Bp = (Au + $3834) - (3 + $385)
=8, ap + §3A50Ap + 838, Az + 83 A5, Az
Zanemarivanjem kvadrata debljine ljuske jer je re¢ o tankoj ljuski, nakon smene u Green-

Lagrange-ovom tenzoru deformacije dobija se:

1
Eaﬁ = E(gaﬁ - gaﬁ) = Agp + €3Baﬁ'

1, _ _
Aap = E(a“ ‘ug+ag- Uy t+ugycug) (5.43)
.Ba'ﬁ = 50(,[)’ raz — 50(,[)’ "d3z — Ugg-asg
bop = —ag-azp = —ag-az, = a,p-as

Za oblast malih deformacija u ¢lanu za membransku deformaciju izostavlja se Clan u gu g.

1, _ _
aaﬁ — E(aa . u,B + aB . u'a) (5.44)

U matri¢noj formi prethodna jednacina dobija oblik:
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1
[ tyy (5.45)
2a12 al u 2 + az

Jednacina varijacije membranske deformacije ima oblik:

6“11 51 ’ 5“,1
[ 6“22 ] 52 - 6“2 (546)
25“12 51 " 611'2 + 52 - 6!1’1

Jednacina varijacije savojne deformacije ima oblik:
8PBap = —Aqp - 0a3 — SUyp - az — Ugp - Oag (5.47)

Varijacija vektora normale aj je:

a,; X a,
o = (225 )
lla; X a,||

(5.48)
_ (531 X az + al X 532) - a3 - (531 - (az X 83) + 532 * (a3 X al))
Va
Uvodec¢i pomeranja osnovni vektori za deformisani poloZaj su:
=a, +
= h T (5.49)

az = 52 + u,z

Vektorski prOiZVOd dq X d, dObl_]a Obllk dq X d; = 51 X 52 + u‘l X 52 +51 X u’z + u’l X u‘z

Zanemarivanjem C¢lana viSeg reda u; X u, izraz za varijaciju vektora normale glasi:

(6(1'1 X 52 + 51 X 6!1’2) - 53 - (6“[1(52 X 53) + 611’2(2_13 X 51))
Va

Uvode¢i u jednacini za varijaciju savojne deformacije izraz za varijaciju vektora normale

jednacina (5.47) dobija oblik:

(5.50)

583 =

(8- (0 x @) + 6 - (3 X Agg) )

6:8(1B = —611'0(6 ' 53 + —
va (5.51)

+3; - 8o (60, (@; X 83) + 6u,(3; x ay))
Va

Konstitutivana jednacina opisuje vezu izmedju deformacija i napona preko odgovaraju¢eg modela

materijala. Energetski ekvivalent Green-Lagrange-ovom tenzoru deformacije je drugi Piola
Kirchhoff-ov (PK2) tenzor napona u oznaci S. Moze se odrediti na osnovu energije deformacije

Wint.
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S a‘g/i"t (5.52)
E

Odnos drugog Piola Kirchhoff-ovog napona i Green-Lagrange-ovog tenzora deformacije definiSe

tenzor elasticnosti C koji se €esto naziva i tenzor materijala. To je tenzor Cetvrtog reda odreden
jednacinom:

s 9wt (5.53)
0E  OE2

JednaCina reavnoteZe opisuje balans izmedu unutraSnjih 1 spoljasnjih sila. Za pocetnu

konfiguraciju jednacina ravnoteZe se moZze zapisati kao:
divP + poB = div(F-S) + ppB=0 (5.54)

Gde je P prvi Piola Kirchhoff-ov napon 1 ¢ija se veza sa Cauchy-evim tenzorom napona kao i sa

drugim Piola Kirchhoff-ovim naponom data jednacinom:
P=detF-6-FT=F:-S (5.55)
B predstavlja vektor zapreminskih sila a p, specifi¢cnu masu u poc¢etnoj konfiguraciji.

Prethodna jednaina ravnoteZze zajedno sa Green-Lagrange-ovim tenzorom deformacije

predstavlja jaku formu problema grani¢nih vrednosti.

Razvijeni metod koji je predstavljen u okviru teze je zasnovan na principu virtualnog rada tj. na
principu virtualnog pomeranja. To podrazumeva da ukoliko se u sistem koji je u ravnotezi uvede
beskona¢no malo pomeranje du tada ¢e zbir unutrasnjih i spoljasnjih radova izvrSenih od strane

spoljasnjih i1 unutra$njih sila na virtualnom pomeranju biti jednak nuli tj.:
W = Wi + SWeyy = 0 (5.56)

gde su:

SWip = —f&E:SdQ
Q (5.57)
5Wext=fT-5udF+pr-6udQ
r Q

Gde su () domen elementa a I' domen granice elementa u pocetnoj konfiguraciji, T predstavlja

vektor sila na granici elementa.

Varijacija rada unutra$njihi sila moZze se definisati preko drugog Piola-Kirchhoff-ovog napona i

Green-Lagrange-ovog tenzora deformacije:
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SWint — fsaﬁSEaﬁdV = f(Saﬁé‘aa[; + SopE36Bap)dV
v v (5.58)

t/2
=jf (Sapbaap + SapésbBap)dés dQ
Q

—t/2
Naponi se mogu podeliti na napone koji odgovaraju membranskoj deformaciji (n®#) i napone koji
odgovaraju savojnoj deformaciji (m«#).

t t

0 = [ sqpdss = [ c0roa e,
2 2 (5.59)
t/2 t/2
b = [ Septsdey = | CIp(5)ds
—t/2 —t/2

Integraljenjem kroz debljinu ljuske dobijamo:

nef = tC“ﬁV‘Sayg
3 (5.59)

t
mob = R Caﬁyc?’gya

Smenom dobijenih izraza u jednacini za virtuelni rad dobijamo:
swint = f (n8ayp + MY 5B,p)d0 = f (6a’n + 6Tm)dQ (5.60)
Q Q
gde su naponi n i m vezani za membransku i savojnu deformaciju zapisani po Voigt-ovoj notaciji.

Za elastican izotropni materijal sa Young-ovim modulom E, Poisson-ovim koeficijentom v, |

konstitutivna jednacina se moze zapisati:

LT a1 mqq , P11

t
N2 | =tD |A22|, |M2z2|= ED P22 (5.61)
Niy a1z my, 2[4,

gde je D konstitutivna matrica za izotropni materijal svedena na 2D sluc¢aj Kirchhoff-Love ljuske

transformisana iz lokalnog u globalni koordinatni sistem:

[(511)2 (valla? + (1 —v)(@?)?) a1 g12 ]
D=1 E 2| (@?)? a2 g2 | (5.62)
-V 1 2 \AllF22
lsimet. (E (1(1 _1/3/6)1(6—16112)2+])J
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5.3 Diskretizacija primenom metode konac¢nih elemenata sa NURBS funkcijama oblika

Matri¢na formulacija membranske deformacije sa NURBS funkcijama oblika je:

[ o ] a, - (N;ju;)

2“22 = 52 " (Nl'zul)
a _ i
20 a; - (Njpu;) + 3, - (Nypu;) (5.63)
N;ja, N;,a,y Niia,,
= Ni,2§1x Ni,2§1y Ni,2§lz u;

N;,a;x + N;,a,, N;,a;, +N;ja,, N;,a;, + N ay,

Skraceni zapis prethodne jednacine je:
a = Bl'y; (5.64)

Matri¢na formulacija savojne deformacije sa NURBS funkcijama oblika dobija se na osnovu

jednacine:

ﬂaﬁ = (_Ni,aﬁui) " as

1

" Va [((Ni,lui) (Agp X 3z) + (Ni2w;) - (35 X 5a,ﬁ)>] (5.65)
a;-a

+ %ﬁ“'ﬁ ((Niaw) - @, x @3) + (Nipu;) - @ x &)

1 glasi:

[311 Blix Bliy Bliz

B2z | = [B2ix Bziy Baiz|u; = Bl*u; (5.66)

24 B3, Bsi, B3,

gde se elementi matrice B;; dobijaju sa vrednostima indeksa a=1, /=1, B,; dobijaju sa vrednostima

indeksa a=2, =2 i Bs; dobijaju sa vrednostima indeksa o=1, =2.

Zamenom prethodno definisanih matrica u jednac¢inu za varijaciju unutrasnjega rada dobija se:
swint f Sa’ Bt Da + 587 EC DB |dQ
= —_— a —_— =
Q (1-v?) 12(1 —v?)

Et3
12(1 — v2)

(5.67)

b

Et T
= Squ B ——DB}" + (B}
l Q[( " =z DB + (BY)
Na osnovu prethodne jednacine dolazi se do izraza za odredivanje matrice krutosti elementa:

Et Et3

K(e) =f B™T DB™ Bb T
Qe[( e) e +( e) 12(1—1/2)

68
a9 DB’;] dQ (5.68)
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Matrice elementa BT* i BZ dobijaju se na osnovu matrica B! i B? u tatkama kontrolnog poligona
elemenata:
=[BT* B} .. B
B =[B? BY .. BI]

(5.69)

Prethodni integral po povrSini elementa se najceS¢e prakticno reSava primenom Gauss-ove

kvadrture. Kako granice integracije nisu normirane od -1 do 1 potrebno je uvesti determinantu

Jacobian matrice.

K(E)i]. = an Z [(Bm)T —DB]" + (Bb) E—t303b |](e)| - W, W, (5.70)
p=1 v?) 12(1 —v?)

Za razliku od Lagrangeovih interpolacionih funkcija kod primene NURBS interpolacionih

funkcija oblast elementa nije normirana u prethodno pomenutim granicama. Iz tog razloga se i

Jacoby-eva matrica sracunava kao:

dx dx df
" |ag g

Parametarske koordinate se racunaju za odgovarajuce integracione tacke d§ 1 poznate granice

I

=@ |J@,| =7 - )@, (5.71)

elementa §; 1 &; 44 kao i 7; 17,4 na slede¢i nacin:

(fl+1 §) _ Giv1— &) €+ G +6)

{=&+(E+1) >
(5.72)
n=n+ @ +1) (Th'+1 — ;) _ Mivr = M) 7+ Migq +12)
2 2
Pa je i shodno tome drugi element Jacobi-eve determinante jednak
Giv1 = 8)  Mis — 1) (5.73)

|](e)2| =

2 2

Matrica krutosti elementa dobija se na osnovu poznatih matrica K ij za svaki par tacaka

kontronog poligona elementa.

Konacni elementi tipa Kirchhoff-ove ljuske imaju u ¢voru, odnosno tackama kontrolnog poligona
tri stepena slobode kretanja (pomeranja u sva tri pravca). Uticaj unetih ograni¢enja pomeranja u
tackama kontrolnog poligona se razlikuje u zavisnosti od polozaja tacke kontronog poligona.
Ukoliko se taka kontrolnog poligona nalazi na granici patcha i na povrsi, ograni¢enje pomeranja
definisano u toj tacki predstavlja i ogranicenje tacke same povrsi. To znaci da postoje parametarske
koordinate ¢ 17 za koje osnovna funkcija pridruzena toj tacki kontrolnog poligona dostize vrednost

jedan a sve ostale osnovne funkcije patcha za date vrednosti parametarskih koordinata imaju
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vrednost jednaku nuli. Ograni¢enje pomeranja definisano u tatckama kontrolnog poligona koje
definiSu granicu patcha, a ne nalaze se na povrsi, nemaju precizno definisanu tacku na povrsi na
koju bi se to ograni¢enje odnosilo. To je posledica toga Sto osnovna funkcija koja odgovara taj
tacki kontrolnog poligona ne dostize vrednost jedaku jedinici za bilo koje vrednosti parametarskih
koordinata ¢ 1 n pa samim tim ne postoji ni projekcija te tacke kontrolnog poligona na povrs.
Imajuci ovo u vidu posebnu paznju treba posvetiti modeliranju geometrije kako bi se u model uveli

zeljeni grani¢ni uslovi.

Primer isogeometrijske analize Cetvrtine cilindra sa Kirchhoffovim elementom ljuske predstavljen
jenaslici 5.4. Model Cetvrtine cilindra je formiran kao jedan patch pre¢nika 1m, duzine 1m debljine
zida 0.02m (slika 5.4 levo). Materijal cilindra je &elik Young—ovog modula elasti¢nosti 2-10'" N/m?
1 Poisson-ovog koeficijenta 0.3. Kao $to je prikazano na slici 5.4 (sredina) jedna izvodnica cilindra
je ukljestena a druga je opterecena uniformnim linijskim optere¢enjem inteziteta 1N/m. UkljeStenje
je definisano kao ogranicenje translacija u sva tri pravca za tri reda tacaka kontrolnog poligona.

Rastojanje izmedju redova ljuske u kojima je dato ograni¢enje pomeranja je jednako debljini ljuske.

Na slici 5.4 desno dat je prikaz pomeranja u z pravcu.

Slika 5.4 Model Cetvrtine cilindra, modeliranje granicnih uslova ukljestenja i

konturni prikaz pomeranja u z pravcu

Analiza konvergencije je sprovedena za mreze razliCitog broja konacnih elemenata i razli¢itog
stepena osnovnih funckija. Posmatrano je pomeranja u z-pravcu optere¢ene ivice cilindra.
Rezultati analize prikazani su na slici 5.5. Na slici 5.5 na apcisi se nalazi broj elemenata modela
duZz luka ne uzimajuéi u obzir elemente zanemarljive duzine koji su formirani da bi se realizovali
grani¢ni uslovi ukljestenja. Kako je i o¢ekivano svi modeli razli¢itog stepena osnovnih funcija

konvergiraju. Konvergencija je brza kod modela sa visSim rednom osnovnih funkcija.
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Slika 5.5 Rezultati analize konvergencije FEM modela sa NURBS

osnovnim funkcijama razli¢itog stepena

Rezultati su uporedeni sa rezultatima dobijenim u softveru NX Nastran sa 100 kvadratnih
elemenata tipa CQUADS. Element tipa CQUADS8 se bazira na osnovu Mindlin-Reissner
kinematike. Rezultati konvegencije prikazuju visoko pokalpanje modela sa NURBS osnovnim

funkcijama i modela sa CQUAD tipom elemenata.

5.4 Formiranje modela sa viSe patch-eva primenom traka koje prenose savijanje

Za modeliranje sloZenije strukture potrebno je koristiti viSe patch-eva. Povezivanje viSe patch-eva
u jednu celinu se ostvaruje modeliranjem patch-eva tako da tacke kontrolnog poligona koje se
nalaze na liniji spoja patcheva dele isto geometrijsko mesto u prostoru. Formiranje globalne
matrice krutosti i inercione matrice se vrsi na osnovu jedinstvenih tac¢aka kontrolnog poligona svih
patch-eva. Na taj nacin Ce se ostvariti prenos pomeranja na granici spoja dva patcha. Zbog prirode
Kirchooff-ove ljuske ovako spojena dva patcha ne ostvaruju kontinuitet C' tj. ovaj spoj ne moze

preneti momente savijanja.

Kao jedna od moguénosti prenosa momenta savijanja je definisanje joS jednog patcha koji se formira
u uskoj oblasti kontakta dva patcha [KBW10]. Primer formiranja dodatnih patch-eva koji bi preneli
moment savijanja izmedju dva patch-a u spoju prikazan je na slici 5.6 [MM15] [MMP15].
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Slika 5.6 Dodatni patch-evi za spajanje dva patcha, geometrija patcha

Na slici 5.6 se moze primetiti da se dva patcha Patch 1 i Patch 2 u kontaktu duz tacaka kontrolnog
poligona P'u1, Plyi-1, P'ni-2... U bliskoj zoni kontakta dva patcha formirana su na svakom patchu
po jedan red ¢vorova koji sluze za konstrukciju dodatnih patcheva. Da bi se dva patcha spojila na
ovaj nacin potrebno je da se prilikom definisanja svakog patcha vodi ra¢una o tome da se tacke
kontrolnog poligona jednog patcha po liniji spajanja poklapaju sa tackama kontrolnog poligona
drugog patcha. Za konstrukciju dodatnog patcha potrebno je ukupno Sest tacaka kontrolnog
poligona. Ovo je posledica toga da stepen osnovnih funkcija NURBS-a dodatnog patcha za pravac
koji preseca liniju spoja mora biti najmanje kvadratni a da drugi pravac u pravcu linije spoja moze

biti i linijski (slika 5.7).

0

i 2 0
Pn.r’ P—HI'M 000 é . 111

Slika 5.7 Dodatni patch sa minimumom zahteva u pogledu stepena osnovnih funkcija

Iviéne tacke dodatnih patcheva imaju tezinske koeficijente jednake 1. Tezinski koeficijenti tacaka
P'niiP%ni.1 se odreduju na osnovu ugla o. (slika 5.6) koji se odreduje na osnovu definicije skalarnog

proizvoda:
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1 1 .pl p2
Pn—l,an.l Pn,LPn+1,L

@pini = Arccos | = - (5.74)
|Pn—1,lpnl,l| ) |PTll.lPTl+1,l|
pa se shodno prethodno navedenom tezinski koeficijent tacaka izracunava:
a .
Whing = cos ( o ) (5.75)

Najmanji broj NUBRS osnovnih funkcija formiranog patcha je jednak Sest. Oblik elemenata zavisi
od oblika patcha koji se spajaju. U slucaju da su u kontaktu dva patcha u ravni onda je i element
koji prenosi savijanje takode ravanski. Za taj slu¢aj tacke kontrolnog poligona P's-1, P'ni i P21
nalaze se na pravoj (ugao o bi¢e jednak nuli) pa je tezinski koeficijent jednak jedinici (srednja

tacka kontrolnog poligona dodatnog patcha se nalazi na povrSima koje se spajaju).

Osnovno pitanje koji se postavlja pri konstruisanju traka koje prenose savijanje je kolika treba da
bude savojna krutost traka da bi se preneo moment savijanja. Traka koja prenosi savijanje ne treba
da oslikava materijal osnovne konstrukcije ve¢ da prenese rotaciju jednog dela konstrukcije na drugi.
Zato se savojna krutost uzima kao visestruka vrednost savojne krutosti od koga je konstrukcija
napravljena. Velike vrednosti savojne krutosti nisu pogodne jer u tom slu¢aju moze do¢i do lose
uslovljenosti matrice krutosti. Za razliku od klasi¢ne definicije Kirchhoff-ove ljuske kod ovih traka

se sracunava samo deo matrice krutosti koji se dobija na osnovu savojne krutosti [KBW10].

K® = f l(Bb)T—DSBbldQ (5.76)

Takodje i opis materijala se definiSe preko Hukove matrice (constitutive material matrix)

materijala savojne trake koja sadrzi samo jedan element:

Es 0 O
D=0 0 ()] (5.77)
0 0 O

U prethodnoj jednacini Es predstavlja savojnu krutost u odgovaraju¢em pravcu i njen odnos sa

Young-ovim modulom elasti¢nosti moZe u pojedinim slu¢ajevima biti i 10'°.

Na slici 5.8 prikazan je model koji se sastoji od dva patcha koji su povezani dodatnim patchom
koji prenosi uticaj savijanja. Patch-evi predstavljaju Cetvrtinu cilindra poluprecnika 0.3m, duzine
0.3m debljine zida 0.003m. Materijal osnovnih patcheva je Young—ovog modula elasti¢nosti 6-10'°

N/m? i Poisson-ovog koeficijenta 0.3.
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R=0.3 [m]
L=0.3 [m]
t=0.003 [m]
E=6:10" [N/m’]
v=0.3

q=200 [N/m]

Slika 5.8 Model dve Cetvrtine cilindra sa dva patcha i trakom za prenos momenta savijanja

Granic¢ni uslovi su modelirani tako da ograni¢avaju pomeranja izvodnica koje su u kontaktu sa
podlogom u sva tri pravca (slika 5.8). Grani¢ni uslovi definisani na ovaj nacin predstavljaju
cilindri¢ne oslonce ¢ija se osa poklapa sa pravcem izvodnica koje su u kontaktu sa podlogom.
Opterecenje je linijsko po izvodnici koja spaja segmente cilindara inteziteta 200N/m. Rezultati
analize sa osnovnim funkcijama tre¢eg reda i sa 42 elementa u pravcu luka dati su konturnim

prikazom pomernaja u z pravcu na slici 5.9. Za prikazani problem modelirano je viSe FEM modela.
x107 [m]
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Slika 5.9 Konturni prikaz pomeranja u z-pravcu modela sa dva patcha i

trakom za prenos momenta savijanja

Prva grupa modela formirana sa ciljem da se odredi zavisnost stepena osnovnih funkcija i gustine
mreze na tacnost rezultata za konstantnu vrednost modula elasti¢nosti i Sirine trake koja prenosi

uticaj savijanja. Posmatrane su tri grupe modela sa stepenom osnovnih funkcija od 2 do 4. Za svaki
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stepen osnovnih funkcija NURBS-a formirana su po pet modela sa razli¢itim brojem elemenata.
Broj elemenata kao parametar za ocenu tacnosti analize prikazan je na apcisi (slika 5.10). Kao
parametar za ocenu tacnosti analize uzet je broj elemenata u pravcu luka obzirom da broj elemenata

u pravcu izvodnice cilindra nema veceg uticaja na dobijene rezultate.

-7x10"

-6x10"

-5x10°

4x10™ 4

-3x10"
—4A—  stepen NURBSA p=2

Ugib vrha u z pravcu [m]

-2x10™
—O— stepen NURBSA p=3
-1x10™
—0O— stepen NURBSA p=4

T 10 I5 20 25 30 35 40 45
Broj elemenata duz luka
Slika 5.10 Pregled zavisnosti ugiba sredine cilindra u funkciji broja elementata i stepena

osnovnih funkcija

Dobijene vrednosti ugiba na sredini cilindri¢ne povrSine na mestu dejstva opterecenja u funkciji

broja elemenata konvergiraju.

Na slici 5.11 prilkazan je uticaj Sirine trake koja prenosi savijanje na rezultate analize. Posmatran
je model sa NURBS osnovnim funkcijama Cetvrtog stepena. Na apcisi je dat odnos parametara
Sirine trake (d) 1 debljine ljuske (t). Za odnose d/t manje od 0.035, odnosno za veoma male
dimenzije Sirine trake koja prenosi savijanje dolazi do veceg neslaganja dobijenih rezultata. Treba
imati u vidu da je za konkretni posmatrani model sa debljinom ljuske 3mm i odnosom d/t =0.03536
polovina §irina trake koja prenosi savijanje mala i iznosi 0,10608mm. Ova vrednost Sirine se dobija
za razliku parametarskih koordinata u pravcu luka A& = 0.001 koje odreduju poslednji element
patcha. Elementi male Sirine u odnosu na duZinu su nesrazmerni i neprecizni tako da ih u analizama
treba izbegavati. Pritom treba izbegavati i trake vece Sirine jer se tada prenos uticaja savijanja ne
prenosi lokalno na konstrukcju. Na slici 5.11 posmatran je uticaj odnosa d/t od 0.00035 do 11.094.
Za vrednosti odnosa Sirine trake 1 debljine ljuske od 0.035 do 11.094 analize su dale

zadovoljavajuce rezultate. Prikazan model je jednostavnog oblika i traka koja prenosi savijanje se
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formira tako da prati osnovnu geometriju Sto kod slozenijiith geometrijskih formi to ne mora biti

slu¢aj 1 moze biti izvor nepreciznosti.

-7x10°

%

-6x10"

-5x10*

-4x10"

-3x107

Ugib vrha u z pravcu [m]

-2x10"

-1x10"

000 (],(50 .ﬁl ! | |
0 1 1 0 0.1 1 10 an-1

Slika 5.11 Zavisnost ugiba sredine modela 1 parametra Sirine trake koja prenosi savijanje

Drugi parametar ¢iji je uticaj na tacnost rezultata posmatran je elasticnost materijala trake a koja
je predstavljena preko odnosa modula elasticnosti trake i osnovnog materijala (patcheva koje

spaja) Et/E. Rezultati analize uticaja parametra Ev/E prikazani su na slici 5.12.

-9x10*
-8x10™4 !

—TXIO"é\D—O—o- OOt

-6%107 1

-5%10™

-4x10™ 1

Ugib vrha u z praveu [m]

0 i+ i+ + + +12
1 10 1E+4 1E+6 1E+8 1E+10 1E+1 E/E [-]

Slika 5.12 Analize uticaja osnosa modula elasti¢nosti trake i osnovnog materijala na

ta¢nost rezultata analize
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Sa slike 5.12 se moze primetiti da se za odnose parametra izmedu 10> do 10'" dobijaju
zadovoljavajuée vrednosti ugiba na mestu spoja patcheva. Za vrednosti parametra od 10 do 100
postoji manje neslaganje u rezultatima dok su rezultati za manje vrednosti parametra
nezadovoljavajuéi. Za vrednost parametra koji je veéi od 10'° rezultati znacajno odstupaju. Veée
vrednosti parametra (veéi od 10'%) negativno uti¢u na numeri¢ku preciznost dobijenog resenja.
Trake koje prenose savijanje ne unose dodatnu krutost u konstrukciju. One uvode samo
ogranicenja u promeni ugla u trima tacakama kontrolnog poligona trake koje formiraju luk. Stoga
1 krutost Et treba biti dovoljno velika da promenu ugla dozvoli samo u granicama tolerancije. Stoga
se pri modeliranju traka treba voditi racuna da vrednost odnosa bude visestruka ali ne i prevelika

kako se ne bi ugrozila numericka stabilnost modela.
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Poglavlje 6

STRUKTURNA IZOGEOMETRIJSKA ANALIZA SA
T-SPLAJN FUNKCIJAMA OBLIKA

NURBS pored niza prethodno opisanih dobrih osobina ima i niz nedostataka. Jedan od glavnih
nedostataka je taj Sto se za formiranje sloZenije geometrije mora koristiti vise patcheva koji na
mestu spoja najceSce ne ostvaruju kontinuitet koji se nalazi unutar patcha. Osim toga, obzirom da
se formiranje finije mreZe vrSi ubacivanjem elementa u vektor ¢vorova patcha ili povecanjem
stepena osnovnih funkcija za odgovarajuci pravac, ta promena nije lokalna ve¢ se odnosi na ceo
patch (odnosno na odgovarajuci pravac). Na ovaj naéin znatno se usloznjava opis geometrije $to
podrazumeva i usloznjavanje mreze konacnih elemenata. NURBS povrsi koje se koriste u
kompjuterskoj grafici Cesto koriste tehniku odsecanja geometrije krivama (trimming curves) kako
bi se formirala sloZenija geometrija a §to predstavlja odgovarajucu poteskocu prilikom formiranja
FE modela. Sve su ovo razlozi zasto NURBS geometrija kao takva nije uvek pogodna za

izogeometrijsku strukturnu analizu.

Pojedini nedostatci NURBS-a mogu se prevazici koris¢enjem T-splajnova. T-splajn predstavlja
NURBS sa T-spojevima (T-junctions). Ovaj vid geometrije prvi je predstavio Sederberg 2003
[SZBO3][SCF04]. T-spojevi omogucuju lokalnu promenu mreze. Oni bi u zargonu MKE
predstavljali visee cvorove (,,hanging nodes*) nekonformnih mreza konac¢nih elemenata.
Nasuprot B-splajnu i NURBS-u, T-splajn nije striktno ograni¢en na strukturu tenzorskog
proizvoda. Kod lokalnog poboljSanja mrezZe, nova kontrolna tacka u kontrolnom poligonu se moze
definisati bilo gde a da se pritom ne mora definisati red ili kolona kontrolnih tacaka (Slika 6.1).
T-splajn se moze koristiti za spajanje viSe B-splajn povrsina sa razli¢itim vektorima ¢vorova u
jednu celinu. Ovako dobijena povrs je ,,nepropusna‘“ tj. nema otvora na granici spoja ovih povrsina
a Sto nije slucaj pri spajanju visSe NURBS povrsina. U tabeli 6.1 dat je uporedni pregled moguénosti
koje nude NURBS, T-splajn i Lagrange-ove funkcije oblika (kontinuiteta C°) koje su od znacaja

za formiranje mreze i geometrije konacnih elemenata [BCC10].
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Slika 6.1 Poboljsanje mreze — NURBS (levo) i lokalno poboljsanje mreze T-spline (desno)

Tabela 6.1 Osobine Lagrangeovih, NURBS i T-spline osnovnih funkcijau MKE (M.A.Scott 2011)

KE C’
kontinuiteta NURBS T-Spline
Lagrange
Linearna nezavisnost osnovnih funkcija + + +
Suma osnovnih funkcija jednaka jedinici + + +
Afina invarijantnost + + +
Lokalna rafinacija mreze + +
Ubacivanje dodatnih tacaka — ¢vorova + +
Jednostavna integracija u FEM programu + + +
Koristi se u CAD softverima + +
Obostrana kompatibilnost sa NURBS-om + +
Tacno predstavljanje koni¢nih preseka + +
Nepostojanje krivih za odsecanje geometrije +
Glatkost viseg reda + +
Nepropusnost prilikom spajanja + +

6.1 T-splajn geometrija

T-splajn pripada grupi splajnova zasnovanih na tackama kontrolnog poligona (point-based splines)
tj. tzv. PB-splajnovima [SZB03]. Kod PB-splajnova ne postoje topoloske relacije izmedu tacaka
kontrolnog poligona kao kod B-splajnova. Ukoliko posmatramo jedan vektor ¢vorova B-splajna npr.
==10,0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1,1 ], ukupan broj kubnih osnovnih funkcija B-splajna je 7.
Osnovna funkcija N;3(§) moze se odrediti na osnovu lokalnog vektora ¢vorova
=, =10,0,0,0,0.25], itd. Za formiranje osnovnih funkcija nije potrebno da poznajemo ceo
vektor ¢vorova kao Sto se vidi iz prethodnog primera ve¢ samo lokalne vektore. Ova osobina

omogucuje formiranje splajna na osnovu ta¢aka kontrolnog poligona. Za svaku tacku kontrolnog
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poligona povrsi potrebno je pridruziti po jedan par lokalnih vektora ¢vorova na osnovu kojih bi se

formirale osnovne funkcije. Jednacina PB-povrsi glasi:

_ ?=1PiNi(€'n)
Pem =S NEn

&neD (6.1)

gde su P; tacke kontrolnog poligona, N;(&,1) = N2 (§)M3(n), N2 (&) su osnovne funkcije kubnog
B-splajna definisane na vektoru &vorova & = [&o, &i1, €izs &isr &ia | @ MP (1) osnovne funkcije
kubnog B-splajna definisane na vektoru ¢vorova 1; = [0i0, Mi1, Niz, Niz» Nia |- Sivo obojena povrs
(Slika 6.2) D; = (&0, &i4) X (Mi0, Ni4) prikazuje oblast uticaja jedne tacke kontrolnog poligona P;.
Osnovne funkcije B-splajna N;(&,n) kao i prvi i drugi izvodi imaju vrednosti nula izvan defnisane

oblasti D;.

o O o(i"?"]“):: o

\(E:hZ:nﬂ) L

0(%0’“!2) ”(am‘]‘z) 3(;»2“.2) “(aua-nuz) O(E,H-UT]IZ)
o o .>(i'2'n”):. o}

2111
. )\ 3@2 ]u)v \

Slika 6.2. Linije ¢vorova za odredivanje osnovnih funkcija Ni(& 1)

Kako je svaka tacka kontrolnog poligona definisana za odgovarajucu oblast Di to se za odredene
vrednosti indeksnih koordinata ¢ i 1 tacka povrSi moze odrediti primenom jednacine (6.1) sumom
samo za one tacke kontrolnog poligona kod kojih je ispunjen uslov (&,7n) € D;. Domen D
predstavlja domen na kome je celokupni PB splajn definisan [SZB03]. To podrazumeva da je

D c{D;UD,U ... UD,} apritom ne mora biti pravougaoni (Slika 6.3).

i DJ

D,

Slika 6.3. Oblast definisanosti kubnog PB splajana sa Cetri tacke kontrolnog poligona
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T-splajn predstavlja PB-splajn sa odredenim ograni¢enjima koja se moraju poStovati prilikom
formiranja mreze. T-splajn se najceS¢e posmatra kao nadogradnja B-splajna. Ako se posmatra kao
nadogradnja NURBS-a mozZe biti racionalna funkcija. Za razumevanje T-splajna uvodi se termin
T-mreza koja predstavlja opis mreze kontrolnih ta¢aka u indeksnom prostoru. Mreza kontrolnih
tacaka u prostoru naziva se T-splajn kontrolnom mrezom mada se kod vecine autora ¢esto moze
sresti 1 naziv T-mreZa. Ovde ¢e se termin T-mreZa uvek odnostiti na mreZu u indeksnom prostoru.
T-mreZa je u osnovi pravougaona mreZa koja ne mora imati kompletne redove ili kolone tj. moze
imati T-spojeve. T-mreza ima dve namene. Prvo, okrenuta je vise ka korisniku nego $to je to bio
skup tadaka kod PB splajna. Drugo, vektori ¢vorova &i i mi se za svaku osnovnu funkciju
dedukcijom dobijaju na osnovu T-mreze. Ako je T-mreza bez T-spojeva onda T-splajn prelazi u
B-splajn. Svaka linija u T-mreZi prestavlja & liniju sa konstantnom vredno$¢u & ili n liniju sa
konstantnom vredno$¢u n. T-spojevi se mogu opisati kao tacka u T-mreZzi koju dele dve & linije i
jedna n linija ili obratno. Svaka linija u T-mreZi se oznacava intervalom ¢vorova uz postovanje

odredenih pravila [SZBO03]:

Pravilo 1. Zbir intervala ¢vorova na suprotnim stranicama mora biti jednak.
Pravilo 2. Ako se T-spoj na stranici mreze moZze spojiti sa T-spojem na suprotnoj stranici

T-mreze bez naruSavanja pravila 1 onda se ta stranica mora ukljuciti u mrezu.

Na slici 6.4 je prikazana jedna pocetna T-mreza za (&, m) parametarski prostor. Kordinata &
oznacava ¢ koordinatu a #; koordinatu 5 odredene stranice T-mreZe, Ai 1 Ani oznaCavaju interval
¢vorova. Svaka tatka mreZe ima svoje koordinate u parametarskom prostoru a koje se mogu
izraziti preko koordinata i intervala ¢vorova. Tako npr. tacka P1 ima koordinate (¢3, #2) a tacka P2

ima koordinate (&s-Ads, 73).

o O O Orls

H]\\ An,

0 ’[]3 Ans Arl?

AE.'T_AE.'S Aés

O 1,

G &% & & &

Slika 6.4. T-mreza
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Postujudi pravilo 1 moraju biti zadovoljene sledece jednakosti:

AnstAne=An7+Ans kao 1 A& + Aés= Aér. (6.2)

Lokalni vektor évorova

Kako se za T-splajnove vezuju samo lokalni vektori ¢vorova to ¢e se ovde pod pojmom vektori
¢vorova misliti na lokalne vektore ¢vorova. Vektor ¢vorova za odgovarajucu tacku kontrolnog
poligona T-splajna odreduje se razli¢ito u zavisnosti da li je stepen splajna parni ili neparni.
Na primer za svaku tacku kontrolnog poligona Pi vezuje se osnovna funkcija tre¢eg stepena Bi(E,n)
definisana za vektor ¢vorova E; = [$i0,$i1,$i2,$i3,$ia ] 1 Hi = [Mi0, M1, Miz Miz Mia ] Kod
T-splajnova se polozaj bazi¢ne tacke vektora ¢vorova (anchor point) vezuje u zavisnosti od stepena
T-splajna za odgovarajuci ¢vor u mrezi, kod splajnova sa neparnim stepenom, ili za sredinu Celije

T-mreZe kod splajnova sa parnim stepenom.

=

EEEEELEEEEE ELLEBELEEEEE,

Slika 6.5. Odredivanje lokalnog vektora ¢vorova kod T-splajnova sa neparnim stepenom

Uf

Kod T-splajnova sa neparnim stepenom (na konkretnom primeru stepena p=3) za tacku P1 bazicna
tacka se nalazu na sredini pa lokalni vektor ¢vorovaima oblik 2, = [.,.,&,.,.]iH; = [.,., M6, -, -]
(slika 6.5). Ostali elementi vektora ¢vorova se odreduju na taj nacin $to iz pozicije ¢vora povuc¢emo
zrake u € 11 pravcu, prema prethodno opisanoj proceduri. Lokalani vektori ¢vorova za tacke Pi 1
Py su By =[$4,$5,86,$7,88] 1 Hi=[MamsMeMzny] kao 1 E; =1[81,81,84,86,S8] 1
H, = [N1,M1,M3, N4, Ns]. Do ponavljanja indeksne koordinate u vektorima ¢vorova kao Sto su
N7, &1,in; dolazi zbog granice geometrije kada se kao i kod NURBS-a elementi vektora ¢vorova

na granici geometrije ponavljaju.
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Slika 6.6. Odredivanje lokalnog vektora ¢vorova kod T-splajnova sa parnim stepenom

Kod T-splajnova sa parnim stepenom (na konkretnom primeru stepena p=2) za tacku P1 i P2
bazi¢na tacka se nalazu na sredini ¢elije (slika 6.6). Elementi lokalnog vektora ¢vorova se dobijaju
presecanjem linija T-mreZe zracima iz sredina celija. Broj elemenata vektora u svakom pravcu
zraka se odreduje izrazom (p/2)+1. Lokalni vektori ¢vorova za tacke P1 1 P2 su:
E1 = [$3,84,$6,§8] 1 Hy = [N1,M3,M5,M6] kao 1 E; = [§5, 84, §,10] 1 Hz = [N1, M1, M3, Ms].
Svakom &voru T-mreZe je pridruZzena kontrolna tacka P, € R%s sa odgovarajuéom teZinom
w, € R gde indeks A predstavlja globalni broj kontrolne tacke. Za prikaz principa formiranja T-
mreze bi¢e koriS¢en model prikazan na slici 6.7. SpljaSnji prsten za koji je interval ¢vorova jednak
nuli je pridruZzen mrezi i ima slican znacaj kao i kod otvorenog vektora ¢vorova NURBS-a za

ostvarivanje odgovarajucih grani¢nih uslova.

Oblast definisanosti lokalnih osnovnih funkcija T-splajna , € R% odredena je preko lokalnog

vektora ¢vorova Z,, [SBV11]. Oblast definisanosti moze se predstaviti:

_ d

Q= R0 (6.3)

i=1

gde je QY = [O, AT + AT, + AT, + AEL] c R. Na slici 6.7 prikazane su oblasti definisanosti
odgovaraju¢ih osnovnih funkcija. Osnovne funkcije T-splajna se mogu odrediti na osnovu
T-mreze 1 odgovarajuéeg intervala ¢vorova. One se vezuju za odgovarjucu tacku T-mreze
&4 = (E5,E%) = (£4,1m4). Na svakoj oblasti definisanosti 04 lokalne osnovne funkcije T-splajna
definiSe se osnovna funkcija T-splajna N, preko proizvoda komponentnih (osnovnih funkcija za

svaki pravac) osnovnih funkcija B-splajana:

dp

NGalzn = | | NiCshie (64)
i=1
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Komponentne osnovne funkcije B-splajna se odreduju prema ranije prikazanoj Cox-de Boor-ovoj
rekurzivnoj fomruli. Odredjivanje oblasti definisanosti i raspona ¢vorova osnovnih funkcija

prikazno je za dve tacke mreze T-splajna na slici 6.7.
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Slika 6.7 T-mreza bikubne T-splajn geometrije

Za konstruisanje osnovnih funkcija odgovarajuc¢e tatke u T-mreZi potrebno je prvo odrediti
intervale ¢vorova u okolini izabrane tacke. Kako se vezuju za odgovarajucu tacku T-mreze oni

predstavljaju lokalni vektor intervala ¢vorova:
AZ = {A%), Ay, ..., AT, 44 } (6.5)

gde je Ag; = &4 — &;, 1 gde se lokalni vektor ¢vorova dobija na osnovu vektora intervala ¢vorova

i ima oblik E = {El, &, ...,§p+2}. Lokalni vektor intervala ¢vorova sadrzi sve informacije o
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lokalnom vektoru ¢vorova osim pocetne vrednosti. Primenom intervala ¢vorova u T-mrezi
dobijamo informacije o mrezi u odgovarajuc¢oj tacki bez potrebe odredivanja koordinatnog
pocetka, odnosno pocetne vrednosti vektora ¢vorova. T-splajn metod intervala ¢vorova se

generalno moze primeniti za sve klasi¢ne B-splajn algoritme.

Lokalni intervali ¢vorova mogu se odrediti i za povrsi i solide kao AZ, = {AE};}, =1, ...,dp,ai
odgovarajuci lokalni vektor ¢vorova £, = {E};}, i=1, ..., dp. Lokalni vektor intervala ¢vorova, kao
Sto je prethodno receno, se konstruiSe povladenjem zraka iz take kontrolne mreze za koju
odredujemo vektor do p-1 preseka sa kontrolnom mreZom u oba smera za odgovarajuéi pravac.
Na slici 6.7 izdvojena su dva &vora mreze 18 i 28. Cvor 18 se nalazi na granici mreze. Ukoliko
povucemo zrake u oba pravca mreze do preseka p-1=2 moze se primetiti da ¢e se zrak povucen ka
granici mreze (leva strana) prese¢i mreZzu samo jednom sa rasponom c¢vorova jednakim nuli. Da
bi se dopunio vektor rapona ¢vorova bi¢e uneta vrednost nula kako bi se zadovoljili uslovi na
granici T-mreze. Formiranje raspona ¢vorova u svim pravcima mreze prikazan je na slici 6.7 sa

desne strane. Ovako formirani vektori raspona ¢vorova imace oblik:

0 0 1 05

0 1 1 1 6.6)

A‘:18 = [
Na sli¢an nacin se mogu odrediti i vektori raspona ¢vorova tacke 28 sa tom razlikom $to ova tacka

predstavlja T-spoj. Formirani vektori imaju oblik:

(6.7)

AEFH ois 0.5 1]

1 1

Zapreminski modeli T-splajna se dobijaju primenom sli¢ne procedure. U odnosu na povrsinske
modele ovde je uvedena jo$ jedna dimenzija T-splajna. Analogno povrSinskim modelima
zapreminska mreza se formira primenom hexahedral-nih elemenata koji dozvoljavaju T-spjeve

(slika 6.8).

-

Slika 6.8 Zapreminiska T-splajn mreza
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6.2 T-splajn element

T-splajn element Q¢ c R% je oblast u fizickom prostoru, ogranicen je linijama ¢vorova koje
predstavljaju linije sa ograni¢enom kontinualno$¢u u T-splajn osnovi. Osnovne funkcije u
unutrasnjosti T-splajn elementa imaju kontinualnost C*.

T-mreza elemenata:

U opstem slucaju ne postoji direktna veza izmedu elementa T-splajn mreze 1 T-splajn elementa.
Element T-mreZe je Cetvorostrani element u T-mreZi ili T-splajn kontrolnoj mrezi. T-splajn element

je region T-splajn povrsi ogranicen linijama sa smanjenom kontinualno$¢u u T-splajn osnovi.
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Slika 6.9 Gore levo: T-mreza, Gore desno: T-splajn elementi na T-mrezi elemenata,

Dole: T-splajn povrs sa tackama kontrolnog poligona i T-splajn elementima

Naslici 6.9 gore levo prikazana je mreza lokalne funkcije tacke 13. Isprekidane linije su formirane
za lokalnu funkciju tacke 13 ali one nisu deo T-mreze. Na osnovu T-mreZe proSirivanjem dobija
se elementarna T-mreZa. Isprekidane linije T-mreZe elemenata predstavljaju linije sa smanjenom

kontinualnos$céu.

U oblasti izogeometrijske analize T-splajn uvode autori Y. Bazilevs, T. W. Sederberg, J. A.
Cottrell, T. Hughes, M. A Scott, T. Sederberg i drugi [BCC10] [SCF04] [SLS12] [SBV11].
Metoda kona¢nih elemenata primenom T-splajn osnovnih funkcija ima specifi¢nosti u tome da
delovanje osnovnih funkcija nije lokalno na oblast elementa i u koris¢enju T-spojeva. Da bi se

odredile osnovne funkcije elementa potrebno je formirati skup afinih transformacija [SBV11]:

se ={®°,{®¢},a=1,...,n..} (6.8)
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gde sj: ®¢: O — O° afino preslikavanje jedan na jedan iz osnovnog domena elementa £[-1.1] na
oblast elementa odreden taénim vrednostima indeksnih koordinata £¢ = ®¢(€) , ®¢: Q¢ - 0, za
a=1, ..., ne je afino preslikavanje jedan na jedan sa domena elementa u domen lokalnih osnovnih

funkcija &, = ®¢(&°) gde je sa a oznaden lokalni broj osnovne funkcije, A — globalni broj osnovne

funkcije, ne-broj osnovnih funkcija elementa razili¢itih od nule.

Za T-mrezu elementa broj 1 prikazanoj na slici 6.10 afina preslikavanja prethodno opisana

prikazana su na slici 6.11.

® '
5

Slika 6.10 T-mreZa elementa br. 1 1 kontrolne tacke za koje T-splajn osnovne funkcije imaju

vrednost razli¢itu od nule na oblasti definisanosti elementa

n
18 197 200 21
TG
= o— 000
> @ I 127 13] 14 _
S = 1 Q'
1
6 79 ; A 9 E'
1® 2 ° 4
T/ By g
Ny ‘g“lH MNis ﬁ”‘ N ﬁ”
1 1 1
ol4 o!8 ol
1 1 1 1 1
0 1 4 0
05 05 £, 05 0 Gis 05 0 £,

Slika 6.11 Preslikavanja sa osnovnog domena, domena elementa i domena

lokalnih osnovnih funkcija
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Odredivanje koordinate na osnovu koordinata osnovnog domena elementa vrsi se geometrijskim

mapiranjem sa osnovnog domena elementa u fizicki domen pomocu izraza [SBV11]:

x¢(&) = Yals PEwENg (§) ZPeRe(Se) (6.9)

we(s)
gde je :
we(§) = Z weNE (€) (6.10)
a=1

P? predstavljaju tacke kontrolnog poligona a wg tezinske koeficijente elementa odgovarajuce
a-te T-splajn osnovne funkcije za oblast elementa e. RS predstavlja racionalnu osnovnu funkciju
T-splajna.

JednacCina (6.9) se moze zapisati u matri¢nom obliku:

x¢(§) = (P)TWeNe(&) = (PO)TRe(]) 6.11)

e)TNe (3
gdesu:wé = {wt},a=1,. W€ — dijagonalna matrica teZzina W¢ = diag (W) a P° matrica
kontrolnih tacaka dlmen21_]a ne X ds (proizvod broja elemenata i prostornih dimenzija). Analogno
prethodnom N¢ i R® su vektori osnovnih funkcija razli€itih od nule na oblasti definisanosti
elementa e.

Kako se za svaku tacku kontrolnog poligona vezuje odgovarajuc¢a osnovna funkcija to je potrebno
uspostaviti vezu izmedju broja globalne osnovne funkcije i lokalne osnovne funkcije elementa. 1z
tog razloga se formira vektor IEN koji za svaki element daje vezu lokalnog broja osnovne funkcije

i globalnog broja.

6.3 ProSirena T-mreza

ProSirenje T-mreze moze se izvrsiti na svakom T-spoju. Vrsi se po slicnoj proceduri kao i kod
odredivanja lokalnog vektora ¢vorova. Ako T-spoj ozna¢imo sa T = {(7, J)} proSirenje T-mreze
se vrsi za Cetri uzastopna indeksa mreze npr. &;, &5, €3, &4 1li 111,12, N3, N4 gde se prosirenje mreze
vr$i za dva indeksa levo ili desno u zavisnosti od polozaja T-spoja u T-mrezi kao i za jedan indeks

u suprotnom smeru. Primer prosirenja T-mreze dat je sledecoj slici.
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Slika 6.12. Primeri proSirenja T-mreze u razli¢itim pravcima

Prosirenje u pravcu T-spoja naziva se prosirenje povrsi 1 izvodi se kao prosirenje za vrednost dva
preseka a proSirenje u suprotnom smeru je prosirenje stranice T-mreZe i1 izvodi se za veli¢inu
jednog preseka.

Uvodenjem prosirenja T-spojeva u T-mrezi izdvajaju se tri posebne vrste ¢vorova [XS14]. Prvu
grupu ¢vorova predstavljaju ¢vorovi koji se nalaze u preseku proSirenja povrsi (crossing vertices).
Na slici 6.13 su presecni ¢vorovi oznaceni zutim kvadratima.

CV = hext(T) Nnvext(T) (6.12)

Drugu grupu ¢vorova ¢ine ¢vorovi koji su formirani u preseku prosirenja povrsi i stranica T-mreze
(OV overlap vertices). Na slici 6.13 su prikazani zelenim kvadratima.
oV = ((ﬂ ext” (T)) N vS) U ((ﬂ ext’ (T,)) N hS) 6.13)
The] Ty€]

Gde su sa ext/ oznadena prosirenja povrsi (horizontalna 75 i vertikalna 7,) T —spojeva. Sa vS ili
hS oznacCene su stranice T-mreza u horizontalnom odnosno vertikalnom pravcu.

Tre¢u grupu Evorova predstavljaju ¢vorovi koji su formirani u preseku proSirenja povrsi sa
T-mrezom izuzimajuci ¢vorove koji su prethodno izdvojeni (extended vertices EV). Na slici 6.13

su prikazani crnim kvadratima.

EV = ((ext/ (T) N SH\OV) U (V\A(T)) (6.14)

gde su sa A oznaceni ¢vorovi koji pripadaju aktivnom regionu T-mreze (deo T-mreze iz kog su
izuzeti ivi¢ni ¢vorovi kod kojih je raspon ¢vorova jednak nuli 1 koji su kao i kod B-splajna

multiplicirani p+1 puta). Sa V oznaceni su svi ¢vorovi T-mreZe.
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Slika 6.13. ProSirena T-mreza

T-splajn pogodan za struktrurnu analizu

T-splajnovi koji su pogodni za strukturnu analizu predstavljaju podskup T-splajnova [SLS12]. Niz
osobina koje T-splajn ¢ini pogodnim za analizu dobija se od NURBS-a a koji predstavlja i njegovu
osnovu. Neke od osobina koje su ranije bile navedene su: u svakoj tacki povrsi zbir osnovnih
funkcija iznosi jedan, afine transformacije se ostvaruju preko tacaka kontrolnog poligona, osnovne
funkcije ne mogu imati negativne vrednsoti, svojstvo konveksnog omotaca. [ako je veéina osnovnih
funkcija T-splajnova linearno nezavisna postoje i T-splajnovi kod kojih to nije slucaj. Da bi se ti
posebni slucajevi izdvojili koristi se proSirena T-mreza.

T-splajn geometrija pogodna za strukturnu analizu je ona kod koje proSirena T-mreza nema

preseka horizontalnog proSirenja T-spojeva sa vetrikalnim proSirenjem T-spojeva.

6.4 Bézier-ova ekstrakcija

Osnovne funkcije B-splajna i NURBS-a, imaju oblast definisanosti na celom patchu i vrednosti
razli¢ite od nule na p+1 intervalu ¢vorova, za razliku od Lagranzeovih funkcija oblika koje su u
klasi¢noj metodi kona¢nih elemenata definisane samo na oblast elementa. Na sli¢an na¢in se mogu
posmatrati i osnovne funkcije odredene tacke poligona T-splajna ¢iji uticaj nije lokalan tj. na oblast
samo jednog elementa [SBV11]. Oblast definisanosti osnovnih funkcija je jedan od razloga
nekompatibilnosti postoje¢ih FEM softvera sa softverima za izogeometrijsku strukturnu analizu.
Da bi se priblizio pristup izogeometrijske metode kona¢nih elemenata sa FEM softverima poslo

se od ideje da se postojece izogeometrijske funkcije oblika predstave funkcijama koje su
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definisane samo na oblast elementa ne gubeci pri tome prednosti koje nudi izogeometrijska
analiza. Kao jedna od mogu¢nosti je predstavljanje T-splajn osnovnih funkcija pomoc¢u Bézier-
ovih funkcija. Ideja Bézier-ove ekstrakcije 1 predstavljanje slozene T-splajn geometrije Bézier-
ovim elementima pojavila se jo§ sa pronalaskom T-splajna [SZBO03]. Predstavljeni postupak
Bézier-ove ekstrakciju u oblasti izogeometrijske analize NURBS 1 T-spline osnovnim funkcijama,

izveli su Scott, Borden, Evans, Hughes i Sederberg [BSE11][SBV11].

Obzirom da se i NURBS i T-splajn osnovne funkcije sracunavaju na osnovu B-splajn osnovnih
funkcija ovaj postupak se svodi na odredivanje B-splajn osnovnih funkcija u odnosu na drugu
osnovu koja je definisana samo na oblast elementa [BSE11]. Ako se predstavljanje vr$i Bézier-
ovim elementima tada se za osnovne funkcije koriste Bernstein-ove osnovne funkcije. Bézier-ova

kriva se moze predstaviti slede¢om jedna¢inom:

p+1

C® =) PaBop®=P'B®, §e01] (6.15)
a=1

Skup Bernstein-ovih osnovnih funkcija prikazan matricom B(£) = {Ba,p ®}, (@=1,...p+1),je za
odgovaraju¢i skup tacaka kontrolnog poligona P = {P,}, (a=1,...p+1),. P, € RY, predstavlja
odgovarajuce tacke kontrolnog poligona gde je d broj prostornih dimenzija. Matrica P dimenzija

(p+1)xd moze se predstaviti na sledec¢i nacin:

PLoPE e
p=|P2 FE o P (6.16)
lpz}+1 P§+1 Pg‘;i+1J

Bernstein-ovi polinomi se mogu odrediti rekurzivhom formulom kao:

Byp(® = (1 =8Bgp-1(8) +&Ba-1p-1(§) §€[0,1] (6.17)
gde je
Bio(©) =1 (6.18)
kao i
B,p(§) =0akojea<lilia>p+1 (6.19)
ili direktno:
Bap® = (7 ) (1 —gptevge (620)

gde je (a E 1) binomni koeficijent a @ ima vrednost 1< a <p+1.
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Odredivanje Berstajn-ovih polinoma po (6.17 1 6.20) se vr$i ukoliko su definisani na intervalu
€ € [0,1]. Kako se u metodi konacnih elemenata element najces¢e opisuje preko prirodnog
koordinatnog sistema, to i oblast definisanosti Bernstein-ovih polnoma treba biti § € [—1, 1].

Odredivanje Bernstein-ovih polinoma za interval § € [—1, 1] se vrsi preko sledec¢ih jednacina:

1 1
Ba,p(z) = E 1- E)Ba,p—q(z) + E 1+ ‘E)Ba—l,p—l(z)
0B,, 1 ; (6.21)
az - Ep( a—l,p—l(z) - Ba,p—l(g))
ili direktno:
1
Bap® =55 (o0 1) @ =97V +po (622)

Bernstein-ovi polinomi funkcija sa viSe promenljivih (kada je re¢ o povrSima ili solidima) odreduju
se proizvodom osnovnih funkcija sa jednom promenljivom:
BA,p (f) = Bli,p (El)sz,p (EZ) (623)

gde je A globalni broj Bernstein-ovog polinoma.

Linearni kvadratni i kubni Bernstajn-ovi polinomi prikazani su na slici 6.14.

B'.(Z) B, (&) B, (&)
1 1

0.8 | = s = 08—
0.6 |- | . . ! 0.6
04 T - 04

0.2 1 ! 02 4
0 0

1 -0 0.2 0.2 0.6 1 gk -1 0.6

S S S

Slika 6.14. Bernstein-ovi polinomi prvog, drugog i tre¢eg reda

Bernstein-ovi polinomi imaju slede¢e osobine [PT97] [BSE11]:
Zbir vrednosti Bernstein-ovih polinoma za svaku vrednost § na celokupnom intervalu

(-1,1) je jednaka 1.

p+1
Y Bp®=1 vEe(-1,1) (6.24)
i=1
- Vrednost polinoma na celokupnom intervalu (-1,1) nije negativna:
Bip(®) =0 V Ee(-11) (6.25)
- Polinomi imaju samo jedan maksimum na intervalu (-1, 1) za vrednost parametra &:
i—1
E=2 -1 (6.26)

Prvi i poslednji polinom za svaki nivo rekurzije dostize vrednost 1 u tacki E=-1 ili &=1.
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Bl,p(_l) = Bp+1,p(1) =1 (6.27)

- Simetri¢nost polinoma oko ose & = 0:
Bip (&) = Bpy1-ip(—8) (6.28)

Bézier-ova ekstrakcija T-splajna podrazumeva tacno opisivanje T-splajn osnovnih funkcija na
svakom T-splajn elementu u funkciji skupa Berstain-ovih polinoma. Svaka T-splajn osnovna
funkcija posmatrana samo lokalno na oblasti elementa moze se predstaviti kao kombinacija
Bernstain-ovih polinoma odgovaraju¢eg stepena (slika 6.14). Ekstrakcija osnovnih funkcija

elementa e moZe se predstaviti:

(p+1)%s

N® = ) () (6.29)

b=1

gde su N§ (E) a-ta osnovna funkcija T-splajn elementa e, B, (E) Bernstajn-ova osnovna funkcija
stepena p i cg ) ekstrakcioni operator a-te osnovne funkcije T-splajna za b-tu Bernstein-ovu
osnovnu funkciju. Matri¢no se moze zapisati:
Ne(§) = ¢°B(}) (6.30)

Bernstein-ovi polinomi su jednaki B-splajn osnovnim funkcijama na jednom rasponu ¢vorova sa
ponavljanjem ¢vorova na oba kraja raspona koji odgovara stepenu polinoma. Operator Bézier-ove
ekstrakcije preslikava u delovima bazu Bernstein-ovih polinoma u bazu B-splajna. Ova
transformacija omoguéava da se koriste po delovima C° Bézier-ovi elementi za predstavljanje

konac¢nih elemenata za NURBS i T-splajn geometriju.
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Slika 6.15. Prikaz B-spline krive i osnovnih funkcija

Da bi se opisao postupak ekstrakcije prvo je potrebno definisati postupak predstavljanja
NURBS-a Bézier-ovim elemenatima preko postupaka Bézier-ove dekompozicije. Na slici 6.16

predstavljen je postupak Bézier-ove dekompozicije elementa B-splajn krive prikazane na slici 6.15.
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Slika 6.16. Prikaz postupka Bézier-ove dekompozicije jednog elementa krive B-splajna sa

transformacijom u Bézier-ovu krivu 1 povratnim odredivanjem B-splajn osnovnih funkcija.
6.5 Bézier-ova dekompozicija

Tehnicki postupak Bézier-ove dekompozicije se ostvaruje ponavljanjem svih unutrasnjih ¢vorova u
vektoru ¢vorova dok se ne postigne stepen ponavljanja p+1 [BSE11]. Postupak ponavljanja ¢vorova
se ostvaruje primenom algoritama za umetanje ¢vorova. Umetanje ¢vorova u vektor ¢vorova moze
se ostvariti bez promene geometrije krive (videti poglavlje 2.6.1). Neka je dat vektor ¢vorova
E= {El, &y . En+p+1}. Ubacivanje novog ¢vora £ € [&, &1 ] gde je k>p zahteva sradunavanje n+1
nove osnovne funkcije za novi vektor ¢vorova E = {El, &y &0 & Ep oo §n+p+1}. Na osnovu
postojeéih tacaka kontrolnog poligona {PA},A = 1,...,n, formira se novih m (m=n+1) tacaka

kontrolnog poligona {PA}, A = 1,...,m, primenom slede¢ih relacija:

Pl A=1,
PA=< qPA+(1—a,)P4 !, 1<A<m gdesu
P, A=m,
1, 1<A<k-p, (6.30)
ap={ 2%k _pris<as<k
EA+p_EA
0, A>k+1,
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Neka je kriva data preko vektora ¢vorova = = {0,0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1,1}. Da bi sproveli
Bézier-ovu dekompoziciju potrebno je wubaciti nove ¢vorove u vektor ¢vorova i to
{0.25,0.25,0.5,0.5,0.75,0.75}. Ubacivanje ¢vorova se vrsi postepeno. Poéetne i krajnje osnovne
funkcije (nakon ubacivanja svih ¢vorova) prikazane su na slici 6.17. Kao posledica dekompozicije

krive na Bézier-ove elemente smanjuje se stepen kontinualnosti na mestu lokacije ¢vorova na C°.

p‘ P? Pﬁ P7 Pbl 1 Pbi 2 Ptd 3 Ph4_4

0.1 0.2

Slika 6.17. NURBS kriva pre i posle postupka dekompozicije
Bézier-ov operator ekstrakcije

Da bi NURBS krivu predstavili pomocu Bézier-ovih elemenata potrebno je odrediti operator
ekstrakcije. Neka je dat vektor ¢vorova Z = {El, &, ...En+p+1} i skup kontrolnih taaka {P,},
A =1,...,n,koji definiSu B-splajn krivu. Neka je {El, EZ, . Em} skup ¢vorova potrebnih za Bézier-
ovu dekompoziciju B-splajna. Tada se za svaki ¢vor E]-, j=1,2,... m, odreduje ocjg, A=1,2,..., ntj
prema (6.30). Sada se moZe definisati operator koji preslikava skup tacaka kontrolnog poligona pre

ubacivanja novog &vora u skup ta¢aka novog kontrolnog poligona. Operator ¢} € R+H=DX(0+)) jma

oblik [BSE11]:

al 1 - 0(2 0 0 O
[O 0!2 1 - 0(3 0 e O “

/=10 0 as 1—a, 0 (6.31)
[0 0 amsj-n 1- “(n+j)|
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Uvodenjem oznake P! = P jedni¢ina (6.30) moZe se predstaviti u matri¢noj formi:

P/t = (¢/) P/ (6.32)

Skup tacaka koji se dobija posle ubacivanja poslednjeg ¢vora P™*1 definise Bézier-ove elemente

dekompozicije. Ako se sa PP ozna¢i poslednje sradunat skup tadaka P™*! i operator
T = (c™Tc™HT ... (CH)T dobija se:
Pt = CTp (6.33)
Obzirom da je podetni vektor tacaka P imao dimenziju n x d, matrica transformacije CT ima
dimenziju n x (n+m) a krajnji skup kontrolnih ta¢aka P® ima dimenziju (n+m) x d.
NURBS kriva se moze predstaviti:
T($) = (PP)'B(§) = (C"P)"B(§) = PTCB(§) = PTN(§) (6.34)

Obzirom da je skup tacaka proizvoljan, prethodna jednacina pokazuje da je odredena nova osnova

(baza) i linearni operator takav da je:

N(§) = CB(%) (6.35)

Matrica C se naziva operator Bézier-ove ekstrakcije.

Osnove funkcije NURBS se u vektorskom obliku mogu predstaviti na sledec¢i néin:

R(§) = —=WN() (6.36)

46

gde je sa W oznacena dijagonalna matrica tezinskih koeficijenata.

W= ) (6.37)
| "

Koriste¢i Bézier-ov operator ekstrakcije dobijamo predstavljanje NURBS krive koriste¢i Bézier-

ove osnovne funkcije [BSE11]:

T() = ) PaRs(®) = PTRE) = 7o PTWN(E) = 7= PTWCB(§)
A=1

46 46

(6.38)

1 T T
= € WPBE)
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Delilac u prethodnoj jednacini moZe se sracunati i za Bézier-ovu bazu na slede¢i nacin:
n
W) = Z waN4(§) = wIN(§) = w'CB($) = (C"W)"B(§) = W")"B(§) = WP(§) (6.39)
A=1

U prethodnoj jednaCini sa w oznafen je vektor teZzinskih Kkoeficijenata w = {w,},
A=1,...,n; wP =CTw predstavlja vektor tezinskih koeficijenata vezanih za Bézier-ove

osnovne funkcije.

Da bi srac¢unali tacke kontrolnog poligona Bézier-ovih elemenata potrebno je prvo definisati

dijagonalnu matricu W:

Wb = w3 - (6.40)
er1)+m

Imajuéi u vidu da je WP dijagonalna matrica, tacke kontrolnog poligona Bézier-ovih elemenata se

sracunavaju na osnovu sledece jednacine:
PP = (WP)~1cTWP (6.41)
Na osnovu prethodnog izraza sledi:
WPpP> = C"TWP (6.42)

Odnosno smenom u jedna¢inu NURBS krive dobijamo:

n+m b b
(WPPP)B(§) = —PAVV;/Z?;’)( 2
A=1

T(€) = (6.43)

1
wo ()

Bézier-ova ekstrakcija T-splajnova

Bézier-ova ekstrakcija T-splajna se neznatno razlikuje od ekstrakcije NURBS-a ili B-splajna
[SBV11]. Osnovna razlika je u tome $to NURBS i B-splajn imaju globalnu parametrizaciju dok
T-splajn ima lokalnu. To ima za posledicu dve razlike u sraunavanju operatora ekstrakcije. Prva
razlika je u tome Sto se kod T-splajna uglavnom ne radi sa otvorenim vektorima ¢vorova. Kako
pocetni i krajnji element vektora ¢vorova treba da imaju stepen ponavljanja p+1 neophodno je
prosiriti vektore ¢vorova. Druga razlika se sastoji u tome $to svaki lokalni vektor ¢vorova odgovara

odredenoj funkeciji 1 kako se obraduje tako se i sra¢nava po jedan red u ekstrakcionom operatoru
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odgovarajuceg elementa. ProSirenje lokalnog vektora ¢vorova, kako bi bio otvoren, ne utice na
parametarski opis pocetne T-splajn funkcije. Nakon prosSirenja posmatrana osnovna funkcija imace
numeraciju n+1 gde je nt broj elemenata kojima je dopunjen lokalni vektror ¢vorova dodat na

pocetku.

Kod T-splajna su uglavnom lokalni vektori ¢vorova otvoreni. ProSireni vektori ¢vorova se
formiraju dodavanjem najcesce p puta pocetnog i krajnjeg elementa u vektoru ¢vorova kako bi se
formirao vektor ¢vorova sa ponavljanjem pocetnog i krajnjeg elementa od p+1 puta. Nakon
formiranja proSirenog vektora ¢vorova Bézier-ova ekstrakcija jednog reda se vrsi sli¢no kao 1 kod

NURBS-a:

Ny(&4)le = Ng (E) = (Cg)TB(E) (6.44)

gde je sa A oznacen globalni broj a-te osnovne funkcije elementa e. Oznaka |, predstavlja

ograni¢enje samo na domen Bézier-ovog elementa e.
6.6 Numericki primer plocice sa otvorom sa viSe T-splajn povrsi

Primena izogeometrijske analize sa T-splajn osnovnim funkcijama bice prikazana na relativno
prostom primeru linearne staticke analize ravanskog modela. Posmatrani model je kao 1 u ¢etvrtom
poglavlju ploc¢ica sa otvorom modelirana sa viSe T-splajn patcheva. Rezultati izogeometrijskih
analiza su poredeni sa rezultatima dobijenim u komercijalnom softveru ANSYS i sa rezultatima

modela sa NURBS osnovnim funkcijama. Na slici 6.18 prikazan je FE model plocice sa otvorom.

a=8m s
D=2m
t=0.01m

E = 2e+11N/m?| 15
v=0.3

Detalj “A”
Razmera 2:1

Slika 6.18. T-splajn model plocice sa otvorom
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Opterecenje je definisano po liniji inteziteta 10kN/cm. Oslonci su definisani u tackama kontrolnog
poligona na suprotnoj stranici ograni¢avanjem pomeranja u svim pravcima. Na formiranom
modelu mogu se primetiti tacke kontrolnog poligona koje se oko otvora nalaze na znatno manjem
rastojanju od tacaka na spoljasnoj granici patcheva. Model je formiran sa Cetri patcha od kojih
svakiima 187 ¢vorova i 152 elementa. Svaki element je odreden sa 16 tacaka kontrolnog poligona,
osnovnim funkcijama tre¢eg reda u oba pravca i operaterom Bézier-ove ekstrakcije (dimenzija

16x16). Na slici 6.18 na detalju modela mogu se videti formirani T-spojevi.

Rezultati analize prikazani su na slici 6.19. Najveca vrednost normalnog napona u pravcu dejstva
opterecenja (mesto najveée koncentracije napona na delu kruznice) iznosi 33.7217 KN/cm?.
Uporedujuci dobijene rezultate sa rezultatima analize plo¢ice sa otvorom sa ¢etri NURBS patcha
prikazanoj u poglavlju Cetri i modelom u ANSYS-u moze se re¢i da u odnosu na komercijalni
softver rezultati odstupaju 1.5% a u odnosu na NURBS model istog reda osnovnih funkcija i sa
400 elemenata po patchu odstupanje iznosi 1.46%. Dobijene vrednosti napona se nalaze imedu

vrednosti dobijenih u komercijalnom softveru i sa NURBS modelom.

Slika 6.19. Normalna komponenta napona oxx (N/cm?) - izogeometrijska stukturna analiza na

T-splajn geometriji formiranoj sa 4 patcha
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Poglavlje 7

PROBLEM SOPSTVENIH VREDNOSTI I
EKSPLICITNA TRANZIJENTNA DINAMICKA ANALIZA

U ovom poglavlju posebna paZnja ¢e biti posvecena problemu sopstvenih vrednosti i
eksplicitnoj tranzijentnoj dinamickoj analizi. Razlog analize ponaSanja izogeometrijskog
modela sa NURBS osnovnim funkcijama u dinamickim analizama je specifi¢nost osnovnih
funkcija 1 organizacija strukture NURBS modela. U izogeometrijskoj analizi Cesto se koriste
osnovne funkcije viSeg stepena koje se prostiru najcesce kroz viSe elemenata a Sto uslovljava
vedi stepen kontinuiteta na granici elemenata [CRB06]. Posmatranje strukture kao celine sa

jednim patch-om predstavlja razliku u odnosu na klasi¢an metod kona¢nih elemenata.

7.1 Problem sopstvenih vrednosti

Analiza NURBS elementima sa kontinualno$¢u na granicama elementa jednakim ili ve¢im od
C' omoguéuje da se dinamic¢ko ponasanje konstrukcije posmatra kontinuirano kako u celosti
tako 1 na nivou elemenata bez prekida. Kod vecine tipova elementa u klasicnoj FEM kod kojih
je kontinuitet na granicama elemenata jednak C° jasno se izdvajaju oblici oscilovanja strukture

i elemenata (vi$i modovi oscilovanja).

Problem sopstvenih vrednosti posmatran u ovom poglavlju odnosi se na posebnu vrstu
dinamicke analize, imaju¢i u vidu da se ovaj problem moze koristiti i u analizama stabilnosti
statiCkih sistema. Problem sopstvenih vrednosti moze se formulisati preko reSenja dinamicke
jednacine ravnoteze [Bat96]. Dinamicka jednacina slobodnih neprigusenih oscilacija moze se

predstaviti u obliku [Bat96]:
MU+ KU =0 (7.1)

Gde je K matrica krutosti a M inerciona matrica sistema konaénih elemenata, UiU
predstavljaju pomeranja odnosno ubrzanja tataka kontrolnog poligona patcha. Ukoliko se

reSenje pretpostavi u obliku:
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U= @ sin(w(t—ty)) (7.2)
gde su @ sopstveni vektori, prethodna jednacina dobija oblik
K-d=A-M-® (7.3)

gde je A matrica sopstvenih vrednosti a @ matrica sopstvenih vektora. Sopstvene vrednosti A;
predstavljaju kvadrate sopstvenih kruznih frekvencija w?. 1z prethodne jednaine se moze
zakljuciti da jednakost vazi i ukoliko se obe strane jednacine pomnoze konstantom odakle

proizilazi da sopstveni vektori odreduju samo oblik odgovaraju¢eg moda oscilovanja.
Jednacina (1) se moze prikazati u obliku:
K-A2-M)¢=0 (7.4)
¢ijim se reSavanjem po nepoznatim sopstvenim vrednostima A iste mogu odrediti:
IK—A-M|=0 (7.5)

Resenje prethodne jednacine predstavlja trazenje korena polinoma p(A) ¢iji stepen odgovara
redu matrica K i M, a koji se kod sloZenijih sistema sa brojem nepoznatih ve¢im od 4 (kakav
je 1 slucaj u metodi kona¢nih elemenata) ne moze resiti analitickim postupkom. 1z tog razloga
je u metodi konacnih elemenata, u osnovi metoda koje se koriste za odredjivanje sopstvenih
vrednosti iterativni postupak. U razvijenom softveru koriS¢en je subspace algoritam [Bat96]

[Bat13].

Dobijeni sopstveni vektori treba da zadovolje uslov ortogonalnosti u odnosu na inercionu

matricu M tj.:
(DiTMq)i = 81] (76)

gde je 6;; Kronekerova delta funkcija. Na osnovu jednacine (7.3) i jednaCine 7.6) proizilazi i

ortogonalnost u odnosu na matricu krutosti K:
‘piTK(Di = )\181] (77)
7.2 Formiranje inercione matrice

Inerciona matrica M moze se formirati na vise nac¢ina [WLZ13] [SIV12] [LK13]. Najéesc¢i
oblik inercione matrice je takozvani consistent oblik. Modeliranje inercije sistema
konzistentnim oblikom cesto se zamenjuje dijagonalnim (koncentrisanim) oblikom koji se u
literaturi navodi kao lumped oblik. Oblik inercione matrice M koja se koristi u direktoj je vezi

sa vrstom analize koju Zelimo sprovesti, procesorskim vremenom potrebnim za reSavanje
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problema i sa taCnoSc¢u analize. Consistent oblik inercione matrice je u opStem slucaju pozitivno
semidefinitni gde su elementi glavne dijagonale m;; = 0. Ukoliko svi elementi strukture imaju
masu, consistent inerciona matrica M ¢e biti pozitivno definitna. Lumped oblik inercione
matrice je pozitivno definitan samo u slucaju da su svi elementi na glavnoj dijagonali ve¢i od

nule. U opStem slucaju dijagonalni oblik inercione matrice je semidefinitan [Bat96].

Konzistentna inerciona matrica solid elementa odredena je slede¢im izrazom [Kol12]:

M, = [ NTpNeav @.8)

v
gde je N, interpolaciona matrica NURBS elementa a p predstavlja specificnu masu materijala
elementa [GV16]. Tipi¢an oblik matrice Ne i-te tacke kontrolnog poligona elementa (u odnosu

na jednacinu) predstavljena je jednac¢inom:

N, 0 0
N, =|0 N, 0 (7.9)
0 0 N

gde su sa Ni obeleZene osnovne funkcije NURBS-a i-te tacke kontrolnog poligona elementa-

odnosno patcha. Interpolaciona matrica elementa dimanzije 3nx3 ima oblik:

N, 0 07
0 N, 0
0 0 N
N, =[: = (7.10)
N, 0 0O
0 N, O
0 0 Nl

gde je sa n oznacen broj osnovnih funkcija elementa razli¢itih od nule odnostno broj tacaka

kontrolnog poligona koje se vezuju za odgovarajuci element.

Inerciona matrica Reissner — Mindlin elementa tipa plo¢e moze se odrediti na osnovu jednacine
(7.8) gde se interpolacione matrice elemenata i-te tacke kontrolnog poligona Nei mogu

predstaviti kao [Mar07]:

Ni 0 0 ] 0 n3iNi —m3iNi
Ne, = [Neir © tiNeig] =[]0 N; 0 t; — | —ns;N; 0 15iN; (7.11)
0 0 Ni m3iNi _l3iNi 0

gde su Ni oznacene osnovne funkcije NURBS-a i-te tacke kontrolnog poligona , ti je lokalna
koordinata u pravcu debljine ploce, hi debljina ploce, I3i, m3i i n3i odreduju pravac normale

povrsi u globalnom koordinatnom sistemu.
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7.2 Modalna analiza slobodno oslonjene pravougaone ploce.

Kao model za jednostavnu demonstraciju primene izogeometrijske analize sa NURBS
funkcijama oblika uzeta je pravugaona ploca od aluminijuma (slika 7.1). Dobijeni rezultati su

uporedeni sa rezultatima analiza u komercijalnim softverima i sa eksperimentalnim rezultatima.

|
E=7-10"N/m’
1w=0.34
0 = 0.00269 ke/m’
§ 8=3 mm
|
B 511.5

Slika 7.1 Model pravougaone ploce

Analizirano je Sest modela sa NURBS osnovnim funkcijama razli¢itih stepena 1 sa razli¢itim
vektorima C¢vorova. Rezultati analiza prikazani su tabelarno (Tabela 7.1). Ploca je
diskretizovana sa 100 elemenata tipa Reissner Mindlin-ploce sa jednakim stepenima osnovnih
funkcija u oba pravca p = g = 2, 3 1 4. Ovako formirane mreze imaju razli¢iti broj tacaka
kontrolnog poligona (Tabela 7.1). Kao jedan od bitnih parametara kojim se utice na rezultate
analize je 1 vektor ¢vorova patcha. Broj elemenata vektora ¢vorova je uslovljen brojem
elemenata patcha i kontinualno$¢u na granicama elemenata patcha. Preko vektora ¢vorova se

utice na raspored tacaka kontrolnog poligona.

Tabela 7.1 Pregled rezultata analize i merenja ploce od aluminijuma

ANSYS NURBISH;CIZIZ ;r]l;:formna NURBII’I?‘C_Z; rllét];‘,ormna Merenje
br. elem. 10x10 10x10 10x10 | 10x10* 10x10 10x10 10x10

stepen. osn. funk. 2 2 3 4 2 3 4 odsupanje u
x Hz odnosu na *

br. tacaka KP - 12x12 | 13x13 14x14 12x12 13x13 | 14x14 o,
7. 55.24 55.83 55.38 55.35 55.76 | 55.42 | 55.38 | 53.60 3.16
8. 60.35 64.04 60.42 60.38 61.89 | 60.44 | 60.39 | 62.40 3.35
» 9. 128.23 | 133.72 | 128.79 | 128.59 | 131.37 | 129.03 | 128.67 | 122.10 5.05
% 10. 139.76 | 14592 | 139.89 | 139.83 | 143.15 | 140.01 | 139.84 | 139.20 0.45

g 11. 160.79 | 175.51 | 161.58 | 160.90 | 172.03 | 161.57 | 161.15 -

i.;) 12. 189.41 | 223.41 | 190.34 | 189.55 | 207.93 | 190.45 | 189.80 | 182.80 3.56
§ 13. 239.68 | 276.96 | 241.61 | 239.99 | 261.24 | 241.76 | 240.63 | 233.20 2.83
14. 273.57 | 286.19 | 275.04 | 274.34 | 281.77 | 275.92 | 274.63 | 267.30 2.57
15. 342.86 - | 35440 | 342.55 | 415.76 | 344.58 | 343.64 | 334.80 2.26
16. 376.78 | 436.09 | 379.67 | 376.86 | 433.37 | 378.99 | 377.71 | 376.20 0.18
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Ukoliko se za vektor ¢vorova uzme uniformni vektor sa jednakim rasponom izmedu elemenata
vektora ¢vorova (izuzimajuéi pocetne i krajnje elemente) kao rezultat se ne dobija ravnomeran
raspored izmedu tacaka kontrolnog poligona. 1z tog razloga u predstavljenoj analizi su posmatrane
dve grupe modela, prva sa uniformnim vektorom ¢vorova i druga sa neuniformnim kod koje je
vektor ¢vorova formiran sa ciljem da rastojanja izmedu tacaka kontrolnog poligona budu Sto je
moguce ravnomernija. Ovo nije moguce uvek posti¢i zbog same prirode NURBS povrsi. Primer

rasporeda tacaka kontrolnog poligona za stepen osnovnih funkcija 3 prikazan je na slici 7.2.

H={0,0,0,0,0.1,0.2,...08,09,1,1,1,1} E==H=1{0,0,0,0, 0.25, 0.2501, 0.251, 0.499,0.5,0.501 ...,1,1,1,1}
Slika 7.2 Primer formiranih mreza sa uniformnim i neuniformnim vektorima ¢vorova

Dobijeni rezultati su poredeni sa rezultatima dobijenim u softveru Ansys sa kvadratnim
elementom tipa SHELL 281 (referentni model). Na osnovu dobijenih rezultata moze se zakljuciti
da sopstvene vrednosti modela sa NURBS kvadratnim osnovnim funkcijama u vecoj meri
odstupaju od rezultata modela sa NURBS funkcijama viseg stepena i od referentnog modela. Kao

jedan od razloga moze biti i modeliranje inercione matrice lumped oblikom.

16

—e—unif. p=q=2 |
T 14 —e—unif. p=¢=3 _ ""“--\
= o = ®
= —e—unif. p=q=4 2 ©
= J \
=] e \
£12 @ - neunif. p=q=2
(-] .
E - - neunif. p=q=3
‘E 10 -® - neunif. p=q=4
7] y
.E O Podaci sa merenja o
(=) ® i &
S 8 2
2
g
=
i
=
<]
=]
E
==
=
=
2

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
sopstveni oblik oscilovanja

Slika 7.3 Relativno odstupanje rezultata analize NURBS modela u odnosu na
rezultate referentnog modela
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Rezultati dobijeni numerickim putem sa NURBS elementima stepena ve¢im od 2 odstupaju u
odnosu na referentni model za manje od 0.5% za prvih 5 modova oscilovanja. Oblikom
odgovaraju rezultatima dobijenim komercijalnim softverom. Uporedni sopstveni oblici merenja

i analize sa NURBS osnovnim funkcijama prikazani su u Tabeli 7.2.

7.4 Eksperimentalno ispitivanje oscilovanja slobodno oslonjene pravougaone ploce

Eksperimentalnim ispitivanjem pravougaone plo¢e od aluminijuma modelirane u prethodnoj
tacki ima za cilj utvrdivanje sopstvenih vrednosti i sopstvenih oblika i poredenje sa rezultatima
izogeometrijskih analiza. KoriS¢en je merni instrument za merenje vibracija koji radi na
principu doplerovog efekta laserske svetlosti. Merenje je izvrSeno u laboratoriji Instituta za

mehaniku Tehni¢kog Univerziteta u Berlinu.

Koris¢ena merna oprema prikazana je na slici 7.4.

Slika 7.4 Postavka merne opreme

KoriS¢ena oprema:

- Optic¢ki vibrometar: Polytec Optics- PSV-400 Vibrometer.
- Kontroler vibrometra - Polytec OFV 5000

- Softver za upravljanje 1 obradu rezultata merenja: PSV scanning vibrometer software
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Pobudivac: Permanent Magnet Shaker V406
Davac (pretvarac) sile: Force transducer Dytran 1051V3 81.363 mV/N

Objekat merenja:

Pravougaona ploca dimenzija 511.5 x 344 x 3 mm od aluminijuma specificne gustine

0.00269g/mm?> modula elasti¢nosti E=7 E+10 N/m? puasonovog koeficijenta 0.34. (Slika 7.1).

Tok merenja:

l.

Objekat merenja je okacen tankim nitima zanemarljive mase za popre¢nu gredu iznad
ploce. Oslanjanje ploce izvedeno na ovaj nacin treba da simulira slobodno oslonjenu
ploCu. Pretpostavlja se da ovako izvedeno oslanjanje nece uticati znacajno na
oscilovanje plo¢e u pravcu normalnom na ravan plo¢e u domenu malih pomeranja.

U donjem levom uglu na rastojanju 10 mm od ivica je pricvr§éen davac sile koji je sa
druge strane pricvr$éen za kotvu pobudivaca (shaker-a) (slika 7.4).

Pozicioniranje opti¢kog vibrometra se vrsi kako po visini vibrometra tako i u poduznom
pravcu objekta merenja. Pozicioniranje se vrsi sa ciljem dobijanja maksimalnog
inteziteta reflektovane svetlosti od objekta merenja.

Odredjivanje ravni merenja. Kako je merenje vrSeno jednim optickim vibrometrom, to
se sva pomeranja odreduju u odnosu na ravan merenja. Iz tog razloga je bilo bitno
definisati ravan merenja i udaljenost od izvora svetlosnog zraka. To se postize
markiranjem laserskog zraka na rubne tacke merne plo¢e nakon Cega uredaj odreduje
laserski rastojanje od svake tacke i na osnovu toga definiSe ravan merenja.
Podesavanje parametara koriS¢enih perifernih uredaja predstavlja slede¢i korak.
U ovom delu potrebno je definisati karakteristike uredaja prikljucenih na vibro
kontroler. Priljuceni uredaji su vibrometar PSV-400 koji meri brzinu kao i davac sile
koji meri intezitet pobude i za koji je potrebno uneti vrednost faktora pretvaraca.
Podesavanje frekventnog opsega u kojem se vrsi merenje. Opseg merenja frekvencije
je zadat od 0.045Hz do 2kHz. Na osnovu ovih podataka softver upravlja pobudivacem
menjajuci pobudu u tom frekventnom opsegu prilikom prolaska laserske svetlosti kroz
mernu tacku.

Ovim postupkom merenja ne dobijaju se rezultati u svakoj tacki mernog objekta ve¢
samo u unapred definisanim tackama. Na slici 7.5 prikazane su merne tacke plavim

kvadratima.
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Slika 7.5 Definisanje tacaka u kojima ¢e se se vr$iti merenje

8. Merenje: Softverski upravljano za svaku mernu tacku vrsi se merenje promene brzine
za definisani frekventni opseg (slika 7.6). Na osnovu dobijenih rezultata softver
primenom brze Furijeove transformacije (FFT) odreduje sopstvene vrednosti

oscilovanja kao i pomeranja upravna na ravan merenja za svaku kontrolnu tacku.

Slika 7.6 Pra¢enje merenja

Rezultati merenja:

Rezultati merenja su sopstvene vrednosti i sopstveni oblici oscilovanja. Sopstvene vrednosti
slobodno oslonjene plo¢e (prvih osam vrednosti) date su tabelom 7.2. MAC analizom (Modal
Assurance Criterion) utvrdeno je koji eksperimentalno utvrdeni oblici oscilovanja odgovaraju
kojim numericki odredenim modovima oscilovanja. Odstupanja sopstvenih vrednosti u odnosu na
modele sa NURBS osnovnim funkcijama stepena 2 i 3 su najveca kod treceg moda oscilovanja i
njihovo relativno odstupanje iznosi 5.05%. Odstupanje trece sopstvene vrednosti dobijene u
komercijalnom softveru u odnosu na rezultat modela sa NURBS osnovnim funkcija, iznosi 4.7%.
Odstupanje pojedinih tacaka u eksperimentalnom modelu od idealnog oblika su moguca zbog lose

refleksije tacaka na ivici mernog objekta.
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Tabela 7.2 Uporedni pregled sopstvenih oblika oscilovanja ploce

Oblici oscilovanja dobijeni izogeometrijskom Oblici oscilovanja dobijeni merenjem
analizom sa NURBS osnovnim funkcijama optickim vibrometrom
Mod 7. 55.38 Hz Mod 7. 53.60 Hz

\

Mod 8. 60.42 Hz Mod 8. 62.40 Hz

N\

S 5

- f

Mod 9. 128.79 Hz Mod 9. 122.10 Hz

— Ce=

Mod 10. 139.89 Hz Mod 10. 139.20 Hz
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Oblici oscilovanja dobijeni izogeometrijskom
analizom sa NURBS osnovnim funkcijama

Oblici oscilovanja dobijeni merenjem
optickim vibrometrom

Mod 12. 182.80 Hz

e

Mod 13. 233.20 Hz

Mod 14. 275.04 Hz

el

Mod 14. 267.30 Hz

Mod 15. 354.40 Hz

- s-\V

Mod 15. 334.80 Hz
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Kako je objekat merenja vezan preko dve niti za poprecnu traverzu, laserska svetlost koja dolazi
neposredno do same ivice plo¢e moze usled pomeranja pogoditi ivicu ploce 1 difuzno se odbiti. Ovo

prouzrokuje rasipanje svetlosti od objekta merenja i nepreciznost merenja.
7.4 Eksplicitna dinamicka izogeometrijska analiza

Razvijene procedure za integraciju osnovne dinamicke jednacine ravnoteze metodom konacnih
elemenata mogu se podeliti u dve osnovne grupe metoda i1 to: metode direktne integracije i
metode superponiranja modova oscilovanja. U metodama direktne integracije dinamicka
jednacina ravnoteze se integrali procedurom korak po korak a prefiks direktna je dobila jer ne
zahteva transformaciju dinamickih jednacina u drugi oblik. Metode direktne integracije se dalje
dele na grupu eksplicitnih i implicitnih metoda. Kod eksplicitnih metoda reSenje u vremenskom
trenutku t+At se odreduje na osnovu jednacine ravnoteze u trenutku t (prosla informacija) dok
implicitni metod koristi jednaCinu ravnoteze u trenutku t+At. U pogledu reSavanja glavna
razlika izmedu njih je u ,,koStanju* raCunarskih resursa za jedan vremenski korak kao i vrednosti
vremenskog koraka u zavisnosti od kriterijuma stabilnosti reSanja. Implicitni metod je
bezuslovno stabilan Sto i predstavlja njegovu glavnu prednost. Kod implicitne metode
vremenski korak je uslovljen Zeljom za ta¢nos$¢u. Nasuprot implicitnoj, eksplicitni metod ne
zahteva faktorizaciju matrice krutosti. Ova prednost eksplicitne metode se sa druge strane gubi
zbog ogranicenja u veli¢ini vremenskog koraka koji mora biti manji od kritiénog a koji
obezbeduje stabilno resenje. Vrednost kriticnog vremenskog koraka zavisi od najvece
sopstvene vrednosti sistema konacnih elemenata a koja zavisi od diskretizacije (veli¢ine
elemenata). Ukoliko je analiza nelinearna, vrednost koraka se menja u toku vremena posto
zavisi od trenutne geometrije 1 osobina materijala. U eksplicitnoj tranzijentnoj analizi ¢esto se
koristi dijagonalni (lumped) oblik inercione matrice i zanemaruje se uticaj matrice prigusenja
C jer se time postiZze jednostavan oblik za odredivanje vektora deformacije u trenutku t+At

[Bat96].

Dinamicka jednacina ravnoteze sistema kona¢nih elemenata u linearnom domenu moze se

predstaviti slede¢om jednacinom:

MU+ CU+KU=R (7.12)
Gde su M, C i K inerciona matrica, matrica prigusenja i krutosti sistema konac¢nih elemenata a
R vektor spoljasnjeg optereéenja, U, UiU vektori pomeranja brzine i ubrzanja tacaka
kontrolnog poligona sistema konac¢nih elemenata. U vremenskom trenutku ¢ prethodna

jednacina se moze prikazati kao ravnoteza inercionih, prigusnih, elasti¢nih i spoljasnjih sila:
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Fi(t) + Fp(t) + Fg(t) = R(t) (7.13)

Solver za dinamicku eksplicitnu analizu naj¢es¢e primenjuje vremenski integracioni algoritam
zasnovan na metodi centralne razilike. Po ovoj metodi ubrzanje i brzina se pretpostavljaju u
funkciji pomeranja. Ubrzanje u trenutku ¢ se moze predstaviti:
.. 1
t
U= —

At?

Izraz za brzinu u trenutku ¢ se moZze predstaviti:

(t—AtU _ 2 tU + t+Atu) (7.14)

ty' t—At t+At
= — (- U U 7.15
2At( + ) (7.15)

Dinamicka jednacina ravnoteZe u trenutku ¢ ima oblik:
MU+CU+K'U= ‘R (7.16)
gde se zamenom ranije definisanih vrednosti ubrzanja i pomeranja dolazi do jednacine:

1 1 2 1 1
—M+—C|ty = fR—(K——M) fU—(—M——c>t—AfU 7.17
(At2 + 2At ) At? At? 2At ( )

u kojoj sradunavanje pomeranja AU predstavlja redenje koje se bazira na poznatim podacima
u trenutku 7. Za odredivanje pomeranja ‘U potrebno je znati pomeranja, brzine i ubrzanja u
pocetnom trenutku t = 0 kao i u trenutku —At. Na osnovu prethodnih jednacina za odredivanje
brzine i ubrzanja u trenutku ¢ i po¢etnih uslova °U, °Ui °U mogu se odrediti pomeranja u
trenutku ~2*U po jednaéini:

2

. Ate ..
_AtUl' - OUi - At OUi + T OUl' (718)

gde je sa 1 oznacena i-ta komponenta posmatranog vektora.

Procedura eksplicitne dinamicke analize moze se predstaviti slede¢im algoritmom:

- Pocetna sracunavanja

1. Formiranje matrice krutosti K, inercione matrice M 1 matrice priguSenja C
2. Definisanje pocetnih uslova

3. Odredivanje koraka integracije i odredivanje konstanti:

1 1
Qy =—; Q1 = ——; A, = 20ay; A3 = —
07 A2’ T 24t 2 " g,
. . _ . At2 -
4. Sradunavanje vektora “tU; = °U; — At °U; + % °0;

5. Formiranje efektivne inercione matrice M: M = qoM + a, C

6. Faktorizacija matrice ako je consistent M: M = LDLT
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- Sracunavanja u svakom vremenskom koraku
1. Sraunavanje efektivnog opterecenja u trenutku ¢ po jednacini:
‘R= 'R— (K- a,M) ‘U - (aqyM — a,C)" U
2. Sraunavanje pomeranja u trenutku t + At:
LDLTtHAy — 'R
3. SraCunavanje ubrzanja i brzina u trenutku t:
t0j = ao(t—AtU _2tu+ t+AtU)

tg = al(_t—AtU + t+AtU)

Prethodno prikazana procedura se moze u znatnoj meri ubrzati ukoliko se koristi dijagonalni
oblik matrice krutosti (/umped) 1 ukoliko se priguSenje vezano za brzinu oscilovanja zanemari.
Ovim se metoda eksplicitne dinamicke analize u znatnoj meri ubrzava pa se u praksi Cesto i

koristi.

1 -
<F M) t+AtU — tR (719)

Obzirom da je inverzna matrica dijagonalne matrice takodje dijagonalna matrica sa recipronom
vrednos¢u ¢lanova komponente vektora pomeranja se mogu sracunati na slede¢i nacin:
- [At?
tHity, = 'R, (—) (7.20)
mg;
Uslov stabilnosti metoda centralne razlike jeste da vrednost vremenskog koraka integracije

mora biti manja od kriticnog koji se moZze sracunati po jednacini:

2 Ty mi
At < Ater = — = “;T“”‘ (7.21)
n max

gde je wy max Najvisa kruzna sopstvena frekvencija sistema kona¢nih elemenata sa n stepeni
slobode. Svi elementi glavne dijagonale inercione matrice moraju biti ve¢i od nule jer bi nula
¢lan znacio da postoji sopstvena vrednost sa periodom jednakoj nuli tj. da postoji sopstveni
oblik sa beskonac¢no velikom ucestalos¢u. Takode, pri modeliranju strukture treba voditi racuna
da ne postoje elementi malih dimenzija u odnosu na ostale jer ¢e u tom slu¢aju mala duzina
elementa usloviti 1 postojanje vece sopstvene vrednosti a samim tim i stabilan korak integracije

mora biti manji.
7.6 Odredivanje kriti¢ne veli¢ine koraka eksplicitne integracije

Odredivanje vremenskog koraka eksplicitne analize u industrijskom softveru se najcesce

odreduje na osnovu najmanje veli€ine i tipa elementa [Bat96]. Ovo proizilazi iz pretpostavke
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da svaki deo strukture (pa i do nivoa samog elementa) ima vecu krutost od krutosti cele
strukture. Drugim reima maksimalna sopstvena vrednost lokalnog sistema je veca od

maksimalne sopstvene vrednosti celog sistema tj.:

e
eer{l[??r(z]] Wmax = Omax (7.22)

Koriste¢i jednacinu (7.21) dolazi se do zakljucka:

element _ : e
Atmax ™™ = i Atmax < Atmax (7.23)

Velicina koraka odredena veli¢inom elementa zavisi i od koriS¢enih interpolacionih funkcija.
U osnovi vrednost koraka je funkcija:

Atgiare™t = f(Le, co) (7.24)
gde su L. najmanja geometrijska veli¢ina elementa, a co brzina talasa kroz materijal
(cop = \/E%) [CNN14] [HB15]. Kako su osobine homogenog materijala koje uticu na brzinu
prostiranja mehanickih talasa kroz materijal konstantne to se odredivanje najveéeg stabilnog
vremenskog koraka eksplicitne tranzijentne analize svodi na odredivanje zavisnosti
vremenskog koraka integracije od najmanje geometrijske veli¢ine elementa, odnosno rastojanja
izmedu tacaka kontrolnog poligona. Znatan uticaj na veli¢inu koraka ima stepen interpolacionih
funkcija kao 1 oblast definisanosti osnovnih funkcija. NURBS osnovne funkcije razlikuju se po
obliku i oblasti definisanosti u zavisnosti da li su definisane na granici elementa ili u polju
elementa. Oblast definisanosti funkcija se Cesto prostire i kroz viSe elemenata. Takode
rastojanje izmedu tacaka kontrolnog poligona u najveéem broju slucajeva ne predstavlja i
rastojanje izmedju dve tacke elementa jer tacke kontrolnog poligona se ne moraju nalaziti u
polju elementa. Shodno tome odredivanje maksimalne vrednosti stabilnog vremenskog koraka
na osnovu veli¢cine NURBS elementa nailazi na dosta poteskoca pa pojedini autori koriste 1
odredene aproksimacije za odredivanje vremenskog koraka u funkciji stepena polinoma, oblasti
funkcije (na granici ili u polju elementa) kao i rastojanja izmedju tacaka kontrolnog poligona

[ABZ15].

Vrednost vremenskog koraka moze se sa druge strane odrediti i na osnovu Gershgorin teoreme
[ABZ15]. Teoremu koristimo za odredivanje aproksimativne maksimalne sopstvene vrednosti
proizvoda matrica M~'K. Kako matrica M~! predstavlja inercionu dijagonalnu matricu
Gershgorin teorema se koristi za odredivanje gornje granice spektra matrice K. Analogno

dijagonalnoj matrici inercije moze se formirati i dijagonalni oblik matrice krutosti K:
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Kas = Kap + Xp2alKagl 1 Kup = 0zasvako A # B.
(7.25)

Maksimalne sopstvene vrednosti ovako formiranih matrica ispunjavaju slede¢u nejednakost:

o o
Ohax " < Omax " (7.26)
Obzirom da su dobijene matrice dijagonalne, maksimalne sopstvene vrednosti se mogu

sracunati na slede¢i nacin:
oo K
WM K — A4 (7.27)

Granice sopstvenih vrednosti sistema konacnih elemenata sa dijagonalnim oblikom inercione
matrice mogu se odrediti:

n

0? <L Iky | 7.28
S ij (7.28)
miij=1

od kojih se najveca vrednost koristi za odredivanje vremenskog koraka analize po jednacini (7.21).

7.7 Eksplicitna dinamicka analiza konzole

Ponasanje NURBS strukture u eksplicitnoj dinamickoj analizi posmatrano je na modelu
konzole prikazanoj na slici 7.7. i 7.8 Cilj analize je utvrditi dinamicko ponaSanje ploce
modelirane sa Reissner Mindlin elementima tipa plo¢e sa NURBS interpolacionim funkcijama

razli¢itih stepena osnovnih funkcija. Vremenski koraci integracije formiranih modela odredeni

su koris¢enjem jednacina (7.28) 1 (7.21).

Slika 7.7 Model konzole
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Konzola se u pocetnom trenutku nalazi u stanju ravnoteze pri dejstvu kontinualnog optere¢enja
na vrhu konzole. Pocetni uslovi su odredeni polozajem taaka kontrolnog poligona pod
dejstvom opterecenja g(t9). U trenutku #11=At opterecenje prestaje sa dejstvom q(Az)=0. Ploca je
dimenzija LxB=50x10 mm debljine 0.002 mm. Opetere¢enje na vrhu konzole je zadato kao

vremenski zavisno i u pocetnom trenutku je kontinualno inteziteta 0.0 1N/m.

Slika 7.8 Mreza elemenata i tacke kontrolnog poligona modela sa uniformnim vektorima
¢vorova i osnovnim funkcijama drugog stepena (slika gore) i tre¢eg stepena (slika dole)

Trajanje simulacije je 0.015s. Vremenski korak integracije odreden po jednacini 7.28 1 7.21 za
model sa kvadratnim osnovnim funkcijama iznosi At=4.327-10° s dok za model sa osnovnim
funkcijama treéeg stepena iznosi At=2.477-10"'% s. To podrazumeva da je ukupan broj koraka

prvog modela jednak 3.47-10° a drugog modela 6.06-107.

Rezultati su uporedeni sa rezultatima implicitne tranzijentne analize u komercijalnim
softverima sa istim brojem elemenata linijskih i kvadratnih funkcija oblika. Dobijeni rezultati

prikazani su na slici 7.8.
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0.000 0.002 0.804 0.006 0.008 0.010/¢ 0.012 0.014 0.016
-2.0E-06 ; ¢
-4.0E-06 NURBS p=q=2 explicit
NURBS p=q=3 explicit
-6.0E-06
----- Nastran p=q=1 implicit
-8.0E-06
Nastran p=q=2 implicit
-1.0E-05
Slika 7.9 Pregled rezultata tranzijentne dinamicke analize
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8.0E-06
7.0E-06
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0.0E+00
0.0134 0.0136 0.0138 0.0140 0.0142 0.0144 0.0146 0.0148 0.0150 0.0152

vreme [s]

Slika 7.10 Pregled rezultata tranzijentne dinamicke analize - detalj

Model sa kvadratnim osnovnim funkcijama NURBSA odstupa od rezultata dobijenih sa
osnovnim funkcijama treéeg stepena kao i od rezultata implicitne analize u komercijalnim

softverima.
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Tabela 7.3 Uporedni pregled oscilovanja ploce

Model Amplituda Amplituda 20. 2 Amplituda zr T

2o [m] Zo.015 [m] [m] [m] [s]
NURBS p=q=2 8.60146 - 10° | 8.15559-10° | 4.45870-107 | 8.42695-10° | 0.014235
NURBS p=¢=3 8.68191 - 10° | 8.35187-10° | 3.30040- 107 | 8.52141-10° | 0.014565
Nastran linearni element 8.69000 - 10° | 8.49829-10°| 1.91710-107 | 8.60470-10° | 0.014745
Nastran kvadratni element 8.70740 - 10 | 8.41558-10° | 2.91820-107 | 8.57820-10° | 0.014610

Pregledom rezultata datim u tabeli 7.3 moze se zakljuciti da analiza sa NURBS elementima

treCeg stepena ima malo odstupanje od rezultata dobijenih komercijalnim softverom sa

kvadratnim elementima. Poredenjem rezultata ova dva modela moze se zakljuciti da je relativno

odstupanje amplitude nakon prve periode 0.757% a odstupanje periode oscilovanja 0.37%.

Eksplicitna tranzijentna analiza ima uglavnom veliki broj koraka jer su veli¢ine vremenskog

koraka Cesto male. Na prethodno prikazanom modelu oslonac — ukljestenje je definisan penality

metodom koja podrazumeva da se za odgovarajuci stepen slobode kretanja element matrice

krutosti viSestruko uveca, tj. uvodi se velika krutost u sistem koja simulira oslonac.
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Poglavlje 8

PRIMENA IZOGEOMETRIJSKE ANALIZE ZA RESAVANJE REALNIH PROBLEMA

U ovom poglavlju bi¢e prikazana primena razvijenih numerickih alata u reSavanju zadataka
strukturne analize realnih konstrukcija. U prvom primeru je posmatrano ponasanje strele bagera
BGH 250 NLC sa dubinskim manipulatorom pri statickom spoljasnjem dejstvu [DJ04] U drugom
primeru posmatrano je dinami¢ko ponaSenje standardne kuke DIN 15 401. [DIN15 401].

8.1 Analiza strele bagera BGH 250 NLC
Nasslici 8.1 prikazan je model bagera BGH 250 NLC proizvodaca IMK 14. oktobar koji je razvijen
u okviru projekta Ministarstva za nauku i tehnoloski razvoj republike Srbije MIS.03.0087.

Osnovni parametri masine dati su u tabeli 8.1.

Slika 8.1 Bager BGH 250 NLC
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Tabela 8.1 Osnovni podaci o maSini

Oznaka bagera BGH 250LC
Proizvodac IMK 14. Oktobar - Krusevac
Masa bagera 25.000 kg
Snaga motora 125 kW
Zapremina dubinske kagike 1.25 m?

Posebno je posmatran prvi element manipulatora — strela ¢iji je CAD model prikazan na slici 8.2.
Osnova konstrukcija strele se sastoji od medjusobno zavarenih limova razli¢itih debljina. Posebno
ojac¢ana mesta konstrukcije ¢ine masivni odlivcei u cilindri¢nom zglobu za vezu strele sa obrtnom

platfomrmom, mesto vezivanja cilindara strele kao i cilindri¢ni zglob veze strele i ruke.

Slika 8.2 CAD model strele bagera BGH 250 NLC

Za prikazani model strele analiziran je slucaj optereé¢enja pri kopanju bagera ispod nivoa oslanjanja
1 on predstavlja samo jedan izdvojeni slucaj opterecenja strele bagera. Za izabrani polozaj ¢lanova
kinematickog lanca masSine i smer otpora kopanja, intezitet moguceg otpora kopanja odreden je iz
uslova stabilnosti bagera i maksimalnog radnog hidrauli¢nog pritiska u sistemu. Relativni poloZzaji
¢lanova kinemati¢kog lanca manipulatora prikazani si na slici 8.3. Opterec¢enje na vrhu kasike
modelirano je tako da deluje na kraju rezne ivice kaSike 1 upravno je na ravan odredenu osom
zgloba kasike i reznom ivicom. Ekscentri¢no dejstvo otpora kopanja predstavlja nepovoljniji slucaj
obzirom da se u zglobovima strele javljaju osim sila i moment savijanja. Pravac dejstva momenta
na strelu u zglobu O4 i sila Fo4i Fc41 u zglobovima O4 1 Bas prikazani su na slici 8.3. U zglobovima
O3 1 A3z formirani su oslonci. Optere¢enje momentom u modele kona¢nih elemenata je uneto u

tackama kontrolnog poligona preko sprega sila u uSicama na vrhu strele.
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Slika 8.3 Reakcije u ¢lanovima kinemati¢kog lanca bagera
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Za predstavljeni CAD model strele bagera modelirana su dva razlicita NURBS modela
[MM15][MMP15]. Razlika u modelima je u gustini mreze kona¢nih elemenata (slika 8.4). Modeli
su formirani sa 87 povrSinskih patcheva medjusobno povezanih trakama koje prenose savijanje.
Elementi su tipa Kirchhoff-Love ljuske i imaju stepen osnovnih funkcija u oba pravca jednak 3.
Elementi su po debljini grupisani u 8 grupa. Osnovna razlika izmedju dva formirana modela je u
broju elemenata. Kako su modeli formirani sa trakama koje prenose savijanje to je odredeni broj
formiranih elementana relativno malih dimenzija (reda debljine ljuske). Tako na primer ako je kod
grube mreze broj elemenata prose¢nog patcha jednak 12 veéina od njih (8) su relativno malih
dimenzija jer je drugi red tacaka kontrolnog poligona blizu granice patcha. U ovom slucaju sa
stanoviSta ocene gustine mreze moze se reci da posmatrani patch konstrukcije ima 4 elementa iako
u stvarnosti ima 12. Finija mreza je formirana sa ciljem da se bolje opiSe deformacija savijanja strele
pa je dobijena ubacivanjem po dva elementa u vektor ¢vorova u pravcu visine strele. Ovako formiran
model ima 24 elementa u patchu. Ako se izuzmu elementi malih dimenzija (nastali prilikom

formiranja elemenata koji prenose savijanje) moze se govoriti o prose¢nom patchu sa 8 elemenata.

Slika 8.4 Modeli strele sa grubom 1 finijjom mreZom

Ulazni podaci su definisani sa 88 datoteka od kojih se u prvoj nalaze podaci o vezi ka ostalim
datotetkama. Svaki patch predstavlja nezavisnu strukturu sa osnovnim podacima o geometriji,
materijalu, opterecenjima i ograni¢enjima koje se odnosi na konkretni patch. Softverom se najpre
ucitavaju svi patch-evi i generise se jedinstven prostor ta¢aka kontrolnog poligona koji oni dele.
Takode se ucitavanjem odreduju i dodirne tacke kontrolnog poligona koje ¢ine osnovu kasnijeg
formiranja traka koje prenose savijanje. Na slici 8.5 prikazan je model strele sa finom mreZom
konac¢nih elemenata. Na detalju prikazanom na slici 8.5 mogu se uociti elementi patcheva koji su

izdvojeni crvenom bojom. Uporedni pregled parametara grube i fine mreze dat je u tabeli 8.2.
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Slika 8.5 Modeli strele sa 87 patcheva i detaljem na kome su prikazani i NURBS elementi.

Tabela 8.2 Pregled parametara mreza

Br. Broj Ukupan br. Broj elemenata bez Broj tac¢aka kont. poligona
modela | patcheva elemenata ivicnih

| 87 1330 342 3121

11 87 1550 454 3437

Kao referentni model za poredenje rezultata izogeometrijske analize sa NURBS osnovnim

funkcijam kori$¢en je model formiran u komercijalnom softveru sa 21832 linearnih elemenata tipa

Reissner-Mindlin ljuske sa 8 razlicitih debljina i 21826 ¢vorova. Na slici 8.6 prikazan je uporedni

prikaz deformacije strele sa finom NURBS mrezom i mreze formirane u komercijalnom softveru.

Tabela 8.3 Pregled rezultata analize

Br. | Model Pomeranje Odstupanje u odnosu na | Broj stepeni
mod. vrha strele [m] | referentni model [%] slobode kretanja
I NURBS — gruba mreza | 0.0214847 1.8 9363
11 NURBS — funa mreza | 0.02168275 0.92 10311
I Komercijalni softver 0.021884 - 130956
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Slika 8.6 Deformacija strele bagera — slika gore model u komercijalnom softveru
— slika dole model sa NUBRS osnovnim funkcijama

Slika 8.7 Detalj deformacije strele bagera — slika levo model sa NUBRS osnovnim funkcijama
— slika desno model u komercijalnom softveru

Dobijeni rezultati pokazuju da se sa znatno manje izogeometrijskih elemenata mogu dobiti
rezultati koji po veli¢ini i obliku dobijene deformacije malo odstupaju od rezultata dobijenih
komercijalnim softverima. Navedeni broj elemenata se odnosi samo na elemente osnovne
konstrukcije strele a njima treba dodati i elemente traka koje prenose savijanje. Formirane trake
uzrokuju i znatno veci broj elemenata osnovne strukture strele jer zbog potrebe za formiranjem
dodatnih redova tacaka kontrolnog poligona dodatno povecavaju model. Pojas matrice krutosti je
veéi u odnosu na klasicne FEM modele i iznosi kod finije mreze 2586 a kod grublje je neznatno

nizi jer je poboljSanje mreze vrSeno samo u jednom pravcu i iznosi 2532. Pojas matrice se moze
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naknadnim metodama redukcije smanjiti ali ne znacajno kao kod klasicne FEM metode. To je

ujedno i razlog sporijeg reSavanja sistema jednacina - multi patch modela.

8.2 Sopstveni oblici oscilovanja standardne kuke DIN 15 401

Za drugi model izogeometrijske analize u oblasti modalne analize izabrana je kuka po standardu
DIN 15-401-1[DINS82] izvodenje RF. Razlog izbora ovog geometrijskog modela za formiranje
NURBS modela je u geometrijskoj slozenosti koja se ogleda kako u slozenosti cele strukture tako
iu slozenosti samih poprecnih preseka. Iako je tehnickim podacima definisana osnovna geometrija
kuke ona i dalje nije jednozna¢no definisana. Definisana je samo delimicno u odredenim
poprecnim presecima a $to je posledica geometrijske sloZenosti. Geometrijski model definisan po

DIN standardu prikazan je na slicic 8.8.

Presek A-B

Nagib 1:4

Presek C-D

Nagib 1:4

Slika 8.8 Kuka po standardu DIN 15-401-1 izvodenje RF

Model kuke modeliran NURBS elementima kao model sa viSe patcheva prikazan je na slici 8.9.

Osnovna geometrija kuke formirana je sa 9 patch-eva.
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Slika 8.9 NURBS model kuke DIN 15-401-1 izvodenje RF

Osam patcheva su modelirani kao NURBS solidi drugog stepena osnovnih funkcija u sva tri
pravca. Za ove patcheve su definisani pocetni i1 krajnji poprecni preseci kao 1 srednji poprecni
presek obzirom da je i u tom pravcu formirana zakrivljena geometrija. Samo je prvi patch
cilindri¢nog oblika formiran sa linearnim funkcijama oblika u uzduznom pravcu i kvadratnim u
ostala dva. Za definisani model kuke naknadno je postupkom ubacivanja ¢vorova u vektor ¢vorova
povecan broj elemenata tako da svi definisani popre¢ni preseci imaju po 5 x 3 elemenata. Ukupan
broj elemenata krajnjeg modela iznosi 255 elemenata. Broj tacaka kontrolnog poligona celog

modela iznosi 595.

Slika 8.10 Primer popre¢nog preseka kuke sa tatkama kontrolnog poligona i elementima
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Na slici 8.11. prikazana je slika kuke sa odgovaraju¢im poprecnim presecima potrebnim za

formiranje NURBS modela.

Presek A-A i B-B

7
Presek D-D

Presek F-F

Presek H-H

Presek P-P

!z el \-c \‘O

1<

Presek J-J

Presek N-N

Presek L-L

Slika 8.11 NURBS model kuke sa odgovaraju¢im popre¢nim presecima

Za prikazani NURBS model kuke izvrSena je modalna analiza a rezultati analize su poredeni sa
rezultatima analiza dobijenim u komercijalnom softverskom paketu sa kvadratnim solid
elementima oblika tetraedra sa 10 ¢vorova (broje elemenata 36760, broj ¢vorova 54978). NURBS
model na granicama spoja patcheva ima niZi stepen kontinuiteta obzirom da se u tim tackama
kontrolnog poligona izmedju patcheva prenosi samo pomeranje tacaka kontrolnog poligona.

Dobijeni oblici oscilovanja prikazani su u tabeli 8.4.
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Tabela 8.4 Pregled oblika oscilovanja kuke modelirane NURBS elementima.

Mod 1. 1.62 Hz

Mod 2. 1.62 Hz

Mod 3. 4.90 Hz

Mod 4. 11.31 Hz

Mod 5. 14.19 Hz

Mod 6. 16.05 Hz

Mod 7. 21.86 Hz

Mod 8. 29.03 Hz

Mod 9. 40.12 Hz

Mod 10. 52.85 Hz

Mod 11. 50.32 Hz

Mod 12. 66.89 Hz
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Rezultati analize NURBS modela, modela formiranog komercijalnim softverom kao 1 relativno

odstupanje rezultata dati su u tabeli 8.5.

Tabela 8.5 Uporedni pregled rezultata modalne analize

Mod NURBS Referentni model dwi [%]
1. 1.61772 1.569 3.01
2. 1.62209 1.578 2.72
3. 4.90326 4.665 4.86
4. 11.3082 10.496 7.18
5. 14.1923 13.875 2.24
6. 16.0473 15.605 2.76
7. 21.8573 21.150 3.24
8. 29.0252 28.488 1.85
9. 40.1157 38.000 5.27
10. 52.8485 50.079 5.24

Odstupanja dobijenih rezultata su delimi¢no ocekivana zbog nejednakih gustina mreza, promene

stepena kontinuiteta na spojevima patcheva kao i zbog izvesnaih odstupanja geometrije obzirom

da su dobijena odvojenim postupcima modeliranja. Model kori§¢en u komercijalnom softveru

dobijen je u standardnim softverskim alatima koji za formiranje ovako slozene geometrije koriste

tehniku provlacenja poprecnih preseka duz krive a koja se ne moze do detalja kontrolisati.
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Poglavlje 9

ZAKLJUCAK

Od pojave prvih radova u oblasti izogeometrijske analize proSlo je viSe od deset godina.
Interesovanje naucne zajednice za ovu oblast metode konacnih elemenata bilo je veliko i jos uvek
traje. To se moze zakljuciti na osnovu velikog broja objavljenih radova. lako je interesovanje u
istrazivanju ove oblasti veliko, ¢injenica je da ova metoda jo$S uvek nije nasla Siroku prakticnu
primenu. Razlozi su visestruki i neki od njih, spoznati kroz izlozeno istrazivanje u ovoj disertaciji,

¢e biti izneti u nastavku.

Ideja da se zaobide postupak formiranja mreze na postoje¢oj CAD geometriji, ve¢ da se sama
geometrija posmatra kao inicijalna mreza kona¢nih elemenata, je revolucionarna za metodu
konac¢nih elemenata. Ovim postupkom ne samo da je postignuto znac¢ajno smanjenje potrebnog
vremena za realizaciju reSenja ve¢ se iz oblasti aproksimacije geometrije mrezom konac¢nih
elemenata preSlo na potputno poklapanje CAD i FEM geomtrije. Razvijenim algoritmima za
rafinaciju mreze (poveéanjem gustine elemenata, pove¢anjem stepena osnovnih funkcija ili k
rafinacijom) se moze do izvesne mere prilagoditi poc¢etni model. Nedostatak rafinacije je u tome
Sto nije lokalna ve¢ globalna na nivou patcha (jednog pravca patcha) za NURBS osnovne funkcije.

Ovo ima za posledicu nepotrebno povecanje broja elemenata.

Jedan od nedostataka je i taj Sto se CAD modeli ne mogu koristiti iz postoje¢cih CAD modelera jer
se u njima koriste posebne dodatne transformacije na NURBS povrSima (split 1 trimming curves
npr.) zbog kojih se gubi osnovni matri¢ni zapis NURBS povrsi. Posebnu poteSkocu predstavlja
formiranje sloZenije geometrije preko dva ili viSe patch-eva. Dva patcha koja su spojena moraju
imati istu parametrizaciju kako bi se preneli uticaji jednog na drugi. To povlaci i probleme vezane
za rafinaciju mreZe jer se tada uticaj rafinacije mreze prenosi i sa jednog patcha na drugi. Ako
parametri mreze na spoju oba patcha nisu isti posebnim procedurama se mogu spojiti patchevi ali

one najéesée nisu pogodne za prakti¢nu primenu.
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Modeli formirani sa viSe patch-eva imaju i nedostatak povecanja pojasa matrice krutosti sistema.
Zarazliku od klasi¢ne metode konac¢nih elemenata, gde su se uticaji prenosili izmedju dva susedna
elementa, ovde se uticaji prenose izmedu patcheva. Nakon redukcije pojasa matrice krutosti
sistema, pojas matrice krutosti ¢e i dalje biti ve¢i u odnosu na pojas matrice krutosti sistema
problema klasicne metode konac¢nih elemenata zbog prostiranja osnovnih funkcija kroz vise

elemenata u patchu.

Definisanje grani¢nih uslova u NURBS modelima dolazi do odredjenih poteskoc¢a. Svakoj tacki
kontrolnog poligona NURBS povrsi pridruzena je odredena NURBS osnovna funkcija. Osnovne
funkcije povrsi sa otvorenim vektorima ¢vorova postizu vrednost jednaku jedinici samo za pocetnu
1 krajnju tacku kontrolnog poligona za odredeni pravac. To znaci da oslonac u srednjoj tacki

kruznog luka nema projekciju u jednoj tacki povrsi.

Zbog potrebe za smanjenjem modela kao i zbog sve ¢eS¢e modeliranih tankozidih kostrukcija sa
slozenom geometrijskom formom znacajno mesto u upotrebi imaju konac¢ni elementi tipa ljuske.
U radu je dat pregled modeliranja Kirchhoff-Love elementa tipa ljuske. Ovaj tip elementa u
izoparametaskoj analizi je ¢esto bio izbegavan zbog poteskocéa oko modeliranja C' kontinuiteta na
granici elemenata. NURBS 1 T-splajn izogeometrijski modeli nude niz prednosti za primenu ovog
tipa elementa. Kod NURBS elemenata zbog Ceste potrebe da se slozenija struktura formira sa vise
patch-eva nephodno je koristiti tehnike prenosa uticaja sa jednog na drugi patch jer je kontinuitet
na mestu spoja patcheva C°. U disertaciji je prikazana upotreba traka koje prenose savijanje za
prevazilaznje ovog problema. Takode kao doprinos disertacije data je analiza uticaja parametara
trake na dobijene rezultate. Dobijeni rezultati su koriS¢eni za formiranje slozenijih modela
prikazanih u poglavlju 8. Vrednosti parametara relativno jednostavnih modela koris¢enih u tacki
5 potrebno je korigovati pri primeni na trake realnih konstrukcija. Kod realnih konstrukcija
formiranih sa viSe desetina patcheva i sa ve¢im brojem tac¢aka kontrolnog poligona, povecanje
krutosti sistema preko traka koje prenose savijanje (sa modulom elastiCosti viSestruko ve¢im od
modula osnovne konstrukcije) dovodi do numericki lose uslovljenosti sistema. 1z tog razloga kod
ovih konstrukcija treba koristiti nize preporucene (poglavlje 5) vrednosti modula elasti¢nosti a koji

odgovara i modelu manje slozenosti.

Nasuprot NURBS geometriji kod koje ne postoji lokalna rafinacija mreze, T-splajn geometrija
nudi niz prednosti u tom pogledu. T-splajnom se, zahvaljuj¢i T spojevima u patchu, mogu formirati
1 znatno sloZenije povrsi. Ovo omogucava formiranja matrica strukture sa znatno manjim pojasom
nego §to je to bio slu¢aj sa NURBS multi patch modelima. U komercijanim softverima T-splajn
geometrijski modeleri se mogu naci kao posebni dodaci. T-splajn je manje zahtevan u pogledu
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potreba za racunarskim resursima jer se modeliranje ostvaruje sa manjim brojem patch-eva sa

moguénoscu lokalne rafinacije mreZze.

U oblasti dinamicke analize posmatran je uticaj stepena osnovnih funckija NURBS-a na sopstvene
vrednosti. Dobijeni rezultati su poredjeni sa rezultatima dobijenim merenjem kao 1 sa rezultatima
dobijenim u komercijalnom softveru sa istim brojem elemenata (u osnosu na NURBS modele) sa
kvadratnim osnovnim funkcijama. Rezultati dobijeni modelima sa veé¢im stepenom osnovih
funkcija su u odnosu na rezultate modela formiranih u komercijanom softveru imali mala
odstupanja dok su modeli istih (nizeg) stepena imali znacajna odstupanja. Uticaj na rezultate
modalne analize osim stepena osnovnih funkcija ima i vektor ¢vorova i veli¢ina elemenata.
U oblasti dinamicke eksplicitne analize u disertaciji je posmatran uticaj osnovnih funkcija na

odredjivanje kriti¢nog vremenskog koraka od koga zavisi stabilnost analize.

U disertaciji su prikazani i realni primeri struktura koje se sre¢u u oblasti transportne tehnike.
Modeliranje ovih struktura bez pomo¢i CAD modelera ve¢ racunski na osnovu osnovnih tehnika
NURBS modeliranja predstavljao je poseban poduhvat. U oblasti linearne staticke analize rezultati
NURBS modela su postigli dobro slaganje sa rezultatima mnogo slozenijih modela komercijalnih
softvera. Sa te strane se moZe zakljuciti da su NURBS funkcije oblika pogodne za modeliranje
ovakvih struktura. Sa stanoviSta procesorskog vremena prednost je na strani klasi¢ne metode
konac¢nih elemenata. Pritom treba imati u vidu da su komercijalni softveri opemljeni razli¢itim

algoritimima kojima se ubrzava reSavanje sistema jednacina.

U okviru daljeg razvoja izogeometrijske metode posebnu paznju treba posvetiti njenoj prakti¢noj
primeni, razvoju algoritama za sprovodenje zahtevnih procedura geometrijskog modeliranja,
rafinaciji mreze, definisanju grani¢nih i pocetnih uslova. Ovo predstavlja preduslov koris¢enja
metode od strane korisnika koji ne moraju vladati programerskim znanjima. Ocekuje se 1
prilagodavanje preocedure izogeometrijske analize za NURBS geometriju dobijenu odsecanjem
pocetne geometrije. Razvoj T-splajana se takode ocekuje. Osim B-splajna, NURBS i T-splajna
postoji veci broj novih tehnika predstavljanja geometrije koji su takode predmet istrazivanja.
U oblasti izogeometrijske metode konacnih elemenata trenutno postoji viSe pravaca istrazivanja.
Dok se u izogeometrijskoj metodi ne izdvoje reSenja koja mogu naci prakti€nu primenu a pritom
nuditi znacajnu prednost u odnosu na klasicnu metodu konacnih elemenata izogeometrijska

metoda nece imati Siroku primenu.
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JIOKTOpCKe JcepTarje bpoj 8/20-01-006/13-028 ox 09.09.2013. (HCB Vuusepsutera y Huy)
MPEI'JIEJ JOKTOPCKE JUCEPTAIIUJE

Bpoj crpana 158 (mymepucano: 150, Henymepucano: 8)

Bpoj nornaema 9/38/3 (6poj riaBa/moriaBba/oie/baKa)

Bpoj cnuka (wema, rpagukona) 91
bpoj Tabena 12
bpoj npurnora 0
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IIPUKA3 HAYYHUX 1 CTPYYHUX PAJIOBA KAHJIUIATA
KOjH caJp:ke pe3y/iTaTe HCTPAXKHBAKA Y OKBHPY AOKTOPCKe AUCEpTALHje

AyTop-H, HaCJI0B, YACOIHC, FOHHA, OPOj BOJyMeHA, CTPaHHLe

Mili¢ P., Marinkovi¢ D., ,Isogeometric FE analysis of complex thin-walled structures®,
Transactions of famena, University of Zagreb, Faculty of Mechanical Engineering and Naval
Architecture, vol. 39, no. 1, pp. 15 - 26, ISSN: 1333-1124, 2015.
https://hrcak.srce.hr/138262 http://famena.fsb.unizg.hr

Pad npuxasyje npumeny uz0eeomMempujckoe KOHYEnmd KONAUHUX e1eMeNamd Ha MAaHKO3UONe CIpYKmype
onucane Kirchhoff-Love gopmynaijom wycke w ca NURBS ocnosnum pyuxyujania. 'V paoy ¢y na nouemxy
oame ocnose opymuparea NURBS ecomempuje, ocnognix yurnuja u uzs00a ocnosuux Qyuxyuja. Y nacmasky
je oama umnnevenmayija NURBS ocnoenux ¢yuxyuja y Kirchhoff-Love opyiyinayuy konaunux erevenama
muna seycke. Ilpuvena opyvupanoe KOHGUHOS eleMeHmd Munda /6ycKe NPUKA3and je Hd mecn Mooeny.
Crooicenuje ceonempujcke opame ce gopyupajy novohy euue ceenenama (patch-esa). V paoy je npurxasaua
mexnuka gopyuparsa ciodcene 2eovempuje ca euue NURBS ceevienama u mpaxavia koje nperoce ymuyaj
casujaroa usmelhy ceemenama. Kao npumep sa pewasarse peannux npooiema npukasand je ananuza cmpene
oazepa ca euuie ceanenama u Kirchhoff-Love uzoeeomempujckum konaunuy exeverinima.

Jovanovi¢ M., Milenkovi¢ D., Petrovi¢ G., Mili¢ P., Milanovi¢ S., ,.Theoretical and
Experimental analysis of Dynamic processes of pipe Branch for supply water to the Pelton
turbine®, Thermal Science, Srbija, Institut za nuklearne nauke Vin¢a, vol. 16, no. 2, pp. S687 -
S700, ISSN: 0354-9836, doi: 10.2298/TSCI120505196J, 2012.
http://thermalscience.vinca.rs/pdfs/papers-2012/TSCI120505196].pdf

V paoy je npurkasana ananusa pavee A6 y xuopoerexmpanu Hepyhuya. Ananuza cmarea pause je oopelhusana
exkcnepumenmanio 1 Hymepuuki. CrodceHa zovempujcka gopya pavee ymuyaia je Ha ananuzy (Qyekija
0(3.'11[/\'0. KOHAYHUX eleMeHamda LI//H()_/C’ I\'()/’//lil?(l"ll/('(l}l() npuUMeHoOM /7613.'/1/'41//7711,\' munoea einemeHama oo ()()(51!]'(1/'(7(1
()()(3‘1702 clldedrbd I/‘\'.TI(_"pII‘IKZ/.\' u L’I(C‘I7/71/,'\IC’H/HLIA'IIII/.\' pesvimamd. d)()p.lll.’])(llhc’ CN02HCCHO2 MOOeId ‘/'L,’ O("l”(%[pUH()
ca 1,688,800 konaunux enevenama muna nuneaproe mempaeopa. Lopymupanu 2eoMempujeky Mooen npukasaH y
O6OM pé{(i\' /{l{j(f nocooaH sa AHATU3Y KT1AdCUYHOM MemoooM KOHAUHUX enemMeHmania u I?]?L‘()CHIC}’G’. bd ()(')(’)(l/) I7/)l/\l€p
s5a ,\I()()(,’.'?l[/)(l/bc) L"IY.'I({/.H I7()()’[)ll”/,\l£( U 3a l7])ll.1/(fH)' Il')’()(“(f().1I€l7}[7l(/('l\‘0<’ KOHUenmd. \ ‘I)LI()V\' cy I?[)l[l\'(l'g’ulll/ u
pesvimami II7(?H'50.1IL’/H})Z_[/C}\'O? ucnumuedarsd 3a pasiuduine p(l()li@ ycloee.

Mili¢ P., Marinkovi¢ D., ,Isogeometric structural analysis based on NURBS shape functions®,
Facta Universitatis, series Mechanical Engineering, University of Ni§, vol. 11, no. 2, pp. 193 -
202, ISSN: 0354-2025, 2013.

http://casopisi.junis.ni.ac.rs/index.php/FUMechEng/article/view/100

Pao  npukasyje ocnoge uzoceomempujckoe  KOHuenma, (QOpMuparbe  IUHUJCKULX,  NOSPUUHCKUX U
sanpenunckux NURBS woodena. Ilpukasana je ee3a umoekcHoz, napamemapckoe u gusuukoe npocmopa. 'V
nHacmaeky je oamo gopmuparse pasarckux 2D NURBS eaemenama (opmuparse mampunge Kpymocmu enemenma
u cmpykmype). ¥V paoy je oam arzopumam opmuparoz comeepa 3d us02eoMempujcKy CmpykmypHy aHdanusy.
Dopyvupanu mooer NURBS 2D pasnackoe enevenma mecmupan je na npuvepy mioduye cd 0meopoM cd
PASTUNUINOM ZYCIMUHOM  eleMeHama 1t cmeneHom ocrnosuux @yukyuja NURBS-a. [JoGujenu pesyimamu ¢y
KOHBEP2CHIMHIU U Y CA2TACHOCIU CA Pe3VIMAamuMa 000UJeHIM Y KOMEPUUJATHUM COPMBEPCKUM RAKCINUMA.

JanoSevi¢ D., Markovi¢ D., Mili¢ P., Nikoli¢ V., ,,Optimization of kinematic chain parameters
in hydraulic excavators®, Istrazivanje i razvoj IMK 14, Institut IMK ,,14.oktobar* Krusevac,
vol. 18, no. 2, pp. 43 - 47, ISSN: 0354-6829, udc: 621, 2012.
http://www.imk14-rad.com/index.php/en/journal/item/optimization-of-kinematic-chain-
parameters-in-hydraulic-excavators

PLI() IT/?UK(I?»'\_'/'E 17[)()7,1(?())'/)}’ 3d ()()/)@]711()’(”-(36 ONMUMATHUX I7Cl/)u.\l€/7l(]/)(l YI1AdHOBA KIUHEMAMUUYKOS naHya
.\'II(?]?L(\’,'II/‘{HU? (;Cl?(’/?(( ca /77})0’4,'/6’Hll1[ /)G@(H{CKI/.\I ()}'(31///(‘}\'1/\/ ,\I(!l’ll{l?_\’.'/(/l/NO‘I?(),\l. H[?ZIKCI'}’(III(),\I i?p()ly{(’()}'}’)(),\l ce
oopehyjy kunemamuuxe OvicuHe uianoea Manunviamopd. Pao je nociyoicuo sa uz6op mawune na xojoj ou ce
(f[?llll[.'?() II’IL’('HHI}’)[[II?L” I/B()?(,’O,'\lC’II?/‘)l{/CK@ .\/C’II'?()()L’ KOHAYHUX elleMeHamd. I'/EO’O‘I?A/.C llb’H/?LHC’/‘I HdA (;CI'jll '5(11\”/71[({ bCHIUX
«jC().\IL’IH/)]_I/(.'/\"ll.\’ ()(7.71/!\"({ /\'(?/-8 l(.\l[_l/-_\' YITAHOBU KUHEMUANICKO?Z .\161’111/17'\‘.761171()/)61 3d KOnaree.

Jovanovi¢ M., Mili¢ P., Janosevi¢ D., Petrovi¢ G., ,,Accuracy of FEM analysis in function of
finite element type selection”, Facta Universitatis series Mechanical Engineering, University
of Ni§, vol. 8, no. 1, pp. 1 - 12, ISSN: 0354-2025, ude: 515.3 : 624.042.2, 2010.
http://facta.junis.ni.ac.rs/me/me201001/me201001-01.pdf

Pao ce 6asu npobiemom maunocmi npuveHe KOHAuHOZ elemenma mempaeopad. [Ipovenmsue ycnex y
modenuparby 3D KOHmuUHYYMa npuMeHom mempaecpa u Xekcaeopd NpuKasdn je Kpos HEeKOIUKO npumepd.
Ananuze ce dase ucmpasxcuarsem 3asuUcHOCHY MAYHOCIY 00 MUNG KOHAYHOS el1eMEHNd U 6pCine NpuMerbene
unmepnonayuone ynykuje. Padoy ¢y ynopeoHo oamu HYMePUuKi U GHOIUMUYMKU Pe3VImami 3d no3Hame
npobneme w3 meopuje enacmuynocmy. llokasanu npusepu oeunuuty vy KojuM cavuajesuma je ouveand
MAvYHOCH, Ay KOjuM Cayuajesumda nocmoju Mo2yhnocm genuke 2peutke ananusd.

Kareropuja

M23

M23

M51

MS53

M51
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Marinkovi¢ D., Marinkovi¢ Z., Mili¢ P., "Combined linear - geometrically nonlinear fem
modeling for highly efficient dynamical simulations", Facta Universitatis, Series: Automatic
Control and Robotics, University of Ni§, 12, 1, pp. 9 - 18, ISSN:1820-6417,
UDC:(681.511.4:531.39), (621.874.2), 2013.
http://casopisi.junis.ni.ac.rs/index.php/FUAutContRob/article/view/18

Copmsepcru anam sa cuvynayujy ounamuke cucmena ca euue mena (multi-body systen - MBS) y npaxcu
npedcmasbajy euracan aram sa mooenuparee unmepakyuje kpymux u gaexcubwmux meia. Cogmeepcku
nakemi sda L"ll.'\!ll.'/(/lﬁll[/:\’ NOHAUlArbAd (/)."IL’/\‘('II&I/,'/Hll,\' melia 'y MBS cucmemuma ¢y oepanudenu Ha obaacm
.'IZ/I/(’C}/)H():’ eNndcmuyHoe NOHAUtarbd Inelld. Yecmu cy C'.'/'\"!({].L‘@l! Kaod CIMPYKIMYPHO NOHAULATbE VK. b'\"/}."/.(," U

CCOMEMPUJCKY HETUHEAPHOCI KOJA je 02PAHUYeHd Ha PelamueHo Maiil cmpykmypiu noodoven. Y paoy je usnem
ROCHYNAK KOMOUHOBAA JHEapHo? U ceoMempujcku nenunedaproe FEM vooena koju nyou sadosomasajyhy
mayHocm y3 cumareHe Hymepuuke saxmeee. Hznem nocmynak je 'y pady npukasar Ha MOOCTY MOPAILCKE
ousanue ca gucehun mepemon.

Jovanovi¢ M., Mili¢ P., Petrovi¢ G., "Risk of selecting a tetrahedron for FEM structural
modeling", MACHINE DESIGN 2010, Univerzitet u Novom Sadu — Fakultet Tehni¢kih
nauka, pp. 169 - 174, ISSN:1821-1259, 2010.
http://www.mdesign.ftn.uns.ac.rs/?pid=1001

Pao ce basu 17[70(5.70_\!0.\/ maddocmu npuMerne KOHAYHUX eneMeHdmd mund II)C‘HIIDUC()‘D(A Pasznuyum cmenen

MAMHOCINU pe3yImama 0Cmseapeno2 NPUMeHON KOHAYHOZ2 eleMeHmd Mmuna mempaeopa npedcimasben je Kpos
HEKONUKO npumepa. Ananusa je yemepena Ha 3d6UCHOCH MAYHOCI peutersd Npu NPUMEHU OCHOGHLX MUN06d
CONUO enemMenama npu paziudimon cnoseauttbem oejemey. Hasedenu ¢y pesyamamu opojuux ynopeonux FEM
ananuza U KOHMPOJHUX eKchnepumenmannux auvansd. Ilpukasanu npuvepu nokasyjy coe je npeyusnocm
QUCKPEMHUX  MOOeNa 2eHepUCAHUX KOHAYHUM eleMenmuMd  munda mempaeopd YCI068HO NPUXEANLbUSd 1
YRO30pasajy Ha Mo2YAHOCIH NPUCYCINGA ENUKIUX 2peuiard Y aHaTUu3ama.

Mili¢ P., Marinkovi¢ D., ,.Structural analysis using isogeometric fem based on NURBS
functions™, The 2nd international conference Mechanical engineering in XXI century,
University of Ni§, Faculty of mechanical engineering, pp. 343 - 346, issn: ISBN: 978-86-6055-
039-4, Srbija, 20. - 21. Jun, 2013.

Memoo konaunux enemenama ce kopucmu Kao jedan 00 He3AMEH/bUSUX anama y cmpyKmyproj anansu. Pao
HABoOOU HU3 Hedocmamaxa hocmojehe amemooe KOHAUHUX eneMeHamd 3a paziuyume 061acmu CIPYKIYPHE
aunanuze (ananuze cmaburHocmy, Kowmakmue aunanuse...). Taxohe ce kao jeoan 00 Gummnux nedocmamara
Kiacuure Memoode KOHAuHUX eleMenama Hagoou u npodaes gopmuparsa mpeosice konaunux enevenamada. Osdj
KOpaK 'y npoyeoypu CmpyKmypHe anaiu3e KOHAYHUM — eIeMeHMUMA  eNecdniniiHe  Ce  peuasd npuMeHoM
U302€0Mempujckoe KoHyenma Koju oeunuute mpescy us eeovempuje. Pad y Hacmagky odaje npoyeoypy
moodenuparsa 2D NURBS konaunux enevenama sda pagancke npodaeve Kao i npuMeHy Ha mecin Mooenumd.

Mili¢ P., Marinkovi¢ D., Petrovi¢ G., ,Isogeometric FE Analysis of Thin Walled Structures
with Kirchhoff-Love Shell Element“, Mechanical Engineering in XXI Century, 3rd
International Conference, MaSinski fakultet Nis, pp. 407 - 410, ISBN: 978-86-6055-072-1,
Srbija, 17. - 18. Sep, 2015

Y paoy je oam usoeeomempujcrxu konyenm konaunux exenenama muna bycke. Ca oo3upoy na mo da NURBS
eeomempuja omozyhyje eehi cmenen kKOHMUHYUMEMA HA PaHUl eleMenHamd, no2oond je 3d opmuparee
enemenma muna swycke no Kirchhoff-Love gopatynayuju. Y nacmaexy pada npuxasan je nocmynax opyuparea

mampuie kpymocmu enemenma. Paseujenu mun enevMenina je npumersen y opmupary Mooeia yuiHopa Kojum
je 00Kazana KOHGepeeHYUjd peutersa.

Marinkovi¢ D., Mili¢ P., Marinkovi¢ Z., "The Idea of Combined Linear — Geometrically
Nonlinear FEM Modeling with Application on a Tower Crane", XI International Conference
on System, Automatic Control and Measurements SAUM 2012, University of Ni§, Faculty of
Electronic Engineering, Faculty of Mechanical Engineering, pp. 282 - 285, ISBN: 978-86-
6125-072-9, Srbija, 14. - 16. Nov, 2012

Mooenuparse undicervepckix cmpykmypa noopasymesd UCmpax;cusdivbe aimepHamueHux peuerbd ¥ yiby
nocmusared 3a006o0/basajyhes  komnpoyuca usmMehy KOMIICKCHOCIU MO0end U NPeyusHoCHu  npeosuhenoe
noHawared. Y MHO2UM ClyYajesumd, CIpPYKNYPHO NOHAUIANLE YK/bYYYje 2eoMempujcke HenuHeapHocmy  Koje ¢y
oepanyyene Ha peiamueno Mai no0domeH. Pao ce 0asu uoejos KoMOUHOSAHO2 JUHEAPHOZ - 2eOMeMPUJCKU
nenuneaproe FEM yodenuparea koju uva sa yusb eehy madnocm y3 payuonaine HYMEPUYKe U pauyHapeke
saxmese. Osaj npucmyn je 00 6elikoe 3HAYAjd KOO HPAKMUYHUX 300amakd Kadd ce 00VXeama peatnd
ceomempuja cmpykmype. Hoeja je npuxasana y pady Ha npumepy Koju YKabYuyje moparscky ouzanuyy cda
mepemom kao kiamuom. Pedykyuja nyvepuukoe mooena 3acHO6AHd HA  MeXHUYU MOOANHe CYNepnosuyuje ce
Kopucmit 3a auxeapru oeo vodeia. To oooamno noboseuiasa Hymepuuxy eduracrnocm. Ipobnem je pewasan
nomohy excnnuumue epemencke unmezpaije.

JanoSevi¢ D., Petrovi¢ H., Mili¢ P., Nikoli¢ V., "Nominal mass criteria for manipulator
optimization of mobile machines”, The 7™ International conference Research and development
of mechanical elements and systems - IRMES 2011, Mechanical Engineering Faculty,

M52

M33

M33

M33

M33



University of Ni§, pp. 521 - 524, ISBN: 978-86-6055-012-7, Srbija, 27. - 28. Apr, 2011

Osaj pao usyuaea Cmpykmype MOOWHUX MAUIund 1 NO20NCKUX YIaHO8d MAHUNVIAIMOPA KOpuuhenux y
oucepmayju. 3 ypahenux ananusa cazieoasanu ¢y Kpumepljyvmu Koju Ymudy na OnmuMainy Cunimesy wianoed
Ha oasu weea ce 00pehyjy YHYMpautrea KUHEMAMCKa v Ounasuyka cmarba uianosa. Qsaj pad uma u 0ONYHCKU
Yie 0a ce oOUje ONMUMATHO Peuterbe KUHEMAanckoe 1anid (MUHUMAalHa Macd).

JanoSevi¢ D., Petrovi¢ N., Mili¢ P., Nikoli¢ V., “Modelling resistance of digging of hydraulic
excavators”, The seventh international triennial conference Heavy machinery HM 2011,
ISBN: 978-86-82631-58-3, pp. 85 - 88, Srbija, 29. Jun - 02. Jul, 2011

12 \\y/)ll()_\‘ CY npeo anaiusupdaHe ("L’(},\/(.)171/71[/L‘1C(’. KUHeMamuuKe i OUHAMUYKE NPOMeH/bUuBe /\'()/.(_) ymudy Ha omnop M33
Kondred .\‘I/()/)(I‘\'.'IZ[‘/I.’I/.\' Ou'(‘c’/)c! ca (}_\'(;I{/I(‘l\'ll,ll MAHUNYTAIMOPOM. \% HACIMABKY ¢y oamiut [,7U>'(}I{/t’/'z'll Mamemamuyuxku
moodenu sa oopelusarve omnopa konarea Oacepa. Oeaxas Mooen je nodnoea 3a Kachuje cumyiayiuje xKoje cy
Peanu3oeaHe y OKeupy ()()/{/})(}/7(‘/{(? ()I/L'L’]?II]C(I{I{jL’.

Jovanovi¢ M., Mani¢ M., Jovanovi¢ S., Jankovi¢ P., Radoi¢i¢ G., Mili¢ P., "Research of
dynamic characteristics of double-boom crane", The Sixth International Conference Transport
and Logistics til2017, Masinski fakultet u Nisu, pp. 60-66, ISBN: 978-86-6055-088-2, Nis, 25.
- 26. May, 2017

http://til. masfak.ni.ac.rs/index.php/en/til-2016/proceedings

y OKBUPY 06UX UCMPAHCUSUA AHATUUPAHE CY 6pCe KOHAYHUX eleMeHamd NO200HIX 3d MpAaHcnopniHe M33
MdautuHe. 1’]3_\'11616(/111(’ cy /7()/)/}7([.'['//()—()!’][?117:’1(’ ouzanuye ca ()()’()CHI‘[]'\'I\'()'\I cmpeno K(?f(’ /'7[1)(‘()('/)7(/(’;’. [7({/:\' munuyvHe
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cmpykmype dusamna sa 0podozpadiby. Osuy padom je oam npeaned eKCHePUMeHMATHUX U INCOPUjCKUX
ucmpaNcuearea Ha cucmemy sa npoveny ooxeama ousanuya. Taxohe, pao nokaszvje Hajnocoonuju navuy
mMeopujckoe Modenupdarsa Hocehe cmpykmype U UspauyHasared YHYMpautbux OuHamuukux napasemapa. Oea
UCIPAICUBAILA CY KOPUWRACHT 30 pasMamparee K8anumema Mooenuparsd epeoHuM eleMeHmoM.

Jovanovi¢ M., Mili¢ P., “The real responsible elements properties of transportation machines’

supporting structures”, "Innovation as a Function of Engineering Development", IDE 2011,

Faculty of Civil Engineering and Architecture Ni$, pp. 229 - 234, ISBN: 978-86-80295-98-5,
14 Srbija, 25. - 26. Novembar, 2011.

}\v]7(1()_\"/'c’ NPUKA3AHAd MEXHUKA ,\I()()C.'/ll/)cl.’b(l CNIOAHCCHUX CMPYKNypda MPpAancrnopniHux MaiHda ,\l()()()f/II/?(I/II/.\'
pasinuduimum epcmaMa KOHAYHUX eleMerama u pasiTudunium epcmamd UHmepnoitayuoHUx (/)_THI\,‘I{I{ﬂI. ,4/'/(1.'/11‘}(1_/6
uz8eoeHa nocvampdrbemM CmpyKmype oonazava 1 me2oso2 H(’{/(/‘HH?L’}?CT?GH1{/C2 yeopd. .-1/*/((.'/1/?/)\1»/-0 mecmupana
Monoao2uja Mpedsice Y60poesd 3d pediHy KoHcmpyKiujy oonazavyay PBEE bop.

M33

Jovanovi¢ V., JanoSevi¢ D., Pavlovi¢ J., Mili¢ P., “Dynamic simulation of hydraulic
excavators with shovel manipulator”, 3rd International Conference, Mechanical Engineering

in XXI Century, University of Ni§, Faculty of Mechanical Engineering, Nis, Serbia, pp. 422 -

426, ISBN: 978-86-6055-072-1, Serbia, 17. - 18. Sep, 2015

V paoy je npukasan ounamuyku mamemamuyky ymooen dazepa cd YMosapHuM MAHUNYIAmMopom. 3a o0édj M33

mooen  passijen je codmeep 3a HyMEpuuky cumyiayujy pada bazepa u oopelhene munose 3adamard.
Cuniyaayujon cy oopehenu kunemamcku i OUHAMUYKU AApamMempll Koju ¢y OCHO8A KACHUUX ananusd y
()IIL'(.’/)/”CH{ZUI/. K(J() I?plll/@p gamu L"\' p(;")’)'.'llilcllllll H}'.\/(f/]fl‘ll\'(f OUHAMUUKE L'l{.ll»\i‘](ll}{l{/.c’ BCIIUKOC .\’I/()[?U_\'.'lZI‘(H()S

(5(!38]7(1 ca _\'IIIO(f(][)H()_\/ KAautliKom ')’(/.'17/)(3.‘»IIIH(3 —/.—/i”s.
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HNCIIYBEHOCT YCJIOBA 3A OABPAHY JJOKTOPCKE JUCEPTAIIMJE

Kanauaar ucrymasa yciioBe 3a oleHy ¥ 010paHy JOKTOPCKe AHCEpTaLje KOju ¢y npeasuleHn 3akoHOM O
BMCOKOM oOpasoBamy, CratyToM YHuBep3utera u Cratytom Dakynrera.

Oopasnoscerve

Kanjunar je monoxwuo npenpuljeHe HCIUTE Ha MarMCTapCKHM M JOKTOPCKHM CTyaHjaMa, MMa Ol00peHy TeMy JOKTOPCKe
aucepraumje, o6jaBuo je 15 HayyHHX M CTPYYHHMX pajoBa y obnacTu npujaBibeHe Teme. Kanauaar je nmpenao A0KTopeky
JMCEpPTaLM]y y MPOIMCaHOM POKY, Y CKJIaay ca NPHjaBJbEHOM M Of00pEHOM TeMoM, oaropapajyher o6uMa M KBajauTeTa
u3paje.

JA HE

BPEIHOBAIGE ITOJEJAUHUX AEJIOBA JOKTOPCKE JUCEPTAIIUJE

Hoxropcka aucepranuja kanauaara Ipeapara Munuha, TUNIoMHpaHOT MaIIMHCKOT HHKHMEbEPA, CaApKU YKYMHO 158
ctpaHa ¢opmata A4. Ha nmoyeTky cy OmuTH MojaLy o AUCepTaLfjH, CaipKaj, Tperie NpUKa3aHuX cliMKa U Tabena. Tema
AUcepTalyje je u3IoxkeHa kpo3 9 riasa u mrepatypy oa 109 nurupanux 6ubnuorpadekux jenununa. Tema aucepranuje
je m3noxkena kpo3 crnepehe rmase: 1. Yeox, 2. I'eomerpHjcko Mopenupame ca HeyHH(GOPMHMM palMOHATHMM b-
criiajHoBuMa, 3. Meroia KOHa4YHHMX eneMeHaTa M u3oreomerpujcku mpuctymn, 4. Mmmiemenranuja NURBS ocHoBHMX
¢yHkumja y metoqu koHa4yHuX enemenara, 5. Mopen Kirchhoff-Love mbycke ca NURBS ocHoBHuM dyHKIMjama, 6.
CrpykTypHa wm3oreomerpujcka aHanmsa ca T-crumajH ¢yHkimjama obnuka, 7. IIpoGieM CONCTBEHMX BPEJHOCTH H
SKCIUIMIMTHA TpaH3MjJeHTHa AMHaMM4Ka aHanu3a, 8. IlpuMeHa M30reoMeTpHjcke aHalIW3e 3a pelIaBarbe pealHuX
npobnema u 9. 3aksbyyax.



Huceprauuja obyxsara MCTpakKMBama HOBOT NPaBlia y METO/IM KOHAYHMX €leMeHaTa KOjUM Ce YBOIH peajaH OOJIUK
Gusnukpx 0b6nMKa y TONONOrHjy KOHa4HMX eneMeHaTa. MHMIMjaHa reoMeTprja HOCH ca co6OM OCHOBY 3a (OpMHUpaH-E
Mpexke KOHauHMX €JleMeHaTa, YuMe ce u3berasa paHuje yoOuuajeH MocTynak reHepucama mpexke. OBaj uzbop npurpeme
mozena 3a ysohewe y FEM ananusy noronan je jep cy CAD moznenu Hajueinhe renepucann NURBS reomerpujom. Ha
0a3u TakBOT MpPHCTyNa pa3BHjeHH Cy M30reoMeTpujcku Moien. OHM moapasyMmeBajy yHarpeleme CIUlajHOBa y CMHUCITY
AepUHHLM]e U apaMeTapcKor MO/IeIMpamka M KBaIUTeTa BUXOBUX OCHOBHUX QyHKIMja. To je omoryhuio kanauaarty za
pasBMje BUIIe TUMoBa koHayHMX enemeHata ca NURBS u T-crumaj ocHoBom: 2D paBancku enement, 3D conun, 2D
Kirchhoff-Love jbycka. CBaku 071 pa3BHjeHHX eleMeHaTa IIPUMEEH je Y TEOPHjH eaCTHYHOCTH IITO je& U3JI0KEHO Of 4.
no 6. mornaema. TecTupame pa3BHjeHMX eleMeHaTa je, Jajke, ypaheHo Kpo3 mpobe CONCTBEHUX BPEAHOCTH M
eKCIUIMIMTHY TPaH3WjEHTHY AMHAMUUYKY aHalu3y Ha TecT npumepuma. KoHTpona kBanurera pa3BUjeHMX ejeMeHara
MpoBepaBaHa j€ eKCIIEPMMEHTAITHO - MEPEHhEM CONCTBEHHX (PEKBEHIIM]a U COTNICTBEHUX MOJIOBA OcLMioBama. Ha kpajy je
BPIUEHO TECTHPaH-€ Pa3BUjEHUX HM30I€OMETPMJCKMX KOHAYHMX €1eMeHaTa Ha KOHCTPYKTHBHUM MNpobieMuMa Hocehmx
CTPYKTypa TPaHCIIOPTHHUX MalllMHa Koje e OJJIMKY]Y 3aKpHBJbeHOLINy reoMeTpHuja i IMPOMEHBUBOM (hOPMOM.

V yBomy muceprauuje, kanauaaT objaiurapa npuctyn ¢Gopmupama CAD Moaena u HEMHUHOBHE amnpoOKCHMMALMjE KOje
AOBOAE 110 pasnuMka H3Mely (u3MuKe TeOMETpUje M TEOMETpUje KOoHauHor enemeHTta. OOpasnoxkeH je u36op
M30T€OMETPUJCKMX MOJieNla Kao aKTyellaH MCTpakKMBauku npasall. Ha deTupu crpane je nar npersien aocafallbux
MCTPa)KUBara y 0BOj 00/1acTH ca OOMMHOM JIMTEPAaTYpPOM, HaBEEHOM Ha Kpajy pykomuca. Y oKBupy riase | KpaTko cy
JIaTH Hay4YHHU LUJBEBU JHCepTaLMje, Iperiel] caapkaja U IPUCTYT TeMaTULM THUCepTalfje.

Kanmunar y npyroj rnaeu u3Hocu ocHoBe reomeTpujckor mozenupawa NURBS-om, matematuuke moznene B-cruajua,
AHAJIMTUYKM M rpadUyuKy UHTEPIIPETUPAHE ca Pa3IMYUTHM CTENEHOM OCHOBHHUX (QyHKuuja. [ledunucane cy ocobune B -
cnnajn noppu, NURBS kpusa, NURBS noepui, uzsonu ocHoBHux NURBS ¢yHkuuja mMarematvuky u rpaduuku
UHTEpnpeTupann U anroputMu 3a npuMmeHy NURBS reomerpuje. Takohe, nar je ocBpr Ha anropuram 3a nosehame
CTeleHa OCHOBHMX (yHKLMja, Nopehame IyCTHHE Mpexe W K-paduHalMjy Mpeka, YhMMe ce BpIUM NpHIpeMa 3a
reHepucame MpeXKe y MeTOIM KOHaYHUX elleMeHarTa.

V Tpehoj rnaBu M3noXkeH je MPHCTYN KiacuuHoj BapujaumoHoj FEM ca HemosHatiM BenvdumHama y OOJIHMKY
nedopmaumja. IlapanenHo KIacCHYHOM KOHLENTY, M3JI0KEH jeé M30r€OMETPHjCKM KoHIuenT. OBaj KOHILENT MOoApa3yMeBa
kopumheme NURBS ocHoBHUX (yHKLMja kao ¢yHKLMja obnuka (shape function) y FEM mertonu. Usnosxena je pasiavka
y moHamamy Lagrange-oBux ¢yHkumja obnmka y KoHBeHUMOHamHoM mpuctynmy u NURBS ¢yskuuja obnuka -
NPUMEEHUX Yy HM30r€OMeTpHjckoM npHcTymy. OBe pasnuvke ymyhyjy Ha NpeIHOCTH H30re€OMETPHMjCKOr IMPUCTYIIA.
Pemymo, jenna NURBS unTeprionanona ¢gyHkIHja Moxe Ja Oy/ae 3ajeIHMYKA 3a BHUILE Y3aCTOMHUX KOHAYHHUX eJleMeHaTa
nok uHTepnonupana Lagrange-oBa dyHkuuja Moxe aa ycnosu Gibbs-oBa ocuunopama. [Ipegnocr NURBS-a je y Gosbem
CTeleHy KOHTHHYHUTETa Ha rpaHullaMa eJleMeHaTa.

VY rnaeu uvetupy, npukazana je umruiemenTauuja NURBS ocHOBHMX (yHKIHMja Y METOAM KOHAYHMX €llEeMeHara ca
HaBoOhemeM OCHOBHMX pelalifja KJIacHuHe TeOpHje eTaCTUYHOCTU U M30reoMeTpHjckoM aHanuzoM 3D commmom. Jlate cy
ToJIa3He jelHaunHe 3a GopMUpare MHTEPONAllMOHMX MaTPHLa U MaTpHLa KpyTocTH. Jla Gu ce peanmsoBaiu MpUMeEpH,
Halpae/beHa je LieMa aJaropuTMa M30reOMETpHjcKe Npoleaype 3a paj ca patch-esuma. YpalieH je KOHTPOJIHHM MpUMEp
MOJIe/IMparba U CTaTHYKE aHalu3e IUIOYMIE Ca OTBOPOM Y HM30T€OMETPHMjCKOM M KIIaCHUHOM H3Bohemwy. I'paduuku u
HyMEPHUYKHM Cy MpHKa3aHHu pe3ynTtati oba mozena. [lopeheme ykasyje Ha HOBY GopMy y KOjoj CY KOHTHHYHMTET IIPOMEHE
HarnoHa u aedopmairja 60sbe U3paskeHU, OJTMCKU TEOPU]CKUM pellehuMa.

VY neroj rnaeu ce pasmatpa mozen Kirchhoff-oe mycke ca NURBS ocHoBHMM byHkimjama. OBaj TUn Jbycke je
u3abpaH 003MpOM Ha LIMPUHY IpaKTUYHE INpUMEHe M J00pe YCIOBe KOHTHMHYHMTETa Ha IpaHMIaMa eJIeMEHaTa.
Hebunucana je pudepeHUMjanHa TreoMeTpUja MOBpIIMHA, KHHeMaTuka Jeycke, Green-Lagrange-oBu TeH30pH
nedopmanmje Jbycke ca IPUMEHOM Ha Maie JehopMalyje U BUPTYEIHH pajl noMepara. [locMaTpaH je Mojien YeTBpTHHE
UMJIMH/IPa W30reOMeTpUjcKoM aHainu3oM ¢opmupan Ha 6aszu Kirchhoff-Love smycke u pasnuuurum crenennma NURBS
ocHoBHUX (yHKuHja. [TokasaHa je TexHHKa 3a GOpMHpame CIOKEHHUX CTPYKTypa ca BHILE CETMEHATa U OPUTMHATHUM
npumepuma. Ilopehemwa nedopmanija moaena cy ynopeaHo npejacTap/beHa y BUAY AMjarpama ca pasjiduuTUM U3BOhereM
crenneHa NURBS-a.

V mectoj riaBu, pa3MaTpaHa je H30reoMeTpHjcka aHanm3a ca T-ciutaju dyHkuujama obGnuka. Pasmartpanm cy
HEJI0CTalM W30TeOMETPHU)CKOT MOJIeIMpaka YCIIOB/beHU YBohemeM Bullle pafch-eBa y reometpujcke Moene. OBO NUTame
je yBeJleHO y pyKomHc 063UpOM Aa Cy OBO TMO3HATH pasnosu 36or yera NURBS Huje yBek morogan 3a M30reoMeTpHjcKy
ananmsy. Henocrauum NURBS-eBa ce mory mpesasuhu kopumhewem T-crinajHoBa, a To je NURBS ca T cnojeeuma. T
crojeeu omoryhapajy JokanHy MpPOMEHy MpexXe M HHUCY OIPaHHHYEHHM Ha CTPYKTYpY TEH30PCKOT MPOM3BOAA jEP CY
3aCHOBaHM Ha TaykaMa KOHTpOJHoOr nonuroHa. YeeneHa je Cox-de Boor-oBa pekyp3uBHa ¢opmyna npumerseHa Ha T-
cruajH reomeTpuju. Ha 0asu pesynrara npeTxoiHMX McTpaxupamwa T-criaju enemenra, Bezier-ope ekcrpakuuje u
Aexommosuiuje, u3seneHa je T-cruiaju Bezier—ova ekcTpakiiija ca HyMEPUUKHM NIPUMEPOM IUIOYHIE Ca OTBOPOM M BHUILE
T-cnnajn noppmm. Pesynratu npumene T-cruiajH moBpium cy 3Ha4ajHO GOJBM Y O/THOCY Ha MCTE NPHUMEPE M3BEEHE
KacM4HUM codrBepoM (ANSYS).

VY ceamoj rnau cy pasmarpaHe COICTBEHE BPEIHOCTH U MOHALIaHke HU30T€OMETPU]CKOr €IEMEHTA Y EKCIUIMLMTHO]
TPaH3U]E€HTHOj JMHAMUYKOj aHanu3u. Ha mouerky cy nare ¢pekBeHTHe jeqHauMHE U (OpPMHpare WHEPLMOHE MATPULE
Mojena. 3a npakTUYHy npoeepy kopuiiheHa je Buceha npapoyraoHa amyMHHHjyMCKa IUIo4a Ha KOjoj je eKCIIEPUMEHTAITHO
NPOBEpaBaHa Ta4HOCT TEOPHU]CKOT U30reoMeTpHjcKor mozena. Pesynraru tux nopehewa u pesynratu npuMeHe KjiacH4He
BapujauuoHe dopmyrnaimje FEM nate cy rpadguuky, TabenapHo U CIMKOBUTO. Mepeme je 00aBJbeHO y 1aGopaoTopuju
Uucruryra 3a mexanuky TY Bepnun. Kopumhen je ontuuku uGpomerap Polytec Optics-PSV-400 u no6Gyhusau
Permanent magnet shaker V406 xao w nnerranau cunie Dvtran1051V3. Orai nnumen obiexTuruvie nam w viivhvie Ha



HaeHTU(hUKOBaHA OfIcTyNama (10 5%) Koja je KaHAuAaT JOOHO M30T€OMETPH]CKUM MOJIETMPAREM Ol eKCTIEPUMEHTAITHHIX
pesynrara. Pesynratu NURBS ananu3a M eKCepMMEHTalIHMX MCIUTHBaba rpaguukd Cy TNPeACTaB/bEHH ClMKaMa
mozosa. Hajeuinm HMBO NpUMeHe MeTOJ€ KOHAYHMX €JleMeHaTa je TPaH3MjeHTHA JUHaMU4Ka aHanmsa. VI3HeT je Teopujcku
MOJIe/l eKCIUTMUMTHE JMHAMUYKE aHanuse W ypaheH je mpumep KOH30j€e ca yaapoM y obnuky ramp ¢ynkuuje. [Ipobe ca
M30T€OMETPUJCKUM KOHAYHUM enemex-mdma nokasyjy Ja ce ehuKacHO MOXE€ pPaJUTH JUPEKTHA nmerpauma ca BpJO
Manum BpemeHckuM kopatmma (107'%s). Tlopeljere ca MMINIMIMTHOM JMHAMHYKOM AHAIM30M JIaTO je rpaduyku m
TabenapHO Ha NpHMepPYy OCLMIOBama KOH30ie (IUiode). 3a aHaaM3y BPEMEHCKH NPOMEH/BMBOT CTamha OCIUIOBaMa
YBPCTUX MaTepHjaJlHMX CTPYKTypa, KopHiuheHa je MeToja AMPEKTHE HyMEpHYKe HHTerpauuje audepeHLMjaTHuxX
jennaunna kperama. 3a MozlaIHy aHanu3y kopuuilieHa je Lanczos metosia. 3a pa3sBoj HyMEPUUKMX M MEXaHUUKHMX MOJela
¥ pelliaBarbe CBUX 3a/1aTaKa ca W30r€OMETPU]CKUM €IEMEHTHMA KaHIMIAT jeé Pa3BHO CONCTBeHe CoPTBEpe Ha Gasu TeopHje
€JIACTUYHOCTH.

VY rnaeu 8 npukasana je mpuMeHa M30T€OMETPHMjCKE aHaM3€ 3a pelllaBame peajHuX NpobieMa — aHaiusa CTpese
xuapaymudHor 6arepa npoussenenor y MMK14 u tepetne kyke (mpema DIN15-401-1) kao enemenara ca m3pakeHOM
reOMeTpHjcKOM 3akpupjbeHownhy. Pesynratu cy ynmopehenu ca KIacMUHMM KOHAYHMM eJlEMEHTMMa THIMA TeTpaezpa
bubnmorexke y PLM Siemens (NX Nastran). OBu pesynratu ymylyjy Ha GNMCKOCT pellledma M TIPOBEPEH CTEreH
OJICTyNamka OCHOBHUX MOJIOBA.

®uHanHoO, y INIaBU JEBET, U3HETHU Cy 3aK/by4lld 0 noroaHoct kopumhewa NURBS Momenupama y MeToaM KOHauHUX
eJieMeHaTa Kpo3 MpuMepe U TecTobe ypaheHe y oBoj Te3u. Ha ocHOBY Tora cy Mpe/iioxkeHu 3aKk/byulli o IPUMEHH METO/Ie
U BEHOj e(DMKaHOCTH Y TEXHHIIH.

BPEJJHOBAIGE PE3YJITATA JOKTOPCKE I[I/ICEPTAIII/IJE

Hupo ocTBapuBama NOCTaB/bEHUX LIMbEBA U3 NIPUjaBe JOKTOPCKE aucepTaluje (0o ,
Kanaupar je cBoja uctpakuBama, y CKJIaay ca TEMOM JMCEpTaLHje, YCMEPHO Ka TeoijCKOM MOZIe/IMpamy CIUIajHOBa U
BUXOBOM YBOhemwy y mporpamcky peanu3alMjy MeTOJe KOHAauHMX esneMeHaTta. Hajmpe cy dopmupaHd OCHOBHM
MaTeMaTHYKK MOJENH CIUIajHa (pel OCHOBHUMX (yHKUM]a, MHAEKCHU BEKTOPU U TauKe KOHTPOJIHOT MoaMrona). Msepiieno
Je Gopmupame ocHoBHMX dyHKUM]a splajna (shape function), 3a METOy KOHAaYHHX €JIEMEHATA M U3PauyHABae HUXOBUX
BPEIHOCTH 3a CBaKy TauKy HUHTerpauuje cTpykrype, ozapeheny Gauss-oBum kBaaparypHum ¢opmama. OBuUM cCy
AeduHUCAaHM TapaMeTpM KOHAYHOT eJleMEeHTa MPOW3BOJbHE CTPYKTYpe, a THME M MaTpMlla KPyTOCTH. 3a aHaIu3y
M30r€OMETPUJCKE CTPYKTYpe KOHA4HMX eleMeHara (opMHpaHa je miobajHa MaTpulia KPYTOCTH CTPYKTYpe, BEKTOPH
CIOJballller A€jCTBAa. I'paHMYHM YCIIOBM Cy YBEJEHM KpO3 MAaTpHlly KpyTocTd. Ha oBaj HaumH je noGujeH cucTeM
anrebapckMX jeIHa4YMHA KOjM je pellaBaH MaTpU4YHOM anrebpoM. M3epuieHum m300poM, uzoreomeTpujcke dopme cy
AehvHMCaHe MPEKO CIUTajHOBA M yBeleHe y HymepHuky aHanusy FEM. HctpaxuBama cy 1abe Mia y 1paslly OpUMeHe
PasTMYMTUX THUIIOBAa F€OMETPHja KOHAUHMX €JIeMEHaTa y TeXHMYKUM aHanmmzama. OBakaB mpuctyn je omoryhuo ma ce
reoMeTpHja Mojena Oe3 anpokcuMaluja yBele y METOAY KOHa4YHMX elleMeHara, YUMe ce He 3aHeMapyje KOHTHHYUTET
npomeHe reomerpuje. Ha 6asm TakBMX JedMHMIMja, BpIIEHE Cy KOHTPOJIE TAyHOCTH peEllemha jeJHOCTABHUX
H30T€OMETPHJCKHX MOJieNa rnopeljermeM ca TEOPHUjCKUM MOZIeNTIMa U HYMEPUYKHM pelllelUMa KJIaCHYHE METO/Ie KOHAYHUX
enemenara. [Ipennoct usbopa, Koju je M3BPIIMO KaHAUIAT, j€ NOTIYHA BEPHOCT reoMeTpHje 00jeKTa KOju Ce aHaIM3upa 1
NpoLeypaiHa MPUIPEM/BEHOCT I€OMETPUJCKOr MoJena 3a YTBphEHy TOMOJIOTHjy Mpeke. Y ONpPaTHMBHOM CMHUCITY
M30reOMETpHjCKa Mpolielypa MojeTHOCTaB/byje MPUMEHy MeTozie Ha reomeTpujama ca Kirchhoff-Love sbyckom u y6p3asa
HYMEpHUKY TpoueaypanHocT. IlocTaB/beHH HU/BEBH HCTPaKMBamba Cy M3 JOMEHA CTATHYKMX aHA/M3a MPOLIMPEHH Y
JIOMEH JIMHaMHMYKHX, NPUMEHOM H30reoMeTpHjcke (GopMysanMje Ha 3afalMMa oapelhuBama CONCTBEHHX BPEAHOCTH M
AMHaMHYKOT OJroBopa Ha NpoM3BOJbHY nodyay. Tume je TecTupame H3oreoMerpujcke (opmylialuje KOMILIETHO
o0yxpaheHO TUMMYHMM TEXHMYKHMM aHalH3aMa y KojuMa Ou ce MeToda npuMemiBaia. CXoIHo NMpHjaBy Tese, ypaheHa je
M jelHa eKcrepMMeHTalHa npoba yTBphuBama JMHAMMYKMX CBOjCTaBa MOJENa JIACEPCKOM TEXHOJOTHjOM Mepemma
COTICTBEHHMX BpeAHOCTH ((DpeKBEHIMja M CONCTBEHMX BEKTOpa) Y TMOJBbY KOHTHHYyMa IITO je O00jeKTUBH30BAJIO
UcTpaxuBamwa. [Ipumena MeTo/e, NOCTaB/bEHE HA OBAj HAUMH, TECTUPaHA jé Ha T€OMETPHUjCKIUM (popMama TPaHCIIOPTHUX
Mall¥Ha N1a Cy aHaJIn3UpaHa JIBa KapaKTepUCTUYHA MpUMepa.
Peanuzoeano je:
e ®opmHpaHHU cy pedepeHTHH MaTeMaTHYKH MOJIEITH 32 H30r€OMETPHjCKY (hOpMyJialiijy KOHAaUHMX eJleMeHaTa.
¢ Paspujena je nporpamcka nporexypanHocT popmupama B-crnajua 1 NURBS-a ca enemenTiMa yripapsbama.
* 'V rnaeu Tpu je yniopehieHo NoHamame (GyHKIHja 00JIMKa H30Ir€OMETPHjCKOT MPHUCTYIIA CIUIAJHOM M MHTEPIIOIALMOHHMX
¢yHk1HMja Ha 6a3u Lagrange-oBUX MOJIMHOMA.
e V rnaBM 4eTpu IOKa3aHa je NpPOLEAYpaTHOCT yBohewa H30reoMeTpHjcke (Gopmynaumje y MeTOAy KOHAYHHMX
e/leMeHaTa a 3a pobiemMe y paBHH U IPOCTOPY .
¢ IlocmarpaH je HajakTyenHHjU NpoOeM paja ca M30r€OMETPUjCKOM JbYCKOM Koja je Hajuewhu eneMeHT y aHaIu3u
KOHTHHYyMa JIakuX Hocehux cTpykTypa. IlokaszaHa je MaTeMaTH4Ka IpOLeSypPaTHOCT JOOHjama pelleha y CTaTHIKHM
aHajM3aMa a 3a/]aTaK je NpouupeH yBohemeM Tpaka Koje NMpeHOoce CaBHjame 3a IMpobiieMe ca BHLIE N€OMETPHjCKUX
patch-eBa (MoJeny MOTy Jia KIMajy MHOTO KOHa4YHHMX eJIeMeHaTa alli TeK HEKOJIUKO parch-eBa).
¢ V¥ wectoj rnaeu, nocMarpa je noceban odnmuk NURBS-a (T-crnaju) koju omoryhaga jokainHy paduHaimjy Mpexe.
V 2D npoctopy u3BesieHa je npoLeaypa npumeHe T-cruiajHa y peliaBary TEXHHYKOT 33/1aTKa KOHLEHTpALMje HarloHa
y IUIOYM ca OTBOpOM, KojoM cy ozpeheHe nedopmaimje ynopeqHo ca KIACHYHHM H TEOPHjCKMM pELIEHUMA.
Ioctynak Bezier-oe JIexkommo3uiMje U ekcTpakuuje omoryhno je Hamaxeme pelnerma M HBHXOBO Topeheme ca
pelewruMa y KoMepLujaJHoM codTeepy.




e V rnaBu ceaam, NMOCMAaTpaHu Cy JUMHAMHUYKM npobrnemu. YpaljeHa je MoiaiHa, TpaH3WjeHTHA U €KCIIEPUMEHTAIHA
aHa/M3a jeJHOCTaBHE Iioye y (pekBeHTHOM joMeHy of 400 Hz. 3a TpamsujentHy aHanusy je ynorpebibeH MeTon
LUEHTpaJIHE pa3/MKe M pa3BHJEHU Cy OPUTMHAHM MPOrpaMCKM MOMYJIM 3a pellaBaie 3aJaTaka €KCIUIMLUTHE
JMHaMHMYKe aHanmse. Tu pesynrtat cy oMoryhunu aa ce ynopese peluera MocTaB/beHa OBOM Te€30M (3aCHOBaHA Ha
NURBS-y) u pewewa u3 xomepuMjanHor codreepa Nastran. JlaTo je aumpekrtHo mnopeheme Momoa ca
€KCTIEPMMEHTOM. 3aMnakeHo je 700po MpHOIKEHhe eKCIIEPUMEHTATHAX U H30r€OMETPH]CKUX PE3YJITATa.

e OuemweH je kBanuTeT npumeHe usoreomerpujcke dopmynauuje NURBS-om Ha TexHuukuMm mpoGrieMuma cTpene
Oarepa u TepeTHe Kyke. YpaleHa je craTHuka ¥ MOJIaJlHa aHaJW3a ca nopeljereM ocTynama y PPEKBEHTHOM JIOMEHY
oz 50 Hz unume je npoeepena moryhHocT kopuiihewa METOIe y TEXHUUKHMM arlidKauMjama.

e Ha kpajy je M3HETO HCTPaXXMBAYKO MCKYCTBO Yy INPUMEHH H30reOMETpHjcke (opMysaldje METOle KOHAYHMX
eneMeHata U BpeaHoctu npuMmene NURBS-a y ananuzama.

e JluceprauMjoM je M3BpIIEHa CHCTeMaTH3alldja Npoledypa M MeTojla MOTPeOHMX 3a M30r€OMETPHjCKY aHAIU3y
bopmupameM OMIUTUX MaTeMaTHYKMX (GOPMH M MPOrpamMckux npouedypa. Tume cy yTepheHa ommTa cBOjcTaBa

NIOCTYTIKa M30r€OMETPHjCKE aHAJIM3€ Ka0 TEOPHjCKOT MpaBLa HOBUX CTPYKTYPHHUX aHa/IN3a.

OBaH€ 3Hayaj

I YHHO pUHOCA pesyiTaTa agucepraumje (0o 200 peuir)

Hayunu pesynratu gucepraumje cy:

e Maremartuyku cy AedHHHCaHM NMapaMeTapcKd MOJENM KOHAYHMX elleMEeHaTa 3aCHOBAaHMX Ha HM30r€OMETPH)CKO]
FEM ¢opmynaimju npumenom NURBS-a.

e Marematnuku cy nedHHHCAaHe YCKe Tpake Kao CIElMjalHH JONMYHCKH KOHAYHH €JIEMEHTH CTPYKTYpe KOjH
no6oJpllIaBajy KOHTUHYUTET Ha 'paHuLiaMa patch-eBa.

¢ OnepaTuBHO Cy NokaszaHe Npoueaype popMuparma MaTeMaTHYKUX MOJIeNIa U IPUMEHe H30TeOMETPH]CKe aHaAIM3€ Ha
TEXHMYKHM 3aJjalluMa, [To omMoryhyje yBUI y MPeHOCTH TECTUPAaHHX UJEja.

e Hymepuuku cy ozpeheHa ojcTymama pesynTaTa IIOCTAaBJEEHOT H30TEOMETPH]CKOT TPHUCTYNA O  jEIHOT
aHAJIMTHYKOT MOJIENa M OJCTyNama Of pellewa y kiacuuHoj FEM ananusu (komepLujanau codpTeepu).

* EkcnepumenrtanHo cy Bepu(MKOBAHM PpE3YJITaTH JAMHAMMYKOL IOHAlllakha THITHYHOI TEOMETPHJCKOT MOJENa
(r1oye), 3acHOBaHOT HAa U30TEOMETPHJCKO] aHATIM3H.

¢ Ha 0a3u uctpaxupama U3 AucepTaluje, 00jaB/beH je jelaH HaydyHH pajl. Y TeMaTHKy MOJEMparma reOMETPHjCKHX
Mozena (3a cTpyjame duyuna) objasiben je apyru pag Ha SCI Clarivate Analytics nuctu. [Topen Tora, o6jaB/beHa
Cy joul TpH paja y o06IacTd M30reOMEeTPHjCKUX KOHAYHHMX eJleMeHaTa M [eCeTaK BE3aHMX 3a MPUMEHY PasIHUMTHX
BpCTa KOHAYHHX elleMeHaTa (Hanpe/ HaBeICHHUX).

ja U Hay

Kao rexnuuka perierwa 13 qucepTanyje, ca MoryhHouihy nprumMeHe y npakcy, U3ABOjEHH CY:

e Codreepcky MakeT 3a U30reOMETPHUjCKY CTPYKTYPHY aHaJIM3y YBPCTOI KOHTHMYyyMa 3a 00JIacT JIMHEapHe CTaTHUKe

ananmse. CoTBepcky MakeT je mpuiiaroleH 3a clioskeHe reoMeTpujcke Gopme.

* AHaIMTUYKMM ITyTeM je oApeljeH KONeKTHB YHYTpallbUX CHIa y CTPYKTYpH Oarepa Koju je uzabpaH 3a TeCTUpaibe

HOBOT THUIIa KOHaYHOT eneMeHTa. [IpujaB/beHO TEXHUUKO pelleHe.
OueHa caMOCTanHOCTH HayYHOT pajia KaHAKuAaTa (0o 100 peu)

Kanaupar je 3akopaqno 3Ha4ajHO y 0011aCT MEXaHMKe KOHTHHYYMa IIPUMEH-EHE Y CTPYKTYPHUM aHaIn3aMa TEXHUUKUX
3agaraka. Kamampatr nocemyje morpebHa 3Hama W3 00JNacTH MEXaHHMKE KOHTHHYyyMa M CO(TBEPCKOr MOJENHMparba
MareMaTH4KHX npouenypa. Camoctanso je yBeo NURBS u T-crinaju ¢pyHkimje o6nka y METOMYy KOHAaYHUX €JI€MEHara,
Gopmupao u pemmo anrebapckd CHCTEMH jeIHAYMHA Yy MOKa3aHUM NpuMepuMa. [IpMMEHHMO je Mo3HaTe TEeXHHKe
peaykuuje mojaca MaTpulie KPyTOCTH CTpyKType. M3paamo je aHanu3y KOHBEpreHUHje Pa3sBUjEHOT M30r€OMETPHjCKOT
Moiena W Jo0MjeHe pesynTaTe YHOpeAMo ca pesyiaTaTuma npumeHe Mindlin-Reissner-oor Ttuma Jsbycke u3
KomepuujanHux codreepa. 3a T-crmajHoBe kaHamzar je aeduHMcao mpoueaype oapehuBama ocHOBHMX (yHKIHja
notpebHux 3a aHanusy. ExcrnepumenranHa mpoBepa je peanu3oBaHa Ha MHcTUTYTy 3a MexaHuky - JlemapTmany 3a
CTPYKTYpHY aHanu3y TY Bepnun.

3AK/BYYAK . /0

IIpersienom nokTOpCcKe AUCEpTaLje U aHATM30M MOKa3aHMX pesynTaTa, Komucuja noHocu crienehie 3aksbyuke:

e Canpixaj JOKTOpCKe AMCepTalMje OAroBapa NpHjaB/bEHO) TEMH M cajipkajy Kojy je Bepudukorana Komucuja 3a
OLIEHY Hay4He 3aCHOBaHOCTH M ycBOjuo HacTaBHo-HayuHo Behe MammHckor ¢akyiarera y Hunry.

e JlokTopcka aucepTalMje nokasyje a KaHAuAaT W3BPCHO M03Haje METO/Ie FeOMETPHJCKOT MOJIENIUparha CILIajHOBA,
METO/Ie CTPYKTYPHHX aHAIIM3a, HyMEpPUYKe METO/Ie aHaIn3e MeXaHHYKUX CHCTeMa U caBpeMeHe codTrepe.

e Kanaupar je OBUM paZioM MCTPakMO BPEAHOCTH NPHUMEHE H30T€OMETpPHjCKE aHalM3€ Yy METOOU KOHAUHHMX
eJIeMeHaTa U OLIEHHO YIOTPeO/EUBOCT METO/IE KPO3 BHILE Pa3/IMUUTHX BPCTa aHAJIK3a.

¢ Kanpaupat je o6aBro ucnuTHBama YMoTPeOFUBOCTU HEKOJIMKO BPCTAa U30TC€OMETPH]CKMX KOHAYHMX €IEMEHaTa Ha
TEeXHUYKUM MpobJieMUMa 3aKpHUBJLHUX FEOMETpHja.

e Pajg je jacan, MaTeMaTHYKH Ha BUCOKOM HHUBOY, OJICTIMKaBa CaBPEMEHY METO/Y KOHAuHMX €JleMeHaTa U M3HOCH
OuTHe eneMeHTe 00aB/BEHMX MCTpaKMBama. ' 71aBHA TeMaTHKa je AeTabHO W3JI0XKEHa, 3aCHOBaHA HA HAayYHHUM
MeToZaMa ca 3aKk/byuliiMa Koju ynyhyjy Ha npaBuiHy IIpUMEHY UCTPaXKUBaha y MPaKCH.

e [lpukazanu pe3ynTatu cy peleH3UpaHH WU 00jaB/beHM y [MO3HATUM Mel)yHapoJHUM Hay4yHUM YacONMCHMA.
Marepuja ce ykiana y HaydHH TPeH/l HCTpakMBama M MMa rocebaH 3Ha4aj jep Cy MeTo/ie MeXaHuKe KOHTHHYyMa
OazHe 3a pa3Boj copTBEpa U HHKEHEPCKY AETaTHOCT.



Ha ocHoBy HaBeJieHUX 3aKksbyyaka, yiaHoBM KoMucHje ce cnaky Ja aHaM3upaHa JOKTOpPCKa JAUcepTalMja 1aje OpUruHajaH
Hayynu gonpuHoc y obmactu FEM-a u amammsze nHocehux crpykrypa. Ilonasehu on tux Bpegnoctu, Komwcuja ca
3a/10B0JbCTBOM Npenaxke HactaBHo-Hayynom Behy Mamnckor daxynrera y Huiry na oeaj pan [peapara Munuha, aur.
Malll. UHXKUEEepa M0J1 HA3UBOM:

"Ra3zpoj uzoreomerpujcke MeTo 16 KOHaUHMX €IEMEHaTa U HheHa MPUMEHa Y CTPYKTYPHOj aHau3u Hocehux cTpykTypa
TPaHCINOPTHUX MalIvHa"

NPUXBATH Kao JOKTOPCKY AMCEPTaLHjy U KaHAMaTa [1030BE Ha YCMEHY jaBHY o0paHy.

/
4 |

TpchnopTHa TECXHHKA U JIOTUCTHUKA

KOMUCHUJA
bpoj onnyke HHB o umenoBawy Komucuje — 612-596-5/2017 Jlatym umeHoBamwa Komucuje 22.12.2017. rogune
P. 6p. Hme 1 npezume, 3Bame IHoTnuc
JAp Muomup Joranosuh, peroBun npodecop HPEeICeIHUK Y 7
2 i oo
1. Vhuupepsurer y Huiy ~7 Y150, 77 CJ!

Marmvnceku ¢axkynrer y Humny

(Hayuna o6nacr) (YcranoBa y k0joj je 3anocneH) /
Ap Aparocnae Janomesuh, pexosau npodecop 4J1aH - 7 "/
T\ 74 yivy
2. VHusep3uter y Humry K )Tt Hpett LY
TpaHcnopTHa TeXHMKaA U JIOTUCTHKA v
MamuHcku pakynrer y Humry
(Hayuna o6macr) (YcraHoBa y K0joj je 3amocieH)
JAp IIpeapar Pajkosuh, penoBun npogecop qJIaH //7 / 7 (/1
7 ¢ s //2(/,4(,1; A
3. Vuusepzurer y Hu / 7k
MaremaTuka u uHpOpMaTHKa P Y Uty / /

Mamuncku ¢pakynrer y Humny

(Hay4na o6macT) (YcraHoBa y K0joj je 3amocieH)
Ap Muae CaBkoBuh, pexnosan npogecop 4JlaH
4. Mexanu3auuja u Hocehe Yhusep3ureT y Kparyjepuy — @akynter 3a |
KOHCTpYKLHje MalIMHCTBO U rpahieBuHapcTBO Yy Kpassery U‘/l O V'
(Hayuna o6nacr) (YcraHoBa y K0joj je 3amocieH)
JAp Aparan Mapunkosuh, Banpeaan npogecop MEHTOD, WIaH
5. Vuugepsurer y Hum Darnkone
TpaHcnopTHa TeXHHKA U JIOTHCTHKA p M Y oL araeen
Mamnuncku pakynrer y Humry
(Hayuna o6nacr) (YcranoBa y K0joj je 3anocieH)

Hatym u mecto: Y KpasseBy, Huuty u Bepiuny, ®ebpyapa 2018. ronune



Izjava 1.

IZJAVA O AUTORSTVU
Izjavljujem da je doktorska disertacija, pod naslovom:

»Razvoj izogeometrijske metode kona¢nih elemenata i njena primena u strukturnoj analizi noseéih
struktura transportnih maSina“

koja je odbranjena na Maginskom fakultetu Univerziteta u Nidu:

e rezultat sopstvenog istraZivatkog rada;
e daovu disertaciju, ni u celini, niti u delovima, nisam prijavljivao na drugim fakultetima, niti univerzitetima,

e da nisam povredio autorska prava, niti zloupotrebio intelektualnu svojinu drugih lica.

Dozvoljavam da se objave moji li¢ni podaci, koji su u vezi sa autorstvom i dobijanjem akademskog zvanja
doktora nauka, kao $to su ime i prezime, godina i mesto rodenja i datum odbrane rada, i to u katalogu Biblioteke,
Digitalnom repozitorijumu Univerziteta u NiSu, kao i u publikacijama Univerziteta u Nisu.

U Nisu, 11.05.2018.

Potpis autora disertacije:

< Mili¢ Predrag



Izjava 2.

IZJAVA O ISTOVETNOSTI ELEKTRONSKOG I STAMPANOG OBLIKA DOKTORSKE
DISERTACIJE
Naslov disertacije:

»Razvoj izogeometrijske metode konaénih elemenata i njena primena u strukturnoj analizi noseéih
struktura transportnih maSina“

Izjavljujem da je elektronski oblik moje doktorske disertacije, koju sam predao za unosenje u Digitalni
repozitorijum Univerziteta u NiSu, istovetan Stampanom obliku.

U Nigu, 11.05.2018.

Potpis autora disertacije:

“Mili¢ Predrag



Izjava 3:

IZJAVA O KORISCENjU
Ovlas¢éujem Univerzitetsku biblioteku ,,Nikola Tesla* da u Digitalni repozitorijum Univerziteta u Nisu
unese moju doktorsku disertaciju, pod naslovom:

»Razvoj izogeometrijske metode kona¢nih elemenata i njena primena u strukturnoj analizi noseéih
struktura transportnih maSina*

Disertaciju sa svim prilozima predao sam u elektronskom obliku, pogodnom za trajno arhiviranje.

Moju doktorsku disertaciju, unetu u Digitalni repozitorijum Univerziteta u Nisu, mogu Koristiti svi koji
postuju odredbe sadrZzane u odabranom tipu licence Kreativne zajednice (Creative Commons), za koju sam se
odlucio.

1. Autorstvo (CC BY)

2. Autorstvo — nekomercijalno (CC BY-NC)

3. Autorstvo — nekomercijalno — bez prerade (CC BY-NC-ND)

4. Autorstvo — nekomercijalno — deliti pod istim uslovima (CC BY-NC-SA)
5. Autorstvo — bez prerade (CC BY-ND)

6. Autorstvo — deliti pod istim uslovima (CC BY-SA)*

U Nisu, 11.05.2018.

Potpis autora disertacije:

" Mili¢ Predrag

4 Autor disertacije obavezan je da izabere i oznadi (zaokruZi) samo jednu od Sest ponudenih licenci; opis licenci dat je u nastavku
teksta.





