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Predgovor

"Granular computing" je koncept reSavanja problema duboko ukorenjen u
ljudskom razmisljanju. Naime, mnoge objekte je moguce razloziti na pod-
objekte za koje se traZeni problem jednostavnije resava. Na primer, ljudsko
telo se moZze granulirati na glavu, vrat, trup itd. Geografski objekti mogu
biti granulirani u planine, ravnice, vode itd, vode se mogu granulirati na
okeane, mora, jezera, reke i sli¢no. Iako je ideja o granulaciji (razbijanju, ra-
zlaganju) u sustini fazi, nejasna i neprecizna matemati¢ari su je idealizovali
uvodedi pojam particija (klasa ekvivalencije) i razvili osnovnu metodologiju
reSavanja problema zasnovanu na ovoj ideji. Pojam granulacije, odnosno
razlaganja imao je vaznu ulogu u resavanju mnogih problema kroz istoriju
matematike. Teorija grubih skupova je predstavila ovu ideju ra¢unarskim
naukama i ona se uspe$no primenjuje u mnogim oblastima rac¢unarskih
nauka, kao na primer u analizi podataka i upravljanju informacijama. Ipak,
pojam particija koji ne dozvoljava nikakvo preklapanje medu podobjekatima
(klasama) suvige je restriktivan za primenu u realnom svetu. Cak i u prirod-
nim naukama javlja se potreba za odredenim stepenom preklapanja i zato je
doslo dorazvoja opétije teorije. "Granular computing" je primer dizajniran da
ispuni ovu potrebu. Neformalno, svaka ra¢unarska teorija/tehnologija koja
procesira elemente i granule (podobjekte, podskupove) nekog univerzuma raz-
matranja moZe se posmatrati kao "granular computing”. Matematicki, teorija
grubih skupova ima dve perspektive: algebarsku, to je teorija relacija ekviva-
lencije i geometrijsku, koja podrazumeva teoriju topoloskih aproksimacija. U
teoriji grubih skupova, objekti su podeljeni u klase ekvivalencije na osnovu
vrednosti svojih atributa, koje predstavljaju, u sustini, funkcionalne informa-
cije o ovim objektima. Ovakve informacije su definisane kao binarne relacije
koje predstavljaju prosirenje funkcionalnih atributa objekata. Geometrijski,
u ovakvoj granulaciji se svakoj tacki/objektu pridruzuje najvise jedan sused
(granula) i ova vrsta granulacije se naziva relaciona granulacija dok se samo na
vrednosti atributa zasniva druga vrsta granulacije, takozvana funkcionalna
granulacija.
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Sociolozi primenjuju iste tehnike relacione granulacije (naravno pod
drugim imenom) u pozicionoj analizi socijalnih mreza. Poziciona analiza
je grana analize socijalnih mreZa, ¢iji je glavni cilj nalaZenje strukturalnih
slicnosti izmedu ucesnika koje bi trebalo da odslikavaju njihovu poziciju,
tj. ulogu u mrezi. Postoje dve vrste promenivih koje mogu biti uklju¢ene u
skup podataka socijalnij mreza: strukturne i kompozicione promnljive. Struk-
turne promenljive se definiSu na parovima ucesnika u mrev zi, dakle to su
relacije na skupu ucesnika i predstavljaju temelj skupa podataka date mreZze.
Kompozicione promenljive su mere atributa (osobina) ufesnika u mreZi.
Primetimo da su relacione veze izmedu ucesnika od primarne vaznosti, dok
su atributi u¢esnika sekundarni. Gledano iz perspektive socijalnih mreza,
moguce je proucavati relacije medu ucesnicima i bez razmatranja njihovih
atributa. U ovoj glavi ¢emo diskutovati o problemu nalaZenja neke vrste
strukturalne sli¢nosti izmedu ucesnika iz dve razli¢ite mreZze, koris¢enjem
koncepta bisimulacija koji zahteva uporednu analizu strukturnih i kompozi-
cionih promenljivih.

Kategorija analize socijalnih mreza, koja se naziva socijalna uloga ili so-
cijalna pozicija okarakterisana je u terminima relacija sli¢nosti medu uces-
nicima, a ne preko atributa ucesnika. Ovakve vrste sli¢nosti su prvi for-
mulisali Lorrain i White [80] koriste¢i koncept strukturalnih ekvivalencija,
gde se dva ucesnika smatraju strukturalno ekvivalentim ako imaju iste
susede. Posto se, u mnogim slucajevima ovaj koncept pokazao previse strik-
tnim, White i Reitz [120] su uveli koncept regularnih ekvivalencija koji je
prikladniji za modeliranje socijalnih pozicija. U ovom slucaju, dva ucesnika
se smatraju regularno ekvivalentnim ako su jednako povezani sa drugim
ucesnicima koji su ekvivalentni. Regularne ekvivalencije su prouc¢avane u
mnogim nau¢nim radovima, kao $to su [2, 37, 40, 104].

Socijalne veze u vedini sluc¢ajeva nisu jasno odredene i u sustini pred-
stavljaju fazi koncept. Stoga je potpuno prirodno da su pojedini autori
proucavali socijalne mreZe sa aspekta teorije fazi skupova (na primer
[19, 47, 48, 49, 63, 64, 65]). Fazi socijalne mrezZe su dobile zasluZzenu paznju,
jer mogu da predstave i veze izmedu ucesnika i stepen interakcije medu
njima.Regularne fazi ekvivalencije su najpre prou¢avane u radovima Fana i
drugih [48, 49], gde su nazivane regularnim sli¢nostima, i na slican na¢in
su razmatrane nedavno u [47]. Sa drugacije tacke gledista, regularne fazi
ekvivalencije su prouc¢avane u [19, 63, 64, 65] i pokazalo se da se najveca
regularna fazi ekvivalencija na fazi mreZi moZe dobiti odredivanjem na-
jveéeg reSenja odredenog sistema fazi relacijskih jednacina. Ovakav pristup
se pokazao veoma efikasnim prilikom reSavanja nekih osnovnih problema u
teriji fazi automata kao $to su redukcija broja stanja i problemi ekvivalencije,
simulacije i bisimulacije (na primer [23, 24, 20, 26, 63, 107]).

Kao sto je vec receno, uloga regularne ekvivalencije je da uvede odredenu
vrstu strukturalne sli¢nosti izmedu ucesnika ili entiteta u mrezi da bi
omogucila podelu mreZe u skupove ucesnika koji imaju istu socijalnu
poziciju. Ovde ¢emo diskutovati o malo drugacijem problemu: Problemu
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nalaZenja neke vrste strukturalne sli¢nosti izmedu ucesnika iz dve razlicite
mreZe, koja ¢e posluZiti za odredivanje povezanih pozicija u ovim mreZama.
Ovaj problem je ve¢ razmatran od strane Marx-a i Masuch-a u [81], koji su
ukazali na koncept bisimulacije koji je uspesno koriséen u slicnu svrhu kod
nekih povezanih oblasti racunarskih nauka i matematike.

Glavni zadatak ove disertacije je sistematsko izu¢avanje raznih tipova
fazi relacijskih sistema i poziciona analiza i blok-modeliranje fazi socijalnih
mreZa, koje ovde razmatramo kao osnovnu konkretnu interpretaciju fazi
relacijskih sistema. Metodologija koju koristimo je nova i originalna, i zas-
novana je na izra¢unavanju najvecih reSenja izvesnih sistema fazi relacijskih
jednacina i nejednacina. Algoritmi koje ovde razvijamo imaju bolje perfor-
manse od svih ranije poznatih srodnih algoritama.

U prvoj glavi disertacije uvedeni su osnovni pojmovi teorije fazi skupova
irelacija, pri ¢emu se kao strukture istinitosnih vrednosti koriste kompletne
reziduirane mreZze.

U drugoj glavi disertacije izu¢avaju se jedno-modalitetni fazi relacijski
sistemi i jedno-modalitetne fazi mreze. Razvijaju se metodi za nalaZenje naj-
veéih reSenja odgovarajucih sistema fazi relacijskih jednacina i nejednacina
i ta najveca reSenja se primenjuju u analizi fazi mreZza. Takode se razmatra
problem utvrdivanja postojanja strukturne sli¢nosti izmedu dva jedno-mo-
dalitetna fazi relacijska sistema, odnosno dve jedno-modalitetne mreze, i
u tu svrhu se uvodi vise razli¢itih tipova bisimulacija. Pitanje utvrdivanja
postojanja odredenog tipa bisimulacija izmedu dve fazi mreZe, kao i pitanje
izra¢unavanja najvece bisimulacije tog tipa, ako ona postoji, takode su sve-
dena na pitanje reSavanja odgovarajuceg sistema fazi relacijskih jednacina ili
nejednacina. Posebna paZnja je posvecena regularnim bisimulacijama koje
su tesno povezane sa regularnim ekvivalencijama, dobro poznatim i veoma
vaznim konceptom analize socijalnih mreZa.

U trecoj glavi se razmatraju fazi relacijski sistemi koji se sastoje od fazi
relacija izmedu dva razli¢ita skupa i odgovarajuce fazi mreZe, koje nazivamo
dvo-modelitetnim. Osnovni problemi pozicione analize i blok-modeliranja
dvo-modalitetnih mreZa takode su svedeni na probleme resavanja izvesnih
sistema fazi relacijskih jednacina i nejednacina sa dve promenljive, pri cemu
reSenja predstavljaju parove koji se sastoje od fazi relacija na oba modaliteta.
Uveden je i koncept koli¢nickog dvo-modalitetnog fazi relacijskog sistema
koji se, osim za simultatnu redukciju aktera i dogadaja u analizi dvo-moda-
litetnih mreza, mozZe koristiti i za simultanu redukciju objekata i atributa u
okviru analize formalnih koncepata ili relacionih baza podataka. Na kraju
glave je ukazano na prednosti koje pristup koris¢en u ovoj disertaciji ima u
odnosu na ostale poznate pristupe izu¢avanju dvo-modalitetnih mreZa.

U Glavi 4. je uvedeno zajedni¢ko uopstenje jedno-modalitetnih i dvo-
modalitetnih fazi relacijskih sistema i mreza. Naime, uvedeni su koncepti
viSe-modalitetnog fazi relacijskog sistema i vise modalitetne fazi mreze. I
ovde se koristi metodologija koja se svodi na reSavanje odgovarajucih sis-
tema fazi relacijskih jednacina i nejednacina. U ovom slucaju se radi o sis-
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temima jednacina i nejednacina sa ve¢im brojem nepoznatih, i uprkos tome
Sto se koristi sli¢cna metodologija, njihovo reSavanje je znatno komplikovanije
od resavanja sistema razmatranih u prethodnim glavama.

U poslednjem odeljku je data implementacija nekih od algoritama razvi-
jenih u prethodnim glavama, u programskom jeziku C++, i prikazani su
odgovaraju¢i kodovi.

Moram da naglasim i to da veliku zahvalnost dugujem, pre svega prof.
dr Miroslavu Ciricu, svom mentoru, na Velikoj pomoci pri iz.borg.oblas.t@
moje doktorske teze kao i na ogromnoj podrsci 1 pomo¢i u njenoj izradi i
formiranju svih nau¢nih rezultata izloZenih u tezi. Isto tako dugujem veliku
zahvalnost mojim dragim koleginicama, prof. dr Jeleni Ignjatovi¢, dr Zorani
Janci¢ i dr Ivani Mici¢ koje su mi nesebi¢no pomagale od samog pocetka
rada na tezi kao i u nau¢nim istraZivanjima sprovedenim u toku rada na
tezi. Takode se zahvaljujem svojoj porodici, pre svega supruzi Aleksandri,
sinu Mateji i ¢erki Anastasiji na strpljenju koje su mi posvetili tokom izrade
doktorske disertacije, kao i na razumevanju za sve ono vreme koje nisam
provodio sa njima. Svojim roditeljima, Bori i Ljiljani Stankovi¢ dugujem
posebnu zahvalnost na pomodi koju su mi pruZali ceo Zivot kao i na svom
trudu koji su uloZili da bi mi obezbedili bezbriZzno detinjstvo, dobro $kolo-
vanje i sve ucinili da postanem dobar i ¢astan ¢ovek. Takode se zahvaljujem
svim svojim prijateljima, profesorima i kolegama, kao i svima onima koji su
neposredno ili posredno ucinili bilo $ta da mi je makar i malo olaksalo bilo
koji korak na putu do doktorske disertacije.
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Glava1l
Uvod

U ovoj glavi ¢e biti uvedeni neki osnovni pojmovi i dati neki poznati rezultati
koji se ticu reziduiranih mreZa, fazi skupova i fazi relacija.

1.1. Reziduirane mreze

U realnom, fizickom svetu, ¢esto se nailazi na klase objekata kod kojih kri-
terijum pripadanja odredenoj klasi nije precizno definisan. Osnovna ideja
fazi skupova i fazi logike je da "napadne" tradiciju u nauci, tzv. bivalentni
nacin razmisljanja i rezonovanja, i da dovede do formiranja novih, fleksi-
bilnijih modela stvarnosti. Zbog toga, struktura skupa istinitosnih vrednosti
zahteva nasu posebnu paznju.

Pokazacemo sada kako se prirodne, sigurne logicke pretpostavke reflek-
tuju na odgovarajuée osobine strukture istinitosnih vrednosti. Priblizna oce-
na istinitosti direktno vodi do zakljuc¢ka da skup istinitosnih vrednosti L
treba da bude parcijalno ureden (relacijom <) sa 0 i 1 kao najmanjim i naj-
velim elementom, tim redom. Ono $to takode vaZzi je da za svake dve istini-
tosne vrednosti a i b treba da postoji istinitosna vrednost ve¢a od obe (moZze
se uzeti 1). Na ovaj nacin dolazimo do zahteva za postojanjem supremuma
(dualno infimuma) dvoelementnih podskupova u £, odnosno da L bude
mreZa.

Oznacimo sa {¢;|i € I} skup nekih datih propozicija. Uopstenje slucaja kla-
si¢ne dvovalentne logike dovodi do zaklju¢ka da istinitosna vrednost izraza
"postoji i tako da je ¢;" treba da bude supremum svih istinitosnih vrednosti
od @;, j. ||"postoji i tako da je @;"ll = Ve llgill (gde llpll oznatava istinitosnu
vrednost od ¢). Dakle, ako Zelimo da razvijemo ovakve egzistencijalne (i du-
alno, univerzalne) stavove, onda treba da postoje supremum (i infimum)
proizvoljnog podskupa od L. Na ovaj nac¢in dolazimo do toga da £ treba da
bude kompletna mreZza.
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Dalje, dolazimo do pitanja operacija na £ kojima ¢e biti modelirani logicki
veznici. Jasno, neophodno je da istinitosna vrednost sloZene formule zavisi
samo od istinitosne vrednosti njenih sastavnih delova. Poce¢emo sa kon-
junkcijom, koju ¢emo oznaciti sa &. Binarnu operaciju na £ koja joj odgo-
vara oznaci¢emo sa ®. Da bi ona odgovarala klasi¢noj konjunkciji treba
najpre da vazi: 1®1=1; 1®0=0®1=0®0 = 0. Ako Zelimo da istinitosna
vrednost od @&1) bude ista kao istinitosna vrednost od {&¢, dolazimo do
zahteva da ® bude komutativna operacija. Naime, tada je ||p& || = [l@l| Q||
i lly&epll = Yl @[lpll, pa uslov [lp&ll = [[P&epll poviad gl @y = [yl il
Na sli¢an nacin, ako su istinitosne vrednosti za & (&) i za (p&y)&x jed-
nake, dolazimo do yahteva da operacija ® bude asocijativna. Tako smo dosli
do toga da (L,®,1) treba da bude komutativni monoid. Dalje, intuitivno za-
htevamo da ® bude neopadajuca operacija, tj. da iz a1 < a2 i by < by sledi
a1 ®b1 <ap ®by, Sto znadi da vedim istinitosnim stepenima dva pravila odgo-
varaju vedi istinitosni stepeni njihove konjunkcije.

Predimo na implikaciju. U klasi¢noj logici konjunkcija i implikacija imaju
vaznu ulogu u formulaciji pravila zaklju¢ivanja koje se naziva modus po-
nens. Da podsetimo: ovo pravilo kaZe da, ako vaZi ¢ i vaZi ¢ = 1, moZemo
zaklju¢iti da vaZzi ¢. Preformulisa¢emo sada ovo pravilo kori§¢enjem ste-
pena istinitosti (opravdanosti). Re¢i¢emo da ¢ ima stepen opravdanosti 1,
ako ¢ vazi i stepen opravdanosti 0 ako ne vazi (u bivalentnoj logici nema
drugih vrednosti). Prema tome, ekvivalentna formulacija modus ponensa je
sledeca: Ako je stepen opravdanosti za ¢ najmanje 4, a stepen opravdanosti
za ¢ = 1 najmanje b (a,b € {0,1}), onda ¢ ima stepen opravdanosti najmanje
a®b Ovo pravilo o¢uvava smisao da za formule ¢ i ¢, takve da je a < [|¢||

<llp = ¢Yll vazi a®b < ||[Y||. Znadi da, kada se koristi modus ponens, ste-
pen stvarne istinitosti tvrdenja 1) ne mozZe biti manji od stepena koji dobijen
zaklju¢ivanjem iz modus ponensa. Prema tome, uloga operacije ® je da se do-
bije najbolja mogucéa procena za koju je uslov pravila zaklju¢ivanja o¢uvan.
Ako sa — oznacimo binarnu operaciju na £ koja odgovara implikaciji, tada
1mam0 sledece: a < |lp||i b < |l = || povlaci a®b < ||]l, odnosno a < ||g]| i
b <llpll = Y|l daje a®b < ||Y||. Sada posmatramo specijalan slucaj ove imp-
likacije. Ako izaberemo vrednost a = ||¢||i uvedemo oznaku ||¢)|| = ¢ dobijamo
slede¢u implikaciju:
b<a—c = a®b<c

Drugi deo ove implikacije je najjaci zakljucak koji izvodimo iz modus po-
nensa. Kada je dato a = ||¢|| i istinitosna vrednost za || = 1| dobijamo donju
granicua®|lp = || za ||l =c, tj. a®|lp = Y| < c. Kako je a dato, ova vrednost
zavisi samo od || = ¢/||. PoSto je ® neopadajuéa operacija veca vrednost za
llp = ¢l vodi do veée (ili bar jednake) vrednosti za a®||lp = ||. Sada, iz
llp = Yl = llpll = Y]l = a — c sledi da zahtev da je modus ponens $to je
moguce jaci dovodi do najveée vrednosti donje granice za c. Ako sa b oz-
nac¢imo vrednost koja vodi do donje granice imamo da kada je a®b < c vazi
b <a — c. Tako dolazimo do osobine adjunkcije:
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a®b<c & b<a—c.

Algebarska struktura koja zadovoljava sve prethodno navedene uslove
naziva se kompletna reziduirana mreZa. Mada su logicke pretpostavke iz kojih
su izvedeni algebarski uslovi relativno jednostavne one vode do veoma bo-
gatih struktura. Na primer, moZemo zahtevati da operacija ® bude idempo-
tentna, kadaje |[|p&pl| = [l¢ll, j. x®x = x, i tada dobijamo MV-algebre (algebre
Lukasiewiczeve logike) kao specijalan sluc¢aj reziduiranih mreza itd. Uprkos
tome $to su reziduirane mreZe veoma uopstene strukture, njihove su osobine
dovoljno jake da dozvole proucavanje veoma vaznih pitanja fazi relacijskih
sistema i fazi relacijskih modela. Zato ¢emo u daljem radu, kao strukture is-
tinitosnih vrednoste uzeti upravo reziduirane mreZe. Dac¢emo sada njihovu
algebarsku definiciju:

Reziduirana mreZa je algebra L = (L, A,V,®,—,0,1) za koju vazi

(L1) (L, A, V,0,1) je mreZa sa najmanjim elementom 0 i najvec¢im elementom 1,
(L2) (L,®,1) je komutativan monoid sa jedinicom 1,

(L3) operacije ® i — obrazuju adjungovani par, tj. oni zadovoljavaju osobinu
adjunkcije: za sve x,y,z € L,

XQY<z & x<Yy—>z. (1.1)

Svojstvo (1.1) nazivamo i svojstvo reziduacije.

Ako je, pored toga, (L, A, V,0,1) kompletna mreZa, onda se £ naziva kom-
pletna reziduirana mreZa. Operacije ® (mnoZenje) and — (rezidum) predstavljaju
modele konjunkcije i implikacije u odgovarajuéoj logici, a supremum (V) i
infimum (/) su modeli univerzalnog i egzistencijalnog kvantifikatora, re-
spektivno.

Na kompletnoj reziduiranoj mrezi mogu se definisati i sledece operacije:

birezidum (ili biimplikacija): x o y=x—=>y)A(y—x), (1.2)
negacija : ~a=a—0, (1.3)

n—ti stepen : °=11iad""'=0"®a. (1.4)

Operacija biimplikacije predstavlja model jednakosti istinitosnih vred-
nosti, dok je negacija model komplementa za datu istinitosnu vrednost.
Moze se lako pokazati da u odnosu na <, ® je izotona po oba argumenta, a
— je izotona po drugom a antitona po prvom argumentu.

NajviSe proucavan i primenjivan skup istinitosnih vrednosti je realan,
jedini¢ni interval [0,1] sa

XAy =min(x,y), xVy=max(x,y),

isa tri vazna para adjungovanih operacija:
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Lukasiewiczeve operacije:
x®@y=max(x+y-1,0), x—y=min(l-x+y,1),

Goguenove (proizvod) operacije:

{1, if x <y,
XQY=x-y, Xx—oY=

y/x, inace,
Godelove operacije :

. 1, ifx<y,
x®y =min(x,y), x> Y= L.
y, inace.
Drugi vazan skup istinitosnih vrednostije {ay, ...,a,},sa0=a9 <--- <a, =1,
na kome su adjungovane operacije definisane sa

A @] = Amax(k+1-n,0) Ak = A = Amin(n—k+1n)-

Specijalan slu¢aj ovih poslednjih algebri je dvoelementna Bulova algebra sa
klasi¢nom logikom koja se oslanja na skup {0, 1}. Jedini adjungovan par ope-
racija na dvoelementnoj Bulovoj algebri sadrzi samo operacije konjunkcije i
implikacije.

Sve tri strukture, Lukasiewiczeva, proizvod i Godelova, su reziduirane
mreZe indukovane takozvanim f-normama. Pod ¢t-normom podrazumevamo
binarnu operaciju ® na [0,1] koja je asocijativna, komutativna, monotona i
za koju je 1 jedini¢ni element, tj. ® : [0,1] X [0,1] — [0, 1] je preslikavanje koje
zadovoljava sledece uslove:

(x®Y)®z = x®(Y®=2),

X®Y = y®x
Y1ISY2 = xQY1 SXQY>,
x®1 = x.

Opstije, algebra ([0,1],A,V,®,—,0,1) je kompletna reziduirana mreza ako i
samo ako je ® levo-neprekidna t-norma, tj.

y}1_r>n (@, ®b)=(lim a,)®b,

n—oo

i tada je rezidum definisan sa

x—>y:\/{ue[0,1]|u®x<y}.

Naves¢emo jos neke vazne istinitosne strukture koje su reziduirane mreze,
ali zadovoljavaju i neke dodatne uslove.
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Reziduirana mreza L se naziva Heytingova algebra ako je x® y = x Ay, za
sve x,y € L. Ako je, pored toga, L i kompletna mreZa, onda je ona kompletna
Heytingova algebra, a ako je parcijalno uredenje < u £ linearno, onda je .L line-
arno uredena Heytingova algebra. NajvaZniji primer linearno uredene, kom-
pletne Heytingove algebre je realan, jedini¢ni interval [0,1] sa Godelovim
parom adjungovanih operacija, tj. sa standardnom minimum t-normom.

BL-algebra (Basic Logic Algebra) je reziduirana mreZa koja zadovoljava
uslovaAb=a®(a— b) (deljivost) i (a — b) V (b — a) = 1 (prelinearnost).

MV-algebra (Multi Valued Algebra) je BL-algebra u kojoj je a = =—a (u kojoj
vazi Zakon dvostruke negacije).

P-algebra (product algebra) je BL-algebra koja zadovoljava

(c—=0)—>0<((a®c)— (b®c)) = (a—Db), an(a—0)=0.

G-algebra (Godelova algebra) je BL-algebra koja zadovoljava a®a =a
(idempotentnost).

Booleova algebra je reziduirana mreZa koja je i Heytingova algebra i MV-
algebra.

Zbog istaknute monoidne strukture, u nekim radovima se reziduirane
mreZe nazivaju monoidi, dok neki autori naziv reziduirane mreZe koriste za
neke opétije strukture.

Redukt S = (L, V,®,0,1) reziduirane mreZe L je komutativni poluprsten,
ako (L,V,0) i (L,®,1) jesu komutativni monoidi, ® je distributivna operacija
uodnosunaVi0®x=0,zasvakoxe€L.

Poluprsten je lokalno konacan ako je proizvoljan, njegov kona¢no generisan
podpoluprsten konacan, i slicno, monoid je lokalno konacan ako je njegov
proizvoljan kona¢no generisan podmonoid konacan. Lako se proverava da
je poluprsten S lokalno konacan ako i samo ako su oba monoida (L,V,0) i
(L,®,1) lokalno kona¢ni monoidi. Kakoje (L, V,0) polumreZa, a svaka polum-
reZa je lokalno kona¢na, poluprsten S je lokalno konacan ako i samo ako je
monoid (L,®,1) lokalno konacan.

Za parcijalno ureden skup P kaZemo da zadovoljava DCC uslov, ako se
svaki opadajuéi niz elemenata iz skupa P stabilizuje, tj., ako je {ai}ren niz
elemenata skupa P za koji vaZi a1 < ax, za svako k € IN, tada postoji n € N
takvo da je a, = ay4m, za svako m € IN.
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Slika 1.1 Najznacajnije istinitosne strukture i odgovarajuce logike.
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1.2. Osnovna svojstva reziduiranih mreZa

Naves¢emo neka osnovna svojstva operacija u reziduiranim mrezama.

Teorema 1.2.1. Svaka reziduirana mreZa zadovoljava sledece uslove:

y<x—=(xQy), x<@x-y) -y, (1.5)
XQ(x—=y)<y, (1.6)
x<y © x—-y=1, (1.7)
x—-x=1, x—>1=1, 1-x=x, (1.8)
0—-x=1, (1.9)
x®0=0, (1.10)
XQY<Xx, X<Y-—X, (1.11)
XQYSXAY, (1.12)
x®y)—z=x—>(y—2), (1.13)
(x> YB(Y—2)<@—2), (1.14)
x — Y jenajveci element od {z|x®z <y}, (1.15)
x®y je najmanji element od {z|x <y — z}. (1.16)

Naredna teorema ukazuje na izotonost operacije ®, kao i na izotonost
operacije — po drugom i antitonost ove operacije po prvom argumentu.

Teorema 1.2.2. U svakoj reziduiranoj mreZi vaZi sledece:

YISy = xQY; <xQYp, (1.17)
ViSY2 = X2 Y1SX—=> 1, (1.18)
X1<X2 = Xy Y<X; oY (1.19)

Navodimo jos$ neka svojstva operacija u reziduiranoj mreZi:

Teorema 1.2.3. U svakoj reziduiranoj mreZi zadovoljene su sledece nejednakosti:

x—=y<(xAz)—= (YA2), (1.20)
x—=y<(xVvz)—(yVaz), (1.21)
x-y<(x®z)— (y®2), (1.22)
X-oys(z—ox)->Ez-y), (1.23)
x—=>y<(y—z) — (x—-2). (1.24)

Naredna teorema daje odnos izmedu operacija \/ i A, za neku familiju
elemenata reziduirane mreZe, i operacija ® i —.

Teorema 1.2.4. Sledeéa tvrdenja su tacna, za svaki indeksni skup 1. Stavise, ako u
proe tri jednakosti leva strana ima smisla, onda i desna strana ima smisla.



x@\/yi=\/@ey)

iel iel

o A= N )
i€l i€l
(\/x)-y=/ \E—w,
i€l i€l

x® [\ yi< /\x®y),

i€l iel
Vea-y<x-\/u
i€l i€l
\Vei—p=(\x)-v
i€l i€l
/\(xi - yi) < (/\xi) - (/\yi)
i€l i€l i€l
A=< (V)= (V)
i€l i€l i€l
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(1.25)
(1.26)
(1.27)
(1.28)
(1.29)
(1.30)
(1.31)

(1.32)

Teorema 1.2.5. Sledeéa turdenja predstavljaju jos neka svojstva reziduiranih mreZa:

xoy=((x->y) -y -y,
@x—-y)=y & (I)(xz=y),

x—=@xey) =y © (I)(x—=z=y),
y—x)—x=y o (w)e-x=y),

(xAy)®xVy)<x®y,

xVy<((x—=y) = YAy —x) —x),

XAYZx®(x—y),
xQ(y—z)<y— (x®2).

Vazi slede¢a teorema:

(1.33)
(1.34)
(1.35)
(1.36)
(1.37)
(1.38)
(1.39)
(1.40)

Teorema 1.2.6. Neka je L= (L,A,V,®,0,1) struktura koja zadovoljava (i) i (ii) iz
definicije reziduiranih mreza i neka je L kompletna mreza. Tada su ekvivalentna

sledecta tvrdenja:

(i) Postoji — koje zadovoljava svojstvo adjunkcije u odnosu na ®.

(if) Zasvea,b, skup {c|a®c < b} ima najveci element.
(iil) x® Vieryi = Vier(x®yi) vaziu L,

izax—y=\V{z|x®z <y} su® i — adjungovane operacije.

Videcemo, dalje neka svojstva negacije u reziduiranoj mreZi.

Teorema 1.2.7. Negacija ima sledeca svojstva:
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-0=1, -1=0,
x®-x=0,

X < X, X = X,

XSy = “Yy<-z,

Vx)= A

iel iel
(/\w)> .
iel iel

Sledeca teorema pokazuje koja svojstva ima operacija bireziduma.

Teorema 1.2.8. Operacija bireziduma ima sledeca svojstva:

01=1-0=0, 00=1e1=1,

xex=1,
Xey=yex
(xeyeyez<xoz
xeol=x, xeo0=x,
xeoy=1 & x=y,
(x1 © y1) A (x2 © 1)

)
(x1 @ y1)®(x2 © 12)
(x1 © y1)®(x2 © Y2)

iel iel iel

A\ o <(V/x)o (V)

iel iel iel

xeoy=@Vy) = (xAy).

1.3. Fazi skupovi i fazi relacije

X1 AXp) &

xX1®x2) © (Y1 ®Y2),
x1 = x2) © (y1 > ¥2),

/\( X1 Yi) < /\ /\yz

<(

(x1 @ y1) A o y) <(x1 V) <
<(
< (x

(1.41)
(1.42)
(1.43)
(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)
(1.48)
(1.49)
(1.50)
(1.51)
(1.52)
(1.53)
(1.54)
(1.55)
(1.56)

(1.57)

(1.58)

(1.59)

Fazi podskup skupa A nad L, ili, jednostavno, fazi podskup od A, je svako
preslikavanje iz A u L. Neka su f i g dva fazi podskupa od A. Jednakost
fazi podskupova f i g definiSe se kao uobicajena jednakost preslikavanja, tj.
f =g akoisamo ako je f(x) = g(x), za svako x € A. Inkluzija f < g se, takode,
definiSe kao uredenje preslikavanja: f < g ako i samo ako je f(x) < g(x), za
svaki x € A. Snabdeven ovim parcijalnim uredenjem, skup ¥ (A) svih fazi
podskupova od A predstavlja kompletnu distributivhu mrezu, u kojoj su
infimum (presek) A ;¢; f; i supremum (unija) V¢ f; proizvoljne familije { fi};er
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fazi podskupova od A definisani sa

[/\fi 0= /\ fitw), [\/f,

iel iel iel

0 =\/ fix).

iel

Proizvod fazi podskupva f,g € ¥ (A), u oznaci f ® g je fazi podskup od A
definisan sa: f ® g(x) = f(x) ® g(x), za svako x € A.
Stepen preklapanja fazi podskupova f i g skupa A definiSe kao

A foreg(.

x€eA

Stepen inkluzije od f i g se definiSe kao

\/ f@ = g).

xeA

Stepen jednakosti fazi podskupova f i g definise se kao

\/ @) & g).

xeA

Krisp deo fazi podskupa f skupa A, u oznaci c(f), ili krace f\je jasan (engl.
crisp) podskup od A definisan sa f = {x € A|f(x) = 1}. Ovakvi podskupovi
se drugacije nazivaju obicni (engl. ordinary) podskupovi i ovaj naziv éemo
koristiti u daljem radu.

Moze se primetiti da su mnogi autori koristili naziv "jezgro" umesto "krisp
deo", u oznaci "ker f" umesto "f ", ali mi éemo naziv "jezgro" koristiti u nje-
govom uobicajenom znacenju — za obi¢nu ekvivalenciju koja se, na prirodan
nacin, pridruzuje preslikavanju. Naime, jezgro fazi podskupa f od A, u oznaci
ker f, je ekvivalencija na A definisana sa

ker f ={(x,y) e AXA| f(x) = f(y)}.

Visina od f, u oznaci ||f||, je definisana sa

A=/ f&0).

xeA

Razmotri¢emo sada fazi relacije kao fazi podskupove od A X A.

Fazi relacija na A je svako preslikavanje iz A X A u L, odnosno, svaki fazi
podskup od A X A, ajednakost, inkluzija, unija, presek i uredenje fazi relacija
su definisani kao za fazi skupove. Za dve fazirelacije Ri S, njihova kompozicija
je fazi relacija Ro S definisana sa:
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(RoS)(x, 1) = /(R0 ©S(@,y)) (1.60)
acA

zasvex,y € A.
Krisp deo fazi relacije R, u oznaci R je obi¢na relacija za koju je

@b eR o R@b=1,

za proizvoljne elemente a,b € A.

Oznacimo sa A skup koji sadrZi ta¢no po jedan element iz svake klase
krisp ekvivalencije E. Takav skup naziva se poprecni presek od E. (engl. cross-
section).

Za fazi podskup f od A i fazi relaciju R na A, kompozicije foRi Ro f su
fazi podskupovi od A definisani sa

(foR@=\/ fOORE,), (Rof)i@)=\/RabfE),  (L61)

beA beA

za proizvoljan a € A. Kona¢no, za fazi podskupove f i g od A piSemo

fog=\/ f@®g(@). (1.62)

acA

Prime¢ujemo da vrednost f o g moZemo smatrati "stepenom preklapanja" od
f1ig.Poznatoje daje kompozicija fazi relacija asocijativna, i lako se proverava
daje
(foR)oS=fo(RoS), (foR)og=fo(Roy), (1.63)
za proizvoljne fazi podskupove f i g od A, i fazirelacije R i S na A, $to znadi
da se zagrade u (1.63) mogu izostaviti.
Takode, za proizvoljne « € LA%B {a;}ier C LA%B, Be LBxCj {Bilier € LP*C vazi:

ao(\/ﬁi) =\/@ep), (\/az’)Oﬁ =\/(@iop); (1.64)

iel iel iel iel
-1
(\/ oc,') =\/ ;. (1.65)
iel iel

Primetimo takode da, ako je A konacan skup od 1 elemenata, fazi relacije
R1iS mogu da se posmatraju kao n X n fazi matrice nad £ i Ro S je matri¢ni
proizvod, dok se foR moZe smatrati proizvodom 1X#n matrce f i nxXn
matrice R, i Ro f je proizvod n X n matrice R i nx 1 matrice f! (transponovane
matrice od f).

Nekasu A, BiC konacni skupovi kardinalnosti |A| =k, |B| = mi|C| =n, tada
se p € R(A,B) iy € R(B,C) mogu posmatrati kao k xm i m Xn fazi matrice nad
L, a ¢ o1 kao proizvod matrica. Analogno, za f € ¥(A) i g € ¥ (B) moZemo
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tretirati f o ¢ kao proizvod 1 X k matrice f i kX m matrice ¢ (vektor-matrica
proizvod), ¢ o g kao proizvod jedne k X m matrice ¢ i jedne m x 1 matrice ¢,
transpononovane matrice g (vektor-matrica proizvod), i f o g kao skalarni
proizvod vektora f i g.

Za datu familiju fazi relacija R, sa £(R) ¢emo oznaciti podalgebru od L
generisanu svim vrednostima koje uzimaju dazi relacije iz R.

Dalje, nekajen € NiAj, ..., A, kolekcija nepraznih skupova. Skup L4141 x
o x LAn*4n gyih n-torki fazi relacija na Ajy,...,A;, respektivno, je ureden
pokordinatno, na sledeéi nacin: (ay,...,a,) < (B1,...,Bn) ako is samo ako a; <
B1, za svako [ € [1,n]. Koriste¢i se terminologijom koja se primenjuje pri radu
sa fazi skupovima i fazi relacijama, kaza¢emo da je (ay,...,a,) sadrzano u

B1,---,Bn)-

Za fazi relaciju R na A se kaze da je

(R) refleksivna (ili fazi refleksivna) ako je R(a,a) =1, za svako a € A;
(S) simetricna (ili fazi simetricna) ako je R(a,b) = R(b,a), za svako a,b € A;
(T) tranzitivna (ili fazi tranzitivna) ako za svako a,b,c € A imamo

R(a,b)® R(b,c) < R(a,c).

Lako se moZe pokazati da za bilo koju refleksivnu i tranzitivnu relaciju R na
A,vaziRoR=R.

Relaciju na A nazivamo fazi ekvivalencijom ukoliko je refleksivna, simetrifia
itranzitivna. Skup &(A) svih fazi ekvivalencija, zajedno sa relacijom inkluzije
fazi relacija, ¢ini kompletnu mrezu. Infimum na ovoj mreZi se poklapa sa
presekom fazi relacija, dok se supremum ne poklapa u svim slucajevima sa
unijom.

Fazi ekvivalenciju E na skupu A nazivamo fazi jednakost ako za svako
a,be€ A, E(a,b) =1 sledi a = b. Drugim re¢ima, E je fazi jednakost ako i samo
ako je njen krisp deo Eje obi¢na jednakost.

Klasa ekvivalencije fazi relacije E na skupu A odredena sa a € A je fazi
podskup E,; od A definisan sa

E,(b)=E(a,b), zasvakobeA.

Skup A/E = {E;|a € A} svih klasa ekvivalencije relacije E se naziva faktor
skup od A u odnosu na E ([6]). Prirodna funkcija iz A u A/E je fazi relacija
@r € R(A,A/E) definisana sa ¢g(a, Ep) = E(a,b), za svako a,b € A.

Za fazi relaciju R na skupu 4, fazi relacija R* na A definisana sa

R® = \/R”.
neN

je najmanja tranzitivna fazi relacija na A koja sadrzi R, i zove se tranzitivno
zatvorenje od R.
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Fazi relacija na skupu A koja je refleksivna i tranzitivna, naziva se fazi
kvazi-uredenje, a refleksivna i tranzitivna krisp relacija na A se naziva kvazi-
uredenje. Kao i skup &(A) svih fazi ekvivalencija, tako i skup Q(A) svih fazi
kvazi-uredenja na skupu A ¢ini kompletnu mreZu u kojoj se infimum pok-
lapa sa presekom fazi relacija, a u opstem slucaju supremum se ne poklapa
sa unijom fazi relacija. Naime, ako je R je supremum familije {R;};e; u Q(A),
onda R moZe biti prikazan na sledeéi nacin:

R=(VR =V (VA

iel neN el
R-afterset od a, a € A, je fazi skup R, € L* definisan sa
R,(b) = R(a,b), zasvakob e A,
dok je R-foreset od a fazi skup R? € L* definisan sa
R*(b) =R(b,a), zasvako b € A,

Skup svih R-aftersetova se oznac¢ava sa A/R, a skup svih R-foresetova se
oznacava sa A\R. O¢igledno, ako je R fazi ekvivalencija, tada A/R = A\R je
skup svih fazi ekvivalencija na R.

Fazi kvazi-uredenje R na skupu A se naziva fazi uredenje ako za svako
a,be A, R(a,b) = R(b,a) =1 povlacdi a = b. Za fazi kvazi-uredenje R na skupu
A, fazi relacija Eg definisano sa Ex = RAR™! je fazi ekvivalencija na A, koja
se naziva prirodna fazi ekvivalencija od R. O¢igledno fazi- kvazi uredenje R
je fazi uredenje ako je prirodna fazi ekvivalencija od R fazi jednakost.

Sledeca teorema daje neke vaZne osobine fazi kvazi-uredenja i prirodnih
fazi ekvivalencija.

Teorema 1.3.1. Neka je R fazi kvazi-uredenje na skupu A and E prirodna fazi
ekvivalencija od R. Tnda vaZi:

(@) Za proizvoljne a,b € A slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) E@b=1

(i) E.=Ey
(iii) R, =Ry
(iv) R?=R"

(b)  Funkcija R, — E, koja preslikava A/R u A/E, i funkcija R, — R” koja pres-
likava A/R u A\R, su bijekcije.
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1.4. Uniformne fazi relacije

U ovom odeljku predstavicemo jedan veoma vazan koncept - koncept uni-
formnih fazi relacija, uveden u radu [22]. Namera autora, koji su uveli pojam
uniformnih fazi relacija, bila je da definiu odredene vrste fazi funkcija, koje
bi obezbedile korespondenciju izmedu fazi funkcija i fazi relacija ekviva-
lencije, analogno korespondenciji izmedu obi¢nih funkcija i obi¢nih relacija
ekvivalencije. Ispostavilo se da uniformne fazi relacije utvrduju prirodnu
vezu izmedu fazi particija dva skupa, tj. definisu neku vrstu "uniformnosti”
izmedu ovih fazi particija. Opstije, uniformne fazi relacije mogu biti shvacene
kao fazi relacije ekvivalencije koje povezuju elemente dva, ne obavezno je-
dnaka skupa.

Neka su A i B neprazni skupovi i neka su E i F fazi relacije ekvivalencije
na A i B, redom. Ako fazi relacija ¢ € L**B zadovoljava uslov

(EX1) (a1,b) ® E(a1,a2) < p(az,b), zasveay,ap € AibeB,
onda je ona ekstenzionalna u odnosu na E, a ako zadovoljava
(EX2) p(a,b1) ® F(b1,b7) < p(a,by), zasvea € Aiby, by €B,

onda je ekstenzionalna u odnosu na F. Ako je fazi relacija ¢ ekstenzionalna u
odnosu na E i F, i ako zadovoljava

(PFF) @(a,b1) ® p(a,by) < F(by,b2), zasveac Aiby, by €B,

onda se ona naziva parcijalna fazi funkcija u odnosuna E i F.

Parcijalne fazi funkcije uveo je Klawonn [70], a prou¢avao ih je i Demirci
u [32, 33]. Zbog osobine adjunkcije i simetri¢nsti, uslovi (EX1) i (EX2) mogu
biti napisani kao
(EX1") E(ay,a2) < @(a1,b) & @(az,b), zasveay,ap € AibeB;
(EX2) F(by,b2) < @(a,b1) < @(a,by), zasveac Aiby, by €B.

Za proizvoljnu fazi relaciju ¢ € L**® moZemo definisati fazi relaciju ekvi-
valencije EEZ na A sa

Ef(a1,82) = [\ p(a1,b) & g(az,b), (1.66)
beB

za sve a1,a2 € A i fazi relaciju ekvivalencije E(g na B kao

Ef(b1,b2) = \ p(a,b1) © ¢(a,b2), (1.67)
aeA

za proizvoljne by, b, € B. One ¢e biti nazvane fazi relacije ekvivalencijena Ai B
indukovane sa @, specijalno, EZ ¢e biti nazvano jezgrom od ¢, a E(g ko-jezgrom
od ¢. Prema (EX1’) i (EX2), EZ i Eg su najvece fazi ekvivalencije na A i B,
redom, takve da je fazi relacija ¢ ekstenzionalna u odnosu na njih.
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Fazi relacija ¢ € LW*B) se naziva parcijalna fazi funkcija ako je ona parcijalna
fazi funkcija u odnosu na EZ and Eg [22]. Karakterizacija parcijalnih fazi
funkcija data je u radu [22] na sledeéi nacin:

Teorema 1.4.1. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je ¢ € LA*B fazi relacija.
Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) @ je parcijalna fazi funkcija;
(ii) ¢! je parcijalna fazi funkcija;
(iii) p~togp < E(g;

(iv)pop™ <EL;

V) pop~lop<qp.

Fazi relacija ¢ € L*B se naziva L-funkcija ako za svaki a € A postoji b € B
tako da je ¢(a,b) = 1 ([34]) i ona je sirjektivna ako za svaki b € B postoji a € A
takav da je ¢(a,b) = 1, tj. ako @~ ! jeste L-funkcija. Za sirjektivnu fazi relaciju
@ € (A X B) kaZemo da je fazi relacija iz A na B. Ako ¢ jeste L-funkcija i
ako je sirjektivna, odnosno, ako i ¢ i ¢! jesu L-funkcije, onda se ¢ naziva
sirjektivna L-funkcija.

Primetimo da fazi relacija ¢ € jeste L-funkcija ako i samo ako postoji
funkcija ¢ : A — B takva da vazi ¢(a,(a)) = 1, za svaki a € A (cf. [33, 34]).
Funkcija ¢ sa ovim svojstvom biée nazvana krisp opis od ¢, i skup svih
ovakvih funkcija oznaci¢emo sa CR(¢). U krisp slucaju, relaciju ¢ € AXB
nazivamo kompletnom ako i samo ako postoji funkcija f: A — B takva da
vaZzi (a, f(a)) € @, za svako a € A. Funkciju f sa ovim svojstvom nazivamo
funkcionalni opis od ¢ i ozna¢imo sa FD(¢p) skup svih ovakvih funkcija.

L-funkcija koja je perfektna fazi funkcija u odnosu na E i F naziva se
perfektna fazi funkcija u odnosu na E i F. Perfektne fazi funkcije predstavio je
i prou¢avao Demirci u [32, 33]. Fazi relaciju ¢ € LA*P koja je perfektna fazi
funkcija u odnosu na Eﬁ i E‘g naziva¢emo, jednostavno, perfektna fazi funkcija.

Neka su A i B neprazni skupovi i neka je E fazi ekvivalencija na B. Krisp
(standardna) funkcija 1 : A — B se naziva E-sirjektivnom ako za proizvoljno
b € B postoji a € A tako da je E(y(a),b) = 1. Drugim re¢ima, ¢ je E-sirjektivna
ako i samo ako je ¢ o E* sirjektivna funkcija iz A na B/E, gde je E*: B —
B/E funkcija data sa E*(b) = E;,, za svaki b € B. Jasno je da 1 jeste E-sirjektivna
funkcija ako i samo ako njena slika Im ¢ ima neprazan presek sa svakom od
klasa ekvivalencije krisp relacije ekvivalencije ker(E).

Neka su A i B neprazni fazi skupovi i neka je ¢ € LA parcijalna fazi
funkcija. Ako je, uz to, ¢ sirjektivna L-funkcija, ona se naziva uniformna fazi
relacija [22]. Drugim re¢ima, uniformna fazi relacija je perfektna fazi funkcija
koja dodatno ima svojstvo da je sirjektivna. Uniformna fazi relacija koja je
i krisp relacija naziva se uniformna relacija. Sledeca teorema daje karakteri-
zaciju uniformnih fazi relacija:

LAXB

Teorema 1.4.2. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je ¢ € L*® fazi relacija.
Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
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(i) @ je uniformna fazi relacija;
(ii) ¢! je uniformna fazi relacija;
(iii) @ je sirjektivna L-funkcija i

popTlop=¢; (1.68)

(iv) @ je sirjektivna L-funkcija i
Ef =gpogp™; (1.69)

(v) @ je sirjektivna L-funkcija i
Ef =p7log; (1.70)

(Vi) @ je L-funkcijaizasvakop € CR(p),a € Aib e BvaZida jeste E(g—sirjektivna

1

@(a,b) = E} ((a),b); 1.71)

(vii) @ je L-funkcija i za svako 1 € CR(p) i aj,ap € A imamo da 1 jeste E‘g—
sirjektiona i
@(a1,(a2)) = E% (a1, a2). (1.72)

Dokaz: Uslovi (i), (ii), (vi) i (vii) su isti kao u Teoremi 3.3 iz rada [22], dok
(iv) i (v) predstavljaju samo drugaciju formulaciju uslova (v) i (vi) Teoreme
3.3 iz [22]. Implikacija (iii)=(i) sledi direktno prema Teoremi 1.4.1.. Ostaje
da dokazemo samo uslov (i)=(iii).

Ako je @ uniformna fazi relacija, ona je sirjektivna L-funkcija i prema
Teoremi 1.4.1. dobijamo da je p o p~'o@ < ¢. Da bi dokazali obratnu
nejednakost posmatramo proizvoljne ¢ € CR(¢), a € A i b € B. Tada je

P, @)=~ (Y@),a)=1,i

P(a,b) = p(a,(a)) ® ¢~ (Y(a),a) ® p(a,b)

<\ p@t)ep t,a)0p@,b)=(@op T op)a,b).
a’eA V' eB

Prema tome, ¢ < ¢ o~ o, pa smo dokazali daje pop~lop = g. O

LAXB

Posledica 1.4.3. [22] Neka su A i B neprazni skupovi i neka je ¢ € uni-

formna fazi relacija. Tada, za sve 1 € CR(p) i a1,a; € A imamo da je

E (a1,a2) = EX((@r), (a2). (1.73)

Neka su A i B neprazni skupovi. Na osnovu Teoreme 1.4.2. fazi relacija
@ € LB je uniformna fazi relacija ako i samo ako njoj inverzna relacija ¢!
jeste uniformna fazi relacija.

Sta vise, prema uslovima (iv) i (v) Teoreme 1.4.2., jasno je da je jezgro od
¢! ko-jezgro od ¢ i obratno, ko-jezgro od ¢! jeste jezgro od ¢, odnosno
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Naredne leme, u mnogome, ¢e nam koristiti u daljem radu.

Lema 1.4.4. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je ¢ € LB uniformna fazi
relacija, neka je o = ES’Z if= E(g i neka funkcija ¢ : A/a — B/B bude definisana sa

P(ag) = Py, zasvea€Ai e CR(p). (1.74)

Tada je funkcija ¢ dobro definisana i (ona ne zavisi od izbora Y € CR(¢p) ia € A). To
je bijektivna funkcija iz A/a na B/fi(p)~' =L

Lema 1.4.5. Neka su A i B neprazni skupovi i neka su @1,¢o € LB uniformne
fazi relacije. Tnda su sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) 1 < @

(i) 7! < ;Y

(iii) CR(¢1) € CR(¢2) and ER' <ER;
(iv) CR(¢1) € CR(¢p2) and Ef' <E%2.

Kao direktnu posledicu prethodne leme dobijamo slede¢u posledicu koja
pokazuje da je uniformna fazi relacija jednozna¢no odredena svojom krisp
reprezentacijom i jezgrom, kao i svojom krisp reprezentacijom i ko-jezgrom.

Posledica 1.4.6. Nekasu A i B neprazni skupovi i neka su ¢1,¢a € LA*B uniformne
fazi relacije. Tnda su sledeci uslovi ekvivalentni:

@) @1 = @2
(i) 7' = 03"
(iii) CR(¢1) = CR(p2) and E%' = ER?;
(iv) CR(¢1) = CR(¢p2) and E§' = EY?.
Poznato je da kompozicija dve uniformne fazi relacije u opstem slucaju
ne mora da bude fazi relacija. Ipak, kada je ko-jezgro prvog faktora kom-

pozicije sadrzano u jezgru drugog faktora, tada je kompozicija uniformna
Sto pokazuje naredna lema.

Lema 1.4.7. Neka su A, B i C neprazni skupovi i neka je 1 € LB i g5 € LBXC,

(a) Ako su @1 i @y sirjektivne L-funkcije, onda je i @1 o @y sirjektivna L-funkcija.
(b) Ako su @1 i @2 uniformne fazi relacije takve da je E(gl < E(gz, onda je @102
takode uniformna fazi relacija.

1.5. Reziduali

Zaneprazne skupove A i Bifazipodskupove ne€ F(A)i& € F(B), fazi relacije
n\& € R(A,B) in/& € R(A, B) se defini$u na slededi nadin:
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(M\E)(a,b) = (n(a) — &(b)), (L.75)
(n/&)(a,b) = (£(b) — n(a)), (1.76)

zasvakoa € Aib e B. Otigledno je da vazin/& = (&\n) ™.
Sledec¢a lema predstavlja dobro poznat rezultat E.Sanchez-a (cf. [101, 102,
103]).

Lema 1.5.1. Neka su A i B neprazni skupovi, n€ ¥ (A)i & € F(B).

(a)Skup svih reSenja nejednacine no x < &, gde je x nepoznata fazi relacija izmedu
A i B, je glavni ideal od R(A, B) generisan fuzi relacijom n/&.

(b)Skup svih resenja nejednacine x o & < 1, gde je x nepoznata fazi relacija izmedu
Ai B, je glavni ideal od R(A, B) generisan fazi relacijom n\&.

Dokaz: Ovo je takode, poznat rezultat E. Sanchez-a (cf. [101, 102, 103]). O

Neka je (7/&) A (n\&) = nI&, gde je 1|& fazi relacija izmedu A i B definisana
(Ml&)(a,b) = (n(a) & &), (1.77)

za proizvoljnea€ Aib e B.
Dalje, neka su A i B neprazni skupovi i neka su a € R(A), g € R(B) i
¥ € R(A, B). Desni rezidual od y po a je fazi relacija a\y € R(A, B) definisana sa

@)@b)= )\ (a@,a) = y@,b)), (1.78)

a’eA

zasvakoa € Aib € B, a takode leviresidual od y po f je fazirelacijay /B € R(A, B)
definisana sa
w/pab) = \ (Bb) = y@b)), (1.79)
b’eB
za svakoa € Aib € B. MoZemo posmatrati desni rezidual a\y kao ostatak od
¥ na desnoj strani nakon "deljenja" y s leva sa ¢, i 0 levom rezidualu y/f kao
o ostatku y na levoj strani nakon "deljenja" y s desna sa g. Ta¢nije,

aoy'<y & y'<aly,  Yop<y & Y <y/p, (1.80)

za svako a € R(A), B e R(B) i)',y € R(A,B). U slucaju da je A = B, ova dva
koncepta su dobro poznata koncepta desnih i levih reziduala fazi relacija na
skupu (videti [64]).

Lema 1.5.2. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je a € R(A), p € R(B) and
Y € R(A, B).

(a)Skup svih resenja nejednacine oo x <y, gde je x nepoznata fazi relacija izmedu
Ai B, je glavni ideal od R(A, B) generisan desnim rezidualom a\y od y po a.
(b)Skup svih resenja nejednacine x o p <y, gde je x nepoznata relacija izmedu A i

B, je glavni ideal od R(A, B) generisan levim rezidualom y /B od y po B.
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Dokaz: Ovo su takode rezultati E. Sanchez-a. (cf. [101, 102, 103]). O

Sledece osobine kompozicije i rezidualnosti ¢e biti koris¢ene u daljem
radu.

Neka je (P, <) parcijalno ureden skup i neka je ¢ : P — P funkcija. Ako
iz x < y za svako x,y € P, tada ¢ nazivamo izotonom, a ako je x < ¢p(x) za
svako x € P, tada je nazivamo ekstenzivnom, ako je ¢(x) < x za svako x €
P, tada je intenzivna; Ako vazi da je ¢(¢(x)) = P(x) za svako x € P, tada
se zove idempotent. Izotona, ekstenzivna i idempotentna funkcija se naziva
operator zatvorenja na (P, <), a svako x € P za koje vaZzi da je ¢(x) = x se naziva
¢ —zatvoren element. S druge strane, izotona, intenzivna i idempotentna
funkcija se naziva operator otvorenjana (P, <), a svaki x € P za koji vazi ¢(x) = x
se naziva ¢ — otvorenelement. Konac¢no, za svaku funkciju ¢ : P — P, element
x € P se kaZe da je post - fiksna tacka ako vaZzi da je x < ¢(x).

Tvrdenje 1.1. Neka su A i B neprazni skupovi i a € LA*4 i B € LB*B fazi kvazi
uredenja. Tada

(a) Funkcije R+ aoR i R+ Ro B su operatori zatvorenja na mreZi fazi relacija
izmedu skupova A i B.

(b) Fumnkcije R — a\R i R+ R/B su operatori otvorenja na mrezi vazi relacija
izmedu skupova A i B.

Za proizvoljnu relaciju A € LA*B, na isti na¢in kao u Teoremi 3.5 [64] moZe
se dokazati da je A/A fazi kvazi uredenje na A i A\A fazi kvazi uredenje na
B. Prirodne fazi ekvivalencije od A/A i A\A ¢emo oznaciti sa AJ/A i A\A, §.,
MA=AJAYAAIA)TTEANA = (WA A (AL

Na osnovu osobine reziduala, imamo

(m/weu<n i Ao(A\n)<7, (1.81)

i kao posledicu da je n/u najvece reSenje nejednacine you <7 (gde je x
nepoznata fazi relacija izmedu skupova A i B), dok je A\n najvece reSenje
nejednacine A o x <7 (gde je x nepoznata fazi relacija izmedu LB*C).

U nekim slu¢ajevima, potrebno je razmatrati najveca resenja nejednacina
Aox <nixou<nkoja pripadaju nekom odredenom podskupu od LB*C i
LA*B, ako takva reSenja postoje. Za M C LBXC, najvece reSenje nejednacine
Ao x <1, ukoliko postoji se naziva relativni desni rezidual od 1 po A u odnosu
na M. Analogno, za M C LA*B, najvece regenje nejednacine x o u < 1, ukoliko
postoji se naziva relativni levi rezidual od 1 po u u odnosu na M. Primetimo
da ako je M otvoreni sistem u LB*C (odnosno LA*B), tj. ako je zatvoren za
proizvoljnu uniju i sadrzi prazan skup, tada relativni desni (odnosno levi)
rezidual u odnosu na M postoji za bilo koji par relacija A € LA*B i n e [A*C
(§. it € LBXC i n € LA*C). Za nas su posebno interesantni relativni reziduali u
odnosu na Bool-ove mreze 25%C i 24%B_Relativni desni rezidual od 7 po A u
odnosu na 2B%C ge naziva Bool-0v desni rezidual od n po A, i oznacava se sa
AN\, dok se relativni levi rezidual od 7 po p u odnosu na 24*® naziva Bool-ov
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levi rezidual od n po A, i oznacava se sa 17/ u. MoZemo pokazati da A\nin/u
mogu biti okarakterisane slede¢im jednakostima:

AN = (A\)E = {(B,c) € BXC|Ab< nc)
n/u=(n/w°={(a,b) e AxB|bu <an) (1.82)

(vidi Teoreme 5.1. 1 5.2 [29] koje se odnose na Bool-ove reziduale u kontek-
stima matrica nad aditivno idempotentnim poluprstenom).



Glava 2

Jedno-modalitetni fazi relacijski sistemi i
jedno-modalitetne fazi mreze

U ovoj glavibavimo se fazi relacijskim sistemima koje ¢ini familija fazi relacija
na jednom istom skupu, kojoj u nekim situacijama pridruzujemo i familiju
fazi podskupova tog skupa. Takve fazi relacijske sisteme naziva¢emo jedno-
modalitetnim. Takvi fazi relacijski sistemi imaju razne interpretacije i praktic-
ne primene, a mi ¢emo ovde uglavnom imati na umu interpretaciju gde se
pomenuti skup shvata kao skup aktera, familijom fazi relacija opisuju se
razni odnosi i veze izmedu tih aktera, a familijom fazi podskupova, ako je
prisutna, zadaju se atributi koje ti akteri mogu imati. Takve interpretacije
poznate su kao jedno-modalitetne fazi socijalne mreze, ili kra¢e samo fazi
socijalne mreZe.

Istrazivanja koja se ovde sprovode inspirisana su problemom odredivanja
uloge ili pozicije aktera u okviru socijalne mreZze, koji predstavlja jedan od
glavnih problema u analizi socijalnih mreZa i razmatra se u okviru disci-
pline koja se naziva poziciona analiza. U velikim i kompleksnim mrezZama
nemoguce je razumeti veze izmedu svakog para aktera, ali je u izvesnoj
meri moguce da se razume ceo sistem, klasifikovanjem aktera i opisivanjem
veza na nivou klasa. Pri tome se za aktere iz iste klase smatra da imaju istu
poziciju ili da igraju istu ulogu u mrezi. Glavni zadatak pozicione analize je
da odredi sli¢nosti izmedu aktera koje oslikavaju njihovu poziciju u mreZzi.
Na primer, u okviru teroristicke ili kriminalne mreZe, zadatak pozicione
analize bi bio da odredi pozicije ili uloge ¢lanova te mreZe samo na osnovu
uvida u komunikaciju izmedu njih, ne zalazedi u sadrZaj te komunikacije. Te
sli¢nosti prvi put su formalizovali Lorrain i White u [80] konceptom struk-
turne ekvivalencije. Neformalno govoreci, dva aktera se smatraju strukturno
ekvivalentnim ako su povezani sa istim individuama u mrezi. Medutim, u
mnogim situacijama se takav vid veza pokazao suviSe strogim. Oslabljujuéi
taj koncept tako da se na mnogo pogodniji na¢in mogu modelirati socijalne
pozicije, White i Reitz su u [120] su uveli koncept regularne ekvivalencije, gde
se dva aktera smatraju regularno ekvivalentnim ako na isti na¢in povezane
sa ekvivalentnim akterima.
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Nasuprot tradicionalnoj statistickoj analizi, neki savremeni pristupi ana-
lizi podataka, kao Sto su analiza socijalnih mreZa i analiza formalnih kon-
cepata, su fokusirani na prepoznavanje i uopstavanje strukturnih sli¢nosti
koje proizilaze iz opisa podataka. Metod koji se ¢esto koristi u takvoj struk-
turnoj analizi je redukcija podataka, proces transformisanja sirovih podataka
usaZetiju formubez gubljenja bitnih semantickih informacija. Jedna od takvih
tehnika redukcije podataka je i blok-modeliranje. Blok-modeliranje ima Siroku
primenu u analizi socijalnih mreZa, gde se velike i kompleksne mreZe sli-
kaju u jednostavnije strukture, nazvane blok-model slikama, koje se mogu
shvatiti kao strukturni saZeci originalnih mreza. Blok-modeliranje se obavlja
grupisanjem aktera koji imaju sustinski slicne obrasce odnosa sa drugim
akterima i interpretiranjem obrazaca odnosa izmedu grupa, a klju¢nu ulogu
u tome igraju upravo regularne i strukturne ekvivalencije. Za vise informa-
cija o pozicionoj analizi socijalnih mreZa i blok-modeliranju upuéujemo na
[2, 37, 40].

U analizi fazi relacijskih sistema i fazi socijalnih mreza, koju vr§imo u ovoj
disertaciji, koristi se pristup drugaciji od onoga koji je obi¢no koriséen u pozi-
cionoj analizi socijalnih mreZa i blok-modeliranju. Taj na$ pristup zasnovan
je na izra¢unavanju najvecih reSenja izvesnih sistema fazi relacijskih jedna-
¢ina i nejednacina, pri ¢emu ta najveca reSenja zapravo jesu najvece regu-
larne fazi ekvivalencije i fazi kvazi-uredenja. Nakon Odeljka 2.1., u kome
predstavljamo formalne definicije jedno-modalitetnih fazi i krisp relacijskih
sistema i jedno-modalitetnih fazi i krisp mreZa i navodimo neke primere
jedno-modalitetnih mreZa, u Odeljku 2.2. analiziramo sisteme fazi relacijskih
jednacdina i nejednacina koji su odredeni jedno-modalitetnim fazi relacijskim
sistemima. Te sisteme nazivaéemo jedno-modalitetnim sistemima. Nekim jed-
nostavnijim sistemima, od kojih svaki predstavlja instancu nekog opsteg
jedno-modalitetnog sistema, pri ¢emu svako reSenje novog sistema mora
biti i reSenje odgovarajuéeg opsteg sistema, bavice se Odeljak 2.3. U Odeljku
2.4 dajemo algoritme za izra¢unavanje najvecih krisp reSenja sistema pred-
stavljenih u Odeljku 2.2. sadrzanih u datoj fazi relaciji. Ovi algoritmi dobijeni
su modifikacijom algoritama iz tog odeljka. U Odeljku 2.5. diskutova¢emo o
problemu nalaZenja neke vrste strukturne sli¢nosti izmedu u¢esnika dve raz-
licite mreZe, koris¢enjem koncepta bisimulacija koji zahteva uporednu ana-
lizu strukturnih i kompozicionih promenljivih, odnosno analizu relacionih
veza izmedu ucesnika uz razmatranje odnosa njihovih atributa. Odeljak
2.6. ukazuje na znacaj uniformnih forward fazi bisimulacija ¢ija je karakteri-
zacija predstavljena prekonjihovih jezgraikojezgra, kaoiprekoizomorfizma
izmedu faktor fazi relacijskih sistema u odnosu na jezgro i kojezgro datih
uniformnih fazi relacija. U Odeljku 2.7. prou¢avaéemo heterotipne bisimu-
lacije izmedu fazi socijalnih mreza i ukaza¢emo na sli¢nosti i osnovne razlike
izmedu homotipnih i heterotipnih bisimulacija. Algoritmi koji utvrduju da
li postoji forward (backward-forward) bisimulacija izmedu dve fazi mreze
i, ako ona postoji ra¢unaju najve¢u takvu bisimulaciju bi¢e predstavljeni
u Odeljku 2.8. Kako je koncept regularnih ekvivalencija najprikladniji za
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modeliranje socijalnih pozicija, u Odeljku 2.9. éemo se baviti regularnim
bisimulacijama, pri ¢emu uniformna regularna bisimulacija izmedu dve
jedno-modalitetne fazi mreZe odreduje par regularnih ekvivalencija na ovim
mrezama. Na kraju, u Odeljku 2.10 dajemo neke primere testiranja postojanja
iizra¢unavanja najvecih bisimulacija.

2.1. Osnovne definicije i primeri

Formalno se jedno-modalitetni fazi relacijski sistemi mogu definisati na
slede¢i nacin:

Neka je A neprazan skup i nekaje R = {R;}¢; familija nepraznih fazi relacija
na skupu A. Sistem N = (A, R) nazivacemo jedno-modalitetni fazi relacijski sis-
tem, ili 1-modalitetni fazi relacijski sistem, a skup A komponentom ili modalitetom
sistema N. Ukoliko svi ¢lanovi familije R jesu krisp relacije, onda ¢emo za
sistem N = (A,R) re¢i da je jedno-modalitetni krisp relacijski sistem. Kada je
potrebno simbolicki predstaviti naka svojstva elemenata datog univerzuma
razmatranja, jedno-modalitetni fazi relacijski sistem se moZe posmatrati kao
uredena trojka N = (A, R,P), gde je P = {p;} ] proizvoljna familija fazi pod-
skupova skupa A.

Ve¢ smo naglasili da ¢emo ovde razmatrati jedno-modalitetne fazi soci-
jalne mreZe kao interpretaciju fazi relacijskih sistema. Fazi socijalne mreZe
su dobile zasluZenu paznju, jer mogu da predstave i veze izmedu uces-
nika i stepen interakcije medu njima. Relacione veze izmedu ucesnika u
jedno-modalitetnoj fazi mreZi su od primarne vaznosti, dok su atributi uces-
nika sekundarni. Dakle, moguce je proucavati relacije medu ucesnicima i
bez razmatranja njihovih atributa, te se fazi relacijski sistem N = (4, {Ri}ies)
moze smatrati jedno-modalitetnom fazi socijalnom mreZom 1ili, krace, jedno-
modalitetnom fazi mreZom bez atributa. U slucaju kada N interpretiramo kao
jedno-modalitetnu fazi mreZzu, podrazumevacemo da je skup A konacan,
neprazan skup ucesnika u datoj mreZzi, dok je {R;}ic; neprazna familija fazi
relacija na skupu A. Ako se posmatraju i atributi ucesnika onda je jedno-
modalitetna fazi socijalna mreZa fazi relacijski sistem N = (A, {R;}ier, {p;}je))- Ste-
pen pripadnosti nekog ucesnika fazi skupu p; se moze shvatiti kao stepen sa
kojim ovaj ucesnik poseduje atribute koji su povezanisapj, za j € J.

Za dve fazimreze N = (A {Ri}ier Apjlje)) iN" = (A" {R}iru1, {p;}jE]) kazemo
da su izomorfne ako postoji bijektivna funkcija ¢ : A — A’ zakojuvaziR;(a,b) =
Ri(¢p(a),P(b)), zasvakoa,be Aii€l,ipj(a) = p}(gb(a)), zasvakoa€Aije].

Neka je N = (A, {Ri}icr, {pj}jes) fazi mreza, a € LA%A fazi ekvivalencija, i
neka je, A/a odgovarajuci faktor skup. Za svako i € [ i svako j € | definiSemo
fazi relaciju R; € LW/®*A/a) j fazi skup p; € LV/* na slededi nagin:

(i) Ri(aa, ap) = (@oRjoa)(a,b) = a0 R; oy, zasve a,b € A,
(i) pj(aa) = (@opj)a) = azop;j, zasvakia € A.
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Jasno je da su svi R; i p j dobro definisani u smislu da ne zavise od izbora
predstavnika klasa relacije a, pa je N/a=(A/a,{Ri}ic, {Pj}je)) takode fazi
mreZa koja se naziva kolicnik (ili faktor) fazi mreZza od N u odnosu na a.
Vazno je napomenuti da je faktor fazi mreza u odnosu na «a takode poznata
pod nazivom blokmodel ili blokmodel slika od N koja odgovara a (na primer
[2,37, 40, 81]).

Jedno-modalitetne mreZe izuc¢avane su u brojnim radovima ne samo u
okviru analize socijalnih mreZa, ve¢ i u nekim drugim srodnim oblastima u
okviru informacionih nauka, fizike, biologije itd.

Primer 2.1.1. (Primeri jedno-modalitetnih mreZa) Navodimo nekoliko kon-
kretnih primera vise-modalitetnih mreZa.

(a) Mreza saradnje medu nau¢nicima koji proucavaju mreze [86, 87, 88]:
Razni tipovi socijalnih mreZa vezani za nauc¢ne publikacije i njihove au-
tore izu¢avani u brojnim radovima. Razlog za prili¢no veliko interesovanje
istrazivaca za ovakve mreZe je verovatno postojanje velikog broja baza sa po-
dacima koji se ticu nau¢nih publikacija, $to istraziva¢ima znacajno olaksava
dolazak do podataka koje bi analizirali.

Najintenzivnije su izu¢avane takozvane kolaboracione mreZe (collaboration
networks) ili koautorske mreZe (coautorship networks). One su izu¢avane kao jed-
no-modalitetne mreZe istrazivaca (autora) povezanih koautorstvom pri pub-
likovanju nau¢nih publikacija.

Naslici 2.1 predstavljena je mreza koautorstva nau¢nika koji se bave teori-
jom i eksperimentima u oblasti mreZza, koju je sa¢inio M. Nevman in [88] i
mreZa je sastavljena od bibliografija dva pregledna rada [86, 87], sa neko-
liko dodatnih referenci. Predstavjena je verzija koja sadrZzi sve komponente
mreZe, za ukupno 1589 naucnika.
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(b) Svetska internet mreZze:
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Slika 2.2 Vizuelizacija svetske internet mre

Ovde je analizirana mreZa letova u Sjed-

(c) Mreza aerodroma u US [18]:
injenim Ameri¢ikim DrZzavama. To je mreZa u kojoj svaki ¢vor predstavlja

jedan aerodrom i svaka grana predstavlja let izmedu dva aerodroma. Cilj
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ove analize bio je da se utvrdi koji su aerodromi najvitalniji, pri ¢emu su
se koristili podaci iz 2010. god. i ova statistika je omogucila da se identi-
fikuju najznacajniji aerodromi u US i da se ispita njihova uloga u postojecoj
strukturi mreZe aerodroma u US. Grane sadrze atribute koji uklju¢uju plazni
aerodrom, odrediste leta, broj putnika i fizicku udaljenost izmedu polaznog
i dolaznog aerodroma 2.3.

Slika 2.3 MreZa aerodroma u US

(d) Simulacija mreZe teroristicke organizacije Al Kaide [113]: Al Kaida
se pri organizaciji operacije rukovodi pravilom da celija pripreme napada
treba da bude mala, ne veca od Sest ¢lanova. Pripadnici Celije Zive zajedno
u sigurnoj kuéi, sami sprovode izvidatke misije i misije snabdevanja, pri
¢emu odrZavaju malo ili nimalo veze sa zajednicom. Samo rukovodilac celije
poseduje informacije o kontaktima i kretanjima unutar Sire organizacije, ¢ime
se smanjuje rizik da neko (od mladih i neiskusnih) operativaca bude uhvacen.
Simulacija ovakve strukture mreZe predstavljena je na 2.4. U ovoj mreZi, dve
odvojene grupe operativaca pripremaju dva odvojena napada: grupom sa
desne strane rukovodi Agent 6, dok ve¢om grupom levo rukovodi Agent 36.

(d) Mreza Nurdin teroristicke mreZe: Dok 2.4 predstavlja model mreZe
Al Kaide, mreZa 2.5 predstavlja originalni primer teroristicke mreze. Tamniji
¢vorovi ukazuju na veli¢inu grupacija u mrezi, dok veli¢ina cvora ukazuje
na njegov znacaj.
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Slika 2.4 Simulacija mreZe teroristicke organizacije Al Kaide
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2.2. Jedno-modalitetni sistemi fazi relacijskih jednacina i
nejednacdina

U ovom odeljku analizira¢emo sisteme fazi relacijskih jednacina i nejedna-
¢ina koji su odredeni jedno-modalitetnim fazi relacijskim sistemima. Takve
sisteme fazi relacijskih jedna¢ina i nejednacina nazva¢emo jedno-modalitetnim
sistemima jednacina i jedno-modalitetnim sistemima nejednacina, redom.

Neka je dat jedno-modalitetni fazi relacijski sistem N = (4, {R;}ier). Pos-
matra¢emo sledece jedno-modalitetne sisteme fazi relacijskih jednac¢ina i ne-
jednacina:

aoR;=Rjoaq, iel, (2.1)
aoR;<Rjoaq, iel, (2.2)
aoR;>Rjoaq, iel, (2.3)

gde je @ promenljiva koja uzima vrednost u L*4. Jasno je da je sistem
jednacina (2.1) ekvivalentan konjunkciji sistema nejednacina (2.2) i (2.3).
Ako su relacije ¢ i 0 reSenja nekog od sistema (2.1), (2.2)i (2.3)i 0 < 6, onda
kaZemo da je reSenje p sadrZano u reSenju 0.

U slu¢aju kadaje sistem N interpretiran kaojedno-modalitetna fazi mreza,
za fazi relaciju g, koja je reSenje sistema (2.1), odnosno za koju vazi

0oR;=R;0p,

za svaki i € I, kazemo da je regularna fazi relacija u odnosu na sistem N, za fazi
relaciju koja je reSenje sistema (2.2) kaZemo da je desno regularna fazi relacija
u odnosu na N, a za fazi relaciju koja je reSenje sistema (2.3) kazemo da je
levo regularna fazi relacija u odnosu na sistem N. Ukoliko ove fazi relacije jesu
fazi kvazi-uredenja, odnosno fazi ekvivalencije, onda govorimo o regularnom
(desno regularnom, levo regularnom) fazi kvazi-uredenju, odnosno o regularnoj
(desno regularnoj, levo regularnoj) fazi ekvivalenciji.

Teorema 2.2.1. Neka je gy € LA*4 proizvoljna fazi relacija. Skupovi svih resenja
sistema (2.1), (2.2) i (2.3) ¢ine kompletne mreZe, pa stoga postoje najveéa resenja tih
sistema sadrZana u Qo.

Ako je oo fazi kvazi-uredenje, tada su ta najveca resenja, takode, fazi kvazi-
uredenja.

Dokaz: Dokazacemo tvrdenje koje se odnosi na sistem (2.1). Tvrdenja koja
se odnose na sisteme (2.2) i (2.3) dokazuju se na potpuno isti nac¢in.

Ocigledno je da sistem (2.1) ima bar jedno reSenje i to je prazna fazi relacija
na A. Neka je {0}} ¢ familija reSenja sistema (2.1) sadrzana u gy, i neka je 0
unija (supremum) ove familije, tj.

9:V9,-

j€l
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u kompletnoj mrezi LA*4. Tada, za proizvoljan i €  imamo da je

0ok =(\/0;)oRi=\/(0;oR)

jer jel
= \/(Rioej) :R,’O(\/@j)=Rl’09,
jeJ j€J

Sto znaci da 0 takode reSenje sistema (2.1). Prema tome, skup resenja sistema
(2.1) je zatvoren za proizvoljne supremume, i ocigledno sadrZi najmanji
element kompletne mreze (L**4,<) (prazna relacija), te zaklju¢ujemo da je
taj skup i sam kompletna mreZza, kao i da postoji najvece resenje g sistema
(2.1) sadrzano u gg.

Neka je go fazi kvazi-uredenje. Zbog refleksivnosti fazi relacije imamo da
je A < go, gde je sa A oznacena identicka relacija na A, pa je A reSenje sistema
(2.1) sadrzano u gg. Ako je o najvece resenje ovog sistema, to je A < p, Sto
znadi da je  refleksivna fazi relacija.

Osim toga, za proizvoljno i € [ imamo da je

(000)oR;=go(0oR;) = 0o (Rio0)
=(goRi)op=(Riog)o0=R;io(¢°0)
¢ime smo dobili da je g o g reSenje sistema (2.1). To resenje je sadrzano u gy,
jer zbog tranzitivnosti fazi relacije gp sledi da je
000 00° 00 < Co-

Koristedi opet ¢injenicu da je g najvece reSenje sistema (2.1) sadrzano u go,
dobijamo da je po ¢ < g, $to znadi da je ¢ tranzitivna fazi relacija.

Prema tome, dokazali smo da je ¢ fazi kvazi-uredenje, ¢ime je dokaz
teoreme zavrsen. O O

U nastavku, za datu familiju R fazi relacija, sa £L(R) ¢emo oznacavati po-
dalgebru od .L generisanu svim vrednostima koje uzimaju fazi relacije iz R.

Sledec¢a teorema daje postupak za izra¢unavanje najveceg reSenja sistema
(2.1) (najvece regularne fazi relacije) sadrzanog u datoj fazi relaciji.

Teorema 2.2.2. Neka je gy € L"*4 proizvoljna fazi relacija, i neka je {or}ren opada-
juéi niz fazi relacija iz LA*4, definisan induktivno na sledeci nacin:
o1 = 0o, (2.4)
o1 = 0 A\ (I(Ri 0 0)/RiI A [R\ (g 0 R)]) (2.5)

i€l
za svako r € IN. Tada vaZi:

(a) ako postoji s € IN takvo da vaZi
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Os = Os+1,

tada je os najvece resenje sistema (2.1) sadrZano u o;
(b) ako je A konacan skup i podalgebra L(R U {oo}) zadovoljava DCC, onda je
niz {or}reN konacan i postoji s € IN takvo da vazi gs = 0s11.

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je gs = 0541, za neko s € N. Tada za i € I, na
osnovu (2.5) dobijamo da je

0s =011 S(Riogg)/Ri 1 05 = 0541 SRi\(050Ry), (2.6)
ina osnovu svojstva adjunkcije dobijamo da je (2.6) ekvivalentno sa
0soR; < Rjops i Riops < psoR;. (2.7)
Prema tome, dobili smo da je
0soR; = Rjo gs,
za sve i € I, $to znadi da je gs reSenje sistema (2.1). O¢igledno je da je ovo
reSenje sadrzano u gp.

Uzmimo da je ¢ proizvoljno reSenje sistema (2.1) sadrzano u gp = ¢;. Pret-
postavimo da je ¢ < ¢r, za neko r € N. Za dato i € I imamo da je

0oR;<Rjop<R;jop,

Sto povlaci
0< (Rio0r)/R;,

i odatle dobijamo da je

0< N\(Rio0)/Ry). (2.8)
iel
Na isti na¢in dokazujemo da je
0< /\(Ri\(groRi)), zaneko i€l .9)
iel
Dakle,
o< oA J\(I(Ri0 0) /R AIRA(gr 0 R)]) = 0r-1. (2.10)

i€l

Kako vazi (2.10), to zaklju¢ujemo da je ¢ < g4+1, i prema tome, matema-
tickom indukcijom zaklju¢ujemo da je ¢ < gr, za svako r € N. Odavde dalje
sledi da je p < gs, Sto znaci da je gs najvece reSenje sistema (2.1) sadrZano u
Qo-
(b) Neka je A konacan skup i podalgebra L(RU {go}) zadovoljava DCC.
Za sve parove (a,b) € AX A, imamo da je {0,(a,b)};en opadajuéi niz u
L(RU{go}). Na osnovu pretpostavke, ovaj niz se stabilizuje, pa zaklju¢ujemo
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da postoji s € IN takvo da se niz stabilizuje nakon s koraka, $to znaci da je

Os = Os+1-
Ovime je dokaz teoreme zavrsen. O

Teorema 2.2.3. Neka je oy € LA*4 proizvoljna fazi relacija, i neka je {0, },en opada-
juéi niz fazi relacija iz LA*4, definisan induktivno na sledeci nacin:
01 = 0o, (2.11)
o =0 \(Reo 0)/R) (2.12)

iel
za svako r € IN. Tada vaZi:

(a) ako postoji s € IN takvo da vaZi

Os = Os+1,

tada je os najvece resenje sistema (2.2) sadrZano u o;
(b) ako je A konacan skup i podalgebra L(RU{oo}) zadovoljava DCC, onda je niz
{or}rew konacan i postoji s € N takvo da vaZi gs = Os41.

Dokaz: Dokaz je sli¢an dokazu Teoreme 2.2.2. i bice izostavljen. O

Teorema 2.2.4. Neka je gy € L%/ proizvoljna fazi relacija, i neka je {or}ren opada-
juéi niz fazi relacija iz L4, definisan induktivno na sledeéi nacin:

01 = 0o, (2.13)
Or+1 = 0r A /\(Ri\(é)r o Ri)) (2.14)

iel
za svako r € IN. Tada vaZi:

(a) ako postoji s € IN takvo da vaZi

Os = Os+1,

tada je os najvece resenje sistema (2.3) sadrZano u go;
(b) ako je A konacan skup i podalgebra L(RU{oo}) zadovoljava DCC, onda je niz
{or}re konacan i postoji s € IN takvo da vaZi o5 = 0s41.

Dokaz: Dokaz je sli¢an dokazu Teoreme 2.2.2. i bice izostavljen. O

Kao sto smo ranije videli, najveéa reSenja sistema (2.1), (2.2) 1 (2.3) sadrzana
udatim fazi kvazi-uredenjima i sama predstavljaju fazi kvazi-uredenja. Kako
se u mnogim situacijama javlja potreba za reSenjima ovih sistema koja se
sastoje od fazi ekvivalencija, to se prirodno se nameée pitanje kako izra-
¢unati najvece fazi ekvivalencije koje su reSenja sistema (2.1), (2.2) i (2.3),
redom, i sadrZane su u datoj fazi relaciji gg. U nastavku ¢emo videti da
je potrebno da polazna fazi relacija gy bude fazi ekvivalencija. Medutim,



32 2 Jedno-modalitetni fazi relacijski sistemi i jedno-modalitetne fazi mreZze

to nije dovoljno. Da bi postigli to Sto Zelimo neophodno je izvrSiti i izvesne
modifikacije sistema (2.1), (2.2) 1 (2.3). Naime, razmatra¢emoisledece sisteme
fazi relacijskih jednacina i nejednacina:

aoR;=Rjoa, a'oR;=Rjoa’’, iel, (2.15)
aoR;<Rjoa, a 'oR;<Rjoa’!, iel, (2.16)
aoR;>Rjoa, a'oR;>Rioa™, iel (2.17)

gde je a promenljiva koja uzima vrednost u L4*4.

Teorema 2.2.5. Neka je gy € LA*4 proizvoljna fazi relacija. Skupovi svih resenja

sistema (2.15), (2.16) i (2.17) ¢ine kompletne mreZe, pa postoje najveca reSenja tih
sistema sadrZana u Qo.
Ako je oo fazi ekvivalencija, tada su ta najveca reSenja takode fazi ekvivalencije.

Dokaz: Na isti nacin kao u dokazu Teoreme 2.2.1. dobijamo da su skupovi
reSenja sistema (2.15), (2.16) i (2.17) zatvoreni za proizvoljne supremume i
sadrZe najmanji element kompletne mreZe (L**4,<), pa su ti skupovi i sami
kompletne mreze, odakle sledi da postoje najveéa reSenja sistema (2.15),
(2.16)i (2.17) sadrzana u gy.

Neka je oo fazi ekvivalencija, i neka je g najvece reSenje bilo kog od sistema
(2.15), (2.16) 1 (2.17). Na isti nac¢in kao u dokazu Teoreme 2.2.1. dobijamo da
je o fazi kvazi-uredenje.

Ako je p reSenje bilo kog od sistema (2.15), (2.16) i (2.17), onda je i 0!
reSenje tog istog sistema, i ako je pri tome p najvece reSenje, onda dobijamo
daje o7! < g, $to dalje povlaci da je o = o~!. To znadi da je g simetri¢na fazi
relacije, odakle sledi da su g fazi ekvivalencija. O

Teorema 2.2.6. Neka je gy € L"*4 proizvoljna fazi relacija, i neka je {or}ren opada-

juéi niz fazi relacija iz L4, definisan induktivno na sledeéi nacin:
01 = 00, (2.18)
_1 -1
o1 = 0 A N\ ([Rio0)/RIA IR0 g, ) /R A (2.19)

i€l
AR (or o R)TATRA (g7 0 R,
za svako r € IN. Tada vaZi:

(a) ako postoji s € IN takvo da vaZi

Os = Os+1,

tada je os najvece resenje sistema (2.15) sadrZano u go;
(b) ako je A konacan skup i podalgebra L(R U {oo}) zadovoljava DCC, onda je
niz {0r}reN konacan i postoji s € IN takvo da vaZi ps = 0s41.
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Dokaz: (a) Uzmimo daje gs = gs+1 za neko s € N. Tada za i € I, kao u dokazu
Teoreme 2.2.2. dobijamo da je

0s0R; =Rjops. (2.20)
Osim toga, na osnovu (2.19) imamo da je

0s= 0541 < [Rio g D)/RI™ 1 05 = 0541 <[R\(: o R,

Sto je ekvivalentno sa

(@) < Riog: /R i g7t SR\(G o Ry).
Na osnovu svojstva adjunkcije, to je ekvivalentno sa
@s_l oR; < Riogs_l i Riogs_l < Qs_l oR;,
¢ime smo dobili da je
05 oR;=Rjop; . (2.21)

Dakle, dokazali smo da (2.20) i (2.21) vazi za proizvoljno i € I, §to znaci da je

0s reSenje sistema (2.15), i o¢igledno je da je to reSenje sadrZano u gy.
Uzmimo da je ¢ proizvoljno resSenje sistema (2.15) sadrzano u gy = 0.

Pretpostavimo da je ¢ < g;, za neko r € N. Tada, za i € I imamo

poR;<Rjop<Rjop, i g_loRi <Riog_1 <Riogr_1,
Sto povlaci
0<Riog)/Ri i ¢ <(Riog)/R;,

odnosno
0<(Rio0)/Ri A[(Riog;)/Ri] ™.

Prema tome, dobili smo da je
0< A\([Rio ) /RIA IR0 g;")/RIT). (2.22)
iel
Na isti na¢in dokazujemo da, za svako i € I vaZi
o< A\ (IR\(@r o R)IA(RA(g o ROD™). (2.23)
iel

Dakle,
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_ -1
o< oA J\(IRiog)/RIA IR 00, )/R™ A (224)
i€l
AR (gro R)TARA (g7 0 R)T™Y) = gran.
Kako vazi nejednakost (2.24) zaklju¢ujemo da je ¢ < ¢r+1, odakle matem-
ati¢ckom indukcijom dobijamo daje ¢ < g;, za svako r € N. Odavde dalje sledi

daje o < g5, i prema tome, gs je najvece reSenje sistema (2.15) sadrZano u gp.
(b) To dokazujemo na isti na¢in kao odgovarajuci deo Teoreme 2.2.2. 0O

Teorema 2.2.7. Neka je gy € LA*4 proizvoljna fazi relacija, i neka je { or}ren opada-
juéi niz fazi relacija iz LA*4, definisan induktivno na sledeci nacin:

01 = 0o, (2.25)
o1 =0 A N\ ([(Rio @) /RIA (R0 6")/RT™) (2.26)

i€l
za svako r € IN. Tada vaZi:

(a) ako postoji s € IN tako da vaZi

Os = Os+1,

tada je os najvece resenje sistema (2.16) sadrZano u go;
(b) ako je A konacan skupo i podalgebra L(R U {oo}) zadovoljava DCC, onda je
niz {0, }reN konacan i postoji s € IN takvo da vaZi gs = 0s11.

Dokaz: Dokaz je slican dokazu Teoreme 2.2.6. i bi¢e izostavljen. O

Teorema 2.2.8. Neka je oy € LA*4 proizvoljna fazi relacija, i neka je {0, },en opada-
juéi niz fazi relacija iz L*4, definisan induktivno na sledeéi nacin:

01 = Oo, (2.27)
o1 =0 A [\ (IR\(@- o ROIA IR\ (67 0 R)] ™) (228)

i€l
za svako r € IN. Tada vaZi:

(a) ako postoji s € IN takvo da vaZi

Os = Os+1,

onda je gs najvece resenje sistema (2.17) sadrzano u go;
(b) ako je A konacni skupovi i podalgebra L(R U {go}) zadovoljava DCC, onda je
niz {0r}reN konacan i postoji s € IN takvo da vaZi ps = 0s41.

Dokaz: Dokaz je sli¢an dokazu Teoreme 2.2.6. i bice izostavljen. |
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U slu¢ajujedno-modalitetnog fazi relacijskog sistema N = (4, R,#) ukome
je definisana i familija # = {p;} ¢; fazi podskupova skupa A, definiSu se na-
jveca reSenja napred navedenih sistema fazi relacijskih nejednacina i jed-
nacina sadrzana u relaciji

oA /\((pi/l’j) A (P/\P,-)) cIAx4,
jeT

2.3. Neke instance opstih jedno-modalitetnih sistema

U prethodnom odeljku bavili smo se sistemima fazi relacijskih jednacina i ne-
jednacina koje moZemo nazvati opstim jedno-modalitetnim sistemima. U ovom
odeljku bavi¢emo se nekim “jednostavnijim" sistemima, od kojih svaki pred-
stavlja instancu nekog opsteg jedno-modalitetnog sistema, u smislu da svako
reSenje tog novog sistema mora biti reSenje i odgovarajuéeg opsteg sistema.
Naime, razmatra¢emo sledece sisteme:

aoR;<R; i€l (2.29)
aoR;<R;, Ri<Rjouq, iel, (2.30)
Rioa<R;, iel, (2.31)
Rioa <R, R;<aoR; i€l (2.32)
aoR;<Ri,  Rjca<R; i€l (2.33)
@oR;=R;,  Rjoa=R; i€l (2.34)

gde je a promenljiva koja uzima vrednost u L4*4.

Teorema 2.3.1. Neka je gy € LA*4 proizvoljna fazi relacija. Tada vaZi sledece:

(a) Skupovi svih resenja sistema (2.29), (2.31), (2.33) i (2.34) ¢ine kompletne mreZe,
pa stoga postoje najveca resenja tih sistema sadrZana u gp.

(b) Ako je oo fazi kvazi-uredenje, tada su sva ta najveéa resenja, takode, fazi kvazi-
uredenja.

(c) Najvece resenje sistema (2.29) sadrZano u gy je takode i najvece reSenje sistema
(2.30) sadrZano u go.

(d) Najvece resenje sistema (2.31) sadrZano u gy je takode i najvece resenje sistema
(2.32) sadrZano u go.

(e) Najvele reSenje sistema (2.33) sadrZano u gy je takode i najvece reSenje sistema
(2.34) sadrZano u go.

Dokaz: (a) Zbog distributivnosti kompozicije u odnosu na proizvoljne unije
fazi relacija imamo da su skupovi reSenja nejednacina

aoR;<R; i Rjoa<R;
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ijednacina

DZORI'ZRI‘ i Rioa:Ri
zatvoreni za sve supremume u kompletnoj mrezi LA*4, odakle sledi da to
vaZzi i za skupove reSenja sistema (2.29), (2.31), (2.33) i (2.34). Kako skupovi
re$enja tih sistema sadrze najmanji element kompletne mreze LA*4, to i oni
sami ¢ine kompletne mreZe i postoje najveca reSenja tih sistema sadrzana u
Qo-

(b) Neka je p najvece reSenje bilo kog od sistema (2.29), (2.31), (2.33) 1 (2.34)
sadrzano u go. Kao u dokazima Teorema 2.2.1.12.2.5., jednostavno dobijamo
dasu A ipreSenja tog sistema sadrzana u gy, odaklesledidaje A <pigop<y,
Sto znaci da je ¢ fazi kvazi-uredenje.

(c) Neka je g najvece resenje sistema (2.29) sadrzano u g. Tada je g reflek-
sivna fazi relacija, odakle sledi da je R; < R; 0 g, za svako i € I, $to znadi da je
o reSenje i sistema (2.30).

Ako je 0 reenje sistema (2.30) sadrzano u gy, onda je 0 i reSenje sistema
(2.29), odakle sledi da je 0 < p, ¢ime smo dokazali da je ¢ najvece reSenje
sistema (2.30) sadrzano u gp.

(d) To se dokazuje na potpuno isti na¢in kao i (c).

(e) Neka je p najveée reSenje sistema (2.33) sadrzano u relaciji gp. Na
osnovu (c) i (d) imamo da je g, takode, reSenje sistema (2.30) i (2.32), pa je
jasno da je i reSenje sistema (2.34).

Na isti na¢in kao u dokazu tvrdenja (c) dobijamo da je p najvece resenje

sistema (2.34) sadrzano u gp. O
Teorema 2.3.2. Neka je gy € L*4 proizvoljna fazi relacija i neka je o € LA*4
fazi relacija definisana sa

0=00A /\((Ri/R) A (RARy)). (2.35)

i€l
Tada je o najvece reSenje sistema (2.33) i (2.34) sadrZano u gy.

Dokaz: Za i€ I, na osnovu (2.49) imamo da je o < R;/R;, odakle sledi da je
oo R; <R;. (2.36)

Sa druge strane, na osnovu (2.49) dobijamo da je ¢ < R;\R;, odnosno
Riop<R;. (2.37)

Prema tome, za proizvoljno i € I vaZzi (2.36) i (2.37), Sto zna¢i da je o reSenje
sistema (2.33).

Dalje, neka je 0 proizvoljno resenje sistema (2.33) sadrzano u go. Na osnovu
(2.33) dobijamo da je 6o R; < R;, za svako i € I, odakle na osnovu svojstva
reziduacije sledi da je 0 < R;/R;. Prema tome, zaklju¢ujemo da je
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0< /\(Ri/Ry). (2.38)

iel

Prema (2.33) sledi da je R; o0 < R;, odnosno, prema svojstvu reziduacije,
0 < R;\R;. Odatle zaklju¢ujemo da vazi

0< /\(Ri\R). (2.39)
i€l
Sada na osnovu (2.38), (2.39) i pretpostavke da je 0 < g9, dobijamo da vazi
0<aon \((Ri/R) A (RAR)) = .
i€l

Time smo dokazali daje g najvece reSenje sistema (2.33), a na osnovu Teoreme
2.3.1.1inajvele reSenje sistema (2.34). O

Teorema 2.3.3. Neka je gy € L*4 proizvoljna fazi relacija i neka je o € LA*4A
fazi relacija definisana sa

0=00A /\(Ri/R). (2.40)

i€l
Tada je o najvece reSenje sistema (2.29) i (2.30) sadrZano u gy.
Dokaz: Dokaz je slican dokazu Teoreme 2.49 i bice izostavljen. O

Teorema 2.3.4. Neka je gy € L*4 proizvoljna fazi relacija i neka je o € LA*4
fazi relacija definisana sa

0=00A /\(R\R). (2.41)
i€l
Tada je o najvece reSenje sistema (2.31) i (2.32) sadrZano u gy.

Dokaz: Dokaz je slican dokazu Teoreme 2.49 i bic¢e izostavljen. O

Razmatra¢emo takode i sledece sisteme:

aoR;<R;, a'oR;<R; i€l (2.42)
aoR;<R;, a'oR;<R;, Rj<Rjoa, Rj<Rjoa™, iel, (243)
Rioa<R;, Rjoa '<R; iel (2.44)

Rica<R;, Rjoa '<R;, Ri<aoR;, Rj<a-1oR; iel, (245)
aoR;<R;, a'oR;<R;, Rijca<R; Rjoa '<R; iel, (246)
aoR;=R;, a'oR;=R; Rjca=R; Rioa'=R; i€l (247

gde je a promenljiva koja uzima vrednosti u LA*4.
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Teorema 2.3.5. Neka je gy € LA*4 proizvoljna fazi relacija. Tada vaZi sledece:

(a) Skupovi svih resenja sistema (2.42), (2.44), (2.46) i (2.47) ¢ine kompletne mreZe,
pa stoga postoje najveca reSenja tih sistema sadrZana u go.

(b) Ako je o fazi kvazi-uredenje, tada je najvece reSenje, takode, fazi kvazi-uredenje.

(c) Najvece resenje sistema (2.42) sadrZano u gy je takode i najvece resenje sistema
(2.43) sadrZano u go.

(d) Najvece resenje sistema (2.44) sadrZano u gy je takode i najvece resenje sistema
(2.45) sadrZano u go.

(e) Najvele reSenje sistema (2.46) sadrZano u gy je takode i najvece reSenje sistema
(2.47) sadrZano u gg.

Teorema 2.3.6. Neka je gy € L4 proizvoljna fazi relacija, i neka je o € LA*4
fazi relacija definisana sa
0=00A /\((Ri//R) A (RARy)) (2.48)
i€l
Tada je o najvece reSenje sistema (2.46) i (2.47) sadrZano u gy.
Teorema 2.3.7. Neka je go € L% proizvoljna fazi relacija, i neka je o € LA*4
fazi relacija definisana sa
0=0"A J\Ri/IR;). (2.49)
i€l
Tada je o najvece reSenje sistema (2.42) i (2.43) sadrZano u gy.
Teorema 2.3.8. Neka je gg € L%/ proizvoljna fazi relacija, i neka je o € LA*4
fazi relacija definisana sa
0=0"n \R\R). (2.50)

iel

Tada je o najvece reSenje sistema (2.44) i (2.45) sadrZano u gy.

2.4. Izra¢unavanje najvecih krisp reSenja jedno-modalitetnih
sistema

Algoritmi koje smo dali u Odeljku 2.2. za izra¢unavanje najvecih resenja
jedno-modalitetnih sistema (2.1)—(2.3) i (2.15)-(2.17) sadrzanih u datoj fazi
relaciji, ne moraju se obavezno zavr$iti u kona¢nom broju koraka. Zbog toga
se prirodno nameée pitanje: Sta raditi u slu¢aju kada ovi algoritmi ne daju
rezultate?

U ovom odeljku dajemo algoritme za izra¢unavanje najvecih krisp reSenja
sistema (2.1)—(2.3)i(2.15)—(2.17) sadrzanih u datoj fazi relaciji, koji se dobijaju
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modifikacijom algoritama iz Odeljka 2.2., tako da se svode na konstrukciju
opadajucih nizova krisp relacija.

Najpre dajemo postupak za izratunavanje najvecih krisp resenja jedno-
modalitetnog sistema (2.1).

Teorema 2.4.1. Neka je gy € L4 proizvoljna fazi relacija, i neka je {E,} e opada-

juci niz krisp relacija iz 244, definisan induktiono na slede¢i nacin:

&1=0;, (2.51)
&1 = &0 (R0 &) 7 RINIRA (0 R)]), (252)

iel

za svako r € N.
Ako je A konacan skup, onda je {&,},eN konacan niz i postoji s € N tako da vaZi

&s = &st1, (253)

i u tom slucaju & je najvece krisp reSenje sistema (2.1) sadrzano u gg. Osim toga,
ako je oo fazi kvazi-uredenje, onda je to najvece krisp reSenje kvazi-uredenje.

Dokaz: Prema pretpostavci, A je konatan skup, pa je jasno da je i 24%4

konacan skup. Odavde neposredno sledi da je i niz {&;},en konacan, i kako
je taj niz opadaju¢i, na jednostavan nacin dobijamo da postoji s € N tako
da vazi (2.53). Dalje, na isti na¢in kao u dokazu Teoreme 2.2.2., koris¢enjem
Bulovih reziduala umesto obi¢nih reziduala i svojstva reziduacije za Bulove
reziduale, dobijamo da je & najvece krisp resenje sistema (2.1) sadrzano u
0o-

Takode, ako je gy fazi kvazi-uredenje, onda na isti na¢in kao u dokazu
Teoreme 2.2.1. dobijamo da je &; kvazi-uredenje. O

Narednih pet teorema, kojima se daju postupci za izra¢unavanje najvecih
krisp reSenja sistema (2.2), (2.3) i (2.15)—(2.17) sadrzanih u datoj fazi relaciji,
dokazuje se na slican nacin kao Teorema 2.4.1., odnosno odgovarajuce teo-
reme iz Odeljka 2.2. Stoga ¢e njihovi dokazi biti izostavljeni, a formulacije teo-
rema se navode potpunosti radi, jer ¢e se konstrukcije nizova krisp relacija,
koje se u njima daju, u daljem tekstu ove disertacije koristiti u kreiranju
algoritama i programa za izra¢unavanje najvecih krisp reSenja sistema (2.2),
(2.3)1 (2.15)-(2.17).

Teorema 2.4.2. Neka je gy € LA*4 proizvoljna fazi relacija, i neka je {E,} e opada-
juci niz krisp relacija iz 244, definisan induktiono na slede¢i nacin:

&=, (2.54)
g1 = &0 ((Rio&)/ R), (2.55)

iel

za svako r € IN.
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Ako je A konacan skup, onda je {&;}ren konacan niz i postoji s € IN tako da
vazi & = Egy1, 1 u tom slucaju & je najvece krisp resenje sistema (2.2) sadrZano
u go. Osim toga, ako je oo fazi kvazi-uredenje, onda je to najvece krisp resenje
kvazi-uredenje.

Teorema 2.4.3. Neka je gy € L4 proizvoljna fazi relacija, i neka je {E,} e opada-
juéi niz krisp relacija iz 244, definisan induktiono na slede¢i nacin:

&1= 0y, (2.56)
Er1 =& 0 [ (R oRY), (2.57)

iel

za svako r € N.

Ako je A konacan skup, onda je {&;}ren konacan niz i postoji s € IN tako da
vazZi & = &gy, 1 u tom slucaju & je najvece krisp resenje sistema (2.3) sadrZano
u go. Osim toga, ako je oo fazi kvazi-uredenje, onda je to najvece krisp resenje
kvazi-uredenje.

Teorema 2.4.4. Neka je gy € L*4 proizvoljna fazi relacija, i neka je {E,} e opada-
juéi niz krisp relacija iz 24, definisan induktiono na slede¢i nacin:

& =, (2.58)
& =&0[ ((Rio&) 7 RINIR0ED /RT )N (259)

iel
N(IRA(Er o R)INIRA (& o R)TT)],

za svako r € N.

Ako je A konacan skup, onda je {&;}ren konacan niz i postoji s € IN tako da
vazi & = &q41, 1 u tom slucaju &s je najvece krisp resenje sistema (2.15) sadrZano
u go. Osim toga, ako je oo fazi kvazi-uredenje, onda je to najvece krisp resenje
kvazi-uredenje.

Teorema 2.4.5. Neka je oo € L*4 proizvoljna fazi relacija, i neka je {,},en opada-
juci niz krisp relacija iz 244, definisan induktiono na slede¢i nacin:

&1=0p (2.60)
&1 = &0 \[Ro &) 7 RANIR 0 & 7R, (2.61)

iel

za svako r € IN.

Ako je A konacan skup, onda je {&;}reNn konacan niz i postoji s € IN tako da
vazi & = &q41, 1 u tom slucaju &s je najvece krisp resenje sistema (2.16) sadrZano
u go. Osim toga, ako je oo fazi kvazi-uredenje, onda je to najvece krisp resenje
kvazi-uredenje.
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Teorema 2.4.6. Neka je oo € L*4 proizvoljna fazi relacija, i neka je {,},en opada-
juéi niz krisp relacija iz 24, definisan induktiono na slede¢i nacin:

&1 =04, (2.62)
&1 = &0 ([RAE o RIINIRAE 0 R)TY), (2:63)

iel

za svako r € IN.

Ako je A konacan skup, onda je {&;}reNn konacan niz i postoji s € IN tako da
vazZi & = Esi1, 1 u tom slucaju & je najvece krisp resenje sistema (2.17) sadrZano
u go. Osim toga, ako je oo fazi kvazi-uredenje, onda je to najvece krisp resenje
kvazi-uredenje.

2.5. Bisimulacije na jedno-modalitetnim fazi mrezama

Pojam bisimulacija je uveden od strane Milner-a [84] i Park-a [92] u oblasti
ra¢unarskih nauka, preciznije u teoriji konkurentnosti. U priblizno isto vreme
one su otkrivene u nekim oblastima matematike, na primer u modalnoj logici
i teoriji skupova. Bisimulacije su nasle Siroku primenu u modeliranju ekviva-
lencije izmedu razli¢itih sistema, kao i pri redukovanju broja stanja sistema,
a danas se koriste u mnogim oblastima rac¢unarskih nauka. Nekoliko autora
se bavilo bisimulacijama u kontekstu socijalnih mreZza. Marx i Masuch [81]
su definisali pojam forward bisimulacija izmedu dve mreZe i izjedna¢ili su
pojam regularne ekvivalencije sa onim $to su oni nazivali ulaz-izlaz bisim-
ulacijom. Medutim, oni su se uglavnom bavili bisimulacijma koje povezuju
ucesnike iste mreZe i nisu dublje izucavali bisimulacije izmedu razli¢itih
mreza. Forward bisimulacije izmedu dve razli¢ite mreZe su pomenute u
radu [47], medutim ni ovde nisu detaljnije izu¢avane. Konac¢no, Brynielsson
iostali [16] su proucavali relacije koje mi nazivamo simulacijama, ali ponovo
izmedu ucesnika jedne mreZe, dok simulacije izmedu razli¢itih mreza nisu
proucavali.

Ovde ¢emo detljnije izucavati bisimulacije izmedu dve razli¢ite jedno-
modalitetne fazi socijalne mreZe. Definisacemo dva tipa simulacija i pet
tipova bisimulacija, uklju¢ujudi i regularne bisimulacije.

Neka su N = (A, {Ri}ier Apjljey) i N = (A" {R }ier, {p;.}jej) fazi mreze i ¢ €

’ . .o .o . . e .
LA*4" neprazna fazi relacija. Relacija ¢ se naziva forward simulacija izmedu

N i N’ ako zadovoljava sledece nejednakosti
pj<pio e, zasvakij€], (2.64)
(p—l op; < P;-, zasvakije], (2.65)
@ oR; <Rlogp™?, zasvakii€l (2.66)
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i backward simulacija ako je

pioe < p;., zasvakij€ ], (2.67)
pi<Q op;., zasvakije], (2.68)
Riop<@oR] zasvakii€el. (2.69)

Pomoc¢u ova dva tipa simulacija moZemo definisati Cetiri tipa bisimulacija.
Akosui@ig@! forward simulacije, tj. ako ¢ zadovoljava (2.64)~(2.66) i

Pi<pio@, zasvakij€], (2.70)
Q@ op;. <pj zasvakije], (2.71)
PoRI<R;op, zasvakiiel, (2.72)

onda se ¢ naziva forward bisimulacija, a ako sui ¢ i ~! backward simulacije,
tj. ako ¢ zadovoljava (2.67)-(2.69) i

p} o (p_1 <pj zasvakije] (2.73)
P < ¢ topj, zasvakije] (2.74)
Rio ¢ l<ploR, zasvakii€l, (2.75)

onda se @ naziva backward bisimulacija. Takode, ako je ¢ forward simulacija
i ™! backward simulacija, tj. ako je

pi= p} o (p_l, zasvakije€ ], (2.76)
(p_l opj = p;., zasvakije€ ], (2.77)
(p‘l oR;=R/o (p_l, zasvakii€l, (2.78)

onda se ¢ naziva forward-backward bisimulacija, a ako je ¢ backward simulacija
i ¢! forward simulacija, odnosno, ako je

pjop= p;., zasvakij €], (2.79)
pi=¢ op}, zasvakije], (2.80)
Riop=@oR] zasvakii€l, (2.81)

onda se ¢ naziva backward-forward bisimulacija.

Konatno, ako su ¢ i p~! obe forward i backward bisimulacije, tada se ¢
naziva regularna bisimulacija. Drugim re¢ima, ¢ je regularna bisimulacija ako
zadovoljava
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pi=¢ op}, zasvako j€], (2.82)
p= @~ lop;, zasvakoje€], (2.83)
Riop=¢@oR], zasvakoi€l, (2.84)
¢loR; =Rl o™, zasvakoi€l. (2.85)

Znacenje simulacija i bisimulacija se moZe dobro objasniti u slu¢aju kada
su N i N’ krisp mreZe (mreZe sa Boolovim vrednostima). Uslov (2.65) zna&i
da ako ucesnik a € A poseduje odredeni atribut ili svojstvo, a tog ucesnika
simulira drugi ucesnik b € A’, tada b poseduje isto svojstvo, dok uslov (2.64)
znadi da bilo koji ucesnik a € A koji poseduje odredeni atribut, moze biti
simuliran od strane bilo kog drugog ucesnika b € A’ sa istim svojstvom.
Znacenje uslova (2.66) i (2.69) je prikazano na slici 2.6.

a ¢ b a .—(p,. b
i
| I
| I
R; | R; R; | R;
I
| |
¥
/— — — — — — v ) o — — — — — _)l v
? ¢ P

Figure 2.6 Forward simulacija (uslov (2.66) je prikazan levo) i backward simulacija
(uslov (2.69) je prikazan desno).

Navodimo dve leme koje se jednostavno dokazuju i vaZe za sve tipove
simulacija i bisimulacija.
Lema 2.5.1. Neka su N = (Ar{Ri}iEI/ {P]}]e]), N = (A’,{Rl{}iel,{p;.}]‘ej) i N =
(A" AR }iel, {p}’} jey) fazi mreZe i neka su @1 € [AX4A” § P2 € [A'xA” forward bisim-
ulacije.

Tada je @1 o pp € LA*A”, takode, forward bisimulacija.

Lema 2.5.2. Neka su N = (A, {Ri}ier, {pjtien) iN" = (A, {le}iel, {p;}je])fazi mreZe

i neka je {@i}ic; € LA neprazna familija forward bisimulacija izmedu N i N’

Tada je, takode, \/ jc; i forward bisimulacija izmedu N i N'.
Sada moZemo dokazati naredni vazan rezultat.

Teorema 2.5.3. Neka su N = (A {Rilier Apjlje)) i N' = (A" {Rl}ier, {p;.}jej) fazi
mreZe takve da postoji bar jedna forward bisimulacija izmedu N i N’. Tada postoji
najveca forward bisimulacija izmedu N i N’.

Stavise, najveéa forward bisimulacija izmedu N and N’ jeste parcijalna fazi
funkcija.
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Dokaz: Prema pretpostavci teoreme, kolekcija forward bisimulacija izmedu
N and N’ je neprazna. Neka je ¢ supremum (unija) svih ¢lanova ove kolek-
cije. Prema Lemi 2.5.2., ¢ je forward bisimulacija, pa je ona najveéa forward
bisimulacija izmedu N and N’.

Dalje, prema to Lemi 2.5.1,, ¢ o (p_l o @ je, takode, forward bisimulacija
izmedu N i N’, i kako je ¢ najveca forward bisimulacija, te zaklju¢ujemo
daje pogplog < ¢. Sada, prema Teoremi 1.4.1. sledi da je ¢ parcijalna fazi
funkcija. |

Prethodna teorema ukazuje na znacaj proucavanja onih bisimulacija koje
su parcijalne fazi funkcije. Bisimulacije se mogu posmatrati kao modeli ek-
vivalencije izmedu mreZa, pri ¢emu su dve mreZe ekvivalentne, ako je svaki
ucesnik prve mreZe ekvivalentan nekom ucéesniku druge i obratno. U konte-
kstu fazi mreZa, ovo znaci da fazi relacija koju koristimo kao model ekviva-
lencije mora da bude sirjektivna £-funkcija. Kako su parcijalne fazi funkcije
koje su sirjektivne L-funkcije upravo uniformne fazi relacije, ova diskusija
ukazuje da je vaZno pozabaviti se onim bisimulacijama koje su uniformne
fazi relacije. Zato ¢e ovakve bisimulacije biti predmet prou¢avanja narednog
odeljka. U formulaciji Teoreme 2.5.3. morali smo da uvedemo pretpostavku
da postoji bar jedna forward bisimulacija izmedu N i N’, jer prazna relacija
nije forward bisimulacija, po$to ne zadovoljava uslove (2.64) i (2.70).

Definisali smo koncepte simulacija i bisimulacija izmedu dve razli¢ite
fazi mreZe. Razmatra¢emo sada, slucaj kada su date fazi mreZe jednake, tj.
pozabavi¢emo se bisimulacijama na jednoj fazi mrezi.

Neka je N = (A, {Rilie1,{pj}jej) fazi mreza. Ako je fazi relacija ¢ €
forward bisimulacija izmedu fazi mreZe N i nje same, nazvacemo je forward
bisimulacija na N (analogno definiSemo backward bisimulaciju na N'). Forward
bisimulacije na NV koje su relacije fazi ekvivalencije nazivacemo forward bisi-
mulacione fazi ekvivalencije.

Primetimo da svaka fazi ekvivalencija zadovoljava uslov (2.64) (zbog re-
fleksivnosti i simetri¢nosti). Dakle, proizvoljna relacija fazi ekvivalencije a
na N je forward bisimulacija na NV ako i samo ako je

LA XA

aoR;<R;ouq, zasvakii€el, (2.86)
aop;<p;j zasvakije]J. (2.87)

(Uslov (2.87) moze biti zamenjen sa aop; = p; za svaki j € ]). Prema Teoremi
4.1iz [26] (pogledati, takode, Teoremu 1 [25]), uslov (2.86) je ekvivalentan sa

aoRjoa=R;oaq, zasvakii€l. (2.88)

Sli¢no, relacija fazi ekvivalencije a na N je backward bisimulacija na N ako
isamo ako

Rijoa<aokR; zasvakii€l, (2.89)
pjoa<p; zasvakije] (2.90)
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(opet moZemo zameniti (2.90) sa pjoa = p;) i imamo da je uslov (2.89) ekvi-
valentan sa
aoRjoa=aoR;, zasvakiiel (2.91)

Forward i backward bisimulacione fazi ekvivalencije na fazi mreZi defi-
nisane su po uzoru na forward i backward bisimulacione fazi ekvivalencije
na fazi automatima, koje su bile prou¢avane u radovima [25, 26, 109] gde su
nazvane desno i levo invarijantne fazi ekvivalencije. U opstijem kontekstu,u
radu [64] su proucavane neke srodne relacije fazi ekvivalencije pod nazivom
desno i levo regularne fazi ekvivalencije.

2.6. Uniformne forward bisimulacije

Ve¢ smo govorili o znacaju uniformnih forward bisimulacija. U ovom odeljku
pokusaéemo da, kroz predstavljene rezultate damo pravu sliku o znacaju
uniformnih forward bisimulacija izmedu fazi mreza.

Teorema 2.6.1. Neka su N = (A, {Ritier Apjlje)) i N’ = (A’,{sz}iel,{p;.}jq) fazi
mreze i neka je ¢ € LA proizvoljna fazi relacija. Tada vaZi sledece:

(a) p o~ je forward bisimulacija na N, o~ o @ je forward bisimulacija na N” i

(pO(p_loRi <(poR20(p_1 <Ri0(p0(p_1, za svakii€l, (2.92)
(p_l opoR] < qo_1 oRjop <Rl oqo_1 o, zasvakii€l, (2.93)

(b) Ako je ¢ uniformna forward bisimulacija, onda je g o ! forward bisimulaciona
fazi ekvivalencija na N i o~ o @ jeste forward bisimulaciona fazi ekvivalencija na
N’

Dokaz: (a) Nejednakosti (2.92) i (2.93) slede direktno iz definicije forward
bisimulacije izmedu fazi mreZa i saglasnosti uredenja fazi relacija u odnosu
na kompoziciju fazi relacija.

Prema(2.92) i (2.93) sledi da su ¢ o~ i ¢~ 0 @ forward bisimulacije na
N iN’, tim redom.

(b) Ako je ¢ uniformna forward bisimulacija, onda prema Teoremi 1.4.2.
sledi da je pogp™! = Ejﬁ and plog = E:i, i prema tome, ol = Ei i
¢ log =E", jesu fazi ekvivalencije na N i N, tim redom. Ostatak dokaza
sledi iz (a). O

Podsetimo se da je ¢ € LA*4" uniformna fazi relacija ako i samo je sirjek-
tivna £L-funkcija i EZ = po¢~!,ili ekvivalentno, ako je sirjektivna L-funkcija
i E:i, =@ log (cf. Teorema 1.4.2.).

Naredna teorema pokazuje da uniformne forward bisimulacije mogu,
takode, biti definisane preko jednakosti.
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Teorema 2.6.2. Neka su N = (A, {Ritier Apjlje)) i N’ = (A’,{sz}iel, {p;.}jej) fazi

mreZe i neka je ¢ € LY uniformna fazi relacija. Tada je ¢ forward bisimulacija

izmedu N i N’ ako i samo ako vaZi sledeCe:
ij(pO(p_l:p;.O(p_ll p/O(p:p}O(p_loq), zasvaki je | (2.94)
pi=¢ op}, ! opj= p}, zasvakije | (2.95)
Rl‘O(pO(p_l :(poRZfO(p_l, (p_loRiO(p:RQO(p_lwp, zasvakiiel. (2.96)

Dokaz: Neka je ¢ forward bisimulacija izmedu fazi mreza N and N’. Tada
Pisp; op~! za j €] povlati

piopogTl <plogTlopopTl =plop™, zasvakije]

ip;<pjoqpovlatip’o ¢ ' <pjopo@!, za proizvoljno j € J. Tako dobijamo

pjopop~! = p;.oqo‘l. Stavise,imamo dajepjop =pjopop lop :p}.oqo‘1 oQ.
Prema tvrdenju (a) Teoreme 2.6.1., za svaki j € | imamo

popjop <pjopop™t=pog lopjopopTt <popiopTlopogpT =popiop™!,

dok je (po;a;.oqo‘1 =pjopopislitno, p~loRjop =R o~ og, za svako
i€l. Sa druge strane, prema tvrdenju (b) Teoreme 2.6.1. dobijamo da je
pi= pog! op; < (pop;. <pj pajep;= (pop;. i sli¢no, p;. =¢7! opj, za svako
je].

Obratno, pretpostavimo da tvrdenja (2.94)-(2.95) vaze. Tadaje p; <pjopo
pl< p;. op~!, zasvako j € ] i za svako i € I, imamo

(p_loRi<(p_loRio(p0(p_l :leo(po(p_lo(p_1 :leo(p_l_

Jasno je daje, p~op; < p;., $to znaci da je ¢ forward simulacija izmedu N i

N’.Dalje,p}sp}O(p‘loq;:p/O(p, zasvako j € ] i vazi
(pole<(poR;o(p_10(p:Rio(po(p_lo(p:Rio(p.

Takode je pop; < p}, odakle sledi da je ¢! forward simulacija izmedu N’ i
N. Prema tome, ¢ je forward bisimulacija izmedu fazi mreza N'i N’. O

Teorema 2.6.3. Neka su N = (A, (Rilier {pjlje)) i N' = (A" {R}}iet, () je)) fozi
mreZe i neka je p € LA uniformna fazi relacija. Tada je @ forward fazi bisimulacija

izmedu N i N’ ako i samo ako vaZe slede¢i uslovi:

(i) Ez je forward bisimulacija na N;
(ii) E%, je forward bisimulacija na N';
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(iii) @ je izomorfizam izmedu kolicnickih fazi mrez N/ Ei and N’ |E¥,.

Dokaz: Jednostavnosti radi uve$éemo oznake a = Ei ia = Eﬁ,.

Neka je ¢ forward bisimulacija. Uslovi (i) i (ii) slede direktno prema (iv)
i (v) Teoreme 1.4.2. i Teoreme 2.6.1..Prema Lemi 1.4.4., ¢ bijektivna funkcija
izA/ana A’/ .

Dalje, posmatrajmo proizvoljnea,a;,a; € A, j € J and 1 € CR(¢). Na osnovu
Teoreme 2.6.2., imamo da je

Pilan) = (o @ = (plop @ = \/ pi0)@g(a,b) = \/ pib)@a’ (§(@),b)

beA’ beA’
= \/ P8 b,@) = (7o) (@) = Py ) = Pi(@ea),
beA’
Pilan) = (pjoa)(@) = pj(a) = (por)@ = \/ plab)ep/b) = \/ o’ (Y(a), b)@p/(b)
beA’ beA’

= (@ o P)((a) = Py = F/(@()
Dalje, iz uslova (i), nejednakosti (2.92) i (1.68) dobijamo
Rijoca=aoR;oa= (pO(p_l ORiO(pO(p_l < (poR;O(p_l O(pO(p_l = (poR;O(p_l <Rjoaq,

za svako i €] i odatle, aoRjoa =Rjoa =¢@oR’o ¢~1. Na osnovu ovoga i
(1.71) sledi da je
Ri(aﬂllaﬂz) = ((X ° Ri ° a)(ﬂl,ﬂz)
= (poRiop ) (a,az)
= \/ @,b)@R](b1,b2)®p(ar, b)
bl,b2€A’
= \/ @ @@),b)8R](b1,b) @' (P(a2),by)
bl,bz€A’
= (@' oRj o a’)(Y(a1), Y (a2))
R Y
= R;((P(aal )/ (p(aﬂz))/
Prema tome, ¢ je izomorfizam izmedu fazi mreza N/a and N’ /o’

Obratno, neka (i), (ii) i (iii) vaZe. Za proizvoljne 1 € CR(¢), & € CR(¢™!),
a,a1,a2 €A, by,bp € A’ i j €] imamo
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pi(@) < (pjo@)@) = pj(ea) = P/(@(aa)) = (e ) = (p; o/)(y(@)
=\/pied bv@) =/ pb)ed Wa),b)=\/pibt)ep@b)

beA’ beA’ beA’
= \/P®)2e ' (b,0) = (7o p™a),
beA’

tejep; < p;. 07!, ina sli¢an nadin pokazujemo da je p;. <pjo@. Dalje,

(aoR;oa)(ay,a2) = R'(aalzaaz) = R/((p(aal ), (p(aaz))
= Ri@) 4,y Xyay) = (@ 0 Ri 0 ) (p(a1), Y (a2)),

isli¢no, za i € I imamo
(@' oRjoa’)(by,b2) = (o Rjoa)(&(br),E(D2)).

Prema (i) i (ii), p ' oR; =@ loaoR; < p~loR;oq,isada, prema (1.71)i (1.72),
zasvea€Aibe A’ dobijamo

(p L oR)(b,a) < (9~ oRioa)b,a) = \/ ¢ (ba1) ® (Rio)(a, )

a1€A
= \/ a(&®),a) @ (R0 a)(a1,0) = (a0 R;0 a)(£(b), )
a1€A
= (& o R} 0 )(W(£(b)), P(a))
= \/ @ @ED), )@ R o) by, ()

bieA’
= \/ @(b,b)® R o) by, (@)
bieA’
=(a’ o R} o) (b, P(a)) = (R} o a’)(b, 9 (a))
= \/ Rb,b)ed (b, y(@)= \/ Ri(b,b)@¢(abo)

bzGA' bzGA'
= (Rl 0@ ")(b,a),

paje ¢~ lToR; < Rioq~ 1. Ovde smo koristili ¢injenicu da je o’ (Y(E(D)),b) =
P(&(b),b) = @7 (b, 5(b)) =1, odakle je a’

’
Oéhl

Y(ED)
a,(lp(é(b))rbl) = a;[,(g(b))(bl) = Oéé(bﬂ =a/(b,by).

Na sli¢an nacin pokazujemo @ o R} < R; o ¢. Dalje,
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pj(@) = (@op))(@) = pj(aa) = p(P(a))
=p@y) =\ @@, bepb) = \/ pabopb) = (pop)a,

beA’ beA’

pajepj=¢ op;. i sli¢no dobijamo ¢~ op; < p;.. Prema tome, ¢ je uniformna
forward fazi bisimulacija izmedu fazi mreza N and N". m|

Teorema 2.6.4. Neka su N = (A, (Rilier {pjlje)) i N' = (A" {R}}iet, (P} je)) fozi
mreZe i neka je o forward fazi bisimulacija na N i o forward bisimulacija na N'.
Tada postoji uniformna forward fazi bisimulacija ¢ € L4 takva da je

Ef=aiEf, =d, (2.97)

ako i samo ako postoji izomorfizam ¢ : N/a — N’ /&’ takav da za sve ay,ar € A
imamo

C_V(aal ’ allz) = 07'(¢(6¥u1 ), ¢(6¥a2))- (2.98)

Dokaz: Neka je ¢ uniformna forward bisimulacija koja zadovoljava (2.97)
i neka je ¢ € CR(¢). Prema definiciji fazi relacija @, &’ i ¢, i Posledici 1.4.4.
dobijamo

a(aﬂlrauz) = a(m,az) = a,(l/’(al)r 1!’(”2)) = a/(aip(ﬂl)r a:/)(uz)) = @,((P(aal ), (P(aaz))-

Prema Teoremi 2.6.3., ¢ je izomorfizam iz N'/a na N’/a’ koji zadovoljava
jednakost (2.98).

Obratno, neka je ¢ : N/a — N’/a’ izomorfizam koji zadovoljava (2.98).
Definisimo funkcije ¢o : A = A/, o 1A'/’ = A" i1 : A — A’ na slededi
nacin: Za proizvoljno x € A neka je ¢q(x) = ay, za svako n € A’/a’ neka
¢a(n) bude fiksirani element iz 7 (krisp deo od 1) i neka je = pa0po
Por- Definigimo jos fazi relaciju ¢ € LA*4" sa

@(a,b) =a' (Y(a),b), zasveac€ AibeA’. (2.99)

Prema dokazu Teoreme 3.4 [22], ¢ je uniformna fazi relacija koja zadovoljava

(2.97)i ¢ € CR(p). Za proizvoljno a € A imamo ¢(a,) = b’ zanekobe A’ i

(2) = bor (D(Pa(@)) = b (P((@)) = b (a}) € a1},

odakle sledi da je
P(ag) = a;,( = ab = P(aq),
za svako a € A. Prema tome, ¢ = ¢ ina osnovu Teoreme 2.6.3., ¢ je uniformna

forward bisimulacija. |

U slucaju krisp jedno-modalitetnih socijalnih mreza Teorema 2.6.1. vazi,
dok prethodno tvrdenje ima drugaciji oblik, jer su koli¢nicke mreZe u odnosu
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najezgroi kojezgro uniformne forward bisimulacije izomorfne medu sobom.
Zato ¢emo posebno navesti naredna tvrdenja.

Teorema 2.6.5. Neka su N = (A, {Ri}ier, Apjlje)) i N = (A" AR }ier, {p}}jq) krisp
mreZe i neka je o C AX A’ uniformna relacija. Tada je ¢ forward bisimulacija izmedu
N i N’ ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:

(i) EZ je forward bisimulaciona ekvivalencija na N;
(i) E?, je forward bisimulaciona ekvivalencija na N';
(iii) @ je izomorfizam faktor mreZa N/ EZ and N’ |E¥,.

Dokaz: Jednostavnosti radi uvodimo oznake Eﬁ =ai Eﬁ, =da.

Neka je ¢ forward bisimulacija. Prema Teoremi 2.6.1., za svako i € [ imamo
daje

aoRjox = (pO(p_loRiO(pO(p_l = (poREO(p_l O(pO(p_1
=@oRiop™ =Rjopop™ =R;oq,

i takode, aopj = o lop;= (pOp} =pj, za j € ]. Inkluzija p; Cpjoa je
ocigledna, te je @ = Eﬁ forward bisimulaciona ekvivalencija na N. Sli¢no,
a = Ei, je forward bisimulaciona ekvivalencija na N”.

Na osnovu teoreme za krisp slucaj koja odgova Teoremi1.4.1., jednostavno
se pokazuje da je ¢ bijectivna funkcija. Dalje, za sve a;,a € A,i€li f € FD(p)
dobijamo

(aulrallz) € Ri < (a],EIZ) €Ea ORi oa < (01,612) € Y OR: O(P_l
& (Fby,by € A)((@1,01) € A (b, b2) € R) Az, by) € )
& (b1, by € A)((fl@r),b) € o’ A (b1, b2) € RI A (f(@2), bo) € )
& (f(m), f(@))ea’oRlca & (a}(al),a}(ﬂz)) €R!
< ((P(aal )/ (p(aﬂz)) € Rl,

izasvakoae Ai f € FD(p) imamo
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az€f; & aepjoa & (A €A)(d epjA(@,0)ea)
& (A € A)(d ep;A@, f@) € p)
e f(a) EP/O(pr}O(p_loqy :p;oa’
e ap, GP_; & Pa,) GP_;-,
a, €pj © acaop; & (I’ eA)((a,a’) cana Ep/-)
& (A €A) ((f(a),a’) eplAd € pj)
& f@epopi=g T opopi=a’op]
& €7 © Pla) e,

Dakle, ¢ je izomorfizam izmedu faktor socijalnih mreza N'/a and N’/a’.
Obratno, neka vaze uslovi (i), (ii) i (iii). Prema (i), za svako i € I imamo

aoRjoa=R;oua :Rio(po(p_l,
i prema (iii), za proizvoljne a;,a; € Ai f € FD(¢) dobijamo
(a1,4) ERjopop™! &
© (a1,a2) €aoRioa & (@, aq,) €R;
< ((p(aﬂl ),(P(Oéaz)) € R: < (“}(ul)ra}(ﬂz)) € R:
& (f(m) f(@))€a’oRjoa
& (Aby,by € A)((f(@r),by) €@’ A(br,b2) € R A (f(2),b) € )
& (Fby,by € A)((@1,b1) € A (b, b2) € R) A2, b) € )
& (a1,a2) €EpoRio L.

Prema tome, prvajednakost u (2.96) vazi. Na sli¢an nac¢in dokazujemo drugu
jednakost u (2.96).
Dalje, zasvea€ A1i j € ] imamo

aEij(pO(P—l S aepjoa & P © (p(aﬂ)Ep_} o a}(a)Ep_;.
& fla)epjod’ & (b eA')(bEp;./\(f(a),b)ea')
& @eA)(bepin@bep) & acpiop,

tejepjopopt= pio ¢ liodatlejepjop = pio @~ o p. Takode imamo
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AEp; © a€aop; S WEP; & (p(aﬂ)ep_} © ay, Gp_;
& fyed opie (Abe A)((f@),b)ea’ Abe p;)
& ([@eA)(@be (p/\bEp}) & acgop),

odakle zaklju¢ujemo da je p; =¢@o p;.. Sli¢no, p;. = ¢ ! op;. Prema tome,
dokazali smo da vaze (2.94) i (2.95), $to znaci da je ¢ forward bisimulacija. O

Teorema 2.6.6. Neka su N = (A, {Ri}ier Apjlje)) i N' = (A’,{le}iel, {p;}je]) jedno-
modalitetne mreZe i neka su e and o’ forward bisimulacione ekvivalencije na N and
N’

Tada postoji uniformna forward bisimulacija ¢ C AX A’ takva da je E:ﬁ =ai
E(g = a’ ako i samo ako su faktor mreze Ao and B/a’ izomorfne.

Dokaz: Direktni smer tvrdenja je neposredna posledica Teoreme 2.6.5..
Obratno, neka su ¢ : A/a — A’ /o’ izomorfizmi izmedu koli¢ni¢kih mreZza
N/aiN’[a'. Definisimo ¢ € A X A’ na slededi nadin:,

(@b ep © Pp(a)=a,, zasveacAibeA'

Prema dokazu Teoreme 3.4 u [20], ¢ je uniformna relacija takva daje o = E?,
o = E(g i ¢ = ¢ iprema Teoremi 2.6.5., ¢ je forward bisimulacija. O

2.7. Backward-forward bisimulacije

U ovom odeljku sres¢emo se sa heterotipnim bisimulacijama i glavni rezultat
ukazuje na sli¢nosti i osnovne razlike izmedu homotipnih i heterotipnih
bisimulacija.

Za svako tvrdenje koje vazi za backward-forward bisimulacije moZe se
dokazati odgovarajuce tvrdenje koje se odnosi na forward-backward bisim-
ulacije i zato ¢emo u nastavku govoriti samo o backward-forward bisimu-
lacijama.

Primetimo da ako je ¢ forward ili backward bisimulation between fuzzy
mreZa N'i N’, onda @~! takode ima istu osobinu. Akoje ¢ backward-forward
ili forward-backward bisimulacija, onda ¢~! ne mora da ima isto svojstvo.
Vazi ¢ak da je ¢ backward-forward bisimulacija izmedu N and N’ ako i
samo ako je ¢! forward-backward bisimulacija izmedu N’ and N.

Jednostavno se pokazuje da analogna tvrdenja Lemama 2.5.1. i 2.5.2.
vaZze i za backward-forward bisimulacije. Drugim re¢ima, kompozicija dve
backward-forward bisimulacije i supremum proizvoljne familije backward-
forward bisimulacija su takode, backward-forward bisimulacije. Prema
tome, ako postoji najmanje jedna backward-forward bisimulacija izmedu
fazi mreza N = (A {Rilier, {pjlje)) 1 N' = (A’,{R;}id,{p}},-ej) kao u Teoremi
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2.5.3. mozemo pokazati da postoji najve¢a backward-forward bisimulacija ¢
izmedu N'i N’.Ipak, za razliku od forward i backward bisimulacija, u slu¢aju
backward-forward bisimulacija ne moZemo pokazati da je ¢ parcijalna fazi
funkcija, jer ne moZzemo da pokazemo da je ¢ o ¢~! o @ backward-forward
bisimulacija.

Bez obzir na to, pokazacemo da backward-forward bisimulacije imaju
neka vaZna svojstva koja forward i backward bisimulacije imaju.

Teorema 2.7.1. Neka su N = (A Ri}ier, {pjtie)) i N’ = (A’,{sz}iel,{p;.}jq) fazi

mreZe i neka je @ € F (A X A") uniformna fazi relacija. Tada je ¢ backward-forward
bisimulacija ako i samo ako vaZi:

(i) Ei je forward bisimulacija na A;
(ii) E?, je backward bisimulacija na A’;
(iii) @ je izomorfizam kolicnickih fazi socijalnih mreza N/ Eﬁ iN'JE®,.
Dokaz: Jednostavnosti radi stavimo a = EZ ia = EZ,. Kako je ¢ uniformna
fazi relacija, imamo dajea = pogplia’ =¢p~logp.
Neka je ¢ backward-forward bisimulacija. Tada je
aoRjoa=pop loRopopT =popTopoRiopT =poRiop!
:RiO(pO(p_l =R;oq,
aop; :(po(p_lopj :(po(p_lo(pop;.:(pop;. =pj
a’oRl’. oa’ = (p_l o(poRl’.o(p_1 op = (p_l oRio(po(p_lo(p = (p_l oRio(p
= opoR!=a’oR],
piod =piogpTlop=pjopopTtop=piop=p,

i prema tome, a = Ei je forward bisimulaciona fazi ekvivalencija na N i

o = Ei, je backward bisimulaciona fazi ekvivalencija na N’. Na isti nacin
kao u dokazu Teoreme 2.6.3. dokazujemo da je ¢ izomorfozam izmedu fazi
mreza N/a and N’ /o’.

Obratno, pretpostavimo da vaze uslovi (i), (ii) i (iii). Za svako 1) € CR(¢),
e CR((p_l), ai,a2 € A, by, bp € A’ ii€l, kao u dokazu Teoreme 2.6.3. pokazu-
jemo daje

(aoRjoa)(ar,az) = (& oR} o) (PP(a1),P(az)),
(@' oRjoa’)(by,b2) = (o Rj o a)(&(b), £(D2))

iiz (i) i (ii) dobijamo
RiO(p:Rio(po(p_lo(p:RioaO(p:aoRioaO(p:aoRio(p,
(poRl’.:(po(p_lo(pole:(poa'oRl’.:(poa'oRl’.oa':(poRl{oa'.

Sada, zasvea € A and b € A’ dobijamo
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(Rio@)(@,b) = (xoR;0p)(a,b) = \/ (o Ry)(@,a1) ®p(a,b)

a €A

= \/ (@oR)(@,a1) ® a1, £(b)) = (a0 R; 0 a)(a, (b))

a €A

= (@’ o R} o) (a), P(E(D))) = (@' o R} o) ((a), b)
= \/ @@, b)@®Roa)b1,b) = \/ ¢(a,b)®(R]oa)(by,b)

b1€A' b1€A'
=(p oR; oa’)(a,b) = (p oR;)(a, b),

i odatle je, R;o @ = ¢ oR. Prema tome, ¢ je forward-backward bisimulacija.
O

Takode vazi sledece:

Teorema 2.7.2. Neka su N = (A Ri}ier, Apjtie)) i N’ = (A’,{le}iel, {p;}jq) fazi
mrezZe i neka je E forward bisimulacija na N i F backward bisimulacija na N'.
Tada postoji uniformna backward-forward bisimulacija ¢ € LA%4 takva da je

Ef=aiEl, =d, (2.100)

ako i samo ako postoji izomotrfizam ¢ : N/a — N’/a’ tako da za sve aj,a; € A
imamo

(e, aay) = &' (P(ata,), Ply)).- (2.101)

Dokaz ove teoreme ¢emo izostaviti posto je isti kao dokaz Teoreme 2.6.4.
i biée izostavljen.

Zarazliku od forward bisimulacija, koje sluZe da se definie ekvivalencija
izmedu fazi mreza, backward-forward bisimulacije nemaju ovu svrhu, jer
ne obezbeduju simetri¢nost.

2.8. Algoritmi za ra¢unanje najvecih bisimulacija

Kozen je u radu [73] dao algoritam koji odlucuje da li postoji bar jedna for-
ward bisimulacija izmedu automata i kada forward bisimulacija postoji, isti
algoritam rac¢una najvecu takvu bisimulaciju. Druga verzija ovog algoritma
data je u radu [20] u kome je predstavljen i analogni algoritam za backward-
forward bisimulacije. U ovom odeljku ¢emo predstaviti sli¢cne algoritme
kojima se utvrduje da li postoji forward bisimulacija i backward-forward
bisimulacija izmedu dve jedno-modalitetne fazi socijalne mreze i ako one
postoje ovi algoritmi ra¢unaju najvece takve bisimulacije.

Posto samo konacne mreZe imaju prakti¢ni znacaj, u ovom odeljku
¢emo posmatrati dve konacne fazi mreze N = (A, {Ri}icr {p j} jE]) i N =
(A’, {le Viel, {p;.} jej)- Naredna teorema predstavlja algoritam kojim se utvrduje
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dali postoji forward bisimulacija izmedu ove dve fazi mreZe i ra¢una najveca
forward bisimulacija.
Teorema 2.8.1. Nekasu N = (A, {Rilier, {pjlje)) iN" = (A, {le},'el, {p;}je]) dve fazi

mreZe. Definisimo induktivno niz {QylxenN fazi relacija izmedu A and A’ na sledeci
nacin:

P1=(p\P) A (pjlp}), zasvako j€] (2.102)
Prs1 = P A A (IR 0 o) /R AL(R; 0 i) /RY]). (2.103)
i€l

Tada je {@rlken neopadajuéi niz relacija i postoji k € IN tako da je Qi = Qg1
Relacija @y je najveca fazi relacija izmedu A and A’ koja zadovoljava uslove
(2.65), (2.66), (2.71) i (2.72) za forward bisimulacije izmedu fazi mreZa.
Sta vide, ako @y, zadovoljava uslove (2.64) and (2.70) onda je @y najveéa forward
bisimulacija izmedu N i N’. Sa druge strane ako @y ne zadovoljava ove uslove,
onda ne postoji forward bisimulacija izmedu N i N”.

Dokaz: (a) Jasno je da je @1 < @, za svako k € IN. Kako su skupovi Ai A’
konac¢ni, postoji konacan niz relacija izmedu A and A’, pa postoje i k,m € IN
takvi da je @x = Qrrm- Sada, Pri1 < Qram = Pk < Pi41, 1 prema tome vazi
Pk = Pk+1-

Dalje, neka je @ = @y. Jasno je da fazi relacija ¢ < L**4" zadovoljava ne-
jednakosti (2.65) i (2.71) u odnosu na atribute za forward bisimulacije ako i
samo ako je 1 < @1, odakle sledi da ¢ zadovoljava (2.65) i (2.71). Sta vige, iz
uslova (2.103) koji definiSe ¢y sledi da je

¢=p A /\ (R} 0@ )/RIT AR 0 p)/R]1),

iel

izasvakoi €I dobijamo daje ¢ < ((R o H)/R) i< (Rio ®)/R;, odnosno,
PP <(Rlop™)/R;i¢@ < (Riog)/R.. Odavde je jasno da ¢~ ' oR; <Rlogp7t i
@oR; <R;o, pa @ zadovoljava uslove (2.66) i (2.72) za forward bisimulacije
izmedu socijalnih fazi mreza.

Neka je 1 € LA*4" proizvoljna fazi relacija koja zadovoljava (2.65), (2.66),
(2.71) i (2.72). Kao $to smo ve¢ rekli, i zadovoljava (2.65) i (2.71) ako i
samo ako je ¢ < @1. Pretpostavimo da je i < ¢}, za neko j € N. Tada imamo
daje 1 oR; <Rjoy ! <R/o (p/Tl, odakle je ¢! < (R0 <p]f1) /R;, odnosno,
Y<((Ro (pjTl)/Ri_l, zasvakoi € I. Analogno dobijamo ¢ < (R;o¢;)/R;. Prema
tome,

P<@iA N\ (IR 0@ )/RIT ALR; 0 9))/RID) = @1
i€l
Sada, indukcijom zaklju¢ujemo da je ¢ < ¢, za svako j € N, te je dakle,
1 < @. Ovo znadi da je ¢ najveca fazi relacija koja zadovoljava uslove (2.65),
(2.66), (2.71)1 (2.72).
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Pored toga, ako ¢ zadovoljava uslove (2.64) i (2.70) za forward bisimu-
lacije medu atributima fazi socijalnih mreZza, onda je ¢ forward bisimulacija
izmedu N i N’, i to je upravo najveca takva forward bisimulacija.

Sa druge strane, pretpostavimo da ¢ ne zadovoljava (2.64) i (2.70). Ako
je P proizvoljna forward bisimulacija izmedu N i N/, onda ona zadovoljava
(2.65), (2.66), (2.71) i (2.72) i prema tome ¥ < ¢. Ovo povladi da je p; <
p} oyl g p;. opti p;. <pjoy <pjop, sto dovodi do kontradikcije. Dakle,
zaklju¢ujemo da ako ¢ ne zadovoljava uslove (2.64) i (2.70), onda ne postoji
forward bisimulacija izmedu N'i N’. O

Prema prethodnom, da bi utvrdili da li postoji forward bisimulacija
izmedu dve fazi mreZe i da bi izrat¢unali najvecu, treba da konstruiSemo
niz {pglren fazi relacija na slede¢i naéin. Prva relacija ¢; ra¢una se kao na-
jveca fazi relacija koja zadovoljava uslove (2.65) i (2.71). Zatim pocinjemo
iterativnu proceduru koja rac¢una ¢y, iz ¢ i proveravamo da lije @yy1 = @f.
Procedura se zavrsava kada nademo najmanje k € IN za koje je @11 = . Posle
toga proveravamo da li g, zadovoljava (2.64)1(2.70). Ako @k ne zadovoljava
ove nejednakosti, zaklju¢ujemo da ne postoji forward bisimulacija izmedu
datih fazi mreza, dok ako relacija ¢, zadovoljava (2.64) i (2.70) zaklju¢ujemo
da je ona najveca forward bisimulacija izmedu datih fazi mreza.

Naredna teorema, koja se moze dokazati na slican na¢in kao Teorema 2.8.1.
predstavlja algoritam koji ispituje da li postoji backward-forward bisimu-
lacija izmedu dve fazii mreZe i racuna najvec¢u backward-forward bisimu-
laciju ako ona postoji.

Teorema 2.8.2. Nekasu N = (A, {Rilier, {pjlje)) iN" = (A, {le},'el, {p;}je]) dve fazi
mreZe. Definisimo induktivno niz {QylrenN fazi relacija izmedu A and A’ na sledeci
nacin:

P1=(p\P) Apilp)),
ki1 = A N\ ([Ri0 @) /RITA [R\(pr o R)D)

iel

Tada je {@ylken neopadajuéi niz fazi relacija i postoji k € IN tako da je @y = Qr11.
Relacija @y je najveca fazi relacija izmedu A and A’ koja zadovoljava uslove
(2.67),(2.69),(2.71) i (2.72).
Sta vige, ako gy zadovoljava uslove (2.68) and (2.70) onda je ¢y najveéa backward-
forward bisimulacija izmedu N i N’. Sa druge strane ako ¢y ne zadovoljava ove
uslove, onda ne postoji backward-forward bisimulacija izmedu N i N'.

U Teoremama 2.8.1. 1 2.8.2. predstavili smo procedure koje testiraju da li
postoji najveca forward ili backward-forward fazi bisimulacija izmedu dve
jedno-modalitetne fazi mreZe, koje takode, ra¢unaju najvece ovakve bisimu-
lacije, ako one postoje. Malom modifikacijom niza {@k}ren relacija moZzemo
dobiti odgovarajuce procedure i za druge tipove simulacija i bisimulacija:
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najveca forward simulacija:

pr=p\W, o= e N\ (R ogi)/R)

iel

najveca backward simulacija:

P1=p\P}y  Prr1 =Pk A /\ Ri\(pxoR)),

iel

najveca backward bisimulacija:

01= AP AQIP), P = e [\ ([R\(@ro RDIATR\ (o o R)IT),
i€l

najveca forward-backward bisimulacija:

01=AP)APIE), et =in N\ (IR 0 o )/RIT AR\ @ o R)D ).

iel

2.9. Regularne bisimulacije

O ovom odeljku ¢emo paZnju pre svega usmeriti na najrestriktivniji tip bisim-
ulacije, na regularne bisimulacije.
Pre svega, dokazujemo sledec¢u teoremu.

Teorema 2.9.1. Neka su N i N fazi mreZe takve da postoji najmanje jedna reg-
ularna bisimulacija izmedu N i N’. Tnda postoji najveca regularna bisimulacija
izmedu N i N'.

Pri tome je najveéa regularna bisimulacija izmedu N i N’ je parcijalna fazi
funkcija.

Dokaz: Ako je familija svih regularnih bisimulacija izmedu N i N’ je
neprazna, lako je proveriti da unija ove familije je takode regularna bisimu-
lacija, i kao takve je najveéa regularna bisimulacija izmedu N i N’.

Dalje, ako je ¢ najveca regularna bisimulacija izmedu N i N’, tada je
@ o@~'og takode regularna bisimulacija izmedu N i N’, i moZzemo zaklju&iti
daje p op~'op < ¢. Takode, ¢ je parcijalna fazi funkcija. |

Naredna teorema daje metodu za testiranje postojanja regularne bisimu-
lacije izmedu dve fazi mreZe.

Teorema 2.9.2. Neka su N = (A {Rilier Apjlje)) i N' = (A" {Rl}ier, {p;.}jej) fazi
mreZe.

Tada postoji najveca fazi relacija ¢ € LY4" koja zadovoljava jednakosti (2.84),
(2.85) i nejednakosti
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(pop;gp/, (p_lopiép}, za svako j € J. (2.104)
Ako, pored ovoga, ¢ zadovoljava i
pi<@op, p}<(p_10pj, za svako j €], (2.105)

tada je ¢ najveca regularna bisimulacija izmedu N i N'.
U suprotnom, ako ¢ ne zadovoljava (2.105), tada ne postoji reqularna bisimulacija
izmedu N i N'.

Dokaz: Ocigledno, familija svih fazi relacija izmedu A i A’ koje zadovol-
javaju (2.84), (2.85) i (2.104) je neprazna, zato Sto sadrzi praznu relaciju
izmedu A i A’. Koristedi se istim argumentima kao u dokazu Teoreme 2.9.1.
dobijamao da je unija ¢ svih ¢lanova ove familije najveca fazi relacija izmedu
A1iA’ koja zadovoljava (2.84), (2.85) 1 (2.104).

Ako ¢ zadovoljava (2.105), tada je ¢ regularna bisimulacija, a kako
proizvoljna regularna bisimulacija izmedu N i N’ mora da zadovolji (2.84),
(2.85)1(2.104),1i ¢ je najveca fazi relacija izmedu A i A” koja zadovoljava ove
uslove, moZemo zakljuciti da je ¢ najveca regularna bisimulacija izmedu N
iN.

Pretpostavimo da postoji regularna bisimulacija 1 izmedu N'i N’. Tada ¢
zadovoljava (2.84), (2.85)1(2.104), pa vazi ¢ < ¢, pa kao posledicu dobijamo:

pi=yopi<gop;

pi=y T opi<qlop;,

zasvako j € |, 8to znacida ¢ zadovoljava (2.105). Dakle, ako ¢ ne zadovoljava
(2.105), tada ne postoji regularna bisimulacija izmedu fazi mreza Ni N’. O

Primetimo da u opstem slucaju fazi relacija ¢ iz prethodne teoreme
moze biti prazna. Medutim, ako ¢ zadovoljava (2.105), tada ona mora biti
neprazna.

Za fazimreze N = (A, {Rilier, {pjtje)) iN' = (A" {R}ie1, {p}},-e]), oznadimo sa
L(N,N") podalgebru od L generisanu svim istinitosnim vrednostima fazi
relacija i fazi skupova iz familija {R;}ier, {R}ier, {pjljes i {p;.}jej.

Sada ¢emo dokazati teoremu koja daje nacin za testiranje postojanja reg-
ularne bisimulacija izmedu dve fazi mreZe, kao i za izra¢unavanje najvece,
u slucaju da ona postoji.

Teorema 2.9.3. Neka su N = (A {Rilier Apjlje)) i N' = (A" {Rl}ier, {p;.}jej) fazi
mreZe, i neka je {Qrlren niz fazi relacija izmedu A i A’ definisan induktivno na
sledeci nacin:
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o1= \@\P) A @/p),
jel
i1 = e A [\ (R (@0 R)IAT(R 0 pr)/R]]
i€l
AR o @ )/RIT AR\ (@ o R)ITY,
za svako k € IN. Tada su sledeéa tvrdenja tacna:

(a) niz {pilken je opadajuéi;
(b) ako postoji n € N takvo da je ppi1 = @y, tada

(b1) @u je najveéa reqularna fazi relacija izmedu A i A’ koja zadovoljava uslove
(2.84), (2.85) i (2.104);

(b2) ako relacija ¢, zadovoljava (2.105), tada ona predstavlja najvecu regularnu
bisimulaciju izmedu N i N’;

(b3) ako relacija @, ne zadovoljava (2.105), tada ne postoji regularna bisimulacija
izmedu N i N’;

(c) akosu AiA’ konacni skupovi i podalgebra L(N,N") zadovoljava DCC uslov,
tada je {pylken konacan niz i postoji n € IN takvo da vazi ¢p1 = .

Dokaz: (a) Jasno je da je niz {@k}ren Opadajudi.
(b) Prvo primetimo da za proizvoljnu fazi relaciju ¢ €
vaZzi ¢ < @1 ako i samo ako

LA%4" imamo da

P <pj\r; i ¢ <pjlp]
za svako j € ], §to je ekvivalentno sa

¢ lopi=pjop<p; i popi<p),

za svako j € J. Ovo znadi da ¢ zadovoljava uslov (2.104) ako i samo ako
@ < 1, 1 @1 je najveca fazi relacija izmedu A i A’ sto zadovoljava (2.104). Pa
prema tome ¢y zadovoljava (2.104) za svako k € N.

Pretpostavimo sada da je @u+1 = ¢, za neko n € N. Za svako i € I, iz
nejednakosti ¢ = i1 < Ri\(@noR) sledi da vaziR;o ¢, < ¢, oR],inaslican
nacin dobijamo da je ¢, o R} < Rjo ¢y, Pyl oR; < R op,li R ol <@yloR,;.
Pa iz svega ovoga sledi da ¢, zadovoljava (2.84), (2.85) i (2.104).

Neka je ¢ € LA*4" proizvoljna fazi relacija koja zadovoljava (2.84), (2.85) i
(2.104). Tada je @ < @1, jer je @1 najveca fazi relacija koja zadovoljava (2.104).
Pretpostavimo da vaZi ¢ < ¢, za neko k € N. Tada za svako i € ] imamo da
vazi

Riop=g@oR; <groR],
odakle sledi
¢ <Ri\(@roR}).
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Na isti nacin dobijamo da vazi ¢ < (R;o¢@g)/R}, ¢ < [(R]o (P,Zl)/Ri]_l ip<
[R! \(qo]:1 oR))]™}, §to znadi da vaZi ¢ < @1. Sada, indukcijom zaklju¢ujemo
daje ¢ < ¢y, za svako k € IN, pa kao posledicu imamo da vazi ¢ < ¢,. Dakle,
dokazali smo da je ¢, najveca fazi relacija izmedu A i A’ koja zadovoljava
(2.84),(2.85) i (2.104).

Tvrdenja (b2) i (b3) slede direktno kao posledica Teoreme 2.9.2.

(c) Neka su dati A i A” kona¢ni skupovi i podalgebra L(N, N”) koja zado-
voljava DCC uslov. Za bilo koji par (2,4") € AX A’, vazi daje niz {px(a,a" ) ren
opadaju¢iu L(N, N’). Prema pretpostavci, ovaj niz postaje konstantan nakon
odredenog broja ¢lanova, a kako postoji kona¢no mnogo ovakvih nizova, za-
klju¢ujemo da postoji n € IN takvo da svi nizovi postaju konstantni nakon 7
koraka. Dakle, niz {@y}ren je konacan i ¢,41 = @, za n € N Cije je postojanje
ustanovljeno u prethodnom delu.

Ovim je kompletiran dokaz teoreme. a

Prethodna teorema daje proceduru kojom je moguce ustanoviti da li pos-
toji regularna bisimulacija izmedu dve fazi mreZe, i u slu¢aju kada postoji,
ista procedura izra¢unava najveéu. U proceduri se pravi opadajuéi niz fazi
relacija, na nacin koji je prikazan u Teoremi 2.9.3., i kad god novi ¢lan niza
bude izrac¢unat, procedura proverava da li je taj novi ¢an jednak prethodno
izra¢unatom ¢lanu niza. Procedura se zavrSava ¢im se pronade prvi par
jednakih susednih ¢lanova niza, i u tom slucaju poslednji izracunati ¢lan
niza predstavlja najvecu fazi relaciju koja zadovoljava uslove (2.84), (2.85) i
(2.104). Tada, procedura proverava da li ova fazi relacija zadovoljava uslov
(2.105). Ukoliko je uslov zadovoljen, tada je ta poslednja izra¢unata relacija
zapravo najveca regularna bisimulacija izmedu datih fazi mreza. S druge
strane, ako ona ne zadovoljava uslov (2.105), tada ne postoji ni jedna regu-
larna bisimulacija izmedu ovih fazi mreZza.

Medutim, predloZena procedura se obavezno ne zavrsava u kona¢nom
broju koraka. Kraj procedure zavisi od pripadajuce strukture istinitosnih
vrednosti, kao i od vrednosti koje uzimaju fazi relacije i fazi skupovi koje
odreduju razmatrane fazi mreze. Teorema 2.9.3. daje dovoljne uslove za
prekid precedure u kona¢nom broju koraka, kada podalgebra L(N,N’)
zadovoljava DCC uslov. Na primer, ovaj uslov je zadovoljen ako je £ lokalno
kona¢na algebra, Sto zapravo znaci ako je svaka kona¢no generisana po-
dalgebra od £ kona¢na. Najpoznatije lokalno konac¢ne strukture su Boolean
struktura i Godelova struktura. Vise informacija o lokalnoj kona¢nosti t-
normiranih struktura moZemo na¢i u nedavno objavljenom radu [55].

Pretpostavimo da su I, A i A’ kona¢ni skupovi i podalgebra L(N,N’)
zadovoljava DCC. Neka su cg, cv, c i ca su cene izvrSenja operacija ®,
V, =i Au L, ioznatimo sa |l|, |Al i |A’| broj elemenata skupova [, Ai A’.
Moze se pokazati da svaki pojedina¢ni korak moze biti realizovan u viemenu
O(II-1AI-1A"] - (JAl +1A’]) - (ce + cv + ¢ +cA)). Vrednosti odgovarajuc¢ih unosa
od {@ilken formiraju |A]-|A’| opadajudi lanac elemenata u algebri L(N,N7),
pa zato postoji I € N, tako da je broj razli¢itih elemenata u svakom od ovih
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lanaca manyji ili jednak od I. Broj koraka u nasoj procedurije O(I-|A]-]A’]), a
ukupno vreme izvrsenja cele procedure je

O(L- I |AP- JA> - (|Al +1A"]) - (co + Cv + ¢ +Cp)).-

Primetimo da je broj ! karakteristiCan za niz {gilren a u opStem slucaju
to nije broj koji na bilo koji nac¢in karakterise algebru £L(N,N’). Medutim,
ponekad broj razli¢itih elemenata u svim opadajuéim nizovima u L(N, N”’)
mozZe imati gornju granicu /. Na primer, ako je algebra L(N,N’) kona¢na,
tada mi moZemo pretpostaviti da je ! broj njenih elemenata. Narocito, ako
je L Godel-ova struktura, tada jedine vrednosti koje mogu uzeti fazi relacije
{@k}ken jesu 1 i one vrednosti fazi skupova i relacija koje odreduju N i N/,
pa je broj ovih vrednosti konacan. Ako ovaj broj oznac¢imo sa j, tada je
ukupno vreme izra¢unavanja procedure dato sa O(j - |I|- |AP-|A’12- (JA| +]A")
(jer operacije ® V, — i A mogu biti obavljene u konstantnom vremenu).
Ako je L Boolova struktura, tada je j = 2 i procedura se izvrSava u vremenu
O(Il - |AP- A’ - (Al +1A]).-

Prema Teoremi 2.9.1., ako postoji barem jedna regularna bisimulacija
izmedu dve fazi mreZze, tada postoji najveca, i ona predstavlja parcijalnu
fazi funkciju. Medutim, ako Zelimo da uspostavimo neku vrstu strukturne
slicnosti izmedu dve vazi mreZe, neophodno je da svaki ucesnik iz prve
mreZe bude "slican" nekom ucesniku iz druge, i obratno. Drugim re¢ima,
ove regularne bisimulacije koje su sirjektivne L-funkcije su specijalno in-
teresantne. Lako je proveriti da ako postoji regularna bisimulacija izmedu
dve fazi mreZe koja je sirjektivna L-funkcija, tada i najveca bisimulacija
ima takode ovu osobinu, tj. ona je uniformna fazi funkcija. Prema ovome,
moZemo zakljuciti da je veoma interesantno proucavati regularne bisimu-
lacije koje su uniformne fazi relacije.

Sledec¢a teorema pokazuje da uniformna regularna bisimulacija izmedu
dve fazi mreze odreduje par regularnih ekvivalencija na ovim mreZama,
kao i jedan izomorfizam izmedu odgovarajucih koli¢nickih fazi mreza (tj.
izomorfizam izmedu pozicija i uloga u ovim mrezama), i obrnuto.

Teorema 2.9.4. Neka su N = (A {Rilier Apjlje)) i N' = (A" {Rl}ier, {p;.}jej) fazi

v . . ’ . . .. . .. ..
mreZe i neka je p € LYY uniformna fazi relacija. Tada je @ regularna bisimulacija
izmedu N i N ako i samo ako su zadovoljeni sledeci uslovi:

(i) jezgro relacije @ je regularna ekvivalencija na N;
(if) kojezgro od @ je reqularna ekvivalencija na N’;
(iii) @ je izomorfizam kolicnik mreza N / Ei i N'JEY,.

Dokaz: Oznadimo sa Ei =aand E:i, =a’. Prema Teoremi 4.2 [23] sledi da je
a=¢poptia’=¢plogp,izasvakoy € CR(p), a,beAia’ € A’ imamo daje

Pla, (b)) = aa,b) i p(a,a’) = o' (YP(a),a’)).
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Pretpostavimo da je ¢ regularna bisimulacija. Tada za svako i € I imamo
daje
aoR;=pog loR;=poRioq™
=Rio(po(p_1 =R;oq,

izasvako j € [ imamo daje
pica=pjopop T <piogT <pj<pjoa,

odakle zaklju¢ujemo da je pjoa = p;. Dakle, « je regularna ekvivalencija na
N. Na isti na¢in pokazujemo da je &’ regularna bisimulacija na N’.
Dalje, za proizvoljnoi€l,a,b € Ai € CR(¢) imamo da vaZziniz jednakosti:
R;((P(aa), Plap)) = R;(a;,(ﬂ)/ a:[;(b))
= (@’ oRjoa')(¥(a), (b))
= (@~ oRi o) (a), Y (b))
= \/ ¢7' W@, 0 @Ri(c, )@ p(d, (b))

cdeA

= \/ a(a,c)®Ri(c,d) ®a(d,b)
c,deA

= (aoR;oa)(a,b)

= Ri(aa, ap).

Takode, za svako j € | prema (2.64) i (2.65) sledi
¢ lopi <@ lopopi=a’opi=p;<g opj,
pajep~lopi=a Op;., izasvakoje ], a€Aiy e CR(p) dobijamo da je

PP(a)) = P{@)) = (@ o p) (@)
= (@~ op)(@)
=\/ o7 @@, b)®pjb)

beA
=\/ ata,b) & p;(b)
beA
= (@op))(a) = pj(a).

Dakle, ¢ je izomorfizam koli¢nik mreza N/ Ei iN’/ Eﬁ,.
Obrnuto, pretpostavimo da vaZze uslovi (i), (ii) i (iii).
Zasvakoje€ ], a€ Aiy € CR(p) imamo daje
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pi(a) = (pjoa)(a) = pj(a) = P{(@lan))
= P(y) = (700 )Y (@)

= \/ ri@)ed @, v@)
a’eA’

= \/ Pi@)®p@a) = (@op)a),
a’eA’

pajepj=@o p;. = p;. o~!. Na isti na¢in, koriste¢i ¢! umesto ¢, dobijamo da

jep;=¢lopj=pjop.

S druge strane, koriste¢i ¢injenicu da su a i @’ regularne fazi ekvivalencije
na N'i N, respektivno, p = pogp~lop=aop=goa’,aca=aia’oa’ =a/,
za proizvoljno i € I dobijamo

Riop=R;oaoaop=aoR;oaoq,
isli¢no,
@’ oRloa’ =a’oR].
Stavise, za svako a,b € A i 1 € CR(¢) dobijamo

(@oR;oa)(a,b) = Ri(aa, ap)
= R;((P(au), P(ap)) = R;(“;,(ﬂ)r a;,(b))
= (a’ oR}oa’)(Y(a), (b))

Sada, za proizvoljnoa € A, a’ € A’ i € CR(p) imamo da vazi

(Riop)(@,a’) = (acRijoacp)(a,a’)

= \/(a oRjoa)(a,b)®@p(b,a’)
beA

=\/(@ o R} oa")(¢(@), p(0) 8 (Y(b),a)
beA

< \/ @oR o) (y(a),b)@d (,a)
VeA’

=(a’oRloa’ o) ((a),a’)

= (&' oR})(Y(a),a")

= \/ @@, )R, a)
c’eA’

= \/ @(a,c)®RI(c',a")
c’eA’

=(poR)(a,a),
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pa tako i Rjo ¢ < ¢ oR!. Na slican nacin, koristeci 71 i (@)7! umesto ¢ i
¢, dokazujemo suprotnu nejednakost. Zato je R;o¢ = @ oR’. Takode, sli¢no,
dokazujemo daje ¢~ ' oR;=Rlogp™L.

Dakle, dokazali smo da je ¢ regularna bisimulacija izmedu mreza N'i N”.
O

U ovom poglavlju smo definisali dva tipa simulacija, kao i pet tipova
bisimulacija na fazi socijalnim mreZama, ali smo razmatrali samo jednu od
njih - regularnu bisimulaciju. U daljem istraZivanju nameravamo da obav-
imo Sire proucavanje svih tipova simulacija i bisimulacija. Ovo je posebno
vazno ako imamo na umu primer dat od strane Brynielsson i ostalih u [16],
koji pokazuje da tzv. simultane ekvivalencije mogu identifikovati socijalne
pozicije koje ne mogu biti identifikovane pomocu regularnih ekvivalencija.
Dakle, tip relacija ekvivalencije ili bisimulacija koji je interesantan za prouca-
vanje zavisi od konkretnog problema, i neophodno je razmotriti nekoliko ra-
zli¢itih tipova ovih relacija za datu mrezu, kako bismo ih potpuno razumeli.

2.10. Primeri testiranja postojanja i izracunavanja najvecih
bisimulacija

U ovom odeljku dajemo nekoliko konkretnih ijednostavnih primera u kojima
se testira postojanje raznih tipova bisimulacija izmedu jedno-modalitetnih
mreZa, i u slucaju kada postoji izrac¢unava se najveca bisimulacija.

Primer 2.10.1. Neka su N = (A, {Ri}icr, {pjljey) 1 N’ = (A’,{R;}id, {p}}jq) fazi
mreZe, pri ¢emu je A = {ay,a2}, A’ = {ai,ag,ag}, I=1{1,2}, ] = {1}, a relacije
R1,R2,R1,R£, kaoi pl,pi su dati sa:

000 000
R=[8] ®=[29] m=|1r0] mi- 000]
000 111

pr=[11] p=[111]

Koris¢enjem algoritma za izra¢unavanje najvece forward bisimulacije do-

bijamo:
111 _fo10 _ _Jooo
Pr=1111] ?2%|oo1| =% o000

Na osnovu toga $to ¢4, odnosno @3 ne zadovoljava uslove (2.64) i (2.70)
sledi da ne postoji forward bisimulacija izmedu N i N’. Medutim, primenom
algoritma za ra¢unanje najveée backward forward bisimulacije dobijamo:
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901:[}1}] ¢2=¢3=[}(1)(1)]

pa kako ¢, odnosno 13 zadovoljava uslov (2.79) i (2.80) sledi da je to
najvecéa backward-forward bisimulacija. U nastavku dajemo graficki prikaz
ove mreze.

Plavim linijama su oznacene relacije R, odnosno Ri, zelenom R,, odnosno
R!, dok je crvenom prikazana backward-forward bisimulacija.
2

Primer 2.10.2. Neka su N = (A, {Ri}icr, {pjljep) 1 N’ = (A’,{R;}id, {p}}jq) fazi
mreZe, pri ¢emu je A = {ay,...,a13}, A’ = {ai,...,a;}, I={1}, ] = {1}, a relacije
RLR&, kaoi P1,P£ su dati sa:

[01101001111117
0111100000111
0111111000111

0001000000000 1111011
0001000000000 1111001
0000110000000 1111101
R;=[({0000110000110 R&: 0011000
0111000000110 1001001
0111000000110 0111000
0111000000000 0000000

0000000000000
0110100111111
10110100111111]

plz[lllllllllllll] pi:[lllllll]

Koriséenjem algoritma za izra¢unavanje najvece forward bisimulacije do-
bijamo:
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(11111117 (11111107 111101007
1111111 1111110 1110100
1111111 1111110 1110100
1111111 1111110 0001010
1111111 1111110 0001010
1111111 1111110 0001010

@1=|1111111| ¢@p=[1111110| ¢3=[1110100
1111111 1111110 1110100
1111111 1111110 1110100
1111111 1111110 0001010
1111111 0000001 0000001
1111111 1111110 1110100
[1111111] [1111110] [1110100]

(11101007 100000007
1110100 0000000
1110100 0000000
0000000 0000000
0000000 0000000
0000000 0000000
Ps=|1110100| @5=qg={0000000
1110100 0000000
1110100 0000000
0001010 0000000
0000001 0000001
1110100 0000000
[1110100] (0000000 ]

Na osnovu toga sto @5, odnosno ¢g ne zadovoljava uslove (2.64) i (2.70)
sledi da ne postoji forward bisimulacija izmedu N i N’.

Dalje, primenom algoritma za ra¢unanje najvece backward bisimulacije
dobijamo:

4

700000007
0000000
0000000
1111111
0000000
1111111

p3={1111111
0000000
0000000
0000000
0000000
0000000

10000000

¢1 = P2 =

M m e s s e e
O Y e S T G G W Y
O Y e S T i W Y
O e Y e T e i e W Y
R e e e e e e
e e e e e e T WSS S Y
e e e e e e T WSS S Y

1
e el e e e e N S S e S Y o}
e el e e e e N e S e S Y o}
e el e e e e N e S S S Y o}
O Y e T T G G W)
O Y e T G T G G W)
O Y e T G T G G W)
O Y e T T G G W)
. )

.
r
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700000007
0000000
0000000
0000000
0000000
0000000

$s=¢5=0000000
0000000
0000000
0000000
0000000
0000000

[0000000]

Na osnovu toga $to ¢4, odnosno ¢s ne zadovoljava uslove (2.73) i (2.74)
sledi da ne postoji backward bisimulacija izmedu N i N’.

Medutim, primenom algoritma za ra¢unanje najveée backward forward
bisimulacije dobijamo:

(11111117 (11111117
1111111 1111111
1111111 1111111
1111111 1111111
1111111 1111111
1111111 1111111
P1=[1111111| ¢p=1p3=[1111111
1111111 1111111
1111111 1111111
1111111 1111111
1111111 0000001
1111111 1111111
11111111 11111111}
pakako 1, odnosno 13 zadovoljava uslov (2.79) i (2.80) sledi da je to najveca

backward-forward bisimulacija.

Primer 2.10.3. Neka su N = (A, {Ri}icr, {pjljep) 1 N’ = (A’,{Rl’.}id, {P}}jEI) fazi
mreZe, pri ¢emu je A = {ay,...,a3}, A’ = {ai,...,aiO}, I={1}, ] = {1}, a relacije
R1,R£, kaoi p1,p£ su dati sa:

11101110017

(110111017 1110111001
01100001 0011000001
00000000 0000000000
R_01000000 R,_0010000000
1=110110001 1711101100001
10111001 1101110001
10000000 1100000000
0111000000 | 0110000000

(1110000000
p1=[11111111] p}=[111111111]
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Koriséenjem algoritma za izra¢unavanje najvece forward bisimulacije do-
bijamo:

11111111117 11101111117 11001001117
1111111111 1110111111 0010011000
1111111111 0001000000 0001000000

1111111111 1110111111 1100100111

Pr=11111111111) P25(1110111111] P3T|{0010011000
1111111111 1110111111 0010011000
1111111111 1110111111 1100100111
(1111111111 1110111111 (1100100111

11000000117 111000000007
0010001000 0010000000
0001000000 0001000000
0000100000 3 0000100000
P4+=10000010000| P5=P6={0000010000

0010001000
0000000100

1100000011 |

0000001000
0000000100

(0000000011 |

Sada, s obzirom da @5, odnosno @¢ zadovoljava uslove (2.64) i (2.70) sledi
da je @5 najveca forward bisimulacija izmedu N i N”.
Dalje, primenom algoritma za ra¢unanje najvece backward bisimulacije

dobijamo:
11111111117 1111111001 7111100000007
1111111111 1111111001 0001111001
1111111111 1111111001 0001111001
1111111111 1111111001 _|ooo01111001
P1=11111111111| ?=|1111111001| ?=|0001111001
1111111111 1111111001 0001111001
1111111111 0000000110 0000000110
[1111111111] 1111111001 | 0001111001 |
11100000007 111000000007 7111000000007
0001110001 0000000000 0000000000
0000000000 0000000000 0000000000
_|ooo1110001 _|ooo1100001 _|ooo00100000
Ps = 0001110001 ¢s = 0000010000 P6 = 0000010000
0000001000 0000001000 0000001000
0000000110 0000000110 0000000110
0001110001 | 0001100001 | 0000000000 |




2.10. Primeri testiranja postojanja i izra¢unavanja najvec¢ih bisimulacija

¢7 =

(00000000007
0000000000
0000000000
0000100000
0000010000
0000001000
0000000110

10000000000 ]

(00000000007
0000000000
0000000000
0000000000
0000000000
0000000000
0000000110

(0000000000 ]
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Na osnovu toga sto ¢g, odnosno ¢9 ne zadovoljava uslove (2.73) i (2.74)
sledi da ne postoji backward bisimulacija izmedu N i N’. Medutim, pri-
menom algoritma za ra¢unanje najveée backward forward bisimulacije do-

bijamo:

pakako 1, odnosno 13 zadovoljava uslov (2.79) i

(1111111111

backward-forward bisimulacija.

-

R R R R RO R =

r

Pl =l
R e e = R

2.80

sledi da je to najveca






Glava 3

Dvo-modalitetni fazi relacijski sistemi i
dvo-modalitetne fazi mreZe

U prethodnoj glavi bavili smo se fazi relacijskim sistemima koje ¢ini familija
fazi relacija na jednom istom skupu, koje smo nazivali jedno-modalitetnim.
U ovoj glavi razmatramo drugaciji tip fazi relacijskih sistema, koje nazivamo
dvo-modalitetnim, koje ¢ini familija fazi relacija izmedu dva razli¢ita skupa.
Takvi fazi relacijski sistemi imaju razne interpretacije i prakti¢ne primene, a
mi ¢emo ovde uglavnom imati na umu dve posebne interpretacije. Glavna
interpretacija koju ¢emo imati u vidu su dvo-modalitetne socijalne mreZe,
gde se jedan od modaliteta interpretira kao skup aktera ili u¢esnika a drugi
kao skup dogadaja, dok se relacijama izmedu njih odreduje ucesée aktera u
dogadajima. Vise informacija o dvo-modalitenim mreZama se moZe pronaci
u [9, 39, 41, 46, 56]. Osim toga, prvi modalitet moZemo shvatiti i kao skup
izvesnih objekata, drugi kao skup atributa koje ti objekti mogu imati, dok
je relacijama odredeno da li dati objekt poseduje dati atribut, ¢ime se dolazi
do koncepta formalnog konteksta, koji se srece, na primer, u konceptualnoj
analizi podataka i relacionim bazama podataka.

Nakon Odeljka 3.1., u kome uvodimo osnovne definicije i dajemo primere
vezane za dvo-modalitetne fazi i krisp relacijske sisteme i dvo-modalitetne
fazi i krisp mreZe, u Odeljku 3.2. se bavimo sistemima fazi relacijskih jed-
nacina i nejednacina koji su na prirodan nacin odredeni dvo-modalitetnim
fazi relacijskim sistemima. Ono $to je karakteristi¢no za svaki od tih dvo-
modalitetnih sistema je to da sadrZi dve promenljive i reSenja su mu parovi
koji se sastoje od fazi relacija na oba modaliteta. Za razliku od jedno-moda-
litetnih sistema fazi relacijskih jednacina i nejednacina, izucavanih u pret-
hodnoj glavi, ¢ija su najveca reSenja izrac¢unavana iterativnim postupkom,
najveca reSenja dvo-modalitetnih sistema fazi relacijskih nejednacina razma-
tranih u Odeljku 3.2. se izra¢unavaju bez upotrebe iteracije, jednostavnim
operacijama na fazi relacijama. Medutim, to ne vazi za dvo-modalitetne sis-
teme fazi relacijskih jednacina, ¢ija se najveca reSenja izra¢unavaju koriséen-
jem iterativnih algoritama koji su bazirani na takozvanom naizmenicnom algo-
ritmu koji su razvili Cuninghame-Green i Zimmermann [28, 27] za reSavanje
jednadina na parcijalno uredenim skupovima definisanim pomo¢u rezidu-
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alnih funkcija. Kako su kriterijumi zaustavljanja naizmeni¢nog algoritma,
predloZeni u [28], karakteristi¢ni za parcijalno uredene skupove i nisu pri-
menljivi na fazi relacije, ovde su dati drugadiji kriterijumi koji su specifi¢ni
bas za fazi relacije. Analizirano je i vreme izvrsenja predloZenih algoritama.

U Odeljku 3.3. se razvija koncept koli¢nickog dvo-modalitetnog fazi rela-
cijskog sistema sa osnovnom namenom da se upotrebljava u redukciji poda-
taka koji se mogu modelirati pomoc¢u dvo-modalitetnih fazi relacijskih sis-
tema. Na primer, u slu¢aju dvo-modalitetnih fazi mreZa takvim konceptom
se obezbeduje simultana redukcija aktera i dogadaja, a u slu¢aju fazi formal-
nih koncepata simultana redukcija objekata i atributa. Ovde su date karak-
terizacije koli¢nickih dvo-modalitetnih fazi relacijskih sistema u odnosu na
parove fazi kvazi-uredenja i fazi ekvivalencija koji su reSenja fazi relacijskih
sistema razmatranih u prethodnom odeljku i prikazane su veoma zanimljive
prakti¢ne primene dobijenih rezultata. Dalje, u Odeljku 3.4. se razmatraju
dvo-modalitetni krisp relacijski sistemi i odgovarajuéi sistemi relacijskih jed-
nacina, i daju se algoritmi za izra¢unavanje njihovih najveéih resenja koji su
bazirani na cuvenom algoritmu koji su razvili Paige i Tarjan [91] i rade brze
od algoritama prikazanih u Odeljku 3.2.

Konacno, u Odeljku 3.5. su prikazani razni pristupi izu¢avanju dvo-mo-
dalitetnih mreZa i dato je poredenje direktnog metoda razvijenog u ovoj dis-
ertaciji sa metodima svodenja dvo-modalitetnih mreZa na jedno-modalitetne.

3.1. Osnovne definicije i primeri

Neka su A i B neprazni skupoviinekaje R = {R;}ief C [AxB neprazna familija
nepraznih fazi relacija. Sistem 7~ = (A, B, R) zvaéemo dvo-modalitetni fazi rela-
cijski sistem. U nekim izvorima koristi se i naziv bipartitni fazi relacijski sistem.
Skupove A i B nazivaéemo komponentama ili modalitetima sistema 7. Ukoliko
su svi ¢lanovi familije R krisp relacije, onda za sistem 7~ = (A, B, R) kaZemo da
je dvo-modalitetni krisp relacijski sistem.

Dvo-modalitetni fazi relacijski sistemi imaju brojne interpretacije, a ovde
¢emo uglavnom imati na umu dve posebne interpretacije. Ako A shvatimo
kao skup aktera (ucesnika) a B kao skup nekih dogadaja, i ako se R sastoji od
relacije kojom je odredeno ucesée aktera u dogadajima, onda dolazimo do in-
terpretacije sistema 7 kao dvo-modalitetne mreZe, kakve se proucavaju u okvi-
ru analize socijalnih mreZa. Osim toga, ako A shvatimo kao skup izvesnih ob-
jekata, B kao skup atributa koje ti objekti mogu imati, a R se sastoji od relacije
kojom je odredeno da li dati objekat poseduje dati atribut, onda dolazimo
do toga da se sistem 7 interpretira kao formalni kontekst, kakvi se razmatraju
u okviru konceptualne analize podataka ili relacionih baza podataka.

Glavna interpretacija dvo-modalitetnih fazi relacijskih sistema koju ¢emo
ovde razmatrati bi¢e dvo-modalitetne fazi i krisp mreZe. Pri tome, iako je u
najvec¢em broju publikacija u oblasti analize socijalnih mreZa radeno sa dvo-
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modalitetnim mreZama koje su odredene jednom relacijom, mi éemo ovde
prihvatati i viSe-relacijske mreZe, odnosno dozvoljava¢emo da R bude proiz-
voljna familija relacija ili fazi relacija. Koristic¢emo i dva uobi¢ajena nacina
za graficko predstavljanje dvo-modalitetnih mreZa. Oba nacina se koriste
uglavnom kod predstavljanja dvo-modalitetnih mreza sa jednom relacijom,
jer se stvari znatno komplikuju ako je prisutan veci broj relacija. Prvi na¢in je
predstavljanje dvo-modalitetne mreZe bipartitnim grafom kod koga su jasno
odvojene komponente koje odgovaraju modalitetima A i B, kaona Slici 3.1 a).
Drugi nacin je predstavljanje grafom kod koga se komponente koje odgo-
varaju modalitetima ne odvajaju, ali su ¢vorovi iz razlic¢itih komponenti
oznacavaju na drugaciji nac¢in, na primer drugacijim bojama i/ili drugacijim
oblikom, kao Slici 3.1 b). Jednostavnosti radi, za ovaj drugi nacin predstav-
ljanja govori¢éemo da je predstavljanje objedinjenim grafom. Primetimo da kod
oba nacina predstavljanja grane obi¢no nisu orijentisane jer orijentacija grana
ovde ne igra nikakvu ulogu zbog raznorodnosti ¢vorova koje povezuju.

Slika 3.1 Graficko predstavljanje dvo-modalitetne krisp mreZe.

U daljem tekstu dajemo neke karakteristicne primere dvo-modalitetnih
mreZa.

Primer 3.1.1. (Primeri dvo-modalitetnih mreZa) Dacemo nekoliko konkret-
nih primera dvo-modalitetnih mreZa, koji su razmatrani u brojnim radovima,
i navesti najpoznatije tipove takvih mreza.

(a) Mreza juznjackih Zena (Southern Woman Network) [30, 53]: Radise o
mreZi koja je proizasla iz podataka koje je grupa americkih etnografa 1930tih
godina prikupila u Nacezu, Misisipi, u sklopu prouc¢avanja drustvenog raslo-
javanja u okviru bele i crne populacije. Specijalno, prikupljeni su podaci o
drustvenim aktivnostima 18 belih Zena koje su prac¢ene u periodu od 9 me-
seci, tokom koga su neke od tih Zena imale priliku da se sretnu na 14 nefor-
malnih drustvenih dogadaja. U¢esce tih 18 Zena na tih 14 dogadaja formira
dvo-modalitetnu mreZu koja je kasnije bila predmet izu¢avanja brojnih au-
tora u okviru analize socijalnih mreza. Ta mreZa je prikazana na Slici 3.2.
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Slika 3.2 MreZa juznjackih Zena (Southern Women Network)

(b) The HBO Recycling Program: Ova mreZa ¢udnog naziva je dvo-
modalitetna mreZa koju ¢ine najpopularnije serije televizijske mreze HBO
i glumci koji su bili angaZovani u najmanje tri epizode neke od tih serija,
dok su veze izmedu ta dva modaliteta zadate angaZovanjem glumaca u tim
serijama. MreZa je prikazana na Slici 3.3. Podaci koji zadaju ovu mrezu tako-
de su kori$¢eni u brojnim istraZivanjima.

(c) MrezZa norveskih direktora [105]: Ovo je takode dvo-modalitetna
mreZa koju ¢ini 367 javni kompanija u Norveskoj i 1495 direktora — ¢lanova
upravnih odbora tih kompanija, dok su veze zadate ¢lanstvom direktora u
tim upravnim odborima. Podaci vezani za ovu mrezu javno su dostupni i ko-
ri$¢eni su u brojnim istrazivanjima. Na Slici 3.4 prikazana je jedna od projek-
cija te
mreZe —jedno-modalitetna mreza koju ¢ine direktori a veze izmedunjih pred-
stavljaju ¢lanstvo u istom upravnom odboru. Napominjemo da ¢e pojam pro-
jekcije dvo-modalitetne mreZe na jedno-modalitetnu biti objasnjen u posled-
njem odeljku ove glave. Takode isticemo da se razli¢itim nac¢inom oznacava-
nja ¢vorova na Slici 3.4 ukazuje na pol direktora. Naime, ¢vorovi predstavlje-
ni punim kruZzi¢ima oznacavaju Zene direktore, a oni predstavljeni praznim
kruZi¢ima oznacavaju muskarce. Na taj na¢in, mreZa prikazana na Slici 3.4
moZe se shvatiti i kao primer viSe-modalitetnih mreZza, koje ¢e biti razma-
trane u narednoj glavi.
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Big Love

Boardwalk Empire
Bored to Death
Carnivale

The Corner

Curb your Enthusiasm
Deadwood

Eastbound and Down
Entourage

Flight of the Conchords
Game of Thrones

How to Make It in America
Hung

In Treatment

John from Cincinnati

K Street

0z

Sexand the City

Six Feet Under

The Sopranos

The Wire

Slika 3.3 The HBO Recycling Program

(d) Mreza drzavairezolucija: Kao primer konkretne mreze velikih dimen-
zija u radu [41] je izu¢avana dvo-modalitetna mreZa ¢iji jedan modalitet ¢ine
drzave, ¢lanice Generalne skupstine Ujedinjenih nacija, drugi modalitet ¢ine
rezolucije koje su razmatrane na zasedanjima Generalne skupstine, a veze
predstavljaju glasovi drzava ¢lanica za te rezolucije.

Dijagram i matrica jednog dela mreZe prikazani su na Slici 3.5.

(e) Razni tipovi dvo-modalitetnih mreza: Od raznih drugih tipova dvo-
modalitetnih mreza pomenuéemo sledece:

Afiliacione mreZe tosumreZe koje oznacavaju pripadnost/¢lanstvo aktera
izvesnim grupama, klubovima, institucijama i sli¢cno. One spadaju u dvo-
modalitetne mreZe koje su prve proucavane, tako da se naziv afiliacione
mreZe ponegde koristi i kao sinonim za dvo-modalitetne mreZe.

Autorske mreZe to su mreZe koje ¢ine naucni radnici, tj. autori, i njihove
publikacije. Naravno, veze su zadate kroz autorstvo na publikaciji.

Bioloske mreze osim jedno-modelitetnih mreza pomoc¢u kojih su nauénici
objasnjavali sloZene bioloske procese, postoje i brojne dvo-modalitetne
mreZe pomocu kojih je ¢injeno to isto, kao $to su metabolicke mrezZe, koje
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Slika 3.4 MreZa norveskih direktora

¢ine metabolitii odgovarajuce hemijske reakcije, genetske mreZe, koje ¢ine
geni i njihove funkcije, i druge.

Svojstvene mreZe (feature networks) tosudvo-modalitetne mreze pomo-
¢u kojih se predstavlja bilo koja vrsta svojstava koja se mogu prudruZiti en-
titetima. Jedan od primera takvih mreZa su pesme i njihovi Zanrovi. Ove
mreZe moZemo poistovetiti sa formalnim kontekstima, koje smo ranije po-
menuli.

Interakcione mreZe tosu dvo-modalitetne mreZe koje ¢ine ljudiistavke, a
veze izmedu njih su odredene interakcijama izmedu njih. Primeri su ljudi
koji pisu na forumima, komentarisu filmove, slusaju pesme i sli¢no.

Fazi relacijski sistemi R = (A, B, {R}ie1) i R" = (A", B, {R}ie1) koji su indeksi-
rani istim skupom (ili skupovima iste kardinalnosti) kaZe se da su izomorfni
ako postoje bijektivne funkcije ¢ : A — A’ iy : B— B’ takve da vaZzi

Ri(a,b) = Ri(P(a), (b)),

zasvea€A,beBiiel. U tom slucaju za par (¢,1) kazemo da je izomorfizam
izmedu RiR’.
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Slika 3.5 Prikaz dela mreZe drzava i rezolucija

3.2. Dvo-modalitetni sistemi fazi relacijskih jednacina i
nejednacina

U ovom odeljku baviéemo se sistemima fazi relacijskih jednacina i nejedna-
¢ina odredenim dvo-modalitetnim fazi relacijskim sistemima. Takve sisteme
fazi relacijskih jednacina i nejednacina zva¢emo dvo-modalitetnim sistemima.
Neka je dat dvo-modalitetni fazi relacijski sistem 7~ = (4, B, R), gde je R =
{Ri}ie1- Razmotrimo sledeée sisteme fazi relacijskih jednacina i nejednacina

(XORI‘=R,'O‘B, i€l (3.1)

aoR;<R;op, iel, (3.2)
Riop<aoR,, iel (3.3)
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gde su ai g nepoznate koje uzimaju vrednosti u L**4 i LBXB, tim redom. Jasno,
reSenja ovih sistema su parovi fazi relacija iz LA*4 x LBXE, koji su u kompletnoj
mreZi (LA*4 x LB*B, <) uredeni pokoordinatno, 4.

(01,01) <(02,02) ©® <2 i 01<0,,

zasve g1, 02 € L4 1 01,0, € LB*B. Ako vazi gornja relacija, govoriéemo i da je
par (o1, 61) sadrZan u paru (02, 02). Koriste¢i ovo uredenje, mozemo uporedi-
vati i reSenja gornjih sistema i govoriti o ve¢im ili manjim reSenjima.
Primetimo i da je sistem (3.1) ekvivalentan konjunkciji sistema (3.2) 1 (3.3).
Prva teorema koju dokazujemo utvrduje postojanje najvecih reSenja siste-
ma (3.1)—(3.3) sadrzanih u datom paru fazi relacija.

Teorema 3.2.1. Neka je (Ao, 00) € LA*4 x LB¥B dati par fazi relacija.

Skupovi svih reSenja sistema (3.1), (3.2) i (3.3) sadrzanih u (Ao, o) ¢ine kompletne
mreZe, i shodno tome postoje najveca reSenja sistema (3.1), (3.2) i (3.3) sadrZana u
(Ao, 00)-

Ako su Ag i go fazi kvazi uredenija, tada su obe komponente najvecih resenja datih
sistema sadrzanih u (Ao, 0o) takode fazi kvazi uredenja.

Dokaz: Dokaza¢emo da tvrdenje vazi za sistem (3.1). Da tvrdenje vazii za
sisteme (3.2) i (3.3) mozZe se dokazati analogno.

Lako je videti da sistem (3.1) ima bar jedno resenje koje je sadrzano u paru
(A0, 00), a to je uredeni par praznih relacijana A i B, tim redom, koji se naziva
trivijalno resenje.

Neka je {(4j,0)}jj familija uredenih parova fazi relacija na A i B, tim re-
dom, koji su reSenja sistema (3.1) i pri tome su sadrzani u (Ao, g9). Ozna¢imo
sa A uniju fazi relacija {4} ¢, a sa ¢ uniju fazi relacija {g;} ;. Jasno je da vazi
(A, 0) < (Ao, 00). Takode, za svako i € I dobijamo

AoRi=(\/Aj)oRi= \/(AjoR) = \/(Rio@j):Rio(\/@j)=RiOQr

el jei el jei

Sto znaci da je (A,y) takode reSenje sistema (3.1) sadrzano u (Ao, gg). Dakle,
skup svih reSenja sistema (3.1) sadrzanih u (Ag, go) je kompletna mreza, i ako
je {(Aj,0/)}jes skup svih reSenja sistema (3.1) sadrzanih u (Ao, 0p), tada je par
(A, 0) definisan ranije, najvece reSenje.

U nastavku, neka je (A, o) najveée reSenje sistema (3.1) sadrzano u (Ao, 0p)-
ZasvakoielvaziloAoR;=AoR;op=R;op00,1iakosu i gy fazi kvazi
uredenja, tada je AoA < AgoAg=Agipop<gyoop = 0o pa dobijamo da je
(Ao A,p0p) reSenje sistema (3.1) sadrzano u (Ao, o). Kako je (A, 0) najvece
reSenje, zaklju¢ujemo da vazi Ao A < Aipop< . Dakle, A1ipsu tranzitivne
relacije. Oc¢igledno, par (A 4, Ag) je reSenje sistema (3.1) sadrzano u (Ao, go), pa
vazi(Aa,AB) < (A,0), 4., Aipsurefleksivne fazi relacije, pa samim tim A i psu
fazi kvazi uredenja. o
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Sledec¢a teorema omogucava da kreiramo algoritam za izra¢unavanje naj-
veceg resenja sistema (3.1) koje je sadrzano u datom paru fazi relacija.

Teorema 3.2.2. Neka je (Ao, 00) € L4 X LB*B dati par fazi relacija, i neka je
{(An, 0n)}new opadajuéi niz parova fazi relacija iz LA*A x LP*B, definisan na sledeci
nacin:

M = Ao, 01 = 0o, (3:4)
Mt = A \Rioa)/Ri, o =0in \RAQOR),  (35)

i€l i€l
za svako n € IN. Tada vaZi:

(a) za svakon € IN, par (Ay, 0x) je reSenje sistema (3.1) ako i samo ako vaZi A, = Ay
i On = On+1,

(b) ako postoji k € N takvo da vaZi Ay = Agyq i 0k = Ok+1, tada je par (Ay, o) najvece
resenje sistema (3.1) sadrZano u (Ao, 0o);

(c) ako su A i B konacni skupovi i podalgebra L({R;}ic1, Ao, 00) 0d L zadovoljava
uslov DCC, tada je niz {(Ay, 0n)}new konacan i postoji k € IN tako da je Ay = Agiq
L Ok = Ok+1-

Dokaz: (a) Neka je n € N proizvoljan prirodan broj. Ako je (A4, 01) reSenje
sistema (3.1), tada vazi

A< ARioo)/Ri i on< \R\AnoR),

iel iel

odakle sledi da je Ay41 = Ay and gp41 = 00
Obratno, neka je A,4+1 = Ay 1 0p4+1 = 0. Tada za svako i € I imamo da vazi

An < (Ri ° Qn)/Ri i On S Ri\(An ORi)/
ina osnovu svojstva reziduacije, to je ekvivalentno sa
AnoR; < Rjogy i Riogn < AnoR;.

Sto znadi da je, (An, 0n) reSenje sistema (3.1).

(b) Pretpostavimo da postoji k € IN tako da vazi Ay = Agyq i 0k = 0k4+1- Na
osnovu dokaza pod (a), par (A, o) je reSenje sistema (3.1). Niz {(Ay, 0n)}neN
je otigledno opadajudi, pa je (Ax, gx) sadrzano u (Ag, go).

Dalje, pretpostavimo daje (A, g) reSenje sistema (3.1) sadrZano u (Ao, go). Pret-
postavimo da je (A,0) < (An, 01), za neko n € N°. Tada za svako i € [ imamo
davazi AoR; < R;o 0 < R;0 gy, Sto implicira A < (R; 0 ¢4)/R;, i onda imamo da
vazi:

A< AgA /\(Ri 0 0n)/Ri = Apy1.

iel
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Na sli¢an na¢in moZemo pokazati da vaZzi g < g,+1, pa matematickom induk-
cijom zaklju¢ujemo da je (A, 0) < (A4, 04), za svako n € IN, odakle sledi da je
(A, 0) < (A, 0r). Ovim smo pokazali da je (Ax, o) najvece reSenje sistema (3.1)
sadrzano u (A, go)-

(c) Neka su A i B kona¢ni skupovi i neka podalgebra L({R;}ic1, Ao, 00)
zadovoljava DCC uslov. Za sve uredene parove (1,a") e AXAi (b,b') e BXB
imamo da su {A,(a,a")},en 1 {0n(D,0')},,cn Opadajuéi nizovi u L({R;}ier, Ao, 00)-
Na osnovu pretpostavke, tj. na osnovu ¢injenice da L({R;}ic1, Ao, 00) ispunjava
DCC uslov, ovi nizovi se stabilizuju, i kako postoji kona¢no mnogo ovakvih
nizova (jer su skupovi A i B kona¢ni), zaklju¢ujemo da postoji k € N tako da
se svi ovi nizovi stabilizuju nakon k koraka. Drugim re¢ima, niz {(A,,, 0n)}neN
je konacan i Ay = Agyq 1 0k = O41, Cime je teorema dokazana. O

Neka su skupovi A, B i I kona¢ni, neka je njihov broj elemenata oznacen
sa |A|, |B|i|l], tim redom, i neka podalgebra L({R;}ic1, Ao, 00) od L generisana
vrednostima koje u £ uzimaju Ag, oo i R;, za sve i € I, zadovoljava uslov
DCC. Posmatracemo sve razmatrane fazi relacije kao fazi matrice. U tom
slucaju prethodna teorema daje algoritam za izracunavanje najveceg reSenja
sistema (3.1) sadrzanog u (Ao, go) koji se izvrsava u kona¢nom broju koraka.

U prvom koraku ovog algoritma stavljamo (11, 1) = (Ao, 00). Nakon k-tog
koraka, neka je izra¢unat par (A, g¢). U narednom koraku izra¢unavamo par
(Ak+1,0k+1) koristeéi formulu (3.5). MozZe se pokazati da je vreme potrebno
za izra¢unavanje para (Ay,1, 0k+1) jednako

O(11- AL+ [BI- (1Al +BI) - (co + cv + ¢ +Cn)),

gdecg, cv, c_ icy predstavljaju vremena potrebna za izvrSavanje operacija ®,
V, = i A u L. Nakon izra¢unavanja relacija Ayy1 i gg+1 uporedujemo njihove
vrednosti sa odgovarajuéim vrednostima relacija Ax i g i proveravamo da li
su te vrednosti razlicite. Algoritam se zavrSsava nakon prvog koraka u kome
vrednosti ostanu nepromenjene.

Vrednosti koje uzimaju relacije {Ax}xen 1 {0k} ren formiraju |A|?+|BJ? opada-
juéih lanaca elemenata iz L({R;}ic1, Ao, 00), pa kako L({R;}ic1, Ao, 00) zadovolja-
va uslov DCC, postoji [ € IN takvo da je broj razli¢itih elemenata u svakom
od ovih lanaca maniji ili jednak /, i shodno tome, u svakom od ovih nizova se
vrednost moZe promeniti najvise [ — 1 puta. Samim tim, ukupan broj promena
je manji od ili jednak (I — 1)(max(|Al, |B|))?, §to zna&i da se algoritam zavriava
nakon najvise (I —1)(max(|A], IB]))? + 2 koraka (u prvom i poslednjem koraku
vrednosti se ne menjaju).

Kao posledicu ovoga, imamo da je ukupno vreme izvrSenja algoritma jed-
nako:

O(l- 1] Al |BI- (1A + IBI) - (max(AL IB]))? - (ca + cv + ¢ +¢4))-

Ako je m = max(]Al,|B|), onda dobijamo da je vreme izvrSenja jednako
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O(L- |- m® - (cg + v +Cs +Cp)).

Primetimo da broj ! zavisi od nizova {Ax}ken 1 {0k} ke, 1 da u opstem slucaju
ne zavisi od algebre L({R;}ic1, Ao, 00). Medutim u nekim slu¢ajevima, broj raz-
li¢itih elemenata u svim opadajuéim lancima u L({R;};er, Ao, 00) moZe da ima
gornju granicu jednaku I. Na primer, ako je L({R;}ie1, Ao, 00) kona¢na, onda
mozemo za | uzeti broj elemenata tog skupa. Specijalno, ako je £ Gedelova
struktura, tada jedine vrednosti koje uzimaju fazi relacije {Ax}xen 1 {0k} ren jesu
vrednosti koje uzimaju relacije {R;};e, Ao i 0o, plus vrednost 1, paje ocigledno
da je broj ovih vrednosti kona¢an. U ovom slucaju ukupno vreme izvrsenja
algoritma je O(j-[I|-m%), gde je j broj vrednosti koje uzimaju fazi relacije
{Ri}ier, Ao 1 00 ( ovde je vreme potrebno da se izvrSe operacije ®, V, = i A
konstantno). Primetimo da za vrednost j vaZi j < |I|-|A|-|B| + |A]*+|B|*. Na
kraju ako je £ Bulova struktura, tada je j =2 i vreme izvrSenja algoritma je
O(lI| - m). Br#i algoritam za ovaj slu¢aj bi¢e prikazan u Odeljku 4.

Sledeca teorema pokazuje da za razliku od sistema (3.1), najveca reSenja
sistema nejednacina (3.2) i (3.3), koja su sadrzana u datom paru fazi relacija,
mogu biti izrac¢unata direktnim metodom, bez upotrebe bilo kakvog itera-
tivnog postupka.

Teorema 3.2.3. Neka je (Ao, 00) € LA*4 x LB¥B dati par fazi relacija. Tada je par
(A0 /\(Ri o 00)/Ri, 00) (3.6)
i€l
najvece resenje sistema (3.2) sadrZano u (Ao, 0o).
Dokaz: Jednostavnosti radi, stavimo da je
M=20A [\ Rioa)/R;.
i€l

Tada za proizvoljno i €  imamo da je A; < (R;009)/R;, Sto je ekvivalentno sa
A1 oR; < Rjo o, paje par (A1, 0o) reSenje sistema (3.2) sadrzano u (Ao, 0p)-
Neka je (A, o) proizvoljno resenje sistema (3.2) sadrzano u (Ao, gp). Tada iz
AoR;<Rjop<Rjogpsledidaje A < (Rjo00)/R;, zasvakoi€l,ikao posledicu
ovoga imamo da je A < Ag A Ajer(Ri 0 g0)/R; = A1. Time smo dokazali da je
(A1, 00) najvece resenje sistema (3.2) sadrzano u (Ao, 0o). m|

Na sli¢an na¢in moze se pokazati da vazi sledeca teorema:

Teorema 3.2.4. Neka je (Ao, 00) € LA*4 x LB¥B dati par fazi relacija. Tada je par

(10,00 /\ R\(AgoRy)) (8.7)

iel

najvece resenje sistema (3.3) sadrZano u (Ao, 0o)-
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U praksi se veoma Cesto javlja potreba da se nade par fazi relacija (4, )
takav daje (A, ) je reSenja sistema (3.1), (3.2) ili (3.3) ako i samo ako je njegov
simetri¢ni par (171, 07!) reenje istog sistema jednacina ili nejednacina. Prob-
lemi takvog tipa mogu se resiti razmatranjem sledecih sistema fazi relacijskih
jednacina i nejednacina.

aoR;=Rjof, aloR;=Rjop™t, i€l (3.8)
aoR;<R;jof, aloR;<Riop™, i€l (3.9)
Riof<acoR,;, RiO‘B_léaf_lORi, iel, (3.10)

gde su a i g promenljive koje uzimaju vrednosti redom u LA*4 i LBXB,
Sli¢no kao za sisteme (3.1)—(3.3), za sisteme (3.8)—(3.10) moZemo dokazati
da vazi sledeca teorema:

Teorema 3.2.5. Neka je (Ao, 00) € L4 x LB*B dati par fazi relacija.

Skupovi svih resenja sistema (3.8), (3.9) i (3.10) sadrZanih u paru (Ao, go) Cine
kompletne mreZe, pa shodno tome postoje najveca resenja sistema (3.8), (3.9) i (3.10)
sadrZana u (Ag, 0o).

Ako su Ag i go fazi ekvivalencije, tada obe komponente tih najvecih reSenja takode
jesu fazi ekvivalencije.

Dokaz: Koristeéi jednakosti (1.64) i (1.65), na isti na¢in kao u dokazu Teo-
reme 3.2.1. moZzemo pokazati skupovi svih reSenja sistema (3.8), (3.9) i
(3.10) sadrzanih u (Ao, go) ¢ine kompletne mreZze.

Neka su Ag i gg fazi ekvivalencije, i neka je (A, 0) najvece resenje sistema
(3.8), (3.9)ili (3.10) sadrzano u (Ao, 0o). Kao u dokazu Teoreme 3.2.1. pokazu-
jemo da su A i g fazi kvazi uredenja, i kako su oba para (1, 0) i (A7}, 0™!) regenja
razmatranog sistema sadrzana u (Ao, gp), na osnovu ¢injenice da je (A, o) naj-
vece re$enje zaklju¢ujemo daje A = A~ i g = g7}, to znaci da su A i g simet-
ri¢ne fazi relacije. Ovim smo dokazali da su A i p fazi ekvivalencije, ¢ime je
dokaz teoreme zavrsen. O

Sledeca teorema daje algoritam za izracunavanje najveceg reSenja sistema
(3.8), sadrzanog u (Ao, 0o)-

Teorema 3.2.6. Neka je (Ao, 00) € L4 X LB*B dati par fazi relacija, i neka je opada-
juéi niz {(An, 0n)nen fazi relacija iz [AXA 5 [ BxB definisan sa:

A= Ag, 01 = 0o, (3.11)

A1 = A N\ [Ri0 ) /RIA N [Rio ) /R (3.12)
i€l i€l

gn1=0n A [\IRAL o RIIA ARA(A o R)T, (3.13)
iel iel

za svako n € IN. Tada vaZi:
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(a) ako postoji k € IN takvo da vaZi Ay = Agyq 1 0k = Ok+1, tada je par (A, gx) najvece
resenje sistema (3.8) sadrZano u (Ao, 0o);

(b) ako su A i B konacni skupovi i podalgebra L({R;}ier, Ao, 00) zadovoljava DCC,
tada je niz {(Ay, o) xen konacan i postoji k € IN za koje vazi A = Agy1 1 0k = Os1-

Dokaz: (a) Ovo tvrdenje dokazujemo na sli¢an nacin kao odgovarajuci deo
Teoreme 3.2.2. Naime, ako je Ay = Agiq 1 0k = 0k+1, Zzaneko k € IN, tada za svako
i€l vazi

A< Riog)/Ri, Al <(Riog))/Ri, o <R\AxoR), g' <R\ oRy),
Sto je ekvivalentno sa
Ao R; < Rjogg, /\;1 oR; < Rioglzl, Rijogr < AroR;, RiOQ]:1 < )\]:1 oR;.

Jasnoje daje (Ag, o) reSenje sistema (3.8),1ocigledno je sadrzano u (Ao, 0p). Na
slican nacin kao u dokazu Teoreme 3.2.2. mozemo pokazati da je (Ax, o)
najvece reSenje sistema (3.8) sadrzano u (Ao, gp).

(b) Dokaz ovog tvrdenja moZe se izvesti na slican nacin kao odgovarajuci
deo dokaza Teoreme 3.2.2. O

Kaoikod sistema nejednacina (3.2) i (3.3), najvece reSenje sistema nejedna-
¢ina (3.9)1(3.10) koje je sadrzano u (Ag, gp), moze biti izra¢unato direktno, bez
upotrebe iterativnog postupka:

Teorema 3.2.7. Neka je (Ao, 00) € LA*A x LB¥B dati par fazi relacija. Tada je par
_ -1
(AoA A\IRioa)/RIA /\[(Riogg")/R1™, 0) (3.14)
i€l i€l
najvece resenje sistema (3.9) sadrZano u (Ao, 0o).
Dokaz: Neka je
- -1
A=A A A\ [Rio 0)/RIA N I(Riog5")/Ri]
i€l i€l

Tada za svako i € I imamo Ay < (R;ogp)/R;i A™! < (R;o Qal)/Ri, Sto je ekviva-
lentnosa A oR; <RjogpiA"loR; <Rjo 051. Odatle sledi daje (A1, ) resenje
sistema (3.9) sadrzano u (Ag, gp).

Ako je (A, p) proizvoljno reSenje sistema (3.9) sadrZzano u (Ao, 0p), tada za
svakoi€l, vazi

AoR;<Rjop<Rjogy i AToR;<Rjop ' <Rjop,?,
. A< (Rjo00)/R;i AT (R 0951)/Ri, $to povlacidaje A < Ay odakle dobijamo

daje (A,0) < (A1,00). Ovim smo pokazali da je (A1, o) najvece reSenje sistema
(3.9) sadrzano u (Ao, 0o)- ]
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Na sli¢an nadin se moze dokazati da vazi i slede¢a teorema.

Teorema 3.2.8. Neka je (Ao, 00) € LA*4 x LB*B dati par fazi relacija. Tada je par

Moo A NRAAooR)TA A\ [RA(AS o R)] ™ (3.15)
(to.00n \ A

i€l i€l
najvece resenje sistema (3.10) sadrZano u (Ao, 0o)-

U nastavku razmatramo sledece sisteme jednacina i nejednacina:

aoR;<R; RioB <R, iel, (3.16)
aoR;=R;, Rioﬁ:Rl’, iel, (3.17)
gde su a i f promenljive koje uzimaju vrednosti redom u LA*4 { LBB,
Mozemo primetiti da je sistem (3.17) instanca sistema (3.1), u smislu da je
svako reSenje sistema (3.17) takode i reSenje sistema (3.1).

Teorema 3.2.9. Neka je (Ao, 00) € LA*4 x LB¥B dati par fazi relacija. Tada je par

(/\0 A /\Ri/RirQO A /\R,’\R,’) (3.18)

iel iel

najvece resenje sistema nejednacina (3.16) sadrZano u (A, go).

Ako su Ag i g refleksivne fazi relacije, tada je par (3.18) takode najvece resenje
sistema jednacina (3.17) sadrZano u (Ao, o), a ako su Ay i gy fazi kvazi uredenja,
tada su obe komponente para (3.18) takode fazi kvazi uredenja.

Dokaz: Jednostavnosti radi, stavimo da je

/\1=?\0/\/\Ri/Ri, 01=Qo/\/\Ri\Ri-

iel iel

Tada za svako i € I imamo da vazi A1 < R;/R;i 01 < R;\R;, §to je ekvivalentno
sa A1 oR; <R;jiR;op; <R;, paje par (A1, 01) reSenje sistema (3.16) sadrzano u
(Ao, 00)-

Jednostavno se pokazuje da vazi A < A; i ¢ < g1, za proizvoljan par fazi
relacija (A, ) koji je reSenje sistema (3.16) sadrzano (A, 00), tj. (A1,01) je
najvece reSenje sistema (3.16) sadrzano u (A, o).

Ako su Ag i gg refleksivne fazi relacije, tada su A; i g1 takode refleksivne,
jer su relacije R;/R; i R;\R; fazi kvazi uredenja, za svako i € I. Kao posledicu
ovoga imamo da za svako i € I vaZi

Ri=Ap0oR;<AoR; i Ri=RjoAp<R;op,

Sto znaci da je (A1, 01) reSenje sistema (3.17) sadrzano u (Ag, gp). Kako je bilo
koje resenje sistema (3.17) istovremeno i reSenje sistema (3.16) i (A1, 01) je
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najvece resenje sistema (3.16) sadrzano u (Ao, 0p), zaklju¢ujemo da je (A1, 01)
takode najvece resenje sistema (3.17) sadrzano u (Ao, 0o).

Na isti na¢in kao u dokazu Teoreme 3.5 [64] dobijamo da su R/R i R\R
fazi kvazi uredenja na A i B, za proizvoljnu fazi relaciju R € L*8, pa ako su
Ag and gy fazi kvazi uredenja, onda su obe komponente para (3.18) takode
fazi kvazi uredenja. o

Konac¢no, ako razmatramo sisteme

aoR;<R;, Rjof<R;, a'oR;<R;, Riop'<R, iel, (3.19)
aoR;=R;, Rjofp=R;, a'oR;=R;, Riop'=R;, i€l (3.20)

gde su a i § promenljive koje uzimaju vrednosti redom u LA*4 i LB*B, tada
na sli¢an na¢in moZemo dokazati slede¢u teoremu.

Teorema 3.2.10. Neka je (Ao, 0o) € LA*A x LB*B dati par fazi relacija. Tada je par

(Aon /\Ril/Ri;o0 A [\ RAR;) (321)

iel iel

najvece resenje sistema nejednacina (3.19) sadrZano u (A, o).

Ako su, osim toga, Ag i g refleksivne fazi relacije, tada je par (3.21) takode i najvece
resenje sistema jednacina (3.20) sadrZano u (Ag, 0o), a ako su Ay i oo fazi ekvivalencije,
tada su obe komponente para (3.21) takode fazi ekvivalencije.

Primetimo da ako je (A9, go) par fazi kvazi uredenja, tada je najvece reSenje
sistema (3.16)1(3.17) kojeje sadrzano u (A, go) takode par fazi kvazi uredenja,
i ako je (Ao, 00) par fazi ekvivalencija, tada je reSenje sistema (3.19) i (3.20)
sadrZano u (Ao, go) par fazi ekvivalencija.

Teoreme 3.2.2.13.2.6. nude postupak za ra¢unanje najveceg reSenja sistema
jednacina (3.1) i (3.8). Ovaj metod je baziran na konstrukciji opadajuceg niza
parova fazi relacija na skupovima A i B, respektivno, i kad god izra¢unamo
novi¢lanniza, proveravamo da lije jednak sa prethodnim ¢lanom. Algoritam
se zavrSava kada pronademo prva dva uzastopna ¢lana niza koja su jednaka,
i u ovom slu¢aju, poslednji izra¢unat ¢lan niza je najvele reSenje sistema
(3.1) ili (3.8). Medutim, predloZeni algoritam se ne mora okoncati u konac-
nom broju koraka. Da li ¢e se algoritam okoncati u kona¢nom broju koraka
zavisi od odgovarajuce strukture istinitosnih vrednosti, od istinitosnih vred-
nosti koje uzimaju fazi relacije koje formiraju razmatrani sistem fazi relacij-
skih jednacina, kao i od grani¢nih fazi relacija. Teoreme 3.2.2.1 3.2.6. obezbe-
duju dovoljne uslove za okonc¢anje algoritma u kona¢nom broju koraka, kada
podalgebra L({R;}ie1, Ao, 00) od L koja je generisana istinitosnim vrednostima
koje uzimaju fazi relacije Ao, oo i R;, za svakii € I, zadovoljava DCC uslov. Na
primer, ovaj uslov je zadovoljen ako je £ lokalno kona¢na algebra, tj. ako
svaka konac¢no generisana podalgebra od £je kona¢na. Najpoznatije lokalno
konacne algebre koje se koriste kao strukture istinitosnih vrednosti u teoriji
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fazi skupova su Bulova i Gedelova struktura. Vise informacija o strukturama
koje su bazirane na lokalno kona¢nim t-normama moze se naéi u [55].

U slucaju da se predloZena procedura ne zavrSava u kona¢nom broju kora-
ka, pa se zbog toga ne moze koristiti za efektivno ra¢unanje najveéeg resenja
sistema (3.1) ili (3.8), moguce je prilagoditi ovaj postupak tako da se ra¢una
najvece krisp reSenje posmatranog sistema, pri ¢emu pod krisp resenje po-
drazumevamo resenje sistema (3.1) ili (3.8) koje je krisp relacija. Ovaj modi-
fikovani postupak je dat u sledecoj teoremi.

Teorema 3.2.11. Nekaje (Ao, oo) € L4 X LB¥B datipar fazi relacija i neka je opada-
juci niz {(An, 0n)tneN parova krisp relacija iz 2AXA 5 2BXB definisan induktivno, na
sledeci nacin:

Al = /\8/ o1 = Q(C)/ (322)
At =20 Rio02) 7 Ri,  ona1 =00 [ RN (AwoR), (3.23)

iel iel

za svakin € IN.

Ako su skupovi A i B konacni, tada je niz {(Ay, 0u)}new konacan i postoji k € IN
takvo da je Ay = Agy1 i 0k = Oks1, 1 U tom slucaju je par (A, ox) najvece krisp resenje
sistema (3.1) sadrZano u (Ag, go).

Dokaz: Na osnovu pretpostavke, A i B su konaé¢ni skupovi, $to znaci da je i
skup 24XA 5 2BxB L onadan, a to povladi daje niz {(Ay, 0n)}nen takode konacan.
Kako je taj niz opadajudi, zaklju¢ujemo da postoji k € N takvo da je Ay = Agiq
i 0k = Ok+1, 1 sliéno kao u dokazu Teoreme 3.2.2. za svako i € I dobijamo da
vazi

Ak <(Rio @)/ Ri = [(Ri o g)/Ri]° < (Ri 0 ) /R;

0k SR\ (AkoR;) = [Ri\(Ax o R))]° < Rj\(Ax o R;),

odakle sledi da je par (A4, g) reSenje sistema (3.1) koje je ocigledno krisp i
sadrzano je u (Ao, o).

Koriste¢i ¢injenicu da je krisp relacija sadrZzana u nekoj fazi relaciji ako i
samo ako je sadrZzana u krisp delu te fazi relacije, na isti na¢in kao u dokazu
Teoreme 3.2.2. pokazujemo da svako krisp resenje sistema (3.1) sadrZano u
(Ao, 00) je takode sadrzano u (A, gx), tj., (Ax, 0k) je najvece krisp resenje sistema
(3.1) sadrzano u (Ao, go), $to je i trebalo dokazati. m|

Sli¢no se moZe pokazati i sledece:

Teorema 3.2.12. Nekaje (Ao, o) € LA X LB*B dati par fazirelacija, i neka je opada-
juéiniz {(An, 0n)lneN parova krisp relacija iz 24 x 28X definisan na sledeci nacin:



3.3. Koli¢ni¢ki dvo-modalitetni fazi relacijski sistemi 87

A= A5, 01 = 0, (3.24)

M1 = a0 IR0 0 7 RIN[ IR0 gz /Rl (3.25)
iel iel

gns1 =000 R (w0 RIIN(JIRA (A o R)T (3.26)
i€l i€l

za svako n € IN.

Ako su A i B konacni skupovi, tada je niz {(Ay, 0u)}new konacan i postoji k € IN
takvo da je Ay = Ak 1 0k = Ok+1, 1 U tom slucaju par (Ay, ox) je najvice krisp resenje
sistema (3.8) sadrZano u (Ao, go)-

3.3. Koli¢nicki dvo-modalitetni fazi relacijski sistemi

Neka je R = (A,B,{Ri}ie;) dvo-modalitetni fazi relacijski sistem i neka su
A e L4 i g € LB*® fazi kvazi uredenja. Sa A i § ¢emo oznaditi prirodne fazi
ekvivalencije od 1 i g, a sa A/A i B/@ skupove svih klasa ekvivalencije od A i

0. Za svako i € I definiemo fazi relaciju R; € L/ x(B/2) na slededi nadin:
Ri(Aa, By) = (Ao R; 0 0)(a,b), (3.27)
za svako a € Aib € B. Nije tesko proveriti da je (3.27) ekvivalentno sa
Ri(Aa, 0p) = (@A) o R; o (0b),

pri ¢emu al oznacava A-afterset od a a gb oznacava g-foreset od b. Stoga
na osnovu Teoreme 1.3.1. imamo da je fazi relacija R; dobro definisana,
odnosno ne zavisi od izbora predstavmka klasa prirodnih ekvivalencija od
A i g. Drugim recima, ako su a,a’ € A i b,b’ € B takve da vazi Aa=Ay i
Oy = Oy, tada prema Teoremi 1.3.1. sledi da je aAd =a’A i pb = gb’, pa vazi,
R; (Auré)b) R; (/\a /O .

Dvo-modalitetni fazi relacijski sistem R = (A/ A,B/p 3,{R}ic;) nazivaéemo
koli¢nicki (ili faktor) fazi relacijski sistem od R u odnosu na par (A, g). Prime-
timo da se ni3ta ne menja ako se skupovi A/A i B/§ zamene odgovarajuéim
skupovima aftersetova ili foresetova, definicija (3.27) ¢e ostati da vaZi, jer
na osnovu Teoreme 1.3.1. sledi da su tako definisani dvo-modalitetni fazi
relacijski sistemi izomorfni sa R.

U slucaju kada radimo sa dvo-modalitetnim krisp relacijskim sistemom, re-
lacije koje formiraju odgovarajuci koli¢nic¢ki relacijski sistem mogu se okarak-
terisati slede¢om teoremom:

Teorema 3.3.1. Neka je R = (A, B,{R;}ier) dvo-modalitetni krisp relacijski sistem i
neka su A C AX A i o C BX B kvazi uredenja. Tada za proizvoljne i€ I, 6 € A/A i
T € B/ su slede¢i uslovi ekvivalentni:
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(i) (o,7)€R;
(ii) (Vxeo)(VyerT) (x,y)€AoR;00.

Ako, pored ovoga vazi da su A i g ekvivalencije, tada su gornji uslovi ekvivalentni sa
(iif) (Ax € 0)(Ay € 7) (x,y) € R;.

Dokaz: Za proizvoljne x € Aiy € B vazi¢e x € 0 i y € T ako i samo ako vazi
oc=AyiT= 0y, pa ekvivalencija (i) (ii) sledi direktno na osnovu (3.27).

Dalje, pretpostavimo da su A i g ekvivalencije.

(if)=(ii). Neka su a € 0 i b € 7 proizvoljni elementi. Tada imamo da je
(a,b) e AoR;op, 8to znaci da postoje x € Aiy € Btakvidaje (a,x) €A, (x,y) €R;
i (y,b) € o. Kako su A i g ekvivalencije i o i T njihove klase ekvivalencija,
zaklju¢ujemo da vazi Ay = A, =0ig, =g, =1, apotomi, x€o, yeTIi
(x,y) €R;.

(iif)=(ii). Ova implikacija je o¢igledna. O

U nastavku éemo razmatrati koli¢nicke fazi relacijske sisteme odredene pa-
rom regularnih ili strukturnih fazi kvazi uredenja i fazi ekvivalencije. Najpre
¢emo pokazati slede¢u teoremu:

Teorema 3.3.2. Nekasu A € L4 i p € LB*B fazi kvazi uredenja i neka je R € LA*B.
Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) AoRop=Rog;
(ii) AoRog=A\(Royp);
(iili) AocR< Royp.

Dokaz: (i)=(ii). Pretpostavimo da vazi A oRop = Rop. Tada na osnovu
AoRop < Ropsledi Rop < A\(Royp), pana osnovu Tvrdenja 1.1. imamo da
vazi A\(Rog) < Rop. Zapravo, AoRog=Rop=A\(Rop).

(if)=(ii). Na osnovu Tvrdenja 1.1. sledi

AoR<AoRop=A\(Rop)<Rop,

odakle vazi (iii).

(iii)=(i). Nekaje AoR < Rog,tada AoRop < Ropop=Rop,inaosnovu
refleksivnosti relacije A imamo da vaZi Rop < Ao Ro g, pa zaklju¢ujemo da
je (i) ta¢no. O

Takode, imamo sledece:

Teorema 3.3.3. Nekasu A € L4 i p € LB*B fazi kvazi uredenja i neka je R € LA*B.
Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) AocRop=A0oR;

(ii) AocoRopg=(AoR)/g;

(iii)Rog < AoR.

Dokaz: Dokaz je analogan dokazu Teoreme 3.3.2. a
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Kombinujuéi prethodne dve teoreme, dobijamo teoremu koja daje karak-
terizaciju koli¢nic¢kog fazi relacijskog sistema u odnosu na par regularnih fazi
kvazi uredenja.

Teorema 3.3.4. Neka je R = (A, B,{R;}ier) dvo-modalitetni fazi relacijski sistem i
neka je A € L4 i g € LP*B fazi kvazi uredenje. Tada je (A, 0) par reqularnih fazi
kvazi uredenja u odnosu na R ako i samo ako vaZi:

Ri(Aa,dy) = /\ (/\(x,a) — (\/Ri(xry)@’@(}/fb))) =

xeA yeB
= /\(Q(b y) — (\/A(a x)®R;(x, y))) (3.28)
yeB xeA

zasvakoi€l,a€ AibeB.

Dokaz: Na osnovu Teorema 3.3.2.13.3.3., (A, 0) je par regularnih fazi kvazi
uredenja u odnosu na R ako i samo ako vazi AocRop=A\(Rog)=(AoR)/p,
i prema definiciji koli¢nika fazi relacionog sistema, definiciji rezidula, kao
i definiciji kompozicije fazi relacija (jednakosti (3.27), (1.78), (1.79) i (1.60))
dobijamo da svaki R; moZe biti predstavljen jednacinom (4.79). O

Na isti nacin dobijamo slede¢u posledicu:

Posledica 3.3.5. Neka je R = (A, B, {Ri}ic1) dvo-modalitetni fazi relacijski sistem i
neka su A € LA i g € LB*P fazi kvazz ureden]a Tada j Je (A, 0) par desno reqularnih
fazi kvazi uredenja u odnosu na R ako i samo ako vaZi

Rt = A\ (M) = (\/ Ritx @ ot b)) (329)

xeA yeB
zasvakoi€l,a€ AibeB.

Posledica 3.3.6. Neka je R = (A, B, {Ri}ic1) dvo-modalitetni fazi relacijski sistem i
neka su A € L4 i g € LB*B fazi kvazi uredenja. Tada je (A, o) par levo reqularnih
fazi kvazi uredenja u odnosu na R ako i samo ako vaZi

Rl a) = /\ (o6 = (\/ e xR 1)) (330
yeB xeA
zasvakoi€l,a€ AibeB.

Zanimljivo je videti kako jednacina (4.79) izgleda u sluc¢aju kadasu A, g i
R;, i € I krisp relacije. Tada vaZi sledeca teorema:

Teorema 3.3.7. Neka je R = (A, B, {Ri}ier) dvo-modalitetni relacijski sistem i neka
su A CAXAipC BXB kvazi uredenja. Tada je (A, o) par regularnih kvazi-uredenja
u odnosu na R ako i samo ako vaZi
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(A, 0p) ER; & (Yx € Aa)(Ty € ob) (x,y) €R; (3.31)
o (Vyebo)dxeal) (x,y) €R;,

zasvakoi€l,a€ AibeB.

Dokaz: Na osnovu teoreme 4.5.3., pravila u oznacavanju krisp skupova i
relacija pomenutih u uvodu, kao i poznatih pravila za restrikciju kvantifika-
tora, imamo da je

(A0, 0) €R; & (YxeA)(xa)er= (yeB)((x,y) R & (y,b) € o))
o (Vxela)Tyeob) (x,y)€eR;.
Na isti na¢in dokazujemo i drugu ekvivalenciju u (3.31). O

Konacno, kada radimo sa dvo-modalitetnim krisp relacijskim sistemom i
ekvivalencijama, imamo da vaZi sledece:

Posledica 3.3.8. Neka je R = (A, B, {Ri}ie1) dvo-modalitetni relacijski sistem i neka
su A CAXAipC BXB ekvivalencije. Tada je (A, o) par regularnih ekvivalencija u
odnosu na R ako i samo ako vaZi

(0,1)€ER; © (Vxeo)Tyer)(x,y)eR; & (Yyer)(Axeo)(x,y)eR;, (3.32)
zasvakoi€l,c € A/Aand T € B/o.

Kona¢no, fazi relacije koje formiraju koli¢nicki fazi relacijski sistem u od-
nosu na par strukturnih fazi kvazi uredenja, mogu se okarakterisati na sledeci
nacin:

Teorema 3.3.9. Neka je R = (A, B,{R;}icr) dvo-modalitetni fazi relacijski sistem i
neka su A € L4 i g € LP*B fazi kvazi uredenja. Tada je (A, 0) je par strukturnih
fazi kvazi uredenja u odnosu na R ako i samo ako vaZi:

Ri(Aq, Bp) = Ri(a,b), (3.33)
zasvakoi€el,ae AibeB.

Dokaz: Neka je (A,0) par strukturnih fazi kvazi uredenja u odnosu na R.
Tada za proizvoljnei€l,a€ Aib € B vazi

Ri(As, 05) = (Ao R; 0 0)(a,b) = Ri(a, b).

Obratno, ako (4.88) vazi, tada za svako i €  imamo daje AoR; 0p = R;, odakle
imamo

AoR;j=Ao0AoR;jop=A0R;jop=R; i Rjop=AoR;jopop=A0oR;op=R;.

Dakle, (A, o) je par strukturnih fazi kvazi uredenja u osnosu na R. O
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Kada se radi o krisp relacijskom sistemu, dobijamo sledece:

Posledica 3.3.10. Neka je R = (A, B, {Ri}ic1) dvo-modalitetni krisp relacijski sistem
ineka su A CAXAipC BXB kvazi uredenja. Tada je (A, o) par strukturnih kvazi
uredenja u odnosu na R ako i samo ako vaZi:

(0,1)€R; & (Yxeo)(Vyen) (x,y)ER,, (3.34)
zasvei€l, o€ A/Ait€B/.

U nastavku, dajemo nekoliko primera koji ilustruju primenu parova regu-
larnih fazi kvazi uredenja i fazi ekvivalencija. Jednostavnosti radi, prva dva
primera se odnose na krisp slucaj.

Primer 3.3.11. Pretpostavimo da je A skup zaposlenih u nekoj kompaniji, a
B je skup svih poslova koje ova kompanija obavlja za druge kompanije. Neka
je skup drugih kompanija oznacen sa I i za svako i € I i neka su poslovi za
kompaniju i raspodeljeni zaposlenima pomo¢u relacije R; € A X B, tj., posao
b za kompaniju i je dodeljen zaposlenom a ako i samo ako je (a,b) € R;. Dalje,
pretpostavimo da u svrhu povecanja efikasnosti i kvaliteta posla, kompanija
namerava da grupiSe radnike u timove, a poslove u grupe poslova, tako da
ovi timovi i grupe poslova budu $to je moguce veéiida timovima zaposlenih
dodeli grupe poslova tako da budu zadovoljeni slede¢i uslovi:

— zasvaku kompaniju, grupa poslova y ¢e biti dodeljena timu 6 ako i samo
ako za svakog zaposlenog iz tima 6 postoji posao iz y koji je on ve¢ obav-
ljao za tu kompaniju, i

— zasvakiposao iz y postoji zaposleni iz tima 0 koji je ve¢ obavljao taj posao
za datu kompaniju.

Ocigledno, ovakvo grupisanje radnika i poslova moZe biti izvrseno korisée-
njem najveceg para regularnih ekvivalencija u odnosu na familiju relacija
{Ri}ier-

Neka su pomenuti skupovi A = {a1,a2,a3,a4,a5,a6}, B = {b1,b2,b3,b4,bs5,bs},
I'=1{1,2} ineka su relacije R; i R, predstavljene slede¢im matricama:

001100 000000
000100 000000
000010 000000

Ri=1loo0011]” R2=|000001]
000000 000000
000000 000000

Primenjujudi gore pomenuti algoritam, ra¢unamo najvedi par (A, g) regular-
nih ekvivalencija uodnosuna R; i Ry, pri¢emu su A i g predstavljene slede¢im
matricama:
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1ﬂ0mm0 11@0@@
11:0:0:0 0 11.00.0:0

0 0 0: 0 11
gde isprekidane linije pokazu]u klase ekv1valenc1]e Dakle oformljeni timovi

su {ay,a2}, {as}, {as} i {as,a6}, a grupe poslova su {by, by}, {b3,b4}, {bs} i {bs}.
Sada se relacije Ry, Ry, AoRj001iA0oR;0pmogu zapisati kao

00:11:0:0 0 0:0 0:0:0
0 0i0 1i0:0 0 0:0 0:0:0
Ry = , Ro= p
000011 000001
000000 10 0:0:0
00:0 000 omommo

001100 000000

00:0 0:0:0 0 0:0 0:0:0

gde isprekidane linije pokazuju timove radnika i grupe poslova, dok su re-
dukovane relacije R; i Ry, koje predstavljaju dodelu grupa poslova timovima,
date sa

0100 0000
_ 0010 - 0000
Ri=loo11l R2={o001|

0000 0000

U ovom primeru smo razmatrali situaciju kada se timovi i grupe poslova
formiraju koriS¢enjem para regularnih ekvivalencija, pa su shodno ovome
oni medusobno disjunktni. Medutim, disjunktnost nije neophodan uslov, i
u sledeéem primeru ¢emo razmatrati opstiji slucaj kada se timovi i grupe
poslova formiraju koriséenjem para regularnih kvazi uredenja.

Primer 3.3.12. U ovom primeru koristei¢emo terminologiju i oznake iz
prethodnog primera. Jedina razlika ¢e biti u slede¢em: timovi i grupe poslova
¢e biti formirani na takav nacin da se sastoje od 8irih i uZih delova. Uzi delo-
vi ée se zvati jezgra timova, odnosno jezgra grupe poslova. U ovom slucaju
¢emo zahtevati sledece:

— za svaku kompaniju Sira grupa poslova y ¢e biti dodeljena Siroj grupi
timova 6 ako i samo ako za svakog zaposlenog iz jezgra od 0 postoji
posao iz y koji je on ve¢ obavljao za tu kompaniju, i
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— zasvakiposaoizjezgra od y postoji zaposleniiz 0 koji je taj posao obavljao
za tu kompaniju.

Jasno je da ovakvo grupisanje zaposlenih i poslova moZe biti izvrSeno koris-
¢enjem para (A, ) regularnih kvazi uredenja u odnosu na familiju relacija
{Ri}ie1, 1 tada su 8iri timovi i grupe poslova redom aftersetovi od A i forese-
tovi od g, dok uZi timovi i grupe poslova odgovaraju klasama ekvivalencije
prirodnih ekvivalencija A i §. Jezgro nekog tima moZemo shvatiti kao grupu
zaposlenih koji odraduju glavni deo dodeljenog zadatka, dok ostatak tima
pomaze jezgru u obavljanju posla koji oni pre toga nisu obavljali ili im je iz
nekih drugih razloga potrebna pomoc¢ pri obavljanju tog posla. Sli¢no, jezgro
grupe poslova koja je dodeljena timu se mozZe razumeti kao grupa glavnih
poslova koje bi tim trebalo da obavi, dok su ostali poslovi iz ove grupe oni
za koje ¢lanovi tima mogu biti angaZovani kao savetnici.

Za isti relacijski sistem koji je razmatran u prethodnom primeru, najveci
par (A, o) regularnih kvazi uredenja sastoji se od kvazi uredenja predstavlje-
nih sa

111011
111i0i11

© 2%loor110)
0 00i111i0
0000:11 00:000:1

pri ¢emu su njihove prirodne ekvivalencije date sa

111:0i00 110000
111:0i00 1100 0:0

I 1110000 __|ooi1110
= % loo0i111i0f
000:0:11 00i111:0
000i0i11 00i000i1

Na osnovu ovoga imamo da su timovi {[a1,a2,43], 45,46}, {a1,42,03,[a4],a5,a6)
i{[as,a6]}, dok su grupe poslova {[by,b2]}, {b1,b2,[b3, b4, bs]} i {[be]}, pri Cemu
su uglaste zagrade koriS¢ene da se oznace jezgra.

Dalje, relacije Ry, Ry, AoRj 00iAoRpo0pmogu se zapisati na sledeéi nacin

ooﬁlom omoomo

00i0 1 0i0 00i0 0 00

000010 000000
Ry = Lol Ry = : |

00:i001:1

0030 0 0: 00:000:0
0 0:0 0 0:0 0 0:0 0 0:0
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00i111:0 00:000:0
00i111i0 000000
00i0 0 0i0
7
00i000: 000000
00:000:0 000000

dok se redukovane relacije R; i Ry, koje predstavljaju dodelu grupa poslova
timovima, mogu predstaviti sa

010 000
Ri=|011|, Ry=|001
000 000

Jasnoje da unekim situacijama ima smisla koristiti desnoililevo regularna
fazi kvazi uredenja ili fazi ekvivalencije umesto regularnih.

Takode ¢ emo dati primer koji razmatra fazi relacioni sistem nad Gedel-
ovom strukturom.

Primer 3.3.13. Neka je £ Gedelova struktura, |A| = |B| = 6 i neka je R € LB

fazi relacija data sa
0.5
0
0.5
0 050 0 05
0 00050
0 000 O

0.5

o O O
o o o

01
1 0
0 0
R=

= elel

Najveci par (A9, ¢7) regularnih fazi kvazi uredenja i najveéi par (A°, ¢°) reg-
ularnih fazi ekvivalencija u odnosu na R sastoji se od fazi kvazi uredenja i
fazi ekvivalencija predstavljenih na slede¢i na¢in:

1 1 1:i11i1
1 1 1i11i1
PUZS BN £
0.5 05 0.5i11i1 |’ ‘0! ’
050505111 05050111
00 0001 05050111
1 1 105050 1 1:i0i050505
1 1 1:0505:0 1 1:0:050505
e_|.1.1 1105050 e
050505 1 Tl ¢ 7 07171
050505 1 10 050501 1 1
000 0:0 0i1 050501 1 1

MoZemo uotiti da su A° i ¢° prirodne fazi ekvivalencije relacija A71 ¢7, redom.
Dalje, imamo da vaZi sledece
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0505:0:1 1 1

050501 1 1

05050:1 1 1
q Y e_|9505:0:1 1 1
AfoRogl=A"oRed = (e st 050505 |

0.5 0.5:0:0.5 0.5 0.5

dok je redukovana fazi relacija R data sa

050 1
R=]05005].
000

3.4. Dvo-modalitetni krisp relacijski sistemi

U ovom odeljku razmatraéemo dvo-modalitetne krisp relacijske sisteme
R = (A, B, {R}ier), odnosno, sisteme kod kojih su ¢lanovi familije {R;}ier krisp
relacije. Preciznije, razmatra¢emo sistem jednacina (3.1), kod koga su a i
nepoznate krisp relacije na skupovima A, odnosno B, tj. nepoznate koje uzi-
maju vrednosti u 24%4 i 28X tim redom. Kao &to je ve¢ navedeno u Odeljku
3.2., postoji najvee reSenja ovog sistema sadrzanog u datom paru krisp
relacija. Takode, Teorema 3.2.2. daje algoritam za izra¢unavanja najveceg
reSenja gore navedenog sistema sadrzanog u datom paru krisp relacija, ¢ije
je vreme izvrenja O(|I|-m°). Medutim, od posebnog je interesa razmatrati
ona re$enja datog sistema koja su relacije ekvivalencije. Razlog za ovo je ¢in-
jenica da takvi parovi reSenja predstavljaju parove regularnih ekvivalencija,
koje imaju veoma vaZznu ulogu u teoriji socijalnih mrZa. Jedan od glavnih
problema teorije socijalnih mreZa je nalaZenje sli¢nosti izmedu entiteta koje
bi ukazivale na to da ovi entiteti imaju istu ulogu ili poziciju u mreZi. Ovakve
vrste sli¢nosti su prvi put formalno opisali Lorrain i White [80], Breiger i ostali
[14] i Burt [17] uvodenjem koncepta strukturne ekvivalencije. Za dva entiteta
kazemo da su strukturno ekvivalentna ako oni imaju identi¢ne veze sa os-
talim entitetima mreZe. Strukturne ekvivalencije su prou¢avane u mnogim
¢lancima kao na primer [2, 4, 9, 38, 37, 39, 40, 51, 52]. U cilju generalizacije
koncepta strukturne ekvivalencije, White i Reitz [120] su definisali pojam
regularne ekvivalencije. Za dva entiteta se kaZze da su regularno ekviva-
lentna ako imaju identi¢ne veze sa svim entitetima sa kojima su regularno
ekvivalentni [10, 45]. Regularne ekvivalencije su takode izu¢avane od strane
mnogih autora [63, 64].
Koriséene regularnih ekvivalencijanam pruza nacin identifikovanja "uloga”

u mrezi na osnovu medusobnih veza entiteta u mrezi. Umesto oslanjanja na
osobine ucesnika u cilju definisanja socijalnih uloga i razumevanja kako one
uti¢u na interakciju izmedu ucesnika, koriséenjem regularnih ekvivalen-
cija identifikujemo socijalne uloge prepoznavanjem regularnosti u vezama



96 3 Dvo-modalitetni fazi relacijski sistemi i dvo-modalitetne fazi mreze

u mreZi. Regularne ekvivalencije omogucavaju deljenje skupa ucesnika u
odnosu na njihove medusobne veze. Cilj ovog odeljka je da se uopsti po-
jam regularnih ekvivalencija, na takav nacin da se one mogu koristiti za
deljenje skupa ucesnika na osnovu veza koje ucesnici jedne grupe imaju sa
ulesnicima druge grupe (na primer, grupa studenata moze biti podeljena na
osnovu njihovih afiniteta prema odredenoj grupi predmeta).

Prva teorema koju dokazujemo u ovom poglavlju utvrduje postojanje
sistema jednacina ekvivalentnog sistemu 3.1 uslu¢aju kadaje R = (A, B, {R}ie1)
dvo-modalitetni krisp relacijski sistem i a i g krisp relacije ekvivalencije.

Teorema 3.4.1. Neka je R = (A, B, {R}ic1) dvo-modalitetni krisp relacijski sistem i
Ao € E(A) i gp € EB). Tada je, (Ao, 00) resenje sistema jednacina (3.1) ako i samo
ako je (Ao, 0o) resenje sledeceg sistema jednacina:

AoRjop=A0oR;NR;0p, iel. (3.35)

Dokaz: Nekaje R= (A, B, {R}ier) dvo-modalitetni krisp relacijski sistem, Ag €
E(A), 00 € E(B) i (Ao, 00) resenje sistema jednacina (3.1). Tada, za proizvoljno
i€ [ imamo:

AgoR;op0=Rjo 0000 =R;0 0,
AgoRjopp=AgoAgoR;=AgoR;,

dakle (Ao, o) je reSenje sistema (3.35).
Obratno, neka je (Ao, 0o) je reSenje sistema (3.35). Tada, za proizvoljno i €
imamo:

Ao oR; <AOORiOQO =/\00RiﬂRiOQOgRl’OQO,
Riogo<AgoRjogp=AgoRiNR;o0 S AgoR;,
¢ime je dokazano da je (Ao, 0o) je reSenje sistema 3.1. O
Sledeca teorema daje osnovnu karakterizaciju regularnih ekvivalencija na
dvo-modalitetnim mreZama.

Teorema 3.4.2. Neka je R = (A, B, {R}ic1) dvo-modalitetni krisp relacijski sistem i
Ao € E(A) 1 gp € E(B). Tada je, (Ao, 00) resenje sistema jednacina (3.1) ako i samo
ako za svako a € A i b € B vaZi sledece:

(o,00) €| [ RioghIRio ), [ JAGoRNAGoR) |- (3.36)

iel iel

Dokaz: Neka je R = (A,B,{R}icj) dvo-modalitetni krisp relacijski sistem,
Ao € E(A), oo € E(B) i (Ao, 00) reSenje sistema jednacina (3.1). Tada, prema
prethodnoj teoremi, imamo da je (Ao, 0p) reSenje sistema (3.35). Dakle vaZi:
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AgoRjogg S ApgoR;, iel (3.37)
AgoR;ogg CR;jo o, iel

Na osnovu nejednakosti (3.37) dobija se:
A C(Riogdh)/(Riogh), i€LbeA.

Dalje, koriste¢i ¢injenicu da je Ag simetri¢na relacija dobijamo:

-1 .
Ao=23" S(Riog))/(Riog)) =Riood)\ (Riogh), icLbeA.

Kao posledicu ovoga imamo,

Mo S(Rioh)/ (Rio o)) N((Riogh) \ (Riogh)) = Riodl)|(Riogh),  ieLbeA.

Na sli¢an nacin dokazujemo da vaZzi gy € ()\8 OR,')I(/\’(”) oR;), zasvakoa€ A i
iel

Obratno, neka vazi (3.36). Neka je (a,b) € Ag oR; o gy, tada postoji c € A
takvo da je (a,c) € Ag i (c,b) € Rjo gy, tj. (a,c) e AgiceR;0 08- Na osnovu
(3.36), iz (a,c) € Ag sledi da je (a,c) € (R; 0 Q(b)) [(R;o Q(b)), za svako b € B. Dakle,
a€R;o @g, tj. (a,b) € R; 0 gy, $to znaci da je AgoR; 009 € R; o gy, pa je zapravo
AgoR;opp =R;o 0, jer je Ag relacija ekvivalencije.

Na sli¢an nacin se moze pokazati da vazi da je AoR;0 09 C AgoR;, .
AoR;jopg=AgoR;. Odavde, (Ao, 0p) je na osnovu prethodne teoreme resenje
sistema jednacina (3.1). O

Lema 3.1. Neka je R = (A, B,{R}ie1) dvo-modalitetni krisp relacijski sistem, Ag €
&E(A), 0o € E(B), (Ao, 00) resenje sistema jednacina (3.1) i (u,v) je par ekvivalencija
na A i B respektivno za koje vazi da je (Ao, 00) € (4, v). Tada je sledeéa nejednakost
zadovoljena:

(/\o,go)§<m<(Riov) (R; 0" ﬂ((y oR)|(u"oR))),  a€AbeB.
i€l i€l (338)

Dokaz: Prema Teoremi 3.4.1. par (Ao, 00) je reSenje sistema jednacina (3.1)
ako i samo ako je reSenje sistema (3.35), tj. ako i samo ako zadovoljava

AgoRjogg S ApgoR;, iel
ApoR;jopg S R;0p, iel

Kako su Ag, 0o, 1t i v relacije ekvivalencije za koje vazi Ag C 11 gg € v, zakljucu-
jemo da vaZi poAg = piggov =v. Dakle, dobijamo sledece:

AgoRjogpovCRjogyov, woAgoR;opCuolgoR;,
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AgoR;ovCR;jov, poRjogyCuoR;. (3.39)

Na sli¢an nac¢in kao u dokazu Teoreme 3.4.2., moZemo dokazati da prva
nejednakost u (3.39) implicira Ay C Njer(R; 0 W)|(R;01?), za svako b€ B, a
druga go € Nier (o R;)[(u? o R;)), za svako a € A, ¢ime je dokaz teoreme
kopletiran. |

Naredna teorema daje proceduru za izra¢unavanje najveceg para ekviva-
lencija koji je reSenje sistema jednacina (3.1).

Teorema 3.4.3. Neka je R = (A, B, {R}ic1) dvo-modalitetni krisp relacijski sistem i
Ao € E(A) i oo € E(B) relacije ekvivalencije na A i B respektivno.

Definisemo nizove {(Ar, 0)tken T {(r, Vi) lken na sledeci nacin: Inicijalno, za
k=1,

p1=Va, v1=Vp, (3.40)
A=20n [ (RioVHIRoVE),  ar=a0n[ )((V4oR)I(VSoRy) (3.41)
iel iel

pri Cemu sua € A i b € B proizvoljni elementi.
Dalje, za svako k € N ponavljamo slede¢i korak: Pronalazimo a € Aib € B takvo
da je (yZ,vZ) * (A“,QZ) i postavljamo

b = meNALIAL v =N g}l o) (3.42)
A = 20 [\ (Rio g1 Rio ) [ )((Rio WL N (@) DIR; o (vE N (6))))),
i€l i€l
gee1 = o0 [ ) ((AF o R)IAL o R)) N () (g N (A 0 R (g N (AD) 0 Ry)),
i€l i€l
(3.43)

sve dok ne dobijemo da je (ux, Vi) = (A, o). Tada vaZi:

(a)Nizovi {(Ax, 0k) een i (1, Vi) ken SU opadajuci;
(b)Za svako k € N, Ay C uy i op S vi;s
(c)Za svako k € IN, i za sve c € A i d € B vaZi sledece:

S NRiovhIRiovh), o[ )((EoR)I(EoRY);  (344)

iel iel

(d)Postojin € N takvo da vazi (1in, Vi) = (An, 0n) i (An, 0n) je najveéi par ekvivalencija
koji je resenje sistema jednacina (3.1) sadrZan u (Ao, 0p).

Dokaz: (a) Ovo sledi direktno iz definicije nizova.
Dokazujemo tvrdenje (b) indukcijom po k € IN.
Zak =1, tvrdenje ocigledno vaZi.
Pretpostavimo da je Ay € i, za k = m, i dokazimo da vazi Ay41 C tm1-

Kako je {Alken opadajuéi niz, imamo da vazi A4 € Ay, odakle imamo
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da je A1 € A%, 1A, za proizvoljno a € A. Prema indukcijskoj hipotezi vaZzi
Am+1 € Am C U, 1 odatle:

Ams1 € Um N (A?n |/\fn) = Um+1,

Sto je i trebalo dokazati. Analogno se moze dokazati da je g C vy.

Dokazujemo tvrdenje pod (c) takode indukcijom po k € IN.

U slucaju k = 1 direktno iz definicije A; i ¢injenice da Vp ima ta¢no jednu
klasu ekvivalencije, dobijamo da (3.44) vaZi.

Zak=2,up=mnN (A]1A]) za neko a € A. Kako vy = Vp ima jednu klasu
ekvivalencije, oznaci¢emo je sa v?. Prema definiciji v, zaklju¢ujemo da je v»
takode relacija ekvivalencije i ima ta¢no dve klase ekvivalencije Qi’ iv? N (Q? ).
Sada, na osnovu definicije relacije 1> imamo:

Ao = 0 )(Rio 04N @N IR0 (4N @)N)N () (Rio )IRi0 D)),

i€l iel
§to znadi,
Ap C ﬂ ((R,- o /Jg) |(R;o [Jg)), za svako d € B. (3.45)
i€l
Na sli¢an nac¢in dokazujemo daje g2 S (i <(IJ§ oR;)[(u50 Ri)) zasvakoc € A.

Na osnovu toga za k = 2 nejednakost (3.44) vazi.
Pretpostavimo da je za k = m nejednakost (3.44) tatna. Tada za svako d € B:

A €[V (Riovi) I(Ri0 7).

iel

Uotimo relaciju ekvivalencije vy+1 = v N (04,1 0%,), za neko b € A tako da
je vt # o, Na osnovu (b), g, € v%,. Ovo znati da, izuzev klase ekvivalencije
b, sve klase ekvivalencija relacija ekvivalencije vy, i V41 su jednake. Pored
ovoga, v, ima klasu ekvivalencije v%,, dok v,,;1 umesto 1%, ima dve klase

ekvivalencije of, i v%, N (g},)¢. Dakle, za proizvoljnu klasu ekvivalencije vfn 17
d € B, takvu da je vfn Mt o i v‘,i a7 h, N (d%)°), na osnovu indukcijske

hipoteze imamo da vazi:
Ama1 €A C ﬂ ((Ri ovdm) [(R;o an)) = ﬂ ((Ri ° anﬂ) |(R; °Vi+1)) - (346)
i€l i€l

Dakle, za svako d € B, za koje je an+1 * .Qf,, i vdm+1 * (vf’n N (g%)c), prva
nejednacina u (3.44) vazi. Za klase ekvivalencije o%, i v%, N ()", na osnovu
definicije relacije A4+ vaZi sledece:

At = A O ) (R0 dh) IR0 DO () ((Rio (vh N (h) N 1(Rs (v, 0 (b))

iel iel
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Dakle, za k = m+1 prvanejednakost u (3.44) je zadovoljena. Na slican nacin se
moZe pokazati da i druga nejednakost u (3.44) vaZi, sto je i trebalo dokazati.

(d) Na osnovu cinjenice da su skupovi A i B kona¢ni, postoji kona¢no
mnogo relacijana A i B, pa postoji k € N tako da vaZzi (uy, vk) = (A, o). Dalje,
za takvo k, na osnovu tvrdenja pod (c) i Teoreme 3.4.2., zaklju¢ujemo da je
(Ak, o) par ekvivalencija koji je reSenje sistema jednacina (3.1). Da bi dokazali
da je (Ax, ox) najvedi par ekvivalencija koji je reSenje sistema jednacina (3.1)
sadrZan u (Ag, 09), pokaza¢emo da za proizvoljan par ekvivalencija (4, ¢) koji
je reSenje sistema jednacina (3.1) sadrzan u (Ao, 0g) vazi sledece:

A0S (A, o0) keNN.

Ovo ¢emo takode dokazati indukcijom. Najpre dokazujemo tvrdenje za
slucaj kada je k = 1. Kako je (4, p) par regularnih ekvivalencija i V4,Vp su
ekvivalencije takve daje A C V4 i 0 C Vp, pa su uslovi Leme 3.1 zadovoljeni
iimamo da vaZzi

A0 S ([ (Rio ViR 0 VE)), [ (V4 o R)I(VE 0 R))).

iel iel

Sada, kako vazi da je (A, ) € (Ao, 00), dobijamo da je (A, 0) € (A1, 01).

Dalje, pretpostavimo da vazi (A, ) € (A, 0m) 1 dokaZimo da vazi (A, ) C
(Ans1,Oms1)-

Na osnovu tvrdenja pod (b), (A, 0m) € (tm, V). Jednostavno se dokazuje
isledece, Ay C A% A% 1 o C 0L, 1 0%, za svakoa € Aib € B. Kao posledica vazi
daje Am C tms1 1 0m S Va1

Na osnovu indukcijske pretpostavke (A, 0) € (A, 0m) € (Um+1,Vim+1) uslovi
Leme 3.1 su zadovoljeni i onda dobijamo:

o) ([ (Riovh DIRiovE D), () (g 0 RIS, 0 RD)),

iel iel

za svako a € A, b € B. Ovo direktno povlaci da je (A, 0) S (Ay+1,0m+1), Stoje i
trebalo dokazati. O

U nastavku, na osnovu prethodne teoreme, za dvo-modalitetni krisp
relacijski sistem R = (A, B,{R}ies) i par ekvivalencija (Ao, 00), dajemo algo-
ritam za izra¢unavanje najveéeg para ekvivalencija koji je reSenje sistema
jednacina (3.1) sadrzan u (Ao, o).

Algoritam 3.4.4. (Konstrukcija najveceg para regularnih ekvivalencija) Ulaz ovog

algoritma predstavlja dvo-modalitetni krisp relacijski sistem R = (A, B, {R};e1)

i ekvivalencije Ag € E(A) i go € E(B), dok je izlaz ovog algoritma najveéi para

ekvivalencija koji je reSenje sistema jednacina (3.1) sadrZan u (A, go).
Procedura se sastoji u formiranju dva niza parova ekvivalencija { (1, Vi)l ken

i {(Ax, 0k)}ken na sledeéi nadin:
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(A1) Uprvomkorakuije (u1,v1)=(Va,Vsg), gdeje (Va,Vp) par univerzalnih
relacija na A i B, i ra¢unamo (A4, 1) koriste¢i formulu (3.41), pri ¢emu su
a € Aib e B proizvoljni elementi;

(A2) Nakon k-tog koraka, pretpostavimo da su parovi ekvivalencija (u, vi)
i (Ag, o) izratunati;

(A3) U slede¢em koraku radimo sledece: Ako postoji par (a,b) € AXB,
takvih da je par klasa ekvivalencija (y, vZ) razli¢it od (A7, QZ), tada, koristeci
formulu (3.42) ra¢unamo par (uy41,Vis1) i koristeéi formulu (3.43) racu-
namo (Agi1,0k+1)- Inace, ako takav par elemenata ne postoji, procedura
se zavr$ava i poslednji izrac¢unati par (A, o) je najveci para ekvivalencija
koji je reSenje sistema jednacina (3.1) sadrzan u (Ao, go)-

Analizirajmo vreme izvrSenja algoritma. Najpre, pretpostavljamo da su
skupovi A, B i I kona¢ni i da je njihov broj elemenata oznacen sa |A|,|B| i
[I|, respektivno. Incijalni par relacija ekvivalencije (u,v1), je par (Va,Vs),
. p1, kao i v; imaju samo jednu klasu ekvivalencije, a u najgorem slucaju
poslednji par relacija ekvivalencije (u,vk), za neko k € N, je par (A4, Ap).
Dakle, u najgorem slucaju, pi ima |A| klasa ekvivalencije i v; ima |B| klasa
ekvivalencije. Na osnovu toga i ¢injenice da u svakom koraku ovog algoritma
delimo najmanje jednu klasu ekvivalencije na dve klase, dobijamo da se ovaj
algoritam zavr$ava nakon najvise |A| +|B| — 1 koraka.

Analizirajmo vreme izvrsenja algoritma. U prvom koraku ovog algoritma
stavljamo (u1,v1) = (V4,Vp) a vreme potrebno za izra¢unavanje para (11, 01),
jednako je

O(lI1 - (|A[ + B) - max(|Al, |B)).

Nakon k-tog koraka, neka je izracunat par (Ag, gx) i par (ix+1,Vk+1)- U nared-
nom koraku koriste¢i formulu (3.42) ra¢unamo par (uy1,Vk+1) 1 koristeéi
formulu (3.43) ra¢unamo (Ax41, 0k+1)- MoZe se pokazati da je vreme potrebno
za izra¢unavanje svakog od ovih parova (Ax+1, 0k+1) jednako

O(lI1 - (|A[ + B) - max(|Al, |B)).

Nakon izra¢unavanja relacija Axy1, Oks1,tk+1 1 Vir1 uporedujemo vrednosti
ovih relacija i proveravamo da li su te vrednosti razlic¢ite. Algoritam se za-
vrsava nakon prvog koraka u kome vrednosti ostanu nepromenjene.

Kao posledicu ovoga i ¢injenice da se algoritam zavr$avanakon |A|+|B| -1
koraka, imamo da je ukupno vreme izvrsenja algoritma jednako:

O(l11-m3)

pri ¢emu je m = max(|A|,|B|).
Slede¢i primer ilustruje rad algoritma.

Example 3.1. Neka je R = (A, B, {R}ier) dvo-modalitetni krisp relacijski sistem,
pri ¢emu je A ={aj,az,...,a8}, B ={b1,by,...,b12}, I = {1} i relacija R; data
slede¢om matricom:
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111111101011
001111111001
011100001100
110110000101
011111100010
101101000011
001110100011

110011100111

Ry

Pocetne relacije Ag i gp su date sa:

111111100000]

111111100000

1111110007 111111100000
11111000 111111100000
11111000 111111100000
qoo|11111000 |111111100000
111111000 P=1111111100000
00000111 000000011111
00000111 000000011111
100000111 ] 000000011111
000000011111

[000000011111]

Koriste¢i proceduru iz Teoreme 3.4.3. dobijamo:

(t1,v1) =(Va,VB) 1 (A1,01) = (Ao, 00)

U drugom koraku biramo elemente 2 € A i b € B takve da je (y’i,vi’) #
(A2, Qi’). Zaa; € Aimamodaje yql # A", a samim tim biramo a; € Aibilo koji
element (na primer b; € B) iz skupa B. Tako dobijamo,

r11111000]
11111000
11111000
11111000
11111000
00000111
00000111

100000111]

p2 = p NAT AT =
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(1111111000007
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
000000011111
000000011111
000000011111
000000011111

000000011111 |

b b
va=viNg'le' =

A2 =210 (Ryo @7 N (@I (Ryo (03 N (@) N ((Ry 0 0) [(Ry o 031 )

111111000
11111000
11111000
11111000
11111000
00000111
00000111

100000111 ]

Ay =

2= 010 ((uy N (A7) o R)I((py! N (A7) o R1)) N (A7 0 R1) (A7 o Ry)

(111111100000]
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
2=1111111100000
000000011000
000000011000
000000000111
000000000111
1000000000111]

U nastavku, s obzirom na ¢injenicu daje (u2,v2) # (A2, 02) biramo elemente

a1 € A ibg € Bjer oni zadovoljavaju ([J;l,vgs) # (/\;1,958).
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(111110007
11111000
11111000
11111000
11111000
00000111
00000111

100000111]

uz = o NAJ A =

(111111100000]
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
000000011000
000000011000
000000000111
000000000111

(000000000111

_ bg | bg _
V3—V2002 |Qz =

A3 =220 ((R1 0 (5 N (@) NIR1 0 (v N (@)))) N ((Ry 0 65°) | (R 0 62®))

111100000]
11100000
11100000
00011000
00011000
00000111
00000111

100000111 ]

A3 =

03 = 02N (15" N (A o R) (! N (A51)) 0 R1)) N (A} 0 Ry) (A5 o Ry)
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03 =

[111111100000]
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
000000011000
000000011000
000000000111
000000000111

1000000000111 ]

Sli¢no, kao u prethodnom koraku dobijamo:

py = uzNASHAG =

_ biy by _
V4—V3003 |Q3 =

As =230 (Ry o @3 N (@NIRs 0 (5 N (5)) N ((Ry 0 651 (Ry 0.63"))

1111000007
11100000
11100000
00011000
00011000
00000111
00000111

100000111]

(111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000
000000011000
000000011000
000000000111
000000000111

000000000111 |

105
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111100000
11100000
11100000
00011000
00011000
00000111
00000111

100000111 ]

01 = 030 (5 N (AF)) 0 Ry) (5! N (A5)) 0 R1)) N ((ASH 0 Ry (A5 o Ry))

(111111100000]
111111100000
111111100000
111111100000
111111100000

111111100000

%4=1111111100000
000000011000
000000011000
000000000111
000000000111

1000000000111

U poslednjem koraku dobijamo da je (u4,v4) = (A4, 04) pa je shodno tome
par ekvivalencija (A4, 04) par najvecih regularnih ekvivalencija sadrzanih u

(Ao, 00).

3.5. Pristupi izucavanju dvo-modalitetnih mreZa

U ovoj sekciji prikazacemo glavne pristupe izu¢avanju dvo-modalitetnih
mreZa i uporediti ih sa pristupom koji se koristi u ovoj disertaciji.

U literaturi koja se bavi socijalnim mreZama moZe se sresti nekoliko pris-
tupa izu¢avanju dvo-modalitetnih mreZa:

(a) zasebna analiza oba modaliteta i uporedivanje rezultata;
(b) svodenje dvo-modalitetne mreZe na jedno-modalitetne mreZe;
(c) pravi dvo-modalitetni pristup.

Treba re¢i da je u mnogim istrazivanjima prvi pristup koris¢en samo kao
prvi korak u opseZnijoj analizi koja je ukljucivala i neki od preostala dva
pristupa, pa stoga i ne predstavlja pravu alternativu za te pristupe. Jasno je
da takva zasebna analiza ostavlja po strani mnoge bitne aspekte dvo-moda-
litetnih mreZa i da moZe da dovede do gubitka vaznih informacija, ali u
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nekim slucajevima moZze biti veoma korisna u izboru nacina na koji ¢e se
vrsiti dalja analiza.

Pristup (b), svodenje dvo-modalitetne mreZe na jedno-modalitetne, ko-
ri$¢en je uglavnom u situacijama kada je paznja istrazivac¢a usmerena na je-
dan od modaliteta, i u analizi tog modaliteta se koriste veze sa drugim moda-
litetom. Naime, ako je data dvo-modalitetna mreza 7~ = (A, B, R), pri ¢emu je
R = {Rj}ies familija fazi relacija izmedu AiB, i

R/ — {Rl ORl-_l }iEI c LAXA i RH — {R-_1

BxB
;T oRilier L7,

onda se za jedno-modalitetnu mrezu O’ = (A,R’) kaze da je prva projek-
cija, a za jedno-modalitetnu mrezu O” = (B,R"”) da je druga projekcija dvo-
modalitetne mreZze 7. Slika 3.6 prikazuje konstrukciju projekcija na primeru
dvo-modalitetne jedno-relacijske krisp mreZe.

00 0 o

el o

Slika 3.6 Projekcije dvo-modalitetne mreZze.

U literaturi posvecenoj socijalnim mreZama takode se srecu i teZinske pro-
jekcije koje predstavljaju jedno-modalitetne mreZe kod kojih su vezama pri-
druZene celobrojne teZine. U tom slucaju, celobrojna teZina koja se pridruzuje
veziizmedu dva entiteta iz istog modaliteta predstavlja broj entiteta iz suprot-
nog modaliteta preko kojih su ta dva entiteta povezana. Takav slucaj prikazan
je na Slici 3.7.

Druginacin svodenja dvo-modalitetnog slucaja na jedno-modalitetan koji
se sree u literaturije predstavljanje dvo-modalitetne mreze 7 = (A, B, R), gde
je R = {Ri}ier familija fazi relacija izmedu A i B, jedno-modalitetnom mreZom
O =(AUB,R)saR = {Rl’. }ier, pri¢emu za svakoi € I stavljamo daje Rl’. relacija
na AU B zadata blok matricom
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Slika 3.7 TeZinske projekcije dvo-modalitetne mreZe.

~
\9\9

R, = [O’”_Xl’" Ri ] , (3.47)
Rl 071)(11

gde Rl._1 oznacava transponovanu matricu od R; a 0 i 04x: sunula-matrice

datih dimenzija (m = |Al, n = |B|). Takav nac¢in svodenja moze se sresti, na pri-

mer, u radu [82].

Metod projekcije takode ima nekoliko ozbiljnih nedostataka. I on najcesce
dovodi do gubitka nekih bitnih informacija pa se originalna dvo-modalitetna
mreZa samo u izuzetnim slu¢ajevima moze rekonstruisati iz svojih projekcija.
Takvi slucajevi su razmatrani, na primer, u radu [46]. Jedan konkretan slucaj
u kome dolazi do gubitka izvesnih informacija bi¢e prikazan kasnije u ovom
odeljku.

Sa druge strane, broj veza u projekcijama moZe enormno porasti u odnosu
na broj veza u originalnoj dvo-modalitetnoj mreZzi. Neki slucajevi u kojima
se to deSava razmatrani su u radu [77]. U tom radu su analizirani podaci koji
se tic¢u Cetiri konkretne dvo-modalitetne mreZze:

- mreZa glumci-filmovi, dobijena 2005. godine iz baze IMDB (Internet Movie
Data Base), sa 127.823 glumaca, 383.640 filmova i 1.470.418 veza;

— autorska mreza, dobijena iz baze preprinta arXiv, sa 19.885 radova, 16.400
autora i 45.904 veza;

— mreZa pojavljivanja, koja je dobijena iz jedne vezije Biblije i sadrzi 9.264 reci,
13.587 recenica u kojima se te rec¢i pojavljuju i 183.363 veza;

— peer-to-peer mreZa, koja je dobijena registrovanjem svih razmena koje je ve-
liki server procesuirao u toku 48 sati i gde prva komponenta (peers) sadrzi
1.986.588 ¢lanova, druga komponenta (data) sadrzi 5.380.546 ¢lanova i
izmedu njih je 55.829.392 veza.
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Odnos broja veza u ovim dvo-modalitetnim mreZama i njihovim projekci-
jama, izracunat u [77], prikazan je u sledecoj tabeli:

glumci-filmovi autorska  pojavljivanja  peer-to-peer
originalna mreZa 1.470.418 45.904 183.363 55.829.392
prva projekcija 15.038.083 29.552 392.066 10.142.780.673
druga projekcija 20.490.112 134.492 51.405.275 1.085.217.140

Kao $to se iz tabele vidi, broj veza u projekcijama moZe biti drasti¢no veéi
od broja veza u originalnoj dvo-modalitetnoj mreZi. To je posebno izraZeno
u slucaju mreZe pojavljivanja, gde je ukupan broj veza u projekcijama skoro
300 puta veci od broja veza u originalnoj mrezi, kao i u slucaju peer-to-peer
mreZe, gde je taj broj vise od 200 puta vedi. Jasno je da takvo enormno pove-
¢anje broja veza ne samo zahteva ogroman memorijski prostor za skladistenje
osnovnih podataka o mreZi (u slu¢aju peer-to-peer mreZe neophodan memo-
rijski prostor narasta od manje od 500MB na vise of 80GB [77]) ve¢ i drasti¢no
uvecava vreme potrebno za realizaciju algoritama koji se koriste u analizi
dvo-modalitetnih mreZza, kao $to su, na primer, algoritmi za izra¢unavanje
najvecih regularnih ekvivalencija i kvazi-uredenja.

Sto se tice svodenja dvo-modalitetne mreZe na jedno-modalitetnu mrezu
sa relacijama (matricama) zadatim sa (3.47), u teoremi koju ¢emo dokazati
kasnije u ovom odeljku vide¢emo da, bar $to se pozicione analize, prilikom
takvog svodenja ne dolazi do gubitka informacija. Medutim, ovaj metod
takode ima svojih nedostatka koji se ogledaju u povec¢anju dimenzije matrica.
To ne samo da zahteva veci memorijski prostor za skladiStenje podataka, ve¢
moZe imati i jak negativni efekat na brzinu izra¢unavanja.

Kona¢no, tre¢i pristup izu€avanju dvo-modalitetnih mreZa je pravi dvo-
modalitetni pristup, koji podrazumeva simultano razmatranje oba modaliteta.
Ocigledna prednost ovog pristupa je to sto se kod njega sigurno koriste sve
raspoloZive informacije o oba modaliteta, pa ne dolazi do gubitka infor-
macija. ViSe informacija o pravom dvo-modalitetnom pristupu analizi dvo-
modalitetnih mreZa, ukljucujuéiipozicionu analizu i blok-modeliranje, moze
se nadi u radu [9].

Pristup dvo-modalitetnim mrezama kori$¢en u ovoj disertaciji takode
predstavlja pravi dvo-modalitetni pristup. U daljem tekstu daéemo nekoliko
rezultata i primera koji prikazuju odnos naseg pristupa i pristupa svodenjem
na jedno-modalitetne mreZze.

Primer 3.5.1. Neka je data dvo-modalitetna mreza 7 = (A, B, R), gde je |A| =
12, |B| =131 R = {Ry, Ry}, pri ¢emu su relacije R; i Ry zadate matricama
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(0111000000110 ]
0110101000010
0000000000000
0000000000000
0000000000000

(0110000000110 ]
0110111000110
0000000000000
0000000000000
0000000000000

0000110000010
0100000000101
0100000000010
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10000000100000 |
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0110000000101 |
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0100100000000
| 0000100000000 |

Primenom algoritma za izra¢unavanje najveceg para regularnih ekvivalen-
cija na dvo-modalitetnoj mrezi dobijamo da se najveci par (A, ) regularnih
ekvivalencija na mreZi 7 sastoji od relacija zadatih slede¢im matricama:

(1000000011000 ]
0100000000000
0010000000000
0001000000000
0000100000000
0000010000000
0000001000000 |.
0000000100000
1000000011000
1000000011000
0000000000100
0000000000010
0000000000001 |

(100000000000 |
010000000000
001110000000
001110000000
001110000000
000001000000
000000100000
000000010000
000000001000
000000000100
000000000010
000000000001 |

Sa druge strane, ako formiramo projekcije O’ = (A,R) i 0" = (A,R”), gde
je R ={RioR;},Ryo R} i R” = {R{! o Ry,R;! o Ry}, i izratunamo najvece
regularne ekvivalencije u’ i " na njima, dobi¢emo da su p’ i y” relacije
zadate slede¢im matricama:
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1000000011000 |
0111111000111
0111111000111
0111111000111

0111111000111
001110000000

010001000010 0111111000111
,  u’=[0111111000111|.
000000110000

0000000100000
000000110000

1000000011000
000000001000

1000000011000
000000000100

111111 111
010001000010 0 000

000000000001 0111111000111
) ’ 10111111000111 |

(100000000000 |
010001000010
001110000000
001110000000

Jasnojedaje A < u’ip< ", sto znadida (u', u”’) ne moze biti par regularnih
ekvivalencija na dvo-modalitetnoj mreZzi 77, jer bi u suprotnom moralo biti
(', 1) < (A, 0). Prema tome, u opstem slucaju se par regularnih ekvivalen-
cija na dvo-modalitetnoj mreZi ne moZze dobiti formiranjem njenih projek-
cija i izra¢unavanjem najveéih regularnih ekvivalencija na njima. Doduse, u
nekim slucajevima je to moguce, na primer u slucaju dvo-modalitetne mreze
razmatrane u Primeru 3.3.11.

Sada dokazujemo slede¢u teoremu:

Teorema 3.5.2. Neka je data dvo-modalitetna fazi mreZa T = (A, B, R), gde je |A| =
m, |Bl = n i R ={Ri}ie, i neka je O’ = (AU B, R’) jedno-modalitetna fazi mreZa sa
familijom R" = {R’}i¢; fazi relacija na AU B zadatih blok matricama

0 R;
Ri=|"" 7, el (3.48)
! Ri 011><71

gde je Rl._1 transponovana matrica od R; a O i Onxn Su nula-matrice.
Ako najveéu reqularnu fazi ekvivalenciju u na jedno-modalitetnoj mreZi O pred-

stavimo u obliku
AU
p= [ , ], (3.49)
Vo
gde su A" i o' matrice tipa mXxm inxn,a UiV matrice tipa mXn i nxXm, tada je
(A, 0") najveci par regularnih ekvivalencija na dvo-modalitetnoj mreZi T .

Dokaz: Oznac¢imo sa (A,0) najvedi par regularnih ekvivalencija na dvo-
modalitetnoj mreZi 7.

Prema pretpostavci, za proizvoljno i € [ imamo da je poR] =Rloy,
odnosno
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UORI-_1 A’ oR; _ AU o Omxm Ri . Omxm  Ri o AU
OoR7IVoR| |V o | | R Opn| |RT Ouxu| |V ¢
_ RjoV RiOQ,
T |RTeA RoU|

Odavde sleedidaje A’ oR; =R;0¢ i ¢ ORi_l = Ri‘l oA’, odnosno (1)1 oR; =
R;o(0')7!, 8to znatidaje (A/, ¢’) par regularnih fazi ekvivalencijana 7°. Prema
tome, imamo daje (1’,0") < (4, 0).

Sa druge strane, za proizvoljno i € [ imamo daje AoR; = R;jopi A"l oR; =
R;og™!, odnosno Ri‘1 oA =pgo Ri‘l, odakle dobijamo da je

[ A Omxn] o [Omxm R; ] _ [ Onixcm AOR:] _ [ Omxm Rjo Q]

0s5¢m Y R! Opxn QoRi—l Opxn Ri_l oA Ouxn

i
_ Opxm  Ri o A Opxn
Ri_l Osxn Orxm Y

To znaci da fazi relacija zadata matricom

A Opsen
0s5¢m 0

jeste regularna fazi ekvivalencija na O, pa prema pretpostavci imamo da je

A Ouwxn AU
< H= |t
Onxm 0 Voo
Na taj nac¢in smo dobili da je (4,0) < (A, ¢), i kona¢no, zaklju¢ujemo da je
(A, 0) = (A, 0"). Ovim je dokaz teoreme kompletiran. O

Prema prethodnoj teoremi, najveéi par regularnih fazi ekvivalencijana dvo-
modalitetnoj mreZi 7~ moZe se dobiti iz najvece regularne fazi ekvivalencije
na odgovarajucoj jedno-modalitetnoj mrezi O. Medutim, jasno je da od toga
nema nikakve prakti¢ne koristi, jer zbog povecanja dimenzija matrica izracu-
navanje najvece regularne fazi ekvivalencije na O je memorijski i vremenski
znatno zahtevnije od izra¢unavanja najveceg para regularnih fazi ekvivalen-
cijana 7 algoritmima koje smo ovde uveli.



Glava 4

ViSe-modalitetni fazi relacijski sistemi i
viSe-modalitetne fazi mreze

Prethodne dve glave ove disertacije bavile su se jedno-modalitetnim i dvo-
modalitetnim fazi relacijskim sistemima i fazi mrezama. Medutim, u realnim
situacijama Cesto se sre¢u i mnogo kompleksnije mreZe koje se sastoje od vise
skupova entiteta i veza unutar ili izmedu nekih od njih. Zadatak ovog odeljka
je da se formira ops$ti matemati¢ki model i obezbede oruda za rad sa takvim
kompleksnim mreZama.

U Odeljku 4.1. dajemo definiciju koncepata vise-modalitetnog fazi relacij-
skog sistema i viSe-modalitetne fazi mreZe, koji predstavljaju svojevrsnu sin-
tezu veceg broja dvo-modalitetnih i jedno-modalitetnih fazi relacijskih siste-
ma i mreZa, i prikazujemo karakteristi¢ne primere viSe-modalitetnih mreZa.
Potom se uOdeljku 4.2. bavimo odgovaraju¢im sistemima fazi relacijskih jed-
nacinainejednacina i postupcima za izra¢unavanje njihovih najvecéih resenja.
Metodologija koja se ovde primenjuje sli¢na je metodologiji koja je primenji-
vana uizra¢unavanjunajveéih reSenja jedno-modalitetnih i dvo-modalitetnih
fazirelacijskih sistema, ali je neuporedivo komplikovanija. Za razliku od dvo-
modalitetnih sistema fazi relacijskih nejednacina, kod kojih se, kao §to smo
videli, pri izra¢unavanju najveceg reSenja moZze izbedi iteracija, kod viSe-
modalitetnih sistema fazi relacijskih nejednacina se ona moze izbe¢i samo
u nekim izuzetnim sli¢ajevima, koji su ovde opisani. U narednim odeljcima
razmatrane su neke instance opstih viSe-modalitetnih sistema, postupci za
izra¢unavanje najvecih krisp reSenja vise-modalitetnih sistema, koli¢nicki
vise-modalitetni fazi relacijski sistemi i njihove primene i objasnjeni su razni
pristupi izu¢avanju vise-modalitetnih mreza koji se sre¢u u literaturi.

4.1. Osnovne definicije i primeri

Neka je n € N, Ay, ..., Ay, je kolekcija nepraznih skupova, | C [1,1n] X [1,71] je
neprazan skup i {I;x}(jxe je takode kolekcija nepraznih skupova. Zahteva-
¢emo da vazi slededi uslov:

113
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za svako j € [1,n] postoji k € [1,n] tako da vazi (j k) e Jili (k,j) e ].  (4.1)

Znacenje ovog uslova bice objasnjeno nesto kasnije.
Za proizvoljan par (j, k) € ] neka je {R{.’k}i€ 1k familija nepraznih fazi relacija
izmedu A i Ay i neka je

R=(R|( k) €] i e ).

Sistem M = (Aj,...,A,,R) nazivaéemo vise-modalitetni fazi relacijski sistem, ili
preciznije, n-modalitetni fazi relacijski sistem. Skupove Ajy,..., A, nazivaéemo
komponentama ili modalitetima sistema M. Ukoliko svi ¢lanovi familije R jesu
krisp relacije, onda ¢emo za sistem M = (Ay,...,A,,R) govoriti da je vise-
modalitetni krisp relacijski sistem.

Primetimo da su gore navedene familije fazi relacija definisane za neke
parove komponenti, ali ne obavezno za sve. Preciznije, te familije su defini-
sane za one i samo one parove komponenti koje odgovaraju parovima iz J.
Upravo to je razlog zbog ¢ega smo nametnuli uslov (4.1). Naime, ukoliko za
neko j € [1,n] ne bi postojalo k € [1,n] tako da je (j, k) € ] ili (k, j) € ], odnosno,
ako bi za svako k € [1,n] imali da (j,k) ¢ ] i (k, j) ¢ ], to bi znacilo da je kompo-
nenta A; izolovana, da nije povezana ni sa jednom drugom komponentom
sistema M. To o¢igledno nema smisla, jer takva komponenta ne igra nikakvu
ulogu u sistemu i suvisna je. Jasno, uslov (4.1) onemogucava da takve kom-
ponente postoje.

Vise-modalitetni fazi relacijski sistemi mogu imati razne interpretacije, a
mi éemo ovde razmatrati interpretaciju kao fazi socijalnih mreZza, i u tom
slucaju ¢emo sistem M zvati vise-modalitetna fazi mreZa, odnosno, n-modalitetna
fazimreZa. U slu€aju kada M interpretiramo kao vise-modalitetnu fazi mrezu,
podrazumevacemo da su svi skupovi Aj, Ay, ..., A, konac¢ni.

Uo¢imo da vise-modalitetna fazi mreza M predstavlja kompleksan sistem
koji se sastoji iz jedno-modalitetnih fazi mreza

O] = (A]/ {Rl]"]}ielj/j)r
za one j € [1,n] za koje je (j, j) € ], i dvo-modalitetnih fazi mreza

Tk = (A, A AR Yier ),

za one (j, k) € | za koje je j # k. Prema tome, za n = 1 ova definicija se svodi
na definiciju jedno-modalitetne fazi mreze, dok se zan =21 J = {(1,2)} svodi
na definiciju dvo-modalitetne fazi mreze.

Jedno-modalitetne i dvo-modalitetne mreZe izu¢avane su u brojnim rado-
vima ne samo u okviru analize socijalnih mreza, ve¢ i u nekim drugim
srodnim oblastima u okviru informacionih nauka, fizike, biologije itd.
Za razliku od njih, viSe-modalitetne mreZe su izucavane znatno manje,
verovatno zbog toga $to je rad sa njima znatno sloZeniji. Ipak, poslednjih go-
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dina paZnja istraZivaca se sve vise usmerava ka vise-modalitetnim mreZama,
paje u skorije vreme publikovan ve¢i broj radova koji se bave upravo takvim
mreZzama (videti, na primer, [15, 78,79, 83,106,111, 113,117, 118, 125]). Treba
napomenuti da se u pojedinim izvorima vise-modalitetne mreZe (multi-mode
networks) mogu sresti i pod nazivom viSenivoovske mreze (multilevel networks).

Primer 4.1.1. (Primeri viSe-modalitetnih mreza) Dacemo nekoliko konkret-
nih primera viSe-modalitetnih mreZa.

(a) MreZa jednostavne organizacije (kompanije) [113]: To je viSe-modali-
tetna mreZa predstavljena dijagramom koji je prikazan na Slici 4.1. Kao $to se
sa slike vidi, ta mreZa je sinteza 4 jedno-modalitetne (viSe-relacijske) mreze
i 6 prostih dvo-modalitetnih mreza. iskoristi¢emo ovaj primer da pojas-

podzadatakOd

pridruZenaSa

Slika 4.1 Dijagram koji predstavlja viSe-modalitetnu mreZu jednostavne organizacije.

nimo definiciju vise-modalitetne mreZe i sistem oznaka koji u njoj koristimo.
Uvedimo sledece oznake:

A1 = skup ljudi; Ajz - skup resursa;

Ay — skup zadataka; Ay - skup vestina;

R}’l € 2A1XAr _ relacija rukovodilacOd; Ri’z € 2A1xAy _ relacija obavlja (zadatak);
RY' € 2441  relacija rprijateljSa; R} € 2414 _ relacija poseduje (resurs);
R3? € 24242 _ relacija podzadatakOd; ~ R}* € 241%A4 — relacija poseduje (vestinu);
Ri”3 € 2AsxAs _ relacija dopunaZa; R%’?’ € 2AxA3 _ relacija zahteva (resurs);
Rz’3 € 2A3xA3 _ relacija zamenaZa; R%A € 2A2XAy _ relacija zahteva (vestinu);

Ry* € 2494  relacija pridruzenaSa;  R)* € 24944 — relacija zahtevn (vestinu).
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Tada ovu mreZu predstavljamo sa M = (A1,A2,A3,A4,R), gde je
_pll pll p22 p33 33 p4d pl2 pl13 pld P23 P24 P34
R={R;", Ry, R{",R}”,Ry”, Ry, Ry, Ry7,R7, Ry, R R
Jasno je daje

J=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}, (4.2)
Li=13=1{1,2}, Lix =1{1}, za (j, k) € J\ {(1,1),(3,3)}. (4.3)

(b) Mreza akademskih publikacija [111]: To je vise-modalitetna mreZa
predstavljena dijagramom koji je prikazan na Slici 4.2. Ona se sastoji od 2 jed-
no-modalitetne i 4 proste dvo-modalitetne mreZe.

citiranje

Radovi

afueaoygqnd
semantika

Casopisi,
zbornici

Slika 4.2 Dijagram koji predstavlja viSe-modalitetnu mrezu akademskih publikacija.

Treba re¢i da su razni tipovi socijalnih mreza vezani za nau¢ne publikacije
injihove autore izuc¢avani u brojnim radovima. Razlog za prili¢no veliko inte-
resovanje istraZivaca za ovakve mreZe je verovatno postojanje velikog broja
baza sa podacima koji se ticu nau¢nih publikacija, Sto istraziva¢ima znacajno
olaksava dolazak do podataka koje bi analizirali.

Najintenzivnije su izu¢avane takozvane kolaboracione mreZe (collaboration
networks) ili koautorske mreZe (coautorship networks). One su izu¢avane kao jed-
no-modalitetne mreZe istraZivaca (autora) povezanih koautorstvom pri pub-
likovanju nau¢nih publikacija, ali se mogu posmatrati i kao projekcije dvo-
modalitetnih mreZa "istrazivaci-radovi" na komponente "istraZivaci'. Pot-
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secamo da je o projekcijama bilo re¢i u prethodnoj glavi. Vise informacija o
ovim mreZzama moZe se naci u [35, 85, 89] i drugim izvorima.

Drugi intenzivno proucavani tip mreZa vezanih za nauc¢ne publikacije su
mreZe citiranja (citation networks), koje su takode razmatrane kao jedno-moda-
litetne mreZe istrazivaca koji su drugim istraziva¢ima vezani citiranjem nji-
hovih publikacija. MreZe citiranja i koautorske mreZe su izucavane uglav-
nom odvojeno jedne od drugih i tek nedavno su pocele da se javljaju ideje o
integrisanom pristupu koji ée istovremeno uzeti u obzir obe ove mreZe i neke
druge aspekte nau¢nog publikovanja. Vise-modalitetni pristup koji ovde pod-
stiCemo savrseno se uklapa u te trendove.

MreZa saradnje izmedu laboratorija (A)
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Slika 4.3 Mreza istrazivanja raka u Francuskoj

(c) MreZa istraZivanja raka u Francuskoj [78, 79, 117, 118, 125]: Radi se
o vise-modalitetnoj mreZi koja je izucavana u ve¢em broju radova novijeg
datuma. Osnovna ideja koja leZi iza ove mreZe je razmatranje veza izmedu
istrazivaca i laboratorija u Francuskoj koji se bave istrazivanjem raka na dva
nivoa. Prvi je inter-organizacioni nivo, gde se razmatraju veze izmedu 82
Francuske laboratorije u pomenutoj oblasti, a drugi je inter-individualni,
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gde se razmatraju veze izmedu 126 Francuskih istraZivaca u toj oblasti. Na taj
nacinsu formirane dvejedno-modalitetne mreZe koje su prikazane na Slici 4.3
(A) 1 (B). Osim toga, istrazivaci i laboratorije su povezani pripadnoséu istra-
Zivaca laboratorijama, $to ¢ini prostu dvo-modalitetnu mrezu prikazanu na
Slici 4.3 (AB). Konacno, sve ove mreZe zajedno formiraju viSe-modalitetnu
mrezu prikazanu na Slici 4.3 (N).

Drugacija vizualizacija ove vise-modalitetne mreZe data je na Slici 4.4. Na
slici su laboratorije prikazane zelenim kruZi¢ima (dole levo), a istraZivaci Zu-
tim kruZzi¢ima (gore desno).

@ao7dhaba ‘:\\\\\' e
b @

@ab102

Slika 4.4 Drugacija vizualizacija mreZe istraZivanja raka u Francuskoj

(d) Mreza/graf pecinskog ¢oveka [115, 116, 117]: Graf pecinskog coveka
(caveman graph) nastaje modifikacijom kolekcije izolovanih klika ("pe¢ina") na
taj nacin Sto se iz svake klike ukloni po jedna grana, koja se potom iskoristi
da tu kliku poveZze sa susednom klikom tako da se na kraju dobije (retko)
povezan graf. Takvi grafovi uvedeni su u [115] da bi se upotrebljavali u izuca-
vanju poznatog "fenomena malog sveta" ("small world phenomenon").

MreZa pecinskog ¢oveka prikazana na Slici 4.5 (N) nastala je povezivanjem
klika iz (A) i (B) na nesto drugaciji nacin, pomo¢u dvo-modalitetne mreZze
iz (AB). Ta mreZa je ocigledno istog tipa kao mreZa iz dela (c), samo izgleda
znatno jednostavnije, $to je i razlog zbog ¢ega je ovde navodimo. Medutim,
bez obzira sto mreZe iz (A), (B) i (AB) imaju prili¢no jednostavne strukture,
rezultujuca viSe-modalitetna mreza iz (N) ne izgleda ba$ tako jednostavno.

(d) Genetska regulatorna (interakciona) mreZa je samo jedna od brojnih
vrsta mreZa koje se u biologiji koriste da bi se lakSe razumeli sloZeni bioloski
procesi. Mreza prikazana na Slici 4.6, uzeta iz rada [112], prikazuje sloZene
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Slika 4.5 MreZa "peéinskog ¢oveka"

interakcije izmedu gena. Geni (njih 204) su predstavljeni kao ¢vorovi, pri
¢emu su razli¢itim bojama prikazani razli¢iti tipovi gena (odnosno njihove
razli¢ite funkcije), a interakcije izmedu gena (njih 291) su predstavljene kao
grane grafa. 1z legende se vidi da se razlikuje 9 tipova (funkcija) gena, Sto
prikazanu mreZu ¢ini vise-modalitetnom, sa 9 modaliteta.

Nekasu M= (A1,As,...,Ay,R)iN =(B1,Bs,...,B,,S) vise-modalitetni fazi
relacijski sistemi istog tipa (indeksirani istim skupom J i familijom skupova
{Iix}(jkyey), odnosno

R={RF|GRelicly i S={8/"I(ibeliely.
Ako za svaki j € [1,n] postoji bijektivna funkcija ¢ : A; — B; takva daje
ik ik
R (aj,a) = SV (¢(a)), Prlay)),
zasveaj€Aj, a € Ay ii€lj, onda za Mi N kazemo da su izomorfni vise-

modalitetni fazi relacijski sistemi, pri ¢emu za n-torku (¢1, @2, ..., $») kaZemo
da je izomorfizam izmedu MiN.
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Slika 4.6 Genetska regulatorna (interakciona) mreZza

4.2. ViSe-modalitetni sistemi fazi relacijskih jednacina i
nejednacdina

U ovom odeljku bavi¢emo se sistemima fazi relacijskih jednacina i nejedna-
¢ina odredenim vise-modalitetnim fazi relacijskim sistemima (odnosno vise-
modalitetnim fazi mreZzama). Takve sisteme fazi relacijskih jednacina i nejed-
nacina nazivac¢emo vise-modalitetnim sistemima.

Neka je dat vise-modalitetni fazi relacijski sistem M= (A3, ..., A,,R), gdeje

R = (R¥|(K) € ], i € I,

Razmatra¢emo sledece vise-modalitetne sisteme fazi relacijskih jednacinaine-
jednacina:

oR¥ = RF oy, Gk elicly, (4.4)

ajoRF <RFoay, (ke iely, (4.5)
ik ik . .

ajoR" >R oq, (ikyeliely, (4.6)

gdesuay,...,a, promenljive takve da o; uzima vrednosti u LA>4f , za svako
j € [1,n]. Jasno je da je sistem jednacina (4.4) ekvivalentan konjunkciji sis-
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tema nejednacina (4.5) i (4.6). ReSenja ovih sistema su n-torke fazi relacija
iz LA x .o x [An 4 Koje su u kompletnoj mrezi (LATA1 x - x [AnxAn <)
uredene pokoordinatno, sa

(01,02,--,0n) <(01,02,...,0,) © 0;<0j, zasvako je€[l,n].

Akoje(01,02,...,0n) <(01,02,...,0,),ondakazemoidajen-torka (o1, 02,...,0n)
sadrZana u n-torci (01,0, ...,0,). Na ovaj nacin uredujemo i reSenja sistema
(4.4), (4.5)1 (4.6), kao i ostalih sistema fazi relacijskih jednacina i nejednacina
koji ¢e biti razmatrani u nastavku.

U slucaju kada je sistem N interpretiran kao vise-modalitetna fazi mreza,
za n-torku (g1, ..., 04) koja je resenje sistema (4.4), odnosno za koju vazi

ik ik
gj°R =R o a,

zasve (j,k) € J ii € I;;, kaZzemo da je n-torka regularnih fazi relacija u odnosu na
sistem N, za n-torku koja je reSenje sistema (4.5) kazemo da je n-torka desno
regularnih fazi relacija u odnosu na N, a za n-torku koja je resenje sistema (4.6)
kazemo da je n-torka levo reqularnih fazirelacija u odnosuna sistem . Ukoliko
sve fazi relacije iz te n-torke jesu fazi kvazi-uredenja, odnosno fazi ekviva-
lencije, onda govorimo o n-torci regularnih (desno regularnih, levo regularnih)
fazi kvazi-uredenja, odnosno regularnih (desno regularnih, levo regqularnih) fazi
ekvivalencija.

Jasno je da je (o1,...,04) n-torka regularnih fazi relacija u odnosu na M
ako i samo ako je g; regularna fazi relacija na jedno-modalitetnoj mreZi O;,
za svako j € [1,n] za koje vaZi (j, j) € ], i (0}, 0x) je par regularnih fazi relacija
na dvo-modalitetnoj fazi mreZi M;y za svako (j,k) € ] za koje je j # k.

U radu sa sistemima (4.4), (4.5) i (4.6) vaznu ulogu ¢e imati skupovi koj
definiSemo u nastavku. Prvo, za svako j € [1,n] definiSemo skupove

Aj=t{ke[1,n]l(k €]}, (4.7)
P;={ke[1,nll(k j) €]} (4.8)

Jasno, /A je skup svih k € [1,n] za koje se jednacina aj o R{’k = Rg’k oay (odnosno
nejednacina «a; oRl].’k < Rz].’k oay, ajo le.’k > Rl].’k o ay) pojavljuje u sistemu (4.4)
(odnosno sistemu (4.5), (4.6)), a Pj je skup svih k € [1,1] za koje se jednacina
ay ORZ.(’] = Rf’] oa; (odnosno nejednacina ay o Rf’] < Rf’] oaj, axo Rf’] > RZ.(’] oaj)
pojavljuje u sistemu (4.4) (odnosno sistemu (4.5), (4.6)).

Takode definisemo i skupove

A={jeln]l(Fke[lnl) (k) €]t ={je[ln]lA;#0}, (4.9)
P={je[LnllFke[Ln])(k j)e]}={jeL,n]|P;+0}. (4.10)
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Jasno, A je skup svih j € [1,1] za koje se napoznata «; pojavljuje na levoj strani
neke od jednacina u sistemu (4.4), odnosno nejednacine u sistemu (4.5) ili
(4.6)), a P je skup svih j € [1,71] za koje se napoznata a; pojavljuje na desnoj
strani neke od jednac¢ina u sistemu (4.4), odnosno nejednacine u sistemu (4.5)
ili (4.6)).

Teorema 4.2.1. Nekaje (02,0, ..., 0%) € LAA .. LA2xA2 5 [AnAn proizuoljna
n-torka fazi relacija.

Skupovi svih reSenja sistema (4.4), (4.5) i (4.6) ¢ine kompletne mreZe, pa stoga pos-
toje najveca resenja tih sistema sadrzana u (Q(l), Qg, e 0.

Ako su 9(1), Qg, .., 02 fazi kvazi-uredenja, tada sve komponente tih najvecih resenja
takode jesu fazi kvazi-uredenja.

Dokaz. Dokazacemo tvrdenje koje se odnosi na sistem (4.4). Tvrdenja koja se
odnose na sisteme (4.5) i (4.6) dokazuju se na potpuno isti nacin.

Neka je {(6",6),...,0})}er proizvoljna neprazna familija reSenja sistema

(4.4) sadrzanih u (Q(l), @g, ..., 0%), inekaje

(01,02,...,00) = \/(64,0,...,0%)
teT

u kompletnoj mrezi (LAlXAl X [A2XA2 5 .o [AnXAn <), odnosno

0;= \/ 6;, za svako j € [1,n].

Tada za proizvoljne (j,k) € J ii € [;; imamo da je

opo = (\/)or" = /(010K

teT teT
= \/(lek ) 8;{) = R;’k o (\/ 8;{) = R{’k 06O,
teT teT

Stoznacidajen-torka (01,02, ...,0,) takode resenje sistema (4.4). Prema tome,
skup reSenja sistema (4.4) je zatvoren za proizvoljne supremume, i o¢igledno
sadrZi najmanji element kompletne mreze (L4141 x LA2XA2 i ... x [AnxAn ),
n-torku koja se sastoji od praznih relacija, i stoga zaklju¢ujemo da je taj skup
isam kompletna mreza, kao i da postoji najvece reSenje (01, 02, .. ., 0n) sistema
(4.4) sadrzano u (6,65, ..., &)

Neka su Q(l), Qg, e, 92 fazi kvazi-uredenja. Zbog refleksivnosti tih fazi rela-
cija imamo da je 4; < g;, za svako j € [1,n], gde je sa A; oznacena iden-
ticka relacija na A;, pa je (41,42,...,4,) reSenje sistema (4.4) sadrZano u
(Qg’,@g, e, 09). Kakoje(01,02,...,04) najvece takvoresenje, toje (41,42,...,4,) <
(01,02,---,0n), 0dnosno A; < pj, zasvako j € [1,n],a to znacida su g1,02, ..., 0n

refleksivne fazi relacije.
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Osim toga, za proizvoljne (j,k) € Jii € [;; imamo da je

ik ik ik
(0j00) oR" = pjo(9joR") = gjo (R} 0 gx)
ik ik ik
= (gjoRM)og = (R og)ogr =R o (oo,

¢ime smo dobili da je (01001,02002,...,01°0n) reSenje sistema (4 4) To reSenje
jesadrzanou (gl, 92, .,09), jer zbog tranzitivnosti fazi relacija Ql, QZ, ., 00 sle-
didaje

gjooj<dfoo)<d,

za svako j € [1,n]. Koriste¢i opet ¢injenicu da je (01, 02, - .., 0x) Najvece reSenje
sistema (4.4) sadrZzano u (9(1), Qg, .., 02), dobijamo da je

(01001,00002,--.,0n°0n) <(01,02,---,0n)

odnosno g;o g; < gj, za svako j € [1,n], 8to znaci da su g1, 0, ..., 0u tranzitivne
fazi relacije.

Prema tome, dokazali smo da su g1, 0, ...,0, fazi kvazi-uredenja, ¢ime je
dokaz teoreme zavrSen. O

U nastavku, za datu familiju ¥ fazirelacija, sa £(¥) ¢emo oznacavati pod-
algebru od L generisanu svim vrednostima koje uzimaju fazi relacije iz 7.

Sledeca teorema daje postupak za izra¢unavanje najveceg reSenja sistema
(4.4) (najvece regularne fazi relacije) sadrzanog u datoj n-torci fazi relacija.

Teorema 4.2.2. Neka je (01,92, ., 00) € LAY x [A2XA2 ... x [ AnXAn proizvoljna
n-torka fazi relacija, i neka je {(0y, 05, ..., 0p)}reN opadajuci niz n-torki fazi relacija
iz LA x [ A2 A2 .o LA A definisan induktiono na slede¢i nacin:

(Q‘}/Q%/ /Qn) = (Ql/ QZ’ 102) (411)
L k k k,
g =on N\ N(®RFed)/REF) A NN (R (G oRE) (4.12)
keAjieljy keP i€l ;

za svako j € [1,n], r € IN. Tada vaZi:
(a) ako postoji s € IN takvo da vaZi

(05,65, 0) = (@, 5" 0y,
tada je (05,05, .- -, 0,) najvece reSenje sistema (4.4) sadrZano u (gl, QZ, L, 0);

(b) ako su A1,Aa, ..., Ay konacni skupovi i podalgebra L(RU { @1,@2, ., 0%)) zado-

voljava DCC, onda je niz {(Q{,QE,...,@;)}reN konacan i postoji s € N takvo da
+1

i (63, 63,..,60) = (&, 65, Gi).

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je (¢,65,-.-,0;) = (Q§+1,Q;+1, .,05th), za neko
s € N. Razmotrimo proizvoljne (jk) € Jii €. Tadaje k€ A;ij€ Py, pana
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osnovu (4.12) dobijamo da je
s — 5t < (R o 07)/RI* : s — s+l < RIK\ (05 o RIK 413
0;=0; <( i og)/ i 1 Ok =0 Sk \(Qjo i)’ (4.13)

ina osnovu svojstva adjunkcije dobijamo da je (4.13) ekvivalentno sa
ik _ ik : ik ik

GioRI"<RI"ogi i Rogi<gioR". (4.14)

Prema tome, dobili smo da je

ik _ ik
Qj ) Rz]' = Rz]' o lec ,

za sve (j,k) € ] ii € Ijy, Sto znadi da je (¢}, 05, .-.,0;) reSenje sistema (4.4).

Otigledno je da je ovo resenje sadrzano u (&9, 6),..., 0p).

Uzmimo da je (01,02,-..,0s) proizvoljno resenje sistema (4.4) sadrzano u
(©@),03,...,00) = (01,0},...,0%)- Pretpostavimo daje (01, 02, -, 0n) < (&, 0y ---, 0),

za neko r € IN. Neka je dato proizvoljno j € [1,1]. Ako je skup /; neprazan i
k€ Ajiié€lj;suproizvoljni elementi, tada imamo da je
0] (e} R{,k < R{,k [e] Qk < sz,"k (e} Q;;,
Sto povlaci
ik ik
0 < (RI"og)/R}",
i odatle dobijamo da je

0; < A /\((R{"‘og,:)/zz{?"). (4.15)

keAjieljy

Ako je skup Pjneprazanik € P;ii€ [ su proizvoljni elementi, onda na isti
nacin dokazujemo da je

o< /\ N\ (R\@GoRY) (4.16)

kePji€l ;

Dakle, ukoliko su /A; i P; neprazni, onda je

o <din \ NRFeRI) A N ARG oRT) =g (417)

kE/\j ZEI]',k kEPj ZEIk,]'

Napomenimo daje, zbog uslova (4.1), bar jedan od skupova /i P; neprazan.
Kako u proizvoljnom uredenom skupu infimum praznog skupa jeste najveci
element, to u slucaju daje jedan od skupova A; i P; prazan imamo da ¢e jedan
od izraza na desnim stranama formula (4.15) i (4.16) biti zamenjen sa V Apa
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u formuli (4.17) ¢e biti izostavljen, pri ¢emu ¢e formule (4.15), (4.16)1 (4.17) i
dalje biti tacne.

Kako (4.17) vazi za svako j € [1,n], to zaklju¢ujemo da je (01,02,--.,01) <
(Q”l,pgﬂ, .,0,t1), i prema tome, matematickom indukcijom zaklju¢ujemo
daje (01,02,-..,0n) < (Q{,Q;,...,Q;), za svako v € N. Odavde dalje sledi da je
(01,02,---,0n) < (@i,@;,...,gi), $to znaci da je (Qi,@;,...,@fl) najvece resenje sis-
tema (4.4) sadrzano u (¢}, ¢), ..., 0%).

(b) Neka su Ay, A, ..., A, kona¢ni skupovi i podalgebra L(RU { 9(1), e 00
zadovoljava DCC.

Za svako I € [1,n] i sve parove (a;,b;) € A; X A;, imamo da je {er(al/bl)}reIN
opadajuéiniz u L(RU {Q?, ...,0%)). Na osnovu pretpostavke, ovaj niz se stabi-
lizuje, i bududi da ima kona¢no mnogo ovakvih nizova, zaklju¢ujemo da

postoji s € IN takvo da se svi ovi nizovi stabilizuju nakon s koraka. To zna¢i
s+1 s+1

daje niZ {(Qg/QEIQ:l)}FEIN konaéani (&_O‘SVQ;/ /Qn) - (Q 102 7 Q,S/l-i-l)
Ovime je dokaz teoreme zavrsen. O

Teorema 4.2.3. Neka je (01,92, ., 00) € LA X [A2XA2 ... x [ AnXAn proizvoljna
n-torka fazi relacija, i neka je {(0y, 05, ..., 0p)}reN opadajuci niz n-torki fazi relacija
iz LA x [ A2 A2 oo LA A definisan induktiono na slede¢i nacin:

(Q%/ Q%/ /Qn) = (Ql/ 02/ /091) (418)
! ik
AT /\ /\ (R0 g /R) (4.19)
keAjiel;y

za svako j € [1,n], r € N. Tada vazi:
(a) ako postoji s € IN takvo da vaZi

s+1  s+1 s+1)
7

(Qi/ Q;r /Qn) = (0 1@y s On

tada je (05,05, .- -, 0y) najvece reSenje sistema (4.5) sadrZano u (gl, QZ, L 0);

(b) ako su A1,Aa, ..., Ay konacni skupovi i podalgebra L(RU { @1,@2, ., 0%)) zado-
voljava DCC, onda je niz {0}, 65/, o)} reN konacan i postoji s € N takvo da

vazi (¢5,05,-..,6) = (&, 65, ..., o).

Dokaz: Dokaz je sli¢an dokazu Teoreme 4.2.2. i bice izostavljen. O

Teorema 4.2.4. Neka je (01,92, ., 00) € LA X [A2XA2 ... x [ AnXAn proizvoljna
n-torka fazi relacija, i neka je {(0y, 05, ..., 0p)}reN opadajuci niz n-torki fazi relacija
iz LA x [A2XA2 .o [AAn definisan induktiono na slede¢i nacin:

(01,03, 00) = (&, 03, .... 00, (4.20)
g =g n N\ N\ (RV\(@oR) 4.21)

keP i€l ;
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za svako j € [1,n], r € N. Tada vazi:
(a) ako postoji s € IN takvo da vaZi

s+1  s+1 s+1

(01,05 --,00) =, 6.0, ),

tada je (@i, g;, ..., 0y) najvece resenje sistema (4.6) sadrZano u (Qg), Qg, .. .,@2);

(b) ako su A1,As, ..., Ay konacni skupovi i podalgebra L(RU {Q(l),gg, . .,92}) zado-
voljava DCC, onda je niz {(Q{,QS,...,@;)}reN konacan i postoji s € N takvo da

vazi (03,05, 0) = (erl, 2“,..., s+1).

Dokaz: Dokaz je slican dokazu Teoreme 4.2.2. i bi¢e izostavljen. O

Teorema 4.2.5. Pretpostavimo da je ANP = 0.

Neka je (69,65, ..., 00) € LAVAT x [A2A2 ... s [Aw*An proizuoljna n-torka fazi

relacija, i neka je (01,02, ..,0n) € LAVAL ) [A2XA2 ¢ [AnXAn yy_torka fazi relacija
definisana sa

0= 0) A A /\((le’" ogg)/R{f"‘), 4.22)
keAjiel

za svako j € [1,n]. Tada je (01, 02,-..,0n) najoece resenje sistema nejednacina (4.5)
sadrZano u (Q(l), Q(Z), e 0.

Dokaz: Neka su dati proizvoljni (j,k) € ] ii € I ;. Tadaje k € P, pa na osnovu
pretpostavke daje AN P = @ dobijamo da k ¢ /A, odnosno /Ay = 0, zbog ¢ega je

a=dn /\ (R og)/RY) = o) AV, =0f.

le/tely;

Osim toga, imamo da je k € /A, paje

il il ik ik ik ik
07 < /\ N\ (R e d)/RY) < R0 o) /R = (R 0 0 /RYY,
leAjtely

ina osnovu svojstva reziduacije dobijamo da je
ik ik
0joR" <R[ oy
Time smo dokazali da je n-torka (1,02, ...,04) reSenje sistema (4.5), i jasno je
da je to reSenje sadrZzano u (Q(l), Qg, .. .,02).
Neka je (01,02,...,0,) proizvoljno reSenje sistema (4.5) sadrZano u n-
torci (Q(l), Qg, ...,0%). Razmotrimo proizvoljno j € [1,n]. Ako je Aj#0,onda za

proizvoljne k € A;ii € I;; imamo da je

ik ik ik
0joR" <R o0 <R/ o,
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odakle sledi da je
ik\ ik
0; <RV\(R["o ).

Kako to vazi za proizvoljne k € /A;ii € I, i kako je, osim toga, 6; < Q?, to za-
klju¢ujemo da je

o< /\ N\ (R og)/RY) =

keA;ieljy

Sa druge strane, akoje /A; =0, ondaje g; = Q(/?, odakle dobijamo daje 6; < g;
Ovimsmo dokazalidaje (01,02, ..., 0n) Najvece reSenje sistema (4.5) sadrzano
u (0(1), Qg, ...,07), ¢ime je dokaz teoreme zavrsen. |

Teorema 4.2.6. Pretpostavimo daje ANP=0.

Neka je (91,92, ., 09) € LA x [ AXA2 ... x [AwXAn proizvoljna n-torka fazi
relacija, i neka je (01,02, -.-,0n) € LAVXAL 5 [ A2XA2 oo [AnXAn - torka fazi relacija
definisana sa

o= A /\ N\ (R oR)), (4.23)

keP i€l i

za svako j € [1,n]. Tada je (01, 02,-..,0n) najvece resenje sistema nejednacina (4.6)
sadrZano u (Q(l), Qg, e, 09).

Dokaz: Dokaz je slican dokazu Teoreme 4.2.5. i bi¢e izostavljen. O

Kao sto smo ranije videli, najveéa reSenja sistema (4.4), (4.5) i (4.6) sadrzana
u datoj n-torci fazi kvazi-uredenja i sama predstavljaju n-torke fazi kvazi-ure-
denja. Kako se u mnogim situacijama javlja potreba za reSenjima ovih sistema
koja se sastoje od fazi ekvivalencija, to se prirodno se namece pitanje kako
izra¢unatinajvece n-torke fazi ekvivalencija koje su resenja sistema (4.4), (4.5)
i(4.6)isadrZzane su u datoj n-torci fazi relacija (gl, Qz, .,09). U nastavku ¢emo
videti daje najpre potrebno da svi ¢lanovi polazne n-torke (01, Qz, .,0%) budu
fazi ekvivalencije. Medutim, to nije dovoljno. Da bi postigli to §to Zelimo
neophodno je izvrsiti i izvesne modifikacije sistema (4.4), (4.5) i (4.6). Naime,
razmatraéemo i sledece sisteme fazi relacijskih jedna¢ina i nejednacina:

oR¥ =R o, a;to RIF=RFoal',  (helicly,  (424)
ajoR* <RFoay, oo RF<RFoarl,  (kelicly  (425)

ajoR* > R0y, a;loRlZ" RFoar!,  (jheliely,  (4.26)

LAX

gdesuay,...,a, promenljive takve da a; uzima vrednosti u i, za svako

jell,n].
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Teorema 4.2.7. Neka je (gg’,gg, coe, 00) € LAYXAL  [A2XA2 3¢ .. [AnXAn proizvoljna
n-torka fazi relacija.

Skupovi svih reSenja sistema (4.24), (4.25) i (4.26) Cine kompletne mreZe, pa
stoga postoje najveca resenja tih sistema sadrZana u (@(1), Qg, s 00).

Ako su Qg), Qg, ..., 00 fazi ekvivalencije, tada sve komponente tih najveéih redenja
takode jesu fazi ekvivalencije.

Dokaz: Na isti na¢in kao u dokazu Teoreme 4.2.1. dobijamo da su skupovi
reSenja sistema (4.24), (4.25) i (4.26) zatvoreni za proizvoljne supremume i
sadrZe najmanji element kompletne mreze (L4141 x [42%42 x ... x [An4n <),
pa su ti skupovi i sami kompletne mreZe, odakle sledi da postoje najveca
reSenja sistema (4.24), (4.25) i (4.26) sadrZana u (9(1), Qg, e 0.

Neka su Q(l), 9(2), ey @2 fazi ekvivalencije, i neka je (01, 02, . .., 0n) Najvece rese-
nje bilo kog od sistema (4.24), (4.25) i (4.26). Na isti na¢in kao u dokazu Teore-
me 4.2.1. dobijamo da su g1, 02, .. ., 0x fazi kvazi-uredenja.

Ako je (01,02,-..,0n) reSenje bilo kog od sistema (4.24), (4.25) i (4.26),
onda je i n-torka (g} 1L 0y 1 ...,0;1) redenje tog istog sistema, i ako je pri tome
(01,02, .., 0n) najvece resenje, onda dobijamo da je

(0‘1_1/02_1//01;1) < (01102/---/011)/

odnosno Q]._l < gj, za svako j € [1,n], $to dalje povlaci da je g; = 9]71, za svako
j€[1,n]. To znadi da su g1, 02, ..., 0, simetri¢ne fazi relacije, odakle sledi da
su 01,02, ...,0n fazi ekvivalencije. O

Teorema 4.2.8. Neka je (gg’,gg, coe, 00) € LAYXAL  [A2XA2 5 .. LA An proizvoljna

n-torka fazi relacija, i neka je {(0y, 05, - ., 0p)}reN opadajuci niz n-torki fazi relacija
iz LAV x [A>X A2 oo LA A definisan induktivno na slede¢i nacin:

(01,03, 00) = (61,03 ., 00), (4.27)
=g A N\ N (IRFog/REIAER @) RAT )n @28)
keAjieljy
AN N\ (R @Go RA R (@)™ o RID Y,
keP i€l ;

zasve j € [1,n]ir e N. Tada vaZi:
(a) ako postoji s € IN takvo da vaZi

s+1  s+1 s+1)
7

(Qi’@;’/é)fl) :(01 102 seer Oy

tada je (65, 03,---,0) najvece reSenje sistema (4.24) sadrZano u (gg’,gg, cer, 92);

(b) ako su A1,Aa,...,An konacni skupovi i podalgebra L(RU {Q?,...,@S}) zadovo-
ljava DCC, onda je niz {(0], 05, 01)}reN konacan i postoji s € N takvo da vazi

(Qi,@;,---,@',i) = (0?1/0?1/---/0?1 .
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Dokaz: (a) Uzmimo da je (¢}, 05,...,0;,) = (Qiﬂ, 2“,..., s*1) za neko s € IN.

Razmotrimo proizvoljne (j,k) € Jii € I;;. Tadajek € A;i j € Py, i kao u dokazu
Teoreme 4.2.2. dobijamo da je

ik ik
Q; o RZ( = RZ( °g. (4.29)
Osim toga, na osnovu (4.28) imamo da je
ik - k- . ik - jk\q—
o= <IR (@) /R i g =gt <[RI\(@) e RO,
Sto je ekvivalentno sa
- ik - ik . - ik - ik
@) <SRTo(@) /RS i (g7 SRIN((@) T oR).
Na osnovu svojstva adjunkcije, to je ekvivalentno sa
- ik ik - . ik - - ik
(@) oRITSRTo(g)T i R o () <(g) T oR],
¢ime smo dobili da je
- ik _ ik -
) YoRIF =R o (o)™ (4.30)
Dakle, dokazali smo da (4.29) i (4.30) vaZi za proizvoljne (j k) € Jii € I, $to
znaci daje (¢, 6},...,0;) reSenje sistema (4.24), i oCigledno je da je to reSenje
sadrzano u (¢?,09,...,0%).

Uzmimo daje (01,02, ...,0n) proizvoljno reSenje sistema (4.24) sadrzano u

(gg’,gg,...,gg) = (Q%,Qé,...,g}l). Pretpostavimodaje (01,02, --.,0n) <(0],05,---,0p),
za neko r € IN. Neka je dato proizvoljno j € [1,1]. Ako je skup /; neprazan i
ke Ajiielj;suproizvoljni elementi, tada je

ik _ ik ik . - ik _ ik - ik -
9joR"<RMog <R ogl i (9) " oRI <R o () <R o (g
Sto povlaci
ik ik . - ik - ik

0j SRITog)/RI" i (o) ' <R} o (g)™)/R],

odnosno . . . o
0; < (RI 0 /R AR} o (g)™)/RIT.

Prema tome, dobili smo da je

o< /\ N(R o /RFIAIR o (/R @3D)

keA j iel ik
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Ako je skup Pjneprazanik € P;ii € I, su proizvoljni elementi, onda na isti
nacin dokazujemo da je

o< A\ N\ (R\@GoRM AR (@RI Y. (432)

kePjiel

Dakle, ukoliko su A; i P; neprazni, onda je

o <dn N ANRF o /RFIALRF 0 (@) )/RFT ) (433)
keAjiel;y
AN\ N RG o REIAGRA(@) ™ o RDT) = 0.
keP;icly,;

Kao 8to smo vec ranije rekli, bar jedan od skupova /i P; neprazan, i u slu¢aju
dajejedan od skupova /i P; prazan imamo da ¢e jedan od izraza na desnim
stranama formula (4.31) i (4.32) biti zamenjen sa Va au formuli (4.33) ¢e
biti izostavljen, pri ¢emu ée formule (4.31), (4.32) i (4.33) i dalje biti tacne.

Kako nejednakost (4.33) vaZzi za proizvoljno j € [1,#], to zaklju¢ujemo da je
(01,02,---,00) <(0F +1,Q£+1, ., 01, odakle matemati¢kom indukcijom dobija-
modaje(01,02,...,0n) < (Ql, Qz, .,0p), zasvakor € N. Odavde dalje sledi da je
(01,02, 0n) <(0},05---,00), 1 prema tome, (¢}, 05, ---,0;) je najvece reSenje
sistema (4.24) sadrZano u (Ql, Qz, L 09).

(b) To dokazujemo na isti nac¢in kao odgovarajuci deo Teoreme 4.2.2. 0O

Teorema 4.2.9. Neka je (Ql,QZ, ., 09) € LA [ A2XA2 5 .. x [ AnXAn proizuoljna
n-torka fazi relacija, i neka je {(0y, 0%, ..., 0p)}reN opadajuci niz n-torki fazi relacija
iz LA x [ A2 A2 .o LA A definisan induktiono na slede¢i nacin:

(Q‘}/ Q%/ /Qn) = (Ql/ 02/ 102) (434)
g =dn \ N\(IRFog)/RFIAIR o (@)™ )RMT)  (435)
ke IGI]k

za svako j € [1,n], r € N. Tada vazi:
(a) ako postoji s € IN takvo da vaZi

s+1 s+1)
7

(Qi’é);’ ’Qn) = (QS+1r Oy seeesOn

tada je (05, 05,. ) najvece resenje sistema (4.25) sadrzanou( ,09,...,0%;
Je 07,05 n) 14aj ] 01 02 On

(b) ako su Al,Az, .. .,An konacni skupovi i podalgebra L(RU { 91,92, ,Qn}) zado-
voljava DCC, onda je niz {(Q{,Qg,...,p,ﬁ)}rem konacan i postoji s € N takvo da

vazi (65,65,-..,0) = (@, 05 ... 657 D).

Dokaz: Dokaz je slican dokazu Teoreme 4.2.8. i bi¢e izostavljen. O
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Teorema 4.2.10. Neka je (gg’, Qg, coe, 00) € LAAL x [ A2XA2 . [AnXAn proizvolina
n-torka fazi relacija, i neka je {(0y, 05, - ., 0p)}reN opadajuéi niz n-torki fazi relacija

iz LAV x A2 oo LA A definisan induktivno na slede¢i nacin:

(01,03 00) = (&, 05,0, (4.36)
g =0A N\ ARG o RDIARN( T oRT)  (437)
kGP]' Z'EIk/j

za svako j € [1,n], r € IN. Tada vaZi:
(a) ako postoji s € IN takvo da vaZi

s+1  s+1 s+1)
7

(0,05 --.,0) =07, 05,....0;

tada je (63,05, ..., 0}) najvece resenje sistema (4.26) sadrzano u (Q(l),@g, e 00);

(b) ako su A1,As, ..., Ay konacni skupovi i podalgebra L(RU {Q(l),gg, . .,92}) zado-
voljava DCC, onda je niz {(Q;,Q;,...,Q;)}rem konacan i postoji s € N takvo da

vazi (03,05, 0) = (erl, 2“,..., s+,

Dokaz: Dokaz je slican dokazu Teoreme 4.2.8. i bice izostavljen. O

Teorema 4.2.11. Pretpostavimo daje ANP = 0.

Neka je (gg’,gg,...,gg) € LAAL x [A2XA2 ... x LA 4n proizvoljna n-torka fazi

relacija, i neka je (01,02, -.-,0n) € LAVXAL 5 [ A2XA2 oo [AnXAn - torka fazi relacija
definisana sa

ik ik ik — iky—
o= A\ (R0 o) /RIIATR o () ™/RITT), (4.38)
kEAj Z'EIj/k
za svako j € [1,n]. Tada je (01,02, ..., 0n) najvece resenje sistema nejednacina (4.25)
sadrZano u (0(1), Qg, e 0.

Dokaz: Razmotrimo proizvoljne (j k) € Jii € Ijx. Na isti na¢in kao u dokazu

Teoreme 4.2.5. dobijamo daje g = Q]((). Takode, imamo daje k € /A;, odakle sledi
daje

o< /\ NI o DRIAR o (@) /R
leAtely)
<IR o g)/RITA LR o ()R
(R o 0 /RITAIR] o ) /RIT,

Sto znaci daje

ik ik . _ ik _ ik
o <RITog)/R i o' <R og /R,
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odnosno . o o o
s Iz : -1 Iz Iz -1
0joR” SR7og i 0] oR7<RTog .

Prema tome, (01, 02, ..., 0x) je reSenje sistema nejednacina (4.25), i o¢igledno je
sadrzano u (Q(l), Qg, o 00).

Nekaje (01,0,,...,0,) proizvoljno resenje sistema (4.25) sadrzano u n-torci
(Qg’,gg,...,gg). Razmotrimo proizvoljno j € [1,1]. Ako je A; # 0, onda za pro-
izvoljne k€ Ajii€l;x imamo daje

ik ik ik . - ik ik - ik -
G/ORZ( <R{ 09k<R{ og](() i GjloR{ <R£ 06k1<R£ 0(02) L
odakle dobijamo da je
ik ik . ik - jkq—
0j<RITog)/R" i 0, <RI o(@) /R,

odnosno " " ” ”
0; <I(R!" 0 o))/RI"TALR! o () ™)/RI'T .

Kako to vazi za proizvoljne k € A ii € I4, i kako je, osim toga, 6; < Q?, to za-
klju¢ujemo da je

;<A /\ N\ (IR0 )/RFIAIR o () )/RITT) = g

ke j i€l ik

Sa druge strane, akoje A; =0, ondaje g; = Q?, odakle neposredno sledi da

je 0; < ;.
Ovim smo dokazalidaje (01,02, ..., 0:) Najvece reSenje sistema nejednacina
(4.25) sadrzano u (Qg’,gg, ...,0%), pa je dokaz teoreme zavren. O

Teorema 4.2.12. Pretpostavimo da je ANP = 0.
Neka je (69,65, ..., 00) € LAVAT x [A2A2 ... s [Aw*An proizuvoljna n-torka fazi
relacija, i neka je (01,02, ..,0n) € LAVAL 5 [A2XA2 ¢ [AnXAn py_torka fazi relacija

definisana sa
k,j k,j k,j - kjvq—
=) A N\ A\ (IR o ROIAR\ () o RN, (4.39)
keP i€l ;

za svako j € [1,n]. Tada je (01,02, ..., 0n) najvece resenje sistema nejednacina (4.26)

sadrzano u (0(1),0(2), e ).

Dokaz: Dokaz je slican dokazu Teoreme 4.2.11. i bi¢e izostavljen. O
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4.3. Neke instance opstih viSe-modalitetnih sistema

U prethodnom odeljku bavili smo se sistemima fazi relacijskih jednacina i ne-
jednacina koje moZemo nazvati opstim vise-modalitetnim sistemima. U ovom
odeljku bavi¢emo se nekim “jednostavnijim" sistemima, od kojih svaki pred-
stavlja instancu nekog opsteg vise-modalitetnog sistema, u smislu da svako
reSenje tog novog sistema mora biti reSenje i odgovarajuéeg opsteg sistema.
Naime, razmatra¢emo sledece sisteme:

ajoRF < RIF, (R elicly, (4.40)
ajoRIF<RF,  RIF<RFouq, Gk elicly, (4.41)
R ooy <R, Gk el iely, (4.42)
R¥om<RIF,  RF<ajoRK, Gheliely, (4.43)
ajoRF <R, RIFoa <RI Gkeliely, (4.44)
ajoRF=R¥,  RFom =R Gkeliely, (4.45)
gdesu ay,...,a, promenljive takve da a; uzima vrednosti u LA>4, za svako

jell,n].

Teorema 4.3.1. Neka je (gg’,gg, coe, 00) € LAYXAL X [A2XA2 5 .. [AnXAn proizvoljna

n-torka fazi relacija. Tada vaZi sledeCe:

(a) Skupovi svih resenja sistema (4.40), (4.42), (4.44) i (4.45) ¢ine kompletne mreZe,
pa stoga postoje najveca reSenja tih sistema sadrZana u (Q?,Qg, e 0).

(b) Ako su Q(l), Qg, .., 0 fazi kvazi-uredenja, tada sve komponente tih najoecih reSenja
takode jesu fazi kvazi-uredenja.

(c) Najvece reSenje sistema (4.40) sadrZano u (9(1), Qg, .., 09) je takode i najvece rese-
nje sistema (4.41) sadrzano u (69,09, ..., 09).

(d) Najvece resenje sistema (4.42) sadrZano u (Q(l), Qg, ..., 00) je takode i najvece rese-
nje sistema (4.43) sadrzano u (gg’,gg,...,gg).

(e) Najuece resenje sistema (4.44) sadrzano u (69, &,..., 0) je takode i najvece rese-

nje sistema (4.45) sadrzano u (g?,gg,...,gg).

Dokaz: (a) Zbog distributivnosti kompozicije u odnosu na proizvoljne unije
fazi relacija imamo da su skupovi reSenja nejednacina

ik ik . ik ik
a,-oRl( <Rl{ i R{. oak<R{.
ijednacina
ik ik . ik ik
af/'ORl( :Rl/ 1 le oak:le.

zatvoreni za sve supremume u kompletnoj mrezi L4141 x ... x LA»*4n odakle
sledi da to vazi i za skupove reSenja sistema (4.40), (4.42), (4.44) i (4.45).
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Kako skupovi reSenja tih sistema sadrZe najmanji element kompletne mreze
LAALx . x [An4n 10 i oni sami ¢ine kompletne mreZe i postoje najveéa
reSenja tih sistema sadrzana u (g?,gg, e 00).

(b) Neka je (01,02, - ..,0q) najvece resenje bilo kog od sistema (4.40), (4.42),
(4.44)i (4.45) sadrzanou (Q(l), @(2), ...,09). Kao u dokazima Teorema 4.2.1.14.2.7.,
jednostavno dobijamo da su (Aq,A4,,...,4,)i(01001,02002,. .., 01 © 0n) TeSenja
tog sistema sadrZana u (gg’,gg,...,gg), odakle sledi da je A; < p;i0j00;<pj,
za svako j € [1,n], §to znadi da su g1, 02, ...,0s fazi kvazi-uredenja.

(c) Neka je (01,02, ...,0n) najvece resenje sistema (4.40) sadrZano u n-torci

(Q?,gg, ...,0%). Tada su g1, 02, ..., 0n refleksivne fazi relacije, odakle sledi da je

ik ik
RI"<R["og,

zasve (],k) € Jii € I, $to znaci daje (01,02, --.,0n) TeSenje i sistema (4.41).
Akoje (01,0,,...,0;) reSenje sistema (4.41) sadrzano u (Q(l), Qg, .. .,02), onda
je (601,02, ...,0,) reSenje i sistema (4.40), odakle sledi da je

(61162/' . 'lel’l) < (01102/' . 'IQH)/

¢ime smo dokazali daje (01,02, ..., 0n) Najvece reSenje sistema (4.41) sadrzano
u (e, ... 00

(d) To se dokazuje na potpuno isti na¢in kao i (c).

(e) Neka je (01,02, ...,01) najvece reSenje sistema (4.44) sadrzano u n-torci
(@0, 6,...,0%). Na osnovu (c) i (d) imamo da je (01,02,...,0n) takode resenje
sistema (4.41) i (4.43), pa je jasno da je i reSenje sistema (4.45).

Na istina¢in kao u dokazu tvrdenja (c) dobijamo daje (01, 02, ..., o) Najveée
reSenje sistema (4.45) sadrzano u n-torci (gg’, Qg, s 00). O
Teorema 4.3.2. Neka je (gg’,gg, coe, 00) € LATXAL X [A2XA2 5. [AnXAn proizvoljna
n-torka fazi relacija, i neka je (01,02, ..., 0n) € LAYXAL 5 [A2XA2 s [AnXAn y_torka
fazi relacija definisana sa

a=dn N AR A A RAR), g

kE/\]' l‘GI]'/k kEPj Z'EIk/j

za svako j € [1,n]. Tada je (01,02, ..., 0n) najvece resenje sistema (4.44) i (4.45) sa-

drZano u (g?,gg,...,gg).

Dokaz: Razmotrimo proizvoljne (j,k) € Jii €I ;. Tadaje k € A}, pana osnovu
(4.46) imamo da je

o <RIIR},
odakle sledi da je

0joRIF < RI%. (4.47)

Sa druge strane, imamo da je j € Py, pa opet na osnovu (4.46) dobijamo da je
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ik\ ok
o <RIM\RY,
odnosno " .
RFog <R (4.48)
Prema tome, za proizvoljne (j k) € J ii € I vaZzi (4.47) 1 (4.48), $to znaci da je
n-torka (01,02, ...,0n) reSenje sistema (4.44).

Dalje, neka je (01,05, ...,0,) proizvoljno reSenje sistema (4.44) sadrZano u
(Q?,Qg, . .,@2). Razmotrimo proizvoljno j € [1,1]. Tada za proizvoljne k € A; i
i € I;; imamo da je (j k) € ], pa na osnovu (4.44) dobijamo da je

9]' OR]."k < R("k,
1 1
odakle na osnovu svojstva reziduacije sledi da je
< RIKRIK
0; <R7/R;.
Prema tome, zaklju¢ujemo da je
ik ik
0;< /\ N\ (R*/RF) (4.49)
ke j iel ik
Sa druge strane, za proizvoljne k € P;ii € Iy j je (k, j) € ], pa prema (4.44) sledi
daje
R 06; <R,
1 1
odnosno, prema svojstvu reziduacije,
k,j\ pk,j
0; <R”\R.".
Odatle zaklju¢ujemo da vazi

0i< /\ \(RV\RY). (4.50)

kePji€l ;

Sada na osnovu (4.49), (4.50) i pretpostavke da je 6; < Q(/?, za svako j € [1,n],
dobijamo da za proizvoljno j € [1,n] vazi

or<din J\ NRRE A A RAR) =0

keAjiel;y keP i€l i

Time smo dokazali da je (01, 02,-..,0:) Najveée reSenje sistema (4.44), a na
osnovu Teoreme 4.3.1. i najvece reSenje sistema (4.45). O

Teorema 4.3.3. Neka je (gg’,gg, e, 00) € LATAL X [A2XA2 5. LA An proizvoljna

n-torka fazi relacija, i neka je (01,02, ..., 0n) € LAVAL ) [A2XA2 oo [ AnXAn 1_torka
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fazi relacija definisana sa
ik ik
o=g'n /\ \RE/RE) @s1)
keAjieljy

za svako j € [1,n]. Tada je (01,02, ...,0n) najvece resenje sistema (4.40) i (4.41) sa-

driano u (gg,@g,...,gg).

Dokaz: Dokaz je slican dokazu Teoreme 4.46 i bice izostavljen. O

Teorema 4.3.4. Nekaje (09,0, ...,00) € LA x LA2A2 ... x LAn>An proizuoljna

n-torka fazi relacija, i neka je (01,02, . .., 0n) € LAV X LA2XA2 5 .. 5 [AwXAn yptorka
fazi relacija definisana sa

o=\ /\(RNRY) 4.52)

kePji€l ;

za svako j € [1,n]. Tada je (01,02, ...,0n) najvece resenje sistema (4.42) i (4.43) sa-

drZano u (gﬁ’,pg,.--,gﬂ)-

Dokaz: Dokaz je slican dokazu Teoreme 4.46 i bice izostavljen. O
Razmatra¢emo takode i sledece sisteme:
ajoRF <RI, ailoRF <R, GiKelicly (453)

ik ik _ ik ik ik ik ik ik _
ajoRI" <R, ajloR{. <R/, RIF<RIFfowqy, RIF<RIMoa!, (454)

(k) e i€l
R¥oa <RI, RFoa! <RI, (el icly, (455)
Rfoa <R, Rfoai' <R, RIF<ajorlf, RIF<ailorlf, (456)
(ke ieli,
ajoRIF <RI, ailo RF<RF, RFom <R, RFoa'<RF  (457)
(ke ieli,
ajoRI* =RI¥, ailo RF=RF, Rfom =R, RFoa'=R* (458
(ke ieli,

gdesu ay, ..., a, promenljive takve da a; uzima vrednosti u L4747, za svako
jell,n].

Teorema 4.3.5. Nekaje (02,0, ...,00) € LA x LA2A2 ... x LAn>An proizooljna

n-torka fazi relacija. Tada vaZi sledece:

(a) Skupovi svih resenja sistema (4.53), (4.55), (4.57) i (4.58) ¢ine kompletne mreZe,

pa stoga postoje najveca reSenja tih sistema sadrZana u (Q(l),@g, e 0.
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(b) Ako su Qg), Qg, .., 00 fazi kvazi-uredenja, tada sve komponente tih najoecih redenja
takode jesu fazi kvazi-uredenja.

(c) Najvece resenje sistema (4.53) sadrzano u (Q(l), Qg, ..., 00) je takode i najvece rese-
nje sistema (4.54) sadrzano u (gg’,gg,...,gg).

(d) Najuece resenje sistema (4.55) sadrzano u (69, &, ..., 09) je takode i najvece rese-
nje sistema (4.56) sadrzano u (g?,gg,...,gg).

(e) Najvece resenje sistema (4.57) sadrzano u (Q(l), Qg, ..., 00) je takode i najvece rese-
nje sistema (4.58) sadrzano u (69,09, ..., 0%).

Teorema 4.3.6. Nekaje (09,0, ...,00) € LA x LA2A2 ... x LAnAn proizooljna
n-torka fazi relacija, i neka je (01,02, . . ., 0n) € LAV X LAA2 .. [AnXAn yy_torka

fazi relacija definisana sa

o=en /\ ARFIRF)A N\ A (RPVRY), (459)

kE/\j Z’EI]',k kEPj iEIk,j

za svako j € [1,n]. Tada je (01,02, ...,0n) najvece resenje sistema (4.57) i (4.58) sa-

drZano u (gﬁ’,pg,.--,gﬂ)-

Teorema 4.3.7. Neka je (Q?,Qg, e, 09) € LA [ A2X A2 i LA AN proizvoljna

n-torka fazi relacija, i neka je (01,02, ..., 0n) € LAVAL ) [A2XA2 oo [ AnXAn 1_torka
fazi relacija definisana sa

o= \ NRIR) 0

ke/l] Z’EI]',k

za svako j € [1,n]. Tada je (01,02, ...,0n) najvece resenje sistema (4.53) i (4.54) sa-

drzano u (gﬁ’,pg,.--,gﬂ)-

Teorema 4.3.8. Neka je (Q?,Qg, e, 09) € LA [ A2X A2 . x LA An proizvoljna

n-torka fazi relacija, i neka je (01,02, ..., 0n) € LAVAL 5 [A2XA2 oo [ AnXAn 1_torka
fazi relacija definisana sa

o= [\ N\ (RV\RY), (4.61)

kEPj Z’EIk,]'

za svako j € [1,n]. Tada je (01,02, ...,0n) najvece resenje sistema (4.55) i (4.56) sa-

drzano u (gﬁ’,pg,.--,gﬁ)-
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4.4. Izracunavanje najvedih krisp reSenja viSe-modalitetnih
sistema

Kao $to smo videli, algoritmi koje smo dali u Odeljku 4.2., za izratunavanje
najvecih reSenja vise-modalitetnih sistema (4.4)—(4.6) i (4.24)—(4.26) sadrzanih
u datoj n-torci fazi relacija, ne moraju se obavezno zavrsiti u kona¢nom broju
koraka. Izuzetak su jedino sistemi nejednacina (4.5), (4.6), (4.25) i (4.26), u
slu¢aju kada je AN P =0, ¢ija se najveca reSenja tada izracunavaju direktnim
metodama, bez upotrebe iteracije. Zbog toga se prirodno nameée pitanje: Sta
raditi u slu¢aju kada ovi algoritmi ne daju rezultate?

U nedostatku drugih algoritama koji bi kao rezultat dali najveca resenja
vise-modalitetnih sistema sadrzanih u datoj n-torcifazirelacija, bilo birazum-
no zadovoljiti se nekim manjim reSenjima tih sistema. Na primer, takva rese-
nja bi dobili izracunavanjem najvecih reSenja instanci vise-modalitetnih sis-
tema razmatranih u Odeljku 4.3. Ono $to je dobro je da se svi sistemi razma-
trani u tom odeljku resavaju direktnim metodama, bez upotrebe iteracije.
Medutim, ogranicenja koja ti sistemi namec¢u mogu biti suvise jaka, Sto za
posledicu moZe imati to da i najveca reSenja tih sistema mogu biti suvise mala
(na primer, mogu biti n-torke identickih relacija). Stoga nije na odmet imati
jo$ neko alternativno reSenje, poput onog koje dajemo u ovom odeljku.

Naime, u ovom odeljku dajemo algoritme za izra¢unavanje najvecih krisp
reSenja sistema (4.4)—(4.6)1i (4.24)—(4.26) sadrZanih u datoj n-torci fazi relacija.
Ti algoritmi se dobijaju modifikacijom algoritama iz Odeljka 4.2., tako da se
svode na konstrukciju opadajuéih nizova n-torki krisp relacija. U slu¢aju kada
se radi sa vise-modalitetnim fazi relacijskim sistemima sa modalitetima koji
su konacni skupovi, a takvi su svi oni koji se sre¢u u prakti¢nim primenama,
ti nizovi n-torki krisp relacija se obavezno stabilizuju nakon kona¢no mnogo
iteracija, $to kao rezultat daje najveca krisp reSenja sistema (4.4)—(4.6), odnos-
no (4.24)-(4.26), sadrzana u datoj n-torci fazi relacija.

Najpre dajemo postupak za izra¢unavanje najvecih krisp reSenja vise-mo-
dalitetnog sistema (4.4).

Teorema 4.4.1. Neka je (Ql,QZ, ., 09) € LA x [ A2X A2 s x [ AnXAn proizvolina
n-torka fazi relacija, i neka je {(&}, &5, ..., Ep)lreN opadajuciniz n-torki krisp relacija
iz QAIXAL 5 DAIXA L ¢ ZA"XA", definisan induktiono na slede¢i nacin:

(€185 E0) = (@) (@), (@)), (4.62)
t=an (R oeprRE) N (RN RT) @63
keAjieljy kePjiely ;

zasve j€[1,n], reN.
Ako su Ay,Ay, ..., Ay konacni skupovi, onda je (&1, &5 -+, ERtren konacan niz
i postoji s € N tako da vaZi

(&,8,...,.&) =&, &,...,8M, (4.64)
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s, ..., &) je najvece krisp resenje sistema (4.4) sadrZano

i u tom slucaju n-torka (&3, &5, ..
u(,09,...,09). Osim toga, ako su %, 09,..., oY, fazi kvazi-uredenja, onda sve kom-

ponente tog najveceg krisp resenja jesu kvazi-uredenja.

Dokaz: Prema pretpostavci, A, Ay, ..., A, sukonaéni skupovi, pa je jasno da
je i 24141 x 2A42xAa ... x 2An*An konadan skup. Odavde neposredno sledi da
jeiniz {(&, ;, ..., &) }reN konadan, i kako je taj niz opadajudi, na jednostavan
nacin dobijamo da postoji s € N tako da vaZi (4.64). Dalje, na isti na¢in kao u
dokazu Teoreme 4.2.2., koris¢enjem Bulovih reziduala umesto obi¢nih rezi-
dualaisvojstva reziduacije za Bulove reziduale, dobijamo daje (&3, 3, &)
najvece krisp resenje sistema (4.4) sadrzano u (Qg’,@g, e 0.

Takode, ako su @(1), Qg, ...,0Y fazi kvazi-uredenja, onda na isti nacin kao u

dokazu Teoreme 4.2.1. dobijamo da su &3, &5, ..., &, kvazi-uredenja. O

Narednih pet teorema, kojima se daju postupci za izratunavanje najvecih
krisp reSenja sistema (4.5), (4.6) i (4.24)—(4.26) sadrZanih u datoj n-torci fazi
relacija, dokazuje se na sli¢an na¢in kao Teorema 4.4.1., odnosno odgovara-
juce teoreme iz Odeljka 4.2. Stoga ¢e njihovi dokazi biti izostavljeni, a formu-
lacije teorema se navode potpunosti radi, jer ¢e se konstrukcije nizova n-torki
krisp relacija, koje se u njima daju, u daljem tekstu ove disertacije koristiti u
kreiranju algoritama i programa za izra¢unavanje najvecih krisp resenja sis-
tema (4.5), (4.6) i (4.24)—(4.26).

Teorema 4.4.2. Neka je (gg’,gg, coe, 00) € LAYXAL  [A2XA2 5 .. LA An proizvoljna
n-torka fazi relacija, i neka je {(&", & ElreN opadajuéi niz n-torki krisp relacija
iz 241341 5 DAX A2 5 . x DA An definisan induktivno na sledeci nacin:

(E1 & &) = (@) (@), (), (4.65)
gl=en() (RFFogn) 7 RY) (4.66)
keAjieljy

zasve j€[1,n], r€N.
Ako su Ay,Ay,...,An konacni skupovi, onda je (&1, &5 -+, Etren konacan niz
i postoji s € N tako da vaZi

(és/ 3115151) = (é§+1/5§+1/---/51s1+1)/

i u tom slucaju n-torka (&5, ;, ..., &%) je najvece krisp resenje sistema (4.5) sadrZano
u (Q?,Qg, .., 0%). Osim toga, ako su 9(1), Qg, .., 00 fazi kvazi-uredenja, onda sve kom-
ponente tog najveceg krisp resenja jesu kvazi-uredenja.

Teorema 4.4.3. Neka je (gg’,gg, coe, 00) € LAYAL X [A2XA2 5 .. LA An proizvoljna
n-torka fazi relacija, i neka je {(&", & ElreN opadajuéi niz n-torki krisp relacija

iz 241%A1 5 DA A2 5 . x DA XAn definisan induktivno na sledeci nacin:
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(&1, & &0 = () (D)., (D)), (4.67)
G =G0 R &R (4.68)
kePjicly ;

zasve j€[1,n], reN.
Ako su Ay,Ay,...,An konacni skupovi, onda je {(E1, &5 EDlren konacan niz
i postoji s € N tako da vaZi

(E,8,...,&)=(EN,&1,...,&8M,

i u tom slucaju n-torka (&5, &5, ..., &) je najoece krisp resenje sistema (4.6) sadrzano
u (gg’,gg, ..., 09). Osim toga, ako su 0(1), Qg, <., 00 fazi kvazi-uredenja, onda sve kom-

ponente tog najveceg krisp resenja jesu kvazi-uredenja.

Teorema 4.4.4. Neka je (g?,gg, coe, 00) € LATXAL X [A2XA2 5 .. LA An proizvoljna
n-torka fazi relacija, i neka je {(&3, &5, - .., &) reN opadajuciniz n-torki krisp relacija
iz 241741 5 DAY A2 5 . DA XAn definisan induktivno na sledeci nacin:

(&1, &3 E) = (@) (@) -, (dh)"), (4.69)
gt =g () NI®R o)/ RAAR 0@/ R ) @70)
keAjiel;y
N )R e RNINART A (D™ e RN,
keP i€l ;

zasve je[1,n]ireN.
Ako su Ay,Ay, ..., Ay konacni skupovi, onda je {(E1 &5 Elren konacan niz
i postoji s € N tako da vaZi

(és/ ;//éfq) = (é§+1,£;+1/.”/5151+1)/

iutomsslucajun-torka (&5,&5,...,&;5,) je najvece krisp resenje sistema (4.24) sadrZano
u(2,09,...,00). Osim toga, ako su 03,09, ..., 0\ fazi ekvivalencije, onda sve kompo-
nente tog najveceg krisp resenja jesu ekvivalencije.

Teorema 4.4.5. Nekaje (0%,0, ..., 00) € LAV x LA A2 ... LAn>An proizooljna

n-torka fazi relacija, i neka je {(&", & ElreN opadajuéi niz n-torki krisp relacija
iz 241%A1 5 DA A2 5 . x DA An definisan induktivno na sledeci nacin:

(] = () oo () @71)
gt =g () ®RF & RIAR o™ /RYT)  @72)
kEA] iEIj,k

zasve je[1,n]ireN.
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Ako su Ay,Ay, ..., Ay konacni skupovi, onda je (&1, &5+, Etren konacan niz
i postoji s € N tako da vaZi

(és/ ;//éfq) = (é§+1/5§+1/---/5151+1)/

iutomslucajun-torka (&5,5,...,&;,) je najvece krisp resenje sistema (4.25) sadrZano
u (@(1), Qg, ..., 0%). Osim toga, ako su Q?, @g, ..., 0% fazi ekvivalencije, onda sve kompo-
nente tog najveceg krisp resenja jesu ekvivalencije.

Teorema 4.4.6. Nekaje (0,0, ..., 0%) € LAV x LA A2 ... LAn>An proizuoljna
n-torka fazi relacija, i neka je {(&", & ElreN opadajuéi niz n-torki krisp relacija

iz 241%A1 5 DA A2 5 . x DA An definisan induktivno na sledeci nacin:

(&, eh o &) = (@ (@) . (D)), (4.73)
=0 ()[R EoRMNARI (€™M eRIDT),  (474)
keP; i€l j

zasve je[1,n]ireN.
Ako su Ay,Ay, ..., Ay konacni skupovi, onda je (&1, &5 -+ Etren konacan niz
i postoji s € N tako da vaZi

(és/ ;/ .. /éf’l) = (éi‘kll 5§+1/ .. -/éf’l+1)/
iutomslucajun-torka (£3,&;,...,&;) je najvece krisp reSenje sistema (4.26) sadrZano

2
u (@(1), Qg, ..., 0%). Osim toga, ako su Q?, @g, .., 0% fazi ekvivalencije, onda sve kompo-

nente tog najveceg krisp resenja jesu ekvivalencije.

4.5. Koli¢nicki vise-modalitetni fazi relacijski sistemi

Nekaje dat vise-modalitetni fazi relacijski sistem M= (A1, Ay, ..., An,R), gdeje
ik, .
R= (R0 el iely),

inekaje (01,02,...,0n) € LATXAL .o [AnxAn 1_torka fazi kvazi-uredenja. Kao
i ranije, za svako j € [1,n] sa §; oznatavamo prirodnu ekvivalenciju od g;, a
sa A/gj odgovarajuci koli¢nicki skup.

Za proizvoljne (j,k) € ] ii € I ; definisemo fazi relaciju sz.’k € LAGXA&) g5

RX(@)ay (@0)a) = (00 R 0 go)aj ), (4.75)

zasveaj € Ajiay€ Ay.
Najpre dokazujemo sledece:
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Lema 4.5.1. Za proizvoljne (j,k) € ] ii € Iy j, fazi relacija Rfk je dobro definisana.

Dokaz: Primetimo najpre da je (4.75) ekvivalentno sa

R (@))a,, (@) = (aj0)) o R o (ara), (4.76)

zasvea; € Ajiag € Ay, gde ajp; oznacava gj-afterset od a;, dok gy, oznacava
or-foreset od ay. Pretpostavimo sadadasuaj,bj € A;iay, by € Ar elementi takvi
daje (@j)uj = (@j)bj i (0k)a, = (Ok)p,- Tada na osnovu Teoreme (1.3.1.) sledi da je
aj0; = bjo; i oxax = gkby, odakle, na osnovu (4.76), dobijamo da je

=k~ ~ ik ik =ik~ ~
R ((07)a;, (0)a,) = (ajos) © R o (gpag) = (bjo;) o R o (gxby) = R (@), (@0n,),
Sto znaci da je Rl/k je dobro definisana fazi relacija. O

Dakle/ M = (Al/@1/A2/@2/' . -/An/@n/i{)/ gde je

R={R¥|(j ke iely),

je viSe-modalitetni fazi relacijski sistem koji nazivamo koli¢nicki ili faktor vise-
modalitetni fazi relacijski sistem od M u odnosu na n-torku fazi kvazi-uredenja
(01,02, 0n)-

Primetimo da se sustinski ni$ta ne¢e promeniti ako se koli¢ni¢ki skupovi
A1/01,A2/02,...,An] On zamene odgovarajuéim skupovima aftersetova ili fore-
setova, a definicija (4.75) ostane da vaZzi, jer uskladu sa Teoremom (1.3.1.) dobi-
jamo da svi tako dobijeni vise-modalitetni fazi relacijski sistemi jesu izomorfni.

Teorema 4.5.2. Nekaje M= (A1,A,,...,A,,R)vise-modalitetni krisp relacijski sis-
tem i neka je (01,02, .-.,0n) € DAIXAL 5 DAIXA o DAY AN 1 _torka kvazi-uredenja.
Tada su za proizvoljne (j,k) € ], i € iy, nj € A/@j i Ny € A/ Ok sledeéa dva uslova
ekvivalentna:

@ (njm0) R |
(i) (Yxen)(Vyem) (x,y) € gjoR o g

Ako su, osim toga, 01,02, ..., 0n relacije ekvivalencije, tada su prethodna dva uslova
ekvivalentna sa

ik
(iii) (Bx € )Ty € ) (v, ) € R
Dokaz: Dokaz ove teoreme sledi neposredno iz dokaza Teoreme 3.3.1. O

Teorema 4.5.3. Nekaje M =(A1,Az,...,An,R) vise-modalitetni fazi relacijski sis-
teminekaje (01,02, ..,0n) € LAV X - X LAAn n-torka fazi kvazi-uredenja. Tada
vaZi sledece:

(@) (01,02, ---,0n) je resenje sistema (4.5) ako i samo ako je
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sk . ik
RA@00n) = N\ (oi6ap =\ RE@xo o)) @77)
JCjEAj xkeAk
za proizvoljne (j,k) €], i € iy, a; € Aj i ay € Ag.
(b) (01,02, ---,0n) je resenje sistema (4.6) ako i samo ako je

RA@)o @) =\ (oax0 =\ gixpoR @, x0)), @7s)

XkEAk XjGA]'

za proizvoljne (j,k) € ], i € iy, aj € Aj i a € Ay.
(c) (01,02, ---,0n) je resenje sistema (4.4) ako i samo ako je

RE @y @) = N\ (g9 > () RE@ 0 0a0wm)) @79)

X]'EA xkeAk
ik
= N\ (eawxo— (\/ o@xp@R %))
xkEAk XjEAj

za proizvoljne (j,k) € ], i € Ljx, aj € Aj i ay € Ay.

Dokaz: Dokaza¢emo samo tvrdenje (a). Tvrdenje (b) je dualno tvrdenju (a),
dok tvrdenje (c) predstavlja konjunkciju tvrdenja (a) i (b).
(a) Primetimo prvo da za proizvoljne (j,k) € ], i € I;x, a; € Aj iax € Ax vazi

(R o o0)aim = A\ (o) = R o o0)a;a0)

xveAv

= /\ (@](x],a] ( \/ R (x],xk)®0k(xk,ﬂk)))

XkEAk

pa na osnovu toga i (4.75) dobijamo da je (4.77) ekvivalentno sa

ik ik
0] ole. o= Qj\(Rl( o o), (4.80)

za proizvoljne (j,k) € ] i i € I;;. Medutim, na osnovu Teoreme 3.3.2., (4.80)
je ekvivalentno sa

0joRF <R oy, (4.81)
za proizvoljne (j,k) € ] i i € I ;. Time smo dokazali da (4.77) vaZi ako i samo
ako (01,02, ...,0n) jeste reSenje sistema (4.5). 0

U slucaju kada se radi sa krisp relacijskim sistemima prethodna teorema
se pretvara u slede¢u teoremu:
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Teorema 4.5.4. Nekaje M= (A1,As,...,Au, R)vise-modalitetni krisp relacijski sis-
tem i (01,02, ...,0n) € 2441 x 242242 5 ... DAnXAn je n-torka kvazi-uredenja. Tada
vazi:

(@) (01,02, --,0n) je resenje sistema (4.5) ako i samo ako je

((0)a,(@0a) €RI & (Vx; € 0ja))(Ani € ) (xvj,x0) €RVS,  (4.82)

za proizvoljne (j,k) € J,i € iy, a; € Aj i a € Ag.
(b) (01,02, ---,0n) je resenje sistema (4.6) ako i samo ako je

((0)a;, (O)ay) € R] & (Yxx € aror)(Ixj € ajo)) (xj,xk) € Rf-"k/ (4.83)

za proizvoljne (j,k) € ], i € iy, aj € Aj i ay € Ay.
(©) (01,02,---,0n) je resenje sistema (4.4) ako i samo ako je

~ . < ik ik
((8))a; (@0)a) R & (Vxj € 0ja))(Axy € ouay) (xj, ) €RY,  (4.84)
ik
& (Y € o) (Ax; € aj0)) (x),x) €RYY,
za proizvoljne (j,k) € ], i € iy, aj € Aj i ay € Ay.

Dokaz: I ovde ¢emo dokazati samo tvrdenje (a). Tvrdenje (b) se dokazuje
dualno, dok je (c) konjunkcija (a) i (b).

(a) Na osnovu prethodne teoreme, (01,02, ..., 0x) je reSenje sistema (4.5) ako
i samo ako vazi (4.77), i kako se u ovom slucaju radi o fazi relacijama koje
uzimaju vrednosti u dvo-elementnoj Bulovojalgebri, to se (4.77) transformise
u (4.82), na slededi nacin:

(@), (B)a) € R & RE(3)a;, (000)) = 1
] ]

e ( /\ (Qj(xjraj) —>( \/ Rf'k(xjrxk)®0k(xkrﬂk))))= 1

xj€A; XpEAK
& (Vxj€A)) (x],a])—>( \/ R (x]rxk)‘g’é)k(xkrak)) )

kaAk

l
& (Vxj€A; )( 0j(xj,a;) = 1 ( \/ R{’k(xj,xk)@)pk(xk,ak)) = 1)
X €A,
& (vxye A((gim) = 1) = (A € AR (30 =1 & et = 1))
& (Yxje A,-)(x,- € gjaj = (dxx € Ap)(xx € orax & (xj,xx) € R{’k))
& (Yx;j € gja;)(Axi € ora) (xj,xx) € Rf’k

Time smo dokazali ta¢nost tvrdenja (a). O
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Sledeca teorema bavi se slucajem kada se radi sa vise-modalitetnim krisp
relacijskim sistemima i n-torkama ekvivalencija.

Teorema 4.5.5. Nekaje M =(A1,As, ..., Ay, R)vise-modalitetni krisp relacijski sis-
tem i (01,02,...,0n) € 24141 x 242%A2 5 ... % QAnXAn je n-torka ekvivalencija. Tada
vazi:
(@) (01,02, -,0n) je reSenje sistema (4.5) (odnosno (4.25)) ako i samo ako je
~ 7k ik
(j,m) ER & (Yxj € np)(@xx € 1) (xj, %) €R], (4.85)

za proizvoljne (j,k) € ], i € Ljx, nj € Aj/0j ik € Ax/ Ok
(b) (01,02, ---,0n) je reSenje sistema (4.6) (odnosno (4.26)) ako i samo ako je

~‘,k /
) €RF & (Y end@xj e np) (x;,x) € R, (4.86)

za proizvoljne (j,k) € ], i € Ljx, nj € Aj/0j i Nk € Ax/ Ok
(©) (01,02, -,0n) je reSenje sistema (4.4) (odnosno (4.24)) ako i samo ako je

() €RS & (Vxjen)@xeen) () eR,  (487)
& (Myen)@yen) (yx) R,
za proizvoljne (j,k) € ], i € Ljx, nj € Aj/0j i Nk € Ax/ Ok
Dokaz: Dokaz ove teoreme sledi neposredno iz dokaza Teoreme 4.5.4. O

Teorema 4.5.6. Nekaje M= (A1,Az,...,An,R) visSe-modalitetni fazi relacijski sis-
teminekaje (01,02, ..,0n) € LAV X - X LAAn n-torka fazi kvazi-uredenja. Tada
je (01,02,...,0n) resenje sistema (4.45) ako i samo ako je

Sk~ ~ ik
le ((Ql)ﬂj/ (Qk)ﬂk)) = Rl/ (ﬂ/‘, ﬂk), (488)
za proizvoljne (j,k) € |, i € iy, a; € Ajiay € Ag.

Dokaz: Nekaje(o1,02,...,0n) reSenje sistema (4.45). Tada prema (4.75), za pro-
izvoljne (k) € J,i € Ijx, aj € Ajia, € Ay imamo da je

Bk~ ~ i i i
R (@)a;, (@0a0) = (050 R 0 0@, 1) = (R 0 )@, a1) = RV (a, ).

Obratno, neka vazi (4.88). Tada opet prema (4.75), za proizvoljne (j,k) € | i
i € Ijx imamo da je

ik ik
(0joR 0 g)aj,a) = R (a,a),

zasve aj € Ajiay € Ay, $to znadi daje g; ORl(’k ook = R{’k. Odavde, zbog idem-
potentnosti fazi kvazi-uredenja g; i g, na jednostavan nacin dobijamo da je
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ik k. ik ik
0joR"=R" i Rlfog.=RI".

Prema tome, dokazali smo da je (01,02, ...,0n) reSenje sistema (4.45). |

Teorema 4.5.7. Nekaje M= (A1,A,,...,A,,R)vise-modalitetni krisp relacijski sis-
tem i neka je (01,02, ...,0n) € 2A1XAL 5 DAIXAY 5 L5 DANXAN y1_torka kvazi-uredenja.
Tada je (01,02, .. .,0n) resenje sistema (4.45) ako i samo ako je

(i) €RF & (Vxj € n))(¥xg € mp) (x;,x) € RV, (4.89)

za proizvoljne (j,k) € ], i € ik, nj € Aj/0; i 1k € Ax/ O

Dokaz: Za proizvoljne (j,k) € ], i € Ij,kr 1nj € Aj/@j i nx € Ax/0, na osnovu
Teoreme 4.5.6. dobijamo da je (01, 02, . .., 0n) reSenje sistema (4.45) ako i samo
ako za proizvoljne x; € 17 i x; € 1 vazi

=ik ik
R (njme) = RV (xj, x50,

$to se, jasno, moze formulisati i kao (4.89). O

4.6. Racunski primeri

Primer 4.6.1. Uzmimo da je A skup zaposlenih u nekoj softverskoj kompa-
niji, B je skup svih poslova koje ova kompanija obavlja za druge kompanije, i
neka je sa C oznacen skup programskih paketa za ¢ije su koris¢enje zaposleni
u kompaniji osposobljeni. Neka je skup drugih kompanija oznacen sa [ i za
svako i € I neka su poslovi za kompaniju i raspodeljeni radnicima pomoc¢u
relacije Rl.l’2 C A X B, odnosno, posao b za kompaniju 7 je dodeljen radniku a
akoisamo akoje (a,b) € R}’z. Takode, pretpostavimo da su radnici i program-
ski paketi vezani relacijom Ri’3 C AXC,1ito tako da je radnik a osposobljen
za koriS¢enje programskog paketa c ako i samo ako je (a,¢c) € R1’3.

Dalje, pretpostavimo da u svrhu povecanja efikasnosti i kvaliteta posla,
kompanija namerava da grupiSe radnike u timove, a poslove i programske
pakete u grupe poslova i programskih paketa, tako da su ovi timovi i grupe
poslova i programskih paketa budu sto je moguce veéi i da dodela grupa
poslova i programskih paketa timovima radnika bude realizovana tako da
budu ispunjeni slededi uslovi:

1. za svaku kompaniju, grupa poslova y je dodeljena timu 0 ako i samo ako

— zasvakog zaposlenog iz tima 0 postoji posao iz y koji je on ve¢ obavljao
za tu kompaniju, i

— za svaki posao iz y postoji zaposleni iz tima 0 koji je ve¢ obavljao taj
posao za datu kompaniju;



4.6. Racunski primeri 147

2. grupa programskih paketa 7 e biti dodeljena timu 6 ako i samo ako

— zasvakog zaposlenog iz tima 0 postoji programski paket iz 7 za Cije je
koriSéenje on osposobljen, i

— za svaki programski paket iz m postoji zaposleni iz tima 6 koji je
osposobljen za taj programski paket.

Ocigledno, ovakvo grupisanje zaposlenih, poslova i programskih paketa se
moZe izvrsiti koriS¢enjem najvece trojke regularnih ekvivalencija u odnosu
na familiju relacija {R}’Z}iel U {R}’S}.

Konkretno, uzmimo da je A = {a1,a2,a3,a4,a5,a6}, B = {b1,b2,b3,b4,bs5,b6},
C={cy,c2,c3,c4,05,c6} 1] ={1,2},ineka su relacije Ri’z , Ré’z iRi’3 predstavljene
slede¢im matricama:

001100 000000 000100
000100 000000 000100

Rl2_[000010 Rl2_|000000 RIA_|111000

1 000011/ 2 000001} 1 000011]
000000 000000 111000
000000 000000 000000

Primenjujudi algoritam za viSe-modalitetne fazi mreZe izra¢unavamo naj-
vecu trojku (01, 02, 03) regularnih ekvivalencija u odnosu na R}’z , R;’2 i R1’3,
pri ¢emu su g1 , 02 i g3 predstavljene slede¢im matricama:

11:0:0:0:0 11:00:0i0 111000
1100000 11:00:0: 111000
11:0:0: 00:i11:0:0 1110;

B 0:00
“2=loo110i0]| |

00:0:0:0:1, 00:00:01 001:0i11

gde isprekidane linije pokazuju klase ekvivalencije. Dakle, oformljeni timovi
su {ay,a2}, {a3}, {as} , {as} i {ae}, a grupe poslova su {by, b2}, {b3,bs}, {bs} i {bs},
dok su vestine podeljene u sledece grupe {c1,c2,c3}, {ca} i {cs5,c6).

Resavajuéi postavljeni problem, razmatramo slede¢i vise-modalitetni sis-
tem fazi relacijskih jednacina:

a0 R}’2 = R}’z oay, a1 0 R;Q = Ré’z oay, a1 0 R}’g' = R}’g' oas,
-1 pl2_pl2_ -1 -1 pl2 _pl2_ -1 -1, pl3 _pl3 -1
o oR1 —R1 oa,, aj oR2 —R2 oa,, aj oR1 —R1 oas .
U prvom koraku algoritma se uzima da su Q(l), Q(Z) i Qg pune relacije. Nakon
toga se reSenje dobija u 4 iteracije, od kojih je poslednja kona¢no resenje, a

medurezultati su slededi:
NAKON 1. ITERACIJE:
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NAKON 2.
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[111000]
111000
111000
000100 |
000010
1000001 ]

[111000]
111000
111000
000100 |
000010
000001 ]

ITERACTJE:

NAKON 3.1i4. ITERACIJE:

110000
110000
001000 3
000100]
000010

01=01=

000001

0 =0, =

[110000]

(000001

[110000]

(000001

110000
001110
001110}/
001110

110000
001100
001100}
000010

110000
110000
001100
001100
000010
000001

WN

[111111]

111111
111111
111111
111111

(111111

[111000]

111000
111000
000100
000011

[000011]

03=03=

111000
111000
111000
000100
000011
000011

Dakle, najveée reéenje gornjeg sistema je (01,02, 03), gde je o1 = Qi’ =
Qz 021@3—03 03

Sada se relacije R'?, Ré’z, Ri'3, o10 R%’z 0@, 010 R;'z ogmigpio R%’3 003 mogu

zapisati kao

01 01{1'2 o 02 =

001100

000000

000000

000100

000:0:0 0

000000
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000:1:00
000i1:00

000:0:00
gde isprekidane linije pokazuju timove radnika i grupe poslova, dok su

redukovane relacije Rig, Ré’z i R}’g', koje predstavljaju dodelu grupa poslova
i programskih paketa timovima date sa

0100 0000 010
0010 0000 100

Ri*=|0011|, R»=|0001|, R’=[001].
0000 0000 100
0000 0000 000

4.7. Pristupi izucavanju viSe-modalitetnih mreza

Kao i kod dvo-modalitetnih mreZa, i kod viSe-modalitetnih mreZa se mogu
razlikovati tri pristupa njihovom izu¢avanju:

(a) zasebna analiza svakog od modaliteta i uporedivanje rezultata;
(b) svodenje vise-modalitetne mreZe na jedno-modalitetne mreZe;
(c) pravi vise-modalitetni pristup.

Sve ono sto je u prethodnoj glavi reeno za pristupe izuc¢avanju dvo-moda-
litetnih mreZa mozZe se preneti i na pristupe izucavanju vise-modalitetnih
mreZa. Detaljna analiza prednosti i mana ovih pristupa izvrsena je i u radu
[125]. Ovde ¢emo dati jo$ neke dodatne napomene.

Neka je M = (Ay,...,A,,R) vise-modalitetni fazi relacijski sistem, gde je

R={RI*| (k) € ], i€ L),

koji éemo ovde interpretirati kao vise-modalitetnu fazi mreZzu. Za proizvoljno
j €[1,n], pod j-tom projekcijom mreZe M podrazumevamo jedno-modalitetnu
fazi mrezu O; = (A;,R)), gde je R; familija koja predstavlja uniju slede¢ih
familija fazi relacija na A;:

- {Rliel;} akoje () € T;

— (RFoRI ke A\ (j) i€ 1), akoje A, #0;

— {RY)ToRY |ke P\ (j}, i€ I ), akoje P; # 0.

Jasno je da ovakav koncept projekcije uopstava koncept projekcije dvo-mo-
dalitetnih mreZa, razmatran u poslednjem odeljku prethodne glave. Takode
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jejasno da problem enormnog rasta broja veza prilikom formiranja projekcija
u ovom slucaju postaje jos izraZeniji nego u slu¢aju dvo-modalitetnih mreza.

Drugi nacin svodenja dvo-modalitetnih mreZa na jedno-modalitetne,
formiranjem familije relacija (matrica) na A UA; pomocu formule (3.47),
nece uvek imati smisla ako se prevede na vise-modalitetni slucaj. Na primer,
ako imamo vie-modalitetnu mrezu M = (A1,A, Az, {R?,R13}), onda bi se
ona mogla svesti na jedno-modalitetnu mrezu O = (A1 UA> UA3,R), gdeje R
relacija zadata sa

0 R1,2 R1,3
R=[R"»)™ 0 o0 | (4.90)
(R1,3)—1 0 0

Jasno, ukoliko bi bila uklju¢ena i relacija R*%, onda bi i nju i inverznu matricu
(R®)~! mogli uneti na odgovaraju¢a mesta u (4.90). Tako nesto je radeno, na
primer, u radu [83]. Osim toga, ako bi bila uklju¢ena i neka od relacija R!-!, R??
ili R33 (na A1, A i Az), tada bi i ona mogla biti uneta na odgovarajuée mesto
na dijagonali. Medutim, nastace problem ako imamo uklju¢enu, na primer,
i relaciju R?! izmedu A, i A;, ili ako, na primer, izmedu A; i Ay postoji
jedna relacija, a izmedu A; i A3 viSe njih. U takvim slucajevima ne moZemo
primeniti analogiju sa dvo-modalitetnim slucajem. Konacno, ¢ak i u sluca-
jevima kada se takva analogija moZe napraviti, ostaje problem enormnog
rasta dimenzije matrice, koji je u vise-modalitenom slucaju jos$ izraZeniji.



Dodatak A
Primeri koda programa

1.1. Klasa za rad sa matricama

#pragma once

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

s #include <math.h>

#include <string.h>
#include <time.h>

#ifndef TINY
# define TINY 1.0e-18
#endif

#ifndef PI
# define PI 3.141592653589793238462643

s #endif

#ifndef __CONSTANT_MATRICES__
# define __CONSTANT_MATRICES__
# define IDENTITY -1

# define ALLONES -2

# define UPPERTRIANGLE -4

# define LOWERTRIANGLE -8

# define ERROR -1000000

#endif

#ifndef EPS10

#define EPS10 1le-10

#endif

static double RANGE = 1.0e-10;

#ifndef __STRUCTURE_TYPE__
# define __STRUCTURE_TYPE__
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#
#
#
#
#

define BOOL 1

define LUKASIEWICZ 2
define GOODEL 3
define GOGUEN 4

endif

class CMatrix

{

private:

int m_iN, m_iM;
double *m_aMat;

int *m_aPerm;

int m_bEigenvaluesOK;
int *m_aEVPerm;

int _structureType;

public:

// constructors / destructor
CMatrix(void);
~CMatrix(void);

CMatrix(int n);

CMatrix(int n, int m);
CMatrix(const CMatrix & mat);

protected:

int alloc(int n, int m);
int inbounds(int i, int j);

public:

void free(void);

void error (char msg);

// Overloaded operators

CMatrix& operator+(const CMatrix& b);
void operator+=(const CMatrix& b);
CMatrix& operator -(const CMatrix& b);
void operator-=(const CMatrix& b);
CMatrix& operator*(const CMatrix& b);
double & operator()(int i, int j);
void operator*=(const CMatrix& b);
void operator*=(double alpha);
CMatrix& operator=(Cconst CMatrix& b);

%

CMatrix& composition(const CMatrix& b);

CMatrix& leftResidual (const CMatrix& b);
CMatrix& rightResidual (const CMatrix& b);

int n(void);
int m(void);

void init(Q);

void copyFrom(const CMatrix& b);
void print (FILE * out = NULL);
void transpose(void);
void printint(FILE *
int LUfact(void);

out = NULL);

int loadFromFile(FILE * in, int rectangular

A Primeri koda programa

= 0);
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1.2. Implementacija metoda klase za rad sa matricama

int loadElementsFromFile (FILE

%

in);

void makeUniversal (int);

int LUsubst(double

¥

CMatrix & inverse(void);
int copyTo(CMatrix& b);
int printMathematicalistFormat (FILE * f = NULL);

double *m_aEigenValues;
double *m_aEigenVectors;
int eigens(void);
public:
double getEigenvalue(int i);
private:
void rotationA(double s, double tau, int i, int j, int k,
int 1, double * A, int N);

void rotationV(double s, double tau, int i, int j, int k,
int 1);

void permute(double

int jacobi(void);

public:
int logicalAnd(int a,
double logicalAnd(double a, double b);

};

int logicalOr(int a,

* A, int N);

int b);

int b);

double logicalOr(double a, double b);
CMatrix& infimum(const CMatrix& b);
bool equalsTo(CMatrix *b);

double mul (double a,

double b);

double residuum(double a, double b);

double max(double a,

int max(int a, int b);

double min(double a,

int min(int a, int b);
friend CMatrix rightResidual (CMatrix *a, CMatrix *b);
friend CMatrix leftResidual (CMatrix *a, CMatrix *b);

double b);

double b);

void setMatrixElemToZero();

1.2. Implementacija metoda klase za rad sa matricama

#ifdef _MSC_VER

#define

#endif

#include

"

.\matrix.h"

CMatrix::CMatrix(void)

{

initQ);

_CRT_SECURE_NO_WARNINGS

m_aEigenValues (NULL)
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}

CMatrix::~CMatrix(void){
free();
}

void CMatrix::init(Q){
m_aMat = NULL;
m_iN = m_iM = 0;
m_aPerm NULL;
m_aEigenValues NULL;
m_aEigenVectors NULL;
m_bEigenvaluesOK = 0;
_structureType = BOOL;

}

CMatrix::CMatrix(int n){
init(Q);

26

27

28 if(alloc(n, n)){

29 //memset(m_aMat, 0, sizeof(double)
30 }

31 else{

32 error ("Error in function alloc().
33 }

}

CMatrix::CMatrix(const CMatrix & mat){
initQ);

if(alloc(mat.m_iN, mat.m_iM)){

A Primeri koda programa

* m_iN * m_iM);

Cannot allocate memory!");

39 memcpy(m_aMat, mat.m_aMat, sizeof(double) * m_iN * m_iM);
40 if(mat.m_aPerm != NULL){

41 memcpy (m_aPerm, mat.m_aPerm, sizeof(double) * m_iN);

42 }

43 }

44 else{

error ("Error in function alloc().
}
}

int CMatrix::alloc(int n, int m){

if(n <= 0) return 0;

51 if(m_aMat != NULL) free();
52 if(m <= 0) m = n;

53 m_aMat = new double[n * m];
54 if(m_aMat == NULL) return 0;
55 m_iN = n;

56 m_iM = m;

57 return 1;

}

60 void CMatrix::free(void){

if(m_aMat != NULL){
delete[] m_aMat;
m_aMat NULL;

61

Cannot allocate memory!");
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}

m_iN = m_iM = 0;

}

if(m_aPerm != NULL){
delete[] m_aPerm;
m_aPerm = NULL;

}

if(m_aEigenValues != NULL){
delete[] m_aEigenValues;
m_aEigenValues = NULL;

}

if(m_aEigenVectors != NULL){
delete[] m_aEigenVectors;
m_aEigenVectors = NULL;

}

so void CMatrix::error (char * msg){
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}

fprintf(stderr, "Error:\t%s\n", msg);

CMatrix::CMatrix(int n, int m){

}

CMatrix& CMatrix::operator+(const CMatrix& b){

int res, i, j;

initQ);

if(m > 0) res = alloc(n, m);
else res = alloc(n, n);
if('res){
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error ("Error in function alloc(). Cannot allocate memory!");

return;
}
switch(m){
case IDENTITY:
for(i = 0; i < m_iN; i++) (*this) (i,
break;
case ALLONES:
for(i = 0; i < m_iN; i++)
for(j = 0; j < m_iM; j++)
(*this) (i, j) = 1;
break;
case UPPERTRIANGLE:
for(i = 0; i < m_iN; i++)
for(j = i; j < m_iN; j++)
(*this) (i, j) = 1;
break;
case LOWERTRIANGLE:
for(i = 0; i < m_iN; i++)
for(j = 0; j <= 1; j++)
(*this) (i, j) = 1;
}

CMatrix *c = NULL;
static CMatrix refErr;
int i, j;
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118 if((m_iN != b.m_iN) || (m_iM !'= b.m_iM)) return refErr;
119 ¢ = new CMatrix(m_iN, m_iM);
120 if(!c) return refErr;

121 for(i = 0; i < m_iN; i++)

122 for(j = 0; j < m_iM; j++)

123 (*c)(, j) = (*this)(d, j) + b.m_aMat[i * m_iM + j];
124 return *c;

125 }

126

127 void CMatrix::operator+=(const CMatrix& b){

128 int i, j;

129 if((m_iN != b.m_iN) || (m_iM !'= b.m_iM)) return;
130 for(i = 0; i < m_iN; i++)

131 for(j = 0; j < m_iM; j++)

132 (*this) (i, j) += b.m_aMat[i * m_iM + j];
133}

132 CMatrix& CMatrix::operator-(const CMatrix& b){

135 CMatrix *c = NULL;

136 static CMatrix refErr;

137 int i, j;

138 if((m_iN != b.m_iN) || (m_iM != b.m_iM)) return refErr;
139 ¢ = new CMatrix(m_iN, m_iM);

140 if(!c) return refErr;

141 for(i = 0; i < m_iN; i++)

142 for(j = 0; j < m_iM; j++)

143 (*c)(, j) = (*this)(, j) - b.m_aMat[i * m_iM + j]1;
144 return *c;

145 }

146

47 void CMatrix::operator-=(const CMatrix& b){

148 int i, j;

149 if((m_iN != b.m_iN) || (m_iM != b.m_iM)) return;
150 for(i = 0; i < m_iN; i++)

151 for(j = 0; j < m_iM; j++)

152 (*this) (i, j) -= b.m_aMat[i * m_iM + j];

153 }

155 CMatrix& CMatrix::operator*(const CMatrix& b){
156 CMatrix *c = NULL;

157 static CMatrix refErr;

158 int i, j, k;

159 if(m_iM != b.m_iN) return refErr;
160 ¢ = new CMatrix(m_iN, b.m_iM);

161 if(!c) return refErr;

162 for(i = 0; i < m_iN; i++)

163 for(j = 0; j < b.m_iM; j++){

164 (*c) (i, j) = 0;

165 for(k = 0; k < m_iM; k++)

166 (*c) (@, j) += (*this)(d, k) * b.m_aMat[k * m_iM + j];
167 }

168 return *c;

169 }

171 double & CMatrix::operator()(int i, int j){
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static double dErr = ERROR;
if('inbounds(i, j)){
error ("Operator (): index out of bounds!");
return dErr;
}
return m_aMat[i * m_iM + j];
}
int CMatrix::inbounds(int i, int j){
return (i >= 0) && (i < m_iN) && (j >= 0) && (j < m_iM);
}
int CMatrix::n(void){
return m_iN;
}
int CMatrix::m(void){
return m_ilM;
}
void CMatrix::copyFrom(const CMatrix& b){
int i, j;
if((m_iN != b.m_iN) || (m_iM !'= b.m_iM)){
alloc(b.m_iN, b.m_iM);
}
for(i = 0; i < m_iN; i++)
for(j = 0; j < m_iM; j++)
(*this) (i, j) = b.m_aMat[i * m_iM + j];
}
void CMatrix::operator*=(const CMatrix& b){
if(m_iM != b.m_iN){
error ("Operation *= : Matrices must be of the adequate size!"
)
return;
}
int i, j, k;
CMatrix c(m_iN, b.m_iM);
for(i = 0; i < m_iN; i++)
for(j = 0; j < b.m_iM; j++){
c(i, j) = 6;
for(k = 0; k < m_iM; k++)
c(i, j) += (*this) (i, j) * b.m_aMat[k * m_iM + jI;
}
copyFrom(c);
void CMatrix::print(FILE * out){
int i, j;
if(out == NULL) out = stdout;

fprintf(out, "%d ", m_iN);

if(m_iN != m_iM) fprintf(out, "%d ", m_iM);

fprintf(out, "\n");
for(i = 0; i < m_iN; i++){
for(j = 0; j < m_iM; j++)
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fprintf(out, "%6.21£f", (*this)(d, j));
fprintf(Cout, "\n");
}
}

void CMatrix::transpose(void){
int i, j;
double p;
if(m_iN == m_iM){
for(i = 0; i < m_iN; i++)
for(j =1 + 1; j < m_iN; j++){
p = (*this) (i, j);
(*this) (i, j) = (*this)(j, 1i);
(*this) (3, 1) = p;
}
}
else{
CMatrix aux(m_iM, m_iN);
CMatrix &mat = aux;
for(i = 0; i < m_iN; i++)
for(j = 0; j < m_iM; j++) mat(j, i) = (*this) (i, j);
copyFrom(mat) ;
}
}

void CMatrix::printint(FILE * out){
int i, j;
if(out == NULL) out = stdout;
fprintf(out, "%d ", m_iN);
if(m_iN != m_iM) fprintf(out, "%d ", m_iM);
fprintf(out, "\n");
for(i = 0; i < m_iN; i++){
for(j = 0; j < m_iM; j++) fprintf(out, "%5d",(int) (*this) (i,
i)
fprintf(out, "\n");
}
}

int CMatrix::LUfact(Q){
if(m_iN != m_iM) return O0;

int i, imax, j, k;

double big, dum, sum, temp;
double * vv;

int n = m_iN;

vv = new double[n];

if(tvv){
printf("LUfact: cannot allocate memory!\n");
return 0;

}

if(m_aPerm != NULL){
delete[] m_aPerm;
m_aPerm = NULL;
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278 }
279 m_aPerm = new int[n];
280 for(i = 0; i < n; i++) m_aPerm[i] = i;

282 for (i

0; i < n; i++){

283 big = 0.0;

284 for(j = 0; j < n; j++){

285 if((temp = fabs((*this)(i, j))) > big) big = temp;

286 }

287 if(big == 0.0){

288 printf("LUfact: Error - singular matrix!\n");

289 delete[] vv;

200 return 0;

291 }

292 vv[i] = 1.0 / big;

293 }

204 for(j = 0; j < n; j++){

295 for(i = 0; i < j; i++){

296 sum = (*this)(i, j); //alillil;

207 for(k = 0; k < i; k++) sum -= (*this)(i, k) * (*this)(k, j)
i //alillk] * alk][jil;

298 (*this) (i, j) = sum; //al[i][j] = sum;

299 }

300 big = 0.0;

301 for(i = j; 1 < n; i++){

362 sum = (*this) (i, j); //alilljil;

303 for(k = 0; k < j; k++) sum -= (*this)(i, k) * (*this)(k, j)
; //alillk]l * alk1[jl;

304 (*this) (i, j) = sum;//al[il[j] = sum;

305 if((dum = vv[i] * fabs(sum)) >= big){

306 big = dum;

307 imax = 1i;

308 }

309 }

310 if(j !'= imax){

311 for(k = 0; k < n; k++){

312 dum = (*this)(imax, k);//al[imax][k];

313 (*this) (imax, k) = (*this)(j, k); //alimax][k] = al[jl[k];

314 (*this)(j, k) = dum;//a[jl[k] = dum;

315 }

316 //*d = - (*d);

317 vv[imax] = vv[j];

318 }

319 m_aPerm[j] = imax;//indx[j] = imax;

320 //if(aljl[j] == 0.0) a[jl[j] = TINY;

321 if((*this)(j, j) == 0.0) (*this)(j, j) = TINY;

322 lf(_] I=n - 1){

323 dum = 1.0 / (*this)(j, j); //aljllil;

324 for(i = j + 1; i < n; i++) (*this) (i, j) *= dum; //al[illjl
*= dum;

325 }

326 }

327 delete[] vv;
328 return 1;
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int CMatrix::loadFromFile(FILE * in, int rectangular){

int i, j, N, M;
if(!in) return 0;
if(fscanf(in, "%d", &N) <= 0){

error ("No more matrices in file!");

return 0;
}
if(rectangular) {
if(fscanf(in, "%d", &M) <= 0){
error ("Error while loading!");

return 0;
}
}
else M = N;
alloc (N, M);
for(i = 0; 1 < N; i++)
for(j = 0; j < M; j++)
if(fscanf(in, "%1f", &m_aMat[i *
free();
error ("Error while loading!");
return 0;
}
return 1;

5}

int CMatrix::loadElementsFromFile (FILE
int i, j, N, M;
if (!in) return 0;

N = m_iN;
M = m_iM;
alloc (N, M);

for (i = 0; i < N; i++)
for (j = 0; j < M; j++)
if (fscanf(in, "%1£f", &m_aMat[i
free();
error ("Error while loading!");
return 0;
}

return 1;

void CMatrix::makeUniversal(int n) {
alloc(n,n);

for (int i = 0;i < n;i++)
for (int j = 0;j < nj;j++)
m_aMat[i * n + j] = 1;

}

void CMatrix::setMatrixElemToZero () {
for (int 1 = 0;i < nQ;i++)
for (int j = 0;j < m(Q);j++)

M+ 1) <= 0Of

* 1n) {

M+ 3D <= 0 {
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383 m_aMat[i * n() + j] 0;

384}

385

356 void CMatrix::operator*=(double alpha){

int i, j;

for(i = 0; i < m_iN;
for(j = 0; j < m_iM;

(*this) (i, j)

387
i++)

j+4)
*= alpha;

388
389
390
391 }
392
393 CMatrix& CMatrix::operator=(const CMatrix& b) {
if (this != &b) {
free(Q);
initQ);
if (alloc(b.m_iN,
memcpy(m_aMat, b.m_aMat, sizeof(double) *
if (b.m_aPerm != NULL) {
memcpy(m_aPerm, b.m_aPerm,
}
}
else {
error ("Error in function alloc().

394
395
396
b.m_iM)) {

398

405 }

406 }

407 return *this;

108 }

409

410 int CMatrix::LUsubst(double * b){

411 if(m_iN != m_iN) return 0;

412 if(!'m_aPerm) return 0;

413 int i, ii = -1, ip, j;

414 int n = m_iN;

415 double sum;

416

417 for(i = 0; i < n; i++){

418 ip = m_aPerm[i];

419 sum = b[ip];

420 b[ip] = b[i];

421 lf(ll > —1){

422 for(j = ii; j <=1 - 1; j++){

423 sum -= (*this) (i, j) * b[jl;//alil[j]

424 }

425 }

426 else if (sum){

427 ii = i;

428 }

429 b[i] = sum;

430 }

431 for(i =n - 1; i >= 0; i--){

432 sum = b[i];

433 for(j =1 + 1; j < n; j++) sum -= (*this) (i,
1031 * bljl;

b[i] = sum / (*this) (i, i);//alil[il;

sizeof(double)

161

m_iN * m_iM);

* m_iN);

Cannot allocate memory!")

“ b[jl;

j) * bljl;//ali
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435 }
436 return 1;
437 }

438

439

10 CMatrix & CMatrix::inverse(void){
441 static CMatrix refErr;

442 if(m_iN != m_iM) return refErr;;
443 CMatrix *a, *inv;

444 double *e;

445 int i, j;

446 a = new CMatrix();

447 copyTo(*a);

448 inv = new CMatrix(m_iN);

449 if(!'inv) return refErr;

450 e = new double[m_iN];

451 if(le){

452 delete inv;

453 return refErr;

454 }

455

456 if(la->LUfact()){

457 delete inv;

458 delete[] e;

459 return refErr;

460 }

461 for(i = 0; 1 < m_iN; i++){

462 memset(e, 0, m_iN * sizeof(double));
463 e[i] = 1;

464 if(!a->LUsubst(e)){

465 error ("Cannot compute inversel!");
466 return refErr;

467 }

468 for(j = 0; j < m_iN; j++) (*inv)(j, i) = el[jl;
469 }

470 a->free();
471 delete a;

472 delete[] e;
473 return *inv;

476 int CMatrix::copyTo(CMatrix& b){
477 if(!b.alloc(m_iN, m_iM)) return 0;

478 memcpy(b.m_aMat, m_aMat, sizeof(double) * m_iN * m_iM);
479 if(m_aPerm != NULL){

480 b.m_aPerm = new int[m_iN];

481 memcpy(b.m_aPerm, m_aPerm, sizeof(int) * m_iN);

482 }

483 return 1;

484}

156 int CMatrix::printMathematicalistFormat (FILE * f){
487 if(f == NULL) £ = stdout;
488 int i, j;
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fprintf (£, "{");

for(i = 0; i < m_iN; i++){
fprintf(£f, "{");
for(j = 0; j < m_iM - 1; j++) fprintf(f, "%6.21f,
i, 3));
fprintf(£f, "%6.21£f", (*this)(i, m_iM - 1));
fprintf(£f, "}");
if(i < m_iN - 1) fprintf(£f, ",");

}

fprintf(£f, "}\n");

return 0;

int CMatrix::eigens(void){

}

int N = m_iN, i, j;

if(m_aEigenValues != NULL){
delete[] m_aEigenValues;
m_aEigenValues = NULL;

}

if(m_aEigenVectors != NULL){
delete[] m_aEigenVectors;
m_aEigenVectors = NULL;

}

m_aEigenValues = new double[N];
m_aEigenVectors = new double[N * NJ;

m_bEigenvaluesOK = jacobi();

if(m_bEigenvaluesOK){
double tmp;
for(i = 0; i < N - 1; i++){
for(j =1 + 1; j < N; j++){
if(m_aEigenValues[i] < m_aEigenValues[j]){
tmp = m_aEigenValues[i];
m_aEigenValues[i] = m_aEigenValues[j];
m_aEigenValues[j] = tmp;
for(int k = 0; k < N; k++){
tmp = m_aEigenVectors[i * N + k];

n

163

(*this) (

m_aEigenVectors[i * N + k] = m_aEigenVectors[j * N +

k];
m_aEigenVectors[j * N + k] = tmp;

return m_bEigenvaluesOK;

double CMatrix::getEigenvalue(int i){
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541 if((!m_bEigenvaluesOK) || (i < ®) || (i >= m_iN)) return
-199999;

542 return m_aEigenValues[i];

543}

sas void CMatrix::permute(double * A, int N){

546 int * p = new int[N];
547 int i, j, tmp;

549 srand ((unsigned int)time (0));

551 for(i = 0; i < N; i++){

552 p[i] = i;

553 }

554

555 for(i = 0; i < N; i++){

556 j =rand() % (N - i) + i;
557 if(i '= j){

558 tmp = p[i];

559 pli] = p[jl;

560 p[j]l = tmp;

561 }

562 }

563

564 for(i = 0; 1 < N; i ++){

565 for(j = 0; j < N; j++){
566 A[p[i] * N + p[jl] = (*this)(i, j);
567 }

568 }

570 delete p;
571}

573 void CMatrix::rotationA(double s, double tau, int i, int j, int k
, int 1, double * A, int N){

574 double g = A[i * N + j];

575 double h = A[k * N + 1];

576 A[i * N+ jl] =g - s * (h + g * tau);

577 Ak * N + 1] = h + s * (g - h * tau);

578}

579

sso void CMatrix::rotationV(double s, double tau, int i, int j, int k
, int 1){

581 int N = m_iN;

582 double g = m_aEigenVectors[i * N + j];

583 double h = m_aEigenVectors[k * N + 1];

584 m_aEigenVectors[i * N + jl] =g - s * (h + g * tau);

585 m_aEigenVectors[k * N + 1] = h + s * (g - h * tau);

586}

sss int CMatrix::jacobi(){

589 int i, j, ip, iq, N;

590 int numRotations;

591 double tresh, theta, tau, t, sm, s, h, g, c;
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%

double *
double *
N = m_iN;
b new double[N];
A new double[N *

Z;

b,
A

zZ =
NT;

permute(A, N);

for (i = 0; i < N; i++){
for (j = 0; j < N;
m_aEigenVectors[i * N + i] =
m_aEigenValues[i] = A [i *
b[i] = A [i * N + i];
z[i] = 0.0;

1.0;
N + i]

}
numRotations =
for (i = 1;
sm = 0.0;
for (ip =
for (iq

0;
i <= 50; i++){
ip < N -

ip + 1;

0; 1; ip++){
= iq < N;
}
if (sm == 0.0){
delete[] b; delete[] z;
return true;
}
if (i < 4) tresh =
else tresh = 0.0;

(0.2 *

for (ip = 0; ip < N - 1; ip++)
for (iq = ip + 1; iq < N;

g = 100.0 * fabs (A [ip

if ((1i > 4) && (g <= EPS10 *

&& (g <= EPS10 *
A [ip * N + iq] = 0.0;

else if (fabs (A [ip *

h = m_aEigenValues [iq]

if (g <= EPS10 * fabs(h))

j++) m_aEigenVectors[i

ig++) sm += fabs(A [ip

sm) / (N

1.0 / (fabs (theta) + sqrt (1.0 + theta *

165

new double[N];

* N+ j] = 0.0;

* N+ iql)

delete[] A;

*N);

ig++){
*¥N o+ iql);

fabs (m_aEigenValues [ip]))

fabs (m_aEigenValues [iq])))

N + iql) > tresh){
- m_aEigenValues [ip];

*N o+ igD);
theta)

t = (A [ip * N + iql) / h;
else {
theta = 0.5 * h / (A [ip
t =
N
if (theta < 0.0) t = -t;
}
C 1.0 / sqrt(l + t * t);
s =t * c;
tau = s / (1.0 + C);
h=1t* A [ip * N + iq];
z [ip] -= h;
z [iq] += h;
m_aEigenValues [ip] -= h;

m_aEigenValues [iq] += h;
A [ip * N + iq]=0.0;
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643 for (j = 0; j < ip; j++)

644 rotationA (s, tau, j, ip, j, ig, A, N);
645 for (j = ip + 1; j<iq; j++)

646 rotationA (s, tau, ip, j, j, iq, A, N);
647 for (j = iq + 1; j < N; j++)

648 rotationA (s, tau, ip, j, iq, j, A, N);
649 for (j = 0; j < N; j++)

650 rotationV (s, tau, j, ip, j, iq);

651 numRotations++;

652 }

653 }

654 for (ip = 0; ip < N; ip++){

655 b [ip] += Z [ip];

656 m_aEigenValues [ip] = b [ip];

657 z [ip] = ®.®;

658 }

659 }

660 delete[] b; delete[] z; delete[] A;

661 return 0;

662 }

6« int CMatrix::logicalAnd(int a, int b){
665 return min(a,b);

666 }

665 double CMatrix::logicalAnd(double a, double b) {
669 return minCa,b);

670 }

671

672 int CMatrix::logicalOr(int a, int b){
673 int ¢ = a + b;

674 if(CZZZ)

675 return 1;

676 else

677 return c;

678}

6s0 double CMatrix::logicalOr(double a, double b) {
681 return max(a, b);

632 }

es« CMatrix& CMatrix::composition(const CMatrix& b){
685 CMatrix *c = NULL;

686 static CMatrix refErr;

687 int i, j, k;

688 if(m_iM != b.m_iN) return refErr;

689 ¢ = new CMatrix(m_iN, b.m_iM);

690 if(!c) return refErr;

691 for(i = 0; i < m_iN; i++)

692 for(j = 0; j < b.m_iM; j++){
693 double res = 0;

694 //CFe)(d, j) = 0;

695 for(k = 0; k < m_iM; k++){

696 double pl = (*c)(, j);
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double p2 = (*this)(i, k);
double p3 = b.m_aMat[k * b.m_iM + j];
res = (double)this->logicalOr(res, this->mul(p2,p3));

}
(*c) (i, j) = res;
}
return *c;

}

CMatrix& CMatrix::leftResidual (const CMatrix& b){

s

CMatrix *c = new CMatrix(this->m_iN);
i++){
for(int j=0; j<m_iN;

for(int i=0; i<m_iN;

int res = 1;

i+ 1

for(int k=0; k<m_iM; k++){
if(b.m_aMat[j*b.m_iM + k] > (*this)(i,k))

res=0;
}
(*c)(i,]j)=res;
}
}
return *c;

}

CMatrix& CMatrix::rightResidual(const CMatrix& b){
CMatrix *c = new CMatrix(this->m_iM);

i++){

for(int j=0; j<m_iM;

for(int i=0; i<m_ilM;

int res = 1;

j+{

for(int k=0; k<m_iN; k++){
if((*this)(k,i) > b.m_aMat[k*b.m_iM + j])

res=0;
}
(*c)(i,j)=res;
}
}
return *c;

}

CMatrix& CMatrix::infimum(const CMatrix& b){

s

CMatrix *c = new CMatrix(this->n(),
i++)

for(int i=0; i<m_iN;

for(int j=0; j<m_ilM;
(*c)(i,j) = min((*this)(i,j),b.m_aMat[i*b.m_iM+j]);

return (*c);

}

§++)

bool CMatrix::equalsTo(CMatrix *b){
if(this->n() != b->n()

return false;

[ this->m(Q)

for(int i=0;i<this->n(Q);i++)
for(int j=0;j<this->m(Q);j++)

if((*this)(di,])
return false;

b)Y, 3D

this->m(Q));

I= b->m(Q))
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return true;

}

double CMatrix::mul (double a,
switch (_structureType)
{
case LUKASIEWICZ:

A Primeri koda programa

double b) {

return max(a + b - 1, 0.0);

break;

case GOGUEN:
return a*b;
break;

case GOODEL:
return minCa, b);
break;

case BOOL:
return a*b;
break;

default:
return a*b;
break;

}

}

double CMatrix::residuum(double a, double b) {

switch (_structureType)

{
case LUKASIEWICZ:

return min(l - a + b, 1.0);

break;

case GOGUEN:
if (a <= b) return 1;
else return b / a;
break;

case GOODEL:
if (a <= b) return 1;
else return b;
break;

case BOOL:
return max(l-a, b);
break;

default:
return max(l - a, b);
break;

}

}

double CMatrix::max(double a,
if (a >= b)
return a;
else return b;

}

double CMatrix::min(double a,

double b) {

double b) {
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if (a <= b)
return a;
else return b;

}

int CMatrix::max(int a,

if (a >= b)
return a;
else return b;

}

int CMatrix::min(int a,

if (a <= b)
return a;
else return b;

}

int b) {

int b) {

CMatrix rightResidual (CMatrix *lambda, CMatrix *ni) {

int i, j, k;
if ((lambda->n(Q)
return NULL;

I= ni->nQ)))

CMatrix R = CMatrix(lambda->m(), ni->m(Q));

for (1 = 0; i <

R.nQ);i++)

for (j = 0;j < R.mQ;j++) {
R(i, j) = R.residuum((*lambda) (0, i), (*ni) (0,

for (k = 1;
R(, j) =
Yk, 3)));
}
return R;

}

int i, j, k;

if (mi->m() !'= n

return NULL;

k < ni->nQ);

R.min(R(i,

i->m())

i),

;7 CMatrix leftResidual (CMatrix *ni,

k++)

R.residuum((*lambda)

CMatrix *mi) {

CMatrix R = CMatrix(ni->n(Q), mi->nQ));

for (i = 0; i <

R.nQ);i++)

for (j = 0;j < R.mQ;j++) {
R(i, j) = R.residuum((*mi) (j, 0), (*ni)(i, 0));

for (k = 1;k < ni->mQ) ;k++)

R(i, j) =
k)));
}
return R;

}

R.min(R(i,

i,

R.residuum((*mi) (j,

i)

(k,

k),
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relacijske sisteme

void main() {
int brojSkupova,

brElem];
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CMatrix *ro;
CMatrix *rol;
FILE *f;

f = fopen("InputVM.txt", "r");
fscanf(f, "%d", &brojSkupova);

ro = new CMatrix[brojSkupoval;
for (int i = 0;i < brojSkupova; i++)
ro[i].loadFromFile(f);

//pravimo matrice za izracunavanje

rol = new CMatrix[brojSkupoval;

// for (int i = 0; i < brojSkupova; i++)
// ro[i].printint();

fscanf(f, "%d", &brEleml);
Trojka *JElem = new Trojka[brElem]];

A Primeri koda programa

//formiramo matricu koja ce nam oznacavati da 1li postoje

relacije izmedju skupova (Ai, Aj)
CMatrix LAMP = CMatrix(brojSkupova);
LAMP .postaviNaNulaMat ();
for (int i = 0; i < brElem]; i++) {

//ucitavamo par (i,j) iz J i broj relacija R(i,j) - s

int 1, m, s;

fscanf(f, "%d %d %d", &1, &m, &s);
JElem[i].i = 1;

JElem[i].j = m;

JElem[i].brR = s;

JElem[i].R = new CMatrix[s];

for (int j = 0; j < JElem[i].DbrR; j++) {

JElem[i].R[j] = CMatrix(ro[JElem[i].i].n(), ro[JElem[i].j].

nQ);
JElem[i].R[j].loadElementsFromFile (f);
JElem[i].R[j].printint();
}
LAMP(l - 1, m - 1) = 1;
}

LAMP.printint();

bool dalje = true;
int brIter 0;

while (dalje && brIter < MAX_BROJ_ITER) {
dalje = false;
for (int j = 0; j < brojSkupova; j++) {
rol[j]l = roljl;
CMatrix resl, res2;
resl.makeUniversal(ro[j]l.n());
res2.makeUniversal(ro[j]l.n());
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55 for (int k = 0; k < brojSkupova; k++) {

56 if (LAMP(j, k) == 0) continue;

57 int z = 0;

58 while (z < brElem] && (JElem[z].i != j + 1 || JElem[z].j
1=k + 1))

59 Z++;

60 for (int i = 0; i < JElem[z].brR; i++) {

61 resl = resl.infimum(leftResidual (&(JElem[z].R[i].
composition(ro[k])), &(JElem[z].R[i])));

62 CMatrix pom = rol[k];

63 pom. transpose();

64 pom = leftResidual (&(JElem[z].R[i].composition(pom)),
&(JElem[z].R[i]1));

65 pom. transpose();

66 resl = resl.infimum(pom) ;

67 }

68 }

69 for (int k = 0; k < brojSkupova; k++) {

76 if (LAMP(k, j) == 0) continue;

71 int z = 0;

72 while (z < brElem] && (JElem[z].i != k + 1 || JElem[z].j
= j + 1))

73 Z++;

74 for (int i = 0; i < JElem[z].brR; i++) {

75 res2 = res2.infimum(rightResidual (&(JElem[z].R[i]), &(
ro[k].composition(JElem[z].R[i]))));

76 CMatrix pom = rol[k];

77 pom. transpose();

78 pom = rightResidual (&(JElem[z].R[i]), &(pom.composition
(JElem[z].R[i1)));

79 pom. transpose();

80 res2 = res2.infimum(pom) ;

81 }

82 }

83 rol[j] = rol[j].infimum(resl.infimum(res2));

84 if ('rol[j]l.equalsTo(&ro[j]))

85 dalje = true;

86 }

87

88 brIter++;

89
9 for (int j = 0; j < brojSkupova; j++)

o1 ro[j] = rol[jl;

92

93 printf("\n\n=========== ITERACIJA %d ===============\n",
brIter);

94 for (int j = 0; j < brojSkupova; j++)

95 ro[j].printint();

96 }

97

98

99

100 printf("\n\n========== STAMPA KOMPOZICIJA =============\n");

101 Trojka pom;
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102 CMatrix alphal;

103 CMatrix R;

104 CMatrix alphal;

105 CMatrix res;

106 for (int k = 0; k < brElem]; k++) {
107 pom = JElem[k];

108 for (int 1 = 0; 1 < JElem[k].brR; 1++) {

109 alphal = ro[JElem[k].i-1];

110 R = JElem[k].R[1];

111 alphal = ro[JElem[k].j-1];

112 res = alphal.composition(R).composition(alphal);
113 res.printint();

114 }

115

116 }

117

118

119

120 printf("\nBroj iteracija je: %d", brIter);
121

122 system("PAUSE");

123 }

1.4. Implementacija algoritma za izracunavanje najvece
forward bisimulacije

void bisimulacijeForward(FILE *inputFile) {
int brA, brAp, brR, brP;
CMatrix *R1, *R2, *Pl, *P2;
FILE *f;

oo W e

7 //f = fopen("VotingForStates.txt", "r");
8 f = inputFile;

10 fscanf(f, "%d %d %d %d", &brA, &brAp, &brR, &brP);
12 R1 = new CMatrix[brR];
13 R2 = new CMatrix[brR];
14 Pl = new CMatrix[brP];
15 P2 = new CMatrix[brP];

17 for (int i = 0; i < brR; i++) {

18 R1[i] = CMatrix(brA);

19 R1[i].loadElementsFromFile (f);
20 }

21

22 for (int i = 0; i < brR; i++) {
23 R2[i] = CMatrix(brAp);

24 R2[i].loadElementsFromFile (f);
25 }

27 for (int i = 0; i < brP; i++) {
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28 P1[i] = CMatrix(l, brA);
29 P1[i].loadElementsFromFile (f);
30 }

32 for (int i = 0; i < brP; i++) {
33 P2[i] = CMatrix(l, brAp);

34 P2[i].loadElementsFromFile (f);
35 }

38 for (int i = 0; i < brR; i++) {
39 R1[i].printint(Q);

40 }

41

42 for (int i = 0; i < brR; i++) {
43 R2[i].printint(Q);

w3}

45

46 for (int i = 0; i < brP; i++) {
47 P1[i].printint(Q);

48 }

49

50 for (int i = 0; i < brP; i++) {
51 P2[i].printint(Q);

52 }

56 CMatrix phi®@, phil;
58 //Racunamo phi® inicijalno

60 CMatrix pPoml, pPom2;

61 pPoml = rightResidual (&(P1[0]) ,&(P2[0]));
62 CMatrix plT, p2T;

63 plT = P1[0];

64 plT. transpose();

65 p2T = P2[0];

66 p2T. transpose();

67 pPom2 = leftResidual (&plT, &p2T);

70 phi® = pPoml.infimum(pPom2) ;

72 for (int i = 1; i < brP; i++) {

73 phi®.printint();

74 pPoml = rightResidual (&(P1[i]), &(P2[i]));
75 plT = P1[i];

76 plT.transpose();

77 p2T = P2[i];

78 p2T.transpose();

79 pPom2 = leftResidual (&plT, &p2T);

80 pPom2 . transpose();

81 phi® = phi®.infimum(pPoml.infimum(pPom2));
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82 }

84 phi®.printint();

86 bool dalje true;
87 int brIter = 0;

90 while (dalje && brIter < MAX_BROJ_ITER) {

91 phil = phi®;

92 for (int j = 0; j < brR; j++) {

93 CMatrix resl, res2;

94 //izracunavamo prvi deo u izrazu

95 resl = phi®;

9% resl.transpose();

97 resl = R2[j].composition(resl);

98 resl = leftResidual (&resl, &(RI[j]1));

99 resl.transpose();

100

101 //racunamo drugi deo izraza

102 res2 = R1[j].composition(phi®);

103 res2 = leftResidual (&res2, &R2[j1);

105 phil = phil.infimum(resl).infimum(res2);
106 }

107

108 if (phil.equalsTo(&phi®))

109 dalje = false;

110

111 brIter++;

112

113 phi® = phil;

114

115 printf("\n\n========== ITERACIJA %d =============\n", brlter)
116 phi®.printint();

117 }

118

119 printf("\nBroj iteracija je: %d\n", brIter);
120

121 system("PAUSE");

122 }

1.5. Implementacija algoritma za izracunavanje najvece
backward bisimulacije

void bisimulacijeBackward(FILE *inputFile) {
int brA, brAp, brR, brP;
CMatrix *R1, *R2, *Pl, *P2;
FILE *f;

s W o e

6 f = inputFile;
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fscanf(f, "%d %d %d %d", &brA, &brAp, &brR, &brP);

R1 = new CMatrix[brR];
R2 = new CMatrix[brR];
P1 = new CMatrix[brP];
P2 = new CMatrix[brP];

for (int i = 0; i < brR; i++) {
R1[i] = CMatrix(brA);
R1[i].loadElementsFromFile (f);
}

for (int i = 0; i < brR; i++) {
R2[i] = CMatrix(brAp);
R2[i].loadElementsFromFile (f);
}

for (int i = 0; i < brP; i++) {
P1[i] = CMatrix(l, brA);
P1[i].loadElementsFromFile (f);
}

for (int i = 0; i < brP; i++) {
P2[i] = CMatrix(l, brAp);
P2[i].loadElementsFromFile (f);
}

for (int i = 0; i < brR; i++) {
R1[i].printint(Q);
}

for (int i = 0; i < brR; i++) {
R2[i].printint(Q);
}

for (int i = 0; i < brP; i++) {
P1[i].printint(Q);
}

for (int i = 0; i < brP; i++) {
P2[i].printint(Q);
}

CMatrix phi®, phil;
//Racunamo phi® inicijalno

CMatrix pPoml, pPom2;

pPoml = rightResidual (&(P1[0]), &(P2[0]1));
CMatrix plT, p2T;

plT = P1[0];

175
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62 plT.transpose();

63 p2T = P2[0];

64 p2T. transpose();

65 pPom2 = leftResidual (&plT, &p2T);

67 phi® = pPoml.infimum(pPom2);

69 for (int i = 1; i < brP; i++) {

70 phi®.printint();

71 pPoml = rightResidual (&(P1[i]), &(P2[i]));
72 plT = P1[i];

73 plT.transpose();

74 p2T = P2[i];

75 p2T.transpose();

76 pPom2 = leftResidual (&plT, &p2T);

77 pPom2 . transpose();

78 phi® = phi®.infimum(pPoml.infimum(pPom2));
79 }

81 phi®.printint();

83 bool dalje
84 int brlIter

true;
0;

87 while (dalje && brIter < MAX_BROJ_ITER) {

88 phil = phi@;

89 for (int j = 0; j < brR; j++) {

90 CMatrix resl, res2;

91 //izracunavamo prvi deo u izrazu

92 resl = phi®.composition(R2[j]);

93 resl = rightResidual (&R1[j], &resl);
94

95 //racunamo drugi deo izraza

9% res2 = phi®;

97 res2.transpose();

98 res2 = res2.composition(R1[j]);

99 res2 = rightResidual (&R2[j], &res2);
100 res2.transpose();

101

102 phil = phil.infimum(resl).infimum(res2);
103 }

104

105 if (phil.equalsTo(&phi®))

106 dalje = false;

107

108 brIter++;

109

110 phi® = phil H

111

112 printf("\n\n=========== ITERACIJA %d ============\n", brlter)
113 phi®.printint();
114 }
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printf("\nBroj iteracija je: %d\n", brIter);

system("PAUSE");
}
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1.6. Algoritam za izra¢unavanje najvece backward-forward

bisimulacije

void bisimulacijeBackwardForward (FILE *inputFile) {

int brA, brAp, brR, brP;
CMatrix *R1, *R2, *Pl, *P2;
FILE *f;

//f = fopen("VotingForStates.txt", "r");
f = inputFile;

fscanf(f, "%d %d %d %d", &brA, &brAp, &brR, &brP);

R1 = new CMatrix[brR];
R2 = new CMatrix[brR];
P1 = new CMatrix[brP];
P2 = new CMatrix[brP];

for (int i = 0; i < brR; i++) {
R1[i] = CMatrix(brA);
R1[i].loadElementsFromFile (f);
}

for (int i = 0; i < brR; i++) {
R2[i] = CMatrix(brAp);
R2[i].loadElementsFromFile (f);
}

for (int i = 0; i < brP; i++) {
P1[i] = CMatrix(l, brA);
P1[i].loadElementsFromFile (f);
}

for (int i = 0; i < brP; i++) {
P2[i] = CMatrix(l, brAp);
P2[i].loadElementsFromFile (f);

}

CMatrix phi®, phil;

//Racunamo phi® inicijalno

CMatrix pPoml, pPom2;

pPoml = rightResidual (&(P1[0]), &(P2[0]1));

CMatrix plT, p2T;
plT = P1[0];
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45 plT.transpose();

146 p2T = P2[0];

47 p2T. transpose();

48 pPom2 = leftResidual (&plT, &p2T);
1w // pPom2.transpose();

51 phi® = pPoml.infimum(pPom2) ;

53 for (int i = 1; i < brP; i++) {

54 pPoml = rightResidual (&(P1[i]), &(P2[i]));
55 plT = P1[i];

56 plT.transpose();

57 p2T = P2[i];

58 p2T.transpose();

59 pPom2 = leftResidual (&plT, &p2T);

60 pPom2 . transpose();

61 phi® = phi®.infimum(pPoml.infimum(pPom2));
62 }

64 phi®.printint();

66 bool dalje
67 int brlIter

true;
0;

70 while (dalje && brIter < MAX_BROJ_ITER) {

7 phil = phi@;

72 for (int j = 0; j < brR; j++) {

73 CMatrix resl, res2;

74 //izracunavamo prvi deo u izrazu

75 resl = R1[j].composition(phi®);

76 resl = leftResidual (&resl, &(R2[j1));

77

78

79 //racunamo drugi deo izraza

80 res2 = phi®.composition(R2[j]);

81 res2 = rightResidual (&R1[j],&res2);

82

83 resl = resl.infimum(res2);

84

85 phil = phil.infimum(resl);

86 }

87

88 if (phil.equalsTo(&phi®))

89 dalje = false;

90

91 brIter++;

92

93 phi® = phil;

94

95 printf("\n\n============ ITERACIJA %d ============\n", brlter
s

96 phi®.printint();

97 }
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}

printf("\nBroj iteracija je:

system("PAUSE");

%d\n",

brIter);
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