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1 Uvod

Kvantna optika trenutno predstavlja jednu veoma atraktivnu oblast istrazivanja u
fizici. 2012-te godine, Serge Haroche i David J. Wineland, podelili su Nobelovu na-
gradu za istrazivanja u ovoj oblasti, rade¢i na razvijanju metoda za merenje i ma-
nipulaciju Cestica pri ¢emu one zadrzavaju svoju kvantno-mehani¢ku prirodu. Ova
oblast fizike se bavi istrazivanjem kvantnih aspekata interakcije izmedu svetlosti i ma-
terije i aktivno nalazi svoje primene. Primene gde se ova istrazivanja mogu iskoristiti
su 8iroke. Laserovanje bez inverzije [1], laserska spektroskopija visoke rezolucije [2],
povecanje indeksa prelamanja bez apsorpcije [3], precizna magnetometrija [4] i uspo-
ravanje svetlosti [5] su samo neke od tih primena.

U osnovi svih ovih efekata je koncept kvantne interferencije, koji je povezan sa
fenomenom neseparabilnosti, odnosno neraspletenosti u kvantno-mehanickim poja-
vama u mikrosvetu. Sa pojmom kvantne interferencije blisko je povezan i pojam
atomske koherencije, koja moze nastati kao rezultat interakcije atoma sa laserskim
poljima. Kao rezultat koherentne atom-laserske interakcije, moze se javiti ¢itav niz
efekata usled izmenjenih optickih osobina sredine, medu koje spada i elektromagnetno
indukovana transparentnost - EIT (na engleskom electromagnetically induced trans-
parency). Ovaj fenomen je jedan od najinteresantnijih manifestacija atomske koheren-
cije. Tada, rezonantno lasersko zrac¢enje ¢ija se apsorpcija intuitivno oc¢ekuje, zapravo
ne biva apsorbovano u sredini |6, 7, 8]. Pojava elektromagnetno indukovane trans-
parentnosti zasniva se na destruktivnoj interferenciji amplituda verovatnocée prelaza
izmedu atomskih stanja, koja dovodi do toga da sredina, koja bi inace apsorbovala
energiju elektromagnetnog radijacionog polja (polje lasera) sa frekvencom bliskom ili
jednakom frekvenci atomskog prelaza, postane transparentna za ovo polje. Drugim
re¢ima, kada su ostvareni uslovi za ispoljavanje EIT efekta, sredina nema nikakvog
uticaja na prolaz laserskog snopa date frekvence. Za ovu pojavu je karakteristicno
to Sto se sa njom javlja i niz drugih interesantnih efekata povezanih sa apsorpcionim
svojstvima sredine. Naime, refrakciona svojstva sredine mogu takode biti znac¢ajno
izmenjena, tj. indeks prelamanja moze imati veoma velike vrednosti.

Eksperimentalno proucavanje EIT obavljano je u pocetku na parama atoma Rb,
Na, Sr, dok se u novije vreme u eksperimentima ovog tipa koriste Bose-Einestein-ovi
kondenzati (BEC kondenzati) [9, 10, 11] i poluprovodnicke nanostrukture, kao §to su
kvantne jame, kvantne Zzice i kvantne tacke [12, 13].

Proucavanje nelinearnih optickih procesa u poluprovodnickim nanostrukturama je
vodeno sledeé¢im razlozima. U poslednje vreme, sve je veéi broj optickih uredaja koji
rade na bazi poluprovodnika. Razumevanje fizike poluporovodnika je klju¢no za una-

predivanje performansi postojeé¢ih uredaja, a otkrivanje novih fenomena moze dovesti



do dodatnih primena i novih uredaja koji ¢e se upotrebljavati u praksi |14, 15, 16,
17, 18, 19]. Proucavanje poluprovodnika je bitno ne samo zbog primena u tehnologiji,
ve¢ 1 sa stanovista fundamentalne teorijske fizike, jer predstavljaju pogodnu sredinu
za proucavanje fizike jako interaguju¢ih visecesti¢nih sistema. Ova dva cilja su kom-
plementarna i razvoj poluprovodnicke tehnologije nije mogué¢ bez fundamentalnih is-
trazivanja [20].

Efekat koji je usko povezan sa efektom elektromagnetno indukovane transparent-
nosti je efekat koherentnog zarobljavanja naseljenosti - KZN (na engleskom coherent
population traping - CPT). Ovaj efekat je prvi put eksperimentalno primecéen 1976.
godine [21] i objasnjen u radovima |22, 23].

Znacaj i primene EIT, kao i promene apsorpcionih i disperzionih osobina sredine,
usled interakcije sa elektromagnetnim poljima, predstavljaju motivaciju za nastanak
ovog rada.

Disertacija je organizovana na sledec¢i nacin.

U drugom poglavlju disertacije su date teorijske osnove za probleme razmatrane
u ovoj disertaciji, kao i pregled dosadasnjih istrazivanja na ovu temu. Na kraju ovog
poglavlja, radi kompletnosti, dati su neki detalji eksperimentalne realizacije navedenih
efekata.

U tre¢em poglavlju disertacije date su master jednacine, odnosno opticke Bloch-
ove jednacine za sve sisteme i konfiguracije nivoa koje ¢e biti ispitivane u ovom radu.
Izvedene su master jednacine za sisteme sa tri nivoa - u A, kaskadnoj i V konfiguraciji,
kao i za sisteme sa Cetiri nivoa - u kaskadnoj i Y konfiguraciji. Poseban akcenat je dat
Y konfiguraciji i izvodenju ovih jednacina kada su dva najviSa nivoa nedegenerisana i
kada su oni degenerisani.

U cetvrtom poglavlju predstavljen je model konfiniranog atoma vodonika i njegova
primena na opisivanje vodoni¢ne nedistoée u sfernoj kvantnoj tacki. Razmatranje
necistoca je od posebne vaznosti jer njihovo prisustvo moze izmeniti elektri¢ne i op-
ticke osobine materijala. U ovom poglavlju ¢e biti re¢i o vodoni¢noj necisto¢i konfini-
ranoj potencijalom neprobojne sfere, vodoni¢noj necisto¢i konfiniranoj potencijalom
neprobojne sfere u prisustvu spoljasnjeg magnetnog polja i vodoni¢noj necistoéi kon-
finiranoj slojevitom kvantnom tackom.

U petom poglavlju su predstavljeni originalni rezultati istraZivanja za sve gore
navedene sisteme.

U Sestom poglavlju su izvedeni zakljucci iz ovih istrazivanja i dat pregled otvorenih
pitanja vezana za dalja istrazivanja u ovoj oblasti.

U razlic¢itim delovima ove disertacije je koris¢en razli¢it sistem jedinica. KoriSéen je

SI sistem, kao i atomski sistem jedinica - Hartree i Rydberg-ov sistem. Razlog ovome



je specificnost C¢asopisa u kojima su objavljeni nauc¢ni radovi, a na kojima je bazirana
ova doktorska disertacija. Radi jednostavnijeg pracenja, kratak pregled koris¢enih
jedinica dat je u dodatku A.
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1.1 Elektromagnetno indukovana transparentnost

Elektromagnetno indukovana transparentnost (EIT) je atomski koherentni efekat koji
dozvoljava propagaciju elektromagnetnih polja bez slabljenja kroz sredinu koja je inace
neprozratna za to zracenje |7, 24, 25|. Prvi eksperiment kojim je demonstriran efekat
je sproveden 1990-te godine na atomskim parama stroncijuma [24].

Smanjivanje koeficijenta apsorpcije sredine za svetlost odredene talasne duzine
pra¢eno je povecanjem indeksa prelamanja sredine na istim talasnim duzinama. Pro-
mene u indeksu prelamanja znace i promenu grupne brzine svetlosti. Ovaj efekat je

poslednjih godina bio korisé¢en za znacajno usporavanje svetlosti.



Istrazivanja u ovoj oblasti su najpre dominantno vrSena na atomskim i molekul-
skim gasovima i parama, dok se u poslednje vreme sve viSe paznje posvecuje kvantno
koherentnim efektima u poluprovonickim nanostrukturama kao Sto su kvantne tacke.
Kvantno konfiniranje elektrona unutar kvantnih tacaka u sva tri prostorna pravca
dovodi do diskretizacije energijskih nivoa i na taj nacin dobija slicnu strukturu kao
Sto imaju atomi [26] (zbog Cega se ovakvi sistemi nazivaju i "vestacki atomi" - artifi-
cial atoms). Postojanje diskretnih nivoa omogucava realizaciju EIT efekta u kvantnim
tackama na istim osnovama kao i u atomskim sistemima. Istrazivanje ove oblasti je
od velike vaznosti, kako za fundamentalna istrazivanja, tako i za prakti¢ne primene.

Jiang sa saradnicima [27] je teorijski izu¢avao EIT efekat, razmatrajuéi interakciju
kvantne tacke, kao sistema sa dva nivoa u provodnoj zoni, sa kontrolnim i probnim
laserskim poljem. Nielsen sa saradnicima [28| je vrSio istraZivanja na EIT efektu
numerickim putem, na sistemu koji se sastoji od niza kvantnih tacaka od InAs koji
se nalaze u GGaAs, pri ¢emu se svaka kvantna tacka tretira kao sistem od tri nivoa
u kaskadnoj konfiguraciji, sa osnovnim nivoom u valentnoj i dva ekscitovana nivoa u
provodnoj zoni. Raki i Askari su istrazivali ovaj efekat u cilindri¢noj kvantnoj tacki
od GaAs sa parabolickim konfinirajué¢im potencijalom, i razmatrali uticaj dimenzija
kvantnih tacaka, polarizacije probnog i kontrolnog lasera, kao i koeficijenata raspada
[29]. Vaseghi i Mohebi su razmatrali uticaj spoljasnjih elektri¢nih i magnetnih polja,
dimenzije kvantne tacke i pritiska na EIT, grupnu brzinu svetlosti i indeks prelamanja
sferne kvantne tacke sa paraboli¢nim radijalnim potencijalom [30]. U dva poslednja
rada, sistem konfiniran kvantnom tackom je posmatran kao sistem sa tri nivoa u A
konfiguraciji.

Kao $to je veé¢ receno, osobine kvantnih tacaka se mogu modifikovati promenama
u njenom obliku i dimenzijama |31] ili promenama pritiska i temperature [32, 33|, i
spoljasnjim elektri¢nim i magnetnim poljem [34]. Apsorpcione i disperzione karakte-
ristike kvantnih tac¢aka se takode mogu modifikovati i necistocama [33, 35, 36]. Efekti
oblika i veli¢ine kvantnih tacaka na vezivne energije donora su teorijski ispitane za
oblike kao $to su cilindri¢ni, pravougaoni, sferni i piramidalni |37, 38, 39, 40, 41, 42, 43|.

Tokom poslednjih godina, posebna paznja se poklanja fizickim osobinama nove
vrste kvantnih tacaka, koje se nazivaju slojevite sferne kvantne tacke (SSKT). Te-
hnologki, proizvodnja ove vrste kvantnih tacaka je postalo moguce koris¢enjem odgo-
varajucih tehnika hemijske sinteze |44, 45|. Istrazivanja u ovoj oblasti su najpre bila
ogranic¢ena na elektronske osobine, tj. na reSavanje Schrodinger-ove jednacine i odredi-
vanje svojstvenih vrednosti i svojstvenih funkcija. Aktas i Boz [46] su izrac¢unali
energiju veze za vodoni¢nu necisto¢u u SSK'T koriste¢i Runge-Kutta metod cetvrtog

reda. Akgiil sa saradnicima 47| je ispitivao elektronske osobine SSKT sa paraboli¢nim



konfiniranjem. Mikhail i El Sayed [48| su izracunali vezivnu energiju necistoc¢a za
slucajeve kada se one nalaze u centru i kada se nalaze van centra SSKT. Boz je sa
saradnicima razmatrao vezivne energije necisto¢e koja se nalazi u centru SSK'T pod
uticajem spoljagnjeg magnetnog polja [49]. Elektronske i opticke osobine SSKT za
slucajeve sa i bez necisto¢a su istrazivane u radovima [50, 51, 52|, gde su vezivne
energije, apsorpcioni koeficijenti i ja¢ine oscilatora, odredene u funkciji poluprecnika
kvantnih tacaka i Sirine barijera. Linearne i nelinearne opticke osobine SSKT sa neci-
sto¢ama u centru su razmatrane u radu [53]. Karimi sa saradnicima [54] je proucavao
uticaje veli¢ine kvantne tacke, vodoni¢ne necistoce, hidrostatickog pritiska i temper-
ature na linearne i nelinearne opticke osobine u SSKT. U ovom radu [54] razmatrani
sistem se sastoji od dva nivoa, koja interaguju sa jednim laserskim poljem. Ipak,
do sada nije bilo istrazivanja koja su usmerena na apsorpcione i disperzione osobine
SSKT sa vodoni¢nom necisto¢om u kaskadnoj konfiguraciji u interakciji sa vise od
jednog polja. U ovoj disertaciji ¢e izmedu ostalog biti istrazen takav sistem i kako
dimenzija ovog sistema, temperatura i pritisak uticu na njegove apsorpcione i dis-
perzione osobine.

U ovoj disertaciji, EIT efekat ¢e biti izuc¢avan na prostorno konfiniranom atomu
vodonika. Model prostorno konfiniranog atoma, koji je prvi put uveden u radu
Michels-a i saradnika [55] u cilju prou¢avanja polarizabilnosti vodonika pod pritiskom,
poslednjih decenija je naSao Siroku primenu u raznim oblastima fizike: atomska i
molekularna fizika, fizika plazme, astrofizika, fizika ¢vrstog stanja [56, 57, 58|. Atrak-
tivnosti modela doprinela je ¢injenica da se pomo¢u njega mogu objasniti osobine
atoma unutar fulerena [59, 60|, kao i osobine poluprovodnickih heterostruktura, kao
Sto su kvantne jame, Zzice i tacke [61, 62, 63]. Konfinirani atom vodonika - KAV (na
engleskom confined hydrogen atom - CHA) naSao je primenu u proucavanju struk-
turnih i optic¢kih osobina pomenutih heterostruktura sa vodoni¢nom necisto¢om. Pri-
sustvo necisto¢a vodoni¢nog tipa znacajno menja osobine materijala, $to moze biti od
posebnog interesa za konstruisanje nekih optoelektronskih uredaja [64, 65].

Dosadasnji radovi, koji se bave problematikom KAV, uglavnom su se odnosili na
izra¢unavanje energija [66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75|, staticke i dinamicke
polarizabilnosti [76, 77, 78, 79|, jacine linija i jac¢ine oscilatora dipolnih prelaza, vre-
mena Zivota nekih pobudenih stanja, generalisane ja¢ine oscilatora [80, 81, 82, 83, 84],
jacine oscilatora dipolnih i kvadrupolnih prelaza izmedu visih pobudenih stanja|85],

ekscitaciju i fotojonizaciju KAV u interakciji sa laserskim poljem [86, 87, 88].



1.2 Usporavanje svetlosti

Moguénost kontrolisanja brzine prostiranja svetlosti kroz razlic¢ite atomske pare, pred-
stavlja aktivno polje istrazivanja poslednjih decenija. Najpre je u radovima Scully-ija i
Harris-a [89, 90| pokazano da kvantno-interferencioni efekti mogu dovesti do pove¢anja
indeksa prelamanja i time do smanjenja brzine svetlosti. Kao rezultat njihovog istrazi-
vanja predvideno je i pokazano postojanje veoma spore svetlosti.

Harris je sa saradnicima [91]| eksperimentalno postigao usporenje grupne brzine
svetlosti za faktor 250 pomocu atomskih para olova. Kasnije je Kash sa saradnicima
[92] usporio svetlost do brzine 90 m/s koristeéi slicnu tehniku na atomskim parama
rubidijuma. Bigelow sa saradnicima [93| je uspeo da uspori brzinu svetlosti do 58 m/s
na sobnoj temperaturi u kristalu rubina. Hau sa saradnicima [94] je usporio brzinu
svetlosti do 17 m/s na niskim temperaturama Bose—Einstein-ovih kondenzata, a Bud-
ker sa saradnicima [95] je usporio brzinu svetlosti do 8 m/s koristeéi tehniku sli¢nu
onoj u radu [92].

Razvoj moderne tehnologije omoguéio je izradu veoma malih poluprovodnickih
struktura kao Sto su kvantne jame, kvantne zice i kvantne tacke. To je dalje otvorilo
put istraziva¢ima da na njima istrazuju fundamentalne fizicke fenomene, kao i one
fenomene koji se mogu koristiti u praksi u razli¢itim elektro-opti¢kim uredajima. U
ovim kvantnim nanostrukturama, elektroni su dodatno zarobljeni. Kao posledica ove
dodatne zarobljenosti, odnosno dodatne konfiniranosti, njihova energijska stanja su
diskretna i jednostavna za dalju manipulaciju. Upravo iz tog razloga, ove nanostruk-
ture predstavljaju interesantne sisteme za primene u optoelektronskim uredajima |96,
97].

Veoma bitnu ulogu u uredajima koji rade na bazi poluprovodnika igraju necistoce,
posto one mogu da promene provodnost poluprovodnika za nekoliko redova veli¢ine.
Vodoni¢na necistoéa u konfiniranim sistemima je stoga koristan model za razumevanje
elektronskih i optickih osobina ovakvih sistema. Iz tog razloga, ovakvi sistemi su
predmet intenzivnog istrazivanja poslednjih godina [98, 99, 100]. Ipak, samo nekoliko
njih se bavi efektom usporavanja svetlosti i moguénoséu da se ove osobine iskoriste
kako bi se brzina svetlosti znac¢ajno usporila [101, 102].

Mirzaei, Askari i Raki [102] su razmatrali moguénost usporenja svetlosti u je-
dnom ovakvom sistemu. Oni su analizirali grupnu brzinu svetlosti u V-tipu (i A-
tipu) cilindri¢ne kvantne tacke sa tri nivoa, i razmatrali uticaj dimenzije cilindri¢ne
kvantne tacke i polarizacije svetlosti. U radu [103] razmatrana je moguénost usporenja
grupne brzine svetlosti u kaskadnoj konfiguraciji konfiniranog atoma vodonika u sfer-
noj kvantnoj tacki sa tri nivoa. Ispitivan je uticaj promene poluprec¢nika kvantne

tacke, frekvence porbnog laserskog polja, intenziteta kontrolnog polja i razdesenost



kontrolnog polja na grupnu brzinu svetlosti.

1.3 Primene

EIT efekat ima potencijalne primene u vise razli¢itih oblasti, ukljuc¢ujuéi opticku
mikroskopiju [104]|, magnetnometriju [105, 106], kvantnu optiku i kvantnu informatiku
[107, 108]. Ovaj efekat je u pocetku bio ispitivan uglavnom na sistemima kao $to su
atomski i molekulski gasovi i pare [109, 110, 111, 112]. Medutim, poslednjih godi-
na, interes za proucCavanje kvantno koherentnih efekata je sve veéi za sisteme na bazi
poluprovodnickih nanostruktura - kao $to su kvantne tacke. Razlog ovome je Sto je
ovaj materijal dominantan u ve¢ postoje¢im elektronskim i optoelektronskim uredaji-
ma [113, 114], kvantnom rac¢unarstvu i kvantnoj informatici [115, 116, 117, 118, 119|.

Usporavanje svetlosti takode moze imati znacajne primene. Usporenje grupne
brzine svetlosti dovodi do povecanja interakcionog vremena unutar sredine sa ne-
linearnim karakteristikama, $to je vazno za istrazivanja efikasnosti nelinearnih procesa
[120, 121, 122|. Koriste¢i znacajnu deformaciju probnih laserskih pulseva na granici
sredine gde se javlja EIT efekat, moze se realizovati i skladistenje informacija sadrzanih
u dugim pulsevima, koji se na ovaj nacin mogu sabiti u veoma male zapremine. In-
teresantni efekti se mogu primetiti i razmatranjem spore svetlosti unutar neuniformno
pokretnih sredina. U radu [123] je istaknuta analogija izmedu spore svetlosti u ovakvoj
sredini i jednacina opste relativnosti za crne rupe. Na ovaj nacin je moguce istrazivati
efekte opSte relativnosti u laboratorijskim uslovima.

EIT efekat je usko povezan i sa efektom laserovanja bez inverzije i moze se uspesno

koristiti za izradu lasera na frekvencama na kojima to do skora nije bilo moguce.



2 Teorijske osnove

Kao $to je opisano u uvodnom poglavlju, elektromagnetno indukovana transparentnost
(EIT) predstavlja proces u kome kvantna interferencija uzrokuje da sredina koja je
inace neprozracna za neko odredeno zracanje, postane transparentna za to zracenje.
U ovom delu disertacije bic¢e dat osnovni opis ovog fenomena koji je moguce realizovati

na atomskim sistemima, kako bi se kasnije isti efekat primenio na drugim sistemima.

2.1 Interferencija razlic¢itih ekscitacionih puteva

Napredak u oblasti optike je najc¢esc¢e prac¢en razvojem novih materijala sa pogodni-
jim optickim karakteristikama. Modifikacija optickih osobina materijala koji ¢e biti
centralna tema ovog rada se zasniva na lasersko indukovanoj koherentnosti diskret-
nih kvantnih stanja, koje dovode do kvantnih interferencija izmedu razli¢itih ekscita-
cionih puteva. Na ovaj nacin se moze eliminisati apsorpcija na rezonantnoj frekvenci
prelaza. Ova pojava je dobila naziv "Elektromagnetno indukovana transparentnost"
od strane Harris-a i saradnika [90]. VaZnost ovog efekta proizilazi iz ¢injenice da se
nelinearna susceptibilnost znac¢ajno uvec¢ava upravo u onoj oblasti frekvenci gde i dis-
perziona kriva pokazuje interesantne osobine. Naime, disperziona kriva predstavljena
na grafiku u ovoj oblasti je veoma strma, $to dalje dovodi do interesantnih efekata.

Opticke osobine atomskih i molekularnih sistema (a time i "vestackih atoma" o ko-
jima ¢e biti reci u ovoj disertaciji) su neraskidivo povezane sa njihovom strukturom.
Fizi¢ka veli¢ina koja povezuje linearni odziv atoma (ili nekog drugog kvantnog sis-
tema) sa rezonantnim elektromagnetnim talasom opisana je susceptibilno$éu prvog
reda xM. Tmaginarni deo ove veli¢ine I'm[y"] odreduje slabljenje (apsorpciju) polja
koje izaziva sredina kroz koju se elektromagnetni talas prostire, dok realni deo Re[y]
odreduje indeks prelamanja. Oblik krive Im[y"] u zavisnosti od frekvence za dipolno
dozvoljene prelaze, predstavlja Lorencijan, ¢ija je Sirina odredena koeficijentom ras-
pada. Oblik krive Re[yM] ima karakteristi¢an disperzioni profil, sa anomalnom dis-
perzijom (koju karakteriSe smanjenje Re[x(!)] sa porastom frekvence) u centralnom
delu apsorpcionog profila u opsegu koji je karakteristi¢an i za Sirinu gore pomenutog
Lorencijana. Na slici 1 mogu se videti oba oblika imaginarnog i realnog dela veli¢ine
¥, tj. i onaj uobi¢ajen, kao i onaj modifikovani, koji je rezultat EIT-a. Na ovoj
slici su predstavljeni imaginarni i realni deo susceptibilnosti prvog reda za slucaj re-
zonantnog kontrolnog polja, u funkciji razdesenosti probnog polja.

Na slici 2 predstavljen je odgovarajuéi nelinearn: koeficijent susceptibilnosti treceg
reda. Poredenjem ovih grafika, moze se zakljuciti da kod Im[x™"] dolazi do destruk-

tivne, a kod x® do konstruktivne interferencije, u oblasti oko rezonarnce.
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Slika 1: Susceptibilnost u funkeiji razdesenosti probnog polja A, = w, — w3 (ispreki-
dana crvena linija) i pojava EIT efekta pri uklju¢enom kontrolnom polju (puna plava

linija).

Slika 2: Apsolutna vrednost nelinearne susceptiblinosti u funkciji razde$enosti probnog
polja [25].

éinjenica da je ispitivani sistem transparentan na frekvenci koja je rezonantna,
nije sama po sebi od velike vaznosti, poSto se do iste transparentnosti moze doci i
razdeSavanjem lasera, tako da on ima frekvencu dovoljno daleku od rezonantne. Ono
Sto je vazno, je to da je u istom opsegu frekvenci, gde je apsorpcija mala, nelinearni
koeficijent susceptibilnosti y® takav da je on posledica konstruktivne interferencije.
Odnosno, vrednost ovog koeficijenta je ve¢a od proste sume dva razdvojena Loren-
cijanska profila. Takode, disperzija u blizini rezonantne frekvence je znatno razlicita
od strme, anomalne disperzije karakteristi¢ne za slucaj kada nema drugog laserskog
polja. Umesto toga, moze se primetiti normalna disperzija u oblasti niske apsorpcije,

a strmina ove krive se moze kontrolisati intenzitetom kontrolnog lasera. Kao posledi-
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ca ovakvih karakteristika, laserski puls, iako se ne apsorbuje, moze da trpi jak uticaj
drugih disperzivnih i nelinearnih efekata. Najvazniji uticaj od svih, ima ¢injenica da
je disperziona kriva strma i linearna u zavisnosti od frekvence, upravo u oblasti gde je
apsorpcija mala. Kao posledica ovoga, javljaju se veoma interesantni fenomeni, kao
$to je spora svetlost, longitudinalno kompresovanje pulseva i "skladistenje" svetlosti.

Postoji vise razloga zasto su atomski i molekulski sistemi u gasnoj fazi najispiti-
vaniji sistemi u ovoj oblasti. Ovi sistemi se karakteriSu relativno niskim koeficijentima
raspada u poredenju sa onim koji se sre¢u u ¢vrstim telima. Takode, mogu se ohla-
diti do veoma niskih temperatura (eliminiSu¢i na taj nacin Sirenja usled Doppler-ovog
efekta), a mogu da istrpe i veoma visoke intenzitete lasera.

Kako bi objasnili kako kvantna interferencija moze da uti¢e na promenu optickih
osobina sredine, vazno je krenuti sa prvim istrazivanjima u ovoj oblasti. Radovi u
ovoj oblasti pocinju sa radom Fano-a, koji u atomsku fiziku uvodi pojam interfe-
rencije izmedu razli¢itih puteva (kanala) ekscitacije u stanje kontinuuma [128]. Po
njemu, stanje unutar kontinuuma (slika 3a) se moze dostiéi ili direktnom ekscitaci-
jom (kanal 1) ili prolaze¢i najpre kroz rezonancu (kanal 2). Interferencija izmedu
ova dva kanala moze biti konstruktivna ili destruktivna i na taj nacin dovodi do
smanjenja ili do uvec¢anja fotojonizacionog poprec¢nog preseka. Ova teorija je kasnije
potvrdena radovima Madden-a i Codling-a 1965-te godine [129]. Tokom 1960-tih go-
dina, autojonizacioni spektri su dosta istrazivani. U tom periodu, viSe autora se bavilo
proucavanjem interferencije izmedu dve bliske rezonance [130, 131]. Tada je paznja
proucavanja preusmerena na interferenciju izmedu dva puta od osnovnog stanja do
finalnog stanja unutar kontinuuma preko dve rezonance - slika 3b. Pokazano je i da
interferencija moze biti znac¢ajna samo u slucaju kada je "rastojanje" izmedu ove dve
rezonance uporedivo, ili je i manje od njihovih Sirina, koje su sa druge strane povezane

sa koeficijentima raspada ovih rezonanci.

kontinuum kontinuum

a) b)

Slika 3: Fano interferencija dva ekscitaciona puta do kontinuuma: a) preko jedne

rezonance, b) preko dve rezonance.

Harris [141] je zatim istrazivao interferenciju izmedu dva razli¢ita puta u kome se
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dve bliske rezonance raspadaju u kontinuum. On je primetio da se pomocu ovakvog
sistema moze ostvariti efekat laserovanja bez inverzije, poSto se na ovaj nacin moze
eliminisati apsorpcija, dok stimulisana emisija ostaje nepromenjena. Ono Sto je joS
bitnije, primeéeno je da je ovakav sistem ekvivalentan sistemu u kome su dva energijski
udaljena stanja u interakciji sa rezonantnim laserskim poljem - slika 4. Dva energijski
udaljena stanja u interakciji sa rezonantnim laserskim poljima predstavljenim preko
obucenih stanja, zapravo predstavljaju dva energijski bliska stanja. Harris je dakle
predlozio da se ovakva struktura energijskih nivoa, pogodna za ostvarivanje ovog
efekta pomocu kvantne interferencije izmedu razlicitih puteva, moze ostvariti pomocu
spoljasnjeg laserskog polja. U radu istog autora [90], prvi put se javlja sintagma
"Elektromagnetno indukovana transparentnost", pri ¢emu se ovim izrazom opisivalo
smanjenje linearne reakcije sredine na lasersko zracenje pomocu destruktivne kvantne

interferencije.

(1

Slika 4: Atom sa tri nivoa sa predstavljenim energijskim nivoima preko atomskih
stanja (levo) i preko obucenih stanja, tj. svojstvenih stanja ukupnog Hamiltonijana

sistema atom-laserska polja (desno).

Boller [24] je 1991. istakao da sustinski postoje dva ekvivalentna nacina na osno-
vu kojih se moze objasniti EIT efekat. Prvi nadin se zasniva na radu Imamoglu-
a i Harris-a [142]|, u kojoj se dva obuena stanja mogu posmatrati kao dve malo
razdvojene rezonance koje se raspadaju u isti kontinuum. Ukoliko je tada probno polje
podeseno tako da je u rezonanci sa datim prelazom, doprinos susceptibilnosti daju obe
rezonance, koje su podjednako udaljene, ali sa razli¢itim znakom razdeSenosti. Kao
posledica kvantne interferencije, neé¢e do¢i do prostog sabiranja doprinosa ove dve
rezonance, ve¢ apsorpcija moze biti znatno smanjena. Drugi nacin objasnjenja EIT
efekta je preko atomskih umesto preko obucenih stanja. U ovom sluc¢aju, lasersko
polje utice na verovatnocu prelaza sa jednog nivoa na drugi. Na taj nacin, amplituda
za stanje |3) se moZze menjati usled direktnog prelaza |1) — |3) ili usled prelaza |1) —
13) — |2) — |3) (ili ¢ak prelazima koji ukljuc¢uju i viSestruke prelaze izmedu navedenih
nivoa). Posto je kontrolno polje obi¢no mnogo veceg intenziteta od probnog polja,

indirektni put |1) — |3) — |2) —|3) zapravo ima amplitudu verovatoce koja je istog reda
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velicine kao amplituda verovatnoée direktnog prelaza.

Smanjenje apsorpcije, nije dakle posledica samo Autler-Townes-ovog razdvajanja
[132], jer bi onda apsorpcija probnog polja bila jednaka zbiru apsorpcionih koefi-
cijenata koji poticu od dva krila datih rezonanci, $to zapravo nije slucaj. Upravo
destruktivna interferencija na ovoj frekvenci igra klju¢nu ulogu i dovodi do potpune
eliminacije apsorpcije.

Jos jedan zanimljiv efekat koji je blisko vezan sa EIT-om je pojacanje laserske
svetlosti koja nastaje bez inverzne populacije. Ovaj proces se naziva "laserovanje
bez inverzije naseljenosti" (na engleskom lasing without inversion - LWI). Ovaj efekat
je teorijski predviden u radu [133]|, a eksperimentalno pokazan na V konfiguraciji
rubidijuma [134] i A konfiguraciji natrijuma [135]. VaZnost istraZivanja u ovoj oblasti
lezi u tome, Sto je na ovaj nacin mogucée prevazi¢i poteskoce u konstrukciji lasera
kratkih talasnih duzina.

Jos jedan efekat u bliskoj vezi sa EIT-om je efekat "meSanja Cetiri talasa" (na
engleskom four-wave mizing - FWM) [136]. Za razliku od laserovanja bez inverzije,
gde je potrebno probno polje da bi se njegov intenzitet pojacao, u ovom procesu ono
nije potrebno, ve¢ se ono generise pomocu jednog kontrolnog polja frekvence ws i dva
pomocna polja frekvenci w, i w,. Kljuénu ulogu sada ima nelinearna susceptibilnost
koja opisuje interakciju atoma u ovom procesu mesSanja, gde se kao rezultat dobija
laserska svetlost frekvence w; = w, + wp — wo. Na slici 5 su prikazana oba slucaja, i
interferencioni putevi kod EIT-a i interferencioni putevi kod FWM.

Na slici 5, je prikazan sistem u kaskadnoj konfiguraciji u kome je prelaz izmedu
najnizeg i najviSeg nivoa sistema zabranjen u dipolnoj aproksimaciji. Ovaj prelaz se
ipak moze realizovati pomoc¢u dva polja frekvenci w, i wy, i Rabijevih frekvenci €2, i
Q. Ukoliko su polja frekvenci w, i wy blizu dvo-fotonske rezonance dipolno zabran-
jenog prelaza, moze se generisati laserska svetlost frekvence w;. Izmedu linearne i
nelinearne susceptibilnosti, iako na prvi pogled one imaju slicne grafike zavisnosti od
razdeSenosti polja (slike 1 1 2), postoji fundamentalna razlika. Poredenjem ova dva
grafika pri nultoj razdeSenosti lasera, moze se primetiti destruktivna interferencija
kod linearne susceptibilnosti, ali konstruktivna interferencija kod nelinearne suscep-
tibilnosti. Kako bi postalo jasnije zasto se ovo deSava, potrebno je obratiti paznju
na dijagrame predstavljene na slici 5. Jasno se vidi da sve interakcije viSeg reda kod
linearnog koeficijenta susceptibilnosti uklju¢uju paran broj razmenjenih fotona sa kon-
trolnim poljem (2., dok je kod nelinearnog koeficijenta susceptibilnosti uklju¢en uvek

neparan broj razmenjenih fotona sa kontrolnim poljem [7].
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a) b)

c) d)

Slika 5: Dijagrami a) i b) pokazuju prvi i drugi red perturbacionog razvoja povezanih
sa linearnom susceptibilno$¢u sistema. Dijagrami c¢) i d) pokazuju prvi i drugi red

perturbacionog razvoja povezanih sa nelinearnom susceptibilnosé¢u.

2.2 Tamno stanje sistema

Fenomen koherentnog zarobljavanja naseljenosti (KZN) je najpre uocen u radu [21],
da bi kasnije teorijski bio objasnjen u radovima [137, 138] pomoc¢u tamnih svojstvenih
stanja sistema sa tri nivoa u lambda konfiguraciji (slika 4). Kako bi se ostvario KZN
efekat, dva skoro rezonantna laserska polja interaguju sa sistemom u lambda konfigu-
raciji, usled cega ukupan Hamiltonijan ima oblik H = Hy + H;,;. U ovoj jednacini,
Hy predstavlja Hamiltonijan slobodnog atoma, dok H,,; opisuje interakciju atoma sa
laserskim poljima. Hamiltonijan H ¢e imati drugacija svojstvena stanja u odnosu na
Hy. U ovom delu disertacije, atomska stanja ¢e biti obelezena sa [1), |2) i |3), po
rastu¢im energijama, dok ¢e svojstvena stanja ukupnog Hamiltonijana biti obelezena
sa |a®), |[aT) i |a”). Jedno od ovih svojstvenih stanja ukupnog Hamiltonijana ¢e imati
oblik |a") = «|1) — B|2), i ne sadrzi u sebi stanje |3), dok su amplitude verovatnoce
nalazenja u atomskim stanjima a i § proporcionalne jac¢inama laserskih polja. U
eksperimentima [21|, populacija ovog nivoa je "pumpana" preko spontanih raspada
iz ekscitovanih stanja. Zatim je populacija ostajala na tom nivou, jer je verovatnoca
ekscitovanja sa ovog na neko viSe stanje poniStena usled kvantne interferencije. Ve¢

je pomenuto da se jedno stanje ukupnog Hamiltonija moze izraziti preko dva stanja
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atomskog Hamiltonijana. Eksplicitni izrazi za nove svojstvene funkcije se mogu izraziti
na eksplicitan nacin preko "uglova mesanja" 6 i ¢ koji zavise od Rabijevih frekvenci
probnog i kontrolnog laserskog polja, €, i €. Za slu¢aj dvo-fotonske rezonance (kada
su razdesenosti lasera medusobno jednake A, = A. = A), ovi uglovi su odredeni na

sledeé¢i nadin:

tanf = % (2.2.1)
/22 + Q2
tan2g = YE—~ (2.2.2)

Svojstvene funkcije ukupnog Hamiltonijana su onda:

la™) = sinfsin@|1) + cos ¢|3) + cosOsin ¢|2) (2.2.3)
1a®) = cosf|1) — sinf]2) (2.2.4)
la™) = sinfcos¢|l) —sin¢|3) + cosd cos ¢|2) . (2.2.5)

Svojstvene vrednosti stanja |a*) i |a~) u odnosu na stanje |a°) su siftovane na gore i

h
Be=3(A%,/0+ 22+ 02). (2.2.6)

Stanja |a*) sadrZe komponente sva tri atomska stanja, dok stanje |a°) nema doprinos

dole za vrednost

stanja |3) 1 zbog toga je ovo stanje - tamno stanje, jer atom koji se prevede u ovo
stanje ne moze da se ekscituje u stanje |3).

U specijalnom slu¢aju obucenih stanja, kada je probno polje slabog intenziteta,
a kontrolno velikog intenziteta €2, < ()., dobija se da je sinf — 0 i cosf — 1, pa
tamno stanje postaje identi¢no osnovnom stanju |a") = |1), sa kog se ne moze desiti
ekscitacija. Ukoliko su dodatno, polja podesena tako da su u rezonanci sa datim
prelazima (A = 0), sledi da je tan¢ — 1, odnosno ¢ = 7, pa su obucena stanja data

na sledeci nacin:

@) = S=(2)+13) (2:2.7)
1

V2

Ova obucena stanja su uobic¢ajena stanja relevantna za pojavu EIT efekta koja se

Ql

(12) = 13))- (2.2.8)

javljaju u limitu jakog kontrolnog i slabog probnog polja. Ipak, iz gornjih jednacina
se vidi da ¢e tamno stanje u lambda konfiguraciji postojati i za dva jaka polja.

Za EIT efekat su pre svega bitne promene koje nastaju u materijalu koje su
povezane sa linearnim i nelinearnim optickim osobinama. Kao $to ¢e se videti u

nastavku ove disertacije, oblik funkcije linearne susceptibilnosti u sebi sadrzi mnoge
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bitne osobine koje karakterisu EIT efekat. Ova veli¢ina predvida i Autler-Townes-
ovo razdvajanje atomskih rezonanci, kao i pojavu da za dvo-fotonsku Raman-ovu
rezonancu u idealnom limitu kada je 757 = 0, i realni i imaginarni deo linearne sus-
ceptibilnosti postaju jednake nuli, bez obzira na jacine laserskih polja. U slucaju
kada je |Q.| > 731, apsorpciona kriva zapravo opisuje Autler-Townes-ovo razdvajanje.
Za slucaj kada vazi || < 731, dobija se uzak transparentni prozor, pri ¢emu su
Sirine apsorpcionih pikova mnogo manje od 73; (veli¢ina koja inace karakteriSe Siri-
nu apsorpcionih pikova). U drugom slu¢aju je o¢igledno da su modifikacije linearne
susceptibilnosti posledica fenomena kvantne interferencije, a ne prostog razdvajanja
rezonanci.

Sva teorijska razmatranja o kojima je do sada bilo reci, proverena su eksperi-
mentalno u viSe laboratorija na razli¢itim sistema - od atomskih para do magnetno
zarobljenih atoma Bose—Einstein-ovih kondenzata. Prvi eksperimentalni rezultati do-

bijeni u ovoj oblasti [24] koji pokazuju ovaj efekat su predstavljeni na slici 6.

1.0 1.0
o @ | o (b) |
o} = 1
8] 0 |
£ 0.5 £ o5 e
cC , cC // 1
) ) / .
0.0 : : 0.0 : :
- -2 0 - 0 2 4
AP AP

Slika 6: Zavisnost transmisije od razdeSenosti probnog polja dobijen u prvoj eksperi-
mentalnoj demonstraciji EIT efekta na atomima stroncijuma. (a) Transmisija kroz
¢eliju stroncijuma bez kontrolnog polja, (b) transmisija kroz ¢eliju stroncijuma u pri-
sustvu kontrolnog polja. Isprekidana linija se odnosi na teorijske, a puna linija na

eksperimentalne rezultate. [24]

U realnim atomskim sistemima, a posebno u poluprovodnicima i "vestackim" ato-
mima koeficijent raspada za zabranjen prelaz |1) — |2) je razli¢it od nule, bilo usled
atomskih sudara, bilo zbog interakcije sa fononima u kristalnoj resetki. Medutim, ¢ak
i u tom sluc¢aju kada je 9, # 0, sve vazne karakteristike EIT efekta ostaju oc¢uvane,

ukoliko Rabijeva frekvenca kontrolnog polja zadovoljava uslov
[Qc? > 31721 - (2.2.9)
Na slici 7 su prikazani imaginarni delovi linearnog dela susceptibilnosti za slucajeve

17



kada je a) v91 = 0, b) 721 = 0.1731 i ¢) Y91 = 10731, dok je za Rabijevu frekvencu uzeto
Qc = 0.5"}/31.

1 O" " " " 1] " b " " " " 1.0F
a
) 0sl D) ] c)

0.8 1 0.8
~ 06 _ 0.6 -~ 06
< < <
E 04 E 0.4 E 0.4

0.2} 0.2 02

0.0 ‘

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
A, A, A,

Slika 7: Apsorpcija probnog polja za sledec¢e vrednosti koeficijenata raspada: a) o1 =

0, b) 721 = 0.1731 i ¢) 721 = 10731, i Rabijevu frekvencu 2. = 0.573.

Sa ovih grafika se moze zakljuciti, da ukoliko je ispunjen uslov (2.2.9) - slika 7b,
apsorpcioni profil ostaje slican idealnom sluc¢aju - slika 7a. Transparentnost za nultu
razdeSenost nije vise jednaka nuli, i postojanje koeficijenta raspada 9 predstavlja
fundamentalnu granicu za mnoge EIT primene. U slucaju kada je v91 > 731 - slika

7c, apsorpcioni minimum nestaje.

2.3 Koherentno zarobljavanje naseljenosti

Jedan od efekata koji je usko vezan sa efektom elektromagnetno indukovane tran-
sparentnosti je efekat koherentnog zarobljavanja naseljenosti. I u ovom slucaju, kao i
u slucaju obucenih stanja kod EIT-a, dva svojstvena stanja ukupnog Hamiltonijana
H = Hy + H;,; se mogu izraziti preko atomskih svojstvenih stanja. Interakcioni ¢lan
je pri tome dat na sledeéi nacin H;y = Vi + Vo, gde je Vi = RQ, (J1)(3] + [3)(1]) i
Vo = Q. (|12)(3| 4 |3)(2]), za slucaj A konfiguracije. Ispostavlja se da ova svojstvena
stanja predstavljaju simetri¢nu i antisimetri¢nu koherentnu superpoziciju dva najniza

atomska stanja i imaju oblik
Q Qe
|+) = ﬁ\l)—i-ﬁm (2.3.1)

) = 2 - ), (232

O =/ 402, (2.3.3)

Ono §to je vazno primetiti ovde, je to da se atomsko stanje |3) ne javlja u ovim su-

gde je

perpozicijama. Na ovaj nacin, jedno od gore pomenutih svojstvenih stanja sistema
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atom-polje, |+) ostaje povezano sa medustanjem |3) preko elektri¢ne dipolne interak-
cije. S druge strane, stanje |—) postaje "dekuplovano" od stanja |3) i zbog toga se
naziva i "tamno", odnosno "zarobljeno" stanje. Cinjenica da jedno od ovih stanja os-
taje u interakciji sa poljem, a drugo postaje "dekuplovano", se moze analiticki pokazati
ra¢unanjem dipolnih momenata izmedu stanja |+) i |—) sa preostalim atomskim sta-
njem. Ukoliko su intenziteti laserskih polja €2, i Q. u odgovaraju¢em odnosu, znak
"-"u superpoziciji stanja |1) i |2) koje formiraju stanje |—) ¢e dovesti do toga da
odgovarajué¢i dipolni moment postane jednak nuli, tj. dva ¢lana koja daju doprinos
prelasku izmedu stanja |3) i |—) su istog intenziteta, ali razli¢itog znaka. Zbog svega
navedenog stanje |—) se obi¢no naziva ne-kuplovano (non-coupled) stanje i oznacava
sa |[NC), dok se stanje |+) naziva kuplovano (coupled) i oznacava sa |C). Pod pret-
postavkom da se dostigne stacionarno stanje, stanje |NC') ¢e sadrzati svu populaciju
sistema zbog procesa opti¢kog pumpanja, tj. zbog spontane emisije sa stanja [3) doci
¢e do povecanja naseljenosti nivoa | NC), dok je proces apsorpcije i ekscitacije sa stanja
|NC') onemogucen, a time i proces depopulacije ovog stanja.

U koherentnom zarobljavanju naseljenosti - KZN (na engleskom coherent popula-
tion traping - CPT), interferencioni efekti nastaju usled delovanja oba laserska polja,
posto oni imaju uporedive intenzitete. Ukoliko je jedno polje dosta veéeg intenziteta u
odnosu na drugo €2, < €, jedini bitni interferencioni efekti su oni usled procesa koji
nastaju delovanjem polja €2.. Ovo je ve¢ opisana situacija za realizaciju EIT efekta,
i ovde se vidi tesna veza izmedu EIT i KZN, koja je takode bila predmet izucavanja
razli¢itih autora [139, 140]. Veliki broj radova koji se bavi prou¢avanjem KZN efekta,
za nivoe |1) i |2) koristi Zeeman-ove ili hiperfine podnivoe osnovnog stanja, tako da
su u pocetku oba ova nivoa naseljena. Za razliku od ovog slucaja, pri realizaciji EIT-
a, stanje [2) je ekscitovano stanje i u po¢etnom trenutku nije naseljeno. Poredenje
izmedu EIT-a i KZN-a je moguce raditi i u smislu vremena koje je potrebno da dode
do odredenog efekta. Kod KZN-a vremenska skala na kojoj dolazi do zarobljavanja
naseljenosti u stanju |[NC') je nekoliko radijacionih vremena Zivota, dok je vreme us-

postavljanja EIT efekta reda veli¢ine 1/, §to je obi¢no mnogo brze.

2.4 Veza izmedu veli¢ina na mikro i makro nivou

Vecéina razmatranja do sada se odnosila na deSavanja na mikronivou u interakciji
izmedu laserskih polja i atoma. Potrebno je medutim videti kako ovi efekti uticu na
makroskopske efekte kao Sto je apsorpcija, disperzija, promena brzine svetlosti itd.
Informacija o koherenciji se moze dobiti iz nedijagonalnih elemenata matrice gus-
tine p;;. Ovi matri¢ni elementi igraju veoma vaznu ulogu u evoluciji sistema u kome

atom interaguje sa elektromagnetnim poljem. Metod u kome se javlja matrica gustine
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je koris¢en u mnogim izracunavanjima atomskih koherentnih efekata u nelinearnoj
optici. Ovim pristupom se jednostavno mogu ukljuciti i efekti spontane emisije, koji
izazivaju depopulaciju odredenih nivoa. lako sada ve¢ standardizovan nacin za izracu-
navanja osobina sredine pod gore pomenutim uslovima, formalizam matrice gustine
nije jedini nacin izraCunavanja potrebnih veli¢ina. Mnoga istrazivanja su vrSena i
preko amplituda verovatnoce |90, 141, 142], preko Feynman-ovih dijagrama [140, 143|
ili pomocu kvantnih skokova [144]. Svi ovi pristupi su suStinski ekvivalentni i daju

identi¢ne rezultate.

Slika 8: Standardna Sema u kaskadnoj konfiguraciji za realizaciju EIT efekta, sa

prikazanim svim relevantnim parametrima spoljasnjih polja.

Relevantne matri¢ne elemente matrice gustine je moguée izracunati pomocu jedna-
¢ina evolucije sistema - Liouville-ovih jednacina [145, 146]. Ove jednacine ¢e zavisiti
od parametara sistema koje je mogucée kontrolisati u eksperimentima. Ove veli¢ine su
predstavljene na slici 8. RazdeSenosti polja &, sa frekvencom w,, i polja &, sa frekven-
com w. u odnosu na odgovarajuce prelaze iznose A, = wo —w, 1 A, = w32 — we,
respektivno. Odgovaraju¢e Rabijeve frekvence su €1, i Q.. Pored parametara koji
karakterisu lasere, EIT ¢e takode zavisiti i od parametara kvantnog sistema na koji
laseri deluju. Pojava EIT efekta se povezuje sa vrednosSéu matri¢nog elementa pqo
¢iji i realni i imaginarni deo postaju jednaki nuli za nerazdeSene lasere. Vrednost
ovog matricnog elementa se moze dobiti iz spregnutih diferencijalnih jednacina koje
povezuju matricne elemente pia, p23 1 p13 matrice gustine. ReSavanje ovih spregnu-
tih jednacina je moguce razli¢itim analitickim i numerickim metodama. U rezimu
stacionarnog stanja, svi izvodi u ovim jednac¢inama ¢e biti jednaki nuli, pa se ovaj
sistem spregnutih jednacina znacajno pojednostavljuje. Ovakav sistem jednacina se u
nekim sluc¢ajevima moze reSiti egzaktno analitickim metodama, dok se u nekim sluca-
jevima ovaj problem moze reSavati perturbacionim metodama, uz pretpostavku da
je kontrolno polje 2. mnogo jace od probnog polja, ili se pak mogu upotrebiti razni

numericki metodi. U ovoj disertaciji ¢e biti re¢i samo o problemima koji se ti¢u sta-
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cionarnog stanja. Vremenski zavisna izracunavanja ovih veli¢ina su pre svega bitna
kada se radi sa laserima sa vremenski promenljivim intenzitetima i za modelovanje
problema u kojima se koriste pulsni laseri. Rad na ovakvim problemima predstavlja
temu za dalja istrazivanja o kojima nece biti re¢i u ovoj disertaciji.

Kako bi razumeli modifikacije optic¢kih osobina sredine (apsorpciju ili pojacanje,
kao i disperziju i nelinearne efekte) potrebno je ispitati linearne i nelinearne opticke
susceptibilnosti, a ne samo matri¢ne elemente matrice gustine same po sebi. Pola-
rizacija na makroskopskom nivou koja se odnosi na frekvencu prelaza ws; se moze

povezati sa mikroskopskom koherencijom pio preko izraza
Piy = Ndiapia, (2.4.1)

gde je N broj atoma u osnovnom stanju u sredini, a di5 dipolni matri¢ni element
povezan sa odgovarajué¢im kvantnim prelazom [136]. Ova relacija se moze primeniti
za sve sredine u kojima se medusobne dipol-dipolne interakcije mogu zanemariti. Na
ovaj nacin se imaginarni i realni deo susceptibilnosti mogu na direktan nacin dovesti
u vezu sa pip. Vazno je napomenuti da se pri ovakvom razmatranju mikroskopske
koherencije posmatraju kvantno mehanicki, dok se elektromagnetna polja posmatraju
klasi¢no i opisuju Maxwell-ovim jedna¢inama. Za neke potrebe [147, 148] moguce
je razviti pun kvantno mehanicki pristup. Medutim za sve razmatrane probleme u
ovoj disertaciji poluklasi¢ni pristup je adekvatan, pri ¢emu su spontani raspadi dodati

fenomenoloski.

2.5 Spora i ultraspora svetlost

Sa pojavom EIT efekta dolazi i do usporavanja grupne brzine svetlosti u skladu sa

jedna¢inom [91]
_dwy, c

— = 25.1
Vg dky | A n + wy(dn/dw,)’ (25.1)

p=0

pri ¢emu je indeks prelamanja dat sa

n=+/1+ Relx]. (2.5.2)

Za vrednost razdeSenosti A, = 0, imaginarni deo susceptibilnosti moze imati nultu
vrednost, odnosno imamo savrSenu transparentnost, a bas na toj vrednosti grupni in-
deks moze imati veoma velike vrednosti u poredenju sa jedinicom i moguce je postici
veoma male grupne brzine svetlosti. Kao Sto je veé¢ bilo reci, ove veoma male brzine
su eksperimentalno realizovane, kako na atomskim parama i Bose-Einstein-ovim kon-

denzatima, tako i u materijalima ¢vrstog stanja [149].
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Usporenje svetlosnog pulsa bez apsorpcije sa sobom donosi i dodatne vazne efekte.
Kada svetlosni puls ulazi u sredinu sa ovakvim karakteristikama on postaje prostorno
sabijen za faktor za koji je brzina svetlosti u toj sredini manja od brzine svetlosti u
vakuumu [120]. Ovo komprimovanje nastaje jer deo pulsa koji prvi ulazi u sredinu
ima mnogo manju brzinu od zadnjeg dela pulsa. Obrnuto se desava kada puls napusta
sredinu sa ovakvim specijalnim karakteristikama. U radu [120] puls je eksperimentalno
komprimovan sa skale koja se izrazava u kilometrima na milimetarsku skalu.

Prilikom usporavanja svetlosti, samo mali deo energije pocetnog pulsa ostaje ele-
ktromagnetne prirode, tj. vec¢i deo ove elektromagnetne energije se privremeno skladisti
u kombinovanom sistemu atoma i kontrolnog polja. Pre nego Sto puls probnog laser-
skog polja interaguje sa atomima sa tri nivoa, kontrolno polje "priprema'" sve atome
u stanju |1) odredenim tehnikama. Kada prednji deo laserskog pulsa dode do atoma,
atom koji je u pocetku bilo u stanju |1) prelazi u superpoziciju stanja [1) i |2). U
ovom procesu, deo energije probnog polja se prenosi na atome i kontrolno polje. Kada
je maksimalna energija probnog polja preneta i maksimalna verovatnoc¢a preneta na
stanje |2), transfer energije prestaje i pofinje u suprotnom smeru. Na taj nadin se
energija vrati probnom pulsu pre napusStanja uzorka. Stepen prenosa ove energije
probnog polja na sistem atomi-kontrolno polje zavisi od intenziteta kontrolnog polja.
Sto je kontrolno polje jaCe, ovaj prenos energije je intenzivniji i usporenje probnog
polja vece (a sa tim je vece i vreme kaSnjenja pulsa kroz uzorak).

Moze se ipak pokazati da nije moguce u potpunosti zaustaviti laserski puls svet-
losti koriste¢i EIT pomocu stacionarnog kontrolnog polja i u nepokretnoj sredini. Iz
jednacina koje opisuju EIT efekat u ovom slucaju bi sledilo da Sirina transparentnog
prozora postaje jednaka nuli, $to dovodi do potpune apsorpcije probnog laserskog

pulsa.

2.6 Eksperimenti i eksperimentalna ogranicenja
2.6.1 Eksperimenti sa pulsnim laserima

Prvi realizovani eksperiment u kome je demonstriran efekat EIT-a je uraden od strane
Harris-a i njegove grupe na Stanfordu na atomskim sistemima stroncijuma [24] i olova
[150]. U oba ova eksperimenta koris¢eni su pulsni laseri.

U eksperimentu sa stroncijumom koriséena je A konfiguracija i sledeéa stanja:
stanje P, (585p), kao stanje |1), autojonizaciono stanje ' Dy (4d5d), kao stanje |2) i
metastabilno stanje ! D, (4d5p) kao stanje |3). Kao probni laser ¢iju apsorpciju treba
eliminisati koris¢en je laser frekvence 337.1 nm, dok je kao kontrolni laser koris¢en

laser frekvence 570.3 nm. U eksperimentu je pokazano da kada je ukljucen samo
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probni laser, sredina je skoro potpuno neprozrac¢na, tj. ima propustljivost od oko

e~29%1 Kada je ukljucen i kontrolni laser, transmisija probnog lasera je pove¢ana do

vrednosti e~ 1+0-1

. U radu je istaknuto da bi povecanje transparentnosti bilo samo do
vrednosti e~" ukoliko bi uzrok transparentnosti bio Autler-Townes-ovo razdvajanje i
na taj nacin dokazano da interferencioni efekti ovde igraju klju¢nu ulogu.

U eksperimentu sa olovom, EIT efekat je demonstriran na sistemu sa tri nivoa
u kaskadnoj konfiguraciji. Koriséena su sledeé¢a energijska stanja atoma: stanje 3P,
(65%6p®) kao osnovno stanje |1), 3P, (6s%6p7s®) kao ekscitovano stanje |2) i najvise

stanje 2D, (6s%6p7p) kao stanje |3), dok je koris¢eni laser imao frekvencu 1064 nm.

2.6.2 Eksperimenti sa kontinualnim laserima

Glavna motivacija za eksperimente sa EIT koristeéi kontinualne lasere je u potenci-
jalnoj izradi lasera u odredenim domenima frekvenci u kojima do sada to nije bilo
moguce.

Prvi eksperimenti u ovoj oblasti sa kontinualnim laserima su izvr$eni u Arkanzasu
sa rubidijumovim atomima u A konfiguraciji i u St Andrew-su (u Skotskoj) u kaskadnoj
konfiguraciji [151, 152, 153, 154, 155, 156]. U rubidijumovom atomu je iskoris¢ena A
konfiguracija sa slede¢im nivoima: osnovni nivo 552, gde su uzeta dva hiperfina
nivoa sa F' = 11 I’ = 2, i pobudeno stanje 5P/ sa I' = 1. Energijsko rastojanje
dva hiperfina nivoa je bilo 6837 MHz, a koriS¢eni laser je imao frekvencu 780 nm. U
eksperimentu sa kaskadnom konfiguracijom koris¢eni su nivoi 557 /2, 5P/ 1 5D5/2, kao
nivoi 1), |2) 1|3), respektivno, dok su koris¢eni laseri imali frekvence 780 nm i 775 nm.

Nakon ovih pocetnih eksperimenata sa atomskim parama, slicni eksperimenti su
poceli da se realizuju sa rubidijumovim i cezijumovim atomima u A konfiguraciji, ko-
riste¢i magneto-opticke zamke (na engleskom magneto-optical trap - MOT). Prednost
ovakvih sistema je taj Sto su atomi na veoma niskim temperaturama i na taj nacin su
Doppler-ova Sirenja skoro zanemarljiva, a znacajno se redukuju i deekscitacije usled
sudara atoma, jer i njih ima zanemarljivo malo. Na taj nacin, ovi sistemi postaju

skoro idealni sa stanovista realizacije EIT efekta.
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3 Master jednacine i susceptibilnost

Elektromagnetno indukovana transparentnost se moze realizovati u razli¢itim kvant-
nim sistemima sa razli¢itim brojem diskretnih energijskih nivoa. U ovoj disertaciji
¢e najpre biti predstavljena tri tipa konfiguracija sa tri nivoa - lambda, kaskadna
(ili lestvicasta) i V konfiguracija. Zatim ¢e biti predstavljeni sistemi sa Cetiri nivoa -
kaskadna i Y konfiguracija, u kojima se javljaju dodatni kvantno-interferencioni efekti.

Master jednacine, koje se jos nazivaju i opticke Bloch-ove jednacine, koriste se
pri reSavanju opsSte grupe problema, koji ukljucuju interakcije izmedu malih i velikih
sistema. U ovom slucaju mali sistem je konfinirani atom, a veliki sistem predstavlja
kontinuum elektromagnetnog polja. Pomoc¢u ovih jednacina se ne vre izracunavanja
dinamike polja (velikog sistema), ve¢ samo njegov uticaj na dinamiku atomskog sis-
tema (malog sistema).

U slucajevima kada se master jednac¢ine mogu primeniti, neophodno je da interak-
ciona energija laser-sistem podeljena sa Planck-ovom konstantom, daleko prevazilazi
vrednost karakteristi¢ne §irine apsorpcionog profila sistema (atoma/vestackog atoma)
kada lasersko polje nije prisutno. U slucajevima koji se razmatraju u ovom radu, ovaj
uslov je ispunjen.

Master jednacine, koje opisuju sistem u Schrédinger-ovoj slici, dobijaju se iz kvant-
ne Liouville-ove jednacine (ili von Neumann-ove jednacine), koja predstavlja jednacinu
kretanja za matricu gustine sistema

) i
p= —ﬁ[H,p]. (3.0.1)
Da bi se u obzir uzele i nekoherentne interakcije, kakva je npr. spontana emisija,

u prethodnu jednacinu se dodaje jos jedan ¢lan, tako da ona postaje

i
p=—%[H P+ Lp, (3.0.2)

pri ¢emu je operator £ dat sa
Lp= 7 (255pSji — SjiSisp — pS;iSis) . (3.0.3)
2
dok se eksplicitan oblik ovog dela odreduje posebno za svaki konkretni sistem. U
gornjoj relaciji, veli¢ine ~;; opisuju brzine dekoherencije izmedu stanja |i) i |j), koji
potic¢u od spontane emisije i izracunavaju se po formuli

4
Yij = 5043005}!61@']'\2, (3.0.4)

gde je a konstanta fine strukture, dok S;; predstavlja operator definisan kao
Siy = li)il. (3.0.5)
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Hamiltonijan sistema u jednacini (3.0.2) predstavlja sumu Hamiltonijana koji opi-

suje atom i ¢lana koji opisuje interakciju sa elektromagnetnim poljem

H = Hy + Vi, (3.0.6)

pri ¢emu je Hamiltonijan koji opisuje slobodan atom dat sa

N
HA - Zhw,Sm, (307)

=1

a Clan koji opisuje interakciju sa elektromagnetnim poljem sa
Vit = —d - E(1). (3.0.8)

U gornjoj relaciji je iskoriséena takozvana dipolna aproksimacija. Energije atomskih
nivoa F; = hw; ¢e se u daljem razmatranju smatrati poznatim, a posebna paznja
njihovom odredivanju u zavisnosti od sistema koji se razmatra ¢e biti posveéena u
¢etvrtom odeljku ove disertacije.

U delovima koji slede ukupni Hamiltonijani za sisteme koji opisuju i atomski deo
i interakciju sa elektromagnetnim poljem u interakcionoj slici, bi¢e napisani u rotira-
juéem sistemu reference i uz korigéenje dipolne aproksimacije i aproksimacije rotira-

jucih talasa (na engleskom rotating wave approzimation - RWA) [8].

3.1 Interakcija laserskog zracenja sa atomskim sistemom sa tri

nivoa

Kao $to je ve¢ re¢eno u prethodnom odeljku ove glave, EIT efekat se moze realizovati
na razli¢itim kvantnim sistemima i sa uceS¢em razli¢itog broja kvantnih energijskih
nivoa. Najistrazivaniji sistemi su oni koji se sastoje od tri energijska nivoa. Tri moguce

konfiguracije sa tri energijska nivoa su predstavljene na slici 9.

a) b) c)

Slika 9: Dijagrami tri moguce konfiguracije u sistemu sa tri energijska nivoa: a) A, b)
kaskadna i ¢) V.

25



3.1.1 Hamiltonijan za lambda, kaskadnu i V konfiguraciju

Za kvantni sistem u A konfiguraciji, ukupan Hamiltonijan sistema koji opisuje i atom-

ski deo i interakciju sa elektromagnetnim poljem ima oblik

Hy= + hAB)B|+ (A, — A)[2)(2 (3.1.1)
— Q1) (3] — B, I3 (1] — B12) (3] — hI3) (2],

odnosno, u matri¢nom obliku

0 -9, 0
Hy=h|-Q, A, -9, |, (3.1.2)
0 -0 A, —A,

pri ¢emu su A, = w3 —w, 1 A, = w3y — w, razdeSenosti lasera, a ), = d;,l . 6;/2h
iQ, = d?n . 676 /2h Rabijeve frekvence koje karakteriSu intenzitet interakcije atoma sa
odgovaraju¢im laserskim poljima.

Hamiltonijan za kaskadnu konfiguraciju ima oblik

Hz = + KAL2)(2| + KA, + A)|3)(3] (3.1.3)
— hQ,|1) (2] = R,|2) (1] — RQL[2) (3] — R2|3)(2],
0 -, 0

H= = —Qp Ap _Qc ) (314)
0 —Q. A, +A,

(1]

pri ¢emu su A, = woy —w, 1 A, = w3y — w, razdeSenosti lasera, a Q, = doy - £,/2h 1

Q. = d?n E, /2h Rabijeve frekvence, dok za V konfiguraciju Hamiltonijan ima oblik

Hy = + hA2)(2| + hA3)(3] (3.1.5)
— Q1) (2] — B, [2) (1] — B (3] — RI3) (1],

0 -9, —Q
Hy=h|-Q, A, 0 |, (3.1.6)
Q. 0 A,

pri ¢emu su A, = wa —w, 1 A; = wy — w, razdeSenosti lasera, a Q, = d;l . gp/Qh i
Q. = ds; - gc/2h Rabijeve frekvence.
Zamenom Hamiltonijana (3.1.2) i uklju¢ivanjem spontanih raspada u jednacinu

(3.0.2) dobija se sledeci sistem spregnutih diferencijalnih master jedna¢ina za A kon-
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figuraciju sa tri nivoa

P11
P22
P12
P13
P23

Zamenom (3.1.3) i

= iQyp31 — 1,13 + V13033 (3.1.7)
= Qepsa — 182ep2s + Yo3p33

= iQpp31 — i8p13 + 1(Ap — Ac)pro

= i (ps3 — p11) — iQepra + i(Ap — 13 — Y23) P13

= 1Q(p33 — pa2) — 1Qppa1 + 1(Ar — Y13 — Y23) P23 -

(3.0.3) u (3.0.2) za kaskadnu konfiguraciju sa tri nivoa se dobija

slededi sistem master jednacina

p1 =
P33 =
P21 =
P31 =

P32 =

Zamenom (3.1.6) i

2721p11 + i(p12 — p21)<2p (3.1.8)
—2732033 — @ (Qepaz — Qeps2)

—Y21P21 + 1 (Appar — Qepsi — Qpp11 + Qppaz)

—32p31 + 1 ((Ap + Ac)psr — Qepar + Qpp32)

—Y21p32 — V32p32 + 1 (Acpsz — Qepaz + Qepss + Qppsi) -

(3.0.3) u (3.0.2) za V konfiguraciju sa tri nivoa se dobija sledeci

sistem master jednacina

P11
P22
P12
P13
P32

Y2p12 + V13033 + 12182 + 103182, — ip12€2e — ip1382, (3.1.9)
—Y12p22 + 1p1280 — ip21€2e

iQc(p22 — p11) + QP32 + (1A — Y12) P12

i (p3s — p11) + i8pas + (1A — Y12) P12

iQcp13 — 1 po1 + (1A, — 1A — Y12 — Y13) P23 -

3.2 Interakcija laserskog zracenja sa atomskim sistemom sa

c¢etiri nivoa

U ovoj disertaciji ¢e biti rec¢i o realizaciji EIT efekta, kao i o apsorpcionim i dis-

perzionim karakteristikama na kvantnim sistemima sa cetiri energijska nivoa. Dve

razlic¢ite konfiguracije sa Cetiri nivoa koje ¢e biti tema istrazivanja u ovom radu su

kaskadna i Y konfiguracija, i one su predstavljene na slici 10.

3.2.1 Hamiltonijan za kaskadnu konfiguraciju

Za kvantni sistem sa cetiri nivoa u kaskadnoj konfiguraciji, ukupan Hamiltonijan sis-

tema koji opisuje i atomski deo i interakciju sa elektromagnetnim poljem ima oblik
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Bl . v

b ] 13

12)

1)
a) b)

Slika 10: Dijagrami konfiguracija sa Cetiri energijska nivoa: a) kaskadna, b) Y.

Ho= 4 KA+ h(Ay + Aa)3)3) + h(Ay + A + Ao ] (3:21)
[ 1)(2] — B2 |2) (1] — P21 |2) (3] — 72a |3) (2]

odnosno, u matri¢nom obliku

0 -9 0 0
-0 A —Q, 0
Hz=h| 7 77 ' (3.2.2)
O —ch Ap -+ Acl _QCQ
0 0 _Qc2 Ap + Acl + ACQ

Zamenom (3.2.2) i (3.0.3) u (3.0.2) za kaskadnu konfiguraciju sa ¢etiri nivoa se dobija

slededi sistem master jednacina

pr1 = 2721p22 +iQ(p12 — p21) (3.2.3)
P33 = —2¥32p33 + 27a3paa — © (Qe1p2s — Qerpse — Qeapsa + Qeapas)

paa = —273paa — 82(p31 — pa3)

P21 = —Ya1pa1 + i (Appar — Qeapsr — Qpp1r + Qpp2o)

ps1 = —Ys2p31 + 1 ((Ap + Act)psi — Qeapar + Qppsa — Qe1par)

P32 = —Ya1p32 — Ya2P32 + 1 (Acipsz — Qeapaz + Qeapss + Qppsr — Qezpys)

P2 = —Y32p31 + 1 ((Ap + Act)psi — Qerpar + Qpps2 — Qe1par)

paz = —Ys2ps1 + i ((Ap 4+ Act)psi — Qerpar + Qppse — Qe1par) -
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3.2.2 Hamiltonijan za Y konfiguraciju

Ukupan Hamiltonijan sistema koji opisuje i atomski deo i interakciju sa elektromag-

netnim poljem u Y konfiguraciji, ima oblik:

Hy = + D020+ (8 + A)BE] + (3, + Aa))4
— SO - 5032l - 30l -

1 1 1
SO[1)(2] = 50a(2) (3] — 5Q2|2)(4], (3.2.4)
2 2 2
odnosno u matri¢nom obliku
0 - 0 0
Q Q
_ A _Qa 0
Hy=hn| * 7 2 o (3.2.5)
0 =5 Ap+An 32
0 0 —22 A+ A

gde su A, = wa — wy, App = Wiz — Wer 1 Ay = Wag — weo TazdeSenosti probnog i kon-
trolnih laserskih polja, respektivno i €2, Q. 1 Q. Rabijeve frekvence koje karakterisu
intenzitet interakcije atoma sa probnim i kontrolnim laserskim poljima: €2, = (fgl '5;, /h,
Qur = day - Ea [h1 Qoo = dis - Ea /.

Polaze¢i od Hamiltonijana (3.2.5) i Liouville-ove jednadine za matricu gustine
(3.0.2), gde je sa Lp oznaen deo koji potice od relaksacionih procesa i koji ¢e u
ovom delu imati opstiji oblik od jednacine (3.0.3), kako bi mogao da ukljuci i efekte

spontano generisane koherentnosti

Lp = —%721 (pSaz + Saop — 2512pS91)
_%732 (pSs3 + Ss3p — 2523pS32)
_%742 (pSaa + Saap — 2524pSao)
57 (PSss-+ Suap — 252.pS3)
—%n* (pSaz + Sazp — 2823pSu2) (3.2.6)

dobijaju se master jednacine koje definiSu dinamiku sistema u prisustvu laserskih
polja. U prethodnom izrazu je n = /732742 cosf.

Po svojoj definiciji, Rabijeve frekvence su kompleksne veli¢ine i mogu se zapisati
na sledeé¢i nacin: Q, = |Q,le ", Q= |Qu e 1 Qu = |Qwle™™2, gde su ¢, ¢a i
¢ faze probnog i kontrolnog polja respektivno. Bez umanjivanja op$tosti za Rabijeve
frekvence se mogu uzeti njihovi moduli, a njihove faze ugraditi u matri¢ne elemente

matrice gustine p. Uvodenjem oznaka oio = prae ™, o135 = pige "@rtoe) o, =
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prae” @t P2) ooy = poseTi%1 ] goy = pygei2 gy = pyge”®a17%2) (i odgovarajuce

oznake koje se dobijaju kompleksnom konjugacijom navedenih izraza), o; = py; (i =
1, 2,3, 4),iz (3.2.5), (3.2.6) i (3.0.2) dobijaju se slede¢e master jednacine

011

033

044

012

013

014

023

024

034

)
§Qp (021 — 012) + V21022,
1 1
§ch (023 — 032) — V32033 — B (Ne034 + Nao0as)
7 1
§Qc2 (094 — 042) — V43044 — B (No034 + No04s) ,
1 ) 1
—ng (011 — 092) + | 1A, — 5721 012
) )
_Qc - _Qc )
5 1013 5 2014
7 . 1
_5901012 + |i(A, + An) — 5732 013
1
§Qp023 - 5776130147
) 1,
—§Qc2012 - 577@713
. . 1 1
1A, + 1A — 3043 ) o4 + §Qp024 :

7 7 . 1 1
§Qp013 + =Qe (033 — 092) + (ZACI - 5721 - 5’73) 093

2
1 )
—Nep0o4 + §Qc2043 )
) 1
2

—Qeo(099 — 044) — =N3 023 +

=0 p014 — 9

2

1
*
Qo4 — —Qc2032 — =Ny (033 + 044)

2

)

2

1 )

AR 721 — =43 | 024 + 59c10347
z

2 2 2

1 1
1Ay — 1A — - = ,
1A — 1A 2732 2’743) 034

011 + 092 + 033 + 044 .

U master jednacinama sa n¢ oznacena je veli¢ina

koja moze biti razli¢ita od nule kada su dva najvisa energijska nivoa |3)

Ne = \/Yszyaze el P2 =P cosi) = p. Ampyme3te’

(3.2.7)
(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

(3.2.12)

(3.2.13)

(3.2.14)

(3.2.15)
(3.2.16)

(3.2.17)

i |4) kvazide-

generisana ili degenerisana i kroz nju se ispoljava efekat spontano generisane kohe-

rentnosti [157, 158].

U prethodnom izrazu je ¥ ugao izmedu dva dipola d3s i dyo, a

was = wy — ws razlika energija izmedu stanja |3) i |4).
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3.3 Susceptibilnost

Opticke osobine atomskih i molekulskih gasova, kao i poluprovodnickih kvantnih sis-
tema, koji su tema ovog rada, usko su povezani sa strukturom energijskih nivoa ovih
sistema. Linearni odgovor razmatranog sistema na lasersko zracenje je odredeno li-
nearnim koeficijentom susceptibilnosti x(. ITmaginarni deo susceptibilnosti Im[x(l)}
odreduje apsorpciju, dok realni deo Re[x(!)] odreduje indeks prelamanja sredine. Ob-
lik imaginarnog dela Im[x™"] za dipolno dozvoljene prelaze je funkcija frekvence i
predstavlja Lorencijan, ¢ija je Sirina odredena koeficijentom raspada odgovarajuceg
prelaza. U nastavku ¢e biti dato izvodenje za Y konfiguraciju, i analogno se mogu
dobiti izrazi i za ostale konfiguracije koriSéene u ovoj disertaciji.

Polarizacija sredine definiSe se kao elektri¢ni dipolni moment jedinice zapremine

sredine

]3 = N((i) = NTI'(ﬁd_j =N (ﬁ12d21 + p53d32 + ,5246142 + C.C.) 5 (331)
gde je N koncentracija sistema u odgovarajucoj konfiguraciji, a p matrica gustine u
originalnom (nerotiraju¢em) sistemu. Elementi ove matrice su povezani sa elementima

matrice gustine o, koja figuriSe u master jednac¢inama, na slede¢i nacin:

~ wpt 1 ~ twell o1 ~ weot L1

Pra = 012€Pe'% | Py = gozeeiteifl | poy = gyyeteide, (3.3.2)
~ . ~ . H(wptwe1 )t AT “+ e ~ . (wptwea)t 1 +¢c

pii = 0, Prs = oyze’@rTetelOnto) 5 = gy ellrtee)tgiOrtoca)

ﬁ34 — 0—3467/(“)(:2_0-1(:1)el(¢c2_¢cl) ,

i odgovarajuéi izrazi koji se dobijaju kompleksnom konjugacijom prethodnih. Za-

menom u (3.3.1) dobija se
ﬁ =N (012d21e"“’pte’¢p + O'diggeiwdeid)d + 0'24d426iw02ei¢62 + C.C.) . (333)

S druge strane, polarizacija sredine povezana je sa jac¢inom elektricnog polja uspo-
stavljenog u njoj izrazom:
P = €0Xtot§: % eox(wp)é'; (ewpt + c.c.) + (3.3.4)

- . 1 - A
EOX(Wcl)gcl (echlt + c.C.) + 560)((&)62)562 (elwcgt + C.C.) '

N =

Izjednac¢avanjem (odgovarajucih) ¢lanova u (3.3.3) i (3.3.4) sa istim vremenski zavi-

snim eksponentima

) . 1 = .
N012d21eZ“PteZ¢P = §€0X(wp)5pelwpt (335)
dobija se susceptibilnost sistema u odnosu na probno polje - koherencije ooy
2N|d21| 2N|d21’2
= == gy = 2 3.3.6
X X(wp) Eogp 021 €0th 0-21 I ( )
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gde je |dy | = dy1e®r. Apsorpcija probnog polja i disperzione osobine sistema u odnosu

na probno polje odredeni su imaginarnim i realnim delom susceptibilnosti, respektivno:

2N|d 2N |doy |

ImX = €0|8§1|Im021 = €0|T5;‘Im021 (337)
2N |da| 2N |doy |2

= R = ——R . 3.3.8

Rex o, €021 coh2, €021 ( )
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4 Kvantno konfinirani sistem

4.1 Konfinirani atom vodonika

U ovom delu ¢emo razmatrati vodonikov atom koji je konfiniran neprobojnom sferom
radijusa R. Ovakav model se moze koristiti za opisivanje vodonikovog atoma koji se
nalazi unutar kvantne tacke kao necisto¢a. Hamiltonijan ovakvog sistema u Hartree

atomskim jedinicama je dat jednac¢inom
1

gde je potencijalna energija V (r) data izrazom

—l, r<R
T

V(r)= . (4.1.2)

0, r>R
Kako je konfinirajuéi potencijal sferno simetri¢an, talasna funkcija konfiniranog vodo-
nikovog atoma se moze zapisati kao proizvod dve funkcije, radijalnog dela R,,(r), koji

zavisi samo od radijalne koordinate r, i sfernih harmonika Y}, (0, ¢):

\I/nlm(r_) = Oannl(r)}/lm(& ¢)’ (413)

gde su C,; konstante normiranja. Radijalna talasna funkcija je reSenje radijalne

Schrédinger-ove jednacine, i data je sledeé¢im izrazom:
1
Rpy(r) = rle7mv =2k (_T +1+1,20+2, 2m/—2Enl) , (4.1.4)
- nl

gde je F' konfluentna hipergeometrijska (Kumerova) funkcija [159]. Vrednosti energija
E,; predstavljaju resenja gornje jednacine pri grani¢cnom uslovu » = R, za koju talasna
funkcija postaje jednaka nuli.

Energije 1s, 2p, 3d i 2s stanja KAV dobijaju se reSavanjem jednacine (4.1.4) pri
grani¢nom uslovu r = R. Sa ovim dobijenim vrednostima energija, formiraju se
talasne funkcije (4.1.4) i (4.1.3), a pomoc¢u njih se izra¢unavaju elektri¢ni dipolni
momenti kao matri¢ni elementi operatora r, = \/%TYLI izmedu pocetnog stanja |i) =

n;l;m;) 1 finalnog stanja = |n¢lrmy) po formuli
| g stanj flymy

dz(j”) = <\Ij7lilimi

Tq‘q]”flfmf>

= G}, Conyty (~1)™rigy (21 + 1)(25 + 1) X
L1 L1l

x d a (4.1.5)
-m; q my 0 0 0

P Rot,) - (4.1.6)

gde je uvedena oznaka

Tif = <anl7,
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Za izra¢unavanje matri¢nog dipolnog elementa ds; treba u jednacini (4.1.5) staviti
Za R =11 R = 2, kada je
|3) = |3dy) matri¢éni dipolni elementi dss i dge dobijaju se iz (4.1.5) za ¢ = —1 i

qg = —1 za sve vrednosti polupre¢nika konfiniranja.

q = +1, respektivno. Kada je radijus konfiniranja R > 3, usled promene redosleda
nivoa 3d_s i 25y, matri¢ni dipolni elementi dss i dso dobijaju se iz (4.1.5) za ¢ = +11i
q = —1, respektivno. Vrednosti energija i 7,5 (4.1.6) preuzete su iz rada [85].

U tabeli 1 date su vrednosti energija stanja 1sg, 2p_1, 3d_s i 250, 1 matri¢ni dipolni

elementi posmatranih prelaza u KAV za razli¢ite vrednosti radijusa konfiniranja.

Tabela 1: Energije i matri¢ni dipolni elementi za razli¢ite vrednosti radijusa konfini-

ranja

R w1 w2 w3 Wy do d32 dy2

1.0 2.37399 8.22314 14.96746 16.57026 0.29010783 0.38047997 0.19088008
2.0 -0.12500 1.57602  3.32751  3.32751 0.53973446 0.74860989 0.41794688
3.0 -0.42397 0.48125 1.11168  1.29280 0.73391361 0.68539738 1.10240951
4.0 -0.48327 0.14353 0.42024  0.62136 0.86004644 0.98774756 1.4395163
6.0 -0.49928 -0.05556 0.01273  0.18034 0.92249478 1.61769512 2.05213069
8.0 -0.49998 -0.10445 -0.08474 0.04606 0.86380532 2.15135142 2.55991754

Koriste¢i jednacinu (3.0.4) i vrednosti energija i matri¢nih dipolnih elemenata iz
prethodne tabele, dobijaju se vrednosti za koeficijente spontane emisije za date vred-
nosti radijusa konfiniranja, koje su navedene u tabeli 2. U ovoj tabeli su takode za
svako R date i skalirane vrednosti koeficijenata 732 i 742 u odnosu na koeficijent o1,

za koji ¢e u daljem tekstu biti uzimana vrednost v9; = 1.

Tabela 2: Koeficijenti spontane emisije KAV za razlic¢ite vrednosti radijusa konfini-

ranja.
R Vo1 V32 Va2 Va2 /Y21 Yaz/ Va1
1.0 8.72632-107% 2.30099-107° 1.09791-107° 2.63684 1.25816
2.0 7.42886-1077 1.56016-107% 4.86295-10"7 2.10013 0.65460
3.0 2.07006-10"7 6.09873-107% 3.36567-10"7 0.29462 1.62588
4.0 9.43734-10"% 1.07101-10"% 1.17134-10"7 0.11349 1.24118
6.0 3.85207-107% 4.31640-107'0 2.86424-107% 0.01121 0.74356
8.0 2.39215-107% 1.83656-10"'" 1.15763-10~% 0.00077 0.48393

Vrednosti koeficijenata radijacionog raspada opadaju sa povec¢anjem radijusa kon-

finiranja usled priblizavanja energijskih nivoa (smanjivanja razlike energija izmedu
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odgovarajuc¢ih nivoa). Od znacaja je uoc¢iti da se koeficijent radijacionog raspada 2s
stanja (koeficijent v49 za R < 2, odnosno 732 za R > 2) brzo smanjuje, odnosno da se
vreme Zivota ovog stanja brzo povecava sa povecanjem R. Razlog ove brze promene
lezi u ¢injenici da stanja 2p_; i 2sg postaju kvazidegenerisana sa pove¢anjem radijusa

konfiniranja.

4.2 Vodonic¢na necistoéa u sfernoj kvantnoj tacki

U nastavku rada, od interesa ¢e biti sledeé¢i nivoi: 1sg, 2p_1, 3d_o i 4f_3. Vrednosti
energija ovih nivoa za poluprec¢nike konfiniranja R = 1.0ag, R = 2.0aj i R = 3.0a{, su

dati u sledecoj tabeli.

Tabela 3: Vrednosti energija za 1sg, 2p_1, 3d_o i 4f_3 nivoe konfiniranog atoma

vodonika u SK'T za razli¢ite poluprecnike.

Rlag]  Evs[Ry"]  Egp[Ry"] EsalRy"] Euf[Ry"]
1.0 2.37399 822314 14.9675  22.8958
2.0 -0.125000 1.57602 3.32751  5.34209
3.0 -0.423967 0.481250 1.29280  2.20366

Zamenom vrednosti energija iz prethodne tabele u jednacinu (4.1.4), dobijaju se sledeci

grafici radijalnih talasnih funkcija. Veli¢ine koje ¢e biti potrebne u daljem radu su

3.5 25
o 3) D) 5! s
5 20 R
25 21
4 < 2.0 - 15 Raz
T 12 1 R
&3 - @15 € 4, “
2 1.0 s
0.5 =
1 0.5
0. 0.
8.0 02 0.4 0.6 08 1.0 8.0 0.5 1.0. 1.5 2.0 8.0 0.5 1.0 1.5~ 2.0 25 3.0
rlao’] rlao’]

rlag’]

Slika 11: Normalizovane radijalne talasne funkcije Ris, Rap, R3q i Raf za SKT
polupre¢nika: a) R = 1.0a§, b) R =2.0a i ¢) R = 3.0a.

dipolni elementi prelaza i koeficijenti spontanih raspada za prelaze izmedu ovih nivoa.
Ove veli¢ine su prikazane u tabeli 4 i date su u SI sistemu jedinica.

Za ovaj sistem su izra¢unate vrednosti energija stanja 1sg, 2p_1, 3d_oi4f 3, dipolni
matri¢ni elementi prelaza izmedu ovih stanja, kao i odgovarajuci koeficijenti raspada
za razli¢ite polupre¢nike KT. Kao $to je ocekivano, smanjenjem poluprec¢nika SK'T,
vrednosti energija kvantnih nivoa se povecavaju - slika 12a, dipolni matri¢ni elementi
se povecavaju - slika 12b, a koeficijenti raspada u skladu sa jednacinom (3.0.4) su

predstavljeni na slici 12c.
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Tabela 4: Dipolni matri¢ni elementi i koeficijenti raspada za relevantne prelaze kon-

finiranog atoma vodonika u SKT za razli¢ite poluprecnike.

R[nm] 10.22 | 20.44 30.66
do1[10728 nm] || 4.74471 | 8.82734 | 12.0031
dsp[10728 nm] || 6.22274 | 12.2435 | 18.0299
dy3[10728 nm] || 7.02909 | 13.9608 | 20.7869
Vo1 [MHz] 39.8674 | 3.39398 | 0.945737
Y35 [MHz] 105.124 | 7.12781 | 1.53765

]

~43[MHz 217.907 | 14.1027 | 2.88965
200f\ C) — Va3
= 150 Y32
é — V21
= 100
S% 50
o¥=
10 15 20 25 30 10 15 20 25 30 10 15 20 25 30
r [nm] r [nm] r [nm]

Slika 12: a) Energije El(), Egl, E32 i E43 nivoa 180, 2p_1, 3d_2 1 4f_3, b) dlpOlIll
matri¢ni elementi dgl, dso 1 dys prelaza 1sg < 2]7_1, 2p_1 < 3d_913d_o & 4f_3,
c) koeficijenti raspada 721, Y32 1 Y43, nivoa 2p_1, 3d_o i 4f_3, u funkciji polupreénika
SKT.

4.2.1 Vodoni¢na necistoé¢a u sfernoj kvantnoj tacki u spoljaSnjem mag-

netnom polju

Ukoliko se na sistem razmatran u prethodnom odeljku primeni spoljasnje magnetno
polje konstanog intenziteta By duz z-ose, Hamiltonijan koji opisuje vodoni¢nu neci-
sto¢u u centru sferne kvantne tacke radijusa R, u aproksimaciji efektivne mase, u

Rydberg-ovim atomskim jedinicama se moze zapisati na slede¢i nacin

2
r
gde ¢lanovi
Vi=B-L,=mB, (4.2.2)
i
1
Vo = ZBSTQ sin? 6 (4.2.3)

opisuju interakciju elektrona necisto¢e sa magnetnim poljem, a V. predstavlja konfini-

rajuci potencijal:
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V(r)= O ref : (4.2.4)
o, r>R

Kako zbog postojanja dodatnih interakcionih ¢lanova (4.2.2) i (4.2.3), ukupni po-

tencijal nije viSe sferno simetrican, ukupna talasna funkcija elektrona se ne moze

razdvojiti na radijalni deo i sferne harmonike. Zbog toga se ovaj problem resava nu-

mericki. U ovom radu je ovaj problem reSavan pomocu metoda Lagrange-eve mreze
[72, 160, 161].

Lagrange-eva mreza na intervalu [a, b] se definiSe tako $to se interval podeli sa N

tacaka u polozajima z; kojima se pridruzuje odgovarajuca tezina \;, koja je povezana

sa Gauss-ovom kvadraturnom aproksimacijom na datom intervalu:

/ g(x)de = Z Xig (), (4.2.5)

gde g(z) predstavlja diferencijabilnu funkciju. Lagrange-eve funkcije f;(z) definisane
za (i = 1,2,...,N) na intervalu [a, b] su diferencijabilne i ortonormirane funkcije koje

zadovoljavaju Lagrange-ev uslov

_1
Ukupna talasna funkcija sistema se moze razviti preko bazisnih funkcija, koje su

date kao proizvod radijalnog dela i sfernih harmonika:

(r,0,0) = Z Z ¢ifi(1) Yiom (0, 9), (4.2.7)

=|m|
gde su f;(r) Lagrange-eve funkcije, a sumiranje podrazumeva samo ¢lanove za koje
vazi [; > |m|. Za problem koji ovde razmatramo, Lagrange-eve funkcije su izvedene
preko pridruzenih Legendre-ovih polinoma reda N, pri ¢emu se vrsi skaliranje intervala
0<r<R

an r(l—x) Py(2x—1)
-1
- ri(l—x;) *—

fi(x) =

, (4.2.8)

tako da se sada za promenljivu uzima bezdimenziona radijalna koordinata z = /R
(0<z<1). Cvorovi Lagrange-eve mreze x; predstavljaju nule Siftovanih Legendre-
ovih polinoma Py (2x; — 1) = 0. Dodatni ¢lan z(1 — z) je uveden zbog regularizacije
Coulomb-ovog potencijala u koordinatnom pocetku (xz = 0) i kako bi bio zadovo-
ljen granicni uslov (koji je posledica dodatnog konfinirajuéeg potencijala): f;(z) = 0
za x = 1. Matri¢ni elementi Hamiltonijana (4.2.1) napisani preko bazisnih funkcija

(4.2.7) su dati izrazom
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1 14,05+ 1) 21
Hijia, = ﬁﬂj,lilj + EQ—x?%dli” — E:E_iéijélilj + mBoi;61, + 2R (Va)iju, »
(4.2.9)

gde su matri¢ni elementi operatora kineticke energije dati sa [72]

(—1)*t7 T+ —2x ) . .
Ti—Ts 2 9 2 7£ ]

T, = 0w \/”“fj“““’“‘”” ) 1 : (4.2.10)
3z;(1—x;) N(N + 1) + (-2 | =]

a matric¢ni elementi potencijala

1 .
(Va)ijuat, = ZB@x?(YW sin® 0|Y,m) 05 , (4.2.11)
odnosno u eksplicitnom obliku
1
(Vahias, = 13B50|1— (—1)"\/ (2l = 12— 1) x

L 2 1 L 2 1
X ! T 0 (4.2.12)
-m 0 m 00 0

Dijagonalizacijom Hamiltonijana (4.2.9) dobijaju se energije stanja i odgovarajuce
talasne funkcije vodoni¢ne necistoc¢e za odredene vrednosti magnetnog kvantnog broja
m. Dodatni kvantni broj n je uveden kako bi prebrojavao stanja sa datim magnetnim
kvantnim brojem, tako da se odgovarajuce talasne funkcije oznacavaju sa V,,,, gde
jen = 1,2,3.... Ukoliko je magnetno polje slabo, ili srednjeg intenziteta, stanja
vodoni¢ne necisto¢e se mogu oznaCavati na isti nac¢in kao i u odsustvu spoljasnjeg
magnetnog polja, tj. uzimace se oznake sa tri indeksa nlm, kao Sto je uradeno u
radovima [162] i [163].

Vrednosti energija i odgovarajuce talasne funkcije za ovakvo konfiniranje vodo-
nikovog atoma u prisustvu spoljasSnjeg magnetnog polja, dobijene su dijagonalizaci-
jom Hamiltonijana (4.2.9) pomoc¢u metoda Lagrange-eve mreze, pri ¢emu su koriséeni
slede¢i parametri mreze L = 20 i N = 40. Na slici 13 su predstavljene energije
prelaza, kao i dipolni elementi matrice prelaza u funkciji spoljasnjeg magnetnog polja
B za nekoliko razli¢itih vrednosti poluprecnika SKT.

Sa grafika se vidi da se vrednosti energija prelaza smanjuju sa povecanjem polu-
precnika KT za sve vrednosti spoljasnjeg magnetnog polja. Za manje KT, energije
prelaza se monotono smanjuju sa poveé¢anjem spoljasnjeg magnetnog polja. U veéim
KT ove vrednosti energije prelaza prolaze kroz minimum i zatim se polako povecavaju
sa povetanjem intenziteta spoljasnjeg magnetnog polja. Slican kvalitativan opis je

dobijen u ranijim radovima [162] i [163], ¢ime se potvrduje pouzdanost i tac¢nost

38



T T T T 6 T T T T
— R=40.88nm — R=40.88nm »
— — et —
R=61.32nm '® ] R=61.32nm R=20.44nm
——R=81.76nm| £ i ——R=81.76nm _ "
— ——R=102.2nm| £ 6 — ——R=102.2nm| 2
3> s of H > =16
£ 14 E 4F “ N
- =~ 14
2 00 02 04 06 08 10 & Y 02 04 06 08 19
H B, [x6.31T] v B, [x6.31T]
= sb =
8§ 3
i} o 2+
IIF IIN
uF ]
4 1 ]
t t t t or t t t t -
oo —— ——R=4088T .z
15 T~ 4 —— R=61.32nm
E o I ——R=81.76nm| £
2 N ——R=102.2nm| % "**°
— 14 50,868 i 4 © 21 ]
3 E
FO 67 07 0% 08 1o (&) 00 02 04 06 08 10
k) B, [x6.31T] b B, [x6.31T]
& 13 h < 3
— R=40.88nm|
—— R=61.32nm L
—— R=81.76nm
12 |——R=102.2nm \
2+
1 1 1 1 1 1 1 1
0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

B, [x6.31T] B, [x6.31T]

Slika 13: Energije i odgovaraju¢i matri¢ni elementi dipolnih momenata za 1sy <> 2p_;
(levo) i 2p_y <> 3d_o (desno) prelaze u funkciji intenziteta spoljasnjeg magnetnog

polja SKT za razli¢ite poluprecnike.

numerickog modela koji je koris¢en u ovom radu. Dipolni momenat ds, monotono
opada sa spoljasnjim magnetnim poljem za dati poluprec¢nik, a raste sa poveéanjem
poluprecnika. Ista zavisnost se moze uociti i za vrednost dipolnog momenta ds;, sa
izuzetkom KT sa najve¢im poluprec¢nikom koji je razmatran u ovom radu (R = 10aj =
102.2 nm). Od interesa je porediti vrednosti koje su dobijene za konfinirani atom sa
vrednostima koje su karakteristi¢ne za slobodne atome. Za nas sistem ove vrednosti
su reda veli¢ine 1072 Cm, dok su uobi¢ajene vrednosti za slobodan atom vodonika
izmedu 1072° Cm i 1072® Cm. Vrednosti dipolnih momenata prelaza su veoma bitne
za interakciju izmedu atoma i laserskih polja, poSto se iste vrednosti za Rabijeve
frekvence mogu dobiti za lasere manjih intenziteta ukoliko se koriste sistemi kod kojih
je dipolni element prelaza veé¢i. Upravo je to slucaj sa sistemom koji se ovde istrazuje.
S druge strane, nije moguée u potpunosti iskoristiti navedene prednosti, jer su koefi-
cijenti raspada ovih sistema za nekoliko redova veli¢ina veé¢i od onih kod slobodnih

atoma.
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4.3 Slojevita sferna kvantna tacka sa vodoni¢nom necisto¢om

Sistem koji ¢emo razmatrati u ovoj glavi je slojevita kvantna tacka (SKT) koja se
sastoji od dve sferne kvantne tacke, jedne unutar druge, razdvojene konac¢nim poten-
cijalom. Ceo sistem je takode izolovan spolja dodatnim potencijalom. Ovakva vrsta

potencijala definise slojevitu sfernu kvantnu tacku (SSKT) i data je slede¢im izrazom:

0, 0 S T S Rl(P)
Vi p.1) = 3 0BT P) << Ra(P) (4.3.1)
o 0, Ro(P) <7 < Ry(P)
(Vo(P,T), Rs(P)<r<oo

gde je Vo(P,T) vrednost konfinirajuc¢eg potencijala koji zavisi od pritiska i tempera-
ture, a R1(P), R2(P) i R3(P) su duzine koje definigu geometriju SSK'T. Ovakva vrsta
kvantne tacke, koja se moze napraviti od slojeva razli¢itih poluprovodnika, Sematski

je prikazana na slici 14.

[ 2
94 5
@
C
e =
=
i o -
N
/s 0 o o ) |
[ 1Gas_AlLAs R, R, R, Radijus

Slika 14: Sematski prikaz SSKT i njenog potencijala u radijalnom pravcu.

Sada ¢emo razmatrati elektron vodoni¢ne necistoc¢e, smestene u centru SSKT.
Hamiltonijan ovakvog sistema, koji je zavistan od pritiska i temperature, dat je izra-

zom
h? 1 e?
2m*(r, P,T) dreq e(r, P, T)r’

gde su m*(r, P,T) i e(r, P,T) efektivna masa elektrona i dielektri¢na konstanta re-

H= P+ V(r,PT) - (4.3.2)
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spektivno, koje zavise od temperature i pritiska. Ove veli¢ine su date na slede¢i nacin:

(m* (P, T), 0<r<Ri(P)

. | mi(P.T), Ri(P)<r<Ry(P)
m*(r, P,T) = (4.3.3)
m: (P, T), Ro(P)<r < R3(P)
|my(P,T),  R3(P)<r<oo
ew(P,T), 0<r<R(P)
8(T p T) _ €b(P, T), Rl(P) <r << RQ(P) (4 5 4)
o ew(P,T), Ro(P)<r < Ry(P) -
)

\eo(P,T),  Ry(P

pri ¢emu indeks w(b) oznacava da se radi o GaAs(Ga;_,Al,As) koji u ovom slucaju
predstavlja kvantnu jamu (barijeru). Efektivna masa elektrona (i dielektri¢na kon-
stanta) na polozaju barijere napravljene od Ga;_,Al, As se moze dobiti od efektivne
mase elektrona (i odgovarajuce dielektri¢ne konstante) na polozaju jame napravljene

od GaAs uzimajuéi u obzir molarni udeo aluminijuma x [164, 165|:

my(P,T) = m;(P,T)+ 0.083x (4.3.5)
(P, T) = e,(P,T)—312x. (4.3.6)

Zavisnost staticke dielektri¢ne konstante od pritiska i temperature, za jame napravlje-
ne od GaAs data je pomocu jednacine:
12.746—1.73-10*3P€9.4~10*5(T—75.6) T < 200

eu(P,T) = 3 5 , (4.3.7)
13.18¢—1:73:107°P ,20.4-107 (T—300)’ T > 200

a efektivna masa zavisna od pritiska i temperature za jame napravljene od GaAs

[166, 167, 168]:
mo

r 2 1 ’
1+ Ep (Eg(P,T) + Eg(P,T)+AO)

gde je my masa slobodnog elektrona, Eg =T7.51 eV, Eg(P, T') energijski procep GaAs

me (P, T) =

(4.3.8)

zavistan od pritiska i temperature i Ag = 0.341 eV spin-orbitalna energija. Energijski
procep E (P,T) u eV je dat sa:

5.405 - 107472

EY(P,T)=1.519 —
o (PT) T + 204

+1.26-1072P — 3.77 - 107°P? (4.3.9)
pri cemu je pritisak dat u kbar, a temperatura u K. Visina barijere je data kao:
Vo(P,T) = QA (z, P,T), (4.3.10)
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gde je Q. = 0.6, a Eg(a:, P, T) §irina procepa izmedu kvantne jame i barijere u I" tacki,

zavisna od molarnog udela aluminijuma, pritiska i temperature:
E}(z,P,T) =155z +0.372" — 1.3- 10 °zP — 1.11 - 10—4aT. (4.3.11)

Sirine jama i barijera su takode zavisne od pritiska i eksplicitno su date sa

W;(P) = W;(0)(1-SP) (4.3.12)
Wy(P) = Wy(0)(1—SP) (4.3.13)
W,(P) = W,(0)(1—-SP), (4.3.14)
gde je S = 19 - 107* kbar™' konstanta povezana sa elasti¢nim osobinama GaAs,

a W;(P), Wy(P) i W,(P) predstavljaju pocetne dimenzije slojeva, unutrasnje jame
(W, = Ry), barijere (W, = Ry — Ry) i spoljasnje jame (W, = R3 — Ry).

Kako bi se izracunale energije koje elektron moze da ima krec¢uéi se u ovakvom
potencijalu, kao i odgovarajuce talasne funkcije, jednac¢ina (4.3.2) je reSena numeri-
¢ki pomo¢u metoda gadanja (na engleskom shooting method). Kako je potencijal
sferno simetri¢an, Schrédinger-ova jednacina za ovaj slucaj se pojednostavljuje na 1D
radijalnu jednac¢inu. U ovom metodu, radijalna koordinata i operator Hamiltonijana
su diskretizovani na uniformnoj mrezi koriste¢i metod konacnih razlika, a svojstveni

problem se svodi na problem sa pocetnim uslovima [47, 50]:

, r 2m*(r, P, T)h?
R, (i4+1) = 9 43.15
7l(’l + ) + — h + 2 X ( )
L~ LI+ 1)R? 1 e ,
V - —FE,, - — R,
% < (5) + 2m*(r)r? o drege(r, P,T)r +(0)
r—nh
- T il  — 1 )
EAL Wi —1)

gde indeks i oznacava tacku mreze, a h predstavlja rastojanje izmedu dve susedne

tacke.

4.3.1 Energijski nivoi i dipolni momenti prelaza kod slojevite sferne kvantne

tacke

U ovom odeljku, svojstvene energije i svojstvene funkcije elektrona unutar SSKT su
odredene pomo¢u metoda gadanja numerickim reSavanjem jednacine (4.3.15). Pri
numerickom resavanju ove jednacine, za rastojanje izmedu dve susedne tacke mreze
je uzeto h = 0.01 A. Energije nivoa 1sy (n = 1, { = 0), 2p_; (n = 2, [ = 1), 3d_,
(n=3,1=2)14f 3 (n =4, [ = 3), kao i odgovarajuéi dipolni matri¢ni elementi su
izracunati u funkciji W;, W, i W,. Razlika energija dva susedna nivoa i odgovarajuéi

dipolni matri¢ni elementi su predstavljeni na slici 15.
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Slika 15: Razlike energija dva uzastopna nivoa (leva strana) i odgovaraju¢i dipolni
matri¢ni elementi prelaza (desna strana), u zavisnosti od W(a, b), Wy(c,d) i W, (e, f),
zap=1kbariT =1K.

Na ovoj slici, pritisak i temperatura su konstantni, a jedan od parametara W;, W,
i W, se menja dok su preostala dva fiksirana. Na slici 15 (a, b), dimenzija unutrasnje
jame W; je promenljiva, dok su girine barijere i spoljasnje jame W, = 50 A i W, =
40 A, respektivno. Na slici 15 (c, d), W, je promenljiva, a Sirine W; = 60 A i W, =
40 A, dok je na slici 15 (e, f), W, promenljiva, a W; = 60 A i W, = 50 A.

Slika 15 (a, b) pokazuje da razlike energija i dipolni matri¢ni elementi prelaza
predstavljaju nemonotone funkcije W;. Vrednosti energija se menjaju zbog dva suprot-
stavljena efekta: privlacna Coulomb-ova sila dovodi do smanjenja energija, dok jace

konfiniranje pomoc¢u potencijalne barijere i uze jame dovodi do visih energija. Vred-
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nosti dipolnih momenata matri¢nih elemenata su povezani sa preklapanjem izmedu
odgovarajucih talasnih funkcija. Saslike 15 (a, b) moze se zakljuciti da je za male vred-
nosti W, verovatnoca nalazenja elektrona mnogo veca u spoljasnjoj jami. Privla¢na
Coulomb-ova sila je tada skoro zanemarljiva i vrednosti energija elektrona kod ovakvog
sistema su slicne kao u slucaju kada imamo samo jednu jamu. Tada je ispunjen uslov
AFy < AFE3 < AE,3, a talasne funkcije se skoro preklapaju, Sto je posledica ¢inje-
nice da su vrednosti odgovaraju¢ih dipolnih matri¢nih elemenata medusobno veoma
bliske. Povec¢anjem vrednosti W (npr. na vrednosti oko W; = 60 A), verovatnoca
nalazenja elektrona u 1sy stanju ¢e se povecati za region unutar prve jame i smanji-
ti unutar druge. Iz tog razloga, Coulomb-ova sila ¢e imati znacajniju ulogu i time
smanjiti vrednost energije 1sg nivoa (AEsy; ¢e se povecati - Slika 15 (a)). Posledi¢no,
preklapanje izmedu talasnih funkcija 1sq i 2p_1 nije vise tako dobro kao ranije, i dipolni
matri¢ni element dy; Ge se smanjiti - Slika 15 (b). Daljim povecanjem W;, verovatnoca
nalazenja elektrona u unutras$njoj jami ¢e se povecavati i za vise nivoe. Za vrednosti
oko W; = (100 — 105) A postoji pik u vrednosti AEs,, a preklapanje izmedu nivoa
2p_1 i 3d_5 kao posledicu ima vecu vrednost za ds,. Na slican nacin, za vrednosti oko
W; = (120 — 125) A postoji pik u vrednosti AE,3, a veée preklapanje izmedu talasnih
funkcija nivoa 3d_o i 4f_ 35 daje ve¢u vrednost veli¢ini dy3. Do suprotnih zakljucaka
se moze do¢i razmatranjem ponaSanja Sirine spoljasnje jame W,, sa slike 15 (e, f).
Povecanjem Sirine spoljasnje jame W, talasne funkcije koje su u pocetku lokalizovane
u unutras$njoj jami, jedna po jedna, poc¢inju da tuneluju u spoljasnju jamu, a razlike
energija izmedu nivoa i dipolni matri¢ni elementi se menjaju u skladu sa tim. Pove-
¢anjem Sirine barijere W, za W; = 60 Ai W, = 40 A, nivo 1sg ée ostati lokalizovan u
unutrasnjoj jami, a ostali nivoi u spoljasnjoj jami. Kao posledica, preklapanje izmedu
nivoa 1sy 1 2p_; ¢e se monotono smanjivati dok ne opadne na vrednosti bliske nuli,
dok ¢e preklapanje izmedu ostalih nivoa ostati dobro, a vrednosti dss i dy3 ¢e nastaviti
da se monotono povecavaju sa povecanjem Wj.

Uticaji hidrostatickog pritiska (temperature) na energijske nivoe i dipolne matri¢ne
elemente prelaza, za W; = 60 A, W, =50 A 1 W, = 40 A prikazan je na slici 16 (17).

Slika 16 pokazuje da se razlike energija izmedu dva uzastopna energijska nivoa
i odgovarajué¢i dipolni matri¢ni elementi monotono menjaju sa povec¢anjem hidro-
statickog pritiska. AFs; se monotono povec¢ava, dok se AFsy, AF,3, do, dso 1 dys
monotono smanjuju. Ovakvo ponaSanje pomenutih veli¢ina predstavlja posledicu
kombinovanog efekta promena efektivne mase, koja se povecava sa pritiskom, pro-
mena dielektricne konstante koja se smanjuje sa pritiskom, promena u dimenzijama
SSKT, koje se smanjuju sa pritiskom, kao i promenama u visini potencijalne barijere.

Slika 17 pokazuje da se razlike energija izmedu dva uzastopna energijska nivoa i ma-

44



60 gof — o]
50F — AE
3 AE21 oo
£ AE32 B o
- — AE4; -
L 30F < 40} d.
wr 3 32
< 20 — ds3
20+
10F
O 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30 35 40 5 10 15 20 25 30 35 40
p [kbar] p [kbar]

Slika 16: Razlike energija dva uzastopna nivoa (levo) i odgovarajué¢i matri¢ni dipolni
elementi prelaza (desno) u zavisnosti od hidrostatickog pritiska za W; = 60 Aw, =
50A, W,=40AiT=1K.
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Slika 17: Razlike energija dva uzastopna nivoa (levo) i odgovarajué¢i matri¢ni dipolni
elementi prelaza (desno) u zavisnosti od temperature za W; = 60 A, W, = 50 A,
W, =40 A'ip =1 kbar.

tri¢ni dipolni elementi prelaza takode monotono menjaju sa povec¢anjem temperature,
i posledica su kombinovanog efekta u promeni efektivne mase elektrona, dielektri¢ne

konstante i visine potencijalne barijere.
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5 Rezultati i diskusija

U ovom delu ¢e biti predstavljeni rezultati realizacije EIT efekta i usporavanja svetlo-
sti u razli¢itim tipovima sfernih tacaka sa vodoni¢nom necisto¢om 1 pod razli¢itim
spoljasgnjim uslovima. U daljim izra¢unavanjima, za efektivnu masu elektrona je uzeto
m* = 0.067m,., gde je m, masa slobodnog elektrona. Za dielektri¢nu konstantu GaAs

od koga je SKT napravljena je uzeto ¢ = 12.9 [165].

5.1 EIT u sfernoj kvantnoj tacki sa vodoni¢nom necistoéom u

kaskadnoj konfiguraciji sa tri i Cetiri nivoa

U ovom poglavlju ¢e biti predstavljeni rezultati analize elektromagnetno indukovane
transparentnosti u sfernoj kvantnoj tacki sa vodoni¢nom necisto¢om u centru kvantne
tacke sa Cetiri nivoa i bi¢e dato poredenje sa dosta istrazivanim sistemom sa tri nivoa.
U ovom razmatranju, posmatracemo sledeé¢e nivoe vodonic¢ne necistoce 1sg, 2p_1, 3d_o
i4f_5. Ovinivoi zajedno sa dva kontrolna laserska polja i jednim probnim poljem, koji
indukuju o~ prelaze, ¢ine kaskadnu konfiguraciju. Pokazuje se da se u apsorpcionom
spektru u sistemu sa ¢etiri nivoa, javlja dodatni apsorpcioni pik u poredenju sa istim
sistemom sa tri nivoa. Osobine ovog dodatnog pika i razlog njegovog pojavljivanja ¢e
biti posebno diskutovani.

Kako bi razmatrali uticaj drugog kontrolnog polja u kaskadnom sistemu sa cCetiri
nivoa, najpre ¢e biti predstavljeni rezultati za kaskadni sistem sa tri nivoa 1sg, 2p_1 i
3d_5 i sa jednim kontrolnim poljem. U ovom sluc¢aju se razmatraju master jednacine
(3.1.8). Apsorpcija probnog polja za rezonantni prelaz (A, = 0) je prikazana na slici
18. Pojava transparentnog prozora u apsorpcionom spektru ukazuje na pojavu EIT
efekta. Intenziteti laserskih polja su drzani konstantnim, dok je radijus konfiniranja
variran na R = 10.22 nm, R = 20.44 nm i R = 30.66 nm na slikama 18a, 18b i
18c, respektivno. Intenziteti laserskih polja su podeSeni tako da budu jednaki I, =
10 W/m? i I,; = 10> W/m?. Poredenjem vrednosti iz tabele 4, moze se zakljuciti da
ve¢i poluprecnik kvantne tacke znaci i veéi dipolni matri¢ni element prelaza. Za isti
intenzitet lasera, Rabijeve frekvence su veée za vece dipolne elemente prelaza. Zbog
toga, iako su intenziteti lasera drzani konstantnim, transparentni prozori postaju Siri
sa povecanjem poluprec¢nika kvantne tacke.

Na grafiku 19 se vidi uticaj drugog kontrolnog lasera na transparentni prozor u
SKT za rezonantne prelaze (A, = A = 0) i za razlicite vrednosti polupreénika KT
(za iste poluprefnike kao na grafiku 18). Ovi rezultati su generisani pomocu sistema
jednacina (3.2.3). Intenzitet drugog kontrolnog lasera je podesen na I, = 10 W/m?.

Pri ukljuc¢ivanju drugog kontrolnog lasera, primecuje se pojava uskog apsorpcionog
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Slika 18: Grafici imaginarnih delova susceptibilnosti SKT za I, = 10 W/m? I, =
10> W/m? i: a) R =10.22 nm, b) R =20.44 nm i ¢) R = 30.66 nm.
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Slika 19: Grafici imaginarnih delova susceptibilnosti SKT za I, = 10 W/m?, I, =
10 W/m?, I, =10 W/m? i: a) R =10.22 nm, b) R =20.44 nm i ¢) R = 30.66 nm.
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Slika 20: Dodatni apsorpcioni pik sa slike 4 za I, = 10 W/m?, I, = 10* W/m?

Io =10 W/m? i: a) R =10.22 nm, b) R =20.44 nm i ¢) R = 30.66 nm.

pika u sredini EIT prozora. Ovaj dodatni uski pik za iste parametre je prikazan na
grafiku 20. Osobina koja je ovde ispitavana je Sirina pika (na engleskom full width at
half mazimum - FWHM), odnosno Sirina pika na polovini njegove visine. Za kvantnu
tacku polupre¢nika R = 10.22 nm, R = 20.44 nm i R = 30.66 nm dobijene su sledec¢e
Sirine apsorpcionog pika: 466.7 MHz, 279.3 MHz i 339.9 MHz, respektivno. Iz ovoga je
oc¢igledno da je Sirina dodatnog apsorpcionog pika nemonotona funkcija polupreénika
KT.
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Na osnovu rezultata dobijenih na graficima 20, FWHM dodatnog apsorpcionog
pika u sredini EIT prozora je izracunat za ovaj opseg parametara i prikazan na slici
21. Sa ovog grafika se vidi da je Sirina ovog dodatnog pika unutar apsorpcionog spektra
nemonotona funkcija poluprec¢nika SK'T i ima minimum za odredeni polupre¢nik SK'T.

Pojava dodatnog pika u apsorpcionom spektru se moze objasniti pomoc¢u obucenih
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Slika 21: FWHM dodatnog apsorpcionog pika u sredini EIT prozora kao funkcija
poluprecnika SKT.

stanja. Razmotrimo najpre vodonikov atom u kaskadnoj konfiguraciji sa tri nivoa.
U ovoj konfiguraciji, nivoi [2p_1) i |3d_3) zajedno sa kontrolnim laserskim poljem
Rabijeve frekvence ()., formiraju jedan podsistem. Hamiltonijan ovog podsistema

pod rezonantnim uslovom A, = 0 ima oblik

0
H_=—h e (5.1.1)
Qq 0

Obucena stanja se dobijaju dijagonalizacijom Hamiltonijana koji opisuje ovaj podsis-

tem. U slici obucenih stanja, ovaj podsistem ima dva svojstvena stanja

1 1
=+—|2p_1) + —|3d_ 5.1.2
%: \/§| p 1> \/§| 2> ( )
sa svojstvenim energijama
EL = +h0,. (5.1.3)

Dva pika na grafiku 18 odgovaraju ovim svojstvenim energijama i ovim svojstvenim

stanjima. Ukoliko razmatramo vodonikov atom u kaskadnoj konfiguraciji sa cetiri
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nivoa, stanja |2p_1), |3d_s) i |4f_3) zajedno sa dva kontrolna laserska polja Rabije-
vih frekvenci €2, i Q. formiraju podsistem od tri nivoa u kaskadnoj konfiguraciji.

Hamiltonijan ovog podsistema pri rezonantnim uslovima A, = A, = 0 ima oblik

0 Qq 0
Hz=-h|Quq 0 Qgf- (5.1.4)
0 Qo 0

U slici obucenih stanja, ovaj podsistem ima tri svojstvena stanja ¥y i ¥+. Ova svoj-

stvena stanja su data preko atomskih stanja na slede¢i nacin

Q Q

. nbe2 cl
Yy = 0 12p_1) + 0 14f_3) (5.1.5)
QCI 1 Qc2
= —\2p,) £ —=|3d_ —4f- 1.
e o o) & plRdo) + =74 ) (5.1.6)
sa svojstvenim energijama
Ey = 0 (5.1.7)
Ey = +£hQ, (5.1.8)

gde je

0= 1/02 + 02, (5.1.9)

Prelaz izmedu stanja |1sg) i [2p_1) je dozvoljen, a kako je stanje |2p_;) deo obucenih
stanja, sistem se moZe ekscitovati iz osnovnog stanja |1sq) na bilo koje obuceno stanje.
Dodatni pik koji se javlja u apsorpcionom spektru odgovara svojstvenom stanju g
i svojstvenoj energiji £y = 0. Dobijeni rezultati se kvalitativno slazu sa teorijskim
radom [110].

5.2 EIT u sfernoj kvantnoj tacki sa vodoni¢nom necisto¢om u
spoljasnjem magnetnom polju

U ovom poglavlju ¢ée biti predstavljeni rezultati analize elektromagnetno indukovane
transparentnosti u sfernoj kvantnoj tacki sa vodoni¢nom necisto¢om u centru kvantne
tacke pri delovanju spoljasnjeg magnetnog polja. Pri analizi ovog sistema u obzir su
uzeta tri nivoa vodoni¢ne necisto¢e 1sg, 2p_1 i 3d_s, tako da sa probnim i laserskim
poljem koji indukuju o~ prelaze, formiraju kaskadnu konfiguraciju. Master jednacine
(3.1.8) su reSene u stacionarnom rezimu. Zatim je ispitivana zavisnost susceptibil-
nosti za ovakav sistem kao funkcija Rabijeve frekvence kontrolnog polja, intenziteta
spoljasnjeg magnetnog polja, razdeSenosti kontrolnog polja i koeficijenata raspada.
Kako bi istrazili pojavu EIT efekta u ovakvom sistemu, razmatramo realni i imagi-

narni deo susceptibilnosti K'T koja je povezana sa probnim poljem i data jednac¢inama
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(5.2.1) i (5.2.2), a koje se dobijaju iz jednacina (3.1.8), (3.3.7) i (3.3.8) u aproksimaciji
slabog probnog polja [35].

Imy = 2N |don | 731 [0 + v21731 — Dp(Ap + Ac)] + (A + Ac) [121(Ap + Ac) + 7514,

€oh [02 + Yo1751 — Ap(Ap + A + 121 (A, + AL) + 731Ap]2( )
5.2.1
Rey = 2N|d21’2 —(A, +A,) [Qi + 721731 — Ap(Ap + Ac)] + 731 [21 (Ap + A) + 1314,
€oh (€2 4+ v21731 — Ap(A, + Ac)]2 + (21 (A + Ar) + ’Y31Ap]2( )
5.2.2

Ukoliko nije drugacije naglaseno, izra¢unavanja u ovom odeljku su vrSena za parametre
o1 = 731 = 101 Hz i R = 102.2 nm.
Ukoliko je kontrolno lasersko polje iskljuc¢eno, imaginarni i realni deo susceptibil-

nosti K'T' su dati preko

2N | d |2
Ty = 21zl m_CL (5.2.3)
eh vy + A2
ON|dy 2 A
Rey = 1] L (5.2.4)

eh 73 + A2
i predstavljeni su na slici 22 za razli¢ite vrednosti Rabijeve frekvence kontrolnog laser-
skog polja. Sa ovog grafika i iz formule (5.2.3) se moze videti da su imaginarni delovi
susceptibilnosti Lorencijani sa maksimalnom vrednoséu

_ 2Nldyn)?* 1

Im = 5.2.5
(M) = = (5:2:5)

za nultu vrednost razdesenosti kontrolnog polja, tj. kada je kontrolno polje u rezonanci
sa prelazom 1sg <> 2p_;. Realni deo susceptibilnosti je, sa druge strane, jednak nuli

za razdeSenost A, = 0 i dostize ekstremne vrednosti

2N |dy|? 1
Re A - 5.2.6
(Rex) S (5:26)
2N |doy|? 1
Re _— 5.2.7
za razdeSenosti A, = —vy1 1 A, = 791, respektivno. Pozitivan koeficijent pravca u

oblasti oko A, = 0 zna¢i da se indeks prelamanja smanjuje sa povecanjem frekvence
probnog polja w,. Ovakvo ponaSanje je karakteristi¢no za anomalnu disperziju.
Ukoliko se ukljuci kontrolno lasersko polje i njena razdeSenost podesi na A, = 0
(kako bi se postigao maksimalni EIT efekat), apsorpcioni maksimum ¢e se podeliti
na dva pika koja su razdvojena transparentnim prozorom koji se nalazi u oblasti oko
nulte razdeSenosti probnog polja. U ovom centralnom delu, u kome je apsorpcija
smanjena, koeficijent pravca krive realnog dela susceptibilnosti postaje negativan i
karakter disperzije se menja iz anomalne u normalnu - indeks prelamanja se povecava

sa povecanjem frekvence probnog polja. Promena u tipu disperzije sredine u odnosu
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Slika 22: Grafici imaginarnog i realnog dela susceptibilnosti KT za razlic¢ite Rabijeve
frekvence kontrolnog laserskog polja, za R = 102.2 nm, ~3; = 791 = 10 Hz i By =
0T.

Pojava transparentnog prozora i opisana karakteristicna disperzija impliciraju po-
javu EIT efekta. Kao S$to se moze videti sa prethodne slike, Sirina transparentnog
prozora, maksimalne vrednosti apsorpcije i koeficijent pravca disperzione krive u cen-
tralnom delu (oko A, = 0) zavise od vrednosti Rabijeve frekvence (2.. Za veée vred-
nosti ovog parametra, transparentni prozor postaje Siri i apsorpcija probnog polja
postaje manja - transparentnost se povecava. Sa grafika na kome je predstavljena
zavisnost Rex od frekvence probnog polja, moze se zakljuciti da se koeficijent pravca
krive (a time i indeks prelamanja) smanjuje sa povecanjem €2.. Ovo znaci da dolazi
do znacCajnog smanjenja grupne brzine svetlosti ukoliko se EIT efekat realizuje pri
nastanku uskog transparentnog prozora.

Ove osobine EIT-a se mogu objasniti pomoc¢u analitickih izraza (5.2.1) i (5.2.2),

koji sada imaju sledeé¢i oblik

2N |dy |2 Va1 (QF 4 y21731) + Y2147
Imx = | ;” - 3 —— (5.2.8)
€o (92 + 21731 — A2)7 + (721 + 731)2A2
Rex — 2N |dy: |? —A0, (Q2 -5 - A7) (5.2.9)
golt (2 + o1y — A%)Q + (721 + 731)? A2

Imaginarni deo susceptibilnosti, kao funkcija razdesenosti probnog polja dostize mini-

malnu vrednost

2N |dy |2 731
Imy), . = 5.2.10
()i = = g (5:2.10)
kada je ispunjen uslov A, = 0. Ukoliko je ispunjen i slede¢i uslov
731
Qe > Y314 | ———— 5.2.11
o Vo1 + 27931 ( )

ol



dolazi do pojave dva identni¢na pika na grafiku I'my, koji se javljaju pri razdeSenosti

probnog laserskog polja

Qo /02 — 02
A, = i\/('721 + ¥31)82 2 4 o131 — Y31 (22 + Y21731) . (5.2.12)

Y21

Moze se videti iz jednacine (5.2.10) da je apsorpcija probnog polja pri rezonantnom
uslovu A, = 0 znacajno umanjena kada je €2, > 721,731, 5to je uslov za nastanak
efikasnog EIT efekta [124]. Takode, iz jednacine (5.2.12) sledi da su u rezimu efikasnog
EIT efekta, apsorpcioni pikovi razdvojeni za 2(., da su njihove 8irine (y21 + v31)/2 i

da iznose
B 2N |dy ]2 1

(ImX)maz = :
e goh a1 + 731
Osobine EIT prozora ¢e zavisiti od parametara sistema koji se razmatra. U ovom

(5.2.13)

delu rada ¢e biti razmatrani uticaji magnetnog polja i polupre¢nika KT, kao i koefi-
cijenata raspada na transparentni prozor. Parametri koji ¢e se drzati konstantnim u
ostatku ove glave su intenziteti lasera. Intenzitet kontrolnog lasera je izabran tako
da odgovara Rabijevoj frekvenci Q, = 2 - 10" Hz kada je poluprec¢nik kvantne tacke
jednak R = 102.2 nm, a spoljasnje magnetno polje B = 0 T. Stoga, intenzitet kon-
trolnog lasera koji je koriSc¢en iznosi [ = % = 93.76 kW /m?, gde je n = /e
indeks prelamanja GaAs.

Slika 23 pokazuje efekat koji ima spoljasnje magnetno polje na transparentni prozor
KT polupre¢nika R = 102.2 nm, kada intenzitet kontrolnog laserskog polja ima gore
navedenu vrednost. lako se intenzitet kontrolnog laserskog polja odrzava konstantnim,
Rabijeva frekvenca €2, se smanjuje sa povecanjem intenziteta spoljasnjeg magnetnog
polja. Ova promena je uzrokovana odgovaraju¢im promenama dipolnog matri¢nog
elementa ds1, koji se monotono menja sa By, dostizu¢i maksimalnu vrednost za By =
2T (= 0.3B}). U skladu sa opisanim ponaSanjem diponih matri¢nih elemenata i
Rabijeve frekvence povezana sa kontrolnim laserskim poljem, moze se zakljuciti da:
1) transparentni prozor postaje uzi sa povecanjem By, 2) nagib Rex krive se povecava,
Sto za posledicu ima veéi indeks prelamanja sa pove¢anjem ja¢ine magnetnog polja, 3)
(ImX)min se povecava sa povecanjem By (jednac¢ina (5.2.10)) i 4) maksimalna vrednost
Imy se najpre povecava sa povecanjem By, a zatim smanjuje sa daljim poveéanjem
spoljasnjeg magnetnog polja (jednacine (5.2.8) i (5.2.12)).

Sirina transparentnog prozora i indeks prelamanja su veli¢ine koje su veoma oset-
ljive na promene magnetnog polja. Ova osobina se moze iskoristiti za veoma precizna
merenja intenziteta magnetnog polja. U radovima [105, 106], ova osobina je iskoris¢ena
kako bi se konstruisali veoma precizni magnetometri u kojima se pare natrijuma u ko-

jima se usporava svetlost nalaze u jednoj od grana Mach-Zehnder-ovog interferometra.
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Slika 23: Grafici realnog i imaginarnog dela susceptibilnosti KT za razli¢ite intenzitete
magnetnog polja, za I = 93761.3 W/m? R = 102.2 nm i y3; = 79; = 10'° Hz.

U ovim radovima, atomi natrijumovih para i laserska polja koja interaguju sa ovim
atomima ¢ine lambda konfiguraciju. Osobine EIT efekta opisane u ovom radu se
takode mogu koristiti kao upros¢en model za realizaciju magnetometra zasnovanog na

kvantnim tackama.

5.2.1 Uticaj polupreé¢nika kvantne tacke na EIT

Jedna od posledica promene poluprec¢nika KT su promene dipolnih momenata, a time
i promene Rabijeve frekvence (). za konstantan intenzitet laserskog polja. Sa slike 13
sledi da sa smanjenjem poluprecnika KT dolazi do suzavanja transparentnog prozora,
a time i do povecanja nagiba disperzione krive za datu vrednost spoljasnjeg magnetnog
polja. Uticaj promene spoljasnjeg magnetnog polja za konstantne polupre¢nike KT
¢e biti u skladu sa ranijom diskusijom.

Gore izvedeni zakljucci se mogu izvesti i poredenjem slika 23 i 24 gde su ima-
ginarni i realni deo susceptibilnosti dati kao funkcija razdesenosti probnog polja za
razlicite poluprecnike KT: R = 61.32 nm i R = 81.76 nm. Jedina razlika u poredenju
sa slikom 23 je u maksimalnoj vrednosti Imy. U poredenju sa ponasSanjem koje je
karakteristi¢no za kvantne tacke sa najve¢im poluprec¢nikom koje su ovde razmatrane,
maksimalna vrednost I'my se monotono smanjuje sa pove¢anjem magenetnog polja
By usled razlicitog ponasanja dipolnog momenta ds; u funkeiji polupre¢nika K'T. Oso-
bine realnog dela susceptibilnosti su kvantitativno iste kao i za ostale poluprec¢nike

razmatrane ranije.

5.2.2 Uticaj koeficijenata raspada na EIT

Koeficijenti raspada 791 i 31 u poluprovodnicima poti¢u od radijativnog raspada usled

spontane emisije i raspada usled elektron-fononskih interakcija. Na niskim (kriogenim)
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Slika 24: Dijagrami imaginarnog i realnog dela susceptibilnosti KT za razli¢ite in-
tenzitete spoljasnjeg magnetnog polja, I = 93761.3 W/m?, ~3; = 79 = 10 Hz i
polupreénik KT: a) R = 61.32 nm, b) R = 81.76 nm

temperaturama, spontani raspad dominira nad raspadom usled elektron-fononskih
interakcija [125, 126]. U naSem slu¢aju, za KT polupre¢nika R = 102.2 nm, o1 se
smanjuje od 4.4-10* Hz do 3.2-10* Hz, dok se v3; smanjuje od 1.5-10* Hz do 2.2-10% Hz
usled povecanja magnetnog polja By. Imaginarni i realni delovi susceptibilnosti u
funkciji razdeSenosti probnog polja za KT polupre¢nika R = 102.2 nm i radijativne
raspade rac¢unate u skladu sa (3.0.4) dati su na grafiku 25.

Poredenjem grafika 23 i 25 moze se do¢i do zakljucka da su kvalitativne osobine
transparentnog prozora i nagiba disperzione krive isti i zavise od jacine spoljasnjeg
magnetnog polja. Sirine pikova I'mx na grafiku 25 su manje od §irina pikova na grafiku
23 zbog manjih vrednosti koeficijenata radijativnih raspada. Brzine raspada zavise
od materijala od koga je KT napravljena, njenih dimenzija, procesa koji se odvijaju
unutar KT, kao i od temperature. Na veoma niskim temperaturama, izmedu 1 K 1
7 K, u zavisnosti od koris¢enog materijala, brzine raspada postaju jednake brzinama
spontanih raspada. Eksperimentalno odredene vrednosti relaksacionih vremena 7 (y =
1/7) obuhvataju veoma Sirok opseg: od nekoliko stotina femtosekundi do nekoliko

stotina pikosekundi. Brzine raspada koje odgovaraju ovim vremenima su izmedu
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Slika 25: Dijagrami imaginarnog i realnog dela susceptibilnosti KT za razli¢ite inten-

zitete spoljaSnjeg magnetnog polja za R = 102.2 nm i radijativne raspade.

10° Hz i 10'? Hz 125, 126]. Vrednosti za 721 i 731 koje su koriSéene u izra¢unavanjima
pri dobijanju grafika 22-27 su u opsegu eksperimentalno izmerenih vrednosti. Na
graficima 25 i 26 razmatrac¢emo uticaj promene brzine raspada vs;; na EIT efekat za
KT polupre¢nika R = 102.2 nm. Posto je E3; > FEy (E3 = E(3d_3) — E(1sg)),
pretpostaljeno je da vazi 31 > 7o1.

Sa grafika 26 se moze videti da se minimalna vrednost za Imy kada nema razde-
Senosti lasera povec¢ava, maksimalna vrednost I'my smanjuje, a pikovi postaju Siri sa
povecanjem ~3;. Takode, sa poveéanjem brzine raspada v3; za konstantnu Rabijevu
frekvencu kontrolnog polja, uslov (5.2.11) nije vise ispunjen, i EIT efekat nestaje. Ovo
je predstavljeno na slici 26d, gde je 33 mnogo veée od 791 i javlja se samo jedan pik
u apsorpcionom spektru. Nestanak EIT efekta se takode moze videti i iz realnog
dela susceptibilnosti: sa pove¢anjem vrednosti 3, nagib realnog dela susceptibilnosti
se smanjuje (njegova apsolutna vrednost), sve dok u jednom trenutku ne postane
pozitivan. Sa grafika 26d se moze videti da je koeficijent pravca krive Rey pozitivan,
za razliku od grafika 26a i 26b, Sto je jedan od dokaza da se EIT ne pojavljuje. Grafik
26c pokazuje da za neke vrednosti spoljasnjeg magnetnog polja EIT efekat postoji
- negativna vrednost koeficijenta pravca krive Rex oko nulte razdeSenosti probnog
lasera, dok je za ostale vrednosti EIT efekat prisutan - pozitivna vrednost koeficijenta

pravca krive (crvena i ljubicasta linija).

5.2.3 Uticaj razdeSenosti kontrolnog polja na EIT efekat

Uticaj razdeSenosti kontrolnog laserskog polja na EIT efekat je prikazana na grafiku 27.
Polupre¢nik KT i intenzitet kontrolnog lasera su drzani konstantnim kao i u ranijim
slu¢ajevima, konstante raspada su 72, = 731 = 10'° Hz, a razdeSenost kontrolnog polja

A. = byg1. Sa grafika 27 se moze videti da je naruSena simetrija i da transparentni
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Slika 26: Dijagrami imaginarnog i realnog dela susceptibilnosti KT za razli¢ite in-
tenzitete spoljasnjeg magnetnog polja za R = 102.2 nm, I = 93761.3 W/m? i a)
Y31 = 2921, b) Y31 = 5721, ¢) Y31 = 10721, d) ¥31 = 10072;.

prozor viSe nije centriran oko vrednosti A, = 0, pri ¢emu je zadovoljen uslov dvo -
fotonske rezonance A, + A, = 0. Apsorpcioni pikovi se takode razlikuju po visini,
ali imaju istu Sirinu. Ova osbina apsorpcionih pikova ¢e biti detaljno razmatrana u

nastavku ovog rada preko analize obucenih stanja.

5.2.4 Analiza u bazisu obucenih stanja

Realizacija EIT efekta se moze objasniti pomoc¢u destruktivne interferencije izmedu
dva razli¢ita puta ekscitacija [7, 24, 25, 91]. U naSem slu¢aju, postoje dva razlicita

ekscitaciona puta: prvi predstavlja direktni prelaz izmedu nivoa |[1sg) < [2p_1),
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Slika 27: Dijagrami imaginarnog i realnog dela susceptibilnosti KT za razlicite
intenzitete spoljasnjeg magnetnog polja za R = 102.2 nm, I = 93761.3 W/m?,
Yor = v31 = 10" Hz i A; = 57s1.

dok drugi prelaz predstavlja slozeni prelaz izmedu sledeé¢ih nivoa |1sg) — |2p_1) —
|3d_3) — |2p_1). Ukoliko je uslov dvo-fotonske rezonance (A, + A, = 0) ispunjen,
verovatnoce prelaza ova dva razli¢ita puta interferiraju destruktivno i pojavljuje se
EIT efekat. Alternativni nac¢in obja$njavanja EIT efekta je pomocéu obucenih stanja -
svojstvenih stanja interakcionog Hamiltonijana.

Obucena stanja u nasem sistemu, u slucaju kada su probni i kontrolni laser neraz-

deseni, su:
Q, 1
+) = Q\/—|180> \/—|2p_1> \/_|3d 2) (5.2.14)
=) = wgum \/—|p 1)+ f|3d ) (5.2.15)
0) = %\1so>—ﬁpy3d_2>, (5.2.16)

kojima odgovaraju svojstvene energije £y = 0 i Ey = +hS), gde je ) = \/m.
Stanje |0) predstavlja koherentnu superpoziciju atomskih stanja |1sg) i [3d_2), i pred-
stavlja tamno stanje, koje je odgovorno za postojanje EIT efekta. Kada se sistem
nalazi u ovom stanju, on je dekuplovan od probnog polja, i interakcija sa probnim
poljem ne moze dovesti do ekscitacije sistema u neko od drugih obucenih stanja.
Ovo se moze videti izracunavanjem matri¢nih elemenata za interakciju probnog polja

izmedu stanja [0) i |£):

+|do) = A A ) 5.2.17

(++]d|0) oo T ™ ( )
Q. - Q, -

(=1d0) = dyy — —=ds; . (5.2.18)
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Iz gornjih jednadina, moZe se videti da je (+]d|0) 4+ (—|d]0) = 0. Odatle sledi
da lasersko polje ne moze da pobudi sistem iz tamnog stanja u neko drugo stanje
[7, 24, 25, 91]. U grani¢nom slu¢aju slabog probnog polja i jakog kontrolnog polja,
slucaj koji se ovde razmatra, tamno stanje je osnovno stanje |1sg), dok stanja |+) i
|—) predstavljaju superpoziciju atomskih stanja [2p_1) i [3d_s).

Za slucaj kada postoji razdesenost kontrolnog polja, obucena stanja su data na

sledeé¢i nacin:

|+) = —sing|2p_1) + cos ¢|3d_5) (5.2.19)
|—) = sing|2p_1) + cos ¢|3d_3) (5.2.20)
0y = |lso), (5.2.21)
gde parametar ¢, dat sa: 00
tg2¢p = —— 5.2.22
g ¢ AC Y ( )

opisuje mesanje atomskih talasnih funkcija usled delovanja kontrolnog laserskog polja.
Stoga se moze videti da se u grani¢nom sluc¢aju slabog probnog polja, u bazi obucenih
stanja, sistem zapravo sastoji iz dva podsistema. Jedan podsistem c¢ini jako kontrolno
polje zajedno sa golim stanjima |2p_;) i |3d_5), dok drugi podsistem ¢ini osnovno
stanje |1sg). Interakcija izmedu ova dva podsistema se ostvaruje posredstvom probnog
polja. Karakteristi¢no vreme nakon kog sistem dostize EIT efekat je odredeno velici-
nom 1/Q. |7, 25|. Za jaka kontrolna polja, ovo vreme je reda veli¢ine pikosekunde.
Konstante raspada sa obucenih stanja |[+) i |—) na stanje |0) su izra¢unate, i mogu

biti izrazene pomocu sledeéih izraza:

Yoo = 108> @+ 3 sin® @ (5.2.23)
Yoo = 7o18in® P+ 3 cos’@. (5.2.24)

Za slucaj nulte razdeSenosti kontrolnog polja, jednadina (5.2.22) za ugao mesanja
daje vrednost ¢ = 7/4 i konstante raspada sa obuc¢enih stanja imaju iste vrednosti
Yo— = Yo+ = (721 + v31)/2 (slike 22-27). Takode, kada vazi da je 33 = 791, Sirine ap-
sorpcionih pikova (proporcionalnih sa Imy) su iste, i nisu pod uticajem razdeSenosti
kontrolnog lasera (slika 27). Kako bi uporedili vrednosti apsorpcije u pikovima apsorp-
cione krive, izra¢unate su verovatnoc¢e prelaza izmedu osnovnog stanja |0) i pobudenih

stanja |+) 1 |—):

VAZH402 — A,

P|0>—>\+> = A4r \/m Qp (5.2.25)
VAZ+402 + A,

Poys—y = 4m W Iy Q. (5.2.26)
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Za slucaj nulte razdesenosti kontrolnog polja, verovatnoce prelaza su iste. Ovim se
objasnjava visina apsorpcionih pikova na graficima 22-26. Za nenulte i pozitivne
razdegenosti kontrolnog polja, verovatnoca prelaza sa osnovnog na |+) stanje je manje
od verovatnoce prelaza sa osnovnog na |—) stanje. Iz tog razloga su visine apsorpcionih

pikova na slici 27 razli¢ite i grafik viSe nije simetrican.

5.3 Elektromagnetno indukovana transparentnost u konfinira-

nom atomu vodonika u Y konfiguraciji

Koriste¢i navedene vrednosti koeficijenata spontanog radijacionog raspada i zadajuéi
pogodne vrednosti za Rabijeve frekvence i razdegenosti probnog i kontrolnih polja (sve
ove veli¢ine se takode izrazavaju u odnosu na v za dato R), reSava se sistem mas-
ter jednacina (3.2.7)-(3.2.16) u stacionarnom rezimu, a zatim se grafi¢ki predstavljaju
imaginarni i realni deo susceptibilnosti, (3.3.7) i (3.3.8), kao funkcije razdesenosti
probnog polja za navedene vrednosti radijusa konfiniranja. Svi grafici dati u ovom
delu dobijeni su za rezonantna kontrolna polja: A, = A, = 0 i Rabijevu frekvencu
probnog polja €2, = 0.01 za svaki radijus konfiniranja. Realni i imaginarni deo sus-

ceptibilnosti na graficima dati su u jedinicama 2N/(eph).
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Slika 28: Realni i imaginarni deo susceptibilnosti KAV u odnosu na probno polje
kao funkcija razdeSenosti probnog polja za R = 1 i za sledece vrednosti kontrolnih
Rabijevih frekvenci (2,4 = Qo = Q) a) Q. = 0.5, b) Q. = 1.06, ¢) Q. = 2, d)

Q. = 2.5. Vrednosti ostalih veli¢ina date su u tekstu.
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Slika 29: Naseljenosti tamnog i svetlih stanja kao funkcije razdeSenosti probnog polja
za R =11 za sledec¢e vrednosti kontrolnih Rabijevih frekvenci (2. = Qe = Q) a)
Q. =0.5,b) Q. = 1.06, ¢) Q. =2, d) Q. = 2.5. Vrednosti ostalih veli¢ina date su u
tekstu.

Na slici 28 predstavljeni su realni (crvena linija) i imaginarni deo (plava linija) sus-
ceptibilnosti KAV kao funkcije razdeSenosti probnog polja za radijus konfiniranja R =
1iiste vrednosti kontrolnih Rabijevih frekvenci €2.,; = Q. = Q. = 0.5, 1.06, 2, 2.5. Na
grafiku imaginarnog dela susceptibilnosti (plave linije na slikama) za €. = 0.5 prisutan
je rezonantni pik u apsorpciji, dok se za ostale vrednosti kontrolne Rabijeve frekvence
uocava cepanje centralnog pika na dva uz formiranje prozora transparentnosti izmedu
njih. Ova struktura je simetri¢na u odnosu na A, = 0. Povecanje Rabijeve frekvence
Q). dovodi do Sirenja prozora transparentnosti i produbljivanja minimuma ali ne utice
na visinu i Sirinu apsorpcionih pikova. Istovremeno, na osnovu realnog dela suscep-
tibilnosti (crvene linije na slikama) zakljucuje se da u oblasti smanjene apsorpcije
disperzija probnog polja postaje normalna.

Ove karakteristike je najlakSe objasniti posmatrajuéi interakciju KAV sa laserskim
poljima u bazisu stanja, koji se sastoji od osnovnog stanja |1) i obucenih stanja koja
nastaju u interakciji atoma sa kontrolnim poljima (slika 30b). Ova poslednja se do-

bijaju kao svojstvena stanja podsistema sa tri nivoa u V konfiguraciji sastavljenog od
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G |+)

a) b)

Slika 30: Dijagram sistema sa cetiri nivoa u Y konfiguraciji konfiniranog atoma
vodonika u interakciji sa probnim i kontrolnim laserima u slici: a) atomskih stanja i

b) obucenih stanja.
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Slika 31: Realni i imaginarni deo susceptibilnosti KAV u odnosu na probno polje i
naseljenosti tamnog i svetlih stanja kao funkcije razdesenosti probnog polja za razlicite
vrednosti radijuse konfiniranja: a) R = 2, Q. = 0.769, b) R = 3, Q. = 0.52, ¢)
R =4, Q.= 0.329. Vrednosti ostalih veli¢ina date su u tekstu.

atomskih stanja |2), |3) i |[4) i kontrolnih polja:

|0) = —sing|3) + cosdl4) (5.3.1)
|—) = cos8|2) + sinf cos ¢|3) + sin O sin ¢|4) (5.3.2)
|+) = —cosd|2) + sind cos @|3) + sind sin p|4) . (5.3.3)
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Slika 32: Realni i imaginarni deo susceptibilnosti i naseljenosti obucenih stanja kao
funkcije A, za: a)ic) R =06, Q. =0.104,b)id) R =8, Q. = 0.029. Vrednosti ostalih

veli¢ina date su u tekstu.

Dok njihove energije, u odnosu na energiju atomskog stanja |2), iznose

>

By =

1
_&::§<A1¢N+Qa+%9.

U prethodnim jednac¢inama je A = A,y = A i

Q
tang = Qj
tanf = Y 921 + 9‘232
VA2 + Q2+ 0%+ A
tand = Y 2 + O

VISENCEN R

(5.3.4)
(5.3.5)

(5.3.6)

(5.3.7)

(5.3.8)

Stanja |+) i |—) su svetla stanja i predstavljaju mesavinu atomskih stanja |2), |3)

i |[4). Kada je probno polje u rezonanci sa jednim od prelaza |1) — |£), dolazi do

jake apsorpcije probnog polja, odnosno pojave dva pika na grafiku imaginarnog dela

susceptibilnosti - Autler-Townes dublet [132|. Polozaji ovih pikova odredeni su sa

1
A = 5 (\/N +02 + 02 + A) :

(5.3.9)
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Slika 33: Realni i imaginarni deo susceptibilnosti i naseljenosti obucenih stanja kao
funkcije A, za: a) R =1,Q,4 =12, Qo =1,b) R =2,Q,4 =094, Q. = 0.71, ¢)
R=3,Q4 =047, Qn =0.72,d) R =4, Q4 = 0.3, Qo = 0.54. Vrednosti ostalih

veli¢ina date su u tekstu.

Visine pikova odredene su verovatno¢ama navedenih prelaza |1) — |+) u rezonanci,

odnosno proporcionalne su sa cos?d i cos? 6:
P‘l)_>|+> =27 COS2 o 1 P‘1>_>|_) =27 0082 0. (5310)

Kako se ovde razmatra slu¢aj A = 0 (kontrolna polja u rezonanci sa atomskim prela-
zima |2) — |3)1]2) — [4)),tojed =0 = T,iiz (5.3.9) i (5.3.10) se dobija da su pikovi
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Slika 34: Realni i imaginarni deo susceptibilnosti i naseljenosti obucenih stanja kao
funkcije A, za: a)ic) R=06, Qg =0.1, Q2 =0.29,b)id) R=38, Q4 =0.03, Q =

0.3. Vrednosti ostalih veli¢ina date su u tekstu.

na dijagramu imaginarnog dela susceptibilnosti simetri¢no rasporedeni u odnosu na

A, = 01iimaju istu visinu

AB = 5,/02 +Q%, Py =r, (5.3.11)

dok su njihove Sirine odredene koeficijentima raspada obucenih stanja |+) 1 |—) i

njihove vrednosti su, prema (B.5) i (B.6)
1 1 .
T+ === 502 + 3 (732 cos® p + Yz sin® @) . (5.3.12)

Sirina prozora transparentnosti odredena je vredno$¢u kontrolnih Rabijevih frekvenci

AP - A —2, /02 102, (5.3.13)

Stanje |0) naziva se tamno stanje i predstavlja meSavinu atomskih stanja |3) i

1 1znosi

|4), pa je prelaz izmedu njega i osnovnog stanja dipolno zabranjen. Kada je probno
polje u rezonanci sa prelazom |1) — |0) na grafiku imaginarnog dela susceptibilnosti
pojavljuje se prozor transparentnosti. Koeficijent raspada tamnog stanja je, prema
(B.4), odreden koeficijentima raspada atomskih stanja |3) i |4) i Rabijevim frekven-

cama kontrolnih polja (preko ugla ¢):
2 QQ
Yo = Ve + Y2 (5.3.14)
02+ Q2 02+ Q3
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S obzirom da je vy # 0, tamno stanje se vremenom spontano raspada na svetlo stanje
|—) u kome postoji udeo atomskog stanja |2) zbog Cega postaje moguéa apsorpcija
probnog polja. Kakav ¢e biti oblik prozora transparentnostii da li ¢e u njemu postojati
apsorpcija i kolika ¢e biti zavisi¢e od toga koliko ¢e biti efikasno "zarobljavanje" KAV u
tamnom stanju. Kako su, za dati radijus konfiniranja, 3o i 742 fiksirani, efikasnost ovog
procesa bice odredena vredno$¢u Rabijevih frekvenci 2.1 i 2.5. Zbog toga su, uporedo
sa izracunavanjem realnog i imaginarnog dela susceptibilnosti za date vrednosti ovih

veli¢ina, ra¢unate i naseljenosti osnovnog stanja i obucenih stanja (5.3.1)-(5.3.3):

poo = p33sin® ¢ + puycos® g — Re (pgq) sin 26 (5.3.15)
1 1 1
P— = P2 + 5P cos? ¢ + 5P sin® ¢ + Re (pa3) cos ¢ + (5.3.16)
1
Re (paq) sin ¢ + §Re (p34) sin 2¢
1 1 1 .
Pit = P2 + P33 cos” ¢ + 3P4 sin® ¢ — Re (pa3) cos ¢ — (5.3.17)

1
Re (pa24) sin ¢ + §Re (p34) sin2¢.

Na slici 29 prikazane su naseljenosti tamnog i svetlih stanja kao funkcije razdesenosti
probnog polja za R = 1 pri vrednostima kontrolnih Rabijevih frekvenci navedenim
na slici 28. Ocigledno je da je za sve vrednosti Rabijeve frekvence poy < pii, p——
za A, = 0 i da se maksmalna vrednost pyy postize za . = 1.06. Sa povecanjem
vrednosti {2, na graficima naseljenosti tamnog stanja pojavljuju se dva dodatna pika
koja odgovaraju maksimumima apsorpcije i ¢ije vrednosti rastu sa porastom {2.. Osim
toga, na graficima p,, i p__ se pojavljuje dodatni pik na mestu drugog svetlog stanja.
Uporedivanjem slika 28 i 29 zakljucuje se da se smanjivanje apsorpcije postize bez pre-
bacivanja atoma u tamno stanje. Ovaj efekat se oznacava kao AT efekat [132] ili EIT
bez tamnog stanja [169].

Isto ponaSanje se uocCava i za radijuse konfiniranja R = 2, 3, 4, §to potvrduje
slika 31 na kojoj su predstavljeni imaginarni i realni deo susceptibilnosti i naseljenosti
obuc¢nih stanja kao funkcije razdeSenosti probnog polja pri vrednostima kontrolnih
Rabijevih frekvenci na kojima pgp ima maksimum za A, = 0. U tabeli 5 navedene
su vrednosti naseljenosti tamnog i svetlih stanja za karakteristi¢cne vrednosti 2. za
svako R, iz kojih se vidi da su naseljenosti oba svetla stanja jednake za dato R.
Kada je radijus konfiniranja R = 1 naseljenost tamnog stanja u minimumu prozora
transparentnosti je za red veli¢ine manja od naseljenosti svetlih stanja. Kada je R = 2
i R = 3 tamno stanje je oko 5, odnosno 2 puta manje naseljeno u odnosu na svetla
stanja. Vrednost radijusa konfiniranja R = 4 se razlikuje od prethodno navedenih
po skoro izjednacenim vrednostima naseljenosti obucenih stanja za A, = 0. Razlog

ovakvog ponaganja sistema se moze videti ako se pogledaju tabela 2 i izrazi (5.3.12) i
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(B.4). Za R =1, 2, 3 se dobija da je vo > 74, 7—, dok za R = 4 ovi koeficijenti imaju

bliske vrednosti.

Tabela 5: Maksimalne naseljenosti tamnog i svetlih stanja na A, = 0 za odgovarajuce
vrednosti kontrolnih Rabijevih frekvenci 2. = Q. = €. za razli¢ite vrednosti radijusa

konfiniranja.

R Q. Poo P++ p——

1.0 1.06 2.4702-107% 3.2518-107° 3.2518-107°
2.0 0.769 8.3782-107% 3.9238-107° 3.9238-107°
3.0 052 2.6794-107° 5.2934-107° 5.2934-107°
4.0 0.329 8.7335-107° 8.8301-10"° 8.8301-107°
6.0 0.104 1.0669-10~3 5.9204-10"* 5.9204-10~*
8.0 0.029 1.5191-1072 7.6668-10"% 7.6668-1073

Tabela 6: Maksimalne naseljenosti tamnog i svetlih stanja na A, = 0 pri odgovara-
jué¢im kontrolnim Rabijevim frekvencama 2. i (.9 za razli¢ite vrednosti radijusa kon-

finiranja.

R Qu Qe P00 P++ p——

1.0 1.2 1.0 2.5482-107% 3.1758-107° 3.1758-107°
2.0 094 0.71 9.0244-107% 3.7167-107° 3.7167-107°
3.0 047 0.72 3.1037-107° 4.5615-107> 4.5615-107°
4.0 0.3 054 1.1213-107% 6.1204-10"° 6.1204-107°
6.0 0.1 029 1.7179-107% 1.5943-10~* 1.5943-10*
80 0.1 0.4 7.6577-107% 2.5653-10"* 2.5653 1074

Pri radijusima konfiniranja R = 6 i R = 8 vremena zivota pobudenih stanja se
povecavaju i koeficijent 35 je za red veli¢ine, odnosno za tri reda veli¢ine manji od ~4s.
Ovako dugo vreme Zivota 2sy stanja (stanje |3)) uticace da se naseljenosti obudenih
stanja kao funkcije A, ponaSaju drugacije u odnosu na manje radijuse konfiniranja,
Sto je ilustrovano slikom 32. Za ove vrednosti R minimum apsorpcije se postize pre-
bacivanjem KAV u tamno stanje, tako da se u ovim sluc¢ajevima ispoljava EIT efekat.

Razmotrimo sada slucaj kada je Q.1 # Q. Za dobijanje grafika na slikama 33 i 34
koris¢ene su vrednosti kontrolnih Rabijevih frekvenci pri kojima se postize maksimalna
naseljenost tamnog stanja pri A, = 0 za svaki od radijusa konfiniranja. U tabeli 6
navedene su vrednosti naseljenosti tamnog i oba svetla stanja za A, = 0. PonaSanje

sistema za R = 1, 2, 3 je isto kao i u slucaju jednakih vrednosti kontrolnih Rabijevih
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frekvenci. Za radijus konfiniranja R = 4, za razliku od prethodnog slucaja, vazi
pPoo > Pit, p——. Isti odnos izmedu naseljenosti obucenih stanja vazi i za preostala
dva radijusa konfiniranja R = 6 i R = 8. Uporedivanjem ovde navedenih grafika vidi
se da se sa povecanjem radijusa konfiniranja prozor transparentnosti suzava, da se
apsorpcija probnog polja u prozoru transparentnosti smanjuje, kao i da grafik Rey u

centralnom delu postaje strmiji.

5.3.1 Spontano generisana koherentonst

U ovom odeljku ¢e biti predstavljena realizacija EIT efekta u slucaju kada su dva
najvisa energijska nivoa u Y konfiguraciji degenerisana, $to dovodi do spontano generi-
sane koherentnosti. Ovo se deSava pri radijusu konfiniranja R = 2, po$to su tada stanja
|3) i]4) degenerisana, kao §to pokazuju vrednosti energija date u tabeli 1. Razmotrimo
slucaj kada se umesto dosadasnjeg stanja 3d_o koristi stanje 3dy: |3) = |3do). Pri
ovakvom izboru stanja, dipolni momenti prelaza [3) — |2) i [4) — |2) su paralelni.
Ovo omogucéava da se umesto dva kontrolna laserska polja koristi samo jedan laser,
tako da se polazeé¢i od definicija Rabijevih frekvenci i koeficijenata spontane emisije

(3.0.4), dobija sledeéi odnos izmedu kontrolnih Rabijevih frekvenci:

ch _ ‘d32| _ E
Qo ‘d42| Y42 .

(5.3.18)

Koriste¢i vrednosti matri¢nih elemenata dipolnih prelaza i koeficijenata spontane emi-
sije, navedene u tabeli 5, reSava se sistem master jednac¢ina (3.2.7)-(3.2.16) u kojima

je sada
Ne = /732 Va2 - (5.3.19)

Na slici 35 predstavljeni su imaginarni (plava boja) i realni (crvena boja) delovi
susceptibilnosti KAV u odnosu na probno polje kao funkcije razdesenosti ovog polja
za (1, = 0.01 i nekoliko razli¢itih vrednosti Rabijeve frekvence 2, = 0.5, 1, 1.5, 2, pri
cemu je dy; = 0.53973, d3o = 0.30562, dso = 0.41795, v32 = 0.350023 i y42 = 0.654602.

Za razliku od delimi¢no smanjene apsorpcije kod kvantnih sistema u Y konfigu-
raciji, prikazanih na slikama 28, 29, 31 - 34 pri nultoj razdesenosti probnog polja, ovde
se primec¢uje veoma uzak transparentan prozor u kome apsorpcija pada na nulu. Kako
je transparentni prozor u ovom sluc¢aju veoma uzak, ovaj deo je uvelican i predstavljen
na slici 36. Moze se primetiti i da je sa porastom Rabijeve frekvence kontrolnog polja,
prozor transparentnosti uzi. Takode, gotovo sva populacija sistema je prebacena u
tamno stanje pri nultoj razdeSenosti probnog polja, Sto je prikazano na slici 37.

Da bismo objasnili navedeno ponasanje, koristicemo opet bazis sastavljen od os-

novnog i obucenih stanja (5.3.1)-(5.3.3) iz prethodnog odeljka. Jedina razlika ¢e sada
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Slika 35: Realni i imaginarni deo susceptibilnosti kao funkcije A, za: a) . = 0.5, b)
Qe =1.0,¢) Qo =1.51d) Qg = 2.0. Vrednosti ostalih veli¢ina date su u tekstu.

biti u ¢injenici da ne¢emo koristiti hamiltonijan (B.1), jer se pomoc¢u njega ne moze
opisati interferencija izmedu kanala |3) — |2) i [4) — |2), kroz koje se odvija spontana
emisija dva najvisa pobudena stanja. Podimo od Liouville-ove jednacine (3.0.2), koju
prepisujemo u obliku p
o
— =—ilH,0]+ G,
o [H, 0]

gde je H hamiltonijan koji opisuje koherentnu interakciju sa laserskim poljima (3.2.5)

(5.3.20)

za rezonantna kontrolna polja

0 0 0
1] Q -2, Qu  Q
H=—--|"7 pootd S (5.3.21)
21 0 Qu -2, O
0 Qo 0 =24,
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Slika 36: Uvecani deo imaginarnog dela susceptibilnosti (sa grafika 35) gde se vidi
nagli pad apsorpcije kao funkcije A, za: a) Q. = 0.5, b) Q4 = 1.0, ¢) Qq =1.51d)

Q.1 = 2.0. Vrednosti ostalih veli¢ina date su u tekstu.
a (G matrica koja opisuje relaksacione procese i koja je oblika

G=—2| — 271090|1)(1] +v210121)(2| + (5.3.22)

(32013 + N0014) [1) (3] + (142014 + Na013)[1) (4]

V21021 [2) (1] + (2721022 — 2732033 — 2742044 — 2N (034 + 043))[2) (2|
((y21 + ¥32)023 + Na024) |2) (3] + (V21 + Ya2) 24 + Nw023)[2) (4

(¥32031 + 1M2041)|3) (1] + ((21 + V32) 032 + 1M0042)|3) (2|

(2732033 + N (031 + 043))3) (3] + (432 + 742) 034 + N6 (033 + 044))|3) (4]
(V42041 + Ma031) [4) (1] + (a1 + Va2) o2 + Na032)[4) (2|

+ 4+ + 4+ + +

_|_

(32 + 742)043 + Na (033 + 044) ) |[4) (3| + (2742044 + N (043 + 034))[4) (4] | -

Nakon unitarne transformacije matricom U (0 = § = 7/4), za hamiltonijan inter-
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Slika 37: Naseljenost tamnog stanja kao funkcije A, za: a) Q4 = 0.5, b) Q. = 1.0, ¢)
Qu =1.51d) Q4 = 2.0. Vrednosti ostalih veli¢ina date su u tekstu.

akcije KAV sa laserskim poljima se dobija

111 1

=t 5| |- Sl - 28,00 (5.323)
+ % (o 08 6 — Oy sin &) [0)(—| + % (= o 008 6 + Oy 50 8) [0) (]
+ % (Qe2cos g — Qe sing) |—) (0] + (=24, + Qe cos ¢ + Qe sin @) |[—) (—|
+ % (—Qe2 cos 4+ Qe sin @) [+)(0] + (=24, — Q1 cos ¢ — Qg sin @) |+) (+|
1 1
_l’_ - -

ﬁﬁp!—><1| - \/EQ”|+><1| :

S obzirom na definiciju (5.3.6) ugla ¢, dobija se da je .5 cos p—S2. sin ¢ = 0, tako da je
pri rezonantnom probnom polju, tamno stanje u potpunosti dekuplovano od laserskih
polja. Analogan zakljuc¢ak je vazio i u prethodnom sluc¢aju, kada je razmatran Y
sistem bez spontano generisane koherentnosti, iako je tada apsorpcija probnog polja
u prozoru transparentnosti (slike 31 - 34) bila razli¢ita od nule. Postojanje nenulte
apsorpcije objasnjeno je ¢injenicom da tamno stanje sistema nije stabilno, odnosno da

je njegov koeficijent spontane emisije (B.4) razli¢it od nule. Da bismo sada odredili
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dinamiku tamnog stanja, treba transformisati matricu G: G = UGU ! i polazedi od

jednacine (5.3.20) napisati odgovarajuéu master jednacinu:

[(732 — Ya2) cos(2¢) — (732 + Y42 — 219 sin(2¢))] o0 +
[QCQ COS ¢ — ch sin qb] Im(ao_ — 0'0+) — (5324)

219 cos(2¢) — (732 — 742) sin(2¢)] Re(oo- + 00+) -

000 =

“f oy v

S obzirom na (5.3.6) i (5.3.18) dobija se da je koeficijent spontanog raspada tamnog

stanja

Yo = % (Y32 — Ya2) €08(26) — (a2 + Y42 — 27 5in(29))] = 0, (5.3.25)

Sto znaci da se naseljenost tamnog stanja pgy ne menja nakon $to laserska polja "pre-

bace" KAV u ovo stanje.

5.4 Grupna brzina svetlosti u sfernoj kvantnoj tacki sa vodoni-

¢nom necisto¢om sa tri nivoa

U ovom poglavlju ¢e biti predstavljeni rezultati analize grupne brzine svetlosti u sfernoj
kvantnoj tacki sa vodoni¢nom necisto¢com u centru. Kako bi se realizovao efekat
spore svetlosti, bi¢e koriS¢ena tri energijska nivoa vodonicne necistoce 1sg, 2p_1 i 3d_o
koji zajedno sa dva kruzno polarizovana laserska polja ¢ine kaskadnu konfiguraciju
sa tri nivoa. ReSavanjem Schriodinger-ove jednacine su dobijene vrednosti energija
i talasnih funkcija, a pomoc¢u njih su odredeni i dipolni elementi prelaza. Opticke
Bloch-ove jednacine su zatim reSene i pomocu njih odredena grupna brzina svetlosti
probnog polja. Zatim je ispitivan uticaj radijusa konfiniranja, frekvence probnog polja,
intenziteta kontrolnog polja, kao i razdeSenosti kontrolnog polja na grupnu brzinu
svetlosti.

Na slici 38 grupna brzina svetlosti je prikazana u funkciji frekvence probnog lasera
za poluprecnik KT R = 1.0aj. Na ovoj slici, ova zavisnost je prikazana za nekoliko
razlictih intenziteta kontrolnog laserskog polja. Moze se zakljuciti da je grupna br-
zina svetlosti minimalna na rezonantnoj frekvenci prelaza, ukoliko je kontrolno polje
isklju¢eno (crna linija na grafiku). Ukoliko se kontrolno polje ukljuéi, grupna brzi-
na svetlosti na rezonantnoj frekvenci (w, = wo) se povecava, a pojavljuju se dva
minimuma oko ove frekvence. Ovaj opseg frekvenci izmedu dva minimuma se naziva
"opseg frekvenci spore svetlosti" - OFSS. Sa istog grafika se moze zakljuciti da se
OF'SS povecava sa poveéanjem intenziteta kontrolnog lasera.

Kako bi detaljnije ispitali uticaj intenziteta kontrolnog laserskog polja na OFSS,

ovaj intenzitet je variran za nekoliko razli¢itih poluprecnika SKT. Ova zavisnost je
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Slika 38: Grupna brzina svetlosti u SKT poluprec¢nika R = 1.0a za razliCite intenzitete
kontrolnog laserskog polja I, = 0 W/m?, I, = 410" W/m? I, = 8 - 10" W/m? i
I.= 1210 W/m?, u funkciji frekvence probnog laserskog polja.

prikazana na slici 39. Sa grafika se vidi da se OFSS monotono povecava sa pove¢anjem
intenziteta kontrolnog lasera, kao i da se brze pove¢ava pri manjim intenzitetima lasera,
a da se zatim povecava po skoro linearnom zakonu. Takode, OFSS se brze povecava

za K'T veceg poluprecnika.
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Slika 39: Opseg frekvenci spore svetlosti u SKT u funkciji intenziteta kontrolnog
laserskog polja za poluprecnike R = 1.0aj, R = 1.1aj, R = 1.2af1 R = 1.3ag.

Sa slike 38 se moze videti da je maksimalna brzina svetlosti unutar OFSS ta¢no na
rezonantnoj frekvenci. Ova maksimalna brzina se povecava sa pove¢anjem intenziteta
kontrolnog laserskog polja. Ova zavisnost je prikazana na slici 40. Takode se moze

uociti da je povec¢anje brzine najveée za manje intenzitete i da je maksimalna brzina
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svetlosti uvek vec¢a kod SKT veceg poluprecnika za isti intenzitet kontrolnog lasera.

3.0F

R=1.0 ay"

S 4 6 8 10 12
I, [10° W/m?]

0.0L . L

Slika 40: Maksimum grupne brzine unutar OFSS u SKT u funkciji intenziteta kon-
trolnog laserskog polja za SKT poluprecnika R = 1.0aj, R = 1.1aj, R = 1.2q] i
R = 1.3ay.

Na slici 41a grupna brzina svetlosti je prikazana za razli¢ite poluprec¢nike SKT
kada je iskljuc¢en kontrolni laser. Sa ovog grafika se vidi da je frekvenca na kojoj se
postize minimalna grupna brzina smanjuje sa pove¢anjem poluprec¢nika SKT. Grupna
brzina svetlosti, kada je kontrolni laser ukljucen je prikazan na slici 41b. Odavde sledi
da se OFSS i maksimalna brzina svetlosti unutar OFSS povecavaju sa povecanjem

poluprecnika SKT.

3.0L
25
@ 2.0F
£
s 1.5F
= 10k R=1.3 ay" ]
R=1.2 ay"
0.5¢ R=1.1ap"]
0.0L, ) . . g 0.0L . . . - Re10a0 ]
0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
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Slika 41: Grupna brzina svetlosti u SK'T u funkciji frekvence probnog polja za SKT
polupreénika R = 1.0ag, R = 1.1a}, R = 1.2a} i R = 1.3a, kada je kontrolni laser: a)
iskljucen, b) ukljuen i intenziteta I, = 4 - 101> W /m?.

Kako bi detaljnije ispitali kako povec¢anje polupre¢nika SK'T utice na OFSS, variran
je polupre¢nik SKT za nekoliko razli¢itih intenziteta kontrolnog lasera. Ova zavisnost

je prikazana na slici 42. OFSS se monotono povec¢ava sa povetanjem polupre¢nika
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SKT, i ovo povecanje je priblizni linearno za opsege parametara koji su koriséeni u

ovom radu. Takode, OFSS se brze povecava za jaca kontrolna polja.

30 ]
25} ]
N
o 20f ]
o ]
a T ]
< | ]
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[ 1,=8:10"2 W/m?
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e
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Slika 42: OFSS u SKT u funkciji poluprec¢nika KT za kontrolna polja intenziteta
I.=4-102 W/m? I.=8-10"2 W/m?i I, = 12- 10> W/m?,

Kako bi detaljnije ispitali uticaj veli¢cine SKT na maksimalnu grupnu brzinu, vari-
ran je polupre¢nik SKT za nekoliko razli¢itih intenziteta kontrolnog polja. Ova zavi-
snost je prikazan na slici 43. Maksimalna grupna brzina monotono raste sa pove¢anjem
poluprecnika SKT, i ovaj porast je veé¢i za manje SKT. Takode, maksimalna grupna

brzina je uvek veca kada se primenjuje jace kontrolno lasersko polje.

3.0 i

1,=12:10"2 Win? |
1,=8-10"% W/m?
I;=4-10" W/m* ]

1.0 1.1 1.2

13 14 15 16
R[ap’]

Slika 43: Maksimalna grupna brzina unutar OFSS u SKT u funkciji polupre¢nika SK'T
za sledece intenzitete kontrolnog laserskog polja I, = 4-10' W/m?, [, = 8-10'2 W/m?
il.=12-10 W/m?

Na slici 44 je prikazano kako se grupna brzina svetlosti menja u funkciji frekvence
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probnog polja za razlic¢ite vrednosti razdeSenosti kontrolnog laserskog polja. Na slici
44a je prikazana ova zavisnost za A. < 0, a na slici 44b za A. > 0. Sa povetanjem
|A.|, za A, < 0, OFSS postaje §iri, a oba minimuma u brzini svetlosti menjaju svoje
pozicije ka ve¢im frekvencama. Sli¢no ponaSanje se moze primetiti i pri povecanju

vrednosti |A.|, za A. > 0, kada se minimumi u brzinama svetlosti pomeraju ka manjim

frekvencama.
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25 2.5}
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Slika 44: OFSS u SKT u zavisnosti od razdeSenosti kontrolnog laserskog polja za:
a) intenzitete kontrolnih laserskih polja I. = 4 - 10 W/m? I. = 8 - 10" W/m? i
I.=12-10" W/m? i radijus SKT R = 1.0aj, b) intenzitet kontrolnog laserskog polja
I. = 4-10" W/m? i radijuse SKT R = 1.0a}, R = 1.1a}, R = 1.2a} i R = 1.3a;,.

Kako bi ispitali ovu zavisnost malo detaljnije, varirana je razdesSenost kontrolnog
laserskog polja. Ova zavisnost za SK'T' polupre¢nika R = 1.0aj i intenzitete kontrolnih
polja I, = 4-10" W/m?, I, = 8- 102 W/m? i I. = 12 - 10> W/m?, predstavljena je
na slici 45a. OFSS je najmanji kada je A. = 0 i monotono se povec¢ava sa povet¢anjem
|A.|. Za velike razdesenosti, OFSS se povecava skoro linearno sa A.. Takode, OFSS
je uvek 8iri za jaca kontrolna polja. Sli¢na zavisnost je prikazana na slici 44b, gde je
OF'SS prikazan u funkciji razdesenosti kontrolnog polja za kontrolni laser intenziteta
I.=4-10"” W/m? i za SKT radijusa R = 1.0a, R = 1.1a}, R = 1.2a} i R = 1.3a;.
Sa ove slike sledi da je OFSS uvek Siri za vece kvantne tacke.

Sa slike 44 se moze videti da se grupna brzina svetlosti na rezonantnoj frkvenci
smanjuje sa povecanjem apsolutne vrednosti |A.|. Ova zavisnost za SKT polupreénika
R = 1.0a} i intenzitete kontrolnih polja I, = 4 - 102 W/m? I, = 8 - 102 W/m?
i I, = 12 - 10 W/m?, predstavljena je na slici 46a. Grupna brzina svetlosti na
rezonantnoj frekvenci se smanjuje monotono sa povecanjem |A.|. Takode, grupna
brzina svetlosti na rezonantnoj frekvenci je uvek veca za jaca kontrolna polja. Sli¢na
zavisnost je prikazana na slici 46b, gde je grupna brzina svetlosti na rezonantnoj
frekvenci prikazana u funkciji razdesenosti kontrolnog polja, za intenzitet kontrolnog
polja I. = 4 - 10 W/m? i polupretnike SKT R = 1.0a}, R = 1.1a}, R = 1.2a} i
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Slika 45: OFSS u SKT u zavisnosti od razdesenosti kontrolnog laserskog polja za:
a) intenzitete kontrolnih laserskih polja I. = 4 - 10 W/m? I. = 8 - 102 W/m? i
I.=12-10" W/m? i radijus SKT R = 1.0aj, b) intenzitet kontrolnog laserskog polja
I. =4-10" W/m? i radijuse SKT R = 1.0a}, R = 1.1aj, R = 1.2a} 1 R = 1.3a;,.

R = 1.3aj. Sa ove slike sledi da je grupna brzina svetlosti na rezonantnoj frekvenci

uvek veéa za veée SKT.
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Slika 46: Grupna brzina svetlosti na rezonantnoj frekvenci u SKT u zavisnosti od
razdeSenosti kontrolnog polja za: a) intenzitete kontrolnih laserskih polja [, = 4 -
102 W/m? I, = 8- 102 W/m? i I, = 12 - 10" W/m? i radijus SKT R = 1.0a}, b)
intenzitet kontrolnog laserskog polja I. = 4 - 10> W/m? i radijuse SKT R = 1.0a,
R=11lay, R=12a51 R = 1.3ay.

5.5 Apsorpcione i disperzione karakteristike visSeslojne sferne
kvante tacke sa vodoni¢nom necistoéom: Efekti dimenzija,

hidrostatickog pritiska i temperature

U ovom poglavlju ¢e biti predstavljeni rezultati analize apsorpcionih i disperzionih
karakteristika viSeslojne sferne kvantne tacke sa vodoni¢nom necisto¢om. Posebno ¢e

biti diskutovana promena ovih karakteristika u zavisnosti od dimenzija kvantne tacke,
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odnosno promene debljina njenih slojeva, kao i od promene hidrostatickog pritiska i
temperature. Kao i u nekim ranijim poglavljima, ove karakteristike ¢e biti ispitivane
na diskretnim nivoima vodonika u kaskadnoj konfiguraciji, pri ¢emu ¢e biti diskusije
i za sistem sa tri nivoa (1sg, 2p_1 i 3d_5) i za sistem sa Cetiri nivoa (1sg, 2p_1, 3d_5
i 4f_3). Prelazi izmedu navedenih nivoa se ostvaruju pomocu laserskih polja koji
indukuju o~ prelaze, a ponaSanje sistema se odreduje reSavanjem optickih Bloch-
ovih jednacina. Energije pomenutih stanja, kao i odgovarajuce talasne funkcije su u
ovom sluc¢aju odredeni metodom gadanja, ¢ije su pojedinosti date u odeljku 4.3. Bice
pokazano da pikovi u apsorpcionom i disperzionom spektru dozivljavaju plavi pomak
sa povecanjem hidrostatickog pritiska, kao i crveni pomak sa povec¢anjem temperature.
Promene optickih karakteristika sa promenom debljine slojeva su nemonotone i bice
detaljno diskutovane u nastavku.

U nastavku ovog odeljka, bi¢e koriScene slede¢e jacine elektri¢nih polja lasera
E =10V/m, &4 =2-10°W/m i €4 = 2-10° W/m, za probni i kontrolne lasere
respektivno.

Na slici 47 prikazan je uticaj hidrostati¢kog pritiska na apsorpcioni koeficijent - AK
(na engleskom absorption coefficient - AC) i indeks prelamanja - IP (na engleskom
refractive index - RI) za kaskadni sistem sa tri nivoa (levi deo grafika) i za kaskadni
sistem sa Cetiri nivoa (desni deo grafika). Ova slika pokazuje da su apsorpcioni koefici-
jent i indeks prelamanja zavisni od pritiska i da pikovi ovih veli¢ina dozivljavaju plavi
pomak sa porastom temperature, Sto je posledica smanjenja razlike energija izmedu
dva najniza stanja. Takode, transparentni prozor postaje uzi, $to je posledica promene
u dipolnim elementima i odgovarajuc¢oj Rabijevoj frekvenci [35, 36].

Uticaj temperature na apsorpcioni koeficijent i indeks prelamanja je prikazan na
slici 48. Ovde ¢emo razmatrati ovu zavisnost pri visokim temperaturama, na kojima
elektron-fononske interakcije daju znatno veéi doprinos prelasku elektrona na niza
stanja od spontane emisije. Iz tog razloga, koeficijenti raspada v;_; viSe nisu dati
preko jednadine (3.0.4). Na visim temperaturama, uzeto je da su koeficijenti raspada
datisa y;_1 = 1/T, gde je T'= 0.14 ps |54, 35|. Ova zavisnost pokazuje da su AK i IP
temperaturno zavisni i da pikovi ovih veli¢ina dozivljavaju crveni pomak sa porastom
temperature, $to je posledica povec¢anja razlike energija izmedu dva najniza stanja.
Uticaj povecanja temperature na transparentni prozor ipak nema monotonu pravil-
nost. Razlog ovome je taj Sto dipolni moment prelaza, a sa njim i Rabijeva frekvenca
ostaju skoro konstantni sa povec¢anjem temperature. Posto su brzine dekoherencije
na veéim temperaturama mnogo vece, pikovi AK i IP postaju §iri, $to je u skladu
sa rezultatima dobijenim u radu [35|. Takode, u poredenju sa niskim temperaturama

prikazanim na slici 47 prvi izvod IP na sredini EIT prozora je mnogo manji.
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Slika 47: Dijagrami imaginarnih i realnih delova susceptibilnosti SSK'T za razlicite

hidrostaticke pritiske, W; = 60 A, W, = 50 A, W, = 40 A, T = 1 K, u funkciji

energije fotona probnog lasera, za (a) kaskadni sistem sa tri nivoa, (b) kaskadni sistem

sa Cetirl nivoa.

Na desnim stranama grafika 47 i 48, prikazani su rezultati za AK i TP za kaskadni
sistem sa Cetiri nivoa. U poredenju sa kaskadnim sistemom sa tri nivoa (koji je prikazan
na levim stranama istih grafika), moze se primetiti prisustvo dodatnog AK pika [36].
Ostale osobine ovog sistema su sli¢ne onima sa ranije diskutovanim sistemom sa tri
nivoa.

Opsti zakljucci, kao $to su ovi za uticaj hidrostatickog pritiska i temperature na
AK i IP; se ne mogu doneti za varijaciju sirina W;, W, i W,. Razlog ovome je taj, Sto
razlike energija uzastopnih energijskih nivoa i odgovarajuci dipolni elementi prelaza
pokazuju ne monotone promene sa varijacijom W;, W, i W, prikazane na grafiku 15,
u poredenju sa monotonim promenama prikazanim na 161 17 .

Zbog ovakvog ne monotonog ponaSanja, umesto predstavljanja promena AK i IP
u funkciji energije fotona probnog lasera za nekoliko razlic¢itih vrednosti W;, W, i
W,, na grafiku 49, predstavljene su karakteristi¢ne vrednosti za AK (leva strana) i
Sirina EIT prozora (desna strana) u funkciji ovih parametara. Na levoj strani grafika
49, prikazani su maksimalne vrednosti AK i vrednosti AK na rezonantim frekfencama
probnog laserskog polja za kaskadne sisteme sa tri i ¢etiri nivoa, u funkciji W;, W, i W,,

na graficima 49a), 49¢) i 49e), respektivno. Sa grafika 49 (a, b) moze se videti da su za
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Slika 48: Dijagrami imaginarnih i realnih delova susceptibilnosti SSK'T za razlicite

temperature, W; = 60 A, W, = 50 A, W, = 40 A, p = 1 kbar, u funkciji energije

fotona probnog lasera, za a) kaskadni sistem sa tri nivoa, b) kaskadni sistem sa ¢etiri

nivoa.

male vrednosti W; maksimalne vrednosti AK i vrednosti AK na rezonantoj frekvenci
veoma blizu za sistem sa tri nivoa. Za sistem sa Cetiri nivoa, ove dve vrednosti su
identi¢ne i EIT prozor prestaje da postoji. Za vrednosti Sirine unutrasnje jame W;
oko (50 — 70) A, postizanje efikasnog EIT [28] se primeéuje za sistem sa tri nivoa,
pri ¢emu se apsorpcija probnog polja na rezonantnoj frekvenci znac¢ajno redukuje. Za
sistem sa Cetiri nivoa, postoje delovi gde je AK na rezonantoj frekvenci ¢ak i veéi od
druga dva pika. Sa grafika 49 (c, d), moze se videti da EIT prozor uvek postoji za
ovaj opseg parametara i da se efikasni EIT javlja za $irinu barijere ve¢u od W, = 40 A
za sistem sa tri nivoa. Za slucaj sistema sa Cetiri nivoa, maksimalne vrednosti AK
na rezonantoj frekvenci su uvek vec¢e od vrednosti druga dva pika. Sa grafika 49 (e,
f), moze se videti da povecanje Sirine spoljasnje jame, AK monotono opada za oba

sistema i EIT prozor nestaje kada je spoljasnja jama dovoljno Siroka.
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Slika 49: Dijagrami karakteristi¢nih vrednosti AK (leva strana) i 8irina EIT prozora
(desna strana) u funkciji (a, b) Wi, (¢, d) Wy i (e, £) W,,.
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6 Zakljucak

Centralni deo ove disertacije zauzima atom vodonika, koji je konfiniran razli¢itim
tipovima potencijala. Konfiniranje atoma vodonika ima za posledicu promene njegove
energijske strukture, a time i promenu ostalih elektri¢nih i optickih karakteristika. Ove
karakteristike su zatim pogodnom promenom konfinirajuéeg potencijala i razli¢itim
spoljasnjim uticajima, kao Sto su promena temperature, pritiska i spoljasnjeg magne-
tnog polja, menjane na Zeljeni nacin kako bi odredeni kvantni interferencioni efekti
postali izrazeniji. U nastavku je dat niz zakljucaka koji su proistekli iz navedenih
razmatranja.

Poredenjem EIT efekta u sistemu sa tri i ¢etiri nivoa, koje je bilo tema poglavlja
5.1., u kojoj je vrSena analiza energijskih nivoa i odgovaraju¢ih talasnih funkcija
vodoni¢ne necistoce u SKT, moze se zakljuciti slede¢e. Smanjenjem poluprecnika
SKT: (1) razlika energija energijskih nivoa se povecava, (2) dipolni elementi matrice
prelaza se smanjuju, i (3) koeficijenti spontanih raspada izmedu nivoa se povecavaju.
Dobijeni rezultati su zatim iskoriS¢eni kako bi se ispitao uticaj konfiniranja i do-
datnog kontrolnog laserskog polja na EIT. Rezultati pokazuju da dodatno lasersko
polje indukuje dodatni apsorpcioni pik unutar trasparentnog prozora pri rezonantnim
uslovima. Osobine ovog dodatnog pika su zatim dodatno analizirani.

U poglavlju 5.2. je razmatran teorijski model realizacije EIT efekta na diskretnim
energijskim nivoima vodoni¢ne necisto¢e koja se nalazi unutar sverne kvantne tacke
od galijum-arsenida. Sistem koji je razmatran je sistem od tri nivoa u kaskadnoj
konfiguraciji, pod uticajem spoljasnjeg statickog magnetnog polja. Vrednosti energija
energijskih nivoa su izracunati, kao i odgovarajuce talasne funkcije pomocéu metoda
Lagrange-eve mreze. Dinamika sistema je opisana pomoc¢u master jednacina i dalje
razmatrana za niz razli¢itih parametara kao Sto su Rabijeve frekvence, koeficijenti
raspada i razdeSenosti laserskih polja.

Pokazano je da u poredenju sa atomskim sistemima, EIT efekat i grupna brzina
svetlosti probnog lasera mogu biti kontrolisani promenom polupre¢nika kvantne tacke,
kao i promenom intenziteta spoljasnjeg magnetnog polja. Takode, doneti su sledeci
zaklju¢ci: (1) maksimalne vrednosti apsorpcije, odnosno I'my su nemonotone funkcije
intenziteta magnetnog polja, kada je poluprecnik kvantne tacke veliki, i monotono
se smanjuju sa pove¢anjem intenziteta magnetnog polja za male poluprecnike; (2)
transparentni prozor postaje uzi za magnetna polja veceg intenziteta; (3) Sirina trans-
parentnog prozora zavisi od intenziteta Rabijeve frekvence kontrolnog polja. Kada se
ova Rabijeva frekvenca povec¢ava, transparentni prozor postaje Siri; (4) sa pove¢anjem
konstante raspada 73y, apsorpcioni pikovi postaju Siri, apsorpcija se povecava, a trans-

parentnost se smanjuje, sve dok ne dode do nestanka EIT efekta; (5) sa pove¢anjem
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razdesenosti kontrolnog lasera, narusava se simetrija dijagrama realnog i imaginarnog
dela susceptibilnosti. Takode, maksimalne vrednosti imaginarnog dela susceptibilnosti
se povecavaju na levoj i smanjuju na desnoj strani (u odnosu na poloZzaj minimalne
vrednosti), dok su njihove §irine odredene koeficijentima raspada.

U poglavlju 5.3, potvrdeno je da je moguce realizovati fenomen EIT na centralno
konfiniranom atomu vodonika. U radu je pokazano da je u sistemu energijskih nivoa
u Y konfiguraciji moguce postizanje EIT efekta prelaskom sistema u tamno stanje. Iz
rezultata predstavljenih u radu se vidi da je moguce smanjiti apsorpciju na rezonan-
toj frekvenci za odredenu vrednost, ali da se znaCajno smanjenje apsorpcije i pojava
uskog transparentnog prozora deSava samo u slucaju kada je naseljenost tamnog stanja
mnogo ve¢a u poredenju sa naseljeno$cu svetlih stanja. Ova razmatranja dalje impli-
ciraju da bi EIT bilo moguce ostvariti i na realnom fizickom sistemu - sfernoj kvantnoj
tacki sa vodoni¢nom necisto¢om. Koris¢enje poluprovodnickih nanostruktura jedna je
od najsavremenijih metoda u realizaciji pojave EIT. Razlog ovome je ¢injenica da se
za razliku od atoma (Rb, Na, Ca, Sr), ove strukture mogu, u tehnoloskom procesu
njihovog dobijanja dizajnirati tako da imaju unapred odredena svojstva i to ona koja
bi u ovom slucaju omoguéila lakSe ostvarivanje uslova za ovu opticku pojavu. Bitna
promena koju treba uzeti u obzir pri razmatranju konfiniranog atoma vodonika unutar
poluprovodnickih nanostruktura su drugaciji koeficijenti raspada posmatranih nivoa.
Razlog tome je §to se radijativni raspadi nivoa u poluprovodnicima sastoje od spontane
emisije, kao i od raspada koji poti¢u od elektron - fononskih interakcija. Razmatranja
koja su prezentovana u ovom radu bi vazila pri veoma niskim temperaturama gde je
prvi ¢lan dominantan. Na visim temperaturama je drugi ¢lan dominantan i koeficijenti
raspada mogu biti za nekoliko redova veli¢ina veé¢i. To bi znacilo da je za postizanje
EIT efekta u tom sluc¢aju bilo neophodno koriséenje lasera ve¢ih intenziteta.

U poglavlju 5.4. je razmatrana grupna brzina laserske svetlosti, pri interakciji
laserske svetlosti sa vodoni¢nom necistoc¢om sa tri nivoa unutar sverne kvantne tacke.
Talasne funkcije su nadene analitickim putem, a svojstvene energije iz grani¢nih uslova.
Ovi rezultati su zatim iskoris¢eni kako bi se ispitao uticaj poluprecnika sferne kvantne
tacke, intenziteta kontrolnog lasera i razdesenosti kontrolnog lasera na grupnu brzinu
svetlosti.

Pokazano je da grupna brzina svetlosti probnog lasera moze biti kontrolisana
menjanjem poluprec¢nika sferne kvantne tacke, intenziteta kontrolnog laserskog polja,
kao i razdeSeno$éu kontrolnog laserskog polja. Iz varijacija ovih parametara, moze
se zakljuciti sledece: (1) povecanje intenziteta kontrolnog laserskog polja dovodi do
povecanja opsega frekvenci spore svetlosti, (2) opseg frekvenci spore svetlosti je veéi za

vece sferne kvante tacke za isti intenzitet kontrolnog laserskog polja, (3) maksimalna
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grupna brzina svetlosti probnog lasera unutar opsega frekvenci spore svetlosti se po-
javljuje na rezonantnoj frekvenci, (4) maksimalna grupna brzina probnog lasera unutar
opsega frekvenci spore svetlosti se monotono povecava sa pove¢anjem intenziteta kon-
trolnog lasera, (5) maksimalna vrednost grupne brzine svetlosti probnog lasera unutar
opsega frekvenci spore svetlosti, za konstantnu vrednost intenziteta kontrolnog lasera,
je vecta za vece polupre¢nike sferne kvantne tacke, (6) opseg frekvenci spore svetlosti
postaje 8iri sa pove¢anjem apsolutne vrednosti razdeSenosti kontrolnog polja, (7) opseg
frekvenci spore svetlosti za konstantnu vrednost razdeSenosti kontrolnog polja je Siri
za vece intenzitete kontrolnog polja, (8) opseg frekvenci spore svetlosti za konstantnu
vrednost razdeSenosti i intenzitet kontrolnog lasera je veéi za vece poluprec¢nike sferne
kvantne tacke, (9) grupna brzina svetlosti na rezonantnoj frekvenci se monotono sma-
njuje sa povecanjem razdeSenosti kontrolnog laserskog polja, (10) grupna brzina sve-
tlosti na rezonantnoj frekvenci je uvek vec¢a za jaca kontrolna laserska polja, nezavisno
od vrednosti razdesenosti kontrolnog lasera, (11) grupna brzina svetlosti na rezonant-
noj frekvenci je uvek vec¢a za kvantne tacke ve¢eg poluprecnika, nezavisno od vrednosti
razdeSenosti kontrolnog lasera.

Ovim je detaljno pokazano kako se grupna brzina svetlosti moze kontrolisati na ra-
zli¢ite nac¢ine, menjanjem poluprec¢nika sfernih kvantnih tac¢aka, intenziteta kontrolnog
laserskog polja i razdeSenosti kontrolnog lasera.

U poglavlju 5.5. je razmatran EI'T efekat, kao i apsorpcione i disperzione osobine
vodoni¢ne necistoce unutar slojevite sferne kvantne tacke. Posebno je ispitivan uticaj
konfinirajuceg potencijala, Sirine jama i barijera, kao i pritiska i temperature. Razma-
trani su slucajevi kada na sistem od tri nivoa u kaskadnoj konfiguraciji deluje jedan
probni i jedan kontrolni laser i kada na sistem od cetiri nivoa u kaskadnoj konfigu-
raciji deluju jedan probni i dva kontrolna lasera. Rezultati za ova dva sistema su
zatim medusobno uporedivani. Kako bi se teorijski razmatrali EIT efekat, disperzione
i apsorpcione osobine ovakvog sistema, najpre su odredene svojstvene energije gore
opisanog sistema, kao i njima odgovarajuce talasne funkcije. Do ovih rezultata se
doSlo pomoc¢u numerickog metoda gadanja.

Rezultati pokazuju da visina barijera, Sirine jama i barijera, kao i pritisak i tempe-
ratura znacajno uti¢u na apsropcione i disperzione osobine ovakvog sistema. Povecanje
hidrostati¢kog pritiska i temperature dovodi do monotonih promena vrednosti energija
stanja 1 matri¢nih elemenata dipolnih momenata, dok promene u Sirinama barijera
i jama dovode do ne monotonih promena. Kao rezultat povec¢anja hidrostatickog
pritiska (temperature), ekstrmne vrednosti realnog i imaginarnog dela susceptibilnosti
trpe plavi (crveni) pomak. Promenom Sirine barijera i jama, pokazano je da je moguce

posti¢i EIT efekat, efikasan EIT efekat, kao i da EIT efekat moze nestati za odredeni
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opseg parametara.

Zakljucci, izneti u ovom poglavlju, pokazuju relevantnost rezultata, dobijenih u
disertaciji, za buduca istrazivanja u cilju podrobnijeg izu¢avanja EIT fenomena u
kvantno konfiniranim sistemima. Istrazivanja o kojima ovde nije bilo reci, a koja bi
mogla da predstavljaju pravac daljeg rada, odnose se na rezim uspostavljanja nave-
denog efekta, kojima se moze pri¢i vremenski zavisnim izra¢unavanjima. Vremenski
zavisna izracunavanja su bitna i kada se radi sa laserima sa vremenski promenljivim
intenzitetima i za modelovanje problema u kojima se koriste pulsni laseri. U tim sluca-
jevima, master jednacine bi se reSevale kao sistem diferencijalnih jednacina i posma-
trala bi se vremenska promena populacije odredenih nivoa, kao i promena apsorpcije i
disperzije sa vremenom. Takode, pri koris¢enju drugacije polarizacije lasera moguce je
pobudivanje elekrona na druge nivoe, ¢ime se izuc¢avani sistemi znatno usloznjavaju,
jer su moguci raspadi i na nivoe na koje se ne deluje laserskim poljima. Mogu se dakle
vr§iti uopstenja i Sto se tice broja ukljucenih nivoa, i §to se tice vrste konfinirajuceg
potencijala. Svim ovim problemima moze se pri¢i formalizmom prikazanim u ovoj

disertaciji.
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Dodaci

A Dodatak

Fundamentalne atomske jedinice

Cetiri fundamentalne konstante (masa elektrona - m,, elementarno naelektrisanje
- e, redukovana Planck-ova konstanta - & i elektri¢na konstanta - k.) predstavljaju
osnovu atomskih jedinica. Iz tog razloga, vrednosti ovih veli¢ina u Hartree atomskom

sistemu jedinica su jednake jedinici po definiciji.

Hartree atomske jedinice:

e=m.=h=%k =1.

Rydberg-ove atomske jedinice:

S —om —h=k =1.

V2

Tabela 7: Fundamentalne atomske jedince - Hartri

Naziv Simbol Vrednost u SI sistemu
masa elektrona Me 9.10938291(40) x 1073! kg
elementarno naelektrisanje e 1.602176565(35) x 1071 C
redukovana Planck-ova konstanta k= h/27 1.054571726(47) x 10734 Js
elektri¢na konstanta ke =1/4mey  8.9875517873681 x 10 kgm?® s~2C 2

Izvedene atomske jedinice

U atomskim jedinicama, koje su koriS¢ene u ovom radu, rastojanje i energija se
mere u jedinicama efektivnog Borovog radijusa

 Ameh?

m*e?’

(A.1)

*
Qg
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Tabela 8: Izvedene atomske jedince

Naziv Simbol  izraz Vrednost u SI sistemu
Duzina agp 4;2—05 5.2917721092(17) x 107" m
Energija E, % 4.35974417(75) x 10718 J

Magnetno polje ~ B* % 2.35 x 10° T

i efektrivnog Rydberg-a

m*et
Ry* = . A2
Y (4meh)? (A2)
Sredingerova jednacina
Schrodinger-ova jednacina za elektron u SI sistemu ima oblik:
R, IP(r, )
_ = ih——17 Al
2meV W(r,t) + V(r,t)(r,t) =ih 5 (A.3)
dok ista jednacina u Hartree atomskom sistemu jedinica ima oblik:
1 0 t
- §V2w(r, t)+ V(r,t)(r,t) =1ih wg; ) . (A.4)

Za specijalan slucaj elektrona u atomu vodonika, Hamiltonijan u SI sistemu ima
oblik:

h? 1 e?
H=-—V?*- — A5
2m, Areg T (A.5)
dok ista jednacina u Hartree atomskom sistemu jedinica ima oblik:
1 1
H=--V*—— A6
Vi (A.6)
odnosno u Rydberg-ovim jedinicama:
5 2
H=-V"——. (A7)
r
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B Dodatak

Hamiltonijan (3.2.4) opisuje koherentnu interakciju KAV sa laserskim poljima. Da
bi se uzeli u obzir nekoherentni efekti usled raspada pobudenih stanja, dijagonalnim
¢lanovima Hamiltonijana dodaju se koeficijenti raspada odgovarajuéeg nivoa. Tako

dobijeni Hamiltonijan je ne-ermitski [25]:

0 Q, 0 0
11 92, —2A,+1 Q. Q.
HY _ = P P Y21 1 ‘ 2 (Bl)
2 0 ch -2 (Ap + Acl) + 1732 0
0 QCQ 0 —2 (Ap + ACQ) + i’Y42
Ovaj Hamiltonijan je zatim transformisan u sistem obucenih stanja primenjujué¢i uni-
tarnu transformaciju H = UHyU', gde je matrica U definisana izrazima (5.3.1)-
(5.3.3):

1 0 0 0

0 0 — sin ¢ coS ¢ (B.2)
0 cosf sinfcos¢ sinfsing

0 —cosd sindcos¢ sindsing

Transformisani Hamiltonijan je oblika

0 0 —, cos 0 ), cos o
1 0 200 — 1o Ao— + 70— Aot + 70+
21 Qpeosf  Ag-+2y0- —Qesin20 +2A_ —iy_ Qo + 244 — iy,
—Q,cos0 Agt + %fyoJr Q 4 +2A  —iy . Qesin20 +2A, — iy,

Ovde su sa g, 7— 1 74 oznaceni koeficijenti spontane emisije obucenih stanja (5.3.1)-

(5.3.3), a sa Ag, A_ i A, razdeSenosti probnog polja u odnosu na ova stanja:

Yo = 73280 @+ Y cos® @ (B.4)
Y- = Yarcos?l+ (’ygg cos? ¢ + Y49 sin? ¢) sin? 0 (B.5)
Y4 = 2108”8 + (32 c0s” ¢ + Yz sin® ¢) sin® § (B.6)
Ay = A+ Ay sin® ¢ + Agy cos® ¢ (B.7)
Al = A, + (Ad cos® ¢ + Ay sin® qb) sin? 6 (B.8)
AL = Ay + (Acl cos® ¢ + Ay sin’ (b) sin?4 . (B.9)
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Ostale veli¢ine u (B.3) definisane su na sledeéi nadin:

Yo—
Yo+

T+

AV
Ay
Q_y

(732 — Ya2) sin O sin 2¢
(732 — Ya2) sin 6 sin 2¢

A cos® ¢ + A sin® @) sinfsind — A, cos(6 + §)
csin(f — 0)

1 1

5721 COS fcosd — 3 (732 cos? ¢ + Y40 sin ng) sin ' sin §
(A — Aep) sinfsin 2¢

(Ap — Agp)sind sin 2¢

Q
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