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IIpenrosop

Y MHOrmM cuUTyalljaMa U3 PEeayiHOT KUBOTa, Y NIPUPOIU U Y APYII-
TBY, NIOjaBJbY]y C€ BPEMEHCKN HU30BU KOJU MIPEACTABIbA]Y MOJATKE TO-
OujeHe M3 HEKUX MMOBE3aHUX CUCTEMa, YHje BPEIHOCTU MOTY OUTH caMoO
HEHEeTATUBHU UJIU U3 CUCTEMAa UMje BPEeTHOCTU MOTY OWTU U HETATUBHU,
U HEHETaTWBHU Ileau OpojeBu. Y IUipy MITO OOJbEr MaTEMATUYKOT MO-
nelrpama TAKBUX II0jaBa, Pa3BUjeHU Cy ayTOPErPECUBHU BPEMEHCKU
HU30BU Ca [eJO0OPOjHUM BpemHOCTUMA. Kao mosiazHa Tayka y paspe-
memy OBe mpobieMaTuke, MOjaBUIN CY CE€ ayTOPErPEeCUBHU MIPOIECU
ca HENPEKUJAHUM MapruHajHuM pacrnonenama. OHU Cy ce, HaKAJIOCT,
YCIIEITHO MOTJIM MPUMEHUBATU CAMO y CJIIydajeBUMa Kajla Ce PAIUiIo O
mojaBaMa KOje T€HEpUIy BeJIMKe BpeaHOCTU. Y CUTyalljamMa Kaaa je
Tpebasio mpebpojaBaTtu Majau OpPoj oapebheHux ereMeHaTa HEKE IOILY-
Januje uau Opoj peanm3anuja HeKOr norabaja, OBAKBU MOAENU HUCY
ounu amexBaraHu. CemaMmeceTux roaWHA ABAMECETOr BEKA pPAa3BUjeHU
Cy IUCKPETHU ayTOPErPECUBHU MOJEJIU MOKPETHUX CPEAUHA KOJjU Cy
Oajm HemTo OoJsbe pedynartare. Mebyrtum, cpeamHomM ocaMaeceTux ro-
[UHA TBAECETOr BeKa, N0Ja3u N0, MOke ce pehu, peBosynuje y MoIe-
aupamy nmoMmenyTux mojaBa. Jlomasu mo pasBoja, TakosBanux, [NAR
MOJ€eJa 3aCHOBAHUX HA OWMHOMHOM TUHUHI ONEpaTropy. TakBu Mome-
g cy Ouiam MOTOMHUW 3a MOAEeJUpame IMoJaTaka KOjUu IMIPencTaBba]y
OpojHOCT momyJjanuja y KOjuUMa €JeMeHTH, y OMJHOCY Ha IMIPETXOTHO
cTame, MOTY Oa OINCTaHy WX He. 3a MOmyJaluje dumja ce OPOjHOCT
MOK€ MPOMEHUTU, HE CaMO IPEKUBJ/HABAIMEM, Tj. WITIE3ABAHEM €eJe-
MeHaTa, Beh um mHTepakKIujoM nocrojennx eaemMenTaTa, OBAaKBU MO
Hucy Oumnu amexkBaTHU. HoBu moMak y ToM mpaBiy moHeau cy Ristic,
Bakouch u Nasti¢ (2009), yBomehn HerarnBHVM OMHOMHEM THHUHL OIepa-
top u NGINAR BpeMeHCKe HU30BE Ca TeOMETPUjCKOM MaprUHAJIHOM
pacmoIeaoM.
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IIpenrosop

Y WKW OBOT' paja ce Hajla3e yIpaBO MOAEJIU BPEMEHCKUX HU30BA
y umjeM Ccy TeMeJby YIpaBO HEraTUBHU OWHOMHU TUHUHI OIEPATOP
U BPEMEHCKM HU30BU CA MApPTUHAJHOM T€OMETPUjCKOM PAaCIOIEIOM.
Hawnme, nedurmcan je HOBM THMHUHI OI€pPATOpP KOjU IPENCTaB/bA Pa3-
JUKY NBa HeraTWBHA OMHOMHA THWHUHI OlepaTopa U, y3 MOMON Tako
neprHMCAHOT TWHWHI OllepaTopa, MOIEJ BPEMEHCKUX HU30Ba KOJU je,
Yy pacromeiiv, jefHAK Pa3JIuIY JBa He3aBUCHA BPEMEHCKA HU3a Ca T'e0-
METPUjCKUM MapruHaJHuM pacmnonenama. OBako noOUjeHN BPEMEHCKU
HU30BU UMajy MapruHAJHY OUCKpeTHY JlammacoBy pacmonedy.

Hakon kpaTke mctopuje pasBoja Teopuje 1eJ00pPOjHUX ayToperpe-
CUBHUX BPEMEHCKUX HM30Ba U Iperyena OUTHUjUX pe3yaTrara, y APYroj
rJaBU pala, YBENIEH je HOBU TUHUWHI OIepaTop Kao pa3juka IOBa He-
raTuBHa OMHOMHA TUHUHL OIEPATOPA Ca jeTHAKO PAaCIOome/LeHUuM OpPo-
javkuM HU30BUMa. Ha OCHOBY OBOT omeparopa, FeHEePUINe ce BpeMeH-
CKU HU3 KOjU, y PACIOIeNU, MPEACTABba PA3JINKY IBA HE3aBUCHA BPeE-
MEHCKa HU3a Ca HEHEraTWBHUM IMeJOOPOjHUM BPETHOCTUMA, CA MCTOM
MaprUHAJTHOM TeOMEeTPUjCKOM pacmoaesoMm. OBako moOuUjeH BpeMEeHCKU
HM3 UMa MapryuHAJIHY CUMEeTpUYHY auckperHy JlammacoBy pacmomemy.
Hakon majOuTHUjuXx OCOOMHA TWHUHI OlepaTropa, AaTe Cy MW KapaKTe-
PUCTUKE BPEMEHCKOT HU3a, MOMEHTU, KOPEeJallMoHa CTPYKTypa U yC-
JIOBHE CTATUCTUYKE BEJIUYMHE, KAO M OIleHEe HEMO3HATUX MapaMerapa
MOeJa ¥ BUXOBO MOHamame. Ha Kpajy cy mpukazanu pe3yiaTaTu CHU-
MyJlanuije u npuMeHa Ha peajgHuM nmoxaruMma. OBaj meo je 6azupan Ha
pesyararuMma obibaBmenuM y pany Nastié, Risti¢ u Djordjevié (2016).

Y tpehoj rnaBm pana ce neuHUITY TUHUHT ONEPATOP U HOBU Bpe-
MEHCKM HU3 KOjU TPEICTaBJhajy YOIITEeHme olepaTropa W MOoIeaa U3
nmpeTxonHe ryiae. 1o yommTeme ce OMHOCU Ha HApyIIaBamhe CUMETPUY-
HOCTU MapruHaJHe pacunomneie. Hawme, TMHUMHT omepaTop cala Ipe-
cTaB/ba PA3JINMKY ABA HEraTUBHA OMHOMHA TUHUHT ONEPATOPA YUju OPO-
JAYKM HU30BU UMA]y Pa3IudnuTe IeOMEeTPUjCKe pacmonese, a BpeMeH-
CKU HU3, Y PAaCIOneu, MPEeACTaB/ba PA3JUKY OBA HE3aBUCHA BPEMEH-
CKa HU3a Ca Pa3JIMYUTUM MapPruHAJHUM T€OMETPUjCKUM PACIOIeTaMa.
OBako nmeduHMCAH HM3 MMa MaprUHAJIHY aCUMeTPUYHYy nuckpeTtHy Jla-
JIaCOBY pacmomesy. Kao u y mpeTxomaHoM aeiy, u 'y OBIe Cy IeTaJbHO
aHaJu3npaHe OCOOMHE TUHUHI OIlepaTopa. J3a BPEMEHCKe HU30Be je
ompebena pacmnonena MHOBAIIMOHUOT BPEMEHCKOT HU3a, U3BEIEHU MO-
MEHTU U KOopeJaluroHa cTpykrypa. l[locebHa maskma je marta OIemu-
Balkhy mapamerapa, TAe je U3BeIeHO HEKOJIUKO PA3TUYUYNTUX CTATUCTUKA
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IIpenrosop

KOje ce MOT'y KOPUCTUTHU Kao OIlleHe mapamerapa Mmognena. Hbuxose ka-
PaKTEePUCTUKE Cy TIpPUKA3aHE y pe3yjaTaTuMa CUMyJanuje, a Ha Kpajy
je mara mpuMeHa Ha peasiHUM momarmMa. Behwna pesysnrara mpen-
CTaBJLEHUX y OBOM Hely ce ocuaama Ha pan Djordjevié (2016a) m Ha
HeKa jomr HeoDjaBJbeHa MOCTUTHYNA.

Haxkon Tora je mpencraB/beH KOMOMHOBAHU MOJEN Pela p, Ca Mapru-
HAJHOM acuMeTpuyHOoM muckperHoMm JlammacoBom pacmomemom. U 3a
0Baj MOJEJ Cy U3BeleHe cBe OurHe ocobune, onpebene omene mapame-
Tapa u JOKa3aHa HUXOBA aCUMITOTCKA KapakTepusaluja. 1Teopujcku
JOKa3aHe OCOOUWHE Cy NeMOHCTPUpAaHE Ha CUMYJIUPAHUM MOJANMMA, a
Ha Kpajy je maTa IpUMeHa Ha peaJJHMM nojanuMma. YerTBpra riaaBa
pana ce 3acHuBa Ha pe3yiararuma oOjaBmenuM y Djordjevié (2016b).

Y mocaenmmeMm ey je TpuUKa3aHa JONI jelHa IpPUMeHa OBUX MO-
neina. C o063upoM HA TO Oa Cy MOCMATPAHW BPEMEHCKM HU3O0BU, Y
pacnonenu, noOUjeHn Kao pa3JyivKa IBa He3aBUCHA BPEMEHCKa HU3a Ca
HEHEraTUBHUM IIeJIOOPOJHMM BPETHOCTUMA, IPEACTABJ/LEH je HAUUH 3a
UIEeHTU(PUKOBAMH€ U €BEHTYAJHY IPOTHO3Y TUX JaTE€HTHUX KOMIIOHEHTU
caMO HA OCHOBY BPEIHOCTU peaju3alirja BpeMeHCKor Huza. lakie,
rpy00 pedeHoO, MpeAcTaBbeHA je MOTYNHOCT OTKPUBAKA YMaH€HUKA U
yMambUoIla caMO Ha OCHOBY BpenHOCTU paziuke. UV oBaj mHaumH Mome-
JIUpama je IPOBEPEH Ha CUMYJMPaAHUM MOIENIVMa W, Takobhe, mpume-
IBEH Ha PEaJIHUM II0JalMa.

Cpnmaugno ce 3axBaJmyjeMm meHTODPY, 1p Mupocaasy M. Puctuhy, pe-
nosaoM npodecopy llpupomgno-maremaruuror ¢akynrera y Humry, za
CTPIVbERY, YIOPHOCTU U BEJMKOj MOMONM, mOmjeqHaKO, KaKO y JocCa-
[allllbeM HAYJYHO-UCTPAKUBAYKOM paIy y Oo0JacTu IeJoOpOjHUX Bpe-
MEHCKUX HU30Ba, TAKO U y M3PAAU OBE AUCEPTAI]eE.

Orpomuo xBasa ap Anekcamapy C. Hacrtuhy, Bampemnom mupo-
¢ecopy Ilpmponno-maremarmuror ¢akynrera y Hwumry, Ha KOHCTaHT-
HOj momohum m 0e3pe3epBHOj MOAPIIIY TOKOM AOCATAINIEHEr HAYYHO-
UCTPAKUBAYKOT pala U mM3pajle OBe AUCepTaIje.

3axBamyjeMm ce u n1p Bumwann Y. ITomosuh, penoBroMm mpodecopy
[Ipupomno-maTtemarnuror ¢akynrera y Humy, npe cBera Ha yBobhemy
y CBET CTATUCTUKE, & 3aTUM U Ha MOAPIIINA U KOPUCHUM CYTeCTHUjaMa
TOKOM M3PaJie OUCEPTAINje.

3axBaanoct ayryjem m ap Mwomumpy C. CramkoBuhy, pemoBHOM
npodecopy Parynrera 3amTuTe Ha pany y Humy, Ha BeIukoj maxmu
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KOjy je MOCBETHMO OBOM pay.
3axBaJjbyjeM ce U IpHrjaTebuMa U KOJieraMa Ha MOAPIIIU CBUX OBUX

roauHa. XBaja AHU Ha TOAPIINU, PAa3yMeBamy W CTPIJLEHY. XBaJa
MO]Oj TOPOANIN HA CBUM OJPUNAKVMA, PA3yMeBamy, TOAPIIIN U BEPU.
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I'maBa 1

Y BOoIo

Ncxomu MHOTMX TOjaBa y OPUPOAM WM Yy APYHITBY, YIPKOC HCTUM
OKOJIHOCTMMA y KOjuMa ce OIBMjajy, HHUCY yBeK ucTU. 300r Tora je
3a BUXOBO ONUCUBAIHE IMyTEM HEKOT MATEMAaTUYKOT MOJEIa MOKEJLHO
KOPUCTUTHU CTATUCTUYKE MeToe 1 Monesie. [lakie, MCXoou TAKBUX IO-
jaBa ce MOr'y Be3aTd 3a peaJju3allije HEKUX CIY4YajHUX IPOMEHJLUBUX.
AKo ce ucxomu Heke MOjaBe OCMAaTPajy TOKOM BpeMeHa, y oapebheHum
BPEMEHCKUM WHTEpBaJIMMa, OHAA Ce O TUX IoJaTaka nobuja peasu-
3anmja jeHOT BPEMEHCKOI HU3a. BpeMeHCKM HU3 je jemaH On IIOjMOBa
M3BENEH 13 ONIMTHUJET - CAYydajHOT MPOIECa.

Heka je mat mpoctop Beposaruoha (€, F, P), rue je Q ckyn cBux
eJeMeHTapHUX ucxona, J o-aaredOpa cBuX MepJsbuBux norabaja y omnao-
cy Ha Mepy BepoBatHoha P. ®amuiuja ciayvyajHux TPOMEHJbUBUX J€-
¢urrCaHUX HA maToM npocropy BepoBarHoha, {X;, t € T}, yunn jenan
CAy4YajHU MpoIec. Y 3aBUCHOCTU OJl KAPAUHAJIHOCTU MHIEKCHOT CKYIIa
T, mocToje cayvajHu MPOIECU ca HEITPEKUIHUM BPEMEHOM aKoO je CKyI 1
HenpeOPOjuB, OMHOCHO, CIyYajHU MPOIECU CA IUCKPETHUM BPEMEHOM,
y ciIy4dajy Oa je KapAUHAJHOCT CKymna [’ jenHaka KapAUHAJTHOCTU CKYIIa
npupongaux OpojeBa. Bpemencku mu3z he Outu caydajHu mpoiec 4duju
je mHOeKCcHU CKyn 1’ MOACKyN cKyma Ieaux opojeBa Z.

OnmpebuBame amekBaTHOr MOAeJIa BPEMEHCKUX HU30Ba KOjuU OU TO-
Opo mpencTaBuO MOCMaTpaHy MOjaBy je ocHOBHU mpobiaem. W36op
MoOJZesa 3aBUCH O MHOTO (akTropa, Mehy muMa m oI came Ipupome
nmojaBe. Y KOJUKO Cy PErUCTPOBAHE BPETHOCTU BEJIUKE, OHIA CE€ TAKBa
mojaBa MoOyke HOOPO MOIEeNMpaTyé BPEMEHCKUM HU30M YUje Cy BpeI-
HOCTU peatiHu OpojeBu. Kao mocaemuria ce, BpJIo yecTo, mobuja ma je



YBon

pacrnonena BPeIHOCTU OJIMCKAa HOPMAJHO] PACIONENN, jep PeJaTUBHO
BeJIMKM OPOj pacmomena AUCKPETHOD TUIA Ce MOyKe HOOPO alpOKCUMU-
patu HOpMaJHOM pacmnonenoM. Mebyrtum, y curyanmjama kana cy
BPEIHOCTHU PErMCTPOBAHE TOKOM BpeMeHa nesau 6pojeBu, Manu (Mamu
on 10°) Mo amcosnyTHO] BpeHOCTM UJIM YaK y CIydajy MOjaBe BeJUKOT
O6poja HyJa, IPETXOAHO MOMEHYTU MOIEIU Ce He MOTYy yCIIEITHO KOPHUC-
tutu. llperxomna curyamnuja Moske OUTU BPJIO YeCT cJydaj Kamga ce
BPEIHOCTHU peaJii3aluja nodujajy Kao pe3ysrar npedpojaBama HEKUX
norabaja nau npebpojaBama ejgeMeHaTa HEKe momyJaiuje. TakBu 1o-
manm ce HepeTKo cpelly y exkoHOMMj® M (QUHAHCH]jaMa, OCUTYpamY,
MeIUINHA, METEOPOJIOTHjU, TEJIEKOMYHUKAIMjaMa, OUOJOTUjU, €KOJIO-
TUju, KPUMUHAJIUCTULN, CIOPTY.

1.1 Kparka eBoaymuja I N AR monesa

[Tocnenma uverBpTUHA OBAAECETOr BEKa j€ MOHEJNa MHOTO IOMAaKa
Ha MOJbY MOJEJNMpama IMojaBa Cca MaJUM IeJuM OpojeBuMa. Y HUIY
panosa Jacobs u Lewis (1978a,b,c, 1983) cy yBesu meronm 3a ¢popmu-
pame CTAIMOHAPHUX HM30Ba 3aBUCHUX CJIydajHUX IPOMEHJbBUBUX Ca
oaroBapajyhuM MapruHaJHUM pacrnomejaMa U KOPeJalrnOHOM CTPYK-
rypoMm. OBu Momenu cy Oa3mpaHU Ha ayTOPErPECUBHUM MOIETIUMA
nokperuux cpenuna, ARM A monenuma.

OcampmeceTux roamHa M0Ja3u 10 Pa3BOja PA3IUYUTUAX MOIEIa Bpe-
MEHCKUX HM30Ba KOjU Ce€ MOIY KOPUCTUTU Y pellaBamy IPETXOTHO
onmucaHux npobiiema. Momenu Koju cy mOKa3aau BEJIUKY CIIOCOOHOCT ¥
MOJeaupamny OPOjHUX MOjaBa, KAKO Y IPUPOAU, TAKO U y APYIITBY, CY
MOZeNN U3 Kiace 1eaobpojHux ayroperpecusBHux (integer-valued auto-
regressive - INAR) BpeMeHCKUX HU30Ba Oa3UpaHUX HA TUHUHLD Olepa-
TopuMma. TuHUHD omepaTop je nmedpuuucan y pany Steutel m van Harn
(1979) ma crenehwm HauwMH

X
aoX =) B, (1.1.1)
=1

rae Ccy ciaydajHe mpoMeHJbuBe ;.7 > 1, He3aBUCHE U je JHAKO pacIoe-
merne o DBepHynujeBoM 3akoHy pacnomene ca mapamerpom a € (0, 1)
U ciIydyajHa MTpOMeHJ/buBa X je He3aBUCHA OJ CIY4YajHUX TPOMEHJbUBUX



Kpatra epoaymuja INAR momena

B;,1 > 1. Cayuajue npoMmensmuse B;, ¢ > 1, npencrasibajy T3B. Opo-
jaukn mu3. C 063upoM Ha TO ma ciayyajHa mpoMeHmuBa « o X|X
nMa OMHOMHY PAacIONesy, OBAKO Ae(@UHUCAH TUHUHT OIEPATOp je Ha3-
BaH OMHOMHU TWUHUWHD OMepaTop. DWHOMHM TUHWHI ONEpaTop, Kao u
APYTYW TUHUHT OIEepaTOpU IpencTaBballe OCHOBY 3a Ne(pUHUNU]Y Be-
JUKOT OpoOja ayTOperpecuBHUX MOJIEJNAa BPEMEHCKUX HU30BA.

[Ipsu INAR momenu cy yBenenu y pamy McKenzie (1985) u, nesa-
BucHO, y paxy Al-Osh u Alzaid (1987). Y momenyTum pamzoBuMa KO-
pumhen je 6waoMHU TuHUHT omepartop. [NAR momen mpBor pena je
neduHUCAH Ha cilenehw HaYWH

Xn:aoXn—1+5n7 71217

rae je a € (0,1), {¢,} je HU3 HE3aBUCHUX jeOHAKO PACIONE/LEHUX HEHe-
TATUBHUX [EJOOPOJHUX CIYUYAjHUX TPOMEHJBUBUX CA OUEKUBAHEM [ U
KOHAYHOM MUCTIEP3UjOM 02, IPU YeMy Cy &, U X, He3aBUCHE CIydajHe
npoMmenJ/buBe 3a cBako k > (0. Exementu Opojaukor HM3a OMHOMHOT TU-
HUHT OllepaTopa Cy HE3aBUCHU O X,,_1 U O eJIeMeHATa CIIyUajHOT HU3A
{en}. C 063upom ma npupony Bepuynujese pacmnonpene, Tj. UNWHEHUILY
[a eJeMeHT! OpPOjadvKor HMU3a MOTYy ma y3uMmajy camo BpenHoctu O m 1,
OBaKO Ne(pWHUCAH MOJEN je Ono maeasian 3a npedbpojaBame ejleMeHaTa
HEKe IIONyJiallje, Ha TaKaB HAYMH Ja Teo « o X, ;| IpeacTaBsba OpOj
eJeMeHaTa M3 IPETXOMHOT CTama y HOMYJIAIUjUu KOJU CY NIPEKUBEIU
[0 TPEHYyTHOI CTama, a Ieo &, MOKe Aa IpeacTaBha OPOj HOBOIPU-
[omIMX esieMeHara y nomysgarnuju. OTyna v HA3UB 3a CIyJajHU HU3
{en} - wnOBammonn mu3. Ilokazano je y OBUM pamoBMMa Ia OBAKO
neduHICAH BDEMEHCKY HU3 UMHU jeaH cTanuoHapaH, MapKoBCku mpo-
mec mpBor pena. Takobe je mpurasanHa u Tpe3eHTalja BPEMEHCKOT
HU3a y ODJIMKY MOKPETHUX CcpeanHa OeckoHAUHOT perna. [lara je ko-
peslanroHa CTPYKTypa OBUX BPEMEHCKUX HU30Ba. AyTOKOBapuUjaHCHA
¢yHKUMja BpeMeHCKOr Hu3a, Y(k), 3a40BObaBa PEKYDPEHTHY peJalu]y
(k) = ay(k — 1),k > 1, ommocuo, (k) = o*y(0). Jacwo ce Bumma ma cy
OBO TMO3UTWBHO KOPEJIWPAHW BpEMeHCKM Hu30BU. Ha ocHoOBYy Tora ce
nako, meromoM Yule-Walker-a m3Bome oleHe Hemo3HATHX IIapaMeTapa.
Takobe, m3pauynare cy m OIleHE METOIOM yCJIOBHUX HAjMAMmUX KBaI-
paTa 1 MeTOI0M MaKCUMaJHEe BePOIOCTOjHOCTH. V3pauyHare cy omene
3a KOHKperaH ciaydaj ca [lyacoHOBOM MapruHAJIHOM PaCIOmesIOM.
Hakon Tora, mommao je mo pasBoja Teopuje INAR monmena u pas-
JVYUTUX yOIIITaBalmha TUHUHT omepartopa. llojaBuo ce Besumku OpPOj
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INAR mogmena ca pasinyUTUM MapruHaJHAM pacuogeisama. Y pajio-
Buma McKenzie (1986) u Al-Osh u Aly (1992) ananusupanu cy Mogean ca
HETATUBHOM OWHOMHOM M T'€OMETPUjCKOM MAaPrUHAJIHOM PACIIOIETIOM.
[IpuToM je y KOHCTPYKIMjU BPEMEHCKWX HU30Ba KOPUITNeH OMHOMHUI
TuHUHT onepatop. llorBphena je mperxomHo HaBemeHa PEKypPEHTHA
penanuja KOjy 3aI0BOJbaBa ayTOKOBapujancHa GpyHknuja. CaMmum TuM,
U1 OBJE je PeY O MO3UTUBHO KOPEJUPAHUM BPEeMEHCKUM Hu3oBuMa. Jlo-
Ka3aHa je CTAlMOHAPHOCT BPEMEHCKOI HU3a U MOKA3aHO M1a CYy MaTeMa-
TUYKO OUYEKUBAKE€ U MUCIIEP3Uja €JIeMEeHTa BPEMEHCKOT HU3a, YCJIOBJLE-
HOT NIPETXOJHOM peajim3allijoM, JIMHeapHe (QyHKINje Te peaJn3alyje.

Y pany Freeland u McCabe (2005) ananusupane cy ocobuHe Momesa
ca IlyacomoBom maprunasaom pacmnomesom. OBaj Momes je mpeTxomaHo
nepurucan y pamosuma Al-Osh m Alzaid (1987) u McKenzie (1985) u
takobhe je 3acHOBaH Ha OMHOMHOM TWHWHI OmIepaTopy Ha ciaemehwu Ha-
YUH

Xn:aoXn—1+€n7 71217

rae je {X,} cranmonapan BpeMmeHCkr HU3 ca [lyacoHOBOM MapruHal-
HOM pacmomesoMm ca mapamerpom A > 0, P(\), uuju cy exementu Hesa-
BUCHU OJ] ejleMeHaTa Opojadkor Hu3a omeparopa «o, {&,} je Hu3 He-
3aBUCHUX jeIHAKO PACHOACJ/HEHUX CIydajHUX TpoMeHmuBux ca Ilya-
COHOBOM MAPTUHAJHOM pacronenoM ca mapamerpom A/(1—«), rakobe,
HEe3aBUCHUX OJ ejJieMeHara Opojauykor Hu3a, OpU dYeMy cy &, u X, i
He3aBUCHE CJIydYajHe MpoMeHJbUBe 3a ¢cBako k > 0. Y oBoM pamy cy mare
OIleHEe HEMO3HATUX IMapamMerapa MeTOIOM YCJIOBHUX HAjMAMWmUX KBAIPa-
Ta, kao u Yule-Walker-oBom MmeTO1I0M 1 MOKa3aHa je aCUMITOTCKA €KBU-
BAJICHTHOCT OBUWIX OII€HA, Tj. HUXOBA KOHBEPTEHIMja y PACIONETUd Ka
KCTOM 3aKOHY PaCIOIesie - HOPMAaJHOM.

Ananusza usnoxena y paxy Duwm Li (1991) ce Huje oguocuna v Ha
jemHy pacmomesy KOHKpeTHO, Bell je mocMaTpaH yOIIITEeHU MOIEJ pena
p. Iokazana je eraucreHnuja Moaesa U TOTBPpheHe eproauyHoCT U CTa-
nuounapuoct. IllTo ce Kopenanuone cTpyKType MOmena TUYE, IOKA3AHA
je HEemTO CIOKeHUja, CPa3MEPHO Pemy MOJesa, PEKyPEHTHa peanu)ja
y(k) =oy(k—=1)+aay(k—=2)+ -+ apy(k —p),k € Z, a camum TuM 1
MMO3UTUBHA KOPEJIUPAHOCT BPEMEHCKUX HU30Ba OBOT TUIIA.

Y pany Risti¢, Bakouch n Nastié¢ (2009) yBenen je BpeMeHCKM HU3 ca
reOMETPUjCKOM MapTUHAJJHOM pACIONEJIOM, Oas3MpaH HA HEraTUBHOM
OMHOMHOM THMHUHT omnepartopy. Hamme, ayropu cy nepmHMCAIN HOBU
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Kpatra epoaymuja INAR momena

TUHUHD OIepaTop Ha ciemehu Haumu
X

axX = W, (1.1.2)
=1

rae cy ciaydajue mpomensuse W, 1 > 1, He3aBUCHE U jeTHAKO PacCIoIe-
meHe, ca reomerpujcroM, Geom(a/(1l + «)), pacmomenom, a € (0,1) je
MaTEeMAaTUYKO OUYEeKUBame CayvdajHux npomensmsuBux Wi 1 > 1, u ciyyaj-
Ha IpoMeHJ/buBa X je He3aBUCHA OJ CIIydajHux npoMeHmuBux Wi, 1 > 1.
C 063upom Ha TO ma ciaydajHa mpoMmensmuBa « % X |X uMa HeraTuBHY
OMHOMHY pacmoneiy, OBakO Ne(pWHUCAH TUHWHI OIEpATOp je Ha3BaH
HETaTVBHU OWHOMHW TUHUHI OIepaTop. BpeMeHCKu HU3, O3HAUEH ca
NGINAR(1), je nepunucan Ha caenehu Haunx

Xn:a*Xn—1+€n7 n =1,

rae je {X,} cranmoHapan BpeMeHCKU HU3 Ca T€OMETPU)CKOM MapTIHAJI-
HOM pacmozenom, Geom(u/(1+ p)), p > 0, ca MaTeMaTHIKAM OYEKUIBA-
BEeM /i, IPUTOM He3aBucaH oj Opojaukor Huza {W,} omeparopa asx,
{en} je HU3 HE3aBUCHUX jeTHAKO PACHONEC/HEHUX HEHETATUBHUX IEJI0-
OpOjHUX CilydyajHUX MPOMEHJLUBUX, TaKODHe, HeE3aBUCHUX O eJeMeHaTa
Opojaukor HU3a, IPU YeMy Cy £, U X, HE3aBUCHE CJIydYajHE MIPOMEH-
smuBe 3a cBako k > (. 3a pasnuky on BeprynujeBe pacmomene, Koja
MOJKe Oa, NPUJIMKOM peaju3aluja, mobdbuje camo ase Bpemroctu, 0 u
1, reomeTpujcka pacnomesna MOKe na TeHepuile OMJIO KOju HEHeraTu-
BaH O0poj. To je moreno HOBM KBajuTeT y Monenupawy. Haumme, oBako
neprHICAH BDEMEHCKN HU3 je MOrao Ja Ce KOPUCTU IPUIUKOM MOI€TI-
pama mojaBa y KOjuMa eJeMeHTU MOMyJalldje HUCY CaMO IIPEeKUBIbaBa-
JIM WJIM He, HErO Cy MOTJIUA Ja UHTEPAryjy U Oa Ha Taj HAUWH DeHEePUILy
HOBe ejileMeHTe momyJaluje. HapasuHo Opoj emeMenara momyanuje je
1 JaJbe MOrao na ce yBeha myTeM HOBONPUAOUIIUX €JIEMEHATa, IITO
ce Ha MOJEJ OJCIUKABAJO IMPEKO MHOBanMoHOT Hu3a. OBako meduHU-
caH momen je MapkoB/beB mporec mpBOT pena, eproauyvaH U CTPOrO
crarmmoHapaH. AyTopu Cy TOTBPAUIU Aa jeé KOPEJAIMOHa CTPYKTYPa
obnuka y(k) = ofy(0). Ussenene cy Yule-Walker-ose omene u onene
METOJIOM YCJOBHUX HajMAmUX KBAApaTa U AOKA3aHA HUXOBA ACUMII-
TOTCKA €KBUBAJIEHTHOCT.

Ynopeno ca clIokeHOINY IojaBa U3 CTBAPHOT KMBOTA KOje Cy 3aX-
TeBasie MaTeMaTuyku mMonena, Hosu I N AR monenu cy pasBujanu. Cuc-
TEeMU KOJl KOjUX TPEHYTHO CTame He 3aBUCU CAMO OJI IPETXOMHOT CTAkhA,
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Beh 3aBuUCHU O p IPETXOMHUX CTaa, UHIYKOBAJIMU CYy Pa3Boj 1ea00poj-
HUX ayTOPEerpeCUBHUX MOJEJa BUIIEr pena. 1aKBU MOIEIU Cy pa3MaT-
pauu y panoBuMma Alzaid u Al-Osh (1990) u Du u Li (1991).

Hemrro cnoskenuje momesie KOju mMpencTaB/bajy MEIIABUHY T'€OMET-
pujckr pacnomesbeHnx 6pojaurux Hu3oBa yBoxe Risti¢ m Nasti¢ (2012).
Y Tom pany ce BpeMeHCKU HU3 neduHunle xkopucrehm OmMHOMHU TuU-
HUHD OIIepaTop o, nepunucan uspasom (1.1.1) u HeraruBHU GUHOMHU
TUHUHT OIEePATop as,, medpuuucan uspasom (1.1.2), ca ompebenum
BepoBaTHONhaMma, Ha ciaenehu HaYUH

ao, X, 1+¢€, caBepoBaTHONOM ¢,
ax, X,_o+ €, ca BepoBaTHONOM ¢,
X, =4 a=*, X, 3+¢e, caBsepoBaTHONOM ¢3, p > 1,

a*, X,,_, +¢&,, ca BepoBaTHONOM ¢,

P
rae je Y ¢; =1, a € (0,1), m Bazke cnenehim ycumosu: i){e,} je Hu3 uesa-
i=1

BUCHUX WM jeIHAKOPACHONEJHLeHUX CIIyYajHUX ITPOMEHJ/HbMBUX Ca KOHAU-
HUM MATEMATUYKUM OUEKUBAKEM UM KOHAYHOM JUCHEP3UjoM, i) ciry-
4JajHa IPOMEHJbUBA €, € HEe3aBUCHA OH X, O Opmi1 X, O ¥ppi X,
m<n,j=2,...,p, ill) THHUHT omepaTopu ce y jeIHOM TPEHYTKY HIpU-
MemYjy He3aBUCHO jelaH O] APYTOr, iV) TUHUHD ONepaTopu IpUMe-
BEeHU NPUIUKOM IeHepUCcama CIIydajHe MPOMeHJpUBe X, CYy He3aBUC-
HU OJ CJYYajHUX TPOMEHbUBUX X, 1, X, o,... Jloka3zama je ersuc-
TEHIUja U jeIUHCTBEHOCT oBor momena. Takobe, morBpbhene cy ep-
FOAWYHOCT U CTPOTa CTAIMOHAPHOCT. AyTOKOBapuUjaHCHA (YHKIUja
OBOT' MOJIeJIa BUIIET pena 3aq0BOJbaBa clieeNy PEeKypeHTHY peJaiu]y
V(k) = a1y (|k = 1)) +aedry(|k —2[) +- - - +apdpy(|k —pl), k € Z. Vispauy-
HaTe Cy OIleHe HEeNMO3HATHX IapaMeTapa U NoKa3aHa HUXO0Ba aCUMII-
TOTCKa HOPMAJHOCT M CTPOra MOCTOjaHOCT.

I[ToMmeryTn MOmean Cy OMIM MOIEIN Ca IeJOOPOJHUM BPETHOCTUAMA,
aJy OrpaHUYEHU UCKJ/LYYMBO HA HEHeraTuBHE BpeaHocTu. [Ipumena je
3axTeBajia pa3Boj MeJO0POJHUX BPEMEHCKUX HU30Ba Ca BPETHOCTUMA
y KOMILJIETHOM CKyIly Ieaux 6pojesa. ¥ pany Freeland (2010), yBenen
je BpeMeHCEr Hu3 ca cuMmerpuaaoM CKeaaMOBOM PacIonesioM, Ha3BaH
TINAR(1) Bpemencku au3. Hamme, ayTop je mepuHMCAO HOBU TUHUHT
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Kpatra epoaymuja INAR momena

omnmeparTop Ha ciaemehu Hauymu
axZ,=(aoX, —aoY,)|(X, —Y,),

rae je a € [0,1), oo GUHOMHM TUHUHT omepartop, a X, u Y, cy aBe
He3aBUCHE CiydajHe mpoMeHsuBe ca [lyacoHOBOM pacmomesoMm ca ma-
pamerpom A\/(1 — «). 3atum je kopucrehu pesynrare pama Freeland
u McCabe (2005), y rojem je amamusupan [NAR(1l) BpemeHCKu HU3 ca
[TyacoHOBOM MapruHaJHOM PACIIOAEIOM, Ae(PUHUCAO HOBU 1eJI00POjHU
ayTOPErpeCUBH BPEMEHCKM HU3 Ha cjenehu Hadun

Zn:a*Zn—1+5na n > 17

rae cy {X,} u {V,} nBa mesaBucua INAR(1) Bpemencka uusa ca Ilya-
COHOBOM MapIMHAJHOM pacmomeioM ca mapamerpoM A/(1 —a) u ca,
Takobhe He3aBUCHUM, MHOBAIIMOHUM HU30BUMA, OIIET, PACIIONCIHCHUM IO
[IyaconoBoMm 3akoHy pacmnomesie ca mapamerpom A. [lopen, crarmmapaHo
MOKA3aHNX CTAOIMOHAPHOCTH, €ProAMYHOCTH, OocobuHe MapkoBa u mo-
3UTUBHE KOPEJIUPAHOCTH, NePUHUCAH j€ AJTEPHATUBHU MOIEJ HA CJe-
nehu mayun
In=ax(=Zy_1)+epn, n>1

[TorazaHno je maje oBako me(UHMCAH MOIEJ HETATUBHO KOPEJINCAH U Ja
3a mera BayKe CIMYHA CBOjCTBA KAO U 33 OPUTMHAJHU MOIEJI.

Y pany Chesneau u Kachour (2012) ne¢unucan je, tako3panu, 3Ha-
koBHU [ N AR Bpemencku Hu3. [IpBO Cy MCKOPUCTUIN 3HAKOBHU TUHUHT
omeparop, nepunucan y Latour u Truquet (2008), na caenehu mauun

x|
Fox={ smX) LY, X#0 (1.1.3)

0, uHayve,

rae Cy eJeMeHTU OpOojauror Hu3a, CiAydyajHe TpoMeHpuBe Y, n > 1
He3aBUCHE U jeJHAKO paclolesbeHe 0 3aKOHYy pacnozeie [ a ciydajaa
npoMmenspuBa X HE3aBUCHA O eJeMeHaTa OPOjadkor HM3a. 3HAKOBHU
INAR(1) Bpemenckn uu3, y ozuamu SINAR(1), je nedunucan Ha cie-
nehu mauyun

Xn :FoXn—1+5na n=>1,

rae je {,} je HU3 HE3ABUCHUX jeJHAKO PACIIONE/LEHUX CJIIYUYajHUX MPO-
MEHJ/bUBUX Ca MATEMATUUYKUM OUEKUBAHEM [i. 1 KOHAYHOM AUCIEP3UjOM
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02, HEe3aBUCHUX O] ejleMeHaTa OPOjauyKor HU3a TUHUHT omepartopa o,

npu ueMy cy &, U X, ; He3aBUCHE CiIyuyajHe MpoMeHsuBe 3a k > 0. 3a
OBaKO me(@UHUCAH MOIEJ, AyTOPU Cy TMOKAa3aJu HauuH 3a onpebuBame
MapruHajHe Pacloaese BPEMEHCKOT HU3a Ha OCHOBY 3a1aTe PACIIOAelie
VHOBAIIMOHOI' HU3A.

Jom jeman 3aHUMJILUB MOJEJ Ca MOT'Y MMM HEraTUBHUM BPETHOCTUMA
je mepunucan y pany Alzaid u Omair (2014). Hajupe je medunucamx,
TaKO3BaHU, MPOMMUPEHU OMHOMHU TUHUHL ollepaTop Ha ciexehu mauun

1Z] w(z

)
Sao(Z) = (sgnZ) ZY} + Z B;,
i=1 i=1

rae je Z menobpojma caydajHa mpomensmuBa, o € [0,1], 6 > 0, {Y;}
HU3 HE3aBUCHUX U jeHAKO PACIONE/HEHNX CIIyUajHUX MPOMEHJLUBUAX Ca
BepuynujeBoMm pacnomesoM ca mapaMeTpPOM v, HE3aBUCHUX OJ CIIyUaj-
HUX npoMmeHsmuBux B;, Z nu W(Z). {B;} je HU3 HE3aBUCHUX U jCIHAKO
pPacCIoIe/LeHNX CIYUajHUX IPOMEHLUBAX Ca 3AKOHOM PACIIOIENe

Bi: ( a(l__la) 1—204(21—@) 04(11_0‘) >’

HeszapucHux on Z u W(Z), a W(Z) je cayduajHa npoMeH/bUBA TAKBa 14
W(Z)|Z = z mma BecenoBy pacnogzeny ca mapamerpuma |z|,6. Ilemro-
6pojHU, ayTOperpecuBHN BpeMeHCKU Hu3, o3uaden ca PDINAR(1) ce
nedunume wa ciaenehiv nauun

Zy = 0Sa0(Z4—1) +e1, t > 1,

rae je {&;} HM3 HE3aBUCHUX, jeIHAKO PACIOAEJHEHUX CIIYUYAJHUX HPO-
MEHJ/LUBUX YHMja pacmoiesia OoAroBapa pasiuiu ase HezaBucHe llya-
COHOBe pacmomeie ca napamerpuma ¢y u 0y, onaocuo, CkesraMoBOj ABO-
nmapaMeTapCcKOj pacromesu, Mpu YeMy je €; He3aBUCHO On Z; i,k > 1.
0 je mapamerap Koju y3uma BpemHocTH 1 u -1.

SaruMm je y pamy Nastié, Risti¢ u Djordjevié (2016) pasmarpan Bpe-
MEHCKU HU3 Ca CUMETPUYHOM AuCKpeTHOM JlammacoBoM paciomesiom.
Kopucrtehu mHeratuBHM OWHOMHU TWUHUHI OIEPATOP, YBEIEH Y pamy
Risti¢, Bakouch u Nasti¢ (2009), majupe je nepuHuCAH HOBU TUHUHT OIIe-
paTop Ha caemehu HAYMH

a® Zy=(a*x X, —a*xY,)|(X,—Y,),
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rae je a € [0,1), axk HETrATUBHU OMHOMHU TUHUHT OmepaTop, a X, u Y,
Cy OBe HEe3aBUCHE CJydYajHe IPOMEHJ/bUBE Ca T€OMETPUjCKOM PAaCIIOIe-
aoMm ca mapamerpoMm /(1 + p). 3aruM je KOHCTpyWCAaH HOBU I€JIO-
OpOjHU ayTOpPErpecuBHU BPEMEHCKU HU3 ca auckperHoMm JlammacoBom
pacromesoM, Ha ciaenehu HaYUH

ZnZQQZn—1+ena n =1,

rae je {Z,} Bpemenckum Hu3 ca muCKpeTHOM JlammacoBoMm pacmome-
JIOM, MHOBAIMOHU HU3 {e,}, HU3 HE3ABUCHUX, jeJHAKO DACIIONEJbEHUX
CIIyYajHUX MPOMEHJPUBUX TAKBUX na CY €, U Z, j HE3aBUCHE CJIIydYaj-
He TpoMeHJ/buBe 3a cBako k > (0. OBaj BpeMeHCKM HU3 MMa O3HAKY
DLINAR(1). 3a oBako me¢uHUCAH BDEMEHCKU HU3 BAKU 1A je TO jenaH
MapkoBJ/beB, CTPOTO CTAIMOHADAH W €ProAWdaH BPEMEHCKU Hu3. 1a-
kobhe morBhena je MO3UTUBHA KOPEJUPAHOCT €JIeMaHTa HU3a, Ka0 U
nata ¢opma 3a modbujame BPEMEHCKOI HM3a Ca CKOPO WAEHTUYHUM
KapaKTePUCTUKAMa, AJd HETATUBHOM AyTOKOPEJAIMOHOM (YHKIIjOM.
[Ipurazana je m BpJsO MHTEpeCaHTHA Ipe3eHTalMja OBOI MOJEJa KO-
purrthemeM HEeraTUuBHOT OMHOMHOI TUHUHD OTEPATOPA.

Bpemencku Hu3 ca acumerpuunom nuckpernom JlammacoBoMm pacmo-
nIesioM 610 je y neHTpy naskme pana Barreto-Souza u Bourguignon (2015).
OBaj Momes mpencraBiba, y HEKOM cmuciy, yommrewme DLINAR(1)
Mozeia jep cy maprunanue pacmnogeine NGINAR(1) BpeMeHCKUX HU-
30Ba KOjU Ce KOPUCTE y MePUHUIU]U TUHUHT OIepaTopa ol Pa3anduTe
reOMEeTPUjCKe PacCIOIee.

Y pany Djordjevié¢ (2016a) mato je yommreme BPEeMEHCKUX HU30Ba
ca muckperHoM JlamnacosoMm pacnonesnom aedunucamem SDLINAR(1)
MoOIeiia, MOIeIa Ca aCUMEeTPUUHOM muckperHoM JlammacoBom mapru-
HAJHOM PACIOAeJIOM, Ca CBa YeTUPU pasjuuura napamerpa. Ilper-
XOQHO TOMEHYTU MOAEJIM BPEMEHCKUX HU30Ba ca auckperHoMm Jlammaco-
BOM MaprUHAJHOM PACIOIEJIOM Cy IJIaBHA TeMa OBOT pama. ¥y pamy cy
norBphene ocobuna MapkoBa, eproauyHOCT U CTPOTra CTAIMOHAPHOCT.
[TosuTuBHA KOpPEIMPAHOCT OBOI BPEMEHCKOI HU3a je MPEeACTABJbEHA
HEMITO CJIOKEHNJOM (OPMYJIOM

vz(k) = a¥r, 1 (0) + gFly,,(0), k € Z,

rne je vz(k) ayrokoBapujancHa ¢yHEUMja BpemMeHCKOr Huza {Z,}, a
vzz+(0) 1 vz2-(0) roBapujauce uuza {Z,} u {Z}, onnocro, nuza {Z,}
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u {Z}. llpu Tome cy ciyuajHe npoMeHbUBE Z! u Z nepunucane Ha
cnenehu wauvn 7, = Z,1;z, >0y, & Z, = —Zyl(z, <0}

Ymopeno ca CIOKEHOIINY MmojaBa U3 CTBAPHOT KUBOTA KOje Cy 3aX-
TeBaJie MaTEMATUIKA MOIes, pa3sujaru cy u uHoBu [ N AR momenu Koju
Oou TpebaJsio ma MpeacTaBibajy pelleme mocraBheHux npobiaema. Cuc-
TeMU KO KOJUX TPEHYTHO CTamhe He 3aBUCU CAMO OJl TPETXOIHOT CTabha,
Beh 3aBWCU OO p MPETXOMHUX CTakha, WHIAYKOBAJIU CY Pa3BOj IEJIO0-
OpojHUX ayToperpecuBHUX MomeJa Bumer pema. ¥ pamxy Kim u Park
(2008) me¢puHMCAH je 1esOOpPOJHU AyTOPErPECUBHU MOIEI Pelna p, KO-
pumheneM 3HAKOBHOT OMHOMHOT TUHUHT oneparopa, I NAR(p). Hajupe
je mepumHMCAH 3HAKOBHU OMHOMHU TUHWHI OIlepaTop Ha cienehwu Haymu

R

a® X = sgn(a)sgn(X) Z Wi,
=1

roe Cy eJIeMeHTU OpOjaykor Hu3a, ciydajHe mpoMmensmuBe W, n > 1,
HEe3aBUCHE U JeTHAKO PACIoe/beHe CaydajHe TPpoMeHbuBe ca beprynu-
jeBoM pacmomesiom ca mapamerpoMm ||, a € (—1,1). Enementu 6po-
jadKor HM3a Cy HE3aBUCHU U OJ ciaydajHe npoMmenssuBe X. Ha ocHOBY
OBAKO Ne(PUHUCAHOT OllepPaTopa, KOHCTPYHUIIE Ce IeJOOPOjHU ayToper-
PECUBHU BPEMEHCKM HU3 Ha cjaenehu HavwmH

p
Xn:ZQiQXn—i+€na nZPa

i=1

rae je {€,} HU3 HE3aBUCHUX U jeHAKO PACIONEJLEHUX CIYYajHUX MPO-
MEHJ/bUBUX CA KOHAYHUM MATEMATUUYKUM OUYEKMBAKEM U KOHAYHOM IVC-
nepsujom, a «; € [—1,1],4 = 1,...,p. 3a enemenrte Hu3a {¢,} mMopa
Ia BajKd M YCJOB Oa je ciaydajHa IPOMEHbUBA €, HEKOpeJmcaHa ca
Xn_k, k > 1. Taxkobe, ememenTu O6pOjAUKUX HU30BA KOJU YUECTBY]Y Y
a; © Xy, =1,...,p, MOpajy OUTU HE3aBUCHE U jeTHAKO PACIOIeJhEeHE
cydajHe TPOMEHJbUBE KOje Cy W He3aBUCHe on X,. Y OBOM pamy jJe,
usMmeby ocrajor, mokaszaHa e€r3UCTEHNUja U jeIMHCTBEHOCT OBOT MOJe-
aa.

Y pany Kachour u Truquet (2011), rakobe je pasmarpan INAR Bpe-
MEHCKU HU3 pena p AJe(PUHUCAH Ha OCHOBY 3HAKOBHOI' OMHOMHOI TUHWHT
oneparopa. Kopucrehu tunmar oneparop nepumuucan y Latour m Tru-
quet (2008), KoHCTpywUIIE ce MEIOOPOJHU AYyTOPErPECUBHU BPEMEHCKU
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au3 pena p, SINAR(p) na cnenehu mauun

p
Xn:ZFioani—i_gna nzpa

i=1

rge je tuHumHT omeparop Fjo medunucam mzpaszom (1.1.3), {&,} uwmz
HE3aBUCHUX U jeIHAKO PACIONE/LEHUX CIYyYajHUX MPOMEHHUBUX Ca KO-
HAYHUM MATEMATUYKAM OUEKUBAmEM U aucrnepsujoMm. Hiementu HU3aA
{&.} cy, Trakobe, HezaBucHu ox ememenara Opojaurkux Hu3zoBa. Tarobe
1 OpOjayKy HU30BU KOJU Ce€ KOPUCTE Y AePUHUNN]N PA3ININTUX TUHIHT
omeparopa cy HezaBucHu MmehycobHO.

[Ipuctyn canyan npeTxogHUM, Y3 KOPUIINeme 3HAKOBHOT OMHOMHOT
TUHUHTA, 3aCTyIJbeH je u 'y paxoBuma Andersson u Karlis (2014) u Wang
n Zhang (2010).

Y pany Zhang, Wang u Zhu (2010) yBoau ce meno6pojau ayToperpe-
cusau Mozen pena p, GINARS(p), Ha 6a3u 3HAKOBHOT TUHUHI OIIEPATO-
pa ca OpojayKuM HU3OM UHjU Cy €JEMEHTHU PacCloIe/beHU 10 3aKOHUMA,
pacmozesna IpeacTaB/beHUX TOMONy Koe(duimjeHaTa CTEIeHUX PeoBa.
OBako mepumHUCAH BPEMEHCKUA HU3 je CTPOTO CTAIMOHADAH, €ProanYaH
u MapkoBJpeB mIpoIec pena p.

OcuMm KIacUYHUX MOIeJa pena p, KOA KOjUX Ce TPEHYTHO CTAme
cucTeMa HaJla3u MOJ yTUINAjeM p TPETXOMIHUX CTama, Pa3BUjaHU CY
U MOJEJNUW KO KOjUX, Takohe, MOCTOju yTuUIa] HEKOJUKO MPETXOTHUX
cTama, ajJu He CBUX 3ajedHO OomajemHoM, Beh y jemHOM TPEHYTKY, ca
onpebenom BepoBaTHOhOM, cCaMO jemHOT OI p IPETXOAHUX. Y PAIOBU-
Ma Zhu u Joe (2006) u Weifl (2008), momohy GuHOMHOr THHHHD OmEpa-
Topa, cy nedpunucanu kombunoBauu I N AR monenu pena p, Ha caenehn
HA4YVH

Xn - Dn,l(a On Xn—l) + Dn72(a On Xn—?) +-F Dn,p(a On Xn—p) +€n7 n Z D,

rae je {€,} HU3 HE3aBUCHUX jeTHAKO PACIOIEHeHNX CIIYyUYajHUX TTPOMEH-
JBUBUX ca HeHeraTwBHUM BpemHoctuma, « € (0,1). D, je Hu3 meszaBuc-
HUX, jJeHAKO PaCIONe/LeHUX, pP-IAUMEH3UOHAJHUX CJIydajHUX BEKTOpA,
obmuka D,, = (Dy1,...,D,,), koju ca BepoBatHOhama ¢;, i = 1,...,p,
nobujajy BpeqHOCT i-Te BpcTe jemuuanune marpure. Huz {D,} je mesa-
Bucan on {€,} u caenehu ycioBu mopajy GUTU UCIYH-EHU: 1) TUHUHT
omepaTopu y TPEHYTKY N Ce MPUMenY]y He3aBUCHO jelaH Ol APYTOT,
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HeszaBucHO on {¢,} u D, m HezaBucmo onm Xi, k < n, ii) ciaydajue
npomenmuBe €, u D, cy mHesaBucue ox X, m ox awopy; Xy, 3a k< nu
Jj=1,2,...,p, iii) BepoBarnohe P(o, 411 Xy, ..., 20,1, X, | X,y = 2, Hn—1)
n Plaoyiy Xp,y .oy o,y Xp|X,, = x,) cy jennake, roe H,_1 o3HauUaBa
IPOIIIOCT HU3a CBUX X W avopy; Xi, k<n, j=1,2,...,p.

Ha CJIMYaH Ha4YMWH, CaMO HOpI/ICTehI/I HEraTBHU 6I/IHOMHI/I TUHWHT
omepatop, y pany Nasti¢, Risti¢ u Bakouch (2012) korcTpyucan je Kom-
OMHOBAHU EJOOPOjHM ayTOPErPEeCUBHU MOJEJ peaa P ca TeOMEeTPU]-
ckoM MapruaasaoM pacrnonesnom, CGINAR(p). OBaj momen je mociry-
’KIO KAO OCHOBA 3a Ne(pUHUNN]y KOMOMHOBAHOT MOJesa Pela p Ca acu-
METPUYHOM OUCKpeTHOM JlammacoBoM pacmomesioM KOju je jemHa oOf
TeMa OBOT PaJa.

1.2 Heku KopucHU pe3yJITaTU

Y oBowm morsaBmy he OUTU NPUKA3AHU PE3yJITATU APYTUX ayTopa
KOju he OuTu KopumheHu y J0Ka3MBa®my MHOTUX OCOOMHA MeT00POjHUX
BPEMEHCKUX HM30Ba Ca CUMETPUYHOM WM aCUMETPUYHOM IOUCKPET-
vHoM JlamimacoBoM pacmomesioM Kao MapruHaJHOM pacmonenom. Mebhy
BYMa UMa HEKOJIMKO BeoMa OUTHUX TeopeMa KOje Cy m3a3BaJie IpPaBy
PEBOJIYNIVjY V TEOPUJU MEJOOPOJHUX ayTOPETrPECUBHUX IPOIECa U CIa-
najy mehy HajuuTUpaHUje pelyarare.

C o03upom Ha TO na je MAaprUHAJHA PACIOAe]Ia BPEMEHCKUX HU30BA
KOJU Cy Yy (POKyCy OBOT pala AUCKpeTHa JlammacoBa pacmomerna, HajIpe
he OuTm mpencraB/beHE HEKE e€CEHIMjaJiHE OCOOUWHE OBe pacIoesie.
Huckperny Jlannacosy pacunoneiny cy yseau Inusah u Kozubowski (2006)
Ka0 MUCKPETHU aHAJOTOH MCTOMMEHE PACIOIese allCOJIy THO-HEIPEK I-
HOr Tuna ca ¢yHKIUjom rycruHe f(z) = e /2b,m € R;b > 0. 3a
caydYajHy IpOMEHBUBY X ce Kajke ma mMma muckpeTHy JlammacoBy pac-
nozmeny ca mapamerpoMm p € (0,1) YKONMKO je HeH 3aKOH paClIomese
AT U3pa3oM

1+
P(X =2)= —ppm, x € Z. (1.2.1)
l=p
Ila cryuajua mpoMensuBa X mMa IUCKpeTHyY JlammacoBy pacmnomerry
ca mapamerpoMm p, buhe osmaueno ca X : DL(p). Jenna unrepecanTHa
YMHEHNIA, Be3aHa 3a CUMeTPUYHY OUCcKpeTHy JlammacoBy pacmnoneiny,

je mpurazana y muctom pany, Inusah u Kozubowski (2006). Oma mpen-
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cTaB/ba Be3dy maMely muckperne JlammacoBe pacmomene M reoMeTpuj-
cke pacnonene. l[lokazano je ma ce ciydajHa IPOMEHJBUBA Ca IUCKPET-
HOM JlammacoBoM pacmonesoM MOKE Yy PACIOAeaUd IPENCTaBUTU Kao
pas3jrKa IBe HE3aBUCHE, jeIHAKO PACIOIEJbeHE CIydajHe IPOMEHJbUBE
ca TeOMETPUjCKOM PACIOLEIIOM Ca MapaMeTPOM p, Ca BPETHOCTUMA U3
ckyna {0,1,2,...}. C o63upom Ha Ty ummenuily, Obulie yBemena maia
n3MeHa y o3HaudaBamy. Hawmme, muckperna JlanmmacoBa pacnonmena he
6utu osznavaBana ca DL(u/(1+ p)), roe je p > 0 MAaTEMaTUYKO OUYEKU-
Bam€ MOMEHYTUX CIIyYajHUX IPOMEHJLUBUX Ca F€OMETPU)CKOM PACIIOIe-
JIOM.

Y TakBOM CBETJY, 3a CJIydajHy IPOMeHJUuBy 4 he ce pehu na mma
muckpetny JlammacoBy pacmnomesny ako je HmEeH 3aKOH pacromese IaT
caenehuM uzpazom

||
1 %
P(Z =2z2)= Z 0. 1.2.2

Kozubowski u Inusah (2006) cy yBesin u yOIIITEHE CUMETPUYHE IUIC-
kperte Jlamnacose pacnonerne, neduHunry in acUMeTPUYHY IUCKPETHY
JlanmacoBy pacnomeny ca mapamerpuma g > 0 mw v > 0, y o3Hamm
SDL(pu/(1 4 p),v/(1+v)), na caenehn Hauwnu

1 M - >
P(Z=2) =1 T (Hu) r B 0’ (1.2.3)
z .

1+i+u (H—Lu)i )

AHAJIOMHO CHUMETPUYHOM CIIy4ajy, 3a CIydYajHy IPOMEHBUBY Z Ca ACH-
METPUYHOM JUCKPETHOM JIamracoBoM pacriomesoMm ca mapaMeTpuMa [
uv, SDL(u/(1+ p),v/(1+4v)), Basku na ce MOske, y pacrIomesu, Ipe -
craBuUTHA y OOJIMKY DAa3JiMKe [BE HE3aBUCHE CJIydyajHE IPOMEHsbUBE X
u Y, ca TeOMETPUjCKUM paclogesiaMa ca mapaMeTpuMa [t U V, PECTeK-
tuHO, Geom(p/(1+ p)) m Geom(v/(1 +v)),

d
74X _Y. (1.2.4)

3uajyhu 3ak0H pacmomese ciydajHe MPOMEHJbUBE Ca aCUMEeTPUd-
HOM mmckpeTHOM JlammacoBoMm pacmomenoM, JIAKO Ce MOKe HTOOUTH

M3pa3 KapaKTepPUCTUYHE QYHKIMje OBe CIydajHe IpoMeH/puBe. KRapak-

13



YBon

TEePUCTUYHA (PYHKIM]ja CIydajHe IPOMEHJbUBE Z Ca aCUMETPUYHOM IUC-
kpernom Jlannacosom pacmogenom SDL(p/(1+ p),v/(1+v)) je

1
T4+ pu—pet)(1+v—ve i)

pz(t) = ex()ey(=t) = ( (1.2.5)
Ha ocuoBy 00nuka kapakTepucTUyHe (YHKIUjEe, JTAKO ce, Kopucrehn
ImheHe 0cOOUHEe, MOTY OAPEeAUTUA MATEMATUYKO OUEKUBALE U AUCIIEP3Uja
caydajHe MPOMEHJbUBE Z,

EZ)=p—v u Var(Z)=p(l+p)+v(l+v).

Tarobe, jennocTaBHO ce Moske moburtu u m3pas 3a F|Z|, koju he Gurn
O]l KOPUCTU Y HEKUM KACHUjUM U3padyHaBAmLUMA,
(1+p)+v(l+v)

1L
ElZ| = . 1.2.
’ ‘ 1+p+v ( 6)

Jom jemna onx butHUX ocobmHa muckpetHux JlanmmacoBux pacmonena je
U Ta MTO OHE MMAa]y KOHAUYHE MOMEHTE U AlCOJyTHE MOMEHTE OUIIO KOT
pena obJmMKa

k j i
Bt = S s (s )

k j Ui
B(7Y) = “”)(””)Zﬂs<k,j>( L )

(1+p+v) p (1+v) (14 p)

rae S(k,j) npencrasima Crupnunrose Gpojese npse Bpcre. CTupIiinH-
roBU OpOjeBU IPBe BPCTE CYy KOEDUIMjEeHTU MOJIUHOMCKOr pa3Boja Ilo-
XaMepOBOT YOIIITEHOT omnanajyher ¢gaxkropujena,

(@ =a(@—1)-(z—k+1)=>_ S(kj)a'.

OBa uumenunna je nokasana y pamoBuma Kozubowski u Inusah (2006) n
Barreto-Souza u Bourguignon (2015).

Buhe ropucuo, 3a HEKe KacHUje MOKa3e, OAPEIUTU PACIONETY Pa3-
JIUKE NBE€ HE3aBUCHE CJIydajHe MPOMEHJ/bUBE Ca HETATUBHUM OMHOMHUM

pacnonenama. OBa pacmomnena je onpebena y caemehoj nmpumendou.
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ITpumenda 1.2.1 Hexa cy A u B dse nezasucHe cayuajre npomeHpbuse
ca wezamusrom bunommom N B(r,p) uw NB(l,q) pacnodesom, pecnexmue-
no, u Hexa je C' wurosa paszsuka, A — B. Hexa je k neweeamuenu yeo
opoj. Tada je seposamnoha

pons(kir,pil,q) = P{C=k}=) P{A=k+iB=i}
1=0
— (k+i+r—1\ ., i+1—1\ l
_ i1 —p)" i1 —
;( b )p( p)( Z. )CI( q)
E+r—1

= pr1—-p(1- Q)l( L >2F1(k + 7,1,k +1,pq),
20e je o F\(a, b; c; z) Taycosa zunepeeomempujera gynryuja, dedunucana na

caedehu Havun

o Fi(a,b;c;2) = Z (a()égf))zj—:, |z] < 1.

Cauvno, 3a k < 0, dobuja ce da je
ponp(k;mp;il,q) = P{C =k}

i, f—k+1-1

=(1-p)(1-a)q ’“(

I )2F1(-]€+l,7’,—k’+1,pq>

Y morseny cTpore CTAIMOHAPHOCTHU U €PrOAUUYHOCTY aHAJTU3UPAHUX
BpEMEHCKUX Hu30Ba Ouhe ropucuu cienehu pesynraru.

Teopema 1.2.1 (Nasti¢ (2012), reopema 2.1.1) INAR(1) spemencru nus
Ca 260MEMPUJCKUM OPOJAUKUM HUZOM je ep2oudaH.

JeerHUIMIA 1.2.1 (Breiman (1992), mepuuunmja 6.30) Cmpoeo cma-
yuonapar epemencru nuz {X,} je epeoduwan yroauko cearxu dozahaj, un-
8aPUFAHMAH Y 00HOCY HG T-AAZeODPY ZEHEPUCAHY EAEMERMUMA TO2 HU3A,
uma eeposamnoliy nyaa uau jedan.

Tepbeme 1.2.1 (Breiman (1992), tepbemwe 6.32) Heka je dam cmpozo
cmayuonapan epemencru nuz {X,}. Ceakxu dozahaj, uneapujarnman y 00-
HOCY HA O-AN2E0DY 2ENEPUCANY EACMENTUMA MO2 HU3A, €, YJEOHO, U PENHIU
dozahay.

15



YBon

Teopema 1.2.2 (Breiman (1992), Teopema 3.12 - Koamoroposmes 3a-
kou 0-1) Haka je dam wuz nesasuchur cayuajrur npomensusur {X,}.
Beposamnoha ceaxoe doeahaja xoju npunada pennoj o-an2ebpu 2enepuca-
noj eaemenmuma wuza {X,} uma eeposamnohy pearuszayuje 0 uau 1.

[IpuaukoMm mokaszmBama ACUMITOTCKUX OCOOMHA BPEMEHCKUX HU30Ba,
ca MapruHAJHOM acuMeTpudHoM auckperHoMm JlammacoBom pacmome-
JIOM BUIIET pena, KOPUCTUhe ce U Pe3yaTaT W3, MOKe Ce CJIO00O0IHO
pehu, 6ykBapa Teopuje BpeMeHCKUX HU30Ba, kKmure Brockwell u Davis

(1987).

Tepbeme 1.2.2 (Brockwell u Davis (1987), tBpbeme 5.1.1) Axo je duc-
Nep3uUja 8peMeERCKOe HU3A NOFUMUBHA U AYMOKOBAPUJAHCHA PyHKUyLja me-
acu Hyau, kada ce Kopak beckonawno ysehasa, mada je KOBAPUJGHCHA
mampuya wuza { X}y, Ty = [y(i — j)]ij=1,..n, De2Ysapra 3a ceaxo n.
dynryuja y(h) npedecmas.wa aymokosapujancry GyHKYUTY 8PeMEHCKOZ H-
3a.

Y Be3u ca aCUMITOTCKAM OCOOMHAaMa OIeHa mapaMeTrapa J00ujeHnx
METOJOM YCJIOBHUX HajMamUX KBAApaTa, KILYUYHU CY Pe3yiaTaTu U3
pana Tjostheim (1986). Heka je mar d-nmuMeH3MOHAJIHM BPEMEHCKU HI3
{X:} u mexa je 3 = (Bi,...,05,) BexTop mapamerapa. Hera je F;¥,
o-anrebpa remepucaHa ciaydajHuMm npomenmuBamva { X, s <t — 1}, a
FX,(m), o-anrebpa Koja je remepucaHa CJIydajHUM HTPOMEHJLUBAMA
(Xt —m < s < t—1}. Heka je name Xy 1(3) = BE(X,|FX,(m)) u
Heka je dpyHrmmja Qn(F) mepunucana ca

N

Qn(B) = Y (X — Xy (8)

t=m+1

Cuneneha Teopema maje mOBOJbHE YCJIOBE 3a €r3UCTEHIU]Y U CTPOLY
MTOCTOjaHOCT OIleHa MOOUjEeHUX METOIOM YCJIOBHUX HajMamhUX KBAIPATAa.

Teopema 1.2.3 (Tjostheim (1986), teorema 3.1) Hexa je { X;} ecmpozeo cma-
YUOHAPAHK, ePo0UNAH BDEMENRCKU HU3 O KOHAYHUM OPY2UM MOMEHMOM,
makas da je dynruyuja X'ﬂt_l(ﬁ) CKOPO CUYPHO MPU NYMA HENPEKUIHO
Judepenyujaduana 1a HeKoM 0MBOPEHOM CKYNY KOJU CAOPACU CMBAPHY
apednocm napamempa 3° u nexa cy 3a$0080.5€HU YCAOBU:
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0X
CI. a%t 1(50) <oo,i€{1,2,...,r},
a Xt|t 1,50
(6) <00,i,j€{1,2,...,r},
9B:05;
0Xyi—1(8%) .
C2. Baxcu aumneapha He3a8ucHoCm 8exmopa —a5 L€ {1,2,...,1},

Y CpeomeKsadpammom CMUCAY Mj. 3G npouseomue peanre bpojese
a1, a9, ...,0., YCA08 E{‘ZZ . laxt‘t 1(50)‘ } = 0 umnauyupa o0a cy

mu 6pojesu jeOnaxu Hyau, 00HOCHO, a1 = Gy = -+ = a, = 0,

C3. Ilocmoje gynruuje G (X, X, o, X ) u Htijk(Xl,XQ, ooy Xi) mak-

ae 0a je :

8Xt|t—1 82Xt‘t—]_ ik ik
aﬂz ( ) 8ﬁjaﬂk (ﬁ) < th 1 <Gt]—l> < 00,
\ 835(”7 y .y
(Xt - Xt\t—l(ﬁ)) Wﬁ'a;k(ﬁ) < Ht]’“, E (Htj’“) < o0,
i¥Fj

ijke{1,2,...,r}

Taoda nocmoju Hu3 ouera BN Koju murumusupa gynrkuuy Qn(B3), marae

c.u.
da By =% Fo, N — oo
O3HCL7€CL —> npe@cmae/ba CKOPO U38€CHY %'OHG@])ZGHUU]Z/

Cneneha Teopema ce OMHOCH Ha ACUMITOTCKY HOPMAJHOCT OIE€HA IO-
OMjeHMX MEeTOAOM YCJOBHUX HajMamuxXx KBaaparta. Ilpe Ttora mopajy
ouTtu; 3amoBOJbeHA cieneha mBa yciaoBa:

a) Ilocroju m, TakBo ma je 3a t > m+ 1,

E (X Fry) = E (X FE(m)),

6) Iocroju m, rakso ma je 3a t>m+ 1,

=

e

E { (Xt - Xt|t—1> (Xt - Xt|t—1)T “7:15{1}

= (%K) (%K) 1)

fii—1
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Hexka je
oxX} X
[t—1 tlt—1 , 50
U=F 3 B ¢
S (=5 )
. OXy—1 /50

rue Je —(5 ) Marpuna pena d X r, y KOjoj Cy BEKTOPU KOJOHA jeI-
HAKK t't 1(ﬂo), i=1,...,r

Teopema 1.2.4 (Tjgstheim (1986), teorema 3.2) Hekxa cy 3adosomenu yc-
no6u (a) u (6) u yeaosu C1 — C3 npemzodne meopeme u Heka je yz mo
300080.H€H U YCA08

DL R = 5 { 25 ()1 (9) 2259 b < o
Taoda 3a Hu3 oyena {BN} U3 NPemrooHe meopeme 8ancu 0a
N2 (BN . ﬁo> 4 N (0,URUY) N — oc.

d .
Osnaxa — npedcmas.na KOHBEPZEHUUTY Y PACTOOEAN.

[IITo ce Tuue oneHa HEMO3HATUX MapaMeTapa Moaesaa Koje cy moou-
jere Yule-Walker-oBumM MmeTon0M, TPUIMKOM ONMUCUBAHA B>UXOBOT aCUMII-
TOTCKOT TMOHAINAMKa, BeoOMa OUTHY yJIOTY mMajy pesyararu pama Silva
u Silva (2006). ¥ memy ce nmocmarpa INAR(p) BpeMeHCKU HU3 ca He-
HETATUBHUM BpPEIHOCTUMA, nepUHUCAH Ha cienehu HauyuH

p
Xt = Z o k Xt—i + €y, (127)

=1

rae je {e;} HU3 HE3aBUCHUX U jeIHAKO PACIONE/LEHUX CIIYUYAjHUX HTPO-
MEHJPUBUX Ca KOHAYHUM MOMEHTHMA MO YETBPTOT pena, CUMOOJI * 03-
HavaBa TUHWHI OIepaTop, NepUWHUCAH ca

Xt—i

ai*Xt—i:Z}/i,jai:]-?"wpa

rae cy {Y;;} HU30BU HE3aBUCHUX U jeJHAKO PACIONE/LEHUX CIIyUajHUX
IIPOMEHJbMBUX Ca KOHAYHUM MOMEHTUMAa [0 YeTBPTOT pena, He3aBUCHU
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on{e},aa;€0,1),i=1,....p—1, 1 a, €(0,1). 3a oBaro nepunucan
BPEMEHCKM HU3 IOTPEOHO je 1a MMa Pelpe3eHTalu]y y OOJIUKY

X Y AW,
=0

X, £ HX,, (1.2.8)
rne je Xt = [Xt Xt—l cee Xt—p—l—l] s H= []. 0 --- OL Wt = [et 0 O]T, a
[ a1 Qo o Op1 Oy 1
1 0 0 0
A= 0 1 0 0
0 0 10

Y pany ce, uamebhy ocrasior, aHAJIU3UPA]y ACUMITOTCKE OCOOMHE y30-
pauke ayTokoBapujaHcHe ¢yHknuje. Hawmme, Heka cy

R = 5 306~ X)X = X,
R = 5 D20 — ) (Kro — )

1

-
I

Tana Basku caemeha teopema.

Teopema 1.2.5 (Silva u Silva (2006), teorema 1) Hexa je {X;} INAR(p)
apemencru Hu3, oedunucar uspazom (1.2.7) u neka 3a maj 8pemencky Hu3
saxcu penpesenmavuja (1.2.8). Axo je Y o0 |AY| < 0o u akxo je R(-) aymo-
Kosapujarncra Pynkuuja epemencroz nusa {X;}, mada 3a ceaku meneza-
mueru yeo 6poj h, saxncu

X

K Hx
R(.()) 4 R(.O) NV,
R(h) R(h)
20e je
V= Vi)t Viz)ix hr) 7

T
[‘/12]1><(h+1) [‘/22](h+1)><(h+1)
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Vii = A}im NVar(X)

Violyq = A}im NCov(X,R*(k)),k=0,1,...,h

[VQQ]HMH = Nlim NCov(R*(k), R*(j)),k,j =0,1,..., h.
— 00

Ha wpajy, ¢ 063upom Ha TO ma ce y OBOM paay aHAJU3UPA]y Bpe-
MEHCKU HU30BU 4Yrja ayTOKOBAPUjAHCHA, & CAMUM TUM U ayTOKODeJa-
UOHA (PYHKIMja TEeXRU HYJIU ca OeCKOHAYHMM yBehameM Kopaka, Takie,
HU30BU KOjU TMPUNAAAJy KATEropuju cyiabo KOpeJIupaHux HU30Ba, OUIIO
Ou MHTEPEeCaHTHO MOBE3ATU UX Ca TEOPUJOM KOja MOYKE na IPOU3BEe
HEKe eBEHTyaJIHO Jieme pesyiarare. 10 je Teopuja Mepa ciabe moBe-
3aHOCTU ciay4dajHux Hu3oBa. (OBa Teopuja mMako je mMaja CBOje 3a-
YeTKe JOII CPEeIMHOM TPUIECETUX I'OIUHA OBAAECETOr BEKA, EKCIAaH3U]y
je mo:kuBeJia TE€K y OPYTOj MOJIOBUHU JABANECETOT BEKa, Ca PagoBUMAa
Rosenblatt (1956) u Kolmogorov u Rozanov (1960), a mapouuro kpa-
jeM mBameceTOor W IOYETKOM IBANECETHPBOr Beka y panosuma R. C.
Bradley-ja. ¥ oBom meny he 6uTu moMeHyTH caMO HEKU acIeKTu cjaabe
IIOBE3aHOCTU BPEMEHCKUX HU30BA.

Y caenehoj nmepmamnuju he Ourtm neduHucane nBe Mepe ciaabe
MTOBE3aHOCTH.

JeerHnnnIA 1.2.2 (Bradley (2005)) Hexa je dam npocmop eeposammoha
(Q,F,P). Hexa cy A, B C F, bunro xoje dse o-anzebpe uz F. Mepe nose-
sanocmu dse o-anzebpe af-,-) u p(-,-) ce dedurnuwy na caedehu Hauun

a(A,B) "Y' sup|P(ANB)— P(A)P(B),Ac A BeB,

e

p(AB) "L sup|Corr(f,g)|, f € L2(A), g € L2(B),

20e L? npedcmasna cxyn GynKyuja Mepsueus y cpeomnereadpammom CMuc-
2y. Koeduuujenm af-,-) ce nasuea xoeduyujenm jaxoz mewamna, a xoedu-
uugenm p(-,-), Koeduuujenm marcumanre Kopesayuje.

Onarosapajyhu koedurmjenTr 3a ciryJyajHe HU30Be ce MeQUHUITY Ha
caenehu magus.

JeenHnnnIA 1.2.3 (Bradley (2005)) Heka je dam epemencru nuz {X,}.
Hexa cy A, B C F, 6uno xoje dse o-anzebpe uz F. Koefuyujenmu a(n) u
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Hexkwn kopucau pesynratu

p(n) ce dedunuwy na caedehu nauun

a(n) e supa(}"f F2,

jez T o
o F o Fe
p(n) = ?}ézpp( L oor Fin)s

206 je ca ./’TZ] O3HaYeHQ (T-(L/L2€5pa 2CHEPUCAHA Cﬂy%ajHUM npomeHsU8aMa
{X,,i<t<j}.

Bpemencru nuz x00 xoza a(n) — 0, n — 00, 308€ ce HU3 jaK02 MEUWLAKHA
UAU HU3 Q-Mewana. Bpemencku nus k00 xoza p(n) — 0, n — 00, 308€e ce

HU3 p-MeEWaAmAQ.

IIpumenoa 1.2.2 Koo nexuz aymopa, kao na npumep y Rosenblatt (1971),
Ce NOJaM P-MEWAMHA OPY2anuje HaA3UBA U ACUMNMOMCKE HEKOPEAUDGHOCT.
Mehymum y kwusu Pesaran (2015), nod acumnmomckom Hexopeauparou-
hy ce nodpasymesa ,onamcu” nojam.

JEerHUINIA 1.2.4 (Pesaran (2015)) 3a epemencru wuz {X,} ce xaxnce
0a je acumMnmomeky KEKOPEAUPAH YKOAUKO NOCTNOJU HU3 KOKCMANMU { pp },

3a koju eaxcu da je p, € (0,1),n>1 u Y p, < oo, maxo da je 3a caaxo k
n=1

Corr(Xg, Xiin) < pn-

Y 0BOM pamay aCUMITOTCKA HEKOPEJMPAHOCT O3HAUYaBa ,,0JaKu’ mo-
jaMm, mojaM M3 IpeTXOoJHe NepuHUNUje.
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I'imaBa 2

DLINAR(1) momedn

Bpemenckn HM30BU ca I11eJIOOPOJHUM BPEAHOCTUMA MPEACTABILA)Y
MOJIEJI KOjU C€ MOKE€ KOPUCTUTYU IMPUJIUKOM ONMUCUBAHKHa MHOTUX IOjaBa
y nmpupomu u npymTtBy. [lap nmemenuja ynazan, neuHUCAHO je HEKO-
JINKO TAaKBUX MOJIEJa, O KOjUX Cy MHOTY IMOMEHYTU Y yYBOITHOM IEJY.
NuTepecanTHO je ma Kao pasiior 3a peajii3oBal€ MO3UTUBHUX U HEra-
TUBHUX BPEIHOCTU MOTY na Oymy ABa (hpakTopa Koja Hesyjy CYIPOTHO
jeman on mpyror. TakBa cTpykTypa je Omia mHCImpamnuja 3a neduHu-
came Mozena koju he oBne 6utu nmpukaszaH. Mogen je mpencraBibeH y
00JIMKY pa3JiMKe nBe He3aBUCHE JiaTeHTHe KoMrnoHenTe. CiluvaH HAUUH
onucuBama nojasa je seh 6uo npucyran y Freeland (2010) u Barreto-
Souza u Bourguignon (2015). TakBu momenu ce MOry KOPUCTUTU 3a
ONMMCUBAKE, PEIUMO, Pa3JUKe y IMOEHWMa Ha HEKOM CIIOPTCKOM Meuy,
IpPOMEHe HEKUX IeJIOOPOjHUX MHIEKCA, Yy MEeTEeOPOJIOTUju, 3a nopeheme
mojaBa Koje mMajy Opojadvku KapakTep, Kao IITO je, Ha mpumep, OPoj
IpUjaB/HbEHUX KPUBUYHUX Heja WU OPOj cUMITOMAa HEKe OOoJiecTu, mpe
U TOCJ€e Tepalurje U CIUIHO.

Osne he Outw mpencraB/beH jeqaH CTAIMOHAPAH ayTOpPErpecuBaH
BPEMEHCKU HU3 ca MeJOOPOjHUM BpEeAHOCTUMA, ca MUCKpeTHOM Jlamma-
coBOM MapruHajHoMm pacmonenoMm. Hajope he, momohy meraruBHOT
OMHOMHOT TUHUHT omepaTopa o, koju cy yBeau Risti¢, Bakouch u Nastic¢
(2009), 6uTu mepuHUCAH HOBU OIEPATOp. 3aTUM he OUTU aHAJIU3UPAHE
HEeKe HajOuTHUje ocoOmHe HOBOT omepartopa. Hakon tora he Outnm
neduHICAH MOJIEJ BDEMEHCKOr Hu3a, buhe onpebhene Hexke OmTHE OCO-
OuHe MOJesa, KOpeJaloHa CTPYKTYyPa U perpecuoHe KapaKTePUCTHUKE.
Tarkobhe, buhe pazmarpan u npobJeM OleHUBAK A HEIO3HATUX IapaMe-
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DLINAR(1) monen

Tapa Moaesa, Ka0 U aCUMITOTCKO MOHAIIame nobujenux onexna. buhe
OIpUKa3aHU Pe3yaTaTu CUMYJalldja, MPEeAHOCTU W MaHe OBOI MOIejia
y OOHOCY Ha Apyre, ciauuHe, Beh mo3Hare monene u Obuhe morBpbhe-
Ha aIpOKCUMAaIMOHAa CBOjcTBa oleHa. Ha kpajy he Outu mpurasana
IIpUMEHa HOBOI' MOJeJia Ha peaJIHUM IIOdallMa.

Pemmumo na umcrpaskuBad Moke OUTH 3aMHTEpPECOBAH 3a mopebheme
OpojeBa mM3BeCHUX ciaydajHUX morabaja moOUjeHUX W3 OBA HE3aBUCHA
mporeca, NPU YeMy WHTEPAaKIHMje eJeMeHATa AJHAJU3UPAHUX IOIY-
Jalrja MOTy pe3yJTUPaTu FeHepucameM HOBUX CiydajHux morabaja.
TakBa mpomeHa OpPOjHOCTH MOKe OUTH MOAeJWpaHa MoMONy reoMer-
PUjCKM pacrmome/,eHuX Opojauykmx HU30Ba, KAO mTO je To ypabeHno y
Risti¢ u Nasti¢ (2012). C ampyre cTpaHe, HEraTUBHE BPENHOCTU KOje
ce MOTy HOOWTUM TPUIMKOM OBAKBOT Topebhema ce MOTY MOAeJIUpaTH
TUHUHT OIEePaTOPOM KOju OM MpeAcTaB/ha0 PA3JIUKy OBA HETaTUBHA
OMHOMHA THWHUHT OllepaTopa.

[Ipe camor yBobhema HOBOT onepaTopa, Tpebajao 6 TOHOBO HAIIOME-
HYTHU [a Ce y HeroBoj 0asm Haja3u muckperHa JlammacoBa pacmomeda,
DL(u/(1 + p)), p > 0, m Beh momenyra unmeHHIa na ce CIydajHA
IPOMEH/bUBA Z Ca AUCKPEeTHOM JlammacoBoM pacrmomesoM MOKe, y pac-
MOJeNM, TPEeACTABUTY KA0 PA3JUKa [ABE HE3aBUCHE CIIyUYajHe TPOMEH-

swuBe, X m Y ca MCTOM T€OMETPUjCKOM PAacCIOneioM, / X -vY.
Takobe, dbuhe kopumhena u cayJyajHa TPOMEHBUBA KOja MUMa aCUMET-
puuny muckperHy JlammacoBy pacmomeny koja ce MOxke HOOUTH Kao
pa3iuKa OBe He3aBUCHE CIyYajHe MPOMEHJbUBE Ca PA3JIUUUTUAM T'€0-
METPUjCKUM PAaCIOaeIaMa.

2.1 KoHcTpyknuja TUHMHT olepaTropa a()

[IpunukoMm neprHMCama HOBOI THMHUHI oIlepaTopa, Koju he Outm
O3Ha4YeH ca (O, MOJIa3M Ce O MPUCTYIa CIUYHOT OHOM KOjU je KopuirheH
y Freeland (2010). Hawmme, y TOM pamy TUHUHT Omepartop je meduHU-
can Kao (axZ,)|Z, = (a0 X, —aoY,)|(X,—-Y,), rne cy X, uY, nse
HE3aBUCHE CiaydJajHe npoMmensmuse ca [lyaconoBoMm, P(\), pacmomenom,
a oo OmHOMHM THUHUHD omeparop, « € [0, 1) u A > 0. ¥ oBom ciayuajy,
U3y3eTaK je mAa Cce yMecTO OMHOMHOT TWHUHL ONepaTopa KOPUCTHU He-
raTUBHU OMHOMHU TUHWHT OomepaTop ax. HeratwBHM OMHOMHW TUHUHT
omeparop ax je yBemeH y Risti¢, Bakouch u Nasti¢ (2009) ma cnemehn
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Koucrpyknuja TurmHr onepaTopa a®

HaUUH:
X
ax X => W,
i=1

rae je {W;} HU3 HE3aBUCHUX U jeJHAKO PACIIONE/LEHUX CJIYUYajHUX MPO-
MEHJBUMBUX Ca reomeTpujckoMm pacmnomenom Geom(a/(1+ a)), a € [0,1),
a W; nu X cy He3aBucHe ciaydajHe TPOMeHJ/LUBE 3a cBako ¢ > 1. Heka je
Z, caydajHa npoMmensmuBa ca auckpernoM Jlammacosom DL(u/(1+ ),
> 0, pacnmomesnom, narom y (1.2.2) u meka cy X, u Y, nBe HezaBucHe
cIydajHe TpOMeHmbuBe ca reomerpujckom, Geom(u/(1 + i), pacmome-
aom. Tama he, y ckmamy ca npumentom (1.2.4), Baskutu na je
Z, L X, Y,
HoBu tuaMHr omeparop, a® ce medunuiie Ha cienehu mauwn

(@ ® Z,)|Zn(ax X, — a % Y,)|(Xn — Y,), (2.1.1)

rme cy eJieMeHTu Opojadrux Hu3oBa y « x X, m « * Y, mebhycobuo
He3aBUCHe ciydajHe npomenssuse ca Geom(a/(1 + a)) pacnomenom u,
Takobhe, He3aBUCHE O CIAYYajHUX TPOMEHBUBUX X,, Y, U Z,.

Jom jeman, canyaH, HENITO ONIITUjU TUHUHT ONEPATOP, MOCMAaTpPaH
je y panmy Barreto-Souza u Bourguignon (2015). Y oBowm pany, ayropu

Cy yBeJIM TUHUHI OIlepaTop O Kao a® Z, 2 ax X, —axY,, roe cy X, u
Y,, IBe He3aBUCHe ciydajHe IPOMEHJ/bUBE Ca I'€OMETPHUjCKUM PACIOIe-
jaMa ca oueruBameM p; > 0 m py > 0, pecnexktuBHO. Pacmonmena ciy-
JyajHe TPOMEHJbUBE /, je, Y OBOM CJIIy4Yajy, aCUMETPUYHA NUCKPETHA
Jlammacosa, SDL(u1 /(1 + p1), /(1 + p2)), pacnonena.

Ha mouerky he O6uTu muckyToBaHe yCJIOBHE BepoBaTHONe ciayuyaj-
He NPOMEHJbUBE o ® Z, 3a naro Z,, OOHOCHO, BepoBaTHONe mpesasa,
9a(4, k) = Pla © Z, = j|Z, = k) 3a j,k € Z. Beposarnohe npenasa
Majy BayKHY YJIOTY y H3padyHaBamy BPEIHOCTH (YHKIVjE MAaKCHU-
MaJiHe BepOMOCTOjHOCTU U, Takohe, he Outu kKopumhene TpPUIMKOM
MOKa3uBama HEKMX O0CODOMHA omepaTopa U MoJesa Koju he, y HaCTaBKYy,
ontu nedpunucan. Heka jempso 7 > 0u k > 0. Y mumpy nojeiHOCTaBILU-
Bama 3ammca, Heka je po (7, k, 1) = P(ax X, —axY, = j| X, = [+k, Y, =1).
Tana ce, Ha OCHOBY HepUHMUIMje HOBOI TUHUHI omeparopa (2.1.1) u
YUkbEHUIE fa CJAydajHe mpoMeHsbuBe X, u Y, mMMajy TeOMEeTPUjCKY,
Geom(u/(1+ p)), pacnomeny, a ciaydajHa NPOMEHBUBA Z,, TUCKPETHY
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DLINAR(1) monen

Jlanmacosy, DL(p/(1+ p)), pacnogeny, nobuja na je

Pla® Z, =32, =k)
P(Z, = k)

142
T o X, —axY, =, Xy —Y, = k)

()

1+ 24 —
N Plas Xy —ax Yy =, Xn = k+1,Y, = D).

L k
S =
(H—u) 0

NspaskaBajyhu BepoBaTHONE TIpEceka IPEKO yCIOBHUX BepoBaTHONA 1
KopuithemeM He3aBUCHOCTU CAYYAjHUX MPOMEHBUBUX X, u Y,, u3pas
3a BepoBaTHONy mpenasa mobuja caemehu obauk

9al(j, k) =

. 1424 — 4
Galj k) = ES T pali k) P(X = k + D) P(Y, = )
1420 & " 21
ﬁ Zpa<j7kvl> (—M) . (212)

C obG3upom Ha TO Oa ciaydajHa MPOMEHJHUBA

k+1

{Xn=k+l}=ZW¢,

i=1

Xn
ax X {Xp =k +1}=> W,

i=1

npenacraBiba 30up k+[ HE3aBUCHUX, jeTHAKO PACIONEHEHUX CJIIYUAjHUX
IpoMeHBUBUX ca reomerpujckoMm Geom(a/(1 + «)) pacmomenom, meHa
pacmnonena he OuTu HeraTwBHA OMHOMHA PACIIOLEJIa Ca IapaMeTpPrMa
k+lwua/(l1+a), NB(k+!l,a/(1+«)). Ucrom norukom nobujamo u na je
pacnozesa ciaydajae npomensmuse a x Y,[{Y, = [}, Trakobe, Herarusua
bunomHa, anu ca napamerpuma [ u /(1 +a), NB(l,a/(1 + «a)).

Osa ummenuna he ce ma Beposatuohy p,(j, k,l) onpasuru ma cie-
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Koucrpyknuja TurmHr onepaTopa a®

nehu magun:
Paldi k1) = Y PlaxX,=i+jaxY,=iX,=1+kY, =1

1=0
oo

= ) PlaxX,=i+j|X,=1+k)PlaxY, =iy, =1
=0

B i": i+ji+k+1-1 a \Po1 "

= i+ 1+a 1+a

) 14+« 1+«
i+ j+k+l—-1\[i+1—-1 a?iti
= 0 ( "y )( ; )(1+a)2i+j+2l+k

1=

B }:z+j+k+l—U(VH—Jﬂ a \”
B ﬁ%* G+ +E—=1) d1—-1)! \1+a

YKOIUKO ce, cala, CBAaKM cabUpak pena IOMHOXKU U IOAeaUu (aKTOPU-
jemuma OpojeBa j + k + 1 — 1,7 u j, a 3aTuM oaroBapajyhm dnaHoBu
dopMupajy 6bmHOMHE KoedunujeHte, nobuhe ce

aj<j+k;rl—1) 00 (i+j+lz+l—1)(i+li—1)< o )22‘
)

(1 + a)j+k+2l ; (zty) 14+«

mITO Ce, HA APYyradyujyu HAUUH, MOKE 3alIUCATHU

O[j(j-ﬁ-k-!—l—l) 0o (i+j+k+l—1); (i+1— 1)1( o >2i

. _ J i! !
paldi k1) = (1 4 q)ith+2 Z (i+4)i 14+«

i=0 ]

Paljs k1) =

B a](]+k+l 1 Z i+t k+l—1) (G+1—1) o 2i
(1 )itk (i + j); il 1+a)

rae o3Haka (x); npencrasiba [loxamepoB cuMb0I 3a yOIIITEHN OIana-
jyhu ¢parropujen, (z); =z(x —1)---(z —i+1).

Konauno, kopucrehn nedpuuunujy I'aycoBe xumepreomerpujcke
¢yHKIUjE

o Fi(a,b;c;2) = Z )il |z| <1,

(¢); z"
1=0 ¢
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DLINAR(1) monen

nobuja ce m3pas 3a BepoBaTHONy pu(J, k, 1)

Qj(j#—k—@-l—l) N 9

Cmajajyhwm (2.1.2) u (2.1.3), nobuja ce

k) = (1+2u)al i( u )”(j+k+l—1)
o (14 p)2(1+ )t = \ (1 + a)(1 + p) j
o \2
BlLi+E+Li+15 | — .
X2 1(7]+ +jj+7(1+0&)>
Caununo ce moka3syje ma, 3a j > 0 u k < 0, Basku

9a(J, k) = (1+(:)j(12/jr)z;k+g io: ((1+aul+,u )2l (j+;_ 1)

) (2.1.4)

XQFl(l—k,jH;jH

Haume,

L+2 &
9a(j k) = %ZP&*X —axY,=75,X,=01Y,=1—k)

W
=
<1+,LL> 0

U Ha CIMYAH HAYWH KaOo W y caydajy 3a k > 0 mocienma jeqHAKOCT
nocraje

' 1+2 0 2[
9a(j k) = K Zpa okl — ( +u) . (2.1.5)
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C o63upom Ha TO nma je k < 0, Beposarunoha p,(J, k,l — k) hie 6utn

pa(j7 k7l - k)

WE

Plax X, =i+ j|X,=0)PlaxY, =1Y,=1-k)
i+i+l—1 o Y71\
1+ 1+« 1+«
WERETES a \'/ 1\
1 1+ 1+«

°°<z‘+j+l—1)<z‘+l—k—1) ]
P i+j i (1 + a)2z’+j+2l—k:’

a CIMYHUM TpaHCcPopManmjaMa Kao M y CAydajy 3a HEHeraTUBHO K
nobuja ce

0

=

M

()

I
o

oﬂ(”l_l) 2
Gokd—k) = — 32 p(l—kjrljr(——) .
pa 9 ) (1+Oé)]_k+2l 9 I ? 1+O{

Haxon 3amene Bpennoctu Beposataohe p,(j,k, 1 — k) y mzpas (2.1.5)
mobuja ce jemmakoct (2.1.4).

Rana je j <0, a k > 0, BepoBaTHoha mpemna3sa je

1420 &

. 2 Y PlaxX, —axY,=j,X,=1+kY, =1,
(i) =

9a(J; k)

IITO HAKOH MCTUX TpaHchopManmja Kao y ciaydajy kaza je 7 > 0 m
k >0 maje

9a(J, k)

f: (X, =k+1)PY, =1
B
<w> B
142 &

21
(i k1) .
(1+ p)? Zp / (Hu)
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DLINAR(1) monen

MebyTum,

pa(ii k1) = > PlaxX,=iaxY,=i—j|X,=1+kY, =10

=0
o0

= Y PlaxX,=ilX,=1+k)PlaxY, =i—jY, =1

=0

B i i+k+1-1 a \' [/ 1 \"*
N — 1 14+« 14+«
(ST ERES o N7 1\
i—j 1+a 1+a

B i": itk+1-1\[(i—j+1—-1 a¥=i
- P Z Z—j (1 + Q{)Ql J+20+k

0
- pa(_j7 _ka [ + k)7

mTo je BepoBaTHOha p, y CaAyYajy HEHETaTWBHOT ] W HEraTWUBHOT k.
360r Tora je, y cayuajy kana je j <0 wu k>0, go(J, k) = go(—J, —k).
W, ma kpajy, kana je j < 0 u k < 0 BepoBaTtHOha mpesaza je

1+2
9a(j, k) = +—M,€ZP(0‘*Xn—Oé*Yn=j7Xn=l,Yn:l—k;).

700 W
<1+u) =0

Amnamorso rao y caydvajy j > 0 u k < 0 mobuja ce

4 L4280 o~
4a(k) = =N pa(ik )P(X, = DP(Ys =1 — k)

M
- =0
<1+u)

Paldik,l—k) = Y Plax X, =ilX, =0)PlaxY, =i—j|Y,=1-k)
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B i": i+1-1 a \' /[ 1\
- = i l+a) \1+a
(il a 7/ o1\
11— 1+ a 1+a

B i(m—l—l)(i—jJrl—k—l) a?i
— i i —j (1 + a)Qi—j+21—k’
.7 _k l y

= pOf(_] ) )

a To je BepoBatrHOoha p, y cuayuajy 7 > 0 u k > 0, omakie ciemu
na, kaga je j < 0 u k < 0, monoso je g,(j, k) = ga(—7,—k). Tume cy
BepoBarHOhe mpenasa onpebene 3a cBako j € Z u cBako k € Z.

Rapakrepuctuuna ¢yHKIUja ciaydajHe IpOMeJbUBE HA jeIUHCTBEH
HA4YMH ONMCYje PACIONeNy CHIydJajHe IPOMEHJbUBE, a TaKohe ce MOoke
MCKOPUCTUTHU 3a JIAKIIEe M3BODHeme MHOTUX OCOOMHA CaydajHe TPOMEH-
smuBe. PenatuBHO nako ce Moske mOOUTH U3pa3 KAPAKTEPUCTUUIHE (DY HK-
nuje ciydajHe mpoMeHmuBe o ® Z,. Hben obauk je mat caenehowm teo-
pemMomM.

Teopema 2.1.1 Rapaxmepucmuura Gynruuja cayuajre npomensuse o ®
Zn je

(1+a—ae™)(1+a—ae™™)
L+ a(l+p) —a(l+p)e] 1+ a(l + p) — a(l + p)e]

o(t) = [ (2.1.6)

Joxas. Kapakrepuctuyny (QyHKIU]Y CIydajHe IPOMEHbUBE o O Z, je
jemnocraBuO m3Bectu kopucrehu nepuuunmjy omeparopa (2.1.1)

Pacz,(t) = Z E (efe0%)

Z=—00

Zy = z) P(Z, = z).

Kopucrehu uumenuny na ce caydajHa IPOMEHJ/bUBA Z,, Ca AUCKPET-
HOM JlamnacoBoMm pacmonenoM, MOKe, Y PaCHONen, IPEeICTABUTU KAo
pa3iuKa IBe HE3aBUCHE CJIydYajHe MpPOMeHbUuBe X, 1 Y, ca UCTOM Teo-
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DLINAR(1) monen

METPUjCKOM pPacCIomaesoM, nobuja ce

PaGZ,(t) = Z Z E (eit(a*anoz*Yn)‘Xn =Y, Y, = Y= Z)

z=—00 y=0

xP(X,=y,Y,=y—2)

+ i i E (eit(a*anoz*Yn)|Xn —y + 2, Yn _ y)

z=0 y=0
x P(X,=y+zY,=y). (2.1.7)

3a mare X, =yuY,=y—=z, axX, u a*Y, Cy HE3aBUCHE CIydajHE
npomensuse ca NB(y,a/(1 + «)) u NB(y — z,a/(1 + «)) pacuomenom,
pecnekTuBHO. ToO mMmaumMpa na je

E (eit(o‘*x"_o‘*y"”Xn =y, Y, =y— z)
= E ("X, = y) E (e "*™"Y, =y — 2)
=(1+a-ae") ' (1+a—ae™) . (2.1.8)
Ha camuan mauwun ce mobuja ma je
E (e”(a*X”*a*Y"HXn =y+2zY,= y)
=(l+a—a”) " " (I+a—ae™) . (219

Axo ce, y muiby jeqHOCTaBHUjer 3alucUBama, yBedy cienehe oszmake,
A=1+a—-ae®u B=1+a—ae ™, zamenyjyhu (2.1.8) u (2.1.9) y
(2.1.7), mobuja ce

00 2y—=z 1
Pawz,(t) = Z ZAyBy z (1+,u> m

z=—o00 y=0

2y+z
" 1
T ZZAy+sz (1—}—,u) (1+M)2'

z=0 y=0

Hakxon cymmpama penoBa, KapaKTepUCTUYHA (GYHKNUja qoOMja O0OIUK

AB =1 o\’
1) = i
Pz (f) AB(1+M) — 2 D <1+u>

z=1

[ee] 1 z
+ ABl+u ;ﬂz z<1+u>’

z=0
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OIHOCHO,
B AB u A(l+ p)
()OQQZn<t) - AB(1+N)2_M2 (B(1+M)—N+A(1+M>—/L)
AB
T A+ ) - W) (BA+ ) — )
B (1+a—ae™)(1+a—ae™™)
[ tal+p) —al+pet] [+ a(l +p) — a(l + pe]’
O

N3pas (2.1.6) ucroBpeMeHo npeacTaBiba U KAPAKTEPUCTUYHY (Y HK-
nujy ciaydajHe mpoMeHsmuBe o *x X, —axY,, roe cy X,, u Y, nBe He3a-
BUCHE jeJHAKO pacrojeseHe ciaydajue npomensuse ca Geom(u/(1+p))
pacrnomenaoM, a o HeraTUBHM OMHOMHU TWHMHT omnepatop. Ha ocHoBy
Tora, nobuja ce ciaemehwm pesyarar.

ITocnemuna 2.1.1 (a) o © Z, L oax X, —axYy; (6) E(a ® Z,) =0
(8) Var(a ® Z,) = 2au(1 + 20 + ap); (2) 06 Z, L' 0; cumbon *L
03HAUaBa JEOHAKOCTN CAYHATHUT NPOMERDUBUL Y CKOPO USBECHOM CMUCAY.

(0) 1®Zn;éZn.

;
1

loxasz.  (a) Ysumajyhu y o063up Besy kapakTepuctudsHe (yHKIUjE,
Yaxx, (t), 1 dyHrmuje remeparpuce BepoBatHoha, Pu.x, (t), Yaxx, (t) =
®,.x, (e"), y3 uspas 3a ¢yHENMjy remepaTpuce BepoBarHoha, mar y
paxy Risti¢, Bakouch u Nasti¢ (2009),

l4+a—at

@a* t — 9
X () L+a(l+p) —a(l+pup)t

U YUHEHUIE 14 je
-1
(I)a*Xn—a*Yn (t) = q)Oé*Xn (t)q)a*yn (t )’
jeIHOCTABHO ce MOJa3’u OO 3aKbydKa Oa je

SOOt@Zn (t) = SOCV*Xn_a*Yn (t) .

JenmHaKOCT KapaKTepUCTUYHNX (YHKIMja je eKBUBAJIEHTHA jeTHAKOCTH
CAy4YajHUX TPOMEHJbUBUX Yy PACIIOIEIU.
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(6) C 063upomM Ha TO ma ciaydajHe TPOMeHbUBe « * X, U « * Y, umajy
KCTYy paclomely, JaCHO je na je MaTeMaTUJyKO ouekuBame K(a® Z,) =
ElaxX,)— E(axY,)=0.
(8) Kopucrehm ocobune rapakrepuctudne ¢(yHKIUje CIydajHE MIPO-
MeHLUBe a( Z,,, OMHOCHO H-eH IPBU U APYTH U3BOI, JAKO ce MOke nohn
IO M3pasa 3a AUCIEP3ujy CaydajHe TPpOMeHmbUuBy a® Z,, Var(a® Z,) =
2a(1 + 2a + ap).
(r) Homro je aw = 0, Ha ocuoBy ocobusne (B), caemu na je 0® Z, CKOPO
M3BECHO KOHCTaHTa. Kako je m meHO MaTeMATUYKO OYEKUBAHE jeIHAKO
HYJIV, TOKa3 je 3aBpIIEH.
(n) NMako je y medpmuunmju omepartopa « € [0,1), ma 6u ce mcrarmie
pasiuKe y OAHOCY Ha OMHOMHM TUHWHI OTIEPATOD U ONEPAaTOpe KOjUu Cy
M3BeNeHU 13 OMHOMHOI TWMHWHTra, Oulie yKa3aHo 1 Ha TPAHUYHU CIIydaj]
kana je a = 1.

Yaumajyhu y 063up pesynrar non (a) u pesyarar u3 Risti¢, Bakouch
n Nasti¢ (2009) nma je

0, c.B. 1/(1+ p)
1« X =¢ X, c.B. 2/(1+ p)?
X+Y, cs.p/(1+p)?

rae, mehycobno HezaBucHe ciaydyajHe npoMmensmuBe X um Y mmajy reo-
merpujcke, Geom(pu/(1+ p)) u Geom((1+ u)/(2+4 p)), pacmonene, ouu-

d
raenso je ma je 1 ® Z, # Z,. O

Hexke ocHoBHe ycinoBHe ocoOmHE ciydvajHe MpOMeHJbUBE o O Z, 3a
3amaro Z, cy mate y ciaenehoj teopeMu.

Teopema 2.1.2 YcaosHo ouekusame u Ycao8Ha OUCTLEPIUJA CAYUAJHE TP O-
Mmenpuse o Z, 3a 3a0amo Z, cy

Ela® Z,Z,) = aZp,, (2.1.10)
20(1 + a)p?

Var(a ® Z,|Z,) = a(l+a)|Z,| + T2

Jloxas. Hajupe tpeba mokaszatu na je 3a k > 0
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E((a® Z)¥Z, =2) = E((a* X, —a*Y,)*|X, - Y, =2)

o0 2y
(}iil)g y=0 (ﬁ) E((ax X, —axY )X, =y+2Y,=vy), 2 >0,

oo 2
2 5 (1) Bl = Xo - @ VX, = 2. Yo =2 = 2), 2 <0

Heka je z > 0. Taga je
E((a® Z,)"2Z, =2) = E((a* X, —ax*Y, )k|X —Y, = z)

_;zP(QQZn—dZ =2z) Z Z—z)

N3zpakaBajyhu BepoBaTtHONhYy mpeceka MpPeKO YCJIOBHE BepoBaTHONE,
nobuja ce

E((a® Z,)"| Zy ZZ)—
142
= *ﬂz ES P (@6 = iKX= 2 4 .Y =)
(1+N) =0 y=0
XP (X, =z+1y)P (Y, =1)
142 O n\
BREEE Z ZP (a® Z,=ilX,=z+y,Y, y)< )

1+ p

=0
1+2u

_ Z)*1X, = Y, =y).

Ha cauuanm mauwmn ce mobuja m omrosapajyhu mspas y ciydajy Kamaa
je z < 0.

Ha ocmoBy ocoOnHa HeraTwBHOr OMHOMHOI TUHUHTA W3 JeMe 3,
Risti¢, Bakouch u Nasti¢ (2009), kourperno, E(a* X) = aFE(X), nobuja
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ce ma je

Elax X —axY|X =z,Y =y) = azr—ay.

Tama ce, 3a z >

E(a® Z,

0, mobuja ma je

|Z, = 2) @Z)]X —Y,=2)

1+2

(14 p)? I+p

=

1+2u ( >
(14 p)? = 1+

XE(ax X, —axY,|X,=2+1y,Y,=1)

B 1+2u -
i (7)o

_1+2/Li( o )
(14 p)? 1+

1+ 2p

y=0

<1+N) .1_ (L)Q

Cnyuaj ranma je
JIMKa je y ToMe
X = Y, Y, = Y+

[IIto ce ycnoBHe mucneps3uje TUUe, N3pavyyHaABAKHE je BPJIO CIUYUHO.
[Ipunukom m3Bohewma, MOHOBO ce KOpuUCTe OCOOMHE HETAaTUBHOT Ou-
HOMHOr TuHMHra u3 seme 3, Risti¢, Bakouch u Nasti¢ (2009).

= Qz.

1+p

z < 0 ce mokasyje mO MCTOM NpUHIUIY. JenuHa pas-
mTO ce ymecTo ycaoBa X, = z + y,Y, = Yy, KOPUCTHU

Z.

nyta E((a* X)?) = a?E(X?) + a(l + a)FE(X). Ilobuja ce na je

E((lax X, —axY,)?|X,=2,Y,=y) = E(a® Z,)?*|X,=12,Y,=1y)

o(l+a)(z+y)+a’(z —y)*

Heka je cama z > 0. Tana je

Var(a © Zy|Z, =z) = E (e ® Z) | Z, = 2) = (E(a® Z,|Z, = 2))?
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il io: (L)%E ((a® Z,) | Xp =2+ 9. Yo =y) — (az)’

OsBora



Koucrpyknuja TurmHr onepaTopa a®

142 o L%a a)(z o?2?) — (az)?
- )Z( ) (@t @) 2m) 4 %) - 0

. 2y 2
36o0r ummenune xa je » 7, <ﬁ) — (ﬁgi :

amyaupa uctu u3pas yuyrap pena. Cama je

ymamuaan (az)? Moske na

(14 p)? = \1+p
1+2u B 00 IU/ )2y OO( ,u )2y
a(l +a)z — + 2a(1 + « —_—
(1+p)? ( );<1+u ( ); 1+u) *
- e
1o | a(l4a):  200+0) ()
- 5 T 2
(14 p)? 1_(L> %
5 (- ()
i y
:Qa(1+a)1+2M+a(1+a)z.
Y cayuajy kana je z < 0, nobuja ce m3pas
12
Vv Zn|Zp = 2) = 2a(1 —a(l ,
ar(o ® Zy,| z) = 2a( +a)1+2u a(l+a)z

MITO KOMILJIETUPA OOKa3 Teopeme. U

OcuMm mpukaszaHnX yCJIOBHUX Mepa, Koje he OuTu ox KOPUCTU IPU-
JINKOM M[OKAa3WBama HEKWX KapaKTePUCTUKA Koje he OuUTU moMeHyTe
KacHUje, joIr jeaHa ocoOuHa je BPJIO uHTepecanTHa. Hawme, omepaTop
a® ce MOsKe NOBECTU Yy Be3y Ca HEKUM IPYTUM TUHUHT ONePATOPUMA.
Crneneha teopema maje aaTepHATUBHY PENPE3EHTAIN]Y CIydajHe IMPO-
MeHJ/bUBE (v (O Z, IPEKO HETaTWBHOI OMHOMHOT TUHWHI OIE€PATOpa (v.

Teopema 2.1.3 Hexa je dama cay4ajia npomersusa Z, ca QUCKDeEmHoM
Jannacosom, DL(p/(1 + 1)), pacnodeaom u nexa cy X, u Y, cayuajre
npomennuse ca zeomempujckom, Geom(u/(1 + p)), pacnodeaom. Hexa
je {Dj, j > 1} nuz ne3a8uchur CAYHAHUT NPOMEHDUBUT CA OUCKDETMHOM
Jlannacosom, DL(a/(14a)), pacnodeaom u nexa cy cayuajre npomenpuse
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Zny, Xn, Yo, Dj, 7 > 1 u cayuajne npomenpuse Koje yuecmsyjy y o nesa-
sucne. Tada
min(Xy,Y5)

a® Zy L sqn(Zy)(a x| Z,)) + Z D;, (2.1.11)

20e je Z?E(X"’Y") D; = 0 xada je min(X,,Y,) = 0, a sgn je pynxyuja
3naKa.

Jlokxas. Y mumy mOKa3a OBe TeopeMe, buhe mMOKa3aHO ma Cy KapakKTe-

pucTtruHe (YHKOUje CIyYajHUX NOPOMEHBUBUX oG Z, u sgn(Z,)(ax
min(X,,Yy)
|Z,))+ Y. Dj jennaxe.
=1
min(X,,Yy)
[Tomro cy cayuajue mpomenmuse sgn(Z,)(a x |Z,|) n z D;

He3aBUCHE, KAPAKTEPUCTUYHA (DYHKIM]a BUXOBOT 30mpa he 6I/ITI/I npo-
M3BOJ MOjeIMHAYHUX KapaKTepucTudynux (yurnuja. Heka je ¢;(t) ka-
pakTepucTUUHa (GYHKIUja CiaydajHe npoMensmuse sgn(Z,) (a *|Z,]). Ha
OCHOBY He(pUHUIMje CiiydajHe MPOMEHJbUBE Z, U HETATUBHOT OMHOMHOT
TUHUHT olepaTopa «x, mobuja ce na je

pr(t) = E(eit'sfm(zn)(a*|Zn|))

o)

= > E(nnendD|z, = 2) P(Z, = 2)
1 - - " ‘
_ E it(axZn) -
1—|—2u; (e [Zn Z)(l—i—,u)

1 E —it(axZyp) _ M -
+ 1+2MZE(6 | Z, = Z)(—l—f—u)

z=1

- £ 5~ Zn 1 :

> p(ermiiz, =) ;

—~ 142 \ 14+ u

—l—iE(e ——z) L ( o >Z
g 14+2u \1+4+p

. Zn .

C o63upom Ha TO ma je » ;" W, 30up He3aBUCHUX, jeIHAKO PACIOnesbe-
HUX CJIy4YajHUX NPOMEHJ/bUBUX CA T€OMETPU)jCKOM, Geom(H ), pacmome-
JIOM, a MaTeMATUYKO OUYCKMBAH¢ y Pedy, HeroBa KapaKTePUCTUYHA

Zn
i=1
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GyHKIUja, YCIOBJ/HEHA Dean3alyrjoM CIydYajHe IPOMEHJbUBE /,, Tpa-
’KeHu u3pa3 mobuja ciaenehwm obauk
1

L+2p | = 14+ a—aet 14+ pu
+§: L) () )
g 1+a—ae ™ 14+

Hakon jemnoctaBHOT M3padyHaBama BPETHOCTH CTEIEHUX PeIoBa, HO-
dbuja ce

p1(t) =

o1(t) 1 [ (14p)(1+a—ae®)

1+2p | (I4a(1+p)—a(l+p)et)
(1+p) (1+a—ae™™) _}
(I+a(l+p)—a(l+p)e)
(14+p)*(1+a—ae™) (1+a—ae™ ) — 2
(1420) (1+a(1+p)—a(l+p)et) (1+a(l+p) —a(l+p)e=*)

Heka je, ca npyre crpane, ¢7(t) KapakTepucTUYHA QYHKIMja CILyYajHEe
min(X,,Yy)
TPOMEHJLUBE D;. Tana je

J=1

min(Xn,Yn)
it Y Dy

er(t) = Ele 7

min(Xp,Yn)
it > D
= Y Efle &~ X,=2,Y,=y| P(X,=2Y,=1)
0<y,z<oc0
Yn
1 2 Di g\
-, 2 P e (25)
0<y<x<oo
X’VL
1 Zt;Dj ILL I+y
o, 2 P ) (55)
0<z<y<oo

MaTeMaTUUYKO OUYeKMBaMWme KOje (Gurypuile y pemoBUMa, IpPeNcTaBlba
KapaKTepPUCTUYHY (YHKIU]y 30Mpa HE3aBUCHUX, jeIHAKO PacCHoIeshe-
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HUX CJIyYajHUX TPOMEHJbUBUX Ca T'€OMETPU)CKOM, Geom(ﬁ), pacmo-

EeJIOM, YCJOBJLEHOI peasim3alujaMa CJIIydajux MIPOMEHBUBUX X, U Y,.
36or Tora je

B 1 . ,uachy
eol) = 2. e ira—ac P (T

0<y<z<oo

1 ’uery
+ , . .
2. [Tra ae(Tra ac ] (Lomrm

0<z<y<oo

1 = = 1 ‘ w
= (o 2 e 2 [Traae(Tra—ae AP (T

r= y=0

T

1 0 B
! <1+u>22(1+u)y¥[<1+a—ae“)<1+a—ae“)]9” (L)

y—1 1

YHyTpammn penoBr HUCY HUITA JIPYrO OO PEeNOBU TI'eOMeTPUjCKUX
nporpecuja. HbuxoBum m3padynaBameM, mo0OUjajy ce eJeMEeHTAPHU
CTEeNeH! PeNOBU YUje ce BpemaHOCTU jJako pauyHajy. CpebuBamem mno-
OujeHor pa3JOMKa Ce, 3a KapaKTepPUCTUYHY (YHKIU]Y CIydYajHe IIPO-

min(X,,Yy)
MEHJLUBE D;, nobuja uspas
j=1
1+2)(1+a—ae(1+a—ae ™
oty — L2 X )

(14 p)?(1+a—aet)(14+a—ae ) — p?

Ha kpajy, MHOMkemeM kapakTepuctTuuHux ¢yuruuja ¢r(t) u or(t) mo-
6uja ce (2.1.6), mTo U UMpeACTABLA KAPAKTEPUCTUYHY (OYHKIU]Y CILy-
yajHe IpoMeHmpuBe o ® Z,. O

Tpeba npumeruTy u ga ce qecHa crpasa jenHakoctu (2.1.11) moke
UHTEePIpeTupaT Kao 30up aBa TUHUHT omeparopa. IlpBu cabupak,
sgn(Zy,)(ax|Z,|), npeacraBiba 3HAKOBHY TUHUHL OIIEPATOP KOJU CY yBEJIN
Latour u Truquet (2008). EaemenTy 6pojauykor HuM3a OBOT OIEpaTopa,
y KOHKDETHOM CJIydajy MMajy TIeOMEeTPU]jCKY, Geom(l_%a), pacrnoeuny.

min(X,,Yy)
Hpyru cabupak, >, Dj, ce moxke cUMOONIMUKA 3amucaTe y 00-
j=1

mury « o min(X,,Y,), roe oo’ mpencraBiba TUHUHT omepaTop ca Gpo-
JAYKMM HM30M HE3aBUCHUX, J€THAKO PACIOAe/bEHUX CIYUAJHUX TPOMEH-
mwuBux D; ca muckpernom Jlammnacosowm, DL(IJ%Q), pacmomesioM, a Koju
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ce IpUMemYje Ha CIy4YajHy TPOMEHJBUBY Ca T€OMETPUjCKOM PacIoie-
J0M, ¢ 063UpPOM Ha TO Oa ciayuajua npomensusa min(X,Y) uma reo-
MeTPUjCKy pacromnesom ca odekuBameM (u/(1+p))?. Tpeba marmacuru,
rakobe, na, y cknany ca Kozubowski u Inusah (2006), cayuajua npomen-
min(X,Y") .
mUBa Y o D;, nma, y ommreM Ciyd4ajy, aCUMETPUYHY IUCKPETHY
JlanmacoBy pacnoneny. OBaxBo, aJTEePHATUBHO IPEICTABILAHE OIE-
patopa a ® Z, oMoryhyje omepaTuBHUju pajn jep, Buaehe ce kKac-
HUje, IPUJINKOM FeHEePUCala BPEeIHOCTHU ciydajHor Husa {Z,} He Mmopa
6utu ob6asesno mosHaBame rommonenTu {X,} u {Y,}, seh Bpemnocru

13 IPETXOIHNX TPeHyTaka camor Huza {Z,}.

2.2 KoucTpyknuja MomeJsia

Y oBom meny he Outm nepurHMCAH jenaH HOB, CTalMOHAPAaH, IIO3U-
TUBHO KOpPeJUWpaH, ayTOPerpecuBaH BPEMEHCKU HU3 Ca IeJ00pOjHUM
BPEIHOCTUMA, Ca AUCKPETHOM JlammacoBoM MapruHAJIHOM DPacCIore-
aom. Heka je spemencku vus {Z,,n > 0} ca muckpernom Jlammacosowm,
DL(ﬁ), MarpuHAJHOM PacCIonesioM, neduHUCaH Ha cienehu HaywH:

Zn=a0O Zy_1+e, n>1, (2.2.1)
rue je Zy ciaydJajHa IpOMEHJbUBA ca QUCKpeTHOM JlammacoBowm, DL(ﬁ),
pacnozmenoM, {e,,n > 1} HM3 HE3aBUCHUX UM jeJHAKO DACIONEJHEHUX
eI00POJHUX CIIYUAjHUX TPOMEH/LUBUX, TAKBUX HA CYy €, U Z, ; He3a-
BUCHU 3a CBako [ > 1, TmHMHr omepaTrop a® je mepUHHCAH M3PA30M
(2.1.1), a enemenTu Gpojadror HU3A Y A Z, 1 Cy CIyYajHe TPOMEHILU-
B€ HE3aBUCHE O 4, U €, 3a cBako n u m. OBaj momen he namame dutnu
osnauen ka0 DLINAR(1) BpeMeHCKM HU3, MITO jé aKPOHUM E€HIJIECKOT
masuBa, Discrete Laplace INteger-valued AutoRegressive time series of the
first order, makse, mea0OpPOjHU, ayTOPErPECUBHU BPEMEHCKU HU3 TPBOT
pena ca muckpeTHOM JlamracoBoM MapTUHAJIHOM PACIIOIEITIOM.

Y macraBky he 6utu paszmarpane ocobune DLINAR(1) Bpemenckor
uu3a. Hajope he Outw ananu3upan MHOBAIIMOHU BPEMEHCKU HU3. Kako
u3riena pacmojesia ciydajoe npomenmuBe e,? Moske ce mokraszatu
[a ciIyJYajHa MPOMEHJLUBA €, TPEACTAB/LA MEIIaBUHY UYETUPU CIIyUaj-
HE MPOMEHJPUBE, U TO, ABE CIIyUYajHEe MPOMEHJ/bUBE ca nuckpeTrHom Jla-
[JIACOBOM PACIIONEJIIOM U ABE CJIyYajHe TPOMEHJbUBE CA aCUMETPUYHOM
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nuckpetnoM JlammacoBom pacnomenom. OBa YUHLEHUIA je TTOTKPEIJbe-
Ha caemehoM TeopeMoM.

Teopema 2.2.1 Axo je a € (0,u/(1 + p)], 0 > 0, mada je pacnodeaa
CAYUATHE NPOMEHLUBE €, 06AUKA

( 2
DL (). ca (1- )",
eni SDL ﬁ’l;La 5 C.8. 'uoi—ua _lfi_ua ’
SDL ﬁ,ﬁ ,  c.e. MO‘T“a 1_;3; ’
2
\ DL(&)? C.8. (%) ,

)

20e oznaxa ,c.8.” 3navwu ,ca seposamuohom’”.

Jloxas. Heka je g, (t) kapakrepucTruHa QYHKIUja CIydajHe TPOMEH-
suse e,. Ha ocroBy (2.2.1), He3aBrCHOCTH ejeMeHATA OPOjAUKOr HUA3A
y a® L, 1 U e,, KAPAKTEPUCTUYHNX (PYHKIMja CIIYUajHUX IPOMEHIHPUBUX
Zpma® Zy_y, natux nspasuma (1.2.5) n (2.1.6), nobuja ce na je

vz, ()
QpaQZn_1<t)
(Ita(l+p)—a(l+p)e”)(1+a(l+p)—a(l+p)e ™)
(1+p—pe)(14+p—pe=) (1+a—ae' ) (1+a—ae=)

Pe, (1) =

B 1—a N a 1—a N a
 \Ip—pet  1da—aett )\ 1+p—pe—it " 1+a—ae=it )’

rae je a = ap/(p — o). Hakon Tpanchpopmanuje ce nmobuja ma je

B (1—a)? a(l —a)
PO = A u—pe(+p—pe® T A+ p—pet)(1 +a—ac )
a(l —a) a’

+(1 +a—ae®)(1+ p— pe=™) i (1+a—ae?)(l4+a—ae )
Konauno, kopucrehu yumenuily ma cy

1 1
: oy (t)= : __
I+p—pe)(1+p—pe=™) ) (Ltp—pet)(1+a—aei)
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1 1
(I+a—ae®)(14+pu—pe=t)’ ealt)= (I+a—ae)(1+a—ae™™)

p3(t)=

KapaKTepPUCTUYHe (YHKOUje CIydajHUX HPOMeHBUBUX ca DL <1+u>

SDL < 1+p? 1+o¢

Ho, u na 6pojesu (1 —a)? a(l —a),a(l —a) u a® npencrasmajy Bepo-
saTHONE Hekor moTmyHor cuctema morabaja, Tj. (1 —a)? + a(l —a) +
a(l—a)+a*>=1u (1-a)®>>0,a(l —a) >0 u a® > 0, nobujamo mora3s
Teopeme. O

) SDL <1+a, 1+u> u DL ( ) pacnonenaMa, pecleKTUB-

Tpeba npumerutu 10 na je ycuaos na je « € (0, u/(14 p)] Heonxonan
na O6m pacmonesa ciaydajHe IPOMEHJbUBE e, Ouiaa modbpo nepuHMCAHA
jep ma Om caydajHa TPpOMEHJbUBA €, Omiaa MemaBWHA MTOMEHYTEe YeTUPU
CnyanHe npoMeHsmbuBe, oTpebHo je ma speanoctu (1 —a)?, a(l —a) n
a’® 6yny BepoBarHohe mekmx moryhwmx norabaja, Tj. ma mpumanajy
unrepsany (0, 1], kao u na 36up (1 — a)? + 2a(1 — a) + a?, Kao 36up
BepoBaTHONhAa HEKOr MOTIYHOT cucteMa norabaja, Oyne jemHak 1.

Ha ocuoBy mperxomne Teopeme u umieHUIE na ce auckperHa Jla-
[JIACOBA DPACIOese MOKe MPEICTABUTU KAO PA3JUKA [ABE CIIyJyajHe
MPOMEHJBPUBE Ca NEOMETPUjCKOM PAaCIONEIOM, MOKe ce mohm mo mHTe-
PECaHTHOT 3akJbydUKa KOjU je mar cienehom mocsenumoMm.

ITocnemuma 2.2.1 Axo je « € (0,u/(1 + p)], mada je e, 2 En — N, 20€
CY Ep U Np 08€ HEFABUCHE U JEOHAKO PACNOOEHEHE CAYUAJHE NPOMEHDHUBE
wuja je pacnodesa 0ama ca:

{ Geom(lw), c.8. 1—};’:—‘”0[,

Geom(1+ ) c.8. ;‘_—"a

Pacnomena mHOBAIMOHOT BPEMEHCKOT HU3a {&,}, IpUKa3aHa y OBOM
00JIMKY MOKe I10jeIHOCTABUTUA U3BODEme MHOTUX OCOOMHA CaMOT WMHO-
BanuoHor, a u reaepaino, DLINAR(1) Bpemenckor Huza. Jemna on
BUX je mata y cienehoj mocienuiu.

ITocaemuma 2.2.2 Ha ocnosy 0cobunG uHOBAUUOHOZ 8DEMENCKOZ HU3A
{en} npurazanuz y Risti¢, Bakouch n Nasti¢ (2009),

E(en) = (1—-ap,
Var(en) = (I+a)u((1+p)(1—a)—a),
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DLINAR(1) monen

dobuja ce da 3a epemencku wuz {e,} saxncu

E(e,) = 0
Var(ey,) 21+ a)pu((1+p)(1 —a) — a).

IIpumenba 2.2.1 Ha ocHOBY anTepHATUBHOT TpEACTaBbaMa Olepa-
Topa a®, gartor y treopemu 2.1.3, cienu na je moryhe koncrpyucartu,
nomohy HeraTwUBHOT OMHOMHOI TUHUHI OIE€paTopa, CTaluOHAPaH Bpe-
MEHCKM HU3 Ca OUCKpeTHOM JlammacoBoM MapruHAJHOM PAaCIOIEIOM.
Moske ce mocMaTpaTy cranroHapaH BpeMeHCKu Hu3 {Z,} ca mauckper-
HOM JlammacoBoM MapruHAJIHOM PACIONEJIOM, HAT U3Pa30M
Zn = Sgn(Zn—l)(a * ’Zn—lD + gnan > 17
rue je Zy ciaydajHa IPOMEHJLUBA ca qucKpeTHoM Jlamracosom, DL(ﬁ),
paCIomesoM, HU3 CIydajHux npomenmusux {&,} mepunucan mspazom
min(X,,Y5)
&= >, Dj+e,n > 1, erementn mmszosa {X,}, {Y,} u {D;}
=1

cy cnyqeine IPOMEHJLUBE KOje 3a10BOJLaBajy yciloBe Teopeme 2.1.3,
a eJIeMEeHTU HU3a €,, CAyJYajHe IPOMEHJLUBE KOje MMajy PacIomery
ompebeny TeopemoMm 2.2.1 u Koje Ccy He3aBUCHE O eJIeMEeHATa CJIyda-
juor mmsza {D;}.

OsBa mociemuna ce, Ha jeIHOCTABAH HAYWH, MOXKE IOKA3aTU AHAIU-
3upajyhm obauk KapakTepucTU4YHe (YHKIMje cilIydajHe ITPOMEHJLUBE
Zn = sgn(Zn_1)(a x| Z,_1|) + &,. Hanme, ysumajyhu y 063up pesynarar
u noka3 Tteopema 2.1.3 m 2.2.1, omHOCHO KapaKTepUCTUUHE (PYHKIN]je
oarosapajyhmux ciayvajHUX IPOMEHJ/bUBUX.

2.3 Ocobune momesia

Y oBoM oesbKy he Outu u3BeneHe U aHAJU3UPAHE OCHOBHE OCOOUHE
DLINAR(1) BpeMeHCKOT HU3a. 3aHUMJBUBO je IPUMETUTHU [a CE€ MHOTE
ocobure DLINAR(1) BpeMeHCKOr HM3a MOTY M3BECTH mocMmarpajyhu
BPEMEHCKM HU3 Kao pasnuky nsa HesasucHa NGINAR(1) Bpemencka
ausa {X,} u {Y,}, nepunucana na caemehu nauun

X, = a*Xn—1+€na n=>1
Y, = Oé*Yn—l—’—nna n =1,
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Ocobure Momena

rae cy {X,} u {Y,} mBa mesaBucua, cramuoHapHa, ayToperpecuBHa
BpeMeHCKa Hu3a ca reomerpujckom, Geom(u/(1+ p)), u > 0, mapruna-
HOM pacunonenoM, {e,} u {n,} nBa, rakobe, y3ajamuo He3zaBucHa, HU3A
HE3aBUCHUX WM jeTHAKO PACIOAEbeHUX CIYUYAJHUX MPOMEHJLUBUX YUje
cy pacnogesie pnate y nmociaenuriu 2.2.1, X, ;ue,, kaou Y, ; u n, Cy
He3aBUCHE CIOydYajHe MPOMeHJbuBe 3a cBako [ > 1. Tpeba mpumeruTn,
rakobe, na je NGINAR(1) Bpemencku HuU3 noOpo mepuHUCAH 3a « €
(0, 0/(1 4 p)]. Maprunamsua pacmonerna oa asa NGINAR(1) Bpemen-
cka Hm3a je reomerpujcka Geom(u/(1 + p)) pacmomena. Ha ocumoBy
nocaenuna 2.1.1 u 2.2.1, nobuja ce na je:

Xn - Yn - (Oé * Xn—l — Qo Yn—l) + (571 - nn) i a® Zn—l +én = Z’m (23]—>

Tj. Z, 4 X, —Y,, 3a ceako n > 0. 36or Tora Basku na je E(Z,) =0 u
Var(Z,) =2u(1+ p).

3a DLINAR(1) Bpemencku uu3, nepunucas ca (2.2.1), Baxku u cie-
nehu pesyarar.

Teopema 2.3.1 DLINAR(1) epemencru nuz {Z,} je cmpozo cmayuona-
par u epzoduvan npoyec Maprosa.

Jlokas. Hajupe he 6utu mokazamno, na je DLINAR(1) BpemeHCKN HU3
nporec MaproBa. Ha ocHOBY mpencraBmpbama omeparopa a®, ZATOT Y
. d
teopemu 2.1.3, cnemu na je a © 7,1 = sgn(Z,_1)(a * |Z,_1|) + &, Toe
je {&,} HU3 He3aBUCHUX CIyYajHUX NPOMEHJLUBUX PACIONEHLEHUX KAO
. miH(Xn,Yn)
CllydajHa IPOMEHBUBA ) ;1)
MeHaTa Opojaukor Huza y o x|Z,_1|. CiayuajHa npoMeHBUBA % | Z,_1|
YCIOBJbEHA CBOjOM MPONLIOMNY MMa HEraTUBHY OMHOMHY DACIIONeILy

A
ca mapameTpuma [z,-1| u 1, jep je

D; n me3aBuCHUX On Z,_1 U O eJe-

‘Zn71|

&*‘anl‘ {anlzznfly---,ZOZZQ} = Z VVZ

i=1

{anlzzn,h...,ZO:Zo}

|zn—1]

— Z W,
=1

36up |2, 1| HE3aBUCHUX, je THAKO PACIIONEILEHUX CIIYyUYajHUX MPOMEHILU-
) o :
BUX ca reomerpujckoMm, Geom(1f;), pacnonenom. 36or Tora je

P(Zn:Zn|Zn—1:Zn—l ,...,Z():ZO):
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:ZP(sgn(Zn,l)(a*|Zn,1y):znyzn,lzzn,l,...,zozzo)
j=0
X P(gn—i_en:'zn_j'sgn('znfl))

_OO | 21| +7—1 ol B .
() Ptz )

i=0 J

MebyTum, momTo mociaenma jemTHAKOCT 3aBUCU CAMO O 2, 1, JACHO
cnemu na je DLINAR(1) Bpemenckn Hu3 mporec Maprosa.
Y nmmsmby jemHOCTaBHUjEr 3ammca, Heka je morabaj

Am,i = {Zeri = Ziy Lmie1 = Ziely - s Lm1 = 21}-

Ila 6u ce moKa3aJia CTpOra CTAIMOHAPHOCT CJIydajHOT HU3a {Z,}, Tpeba
[oKa3aTu na, 3a ¢cBako n > 1 um cBako k > 1 Baxku

P(Api) = P(Ank). (2.3.2)
C o63upom =a 10 na je DLINAR(1) npouec Mapkosa, ciemu

P(An,k) = P(ZnJrk:Zk|An,k71)P(An,kfl)

k

= P(ZnJrl:Zl)HP(ZnJri:Zi’ZnJrifl:Zifl)
i=2
k

= P(Zn+1=2“1)HP(CYQZn+z‘—1+€n+i=Zi|Zn+z‘—1=Zi—1)
i=2
k

= P(ZnJrlzzl)HP(QQZn+i71:m7€n+i:Zi_m|ZnJrifl:Zifl)

=2

k 0o
= P(Zn+1=Z1)H Z P(a®2n+i—1:m|Zn+i—1zzi—1)

1=2m=—00

X P(eppi=z;—m).

Enementu Bpemenckor mmsa {Z,} cy jeQHaKO pacHoge/beHe CIydajHe
npomensuse, na je P(Z,.1 = z1) = P(Z; = z1). Tarobe, 3a caro n > 1
1 CBako 1,2 <1 < k Baku

P(a®Zytrici=m|Zyric1=2i—1)=Gga(m,zi1)=P(a®Z;_1=m|Z;_1=2;_1),
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a, ¢ 063UPOM Ha TO & Cy U €JEMEHTU WHOBAIMOHOT HU3a {e,} jemHako
pacnonemenu, Baku na je u P(e,; = z; —m) = P(e; = z; —m). Ha oBaj
HaUWH ce nobuja ma je

o0

k
P<An,k) = P(Z1 = Zl) H Z P(Oé @ Zi—l = m|ZZ»_1 = Zi—l)

=2 m=—00

xP(e; = z; —m).
Bpahajyhu nocrynak m3sobhema yunazamn, noduja ce ma je,
P(A,x) = P(Aok).

Ha kpajy, y nmmpy mokasa eproanyHOCTH, MOKE Ce TPUMEHUTU UCTU
amapar Kao y mokaldy Tteopeme 2.1.1 u3 morropcke mucepramnuje Nasti¢
(2012) m yumenuna ma je c-aiarebpa reHeprcaHa CJIydYajHUM ITPOMEH-
JjuBaMa L, Ly 1, ... NOICKYT o-aaredbpe reHeprucane He3aBUCHUM CJITY-
yajHIM TpoMeHmbuBaMa &, e,, WM, & 1 e, 1, WD tre cy W™
cilydajHe TPOMEHJBUBE YKJbYUYEHE V o * |Z,_1|. O

Jom Heke ocobuHe kKoje he OuTu mpuUKazaHe W aHAJIU3UPAHE y Ha-
cTaBKy MOry Outw BpJio GutHe 3a kapakrepusauujy DLINAR(1) Bpe-
MEHCKUX HM30Ba. 10 cy k-KOpadyHO yCJIOBHO OUEKMBAIHE, ayTOKOpea-
[MOHA CTPYKTYPa U CIEKTpajHa I'yCTUHA BpeMeHCKOT Hu3a. OBe oco-
Ouue, Takobhe, Urpajy BeJWKy YJOTY M Yy IPOIECY OLEHUBAHA HEIO03-
HATUX IapaMeTrapa MOIea.

Teopema 2.3.2 k-xopauno ycaosro ovexusamwe DLINAR(1) epemencroe
nusa {Z,}, dedunucanoz uspasom (2.2.1) jeonaxo je E(Zn1|Z,) = o*Z,,
k> 0.

oxas. Ilora3 he Outu uszBeneH mHAyKUUjoM. 3a k = (0, TpUBUjaTHO
je ma jemmakocT Basku. Heka, cama, jemHaKOCT Ba:KUd 3a CBako k < m.
Ha ocmoBy Tora, tpeba morka3aTu ma je jeOTHAKOCT TayHa U 3a k =
m. Kopucrehu ocobune yCIOBHOI MATEMATUYKOT OUEKUBAMHA, KAO U
MapKOBCKO CBOjCTBO BpeMeHCKor Husa {Z,}, nobuja ce

E(Zn+m|Zn) - E(E(Zn+m|Zn+m—la Zn)|Zn) - E(E(Zn+m|Zn+m—1)‘Zn)
= B(aZyiml|Zy) =ad™ ' Z, =a™Z,. O

Cama ce moske mokasartu caemehwm pe3yarar.
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Teopema 2.3.3 DLINAR(1) epemencru wuz {Z,} dedunucar uspazom
(2.2.1) je nosumuero Kopesupar 8peMeNCKY HU3 CA GYMOKOPEAAYUOHOM
dyrwyujom Corr(Zy, Zn i) = ¥, k € Z.

Jloxas. Heka je k > 0. Tlomro je Bpemencku Hu3 {Z,} crporo cra-
MUOHAPaH, k-KOPAdYHO YCJIOBHO ouekmBame je F(Z,|Z,_x) = o*Z, \ u
[UCIIep3uja BPEMEHCKOr Hu3a je koHauHa, Var(Z,) = 2u(l + u), uspas
3a ayrtokoBapujaucHy ¢yuruujy Cov(Z,, Z, i) ce MOoxe noburu Ha je -
HOCTaBaH HAUUH

Cov(Zp, Zn—r) = Cov(Zy i, Zy) = Cov(Zy_k, E(Zp|Zn—t))
= Cov(Zp_p,d"Zy_i) = *Var(Z,_;) = 2a"u(1 4 p).

Iakne, ayroropenamuona ¢yurmmaja je Corr(Z,, Z, ) = oF.

Y3nmajyhu y 003up CUMETPUYHOCT ayTOKOBapUjaHCHE (YHKIW]jeE,
ciaydaj kana je k < 0 ce m3BoAM Ha UCTU HAYWH U nobuja ce ma je
Cov(Zy, Znr) = 207 %u(1 + p), omakme ce mobuja ma je ayToKOpea-
mwona ¢yurnuja Corr(Z,, Z,_x) = a F. O

Ha ocuoBy obismra ayTokopesanuoHe (QYHKIWje, MOKE Ce 3aKIbY-
YUTU & OHA EKCIIOHEHIN]aJHO Olaaa Ka HyJau, Kama ce Kopak k 6ecko-
Hauyno yBehasa. Osa ocobuna cspcraBa DLINAR(1) BpeMeHCKe HU-
30B€ y KaTeropujy ciabo KopeaupaHWX BPEMEHCKUX Hu3oBa. Beowma
druTHa 0CcOOMHA OBOI' BPEMEHCKOI HU3a je M TO IITO OH IpUIana KJIACHU
ACUMIITOTCKA Hekopeaumpanux Hu3oBa. C o03upoMm Ha TO Oa ce u3
CBAKOI CTama BpeMeHCKor Hu3a {Z,}, moske, mocie onpebhenor Gpoja
KOpaka, CTuhNm y OMI0 KOje APYyro crame, OAHOCHO, mocMarpajyhwu
BepoBaTHONE mTpesa3a, BasKu 1a 3a CBaKO ¢, ] > 1, mocToju m < 00, TaKO
na je P(Zyym = jlZ, = 1) > 0, Bpemencku uu3 {Z,} je upenyuubuias.
Tarkobe, u3 6uno xKor crama, je Mmoryhe, 3a mMpon3BOJ/baH, HEHETATUBAH
Opoj KOpaka, MOHOBO BPATUTU Ce€ y UCTO CTame, Tj. 3a CBAKO ¢ > 1 1 3a
cBako m > 0, Basxkn na je P(Z,ipm =i|Z, =1i) > 0, OZHOCHO, BPEMEHCKHU
uu3 {Z,} je aneprommuan. 360r Tora, Ha OCHOBY Teopeme 3.2 u3 paua
Bradley (2005), cnenu na je Bpemencku Hu3 {7, } HU3 jakor Memama.

Kopucrehn obnuk ayrokopenanmorne QyHKIUje, MOXKE CE€ OIPEAUTH
n crnexkrpasHa rycrusa DLINAR(1) spemenckor Huza. CrexrpaJiHa
rycTuHa npenacraniba PypujeoBy TpaHchopManmjy ayTOKOBapPUjaHCHE
oyurnuje. Omna, Takobe, Moke OUTH 3HAUYAjaH aJaT y MPOYUIaABABLY
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IoHAIIalka BPEMEHCKOT HU3a, HIIP. Y OTKPUBAKY U ONUCUBAY HECIY-
JajHMX KOMIIOHEHTHM BpeMeHCKOT Hu3a. [lo medumumnumju je To

f2N) = o= 32 et ™, A€ [=ma,

k=—o00

rae je vz(k) = Cov(Zyik, Zn).
Cuekrpauna rycrusa DLINAR(1) Bpemenckor au3a he 6urtn

o) —1
fz(N) = % <Z oF2u(1+ pe ™+ > a7*2u(l + u)e“’“>
k=0

k=—o00

:2u(1+u)< 1 N 1 1)

2 I —ae ™ 1—qeir
p(1+ ) 1—a
= . 9 )\E iy .
T 1+ a2 —2acos [=m. 7]

Y caenehoj reopemu je nara M A(oco) penpesenrammja DLINAR(1)
BPEMEHCKOI' HM3a neuHUCAHOT m3pasoMm (2.2.1).

Teopema 2.3.4 DLINAR(1) epemencru nuz {Z,} ce moxnce npedcmasu-
mu, y pacnodeau, xao MA(co) epemencru Hu3

Z, 2> a0 oW e, (2.3.3)
=0
20e je axV¢g, = ¢, ax¥ g, L. (a*xU Ve, ), ax®n, =nq,,

a U n, . (axUVn, ), uaoWe,; % o ) Enj —axW
J=1

Joxas. Ha ocnoBy (2.3.1) u nepurumuje a®©® u ax®, je

d
Zn - Q*Xn—1+gn_a*yn—1_77n
= ax(a*x X, otep1)ten—ax(axY, g +n0,-1) — 1.
C o063upom Ha TO Aa je HEraTUBHU OMHOMHUM TUHUWHD OTEPaTOp aAUTHU-
BaH y pacmomenu, Tj. BaKWU Ia je

X+Y X Y
ax(X+Y)= ZWiiZWi/+ZW/il/:a*X+a*Y,
i=1

i=1 i=1
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/ "o, . 3
roe cy W;, W, m W, ,© > 1, He3aBUCHe 1 jeTHAKO paclonebeHe CIIydajHe
npoMeHsmuBe ca reomerpujckom, Geom(a/(1+ «)), pacnonmenom, cienn

na je

Z,, 2 4@ X, o—ax?V, ,+ (axen_1+en) — (@*xnu_1+ 1)
i « *(2) Xn—2 — *(2) Yn—2 + (Oé ®ep_1+ en)-

Hacrasmajyhu oBaj moctymak, nobuja ce, a Jako ce AOKa3yje MaTe-
MaTUIYKOM WHIYKIMjOM, Ia je

k—1
Zn, L o x® X — ) Y, 1+ Z a @Y En—j-
§=0

Canma Tpeba OIpemUTH PaCIOLeNy CIydajHe mpoMmenpuse o xF) X, .
3a ¢yHKUMjy reHeparpuce BepoBaTHOoha 306mpa X He3aBUCUHUX jen-
HAKO PAaCIone/beHUX CayvajHmnx npoMmenmsuBux U; ¢ > 1, roe je X takobe
caydYajHa MPOMEHJ/LUBA, BaKU

D-x y7,(s) = Px (Pu(s)),

npu yemy je Py ¢QyHEIUja reHeparpuce BepoBaTHONA ciydajHe TPO-
MensuBe X, a Oy dyHKIM]a reHEpaTpuUCce BepoBaTHONA CayYyajHUX IPO-
MmenmpuBux U;. ®yHKIMja remeparpuce BepoBaTHONa ciaydajHe TpOMEH-
muse o x®) X, . je

Dpuivrx, (8) = ‘Da*(a*“*”Xn_k)(S)'

Ha ocmOBY me¢uHMIMje HEraTUBHOT OMHOMHOI TUHUHI OIlepaToOpa ok

oa*(k* ) _ .
je ax (ax*=D X, ) =30 D Xn W;. 36or Tora je

Domx, (8) = @me—l)xn,k . (8) = Pputi-nx, , (Pw(s))

i=1 i

= O st-2x, ) (Pw(s)) = (I)Z?:*ik_%"*’“ Wi(@W(S))

= Dp-nx, , (Pw(Pw(s))) = Pui-oax, , (i (s)).

Hakon jom k — 2 xopaka, omeT, JaKO ce OOKa3yje MaTeMaTUJIKOM WH-
OyKIIjoM, mobuja ce ma je

Dmx, (8) = Ox,_, (P1(s)) -
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C o63upom Ha TO ma ciaydajue mpomenssuBe Wi i > 1 umajy reomer-

pujcry, Geom(1$=), pacrmozery, muUxoBa (yHKNIja TeHepATPUCe Bepo-

sarnoha je Py (s) = o To UMIIMIMpA, a MATEMATHUKOM MH-
. . . (k) _1—aFt—a(1-aF)s

OyKIUjOM Ce BeoMa JIako HoKasyje, ma je ®p'(s) = = — T a1 —aF Tz

[TomTo n cayuajua npomenmuBa X, UMa F€OMETPU]CKY, Geom(1+ ),
pacromesny, OHIa }beHa GyHEIMja reHepaTpuce BepoBaTHOha wuMa

obunuk ¢x  (s) = m 30or Tora ce 3a (yHKIUje TeHepaTpPUCe Be-

posarHOoha ciyuajue mpomenmuse o xF) X, ;. mobuja

k42
(

1+ 52— (1—5s)
1_'_ a—akt? ak+2 +Mak+1] (1—8)

(I)a*(k)Xn,k (8) =

Ilobujena ¢yHKIUja reHepaTpuUce BepoBaTHONA ce MOke 3amucaTu y,
3a maJby aHAJIU3Y, TOTOMHUjeM OOJIUKY
a—ak+2

o paktt

azal2 4 ok azal¥2 |kt

P, 5) = '
a (k)X"_k< ) 1 a—ak+2 ak+2 +,Uak+1 (1 — S)

1+

OsBako 3anucana, GpyHKIMja reHepaTpuce BepoBaTHONa CiaydajHe mpo-
memspuse o **) X, ;. mpencraBma nuHeapHY KOMOMHANM]Y (yHKIUja
reHepaTpuca BepoBaTHONe OBe ciydYajHe NPOMEHJ/bUBE, U TO jeIHe,

nereHeprcaHe, KOja je Yy pachmoneiv jemHaka HYJIW U jeoHe CcIydajHe
a—ak+2+ Ock+1
w5 , pacmomesoM

IpPOMeHJbUBE ca reoMerpujckom, Geom
+[,L()ék+1

1
14+ [a ak+2 +Mak+1] (1 _ 8).

Dy(s) =1 um  Pgeom(s) =

Y3 1o je m 36up Opojunamna, Tj. KoeduUIMjeHATA MOMEHYTE JUHEAPHE
KOMOWHAIIMje jemHaK jeaUHUIM, IITO 3HAYM 1a CJIydYajHa TPOMEHJLUBA
o+ X, . mpencTaB/ba MEMIABUHY IBE CIIydajHe IPOMEHJLUBE

k+2

x—

0 C.B oo
) Pt a—akt?2 k41
ax®) X, = ETR
n—k a—akt+2 k+1 k41
G 1—a +W pot
eom o — C.B. e
I 55— tuakt
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KRana k texxm GeckonaunocTu, moduja ce

(k) d O, c.B. 1 C.B:.1
a* Xnp _>{ Geom (a), c.B. 0. 0

Nctm 3akmydak ce mobuja 1 Kalda je y TUTAKY CIydajHa IMPOMEH-
mpusa o **) Y, .. U ma kpajy, momro caydajue npomemmuse o %) X,
u axPY, ;. mmuesapajy y 6eckomaunoctu, nobuja ce rpaskena M A(co)
penpeseHTanuja BpeMenckor musa {Z,}. O

Ha kpajy, Ttpeba mcrahwm u jeman, mo:ke ce pehwu, Hemocrarax,
oBako gepurucanor DLINAR(1) momena. To je meroBa mo3uTuBHA
ayTOKOPEJMPAHOCT, KOja MOKE YMABUTHU HOJbE MIPUMEHE OBOT MOJEJA.
OsBaj memocrarak ce, umak, Moxke eaumuHucaru. Hawmme, y pamxy Free-
land (2010) ce mocMaTpa HO3UTUBHO KOPEIUPAH BPEMEHCKU HU3 {Z,} ca
CkesaMOBOM MapruHAJHOM PACIOIEJIOM KOjU je nepUHUCAH Kao pas-
JWKa [IBa y3ajaMHO He3aBucHa Bpemencka Huza {X,} un {Y,} ca wuc-
tom IlyaconoBoMm maprunasaHOM pacuomxeiom, Z, = X, — Y,. Ocum Tor
HU3a, IOCMaTpa Ce U BPEMEHCKM HU3, OBOTA IIyTa, HETaTUBHO KODEJIU-
pan, nedpunucan na caenehiv nauun 7, = (—1)"(X,, —Y,). lIparehu osy
TEXHUKY, MOXKe ce Ne(UHNCATH CTAlNOHAPAH, ayTOPErpecuBaH BPeMeH-
CKM HU3 Ca IeJOOPOjHUM BPEIHOCTUMA, ca AUCKpeTHOM JlammacoBom
MapTUHAJIHOM PACIONLEJIOM, Ca HETraTWBHOM jeTHOKOPAYHOM Ay TOKO-
penanujoM, Ha cienehu HauwH

Zn=a0 (=Z,1)+e,, n>1, (2.3.4)

rae je Zp £ X, — Yoo € (0,1/(1 + )], Zo coyuajua npomermuBa ca
nuckpernom Jlammacosom, DL(u/(1 + p)), pacnmomesnom {e,} uu3 nesa-
BUCHUX, j€THAKO PaCIOIeJbeHUX MeJ0OPOjHUX CIAYUajHUX TPOMEHIbUBUX
TaKBUX 11 je Cy €, U Z,_; He3aBUCHU 3a CBako [ > lu e, 2 (=1)"(epn—1n),
sa cBaro | > 1 u e, = (—1)"(es, — nn). 3a cBaro n > 0, TMHUHD Omepa-
Top a® je medpunucan uzpaszom (2.1.1), a ememenTy 6GpojavKoOr HU3A U3
a® (=Z,-1) cy cayJyajHe NIPOMEHJLUBE HE3ABUCHE OX Z, U €, 38 CBAKO
num.

To ma je maprumajHa pacnomesia OBaKO Ie(@UHUCAHOT BPEMEHCKOT
HU3a MCTa Ka0 M MapruHAJHA PAaCIOmesa BPEMEHCKOr Hu3a neduHuca-
HOr m3pa3om (2.2.1), nokasyje ce maxo. Haume, pasnure a*x X, —axY),
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Ocobure Momena

u «axY, —axX, umajy ucrty pacuoneny jep u X,, u Y, UMajy HUCTY
pacnozneny. C mpyre crpane, 3600 jenHake PaCIoNe/bEHOCTHU CIIydaj-
HUX NTPOMEHJLUBUX £, U 1),, CY U PAa3JUKE &, — 1), U 1), — €, JETHAKO
pacnoesbeHe. 3a BPEMEHCKU Hu3 ne¢puHncas mspasoM (2.3.4) ce mory
JOKA3aTHU UCTE MM CIUYHE OCOOMHE Kao U 38 BPEMEHCKU HU3 Ie()UH-
can u3pasom (2.2.1).

Teopema 2.3.5 DLINAR(1) epemencru wusz {Z,}, defunucar uspaszom
(2.3.4), je cmpozo cmayuonapar u epzoduuan npoyec Maprosa.

[IpunukoMm moKa3WBama MapPKOBCKOTI CBOjcTBa Hu3a {Z,} Tpeba camo
UCIPATUTU AOKa3 oaroBapajyhe TeopeMe 3a HEroB IMO3UTUBHO KOpe-
JUpaHu aHAJOrOH. Bakm mcTo mpencraB/bame omeparopa a® IPEKO
omeparopa «*. Jemuaa pasauka je mro he ¢pyaruuja sgn(Z,_ i) nmaru
cynporas 3sak. MebhyTtum, To HEhie mpoMeHUTU UMH,EHUILY a8 €JIEMEHT
Zy,, O 4UTaBe CBOje TMPOILIOCTHU, 3aBUCU camo on Z, ;. Crpora cra-
IUOHAPHOCT M €PrOAVWYHOCT Ce NOKa3y]y Ha WAEHTUYAH HAYUH KAO Y
ciay4dajy MO3UTUBHO KOPEJMPAHOT BPEMEHCKOT HU3A.

Cnenehe nBe ocobune ce MOry MOKa3aTW HA MCTU HAYUH KAO IITO
je To ypabeno y onrosapajyhmum Tteopemama 3a BpeMEHCKM HU3 Oedu-
HUCaH n3paszom (2.2.1).

Teopema 2.3.6 k-xopauno ycaosrno owexusawe DLINAR(1) epemen-
cxoe wusza {Z,} dedunucanoz uspasom (2.3.4) je E(Zy x| Zn) = (—a)* Z, i,
k> 0.

Ha ocmoBy mperxonmHe TeopemMe ce MOKe 3aKbydUTH Aa he mpu-
JINKOM j€THOKOPAaYHe MPOTHO3€, IpeABuheHa BPETHOCT Yy CBAKOM Ha-
pemHOM KOPaKy OUTM CYNPOTHOT 3HAKa OJ PeaUu30BaHE BPEIHOCTU Y
IPETXOTHOM KOPaKy.

Teopema 2.3.7 DLINAR(1) spemencku wus {Z,} Odedunucan uspaszom
(2.3.4) je wopeaupan epemencru wuz ca Corr(Zy, Z, x) = (—a)¥, k > 0.

[Iperxonua TeopeMma mokKa3yje Aa je jeTHOKOPaYHa ayTOKOPeJIaIli]ja
HU3a neduumcanor m3paszom (2.3.4). Omnmruje, cBe ayToKopeanuje
HEImapHOT KOpaKa Cy HeraTUBHE, a CBE ayTOKOPeJAIje TapHOT KOpaKa
Cy TO3UTUBHE.
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CnexrpaJiHa IyCTUHA BPEMEHCKOT Hu3a {Z,} JepurHUCAHOT U3pa30M
(2.3.4) je jemmaka

2u(1+ p) 1—a?
A) = A — .
Jz(A) or 1+ a2+ 2acos\’ € [=m7]

Takobe, Basku u M A(oo) penpesenranuja DLINAR(1) Bpemenckor
HU3a meduHrcaHor mspaszom (2.3.4). Ha wmcrtu HaumH Kao y IOKa3y
omaroesapajyhe teopeme 3a MO3UTUBHO KOPEJIUPAHU BPEMEHCKU HU3 M0-
dbuja ce ma je

k—1
Zy Z ax® (=1)F X, — ax® (=Y, + Y a0l (-1)fe,;.
j=0

Mebyrum, 36or ncre pacnonerne auzosa { X, } u {Y, } u komyrarusrOCTH
cabupama mobuja ce ma je

(6] *(k) (—1)an,k — *(k) (—1)kYn,k g « *(k) ank — *(k) Ynfk-

. d . d . . .
Takobe je u ¢, — 1, =1y — €p, Tj. €, = —€, Ta je CACBUM jaCHO 1a je

Zni Z a eV En—j-
§=0

2.4 OrmnemuBame HEIIO3HATUX IIapamMerapa

3a ouemuBame HemozHatux napamerapa DLINAR(1) Bpemenckor
Husa {Z,} 3amaror m3pasom (2.2.1) he 6urn kopumhenn Yule-Walker-
OB METOJ M METOJ YCJOBHUX HajMamux kBanparta. IIpso he Owurtnm
onpebene onene memosHaTux mapamerapa Yule-Walker-oBum meTomom.

Heka je (Z1,7Z3,...,Zy) ciydajan y30pak BPEMEHCKOT HU3a 00OU-
ma N. Ha ocuoBy teopeme 2.3.3 je Corr(Z,,Z,_1) = o u Kako je,
npuromMm, F(Z,) = 0, 3a cBako n > 0, nobuja ce Yule-Walker-oBa onena
mapaMerpa o

N
Z ZnZn—l ~
N — s A,
Yz(0)
72
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rae je Yz(1) jemnokopauna ysopaura koBapujanca, a vz(0) ysopauka
oucnepsnja.

[Tapamerap p ce omnemyje kopucrehu uumenuny na je Var(Z,) =
E(Z?) = 2u(1 + pu). Vsjennavasajyhu TeopujcKy U y30padky mUCIep-
3ujy, nobuja ce KBaApaTHA jeTHAYNHA

N
1
2M2+2M_NZZT2L:0'

n=1

PemaBajyhu oBy kBanpaTHy jennaumny u y3umajyhm y ob3up npa je
i >0, nodbuja ce na je Yule-Walker-oBa omena mapamerpa i :

Y ~
wW_ _ 4211 _E 72 =_——_ 4+ _\/1+2 0). 24.2

Ila 6u ce mokazayie acUMOTOTCKe ocobuHe crarucTura (2.4.1) u
(2.4.2) 6uhie ropumhena u creneha TBphema.

Teopema 2.4.1 (White (1984), reopema 5.15) Heka je {Z,} cmpoeo cma-
YUOHAPAK U eP2o0UNAN HU3 CAYUAJHUT NPOMEHDUBUT CA KOHAUHUM MO~
menmom Opyeoz peda, EZ? = o < oo, maxas 0a E(Zy|Fn-m) == 0,
Kada m — o0, u Y 7, (Var(an))l/2 < 00, 20e je CAYUaIHA NPOMEHNHUBA
Rnj = E(Z,|Fuj) — E(Zy|Fr—j-1). Tada je 7% — 7% < 00, n — 00, u ako
je a2 > 0, mada

Vn Zn d N(0,1),

— —
o

2de je o2 = Var (3.1, Zi) /n, a oanaxa =5 npedcmaema xoneepzenyufy y
cpeome-K8adpammom CMUCAY.

IMocaemuma 2.4.1 V ckaady ca oznakama u3 nmpemzrooHe meopeme, 3a
DLINAR(1) epemencru wuz {Z,} eaxncu

Vi Zn o N(0,1).

— —
o

Lokas. 3a cayuajan Hus {Z,} Baxku

E(Z,) =0,E(Z2) = Var(Z,) = 2u(1 + pn), Cov(Zy, Z, 1) = 2cu(1 + p).
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C o63upom na 1O na je {Z,} npouec Mapkosa, Basxku na je
E(Zu|Fom) = E(Zp| Zn—m) = & Zy i,

na cjaenua na je

Bla™ Zy | = *"Var(Z,_m) = o*™2u(1 4 p) — 0, m — oo,
mro 3uaun na F(Z,|F,_m) sk 0, m — oo.
C o63upom sva 10 na je E(Z,|F,_m) =" Z,_m, ciequ na je
R, = ajZn_j — oszZn_j_l.
36or Tora je
Var(R,;) = E(R%) - (ER,)" =E(R2)

— E(a¥Z2_, - 2057, 7 iy +a¥222 )
= ¥ Var(Z, ;) — 2% Cov(Z,_j, Zp_i1)
+ ¥ Var(Z, ;1)
= 20%u(1 + p) — 4 ap(1 + p) + 2% 2 u(1 + p)
= 21+ pa¥ (1 - a?),

a 3aTuM, 1

Z; (Var(Bu))Y? = /201 + )1 — a2) Zoaj _ V2 1+_u)051 —a?)
Hame je

Var (iz) = E(éZi>2:E<ng+2ZZZZj)

SDILICIRE) WCES

i<j
= Z Var(Z;) +2 Z Cov (Z;, Z;)
i=1 i<j

= 2np(l+p) + 22 2077 (1 + p)

i<j

—

n—

= 2np(1+ p) +4p(l+p) Y (n—i).

i=1
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OnemuBame HEMO3HATUX ITapamMeTapa

C o6G3upom Ha TO Ha je

—

n—1 n—1
(n —i)a' = nZo/ - Ziai
i=1 i=1
a(l—a™ ) a(l+(n—1)a" —na"t)
n —_—
e (1—a?) ’

n—

i=1

HaKOH kpaher m3pauyHaBama, cilIeqn Ia je

- 2p(1 + p)
Z; = 2 (20"t —na? -2 .
Var (; Z> 1—a) (04 no a+n)

Opmarme caenu ma je

o Var (3., Zi)

O'n =
n
21u(1 ntl 1
N L T R B P L)
(1—a)? n n l—a

[Tomro je Bpemencku uHu3 {Z,} CTpPOro cranvoHapaH W eproadvaH W,
Opu TOMe, 3a Hera Baske CBU yCJIOBU IPETXOJHE TeopeMe CIeId 12

Vn Zn N(0,1). O

— —
[

Teopema 2.4.2 (White (2001), reopema 3.34) Hexa je {Z,} cmpozo cma-
YUOHAPAH U €P200UNAH HU3 CAYUAJHUT NPOMEHDUBUT CG KOHAGYHUM ANCO-
AYMHUM MOMENMOM npeoez peda, E|Z,| < co. Tada saxncu

7., %' Bz

Teopema 2.4.3 (White (2001), Treopema 3.35) Heka je dam npocmop ee-
posammnoha (2, F, P), nuz cayuwajnur npomennvusur {Z,} u F—meprusa
dynryuja g : R*+1 — R. Hexa je nus {Y,} dedunucan na caedehu namun

Yn = g<Zn—k7 Zn—k+17 sy Zn—la ZTL7 Zn+l7 ey Zn+k—17 Zn-i—k’)

Axo je wuz {Z,} cmpozo cmayuonapan u epzodunwan, oroa je MaKas u Hu3

{Ya}.
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Teopema 2.4.4 (Teopema O HENPEKUIHOM npeciaukaBamy) Hexa je { X, }
HU3 k— QUMEHFUOHAANUT CAYUATHULT NP OMENDUBUT U HEKA e NPECAUKAEAHE
g : R¥ — R genpexuono. Tada saxncu

X = X = g(Xy) — g(X),

npu wemy ce mepheme o0Hocu Ha Konsepzenyuje y seposammohu, pacno-
0eau U CKoOpo U38ECHOM CMUCAY.

ITocnemuma 2.4.2 (Teopema 0 KOHBEpPreHIUju KOanuHuKka) Heka Huz08u
caysajrur npomennusur {X,} u {Y,} xoneepeupajy ucmospemeno y ae-
poeammohu, pacnodeau uau ckopo uzgecHom cmucay, X, — X, Y, — Y.
Axo je Y # 0, c.e.1, mada eaxncu

X, X

H_
Y, Y’

npU YeMy Mun KOHBEPZERYUJE KOAUYHUKA 0020840 KOHBEP2ZERYUJU 0esne-
HUKA U 0eAUOUq.

Ha ocHOBY nmpeTxomHUX TeopeMa ce MOKe, Kao IOCIequla, U3BECTU
caemehm 3aKbydaK.

Teopema 2.4.5 Hexa je {Z,} jedan DLINAR(1) epemencru nus. Tada
8axCU

i) nusoeu {Z2} u {Z,Z, 1} cy cmpozo cmayuonapHu U epzoouNHL
i) 32(0) = 3 iy 22 =% B2 = 72(0)
iii) 42(1) = § iy ZnZnes “ E(ZuZon) = 72(1)

Jloxas. Iokas mpBoTr mesa ce mobuja mpuMeHOM Teopeme 2.4.3 Ha HU3
{Z,} n oyuxmwmje g(Z,) = Z2> v W(Zp_1,Zy) = ZnZy_1. Hpyru u tpehn
neo cy mocyemuna npumene Teopeme 2.4.2 wa muzose {Z2} u {Z,Z, 1}
(]

Teopema 2.4.6 (Brockwell u Davis (1987), repbeme 6.3.9) Hexa cy {X,}
u {Y,;}, n,j > 1, nuzoeu k—OuMEHZUOHAANUT CAYUATHUT TPOMEHLHUBUT
Koju 3adogomasajy caedehe ycaose
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i) Yo 5 Yiin—o0Vj>1

i) Y; 5,5 — o0

i1i) lim; o limsup,, . P (|X,, — Ypi| >¢) =0,Ve >0
TaOaXniY,nHoo.

Tepbeme 2.4.1 (Brockwell u Davis (1987), tBpbeme 6.3.1 (the Cramer-
Wold device)) Hexa je {X,} nuz k—0umens3uonaisnur cAywajHus npomer-

nusur. X, % X axo u camo axo AT X, A ATX, VA e RF

Teopema 2.4.7 (Brockwell u Davis (1987), reopema 6.4.2) Hexa je {X,}
CMPo2o CMAYUORAPAN, M—3GBUCAH HU3 CAYHATHUT NPOMEHHUBUT, CG Ma-
memamuyukum ovekusamem 0 u aymorosapujancrom gyrryujom y(k). Axo

je
Um = 7(0) 42 Zv(i) # 0,

mada je

i) lim,, . nVar (Yn) = U
i) X -5 N(0,n v,,).

Hapenna mBa TBpbhema ce omHoce Ha aCUMNOTOTCKE OCOOUHE Y30-
pauke ayrtoropenaunuone ¢yuruuje DLINAR(1) BpeMeHCKOr HU3a U
Ouhe KOpUCHA TPUJIMKOM ONUCUBAMKHA ACUMITOTCKAUX OCOOMHA OIEHA
HETMO3HATUX IapaMerapa.

Heka je m3pazom

N—k

. 1 — _

V(k) = % (Zi = ZN) (Zisw — Zn) Kk EL (2.4.3)
i

=1

ne(uHUCaHa y30padka ayTOKOBapHUjaHCHA (YHKIMja BPEMEHCKOI HU3a
{Z,}. Hexka je, 3atum, nepunucana u pyuruuja v*(k) za ciaenehn naunn

1 N

v (k) = N Z (Zi — pz) (Zisk — pz)  k € Z, (2.4.4)
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rae je uy = EZ,. Hajupe he Outu nokazana aCUMITOTCKA HOPMAJHOCT
¢yurmuje v*(k), a 3atum he Ouru mokaszaHa M jeTHAKOCT TPAHUYHIX
pacmoesia y3opauke ayTokoBapujancHe ¢yuriuuje u dpyurmuje v (k).

Tepbewe 2.4.2 Hexa je dam DLINAR(1) epemencru wuz {Z,} u nexa
je v(k) mezosa aymoxrosapujancra dynryuja. Tada, 3a ceaxo k € Ny,
8axCU

7*(0) 7(0)
’Y*fl) i./\f ’Y(:l) ,N*1V7 ,
7 (h) +(h)

20¢e je dynryuja v (k) dedurnucana uspasom (2.4.4), a eaemernmu mampuye
V., odpehenu na caedehu nawun

Viiig) = Jim NCou (v7(i),7"(j)) 4,5 € {0, 1,..., b},

Lloxas. Iokas tBpbhema mparu TOK MOKa3a aHAJOMHE Teopeme 3a
HenerarusHe [ N AR Bpemencke Huzose, u3 paga Silva u Silva (2006).

IIpso Tpeba mamomenyrtn ma je DLINAR(1) Bpemencku mHus {Z,},
neduHUCaH M3pa3oM (2.2.1), cTporo cranmoHapaH U Ja e MOKe Mpe/-
CTaBUTU y OOJIMKY TOKPETHUX CpeluHa OeckoHawyHor pena, MA(oo),
Kao Z, 4 Y oco a®le,_;, TOe CY £,,n > 1, He3aBUCHE jeTHAKO PACIOIehe-
He ciayuajHe npoMenssuBe. Heka je EZ, = uy. Y cayuajy DLINAR(1)
BPEMEHCKOTI Hu3a, Ly = 0, anu y nuipy noBehama onmrocTu oBe TeO-
peMe 1 HeHe KaCHUje MPpUMeHe Ha HeCUMEeTPUYHE BPEMEHCKE HU30Be, Tj.
BpEMEHCKe HU30Be Uuje je ouyekmBame pas3amuuto on 0, oBaj momaTax
Hehe Outw; y3er y 063up Kao ojakmasajyha OKOJIHOCT.

[IpBo ce, 3a mpom3BOJBHO, a KOHCTAHTHO M > (, KOHCTPYWUILY 0/
cedyeHe” ciyJyajHe IPOMEHJbUBE J Ha cielehm Hauymu

m
Z:; = E « @l En—i-
i=0

Hexa je p,, = EZ);. Baxu na je
m—+1

=0
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. *
Cana ce KOHCTpyUIIe IEHTPUPAH HU3 CJIydajHUX Tpomensmusux {Y*}
Ha ciaenehw mauun

Y, =2, —n
Ounrnenuo je ma mumsosu {Y,} u {7} umajy jemmake ayTtoxkoBapu-

jaHCHe (yHKIU]jE,

N

ZY Z<Z* o) (Zi ek — tim) = 75 ().

=1

Kopucrehu vu3 {Y*}, popmupa ce uuz (h + 1)—muMeH3NOHAIHUX CITY-
vajunx npoMensmusux {U,},

Y, Yy (Z )( Mm)
Y*Yn*+h (Z; — /"Lm)(Z;kL+h — [im)

Ouuraenno je na je

. Yo (0)
7. 1 S, vm'(l)
- Yo (1)

C o63upom Ha TO nma je Hu3 ciaydanuj npomenmpusux {U,} (m -+ h)—3a-
BUCaH, kKopumhemeM TBphema 2.4.1 u Treopeme 2.4.7 1aKO ce TTOKa3yje

Ja

Y (0)

_ m(1

G SR IR
Ym(h)

rae je v, (k) ayrokoBapujancuHa ¢ysrnuja Huza {ZF}, a eremeHTr Ma-
Tpurte V,, onpebenu na cienehu HauwH

Viniig) = lim NCov (7;,(i),77,(7)) 4,5 € {0, 1,..., b},
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Cana ce, Ha OCHOBY IIPEJCTABJLEHOr IOCTYNKa, (OPMUpA HU3 CILy-
yajHUX OpoMeHpuBuX {7 1 Kao

m
* [
an = Z a® En—i-
i=0

Heka je v,(k) ayrorkoBapujancHa (yHKIMja ciaydajHor Huza {Z' 1}, a
(k) =+ Zf\;l(Z;‘m—um)(ZE*Hk)m—uZ). 3a uu3 (h+1)— muMeH3moHaTHUX
caydajuux npomeHmsuBux { T, }, nepuaucan Ha cienehn vHaumn

72(0) = (0
iy = v | 10 =00 |
(=) m(B)

BaKM A, y PAaCIOlesiN, KOHBeprupa Ka CJIydajHO] TPOMEHJLUBO] Ca
HOPMaJIaHOM PAacCIOIesIoM,

Txm = Ty : N (0,V,,), N — 00,
rae je matpuna V,, ca eIeMeHTUMa
Vinfig) = lim NCov (7;,(i),77,(7)) 4,5 € {0, 1, b},

Tarkobe Baku u
T i>T:./\/'(O,V7),m—> 00.

Axo ce cama mocmaTrpa BepoBaTHONA
P (VN (k) = (k) = 7" (k) + (k)| > ¢)
MOJKE C€ 3aKJbYUUTHU M2 je, Ha OCHOBY YeOuiieB/beBe HEjeTHAKOCTHU
* * N * *
P (VN bin(k) = v ()] > €) < SVar (3,(k) = (k)

= L (NVar (3,(0) + NVar (3 (k) = 2N Cov (3, (k). 7" ().

MebyTum,
lim limsup NVar (v, (k)) = limsup lim NVar (v, (k))
m—0oo  N_,o0 N—oo M—00
= ]\}im NVar (v*(k))
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lim limsup NCov (v, (k),7*(k)) = limsup lim NCouv (v}, (k),v*(k))
Mm—00 N_soo Neog M—00
= lim NCov (v*(k),~v"(k)) = A}im NVar (v*(k)) .

N—o0

306or Tora je

lim limsup P (\/N]’yfn(k) — v (k)| > 6) =0,Ve > 0.

m—00  N-—oo

Amnasiorso je u

lim limsup P (\/th(k:) — (k)| > 5> =0,Ye > 0,

m—00 N o0

mna je oHma u

lim limsup P (\/N 7 (k) — (k) — 7 (k) + 7 (k)| > g) —0,Ve > 0.

m—00  N—oo

[Momro auzosu {Tny,}, {1} n HE3 Yuju cy enemeHTH

7*(0) =~(0)
(1) =~(1)
7 (h) =~ (h)
3a70BOJbaBajy ycioBe Teopeme 2.4.6, ciemu na
7(0) 7(0)
(1 1
7:() Y 7(:) v, | o
v (h) ~(h)

Y nokasy ciaenehe Teopeme Ouhe kopurmhenu pesyaratu, Mpe-
craBimeru y kmu3u Brockwell u Davis (1987), koju ce omHoce Ha Besy
KOHBEPTEHIMja y PACIONeNn W BepOBATHONM, KAa0 U 3ajeIHUYKE I'Da-
HUYHE PACHOeJsie OBa ,0Jaucka’ HU3a CIyYajHUX TPOMEHJHUBUX.

Tepbeme 2.4.3 (Brockwell u Davis (1987), tBpheme 6.3.2) Axo 3a nuz

. p
k— oumensuonarnuz caywajrur npomennusur {X,} eamcu X, — X, onda
8aMCU U
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sl g/
i) E’e”X" —e’tx‘ — 0,n — 00, 3a ceakxo t € RF,

i) X, % X.
Tepbeme 2.4.4 (Brockwell u Davis (1987), teBpbeme 6.3.3) Axo cy {X,.}
u {Y,} dsa nusza k—OUMEHFUOHAAHUT CAYUATHUT NPOMEHDHUBUT MAKEUT

da je X,, — Y, =0,(1) u X, 2 X, mada Y, 5 X.

Teopema 2.4.8 Hexa je 0dam DLINAR(1) epemencru wusz {Z,} u nexa je
(k) meeosa aymokosapujarcna gynkyuja. Tada, 3a cearo k € Ny, samcu

9(0) 1(0)
0 [ 0] |
() 1)

20e je gynryuja (k) ysopauka aymokxosapujancha gynrkyuja, dedurucana
uspazom (2.4.3), a eaemenmu mampuye V., odpehenu na ucmu HawuHn Kao
y mephewy 2.4.2.

Jloxas.  Ilokas Teopeme je aHajoral NOKa3y onrosapajyhie Teopewme
3a menerarusHe /N AR BpeMeHcke HE30Be, u3 pana Silva u Silva (2006).
Heka je 0 < k < h. Tana je paznuka ¢pyurnuja v*(k) u Y(k) jennara
N

\/N(W*(k)_%k’)):ﬁ' Z (Zi—pz)(Zisr—pz)
\/LNZ (Zi—p2)(Zisw—112)—(Zi=Z N)(Zisn—2ZN))
s
N

=1

N
Z (Zi—pz)(Zisk—pz)
N—k+1

1=

T MZ( ZZ+ ZZH;C (1——)(7N+uz)>~

C o63upom Ha TO ma je
N

% S° (Zi-p2)(Zisi—nz) |<
i=N—k+1

1
<—=kv(0)—0, N—oo,
~"7(0)

%

N

Z E(Zi—pz)(Ziyr—pz)|
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crenu na je ﬁ Zij\iN—k—i—l(Zi — pz)(Zigr — piz) = 0p(1).

Tarobe, va ocHoBy mocmemuue 2.4.1, VN(Zy — Jiz) 4, N(0,V), roe
je V = limy_o NVar (ZN), na cjaena ma je \/N(ZN — pnz) = Oy(1).
Ilame je, Ha OCHOBY cJjabor 3aKOHA BEJIUKUX OpOjeBa 3a IMOKpPETHE
cpemune, tj. TBpbema 6.3.10, uz Brockwell u Davis (1987), caenu na je

% Zf\;k Z: % uy, 360r dera ce nobuja ma je

| Nk | Nk BN
~ ; Zi+ ; Zivy — (1 — N) (Zn + p1z) = 0p(1).
To nmnumupa na je
VN (77 (k) = 4(k)) = 0,(1).
Ha xpajy, Ha ocHOBY TBpbhema 2.4.3 u 2.4.4, ciennm acUMITOTCKA HOP-

MAaJIHOCT BEKTOpa ayTOKOBapUjaHCHUX GpyHEKOUja. O

Y

Teopema 2.4.9 Yule-Walker-osa ouena &YW je ecmpozo nocmojana ouena

napamempa o u

NI (@ ) gN(Q (1+a)[a+2u(1+u)(1+a+2u(1—a))]>,

2p(1 + p) (1 + 2p)

xa0 N — 0.

Loxas. Ilomro je DLINAR(1) Bpemencku Hu3 {Z,} CTPOro CTamuo-
HapaH 1 eproamyaH, a omena &' " je HempekumHa (QyHKIMja y30padke
OUCTIep3Wje U jeTHOKOpaYHe y30padvKe KOBapujaHce, Cliequ, Ha OCHOBY
YUHEHUIlE TIpecTaBbene y TeopeMu 2.4.5, na cy y3opadka TUCIep-
3uja M je JHOKOpadHa y30padvka KOBapHjaHCA CTPOTrO IIOCTOjaHE OIeHEe
OUCTIEp3Yje U je THOKOpavYHe KOoBapujaHCe BPEMEHCKOT HU3a, Tj.

c.B.1

42(0) 225 45(0) = Var(Z,) m Az(1) 22 42(1),

u nocaemune 2.4.2 na je craructuxa "W cTporo mocrojana omnena ma-

pamerpa «. Jla 61 ce ogpemuaa aCUMITOTCKA PACIONENa OBE CTATUC-
Ture, nocmarpa ce cratucruka VN — 1 (&7 —a). Ona ce moxe 3a-
nucaTu y O0JIUKY

N
%‘ \/J\}_IEQZ’”_I (Zn_aZn—l)_ \/FQZJZV

N-1(a""—a) = ~
¥ L2
n=1
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Heka je, cana, spemencku uu3 {Dy} nedpunucan na caemehwu mauun:
Dy =" Z, \(Z, — aZ,_,). TIpBo Tpeba nokazaru ma je uu3 {Dy},

n=2

HU3 MapTUHTAJIA.
je E(Dni1|Fn) = Dy, roe je Fy = o0(Zy,ZNn-1,..., Z1) o-anrebpa reHe-
pucaHa CIyYajHUM IPOMEHbUBaMa Ly, Lo, ..., Zy. MaTeMaTuIKO OYeKu-
Bame CJydYajHe MpoMeHJ/bUBe Dy yCIOBJ/bEHE MPOMIJIONINY Koja je 3a-
nucana y obsuky o—ajaredbpe Fn_1 je

E(Dn|Fn-1)

Ila 6u TO OwWsO TAYHO, MOTPEOHO je ma BaKU nOa

N

E (Z Zyr(Zn — aZn )| Zn-1, - - Zl>

n=2
N-1

Zn1(Zy —Zp)+ E(Zna(Zn —aZn-1)|ZNn-1)
n=2
N-1

Zn1(Zy — aZp1)+ Zn1(E(ZN|ZNn-1) — aZN_1)
n=2
N-1

Zn—1<Zn - aZn—l) = DN—l-
n=2

Ha ocuoBy mperxomauor u3zsohema, MOke ce 3akbyunTu aa je Dy Map-
tunaras, a Dy — Dy_1 = Zn_1(Zy — aZn_1) pasauka mapruaraga. OBo
je CTanmmmoHapHM!, €ProANYHN BPEMEHCKU HU3 KOJU MPENCTABIbA PA3TUKY
MapTuHTaga. MaTeMaTuyko OUeKMBakhe OBE CiIydajHe MPOMEHJLUBE je
0, a gucnep3uja ce MOKEe U3pauyyHATU Ha cjiaenenu HAYUH

O'QE
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E(Zyr(Zn — 0Zna))’

[e.e]

2.

Z=—00
[e o]

2.

Z=—00

[e.e]

D

Z=—00

E <(Zn1(Zn —aZp1))

Ty = z) P(Zy_y = 2)

[E(Zg_lz§|zn_1 =2) = 2aE(Z3 [ Z,)|Z0 1 = 2)
+0°E(Zy (| Zno1 = 2)| P(Zy—1 = 2)
(E(Z2_\Z} Zny = 2) — 20E(Z3_\ Zp| Zyoy = 2)

+0PE(Zy 1| Znor = 2)| P(Zp1 = 2)



OnemuBame HEMO3HATUX ITapamMeTapa

= > [PE(Z}Zn1 = 2) = 205° E(Zy| Znoy = 2) + 0*2*| P(Z,_y = 2).
Kopucrehu nepunnmnujy (2.2.1) DLINAR(1) BpemeHcKOr Hu3a nobuja
ce

? = Y [PE(a© Zus + )| 2o = 2)

Z=—00

—202°E((a © Zy1 + €,)| Zno1 = 2) + &*2*] P(Zy—1 = 2).

Y3umajyhu y 063up ycaoBHE 0COOMHE CaydajHe MPOMEHbUBE o ® L, 1
nare y teopemu 2.1.2 u ocobuHe MHOBAIMOHOT HU3a {e,} mare y moc-
gemqunm 2.2.2, Ka0 M HE3aBUCHOCT CIYYAjHUX NIPOMEHJLUBUX €, U L, 1,
cienn na je

s |=|
1 f
2 - - L 2y Zpi|Zy1=
7 1+2uzzm(1+u) [ Var(a0Z,1|Z11=2)
+z2(E(a®Zn_1|Zn_lzz))2+z2Var(en)—|—z2(E(en))2
—202°E(a®Zy_1|Zp_1=2)+0a"2"]

1 . I - o 20(14a) 5 45y
= — —_ a(l+a)lz|z"4+———2"4+a"z
1+2uzzoo<1+u) o JI2] 1+2p

+22°(14a)p((1+p) (1—a)—a)) —202 2 +a* 2"

_ 1ta i p) a,zngr2au2+2u(1+2u)((1+u)(1—a)—a)Zz
1+2p I4u 1424 '

=—00

C obG3upom Ha TO Ha Cy BPEAHOCTU pPenoBa

[e’9) |z\ [e%e) z
% 3 M 3 2
SR T P B =21 ) (1 6+ 642,
;m(uu) 2] ;(m) WL+ 1) (L + 61+ 6,2
(e’ \z| [e%) z
H 2 M 2
R 2 PN 22— o1+ ) (1 + 20),
;oo(lw) ;<1+u) W1+ )1+ 2)

nobuja ce ma je

ot = 2 fg(;”) ot 201+ 1)1+t 2u(1 — ).
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DLINAR(1) monen

Ha ocHOBY menTpaJjsiHe TpaHUYHE TEOpeEME 3a MApPTUHTAJIE CIEIN Ia je
N
(N =172 Zyi(Zo — aZya) 5 N(0,0%), N — .
n=2

Ha ocuoBy epromumunoctu DLINAR(1) BpeMeHCKUX HU30Ba, CIEIN Ia

je ]Xfl aZ% =o(l), c.s. 1, kana N — oo. Tana, mo Teopemu Slutsky-
ja
N
N-—1 VN -1
N > Zoi(Zy—aZy) - e aZ% % N(0,02), N — oo.

n=2
[Toroso, 360r eprommanoctu DLINAR(1) BpeMeHCKUX HU30Ba, CJIeIN

N
u na je & > 22 end 2u(1 4+ p) ®ang N — oo. Ilpumemyjyhu, no apyru
n=1

nyT, Teopemy Slutsky-ja, mobuja ce na

0,2

N=1(&" —a) 2N (0,—————
(@ M_iN(’@ﬂﬂ+uV

) , kag N — oo. O

Jom nmBa pesynrara us kmwure Brockwell n Davis (1987) he Gurnm
ynorpebieHa n y morasy cienehe teopeme, a buhe KOPUCHU U TIPU-
JUKOM MOKa3WBama HEKUX TBpDhema KacHUje.

Tepbeme 2.4.5 (Brockwell u Davis (1987), repbheme 6.4.1) Hexa cayuaj-

na npomensusa X, > N(p,02), 20e 02 — 0, n — oo. Axo je pynryuja
9(X) ougppenyujabunta y mavwru p, mada

9(X0) 5 N(g(n), g'(1)%02).

Tepbeme 2.4.6 (Brockwell u Davis (1987), rBpbheme 6.4.3) Hexa k—odu-

MEHIUONANHA CAYHATHA NPOMEHLUBA X, <, N(u, ), 20e je X cumems-
puvHG, HewezamueHno Odedurumna mampuya, o ¢, — 0, n — oo. Axo
je g(X) = (¢1(X), ..., gm(X))T npecauxasamwe uz npocmopa R* y npoc-
mop R™, maxeo da je ceaxa mezosa xoopdurnammna Pynryuja Henpexuoro
Judpenyujabuana y okoaunu mavke p, u axo mampuya DEDT uma na
Jujazonanu cee eaemenme paszauvume 00 0, 20e je mampuya D Jakobujar
npecaukasama g, mada

g(X,.) % N(g(n), 2DTDT).
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Teopema 2.4.9 ce, HA APYTU HAYWH, MOKE MOKA3aTU W ITPUMEHOM
nperxomgHor TBphema u ynmeHure aa Cy y30padka Aucliep3uja U y30-
payka KOBapHjaHCa BPEMEHCKOr HU3a {Z,} ACUMITOTCKUA HOPMAJIHO
pacrogesbeHe.

Teopema 2.4.10 Yule-Walker-osa ouena napamempa p, X", je acumn-
MOMCKY HOPMAAHO PACTLOOEHERA U CMPO20 J€ NOCMOJAHA.

Loxas. [Tomro je DLINAR(1) Bpemencku uus, {Z,}, eproaudas
M CTPOro CTalWoOHAapaH, y30padvka MANCIEep3Uja je CTPOro MOCTOjaHa
OllcHA AWCIEp3Uje BPEMEHCKOr Hu3a. J6or tora he m omema i*",
Kao HeIpeknaHa (YHKIVja y30padke OUCIep3uje, Takohe, OuTtm cTporo
IMOCTOjaHA.

Ca mpyre crpane, Ha OCHOBY TeopeMe 2.4.8, y3opayka IUCIEP3U)ja
BPEMEHCKOT HU3a {Z,} je aCUMIOTOTCKIA HOPMAJIHO PAaclone/beHa. Kako
je omeHa pyw mudepeHnmjadbuiHa QYHKOUja y30padkKe IUCIEep3uje, TOo,
Ha OCHOBY TBpbhema 2.4.5, m OHa caMa WMa ACUMITOTCKA HOPMAJIHY
pacmozerny ca O4ermBameM —i + 34/1+ 277 (0) = p, m mucnepsujom
J,%Z(O)/Zl(l +2u)?, roe je ng(o) = limy_o NVar(v5(0)), a v5(0) nepunn-
cana uspasom (2.4.4). Ipyrum peunma

%0 ). O

d

Ha xpajy, ouursenso je ma ce mpecJIuKaBambeM

g(z1, w2) = (g1(21, 22), g2(1, 72))

ca HENPEKUIHO MudepeHnujadInanM KOOPAMHATHUM (GyHKIMjaMa

X2
91(951, 152) = T )

1 1
gg(l'l,xg) = —5 -+ 5\/ 1 =+ 2.T1,

npecaukasa Bektop (Yz(0),%7(1))” y sexrop (&X', i¥")T. 360r Tora ce
YW QYWHT

MOsKe, Ha OCHOBY TBphema 2.4.6, pehu na 3a Bekrop ouena (&* " | i
BasKN YW
(0% d (0% 1 T
) SN S NT"DXD ,
{ pr } ([ 7 } )
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rie je X MaTpulla ca eJeMeHTUMa

Yij= lim NCov(vz(i —1),7v7(j — 1)), i,j € {1,2},

N—oo

a MaTpuia

_ o 1
_ 2u(4p)  2p(1+
D= i) 2u(l+p)

4(142p)2

Jakobujan npeciaukaBama g(r1, T2) 3a 1 = vz(0) 1 zy = yz(1).

[IIto ce omena Hemo3HATWMX HapameTapa METOIOM YCJIOBHUX Haj-
MalbUX KBaIpaTa THde, OHe ce nobmjajy MUHUMU3AIMjOM (YHKITje
I'peIKe,

N N
= (Zn— E(Zu|Z0-1)) = (Zn — aZy1)’ .

n=2 n=2

Ha sxamnoct, ¢ 063upom Ha TO na mapameTap j He GUrypuire y §yHKIIjUI
I'pelke, MEeTOIOM YCJIOBHUX HajMAamUX KBaApaTa, kopucrtehu jemHoko-
pavHN MeTO., Huje Moryhe onpenuTu oleHy OBOr mapamerpa. ¥ jen-
HauMHaMa Koje ce mobujajy ABOKOPAYHUM METOIOM YCJIOBHUX HajMa-
BUX KBaapara, Koju je pasmarpan y pany Karlsen u Tjgstheim (1988),
mapameTap f GUrypuile y oOJMKY apryMeHTa HOJUMHOMCKUAX (YHKIN]ja
YeTBPTOI W BUINEr CTeNeHa, Te 300r Tora, oBaj Meron Hehe Outnm
aHaauzupad. /Jlakmge, jeTHOKOPAYHUM METONOM YCJIOBHUX HAjMAMHUX
KBaJpaTa je OllEeHmeH jeUHO mapaMeTap «.
[Tapmmjamau n13BOA GYyHKIMjEe IPENIKE IO IPOMEHJLUBO] (v je

862—]\[:—22:271 1 —O[Zrlfl).

Hakon m3jennavaBama ca HYJOM U pelllaBamha jeJHAUWHE IO HEMO3Ha-
TOM TapamMeTpy «, nobuja ce oleHa mapamMeTpa @ METOIOM yCJIOBHUX
HajMambUuX KBaJIpaTa

N
@cls — Zn:2 anlzn
Yoo Z2
n=2 —
L . _1
TUM, MO MOKA3aTH 14 BAKU I AW — ads = o(N~2
Me , MO¥e ce IIOKa3a a Ba a je &YW — s N72), ca
BepoBaTHONhOM 1.
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Hawnwme, Basxkm na je

N N
&cls — ang Zn—IZn _ % ZHZQ Zn—lzn
N N
En:Q Z?% %Zn:l Z% - %Z%
77 Y7 (1
L 1S
32(0) (32(0) = &)

360r Tora je limy_ .. VN — 1 (@YW — dds) =0, c.B. 1. C 063upom HA TO

nma Hu3 omeHa &)W KoHBeprupa y pacmomer Ka HOPMAJIHO] PACIIONCIN

Koja je mara y Teopemm 2.4.9, a pasnumka omesa &'V — a?* Gap y
BepoBaTHONU TexM HyaU Kana ce obum y3opka N beckonauno ysehasa,
onna he u pacnonmena omene G° 6utu jemuakra pacnozgean onere & W,

Tj.

N_lﬁw_a%gN(QO+aWH4M1+MO+a+MO—am>7

2p(1 + p) (1 + 2p)

kag N — oo.

Crpora mocTojaHOCT M ACUMIITOTCKA HOPMAJHOCT OBE OIEHE CE jOII
MOTY MOKa3aTu U KopumhemeMm Tteopema 3.1 u 3.2 u3 pana Tjdstheim
(1986). Haume, ¢ 063upoM Ha TO ma 3a HMAPUUjaTHE U3BOJIE yCIOBHOT
ouekuBamwa F(Z,|Z, 1) Baxu na je

0B(Zo|Zu) _ ,  PE(Zu|Zum) _  PE(Za|Z0)

(904 — 4Ln-—1, — Y :Ou

da? ek
ycaos C1 Teopeme 3.1, ce comu Ha E|Z, 1|* < oo, mTO je cBakako mc-
IyHEHO, jep je, Ha OCHOBY OCOOMHA CJaydajHe MPOMEHJ/LUBE Ca IUCKPET-
voMm JlammacoBoM pacmomesoM naTux y YBOMHOM AEIYy U Y PAJTOBUMA
Kozubowski n Inusah (2006), ogaocuo, Barreto-Souza u Bourguignon (2015),
E|Z, 1> =Var(Z,_1) = 2u(1+p). Ycnos C2 ce ceomu ma F (|aZ,_1]*) =
0=a=0,T1j |a*E(|Z,—1]*) = 0 = a = 0, mro, oner, Baxku, jep
u3 |a]*E (|Z,_1)?) = 2]a]*u(1 + p) = 0, cieqn na je a = 0. C o63upom
Ha TO Jla Cy APYTru um Tpehu mapiujajHu U3BOAU YCIOBHOT OUYEKUBAHA
E(Z,|Z,-1) no napamerpy « jemnaku myau, To ycaos C3 mocraje Tpu-
BUjaJIaH.
YcnoB D1 teopeme 3.2 ce Moke (popmynucaTu Ha cienehn Haumx
E(Z2 \Var(Zy|Zy—1)) < o0

n
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n CBOJU CE Ha

200(1+a) u?
E(z (a(lm)\zn1|+O‘§+7§L”‘+2<1+am«1+m<1—@>—a>))<oo,
OJTHOCHO,
20(1+a)

a(1+a)E|Zn_1|3+( +2(1+0z)u((1—|—,u)(1—04)—04)) E|\Z,_1|<o0,

1+2p

IITO je, MOHOBO, UCIYHEHO, Yy CKJIAMY ca Beh mMOMeHyTUM ocOoOMHaMAa
AIlCOJIyTHUX MOMEHATa CJIydajHUX NMPOMEHJLUBUX Ca AUCKpeTHOM Jla-
[JIACOBOM PACHonesoM. VcmymeHocT ycaoBa OBe aBe Teopeme, 00e3-
6ebyje cTpory mocrojaHOCT M aACUMITOTCKY HOPMAJIHOCT CTATUCTHUKE
dcls‘

Camunu pesynratu ce mory nobutu m 3a DLINAR(1) Bpemen-
cku Hu3 {Z,} 3amar uspazom (2.3.4). C 063upom Ha OCOOUHE OBAKO
neUHUCAHOT BPEMEHCKOr Hu3a, Koukpertno E(Z,|Z, 1) = —aZ, 1 un

vz(1) = —avz(0), Yule-Walker-oBuM meromom mobuja ce na je

~YW |’?Z(1>| ~YW 1 1 <
= = —+ =—v/14+27v2(0),
& 57(0) i 5135 + Wz( )

OOHOCHO, METOJIOM yCJIOBHUX HajMamUX KBaapaTa
N
anz anlzn
N 2 :
Zn:2 anl

dcls _

2.5 Cumynamnuje

Ila 6u ce mpoBepuse nepGopMaHce OIeHA HEMO3HATUX IapamMerapa
DLINAR(1) BpeMeHCKOr HU3a, IPEACTaB/bEHe Y TeOpeMaMa Y TPeTXO -
HUM ToTJiaBsbuMa, ypabena je cumynamuja Moute Kapio meTomom. 3a
pa3auyunTe BPEIHOCTHU mapaMmeTrapa it u « reaepucano je 1000 y3zopaka
obuma N = 5000. Kopumhena je uumenuria ma je pacmomena MmocMa-
TPAHOT BPEMEHCKOI HU3a jeqHAaKa PaCHIOAesM PAa3JUKe ABA HE3aBUCHA
NGINAR(1) Bpemencka muza, {X,} n {Y,}. Ilpunurkom cumynamuje
NGINAR(1) BpeMeHCKUX HU30Ba TPeBAJIO je MOAEIUPATH PeATU3aI]je
CJIyJajHUX MPOMEHJLUBUX Ca T€OMETPUjCKOM pacmomesoMm. Kopumhena
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Cumymanuje

je unmeHnna na je X 2 | S|, roe cayuajue npomensmue X u S umajy
reOMETPUjCKY 1 eKCIIOHEHII]AJHY PACIonesy ca oarosapajyhmv mapa-
MeTpuMa, PECIIEKTUBHO, a |-| je ,HajBehu neo 6poj”. Takrobe, 3a cumy-
JAIUjy MHOBAIMOHUX HU30Ba {&,} u {n,} xopumheno je muxoBo npexn-
cTaB/bame y OOJIMKY MeEIIaBUHE IBE CJIyYajHEe MPOMEHJbUBE CA T'eOMEeT-
PHjCKOM pacmomesoM, Kako je To Beh mpukaszano y mociaemunu 2.2.1.

[IpBO je remepucana BpemHocT 3a X; ¥, HE3aBUCHO OX He, 3a Y.
Onma cy, 3a n = 2,3,...,5000 reaepucane BpennocTu 3a X, 1 Y, Kao
X, =axX, 1+, uY, =axY, 1+n,. 3aTuM je CBaku nmap peaymusaiuja
X, n Y, uckopumhen y resepucamy BpenaHoctu Z, = X, — Y,.

Kao mpaBe BpemmocTtu mapamerpa j ymoTpebi/beHe Cy BPEIHOCTU
0,5, 2 m 10, a rao BpemHocTu mapamerpa « ynorpebmene cy 0,1,
0,2, 0,3, 0,4, 0,6 u 0,8. 300r orpannyema KOja Bayke 3a mapaMeTrap
a, a € (0,u/(1 4+ u)], HEKM om mapoBa BPEIHOCTU HUCY DPa3MATDAHMU.
Hum je 6mo ma ce mpura)ke NMOHAIIalk€ BPEMEHCKOT HM3a Y Clydaje-
BUMa KaJa HapaMeTrap [ MMa BPETHOCT OJUCKY HYJIU, 3aTUM BpEI-
HOCT KOja OJACTyIla MaJjiO0 BUIIE O HyJe W Ha Kpajy, Tpeha BpemHoct
kKoja je mpuanuno Beha on myme. OuekmBaJO ce ma MaJie BPEIHOCTU
mapaMeTpa ji M3a30BY MAaJiO BapuUpame BPETHOCTU BPEMEHCKOT HU3A,
a nma ca moBehameM BPeIHOCTM HapaMeTpa i [oJsa3y o nosehama
,aMIuTyne”, Tj. moBehama Bapujanuje BpemeHckor ausa. Victu kpu-
TepujyMm je ymorpebibeH u 3a u3bop BpemHoctu napamerpa «. Vza-
OpaHa je jemHa BPemHOCT KOja je OJMCKa HYJW, jedHa BPEIHOCT KOja
ce Hasasu 6unsy cpemuse nossosenor omcera (0,u/(1 + u)] n Tpeha
BPEIHOCT KOja je Oam3y ropme rpanwuie omncera. OBakaB m30op je
HallpaBJ/beH, He OU JIM Ce BUAEO YTWUIA] BPEAHOCTU HapaMerpa « Ha
ayTOKopesannony ¢yHknujy. OUyekmBao ce na CUMYyJIalje HU30Ba Ca
Behum BpegHocTuMa napamMerpa « uMajy Behe BpeaHOCTU Kopesamnuje.

Ha cnmukama 2.1 u 2.2 mpuwrasaHu cy aujarpaMu peasii3alnuja CU-
MyJIUPAaHUX BPEMEHCKMX HU30Ba Ca OAroBapajyhmm mapamMeTrpuma u
BUXOBe ayTokopesarnumone ¢yurmuje. Ca mumjarpama mobujeHuX pea-
Im3anyja ce MOKe YOUMTHU Ja je KOJI BPEMEHCKMX HN30Ba Ca MCTOM
BpeAHOINYy mapaMerpa f MOHAIIAme, Y CMUCIY Bapujallije U OICera
AOCTUTHYTUX BPENHOCTU, CIWYHO. 1O je M OUYEeKMBAHO, C OO3UPOM
Ha TO na aucuepsuja DLINAR(1) BpeMEHCKOr HM3a 3aBUCH CAMO O
Bpennoctu napamerpa . C apyre crpane, ca aujarpaMa 2.2 MO:Ke ce
YOUNUTU YTHUIAj CAMO BPETHOCTH IapaMeTpa « Ha ayTOKODPEeJalUOHY
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DLINAR(1) monen

GyHKIM]y, Tj. HajMame BPEIHOCTU NPOU3BOJE jenaH INAabIOH Bpe-
HOCTU ayTOKOpeJIalluOHe (PYyHKINje, BPEeJHOCT ayTOKOpPeJIaluoHe (yHK-
nuje y TavKd jedaH je, OUeKuBaHo, HajBeha y omHocy Ha ocTaJjie Bpe-
HOCTH, aJIl HE TAaKO NJOMUHAHTHA y OJHOCY HA TPAHUILY 3HAYAJHOCTH.
Ocrane BpemHocTu ayTOKOpeIanuoHe (yHKHUje cy, y BehumHu ciayda-
jeBa, BpJo Oimcke Hyau. BpenHocTtm mapamMerpa « y3eTe U3 CpeauHe
omcera, TEHEPUINy Ipyradyuju ImadJgoH, BPETHOCT y TadyKU jeJaH je
Beha om ocramux BpeqHOCTU, aJiU 38 PA3JUKY O MPETXOMHOr Caydaja,
ocTaJjle BPEIHOCTU ayTOKOpeJlallmoHe (QYHKIMje Cy Mame, aju 0Jym3y
rpaHuile 3HAYajHOCTU, Ca MNOEHme cTpaHe. BpemHoctu OJIUCKE TOPHO]
rpaHunu o6JacTy nepUHNCAHOCTU, reHepunly Tpehu oO0auK nmoHamama
ayTOKOpeJlalloHe (yHENUje. BpemHocT y Tauyku jenaH BeoMa je n0-
MWHAHTHA Yy OJHOCY Ha CBe€ OCTaJie BPEeOHOCTU. Y HU3Y BPETHOCTU
ayTOKOpeJlalMoHe (YHKINMje MOCTOjU HEKOJMKO BPETHOCTH KOje IIpe-
MaIyjy TPaHUILy 3HAYAjHOCTU, aJU Cy WM OHE MNAaJIEKO Mame O jel-
HOKOpauHe Kopemnaruje. M To je cacBuM JIOTUYHA TTOCJIEIUTIA OCOOMHA
DLINAR(1) BpeMeHCKUX HM30Ba jep ayTOKOpeJanunoHa (yHKIUja 3a-
BUCH UCKJBYYUBO OJ BPEIHOCTU IapaMeTpa «.

3a cBaku map BPEAHOCTHU MapamMeTrapa & U [t TOCMATPAHU CYy MOMIY-
3opnu met paszaunuutux obuma, 200, 500, 1000, 3000 u 5000. 3a cBaku
on nomy3opaka mspauyHare cy Yule-Walker-ose omnene mapamerapa. Y
caydYajy 3aAaTUX BPEIHOCTU HapaMeTpa « Koje Cy OJUCKe HYJIud, MO-
ryhe je Ha OCHOBY y30pKa MOOUTU HETATUBHE OIEHE. Y THUM CIydYa-
jeBUMa, Kao OIleHa, y3WMaHa je MO3WTUBHA BPETHOCT OJMCKA HYJIU,
& = 1075, Taxobe, y ciayuajy nmpaBux BpeJHOCTHU IIapaMeTpa « Koje Cy
OJIMCKe TOPH0j IpaHnIM O0JacTU Ae(UHUCAHOCTY IapaMeTpa, Moryhe
je mobutu oneny uwuja je spensoct seha om p/(14p). Y tum ciayuaje-
BMMAa, KA0 BPEIHOCT OIEHe mapaMerpa je ydera BpenHocT & = ji/(1+/1).
Iakne, BpenHocT napaMerpa « je mara cienehmM mapazowm:

wn (See) () e

n=1

N N
> Znzn—1 > zZnZn—1
n= n=2

€ (0,4/(1+ )]

[N
I

N
Xz > #
n=1

a4, (S aan) (2 ) & (3/(1 + ), )
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Cnuka 2.2: JumjarpamMu BPETHOCTU ayTOKOPEJAIMOHUX (YHKII]a

CUMYJIMPAHUX BPEMEHCKMX HU30Ba Ca OAroBapajynmum mapamMeTrpuma

(a1) p=0,5, a =

0,1, (ag) 0 = 0,5, a =

0,2, (az) 0 =0,5, a =

07 37

(61) p =2, a =0,2, (62) p =2, a=0,4, (65) p =2, a = 0,6, (B1)
pw=10, « =0,2, (B2) p =10, a =0,4, (B3) p =10, « =0,8
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[Ipumena Ha peaTHUM IO AAITAMA

Y rmabenu 2.1, mpurasaHe Ccy y30padke CpeAuHEe U CTaHIApIHE Ie-
BUjalje moOujeHrUX OIleHa 3a CBAKU map 3amdaTuXx Bpemnoctu. Moike
ce 3ak/pyunTHu Oa nobujeHe omeHe, ca mopehameMm obmMa y30pka, OuU-
Bajy cBe OJM:Ke TEOPUjCKUM BPEAHOCTHMA Iapamerapa, a Oa ce, y
UCTO BpeMe, HUXOBA CTaHIAPAHA [AeBUjalrja cMmamyje. Ha ocHoBy
nOoOujeHnX BPEeIHOCTU Yy Tabesi, BUAM Ce a Ce, y CAydajeBUMa MaJIuX
BPEIHOCTU Tapamerapa (i U «, Op:Ke MOCTU:KE TadHa BPEIHOCT, IITO
je 1 pa3yMJbUBO, jep ca MamUM BPETHOCTMMA IIapaMeTpa (i, Mama je
BapujabUIHOCT BPETHOCTU BPEMEHCKOT HU3a, & U MalbU je OICEr Ie-
(UHICAHOCTU apaMeTpa (.

Y mpumiior acMMIOTOTCKO] HOPMAJIHOCTU OIleHa IapaMeTapa o W [
roBopu (BUIIE HErO XWJBALY pEYM) CJaMKa 2.3, Ha KOjOj Cy HpUKa3aHe
pacmofene y4ecTaHOCTU peadu30BaHUX BpemHocTu omeHa 1 W m &YW
nobujernux uHa ocuoBy 1000 y3oparka obmma 5000. Ogxpcrymame pac-
moiesyia peajau3anuja MOCMAaTPAHUX OleHAa O HOPMAJIHE DACIOesie je
TECTUPAHO HEKUM OJf CTAHIAPIHUX CTATUCTUUYKAX TECTOBA 3a yIOpe-
buBame eMIMpPUjCKUX U TEOPUjCKUX PACIOIENa, KAO MTO cy TecT RoJ-
moropos-Cyuprosa, x* Tect, Shapiro-Wilk-os Tect, Anderson-Darling-
oB Tect, Lilliefors-oB Tect um Jarque-Bera-oB Tect. Y Tabenm 2.2 cy
IIpUKa3aHe 3HAYajHOCTU OBUX TECTOBA 3a PACHOAENy CBaKe Ol IIOC-
MaTrpaHux omneHa. Moyke ce 3aKbYydYUTH Oa HUA Yy JETHOM CIIydajy He
MMOCTOjU 3HAYAJHO OACTYyName O HOPMAaJHE PacHomede.

2.6 IIpumena Ha peaJiHUM IIOOAIIMA

[IITo ce mpuMeHe Ha peayHMM IIOJAIIMa THUYe, IOCMAaTpaHa je pas-
JMKa Yy OPOjy mpUjaB/beHUX IpecTyna udMehy aBe MOJUIUjCKe CTaAHUIIE.
Bpoj mpecryna, rpybo peueHo, mo cB0joj mpupoau, bu Tpebaso ma ce
IIOKOpaBa I'eOMETPUjCKOj pacuonenau, ¢ 003UPOM Ha TO J1a y aKTUBHOC-
TUMa TOT TUNA TMOCTOjU HU3 OJ HEKOJUKO y3aCTONHUX YCIENIHUX Pea-
mm3anuja norabaja Koju ce 3aBplIaBa je THUM HEYCIEXOM, WJIM, aKO Ce
npobJeM moriena ca apyre crpade (3akoHa), HOCTOJU HU3 O HEKOJIUKO
y3aCTOIHUX HEYCIEeIHUX peaju3aluja norabaja Koju ce OKOHYaBa ycC-
nemuoM peanuzanujom. Jla 6u DLINAR(1) monmen 6uo anexkBaTaH,
jemaH om ycJIOBa je Ha Cpelme BPEeIHOCTU Opoja MpujaB/LEHUX HeIesa
obemMa mosmnujcKuM ctaHurama oymy npubmamiao ucte. [locmarpan je
Opoj kpaba MOTOpPHUX BO3MJA KOj€ CY MECEUYHO NpPUjaBJbUBAHE IMOJIU-
nujckuM cranunama 6poj 1608 u 2811, y IlurcOypry, [lencunsanuja,
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DLINAR(1) monen

Tabena 2.1: PeasusoBane BpeIHOCTU OIl€HA MMapaMeTapa [t U , CPe-
He BPEIHOCTU U CTaHIApIHE NEeBUjallnje

n=0,5,aa=0,1 n=0,5,aa=0,2 pn=0,5,aa=0,3

N /:LYW &YW &cls ﬂYW &YW &cls /:LYW dYW dcls
200 0,495 0,099 0,099 0,495 0,193 0,194 0,493 0,288 0,289
(0,063) (0,073) (0,074) | (0,069) (0,080) (0,080) | (0,075) (0,081)  (0,081)

500 | 0,497 0,100 0,100 0,498 0,197 0,198 0,496 0,294 0,294
(0,041)  (0,048)  (0,048) | (0,044) (0,051) (0,051) | (0,047) (0,052)  (0,052)

1000 0,498 0,100 0,100 0,498 0,197 0,197 0,498 0,297 0,297
(0,029) (0,033) (0,033) | (0,031) (0,037) (0,037) | (0,034) (0,038) (0,038)

3000 0,500 0,100 0,100 0,500 0,199 0,199 0,499 0,298 0,298
(0,017) (0,020) (0,020) | (0,018) (0,021) (0,021) | (0,019) (0,022) (0,022)

5000 0,500 0,100 0,100 0,500 0,199 0,199 0,499 0,299 0,299
(0,013)  (0,016) (0,016) | (0,014) (0,016) (0,016) | (0,015) (0,017)  (0,017)

=2 a=0,2 pnw=2 a=0,4 nw=2 a=0,6

N ﬂYW aYw acls ﬂYW aYyw acls [LYW aYyw acls
200 1,981 0,194 0,195 1,978 0,394 0,396 1,956 0,583 0,586
(0,200)  (0,072)  (0,072) | (0,239) (0,073)  (0,073) | (0,307) (0,070)  (0,070)

500 1,994 0,197 0,197 1,993 0,399 0,400 1,975 0,592 0,593
(0,129)  (0,047)  (0,047) | (0,150) (0,048)  (0,048) | (0,197) (0,044)  (0,044)

1000 1,997 0,198 0,198 1,997 0,400 0,400 1,984 0,594 0,595
(0,090)  (0,033)  (0,033) | (0,109) (0,033) (0,034) | (0,145) (0,032) (0,032)

3000 1,998 0,199 0,199 1,999 0,400 0,400 1,996 0,598 0,598
(0,052)  (0,019) (0,019) | (0,060) (0,019) (0,019) | (0,084) (0,019) (0,019)

5000 | 2,000 0,199 0,199 | 1,998 0,400 0,400 | 1,998 0,599 0,599
(0,039)  (0,015)  (0,015) | (0,047) (0,014) (0,014) | (0,065) (0,015) (0,015)

pn=10, a =0,2 pn=10, « =0,4 pn=10, « =0,8

N ﬁYW &YW &cls l)YW &YW &cls ﬂYW dYW dcls
200 9,896 0,198 0,199 9,855 0,394 0,396 9,616 0,785 0,789
(0,869)  (0,069) (0,070) | (0,956) (0,066) (0,066) | (1,703)  (0,050)  (0,050)

500 9,940 0,198 0,198 9,940 0,397 0,397 9,795 0,794 0,796
(0,561)  (0,044) (0,044) | (0,611) (0,040) (0,040) | (1,097) (0,031) (0,031)

1000 9,974 0,200 0,200 9,968 0,397 0,398 9,871 0,796 0,797
(0,398)  (0,033) (0,033) | (0,437) (0,029) (0,029) | (0,800) (0,022)  (0,022)

3000 | 9,999 0,199 0,199 | 9,990 0,399 0,399 | 9,923 0,798 0,798
(0,220)  (0,018)  (0,018) | (0,259) (0,017) (0,017) | (0,482) (0,013) (0,013)

5000 | 9,996 0,199 0,199 | 9,993 0,399 0,399 | 9,948 0,798 0,799
(0,171)  (0,014)  (0,014) | (0,198) (0,013) (0,013) | (0,372) (0,010) (0,010)
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a, a, —
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Cauka 2.3: XucrorpaMu peaju30BaHUX BPEIHOCTU OIEHA IapaMeTrapa
pua(a) p=05 a=01 (a) &V p =05 a=01, (6,) ¥V
pw=2 a=04 (62) & p=2 a=0,4, () ¥V pu =10, a =0,8,
(By) &¥W =10, a =0,8,
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Tabema 2.2: 3HAYAjHOCTM TECTOBA 34 WUCIUTUBAKE HOPMAJIHOCTU
pacnogesia OlleHa IlapaMeTapa [t U o

IIpase BpenuocTu nw=0,5, a=0,1 n=2 a=0,4 pn=10, a=0,8

TecT [LYW aYw acls ﬂYW aYw acls ﬂYW ayw acls

Kolmogorov-Smirnov | 0,673 0,814 0,822 | 0,503 0,634 0,688 | 0,932 0,692 0,710

x2 0,279 0,699 0,559 | 0,371 0,732 0,622 | 0,405 0,520 0,460
Shapiro-Wilk 0,539 0465 0,498 | 0,523 0,373 0,450 | 0,282 0,246 0,232
Anderson-Darling | 0,290 0,556 0,755 | 0,222 0,507 0,613 | 0,372 0,249 0,209
Lilliefors 0,232 0,423 0414 | 0,101 0,195 0,248 | 0,681 0,254 0,292
Jarque-Bera 0,721 0,432 0,344 | 0,663 0485 0,514 | 0,193 0,603 0,606

CAIl, y nepuomy onx jamyapa 1990. mo memem6pa 2001. romume. Ha
OCHOBY y30pka obuma N = 144 nobujena je cpenma Bpenuoct z = 0, 02,
y3opauka mucuepsuja je Yz(0) = 10,59, a jemHokopauHa y3opauka KO-
penamuja pz(1) = 0,33. Ouene HemoszHaTux mapamerapa MOmega Cy
W =1,86u &'V = 0,33. Kao kpurepujyM BabaHOCTU MOIETA y3€T
je rKopeH cpemme-gBaaparHe rpemke, Tj. RMSE kpurepujym. IoGu-
jena je Bpemmoct RMSE = 2,66, mTto je NpuianvyHO MaJja BPEITHOCT,
aKo ce y3Me y 003up pacIoH pPeam30BaHOT y30pkKa. bumo O6u mHTEpe-
CAHTHO yHopemuTu ampokcumanujy kojy maje DLINAR(1) momen ca
ampoOKCUMAIMjoM HEKOT apyror momeiaa. C ob3upom HA TO Oa je pea-
JaM3alnmja BpeMEHCKOT Hu3a {2, } mobujeHa kao pas3inka IBa BPEMEHCKA
HU3a, OMiao OM ameKBATHO YHOPEIUTU OBaj MOMEJ Ca MOIEJIOM IMpen-
nosxkenuM y Freeland (2010). MebyTwuMm, takso nopebeme 6u, y cayuajy
onena nooujenux Yule-Walker-oBuM MeTomom 1 MeTOMOM yCIOBHUX Haj-
MambUX KBaapara, Ouio 6€CMUCIEHO jep ce Kao OleHa mapamMerpa o 1
y ToM caydajy mobuja & = vz(1)/92(0), a, takobe, je u ycioBHO Oueku-
Bawe F(Z,|Z, 1) = aZ, 1, na 6u ce nobuna ncra Gopmyia 3a IpeaBu-
bame. Canuna curyanuja je ca joII HEKUM OJ IOMEHYTUX MOIesa Ca
eT00POjHUM BPEAHOCTUMA.

Ha cannm 2.4 je npukazana ayTOKOpeJanuoHa (yHKINja, KOja jacHO
OKa3yje [na je mpuMeHa MOesa TPBOT pena ageKBATHA y MOIeU-
pamy OBUX IMOJATAKAa, 3aTUM pPeaju3alrja BPEMEHCKOT HU3a, Kao U
DLINAR(1) momen. Moske ce Bumern na DLINAR(1) momen mo6po
AIlpOKCUMUpa MOoCMaTpaHe momaTke W ma ce Behe rpemke nobujajy
caMO MPUJIUKOM HATJIUX CKOKOBA.
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Cuaura 2.4: Pasznuka y 6pojy npujasibenux kpaba moropHUx BO3MIA
usmebhy mosnunujckux cranuna 6poj 1608 u 2811. Ayrokopenanuona
¢yurumja, peasusoBane BpemHoctu u ogrosapajyhu DLINAR(1)
MO IeJT
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I'maBa 3

SDLINAR(1) momedn

Y mperxonnoj raasu upukazanu DLINAR(1) momen npencraBiba
HOBUWHY y OIHOCY Ha BehuHy 1m0 Tana nepuHUCAHUX MOOEIa Ca IIeJIO-
OpOjHUM BPEAHOCTUMA jeP YMeCTO OMHOMHOT TWHUHI ONEepaTopa, KO-
PUCTU HEraTUBHU OMHOMHUM TUHUHI OIEPATOP, aJU U MOPEeI TOra, Yu-
HBEHUIA [1a je MATEMATUYKO OUYEeKNBaK e BPDEMEHCKOT HI3a jeTHAKO HYJIN,
OorpaHUYaBa IMOJbE IPUMEHEe OBOT MoJenaa. 300r Tora je OmMIo cacBUM
JIOTUYHO YOIIITUTY U TUHUHT ONEPATOP W MOIEJ BPEMEHCKOT Hu3a. Y
TOM 1By he, cana, Hajupe, OUTU Ae(UHUCAH HOBU TUHUHI OIEPATOP
u Ouhe mpukazaHa HEKa HEroBa HajOUTHUja CBOjCTBa, a 3aTUM he,
HA OCHOBY TOT TUHUHI OllepaTopa, outu KoHcTpyucan Hosu [NAR(1)
MOJZIeJT BPEMEHCKOT HU3a, Omhe moKa3aHe HEKe HmeroBe OUTHE Kapak-
tepucture. Takobe, 6buhe pazmarpan u npobiem OleHUBAHKA HEMO3-
HaTux napamerapa. buhe nsBenene Yule-Walker-oBe onene cBux Hemos-
HATUX ITapaMeTrapa MomIesa, Kao W OlleHe mapaMerapa « W [ MeTOIOM
YCJIOBHUX HajMambUX KBaIpaTa. 3aTUM he OUTU aHAJIU3UPAHO ACUMII-
TOTCKO NOHammame Tux omneHa. Ha kpajy he Outu mpukaszanu pesyii-
TATU CUMYJaluja Koje MOTBPDYjy ACMMITOTCKAa CBOjCTBA OIlEHA, KAO U
OpuMeHa OBOT MOJeja Ha PealiHMM IoJanmMa U nopebeme ca HeKuM
APYTUM MOIETIUMA.

3.1 KoHcTpykmmja TMHMHI ollepaTropa

N cama, kao mTo je TO OMIO y ciydajy TUHUHT omepaTopa a®,
HOBUW THHUHI olepaTop he Outu nedpuHmMcan kopuctehm paznmky nasa
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SDLINAR(1) moznen

HEraTUBHA OMHOMHA TUHUHT OIIEPATOpA, ajJu C TOM Pa3inKOM, mMTO he
napamMeTpy TeOMeTPUjCKe PACIHoesie OBa OBA TUHUHTA OUTU PAa3Ju-
UqunuTHn.

Ilakme, mona3u ce, MOHOBO, O HEraTWBHOI OMHOMHOT TUHUHI OITe-
paTopa ax, nepurucanor y Risti¢, Bakouch u Nasti¢ (2009). Heka je
Z, ClydajHa TMPOMEHJbUBA Ca ACUMETPUYHOM amckKpeTHOM Jlammaco-
BoM pacnozmesnom SDL(u/(1 + p),v/(1 +v)), ¢ > 0,v > 0, unju je
3akoH pacmomerne mat y (1.2.4). Hera cy X, u Y, nBe He3aBucue
ciayuajue mpomensuse ca reomerpujckum Geom(u/(1 + p)),u > 0, u
Geom(v/(1 4+ v)),v > 0, pacnogenama, pecnexkruBHo. Heka cy, name,
ok U J* IBa HeraTWBHA OMHOMHA TUHUHT ONEpPaTOpa Ca y3ajaMHO He3a-
BucHuUM Opojaukum muzosuma {W;} u {V;}, HesaBucHux, jemnako pac-
O IeJbEHUX CIIYUYAJHUX TPOMEHLUBUX Ca NEOMETPU]CKUM PACIIOAeIaMa,
Geom(a/(1+ a)),a € [0,1), m Geom(5/(1+ ), € [0,1), pecnexTusHO.
Hera cy enemenTtu Opojauykux HU30Ba HE3ABUCHU O CIAYUYAJHUX TPO-
MeHmbuBUX X, Y, u Z,. HoBu Ttunuar oneparop, y ozuamu («, 5)®, he
buty mepuHUCcaH Ha ciaenehiv HaunH

(0, B) ® Zo)|Zn L (% Xy — B % Y,) (X — V). (3.1.1)

Ila oBako medumHUCAHU OIlePATOP IPEACTABIbA YOIIITEeHhe aBa mocTojeha
TUHUHT OllepaTopa, Mmoka3yje cieneha mpumenda.

IIpumenda 3.1.1 V cayuajy jeonaxocmu napamemapa o u (3, dobuja ce
onepamop Koju je defunucan y pady Barreto-Souza u Bourguignon (2015).
Axo je jow u p = v, onda ce dobuja onepamop a®, dedunucan y npemroo-
HojJ enasu, mj. onepamop defunucar y pady Nasti¢, Risti¢ u Djordjevic
(2016).

Cana he Outm nuckyToBaHe Heke OUTHE OCOOWHE HOBOIE(PUHUCAHOT
TuHUHT onepatopa («a, ) ©® .

KRapakrepuctuuna (yHKIUja MOke OUTH MCKOpUIINeHa 3a M3pady-
HaBame MOMeHATa CiydJajHe mpoMenause («, ) ® Z,. Hben obauk naje
caeneha Tteopema.

Teopema 3.1.1 Kapaxmepucmuuwna @Pynryuja cayvajre npomenpuse
(o, 8) © Zy je
()= (1+a—ae®)(1+8—LFe™*)
Pede L = M 0T+ m) —a(14 ) e 1+ B(1+v)—B(1+v)e ]

(3.1.2)
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KoucTpyknuja TuHUHT omepaTopa

Zloxas. Kopucrehu jemmakocT y pacmomenu ciaydajHe IPOMEHLUBE Z,
U pa3juKe CIyYajHUX MPOMEHJbUBUX, X, —Y,, fo0Uja ce na ce TpasKeHa
KapaKTePUCTUYHA (YHKIUja MOKE U3paUuyHATH Ha cileleny HaUYWH.

[e.9]

Sp(a,ﬁ)@Zn(t) = Z E (eit((aw@)@Zn”Zn — Z) P(Zn _ Z)
Z:_ZOO _
= DD BTN, =y Y, =y - 2)
z=—00 y=0

x P(X,=y,Y,=y—2)

S B, 2y =)

z=0 y=0

X P(X,=y+2Y,=y). (3.1.3)

KRako cy, 3a 3amaro X,, =y u Y, =y — z, cayyajue mpoMeHbUBE v * X,
u [ x Y, He3aBUCHE CJIydYajHe MPOMEHJ/LMBE Ca HEraTUBHUM OWHOMHUM
NB(y,a/(1 4+ «)) u NB(y — z,6/(1 + )) pacnomenama, pecrneKTuUBHO,
nobuja ce ma je

E (eit(a*Xn —B%Yy)

Xo=y.Y,=y—2)
= (1+a—ae") V(145877 (314)
Cauuno je u
E (eit(a*Xn*,@*Yn)‘Xn =y+2Y,= y)
—(1a—ae) " (8- Y. (L)

Ako ce, y muiby jemHOCTaBHUjEr 3alUCUBamba, yBedy ciaemehe o3Hake,
A=1+a—ae®u B=1+p—fe " samemyjyhu (3.1.4) u (3.1.5) y
(3.1.3), mobuja ce

(t)—iil p N (v N !
Plapoz(l) = AvBy—= \ 1+ p 14+ v (I+p)(1+v)

z=—00 y=0

LY (1ﬁu)w(1iu>y<1+u>1<1+v>‘

z=0 y=0
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SDLINAR(1) moznen

Hakon m3pauynaBama OBUX penoBa, mobuja ce ma je

) = AB
Ple0)0Zn O AB(I+p)(1+v) — pv

o S ()
AB(1+p)(1+v) —pr = A \1+p/) '

_|_

¢ 1M
9|~
/‘\
.

= + =
<
~—

Ha OCHOBY 4Y€ra cJjenqn

N AB
Plapoz, () = ABQ+400+10—NV<B(

AB
(A +p) =) (BA +v) —v)
(1+a—ae®) (146 —pe ™)
14 a(l+p) —all+p)e’] 1+ B(1+v) = B(L+v)e ]

v Al + p)
1+u)—y+A(1+u)—,u)

Moske ce 3aKByYnNTH, HA OCHOBY OCOOMHA HETATUBHOT OMHOMHOT THU-
HUHD omepaTopa, natux y Risti¢, Bakouch u Nastié¢ (2009), ma cy kapak-
TepucTUYHe (QYHKIUje CIydajHUX IPOMEHLUBUX o * X, u B *xY,,

B 1+ o —ae®
C Lta(l+p) — a(l + pet

- 1+ﬁ_ﬁ€z’t
1+ B(1+v) - B(1+v)eit’

pecnekTuBHO, T1e cy X, u Y, ABe He3aBUCHE CJIydvajHe TPOMEHJbUBE
ca reomerpujckum Geom(u/(1 + p)) m Geom(v/(1 + v)) pacmomenama,
PECIIEKTVBHO, a * M [J% Cy [Ba HeraTWBHa OMHOMHA TUHUHI OI€pa-
topa. lloGujena xapakTepucTUYHA (PYHKIMjA, P(0.g)0z,(t), j€, Tarobe,
U KapaKTepPUCTUYHA (YHKIUja CIydajHe TIpoMeHmbuBe a * X, — [ % Y,.
JenHakocT KapaKTepUCTUYHUX (YHKIVja UMIIANUPA W jeTHAKOCT Y
pacrnomean, Te CTOra CJIenu MOCTIeqUIA.

Py, (1)

IMocnemuna 3.1.1 Cayuajna npomennusa («, ) © Z, uma caedehe oco-
bure:
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KoucTpyknuja TuHUHT omepaTopa

1. (a,ﬁ)@Znia*Xn—ﬁ*Yn,
2. E((e,0) © Zn) = app — B,
3. Var((a, ) © Z,) = ap(1 + 2a+ ap) + pr(l + 28 + pr).

oxasz. Kopucrehm o0nuk kapakrepucTuyne QyHKIUjE, JAKO Ce T0JIa31
[0 MOKa3a TPU HaBeAeHA TBphema:

1. C o63upom Ha Beh IOMEHYTY je IHAKOCT KapaKTePUCTUUHUX (yHK-
uja CIydajHuX npoMeHmusux (o, ) © Z, n ax X, — [*Y,, jenna-
KOCT Y PacCHOIesn OBUX ABEj]Yy CIyYajHUX TPOMEHJLUBUX je jacCHA
TOCJIE TUTIA.

2. Kako je Ha OCHOBY OCOOWHA HETaTUBHOT OWHOMHOT TUHUHIA
Elax X,) = aE(X,) = au u E(B*Y,) = Pr, 36or nperxomHo
IIOKa3aHe je THAKOCTU Y PACIONEIN, U OUEKNBAKHA OBUX IABEjY CIY-
YyajHUX MPOMEHJ/bMBUX he OUTU jemHaka.

3. IlornoBO, HA OCHOBY OCOOUWHA HETaTUBHOI OMHOMHOT TUHUHT OIle-
paropa, auUCIep3uje CIydajHUuX MTPOMEHBUBUX « * X, U [ x Y,
he, pecnerkruBro, 6utn Var(X,) = au(l +2a + ap) u Var(y,) =
Bv(l + 26 + fr). 360r HE3aBUCHOCTU CJIYYAjHUX ITPOMEHJLUBUX
ax X, u (x*Y, mucnep3uja pasiuke he Outu jennaka 30upy Imo-
jeIMHaYHUX OUCIep3nja, Te je U NOKa3 OBe IOCJEIUIle 3aBPIIEH.
O

Teopema 3.1.2 Ycao8Ho ouekusame u Ycao8Ha OUCNEPIUIA CAYUATHE NP O-
mennmuse (a, ) © Z, 3a 3a0amo Z, cy

E((a,3)0Z,|Z,)
—(0=8) o+ Zu (ol iz, 20 Bl iz, <o),

14+p+v
Var((«a,3)®Z,| Z,)
(o= 1)+ 81 0)

+| Zn| (a(1+a) Iz, >03+B(14+6) L1z, <03) -
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SDLINAR(1) moznen

Jlokas. CamyHO Kao U y CUMETPUYHO] BApHUjaHTU OIepaTopa, IPBO
Tpeba nokazatu ga je 3a k >0

E((a,3)0Z,)* Zy=2)=FE((axX,,—B+Y,)*| X, ~Y,,=2)
S Yy
aiﬁﬁ‘ﬁ;}(ﬁ) (75)" B((ax X =pY0) | Xu=y+2,Ya=y), 220,

%2}(ﬁ)x(ﬁ)IE((a*Xn—ﬁ*Yn)k|Xn:x,Yn:x—z), 2<0.
Hexka je z > 0. Tana je
E(((a.8)0Z,)"|Z,=2) iﬁp a,B)0Z,=i|Z,=2)
—Z P ﬁ @Zli(; Zpn=2)

—Z)
1<+5—Syzz; kZP (,0)0Z,=1,X,=2+1y,Y,=Yy).

Tu y=0

3aMemyjyhu BepoBaTtHohy mpeceka morabaja ¢popmyioMm 3a yCIOBHY
BepoBaTHONY mobuja ce

E((a,0)0Zy)"| Zy=2)=
1(‘“;”2’“213 @,8)0 Zp=i| Xn=2+y,Y,=y)

=0 y=0

><P(X =z+y)P(Y,=vy)

1+p+v * ( m )y
___rr P((a,8)0Z,=i| Xy=2+y,Y,=y) [ — Lo
(1+p)(1+v) Z Z ==ty Y= G 0

_ dptv v Y o -
_W;;(W) ;Z P((a.,8)®Zp=i| X=2+1y,Y,=y)
_ bty (o N i iy
T i) EeMom) amstuti)

Y cayuajy rana je z < 0, moctymak je mctu, ocuM mTo ce norabaj y
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KoucTpyknuja TuHUHT omepaTopa

ycaoBy X, =z +y,Y, =y 3amemyje norabajem X, =z,Y, =x — 2. Ha
Taj HauuH ce mobuja omrosapajyha jemmakoct.

[Tomohy neme 3 wm3 Risti¢, Bakouch u Nasti¢ (2009), Tj. ocobune
E(ax X)=aFE(X) 1 He3aBUCHOCTU CIIyYajHUX IPOMEHJBUBUX X, U Y,
nobuja ce ma je

Elax X -p*Y|X =2,Y=y) = ax—[y.
Opnarne, 3a z > 0, cnenu na je

E((0,3)0Zy| Zp=2)=

I Z(( H ))yE((a,ﬁ)QanXnZZvLyYn:y)

(1+p)(14v) prd 14p) (14w
 tptrv - 5% Y
_(1+u)(1+v);((1+u)<1+v))

XE((X*Xn—ﬁ*yn‘Xn:Z—i_van:y)
00 Y
S (s ) a0

(Ip) (14v) e \ (1+p) (142
__lrpty N H yozz a—
‘<1+u><1+v>§(<1+u><1+u>)( Hoamow:

N3pauynaBajyhu crenenu pen, mobuja ce

E((00,8)0Zy| Zy=2)=
= I4p+v <a2(1+ﬂ)(1+V> (a_ﬁ)<1+ﬂ>(1+u)uv>
(1+p)(1+v) [ T

+az

14
=(a=F) 1+ptv

Axo je z < 0, mcTuM MOCTYNKOM, camMo y3 ycioB X, = x,Y, = x — z,
Tpa:KeHO yCJIOBHO OYeKWBame he oOutu

E((a7ﬁ)®Zn’Zn:Z):
= I+ptv i( uv )z(ax_ﬂ(x_z))
“\(

(1) (14v) =\ (1+p) (1+v)
_ v N v J” a—0)x+pz
_(1+M)(1+V)Z<(1+M>(1+V)) (( ﬁ) +4 )

=0
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SDLINAR(1) moznen

Cymupajyhu pen, nobuja ce na je

E(a,3)0Z,| Zn=2)=
_ lptw ((a—ﬁ)<1+u>(1+u)uy +6z(1+u)(1+y)>
(H—u)(l—l—y) (14-p4v)? I+p+v
=(a—0)7 y +y+ﬁ,

IITO KOMIIETAPA TPasKeHU U3Pa3 38 YCJIOBHO MATEMATUYKO OUEKUBAH,E
cayuajue mpoMmeHbpuse («, ) © Z, Ipu 3a0aTOM Z,.

[Ipunukom u3zBohema n3pasa 3a yCIOBHY AUCIEP3U)Y CIydajHE TPO-
mensmuse (a, ) ® Z, xopuctu ce gema 3, u3 Risti¢, Bakouch n Nastié
(2009), u To ocobune E(a* X) = aB(X) u E(ax X)? = o?E(X?) +
a(l+ a)E(X). Ha ocroBy mux ce moske ussectu na je Var(ax X|X) =
a(l + «)X. 360r Tora ciremu na je

E(((e,8)©Z,)*|X=2,Y =y)=a(1+a)r+B(1+8)y+(az—Fy)*.
Heka je mpBo z > 0. Tana je
Var((aaﬁ>@Zn‘Zn:z>:E(((O‘ﬁ)®Zn)2|Zn:2)_<E<<Oéaﬂ)®zn|zn:z))2

() (1) [\ () (1)

pv 2
_ ((a—ﬂ) 1+M+V—|—Ozz)

1 p [i( T )y(a(1+a)<y+z)+ﬁ(1+ﬁ)y

T+ () [ S\ () (1

+(a(y+2)—ﬁy)2)} —((a=0) 1_::ZLV+@Z)2

A tptr

(L) (14v) LZO( (1+0)( 1+y)> ((e(14a)+B(1+8)+20(a—B)2)y

v

+az)?.
I+p+v )

+(a—ﬁ)2y2+a(1+a)z+a2z2)} ((a—p)

C 063upoM Ha TO na ce y MOCIeImeM U3pal3y jaBibajy CTEIEHU PeaOBU

= v Y (4 p(+)
;;((1+u)(1+y)) B l+p+v
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KoucTpyknuja TuHUHT omepaTopa

- v Y )t )
Zy(aw)mu)) IR

o v Y () (14 ) (14 v) + )
2 (( >)

(I+p+v) ’

yCJIOBHA AuCIiep3uja mo0uja KOHavaH OOJIMK

Var((«, B) ® Zp|Z, = 2)

1 1
— (o - PRI (a1 o) + B0+ B)
+a(l + o)z
Ha awmamoran mauwms, 3a z < 0, mobuja ce ma je
Var((a, B) © Zy|Zn = z)
1 1
— (o - PRI (a1 o)+ 8L+ B) e
—B(1+ p)z. O

KRao m y cayuajy cumMeTpuyHOr TUHUHTA (), TaKO C€ U aCUMe-
Tpuunn (@, 5)©® TUHUHT OHEPATOP MOKE MOBE3aTW Ca HEraTUBHUM OU-
HOMHIM TUHIHT OIIEPATOPOM «vk. Y ciuyuajy omeparopa (a, 3)® Ta Besa
je 3a HMjaHCY CJOKEHUja, a MpUKa3aHa je y caenehoj Teopemu.

Teopema 3.1.3 Hexa cayuajne npomenpuse Z,, X, u Y, umajy pecnex-
muerno SDL(pu/(1 + w),v/(1 +v)), Geom(u/(1 + pn)) u Geom(v/(1 + v))
pacnodeay, 20e cy i, v > 0. Hexa je {D;,j > 1} Hu3 He3068UCHUT CAYUATHUT
npomennusur ca SDL(a/(1+ a),B/(1+ B)), a, B € [0,1), pacnodesom u
HeKa cy jouw cayvwajie npomennuse Lp, X, Yn, Dj 7 > 1 u cayuajne
npomenpUBE Koje yuecmaeyjy y ax u fx nesasucke. Tada je

min(X,,Yy)
d
(o, 8) © Zy = (a* | Zn|) 12,20y — (B * | Zul) {2, <0} + Z Dj, (3.1.6)

Jj=1

min(X,,Yy)

edeje >, Dj;=0 xada je min(X,,Y,)=0.
j=1
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SDLINAR(1) moznen

Jloxas.  Heka je m, = min(X,,Y,) u M, = max(X,,Y,). Ha ocuoBy
nocaemune 3.1.1, Bakm na je

(o, B) ® Z, < axX, —08xY, = ZW ZV],

rae cy {W,,n > 1} u {V,,n > 1} ysajamMHO He3aBUCHU OpOjaAUKM HU-
30BUM TMHUHT omepatopa ax u (%, ca reomerpujckum, Geom(a /(1 + «))
u Geom(B/(1 + [3)), pacnongenama, pecrnektusHo. HakoH mpomene pe-
mociaena cabupaka, mobuja ce ma je

Mn, Mn
(a,8)© Z, = Z W; — Z Vi+ Z Wilix,>vay — Vilix,<v,})
= J=mn+1

Mn My —mp

J=1 J=1

C 063upoM Ha TO Ha je pacuolesa pPa3iMKe [BE HE3aBUCHE CIIydajHe
IPOMEHJbUBE Ca T€OMETPUjCKAM pacuoienaMa, nuckpersa Jlamracosa,
n na je max(X,,Y,) —min(X,,Y,) = | X, — Y,|, nobuja ce na je

P

(a,0)0Z, = ZDﬂ- > Wilix,ovy—Vilix,<vy)

7j=1

my, | Zn| |Zn|
i ZD]+I{X >Yn }ZW I{X <Yn }ZV

= (a*|Zn|)]{ano}—(ﬁ*|Zn|)]{Zn<0}+ZDj

j=1

= sgn(Za)(o*| Zu)) 2,200 +590(Z0) (B Zo ) [ 2,0+ > _D;. O
j=1

[Tperxomua Teopema mpencrasmba oneparop (a,3)® y obauky 30upa
IBa TUHUHT omeparopa. IlpBu cabupak (jeman ox qBa) mpencraBiba
3HAKOBHU TUHUWHI OmepaTop koju cy yseau Latour m Truquet (2008).
Enement;r 6pojavkor HM3a OBOT OllepaTopa MMajy, y cjaydajy ma je
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KRoucrpyrnuja Mmomena

Tra
Jajy ma je ciaydajHa IpoMeHbuBa Z, < 0, Geom(%), pacnoneny. Ipy-

cayJajHa nmpoMenmuBa Z, > 0, reomerpujckry, Geom (%), unu, y ciy-

ru cabupak, Z;”:"l D;, ce moxe samucatu y obaury (o, () o' m,, rmoe
(o, 3)0' mpemcTaBba TUHUHT OmEpaTop ca OPOjAUKUM HU30M HE3ABUC-
HIX, jeJHaKO Pacloles/beHNX CIy4dajHuX NpoMeHbuBux [; ca acumer-
puuroM muckpersoM Jlammacosom, SDL(1, %), pacCIonaesioM, a Koju
ce MpuMenyje Ha CIIy4YajHy NPOMEHJLUBY Ca TEOMETPUjCKOM PACIOIe-

JIOM.

IIpumenba 3.1.2 C obsupom na mo da cayuajna npomensusa min(X,,Y,)
uma zeomempujery, Geom(pv/[(1+ p)(1 + v)]), pacnodeay, y ckaady ca

cmasom 4.2 uz Kozubowski u Inusah (2006), cayuwajua npomenmusa
Zmln(Xn,Yn

j=1 )D] UMa aCUMEMPUIHY ()ucnpemny .]]CL?L/LCLCOB@/ pacnode./Ly.

3.2 KoucTpykmuja momesa

KRopucrehn vHOBM THMHUMHr omepatop, MOke ce nedpuUHUCATU jenaH
HOBU CTaIOHApaH, ayTOPerpecrMBaH HU3 ca IeJOOPOjHMM BpPEITHOC-
tnma {Z,,n > 0} wa caenehin Hayun

Zni1 = (a,0) © Zp + €p1, n >0, (3.2.1)

rae cy Z,,n > 0, ciyyajHe TPOMEHLUBE CA ACUMETPUUYHOM IUCKPET-
HoM Jlammacosom, SDL(u/(1 + p),v/(1 + v)), u,v > 0, pacmomeaom,
3atuM {e,,n > 1} je HW3 HE3aBUCHUX U jeJHAKO PACIONEJHEHUX CIIy-
YajHUX IIPOMEHJBUBUX, TAKBUX Ha Cy e, u Zi, k € {0,1,...,n — 1} He3a-
BUCHE CJIydajHe IMPOMEHJbUBe, TUHUHT oneparop (a,3)® je mepunucan
Ha OCHOBY m3pasa (3.1.1) u exementu Gpojauror uHuza y (o, ) © Z, cy
cilydajHe MPOMEHJbUBE KOje Cy HEe3aBUCHE OI Z,i1 W €, 38 CBAKO N U
m,aa€ (0,u/(1+p)]upe0,v/(1+r)]. Oaj momea he Guru o3HA-
uer ca SDLINAR(1), mro je akpoHuM eHrieckor Hasusa Skew Discrete
Laplace INteger-valued AutoRegressive time series of the first order, mro
3HAUU IEJOOPOjHU, ayTOPErpeCUBHU BPEMEHCKM HU3 MPBOr pela ca
ACUMETPUYHOM IUCKpeTHOM JlammacoBOM MapryUHAJIHOM PACIIOIEJIOM.

Hajnpe he 6urn onucan unosammonu uu3 SDLIN AR(1) monmena. 3a
BPEMEHCKM HU3 HE3aBUCHUX, jeTHAKO PACIOMNE/LEHUX CIYUYAjJHUX ITPO-
MeHBUBUX {€,} Basku ma ce MOKe, y PACIONENU, MPEICTABUTU Kao
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SDLINAR(1) moznen

MENTaBUHA YETUPU CIydajHe MPOMEHJbUBE Ca aCUMETPUYHOM TUCKPET-
vwom JlammacoBom pacmomenmom. Cuoeneha Teopema maje pacmomemny
MHOBAIMOHOT HU3a, Tj. PACHONEINy CIIyYajHe MPOMEHJLUBE €.

Teopema 3.2.1 Axo je a € (0,u/(1 4+ p)] u g € (0,v/(1 +v)], u,v > 0,
0HOa je PAcTo0ena CAYHATHE NPOMENRDUBE €,

( SpI ﬁ,ﬁ), c.8. 1_:6——% <1_VB__uﬁ>’
en L DL ﬁ’$>’ co. (1-:20) 2
SDL (155 15),  ce ﬁ—“a<1—ffﬂ |
| SDL (32 15) ce 2

Joxasz. Kopucrehu (3.2.1) 1 HE3aBUCHOCT CIIyYajHUX NPOMEHIHUBUX
(o, 8) ® Z,—1 m e,, mobuja ce m3pa3 3a KaAPAKTEPUCTUYHY (YHKIU]Y
caydajHe MPOMEHJLUBE €,

©z,(1)
P(e8)0Zn_1 (1)
(I+a(l+p)—a(l+p)e”)(1+6(1+v)—B(1+v)e™)
(14 p—pe®)(1+v—rve ) (1+a—ae) (14— e )

1— o op 1 Bv By
_ H—o _ 4 pu—a : v—_3 . v—_3 : .
14+pu—pe®  1+a—ae® 14v—ve=® 14[—p[e %

C o63upom Ha TO ma cy 6pojeBu ;‘T”a u V’@_—”ﬁ Behu ox 0, a mamu ox 1,

IPEeTXOMHN OOJIMK KapaKTEepPUCTUUYHE (DYHKIMje CIydYajHe IPOMEHJ/LUBE
€, TpencTaBjba IMPOM3BOJ ABE KapaKTEePUCTUUYHE (YHKIMje MemaBUHA
IO OBe CJy4YajHe IPOMEHJbUBE Ca T€OMETPUjCKUM pacrnoneiaama. Hakon
MHOMK€EHha, KapaKTepUCTUYHA (QYHKIUja @, (t) mobuja caenehwu oGauk:

(2)(0-2) ()
(L+p—pe) X +v—ve™)  (1+p—pe)(1+ 05— e

o (1 - L > Lap v
p—o v—0 h—av—>3

(14+a—aet)(l4+v—rve ™) * (1+a—aet)(1+[— Be )

Pen (t) =

Pen <t> =
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KRoucrpyrnuja Mmomena

C o03mpom Ha TO na cy QyHKIUje

—_

‘pl(t):(1+u—uen)(1+y—ye—ﬂ)’ pa(t)= (14 p—peit) (145 —Feit)’

ws(t)= palt)=

[u—
| = —~

(14+a—ae®)(14+v—re=i)’ (1+a—ae®)(1+[—Fet)’

KapaKTepuUcTU4YHe (yHKIMUje CIAYy4YajHUX HIPOMEHJUBUX Cca acuMe-

TpuuanM auckperauMm Jlammacosum, SDL (H_#, 1+y> SDL <1+u’ 1_%)
SDL (1+a’ 111/) u SDL (1+a’ 1fﬁ> , pacmomesaMa, pecrueKTUBHO, a Opo-

jeBu (1—H) (1—%), (1—%)%,};’:—“@1(1—%)14“ a'y Bnpeﬂ—
cTaBsbajy BepoBaTHONhE HEKOT MOTHYyHOr cucrteMa mgorabaja jep je a €
(0,/(1 4+ p)] m B € (0,v/(1 + v)], mokas Teopeme je 3appueH. O

Owno mrro je, rakobhe, OUTHO HATIACUTHU je Aa Cy YCJIOBU MPETXOIHE
reopeme, o € (0,u/(1+p)] u € (0,v/(1+v)], norpeban na 6u yetTupu
nmoMeHyTa Opoja ¢ Kpaja mokasa Omia BepoBaTHOhe HEKUX MOTYNux m10-
rabaja, Tj. ma 6u muxosa BepoBarHoha npunamasa maTepsaiy (0,1].
[Iperxomgra TeopeMa 1 YMBHEHUIA & PA3JIUKA JBE HE3ABUCHE CIydajHe
IPOMEHJBPUBE Ca T€OMETPHUjCKOM PAaCIOnes oM MMa auckpeTHy Jlamma-
COBY pacuogesy noBone 1o cieneher 3akibydka.

ITocnemuna 3.2.1 Axo je o € (0,u/(1+ p)] v B € (0,v/(1+ v)|, mada

. d )
je €, = €, — My, 20€ CY €, U 1)y, 08€ HE3ABUCHE CAYHATHE NPOMEHDHUBE CA
pacnodesama:

Br
. d { Geom <ﬁ> , ce.1— %, J { Geom(HV) , ce. 11— vl
n — 2T = 8 Br_
Geom (1%1) , c.e. ;i—“a Geom <1+B c.6. 75

OBaj 00auK pacmomesie MHOBAIIMOHOT HU3A MOMKE Ce€ MCKOPUCTUTHU 334
n3Boheme HEKMX KOPUCHUX OCOOWHA MM 3a HUXOBO JIAKIIE IOKA3U-
Bame. Koauko Beh, crnemeha mocnenuna je mobap mpuMep 3a TO.
[Ipemma ce oHa MOKe MOKA3aTH KOPUIINEHEM Be3€ KAPAKTECPUCTUYUHE
(YHKIje 1 MOMeHaTa CIydajHe IPOMEHJMBE, MHOTO je je THOCTABHIU]E,
IPUIUKOM HEHOT JMOKa3WBakha, UCKOPUCTUTU OOJIMK PACIONEIe NHOBA-
OMOHOT HM3a JaT y nocnaenunu 3.2.1.
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SDLINAR(1) moznen

IMocaemuma 3.2.2 Mamemamuuko ouexusame u QUCTEPIUJA UHOBAUUONOZ
nusa {e,}, SDLINAR(1) modesa, cy

E(en) = p(l—a)—v(l-p)
Var(en) = p(l+a)[(1+p)(1—a)—af+v(1+0)[(1+v)(1-75) -4

3.3 Ocobune momesia

N y ocuosu SDLINAR(1) monena nanasu ce NGINAR(1) monedn.
36o0r Tora, Heka cy mara asa mezaBucHa NGINAR(1) Bpemencka Hu3a
{X,} n {Y,}, nepunucana ma crenehm nHauun

Xn - a*Xn—1+5mn21
Yn - ﬂ*Ynfl—i_nnanZ:L

ca reomerpujcknm, Geom(u/(1+p)) m Geom(v/(14v)), p, v > 0, mapru-
HaJHUM pacnonernama, {€,} u {n,} nBa, Takobe, y3ajamMHO He3aBUCHA,
HM3a HE3aBUCHUX U JeJHAKO PACIONEe/LEHUX CIIYyYajHUX IPOMEHJLUBUX
yuje cy pacmoneie mate y nocaemunu 3.2.1, X, ;u e, kaou Y, ; u
7, HEKa Cy HEe3aBUCHE CJIydajHe MPOMEHJbUBE 3a cBako n > lul>1, a
auzosu {X,} u {n,}, kao u wuzosu {Y,} u {¢,}, y3ajamuo nesasucuu.

Ha ocuoBy mocaenuria 3.1.1 u 3.2.1 nobuja ce caenehu 3akpbydak

Xp =Yy =(a% Xy 1 —asYy 1)+ (En—1n) 2@ Zn1+en = Zn, (3.3.1)

Tj. mobuja ce ma je Z, 2 X, —Y,, 3a ceako n > 0.

Crenehe he 6uru ananusupane seposaraohe npemnaza SDLINAR(1)
BPEMEHCKOTI HU3a, OJQHOCHO yciaoBHe BepoBatuohe P{Z, | = k|Z, = j}.
Heka je j meneratuBuu 1meo 0poj. Bawxu caenehe

Zn+1:k|Zn:j):P((aaﬁ)QZ’n"’_en—H:MZn:.])

pZ(ka.]> = P
= ax X, —[xY,+e,1=k| X,,—Y,=J)

(
(

e,

= Y PlaxX,—fYyt+en=k|X,=m+jY,=m)
0

3
I

I
NE

> PloX,— Y, =k—le, 1 =l| X, =m+j.Y,=m).

01 o]

3
]
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Ocobure Momena

3060r HE3aBUCHOCTHU CJIYydajHUX MPOMEHBUBUX o *x X,, A*xY, X, nY,
on e,11, nobuja ce ma je

. oo oo . ‘ o ﬁ
pZ(ka]> - Z Z PDNB (k_l7m+j>1+aam71+ﬂ>pe(l)a

m=0[=—oc0

rme je ppyp BepoBaTHoNa M3 3aK0HA paCHomese CIydajHe IPOMEHILUBE
KOja IpeacTaB/ba PA3jMKy OBE HE3aBUCHE CIydajHe NMPOMEHJLUBE Ca
HEraTUBHOM OMHOMHOM DPAaCIONeioM, neduHmrcana m3pazom (1.2.1), a
pe(l) = P(ent1 = 1) BepoBaTHOhA

B >l<1 cw) 1 ptB(1+v) )+( o )l ap  1tatB(1+v) >0

pe(l)= <1+u ~p—a ) (Hptv)(+p+p) T \1+a/) p—a (I+a+v)(1+a+p)’

v\l Bv 1+v+a(l+u) 8 = Bv  1+B+a(l+pu)
() (1—m>m+<m) vt <0

jep je e,y MemaBWHA CJIYYajHUX MPOMEHJbUBUX ca TUCKpeTHOM Jla-
IIJIACOBOM PAaCIOIETIOM.

3a ciayuaj kana je j < 0, mocTymak n3Bohema je MOTIIYHO aHAJOraH
nperxomgaoMm. Pazmnura je y Tome mTo ce ycioB X, = m+ 7, Y, = m
3aMmemyje ycaosom X, =m,Y, =m — j. Ha taj nauun ce mobuja na je

k“7‘ = k_la s 4, _‘7— el-
pz( 7) ;l:ZOOPDNB( m1+am jl—l—ﬁ)p()

Ha ocmoBy oBOora MOske ce (opMmynmcaTm jenHa BaskHA OCOOUHA
SDLINAR(1) BpeMeHCKOr HU3A.

Teopema 3.3.1 SDLINAR(1) epemencru nuz {Z,} je npoyec Maprosa
ca eeposamnohama npeasasa

Z—:OZ—Z pDNB(k—l;m—i-j,l_%l,m,%)pe([)’ j>0,
pz(k,7) =¢ "o Tl - |
mZ:()ZZEOOPDNB(k_l;m’ﬁ’m_]>m)pe(l), 7 <0,

20e je ppNp 6eposamrnoha u3 3aK0HG PACNOOENE CAYUATHE NPOMEHDHUBE
KOja Mpeodcmas.na  Padsuky 08€ He3a48UCHE CAYUAJHE NPOMEHHUBE Ca
He2ZaMUBHOM OUHOMHOM pacnodesom, Oefunucana uspasom (1.2.1), a
pe(l) = P(e, =1) eeposamnohia uz 3akona pacnodese uho8aUUOHO2 HU3A.
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SDLINAR(1) moznen

Kopucrehu MaproBcko €¢BOjCcTBO, MOTY €€ MOKa3aTU CTPOra CTa-
uoHapHOCT U eproguunoct SDLINAR(1) BpeMeHCKOr HU3a, Tj. Basku
cneneha teopema.

Teopema 3.3.2 SDLINAR(1) spemencru nuz {Z,} je cmpozo cmayuo-
HAPaH U epeoousan 8PeMEHCKY HU3.

Jloxas.  Crpora cramumonapuoct SDLINAR(1) BpemeHcKor HU3a ce
NOKa3yje Ha UIEHTUYAH HAUWH Kao y ciaydajy cumerpuunor DLINAR(1)
MOeJa Te cTora nokas3 Hehe OuTu HaBeneH.

Ila 6u ce mOKa3aJsia eproAWYHOCT BPEMEHCKOT Huza {Z,}, Moke ce
nohu on medununuje 6.30 usz Breiman (1992), roja raske ma je cra-
nmoHapaH Hu3 {Z,} eproamdaH yKOJUKO je BepoBaTHONA CBAKOT WH-
BapujanTaHor morabaja (y ommocy Ha muz {Z,}) 0 mam 1. Ha oc-
HOBY TBpbhema 6.32 u3 Breiman (1992), caku muBapujantau norabaj,
Yy OJHOCY Ha HEKU CTAllMOHAPHU HU3, jé MCTOBPEMEHO U PEMHU I0Ta-
baj. Mebyrum, 3a csako n > 1, g-aarebpa F(Z,, Zy_1,...), T€HEPU-
CaHa CIYYajHUM TPOMEHJbUBaMa L, Zp 1,..., j€ MOACKyI o-ajredbpe
Fen, Wo, Visen1, Wn1,Vi1,...), rme cy Wy u Vj, enementu 6pojaurux
HM30Ba KOjU C€ KOPUCTE y NePUHUIMje TUHUHT OIepaTopa ok U (3%
IPUIUKOM T'€HepUucakha CaydajHe MPOMEHJbUBE . 3axBasbyjyhu Hesa-
BUCHOCTU CJIy4YajHUX NpoMeHsmusux {e,, W,,V,}, npumenom Kommoro-
poBsbeBor 3akoHa () — 1, cBaku pennu morabaj nma BepoBatHOohy 0 minm
1, unme je u morBpbena epromuunoct uuza {Z,}. O

Y mactaBky he Outu onucanu k-KOpavyHO yCIOBHO OUEKUBAIHE, ayTO-
KOpeJaloHa CTPYKTYpa, CIEKTPaJiHa T'yCTWUHA U JOII HEeKe OcOobuHe
KOje mMajy OUTHY yJIOry y KapaKTepu3aluju BPEMEHCKOT HU3a U Y
ouewmuBamy HenoszHatux mapamerapa SDLINAR(1) mozena.

Teopema 3.3.3 k-kopauno ycaoeno ouexusamwe SDLINAR(1) epemen-
ckoe Huza, dedunucarnoz uspazom (3.2.1) je

EZn Zn —(Ak_k v 1— ky 1— k kz-‘r_ kz—
( +k| ) (Oé 5 )1+M+V+/'L( Oé) V( ﬂ )+O{ n 6 no

ede je ZV = Znliz, >0y, 0 Z, = —Zyliz,<0}-

. d .
loxasz. Kaxo je Zpir = Xpik — Ynik, TO caenu na je

E(Zpir|Zn=2) = E(Xnip — Yosn| X — Y, = 2)
= BE(Xpk|Xn =Yy =2) — E(Vpii| X0 — Yy, = 2).
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Ocobure Momena

Ha ocuoBy ocobuna yciaoBHOr MaTteMaTudkor ouekuBama NGINAR(1)
Bpemenckor mm3a {X,}, npuraszanux y pamy Risti¢, Bakouch u Nasti¢
(2009), Bazku ma je

E(Xpx| X, =2) =z 4+ (1 - oF)p.

Ha cauuan Haumu kao mTo je To ypabeno y mokaszy Teopeme 3.1.2,
MOKe Ce MOKa3aTu Ia je

E(Xy il Zn=2)=E(X} | Xn—Y,=2)
1 v v \¥Y
1+:§L(Jlr+u)z(1+u> (1+u) E(X il Xn=y+2.Yo=y), 220,

14+p+v v \Z r B B
1+M§L(1+V)Z<1+u> (1—1—1/) E(X] il Xn=2,Y,=1—2), 2<0.

Ca mperxomHo moMeHyTuM yciaoBHUM ouekuBameMm NGINAR(1) Bpe-
MEHCKOT Hu3a u r = 1, nobuja ce na je

E(Xyik|Zn=2)

S Yy
1+p+v v \Y/ k k
(1+u§l(1+1/)y§0<ﬁ) (m) (Oé (y—i—Z)—F(l—Oé )IU’)J ZZO

Lpty oo v Nk k

NspauynaBajyhu, caga Beh mobGpo mo3mare pemose, mobuja ce ma je

b 4 (1 —aMu+akz, 2>0
E(Xoi4|Zn =2) = T L
( +k’ ) { O‘k1+/L+V + (1 _ Ozk),u, y < 07
WJIN, jeJHOM ped]y,
Hv k k o7+
E(X, 1|2 — 4+ (1 - zZr. 3.3.2
(Xl ) =0 2 b (1= 0+ 0 (332)

Ha wctu mauun nobuja ce ma je

Ky k k r7—
E(Y,.|Z,) =F——— 4+ (1 — — gz,
(Yoiw|Zn) ﬁ1+u+y+< 8w —3"2,

Cmajajyhm mocmenma nBa m3pasa u y3umajyhum y 063up HE3aBUCHOCT
CAydYajHUX TIpoMesuBux X, u Y,, nobuja ce ma je

E(Zn+k|Zn) ( ﬁk)

+ +u(1—a®)—v(1-p5 a2 -5k Z . O
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SDLINAR(1) moznen

Kopenamumona crpykrypa SDLINAR(1) BpeMeHCKOT HM3a IPUKA3AHA
je y caenehoj reopemn.

Teopema 3.3.4 SDLINAR(1) epemencku wuz {Z,} sadam peaayujom
(3.2.1) je nosumueHo KOpeaupaH 8PEMEHCKU HU3 €A GYMOKODEAAUUOHOM

pyrryujom

ol (14 ) + B*l(1 4 v)

p(k) = Corr(Zyix, Zy) = s+ )+ o +)

ke Z.

Jloxas. Hexra je k> (0. Kao mTo je TO mOKa3aHO y IPETXOIHUM TeOpe-
MaMa, BpeMeHCKU Hu3 {Z,} je cTpOoro cranroHapaH BPEMEHCKU HU3 Ca
k-xopayHUM OYEKUBAHEM

E(Zn+k|Zn):( Bk) "‘U(l_ak)_V(l_ﬂk)"i_O‘kZ;_ﬂkZ;'

1+u+

Jucnep3uja BpeMeHCKOT HU3a je KoHauHa, Var(Z,) = p(1+p)+v(1+v).
30601 TOra ce KOBapHjaHCa MOKe M3padyHATU HA ciaenehu HAUYWH

Cov(Zpik, Zn) = Cov(E(Znik|Zn), Zn)
= o*Cov(Z],2,) — *Cov(Z;,, Z,).

3atuMm je

COU(Z:,Z,L) = E(Z ]{Zn>0}) ( E(Z ‘[{Zn>0})

=y ()
:71
Lyt v & 1+ p

— u(1+ p).
1+M+V;:ZCAWJ pl+p)

Ha canuan maunn ce mobuja u na je Cov(Z,, Z,) = —v(1l + v), onakme
cema na je Cov(Zyin, Zn) = o u(1+ p) + *v(1 + v) u, xonauno,

— (,u_

a1+ p) + vl +v)
p(l+p) +v(l+v)

p(k) = Corr(Znik, Zn) =

300r CUMETPUYHOCTHA KOBAPUjaHCE, AHAJOTAH PEe3yJTaT ce nobuja m y
caydajy kana je k < 0. O
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Ocobure Momena

Ha ocuoBy oOsmka ayTOkOpenanuoHe (YHKIMje MOKE Ce BUAETHU
na je SDLINAR(1) BpeMeHCKM HU3 MO3UTUBHO KopesupaH. Takobe,
Kaaa k Teku OECKOHAUYHOCTU, BPETHOCT ayTOKOPEeIaluoHe (YHKIMje
TEXU HYJIU, U TO eKCHOHeHnujasHo, mro SDLINAR(1) BpeMeHcku HU3
cBpcTaBa y caabo kKopeampane BpeMeHcke Hu3oBe. OBa ocoOuHA MM-
IINIUpa HEKe, BeOMa MHTEPECAHTHEe, KAPAKTEPUCTUKE.

Yumenuna je na ce SDLINAR(1) Bpemencku uus {Z,} ucrospe-
MEHO MOKe IPEJCTaBUTH, U Kao pasiuka gsa HezaBucHa NGINAR(1)
BpeMeHCKa Huza /4, = X, — Y,, U Kao pa3juKa BPEMEHCKUX HU30Ba
{ZtYy m {Z,}, Z, = Z7 — Z,. 360r Tora ce mucuep3uja BPEMEHCKOTD
HU3a MOKe IPEeICTaBUTU y OOJUMKYy 30upa aucrneps3uja MmojearnHaATHUX
KOMIIOHEHTU

Var(Z,) = Var(X,) +Var(Y,) = p(1+p) +v(l +v),
aJil MCTO TAkKo U y ciaenehem obIUKY
Var(Z,) = Cov(Z,, Z,) = Cov(Z}, Z,)—Cov(Z,, Z,) = u(1+p) +v(l+v).

IlBa mocaenma n3pas3a Cy HOCIYAKMIA KAO NHCIMPAIM)a, 18 CE MOTPAKN
Be3a usMebhy Bpemenckux Huzosa {X,} u {Y,}, ¢ jenne crpane u {Z '}
u {Z }, ¢ opyre.

Omvax ce Mory youutu ciaenehe jemmaxocTn

Var(X,)=Cov(Z}, Z,) u Var(Y,)=—-Cov(Z,,Z,). (3.3.3)

OBe jemHakocTu Cy IPUINYHO OYUTJIENHE y3uMajyhu y 063up ocobuHe
NGINAR(1) BpeMeHCKUX HM30Ba 1 NOKa3 Teopeme 3.3.4.
MebyTum, Moske ce MOKa3aTy W jOII OmmTHje TBpheme.

Teopema 3.3.5 Heka je dam SDLINAR(1) epemencru wuz{Z,} ca map-
eunaanom SDL({, ), v > 0, pacnodenom u nexa cy {Xn} u {Y,}
dsa nesasucna NGINAR(1) epemencra nusa ca mapeunaanum Geom(74),
u Geom(1%,), pacnodenama, pecnexmueno, odzoeapajyhe AAMERTMHE KOM-
nowewme epemenckoz nuza {Z,}, mj. nexa je Z, < X, —Y,. Hexa cy{Z'}
u{Z,} nusosu cayuajrur npomensusur dedurucanus na caedehu Havun
Zt = Zdg,>00 w Z, = —Znliz,<0y. Tada saxcu da je

Cov( Xk, Xn) = Cov( n+ann) u Cov(Yoig, Yn) = —Cov( n+k,Z).
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SDLINAR(1) moznen

/loxas. Ha ocuoBy ocobuna NGINAR(1) BpeMeHCKUX HU30BA, IIPUKA-
sanux y Risti¢, Bakouch n Nasti¢ (2009), je

Cov( Xy, Xn) = " p(1 + ).

Ha ocuoBy m3pa3za (3.3.2) u ocobuna yCIOBHOI MATEMAaTUYKOI OUYEKU-
Bama mobuja ce ma je

Cov(Xnik, Zn) = Cov(E(Xyik|Zn), Zn)

= C 1— oM+ ’“(LJFZ*),ZR)
ov (( A\ + « TFats o
= o"Cov(Z],Z,) = oFu(l + ).

Cana jom Tpeba nokazatu na je Cov(X, .y, Z,) = Cov(Z' ., Z,). lIpso

je

n+k’

1+ p)
B(ZF . |Z.) = (1 — ACEI DR
(254l2) = (1= L ot

OBa jemHakoCT ce OOKa3yje MaTeMaTWYKOM mHAyKHujoM. 3a k =0 je
ounrnemno na je E(Z'.,1Z,) = E(Z}|Z,) = Z}. Cana, mon yciaoBom
[a MoJIa3HA jeIHAKOCT Basku 3a cBako k < m, Tpeba mokazatu na je
tauyHa u 3a kK = m + 1. Kopucrehu MapkroBCKO CBOjCTBO BPEMEHCKOT
wusa {Z,}, E(f(Zni1|Zny Zn-1,...)) = E(f(Z,41|Z,)), m mno6po mo3uare
0cobOMHE YCJIOBHOT MATEMATUYKOD OUYEKMBambha, mobuja ce cienehe

E(Z +m+1|Z> = E(E( ++m+l‘Z )|Z ) :E(E(Z +m+1’Zn+m, n)’Zn)
E(E(Z} | Zngm)| Zn)

B M(1+M)

- u—aﬁ§%{%+ CE(Z},,|20).

C o63upom Ha TO ma 3a E(Z!,.|Z,) Bamm mupykuumjcka xumotesa,

omaocro E(ZY, 17,)=(1—-« )153;1‘3 +a™Z 7, nobuja ce ma je

1+ p)

E(Zt il Z) = (1—amy T8 | miig
ZmalZ) = (1= am I iy,

OBo wummIMIUpa Mga je pasiauka uaMeDy nBa ycIOBHA OUYEKUBAMA
E(X,x|Zn) u E(Z), | Z,) xKOHCTAHTA, T.

v
E(X,1kZy) = m-f—E(ZLHZn)
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Ocobure Momena

Ha ocHoBYy mpukazanor je

Cov(Xnik, Zn) = Cov(E(Xnik|Zn), Zn) = Cov(E( :L_+k‘Zn>:Zn)
Cov(ZF, ., Zn).
Ha cruuan maumn ce nobuja u na je Cov(Ynir, Yn) = —Cov(Z, ., Zy). O
Ila 6u ce cauka ropemanuone crpykrype SDLINAR(1) Bpemen-
CKUX HM30Ba KOMILUIETUpaJia, bmhe aHaau3upane u penaanuje mameby
BpeMeHckux Huzosa {Z} u {7 }.

Teopema 3.3.6 Hexa je dam SDLINAR(1) epemencru wuz{Z,} ca map-
2UHANHOM SDL(Hu %), v > 0, pacnodeaom u nexa cy {Z,} u{Z,}
HUZ08YU CAYYATHUT NPOMERDUBUT Koje cy defunucane na caedehu HawuH
Zt =27 WAz, >0 w Z, = —Zyliz,<0y. Tada cy aymoxosapujarcre u kpoc-
Kosapujancre pynrkuuje nuzoea {Z 1} uw{Z } dame caedehum uspasuma

Yz+(k) = Cov(Z,.Z7) = T F it o) :

vz-(k) = Cov(Z n+k,Z_):ﬁkV

Vzrz-(k) = Cov(Zy,,Z,) = —a (14 p+v)?

1+ pr(l+v)
(1+p+wv)?

Yo-ne(k) = Cov(Zy,,ZF) = —p*E

/oxasz. Hajupe he Ooutu usBenena npsa gopmyna. Kopucrehu csoj-
crBo MaproBa BpeMeHCKOr Huza {Z,} u 0coOMHEe yCIOBHOI MaTeMa-
TUYKOT OYEKWBama, M0Ouja ce ma je

E(Z7

Z}) = B(B(Z},Z}\Z) = B(Z} E(Z},,|2.))

— B (- U L g

— - Bz s (2 )
(o (AR ? Gl ) (1 +20)
=« )<1+u+u) " l+p+v
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jep je BE(ZF) = o p((7+)?) = tEm0E20) 106 e

1+p+v I+pt+v
Yz+(k) = E(Z:L_-‘rkZ:) - E(Z:—Fk)E(Z:)
e ) (L4 ) + v(L+ 2p0))
(1+p+v) '

Ha cnuuanm mauun ce mokasyje m apyra jemnakoct. 1peha u deTBpTa
jeIHAKOCT ce MOKa3yjy Kopuctehu JMHEAPHOCT KOBAPUjaHCE

Cov(ZF ., Z)=Cov(ZF . ZF)—Cov(Z] ., Zy,),

n+k’ “~n n+k?“n n+kr» “n

Cov(Zy iy Zy) = Cov(Z,y Z,) + Cou(Z, 4y, Z,). O

C 0063upoM Ha TO Aa BPEIHOCTU AYTOKOPEJANUOHUX (YHKIHja CIIY-
vajunx Huzosa {Z7} u {Z,} ekcnoHeHIMjasHO Teke HyJIW, MOMKE Ce
3aKJbYUUTH 14 OBA IBA CIydajHA HU3A MPUMNANA]Y KIACU ACUMITOTCKU
HEeKOpesupaHux Hu3oBa. Takobhe, m3 cBaKOr crama BPEMEHCKOD HU3A
{Z,}, moryhe je, HAKOH KOHAUHO MHOTO KOpaka, ctuhwm y Guio koje
crame. pyrum peumMma, 3a 6uiI0 Koja ABa Iesia Opoja ¢ m j, MOCTOjU
npuponar 6poj m rakas na je P(Z,im = j|Z, =1i) > 0, 1j. BpemeHCKU
uu3 {Z,} je mpenyumbunan. Bpemencku vus {Z,} je u anepumoguyan
jep je m3 cBakor crama Moryhe BpaTUTU Ce€, HAKOH KOHAYHOT Opoja
KOpakKa, y UCTO CTame, OJHOCHO, 3a OWJIO KOja mBa mpupomHa Opoja i
u m, P(Z,im = i|Z, = i) > 0. C o63upom Ha 1O na je mus {7,} upe-
nynuouaan, anepuoaunyan MapKOBJLEB MPOIEC, Ha OCHOBY TeopeMe 3.2
u3 pana Bradley (2005), cienu na je Bpemencku uu3 {Z,} HU3 jakor me-
mamba.

Taxrxobe, jom nBe, Bpio GuTHe ocobGUHE BpeMEHCKUX HU30Ba {7} u
{Z } ce mory wmssectu. Bpewmencku musosu {Z} u {Z,} cy crporo
CTalMOHADHU U eproauvnum. Jlokas 3a TO ce MOyKe MPEeNCTABUTU Kao
nociaenuna Teopeme 2.4.3.

IMocnemuma 3.3.1 Heka je dam c¢mpozo cmayuoHapan u epzoousaH HUu3
cayuagruz npomennusur {Z,}. Cayuajnu wuzoeu {Z,7} u {Z, }, dedunu-
canu ca Z,F = Zydiz, >0y w Z, = Znd{z,<0p CY CMPozo cmMayuoRapHy U
eP2oouHU.

Jokas. Cayuajua npomenbsuBa Z, = Z,l{z, >0} Ce MO&e IPeACTABUTH
uy obuuky ZT =g (Z,) = |Z"|T+Z" C 063upoM Ha UMELEHUILY [ je amco-

JyTHa BPETHOCT MepJbuBe (QyHKNUje, TakoDe, MepsuBa (QyHKIUja, &
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OnemuBame HEMO3HATUX ITapamMeTapa

je 30up mBe MepJbuBe (QYHKIHMje MepJpuBa (YHKIM]A U A2 je TPOU3BO
MepJbuBe (pYHKNMje X KOHCTaHTe, Takohe, MepJouBa (yHKIMja, jACHO
je ma je mperxonHo meduHMCaHa (YyHENUja g F-mMepsuBa. Ha ocHOBY
Teopeme 2.4.3, ciaeau 1a je HU3 CIydajHUX IPOMEHBUBUX {Z } cTporo
cTanuoHapaH 1 eproguyaH. Ha amaJsioran HaumMH ce NOKa3yje U CTpPOra
CTAIMOHAPHOCT W €ProAUYHOCT HU3a CJIydYajHUX TPOMeHLuBUX {7 }.
O

3.4 OnemuBame HENO3HATUX MapaMeTapa

Y oBom meny he O6muTu pa3MmaTpaHe Pa3UYUTE OIEHE HEMO3HATUX
napamerapa SDLINAR(1) monena. Buhe pazmarpane ouene nobujene
Yule-Walker-oBuMm meTomoM, Ka0 u OIeHE MOOUjeHEe METOIOM YCJIOBHUX
HajMamux kBagpara. Takobe, buhe anamu3upaHo U AaCUMITOTCKO IMO-
HaIlame NOOUjeHnX OIeHA.

Heka je mar cayuajuu yzopak obum N, (21, Zs, ..., Zy). Kopucrehn
YUHEHUIY & CY

EZ,) = p-—v,
Var(Z,) = p(l+p) +v(l+v)
n yBonehw y3opauke MOMEHTE yMECTO TEOPUjCKUX, 106ujajy ce caenehe
jenHaumHe

ZN _ /:LYWl - ﬁYWl’

’?Z(O) _ [I;YWl (1 + [LYWI) + l)YW1 (1 + ﬁYWl) ’

omakne ce, pemasameM mo YV m pYM

OIl€HE HEIIO3HATUX IIapaMeTapa i 1 V.

, mobujajy Yule-Walker-ose

1 1. 1 —
ﬂYWl — ——+—ZN+_\/1_Z?V+2IS/Z(O)’
2 2 2
1 1. 1=
AYWl — ____Z —\/1—Z 2A 0
o 5 5 N—|—2 N+ P)/Z( )7

_ N X N _
re ¢y Zy =~ 9.1 Z; y3opauka cpemusa, a yz(0) = & Y.L (Z; — Zy)?
y3opauka mucnepsuja. Kopucrehu, satum, uspase 3a kKoBapujancy,

vz(1) = ap(l+p) + Br(l+v),
v2(2) = o?u(l+p) + Fr(l+v),
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SDLINAR(1) moznen

U1, TOHOBO, 3aMemhyjyNu Teopujcke KOBapuUjaHce y30padvkuM, nodujajy
ce jeTHAYMHE

,YZ(l) — YW YWl(l‘l— AYWl) +BYW1,>YW1(1+VYW1)

o [
( ) ~Y Wy (1+MYW1) i (BYW1> YW (1+];YW1)7

unjuM ce pemaBameM 1o & V1 u YW1 nobujajy Yule-Walker-ose orene
HEIO3HATUX Imapamerapa o u (3

A= a4y 2 ) - 52,

= o) - 2 o) - ), (3.4.1)
-

= o) 2 a2 - ),

P = o ) - ), (342)

sy Azt X (ZimZN)(Zi=2N) . _ :

rae cy p(k) = L = SN ) Jk = 1,2, jennokopauna u
IBOKOpauHa y30padka kopenauuja, vz(k),k = 1,2, jemHokopauna n
IBOKOpaYHa y30padka KoBapujaHca, a ctatuctuke M u M~ ce pauy-

Hajy mo ciaemehuMm Gopmynama

1) 320+ 1- 25 123,(0)
¥2(0) 272(0) 7
o mgem) 52(0)~Zoy) 1- 24 232(0)

M~ = —1-M*= .
42(0) 297(0)

Y macraBky he OUTU aHAJIU3UPAHO ACUMIITOTCKO ITOHAIIAHEe 001 jeHrX
Yule-Walker-oBux orena.

Mt =

Teopema 3.4.1 Yule-Walker-oge ouene ¥V o¥YWi a¥Wr o gYWi napa-
MEMAPa i, V, o U 3 UMajy acuMnmomery HOPMaAAHY PACnO0esy U CMPOo2zo
cy nocmojane.
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OnemuBame HEMO3HATUX ITapamMeTapa

Jlokas. Ha ocroBy uumenure na je SDLINAR(1) Bpemencku uu3 {Z,}
CTPOTO CTAMOHAPAH M €proadJaH, CJIeIu, Ha OCHOBY Teopeme 2.4.5,
na cy ysopauknm MoMmeHTH Zy, Y7z(0), (1) m 4(2) crporo mocrojame
onere Teopujckux Mmomenara F(Z,), vz(0), v(1) u v(2), pecnekrusro. C
063upoM Ha To na cy cratuctuke o¥ V1, 0¥V YW1 g BYWi genperunme
GYHKIMje TOMEHYTUX Yy30PAUKUX MOMEHATa, CJEeIU Aa CYy U OHE CTPOTO
IOCTOjaHe OIleHe oaroBapajyhux mapamMerapa.

[ITo ce acumMnTOTCKE HOPMAJHOCTH OIleHA TUYe, Hajupe Tpeba pehu,
na, Kao MITO je TO paHMje HAIIOMEHYTO, TeopeMa 2.4.8, 0 aCUMITOTCKO]
HOPMAJHOCTYU y30PadyKUX KOBAPUjaHCU, BAKU U 33 HECUMETPUYHE HU-
sose. Cse uetupu Yule-Walker-ose onene, iYW, 0¥ Wi @YW y g¥W1 ¢y
HeTpeKuIHO- Tu(epennujabuirne GyHEmIje aprymenata 2y, Jz(0), 4(1)

u v(2). IIperu3suuje, y nyxy tepbema 2.4.6, npeciukaBame

[ —1+ iz + 3/1— 22 + 2x,
—3 — 3@+ 31/1 — 2% + 2z,
z3 + ng:pm/lf:v%+2:p2 (:p_4 . <ﬂ>2)

g($17$2;$3a$4) = T2 x2+5131\/1—x%+2932 T2

I8

2

zo+a1y/1—z2+2x2 (z_4 . <%>2)

a:g—xl\/l—x%—o—%cg T2

ca HEIPEeKNTHO- TN (hepeHnnjaduIHIM KOODANHATHIM (YHKIjaMa, BEK-

TOP CTATUCTUKA (7]\/, 52(0),92(1), &2(2))T PECIMKABA Y BEKTOP CTATUC-

. T
TUKA <[LYW1, pYWr @YW175YW1> . Ha ocHOBY Tora ce MOe 3aKJLyUUTH
ma pYWio YW @YW g BYWi rakobe mMajy acHMMIOTOTCEM HOPMAJHY

pacunoneny. Taunwnje,

~Y W,
il
ﬁYWl d

o | ,NT'DVD" |,

XL R E

BY Wi

rae Marpuna [ mpeacraBiba  BpemHOCT JakobujaHa IpecinKaBamba
g(xy, w9, x3,4) y TauURM (W, v, a, (), cumerpuuHa mMarpuna V uMma eje-
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SDLINAR(1) moznen

MeHTe Ne(uHUCaHe Ha ciaelehm HauymH

Vii = ]&im NVar(Zy),
Vij = lim NCov(Z. 730 —2). j € {2,3,4)

Vig = Jim NCou(vy(i —2),74( —2)), i.J € {2.3.4},

a ¢pysrmmja vy (k) nepurncana n3paszom (2.4.4). O
Ako ce y mumy ompebuBama Yule-Walker-oBux omnena, ymorpebu
YUHEeHUTIA, 1A je
E(Zn) = p=r
p(l+p)+v(l+v)

El|Z,| =
[ 1+pu+v

Y
nobujajy ce jemHavumHe

Zt o ~YW: ~Y W

ZN - ZN — ILL 2 — 1% 2,

ﬂYWQ(l + ﬂYWg) + I;YWg(l + I}YWQ)
1 + I[:LYWQ + ]jYWQ )

_+ —_——

: Y Wo Y Wo P h .
YMjUM Ce pemaBameM IO [i nvv nobujajy ciaenehe crarmcruke:
. =+ >+
V= 5+ Zy + 5\ L+ 42N 2y,

N s Zt=-
YW= L 7+ W14+4Z, 7,
S+t 1 N + 7 1 N —
roe cy ZN - NZn:lZn u ZN - NZn:lZn'
AKO ce oBako moOUjeHE OIleHe MCKOPUCTE 33 M3padyHaBame CTa-

tuctuka Mt u M~ u 3arum, kopucrehu dopmyse (3.4.1) u (3.4.2),
ompeme oleHe mapamerapa « u 3, mobujajy ce CTaTUCTUKE

AW = p(1) + 4 | 2 (p(2) — p(1)2),

OJHOCHO
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OnemuBame HEMO3HATUX ITapamMeTapa

Teopema 3.4.2 Yule-Walker-oge ouene ¥z 0¥W2 a¥W2 o YWz napa-
MEMAPa [1, UV, U 3 UMY ACUMNIMOMCKY HOPMAANY PACTLOO0EAY U CTP 020
CY NOCMOojaHe.

/lloxasz. Beh je pamuje moka3anHo ma y3opadka CpeauHa, y30padka
OUCTIep3urja, Kao U y30padKe je JTHOKOpadYHe M JIBOKOPadYHe KOBAPUjaHCE
BPEMEHCKOT HU3a {Z,} MMajy acUMITOTCKM HOpMaJsiHy pacnoxesay. C
npyre crpane, tpeba mokazatu ma u Ha Huzose {Z1} u {Z } moxe

IPUMEHWTH MEeHTPaJHa I'PAHUYHA TeopeMma, Tj. da CTATUCTUKE Z, |
7y ACUMITOTCKU MMajy HOPMAJHY pacroaeny. IIpUImKoM JoKa3a OBOT
tBphema Ouhe kopumhen amapar u3 teopeme 2.4.1.

Hajope, meka je uu3 cayuajuux npomensusux {K,} mepunucan Ha

caenehu mauun

K :Z EZ+ Z+ M
" "o 1l4+u+tv

JacHo je, Ha ocHOBY Teopeme 3.3.6, ma je

A+ ) (L4 p)* + v(1 4 20)

FK,=0uVar(K,)=Var(Z}) = TESEE
A+ v

+ o T
Ycnosuo ouekmBame E(K,|F, ), rae je F, ;, c—anrebpa remepucana
clydajHUM IpoMmeHsmpuBama K, ;, K, ;_1,..., ce Moxe M3padyHaTH Ha
cnenehn HavmH

B(K,|Fi ;) = E (B(Ku| Foegy Fi )IFE)

rae je F,_; o—anrebpa resepucaHa CIy4ajHUM IPOMEHJLUBAMA L, _;
Zn—j—1, -.., KOja je, cBaKako, HaJaJreopa ajredope .7-”r Ha OCHOBy
ocobuHA BPEMEHCKOT HU3a {7}, Ipukasanux y mokasy TeopeMe 3.3.6,

nobuja ce ma je
E(K,|F},) = E (E <Z+ L) |y ) )

"o l+u+v
_ (7 MEH
" 1+u+u
= E(dZ) j|F;) = oﬂZ:_j.
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SDLINAR(1) moznen

AKo ce mocmaTpa cpenme-KBaIpaTHa KOHBEPreHIrja OBAaKO T00MjeHnx
YCJIOBHIUX OYEKMBaIma Ka HYJUW, HOJa3u ce o ciaeneher 3akmbydka

E(B(K.FE ) = B(o¥(Z))?)=a¥ (Var(Z}_)+E(Z})?)

azj(u(1+ﬂ)((1+u)2+V(1+2u)) M2(1+M)2)
(I+p+v)? (I+p+v)? )

Ha ocuoBy moGujenor mspasa, jacuo je ma E(K,|F, ;) ok 0, 7 — oc.

Canma Tpeba mposepuTu ﬂa au je ZJ o Var(R,,; ))1/2 < 00, THE je

_ +
R.; = BE(K,|F, ;) — E(K,|F,,;_ ;). Ha ocroBy U3pasa 3a yCJIOBHO Ma-
TeMATHYKO OYeKMBame, A00uja ce ma je R,; = ol Z;  — o/t 75 . .

ITucneps3uja oBako moOUjeHEe ciydyajHe MPOMEHJLUBE je
Var(R,;) = ER.; —(ER,;)’
= O./%E(Z: -)2+a2j+2E(Z:_j)2 2J+IE(Z7—1~_ ]Z’;_j l)
— (EZ} ;oM EZE )

Kopucrehn uspase 3a nucnepsujy u koapujaucy musa {77}, natux y
Teopemu 3.3.6, nobuja ce ma je

@)2u(1 + ) (L4 p)? + vl +2p) + p2(1+ p)?
(1+p+v)? ‘

Var(R,;) = o¥(1 -

36or Tora je

i (Var(Ry)"? Vi +p) (w2 + v +2p) + 2+ p?

(1+p+v)

Tarkobe je u

Var(i[(}) = Zn:VCLT(KZ')—FQZCOU(Ki,Kj)

i=1 i<j

= ZVCLT Zh) —1—22001} Zr ZJr
1<J
n—1
= nVar(Zfr)+2Var(Z1+)Z(n—i)ai

=1
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OnemuBame HEMO3HATUX ITapamMeTapa

Var(Zt ntl 9

= ﬁ@a —nao —2a+n)

pe(1+40) (1+p)* +v(142p))
()2 (1—a)?

Ha ocmoBy mobujenor, cienu na je

(2a”+1—na2—2a+n).

n ) 2 n+1
aizVW(ZﬁlK’) _ (1) (L pe)* v (142p) ) (2a —oz2—2g+1>,
n (I4+p+v)?(1—a)? n n
ma je
1 1 2 1+2p))1
2 = lim 52 — pA+p) (A +p)° +rvA+2p))1+a
n— 00 (1—|—M—|—V)2 11—«

C o63upom Ha TO ma je uu3 {K,} CTpPOro cranmoHapaH W eproauyvaH
U, TPUTOM, Cy CBU ycJiOoBU Teopeme 2.4.1 ucnymenu, Moke ce pehu na

vn Kn N(0,1),

A,
[
OJHOCHO ,
7 (M0 7Y
" l4+pu+v' n

AmHaJOrHO ce moJsa3u OO aCHMITOTCKE pacronele 3a 7, ,

74 v(l+v) i
" l+pu+v' n )’
rme je
o _ v(I+v)(T+v)?+p(l+20v) 1 +a
T (14 p+v)? 1—a
[Ipumvenyjyhu tBpbheme 2.4.6 ma npeciauraBame g(T1,Ta, T3, Tq, T5)
ca HeNpeKUTHO- MM(epeHnnjadmIHIM KOOPAMHATHUM (QyHKIUjaMa, 1Ie-

¢urMCcaHo Ha cienehm HauyuH

[ _%+$1+%\/1+4I1$2 i
-3 + 29 + 5\/1 +4J]1:L‘2

2
| oz fz2 [z (ma
g($1,$2,$3,$4,$5) = | =3 z1 \ 23 x3
2
T4 21 [ 25 _ [ xa
x3 + X2 x3 <x3)
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SDLINAR(1) moznen

L T
KOje IIPECINKaBa BEKTOD CTATUCTUKA (ZX,,ZN,&Z(O),&Z(l),&Z(Q)) y

. T
<[1,YW2,19YW2,64YW2,5YW2> , nobuja ce ma um crarucruxe ¥ "Vz YWz,

RLER BYWQ Takobhe, UMajy aCUMITOTCKU HOPMAJHY PaCIOIey.

Crpora moCTOjaHOCT CJIEeIU U3 CTPOTE CTAIMOHAPHOCTU U €Proand-
HOCTU BPEMEHCKOT HU3a {Z,}, CTpOre mocTOjaHOCTU H€rOBE Y30PAUKe
cpeuHe, y30padke AUCIEP3nje, Kao U y30PadKke je THOKOPAYHE U JBOKO-
pauHe KOBapujaHce, CTPOre CTAIMOHAPHOCTU U €ProJUYHOCTUA HU30BA
{Z*t} u {Z,}, cTpore mocTojaHOCTN HUXOBUX y30PadKUX CPEIUHA U
yumenune na cy omeme iYWz, p¥YW2 @YWz y BYWe genperumme omene
y30paukux MoMeHaTa. [

Axo ce mpunukom onpebuBama Yule-Walker-oBux orena 3a mapame-
Tpe u u v ynorpebe jemmaroctu (3.3.3), mobujajy ce cuenehe jenna-
YHE

p(l+up)=Cov(Z Z,) u v(l+v)=-Cou(Z, ,6Z,).
3aMeHOM TEOPUjCKUX BPETHOCTU, y30padKuM, nobuja ce

/lYW3(1 + ﬂYW3) = ’AYZz+(0) n ﬁYW3(1 + ﬁYWg) = _'AVZZ’(O)'

YWSI/Iﬁ

PemaBameMm oBux aBejy jemnadmua 1o fi YWs  no6ujajy ce caenehe

OIlCHEe

ﬂYW3:—1+\/1+4&zz+(0) . ﬁYW3:—1+\/1+4§ZZ_(0)
2 2 ’

rae ¢y Yzz+(0) u 4z7-(0) y3opauke kpoc-roBapujance (ca KOpakKoOM
HyJsa) BpeMmeHckux Huzosa {Z,} u {Z,}, omnocro {Z,} n {Z,}.

[Iparehu oBy noruky, moske ce mohim u 1O oueHa mapaMerapa « U
B. Hanwme, kopucrehu ocobuny NGINAR(1) BpeMEeHCKUX HU30Ba HATY
y Risti¢, Bakouch u Nasti¢ (2009) na je a = yx(1)/vx(0) u pesyuarare
Teopeme 3.3.5, modujajy ce oleHe

QY Ws — ’:YZZ+(1) " BYW;, _ ’:sz—(l)'
Vzz+ (0) Yzz- (0)

Moryhe je moraszaru ma cy cratucture V3, pYWs a¥YWs gy gYWs

CTPOro MOCTOjaHe W ACUMITOTCKA HOPMAJIHE OIeHe mapamMerapa [, U,
au f.
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Y W3 VYWg &

Teopema 3.4.3 Cmamucmuke i AYWs gy 6YW3 cY cmpoz20 nocmo-

JaAHe U ACUMNMOMCKY HOPMAAHE OYEHE NAPAMEMAPA [L, V, & U [3.

Jlokxas.  Heka je mum3 ciayuajuux npomensusux {U,} mepunncan Ha
crenehn maumn

N
Un =) Znr (Zn—(c+aZ,—BZ,,)),

n=2

rae je c = [(1—a)u(1+p)— (1 =B)v(l+v)]/(1+u+v). lIpso Tpeba
NOKA3aTU na je OBako meduHucanu Hu3 maprtuHrada. Jla 6u To Guio
TauHo, noTpebuo je mokaszaru na je E(Ug|Fr_1) = Ux_1, upu uemy je
Fr =0(Zk, Zg—1, ..., Z1) o—anrebpa nepuHUCAHA CIYyUYaJHUM IPOMEHILU-
Bama {Zx, Zx_1, ..., Z1 }. MareMaTudko oueKkuBame CiydajHe IPOMEHILUBE
Uy, ycnoBibeHe CBOjoOM mpoiiomhy je

N
E(UNl‘/,TN—1> = £ (Z Zn—l (Zn - (C"‘ CYZ;__l — ﬁZ;—l)) ‘ZN—la ey Z1> .
n=2

Cayyajue mpoMeHJ/bUBE KOj€ yUECTBY]y y NPBUX N — 2 cabupaka cyme
Ccy caap:;kaHe M y yCJOBY. 300r Tora ce, yCJIOBJbEHE came coboM, y
OUeKMBAaKYy TMOHAIIA]y Kao kKoHCcTanTe. (CamMo y mocienmeMm cabupry
yUYecTByje caydajHa IPOMEHJBUBA Ly, jeIUHA KOja ce He TojaBibyje y
ycaoBy. 306or Tora ce mobuja

E(Ux|Fn-1) = Zzn 1(Z = (c+aZf =7, )
+ ZN 1E (ZN — (C+ OéZ]J\rffl — ﬁZ;[,l)‘ZN—l)
= ZZn 1(Zn = (c+aZ, , —BZ, )

+ ZN—l( (Zn1Zn-) = (c+aZy = BZy ).
C obG3upom Ha TO Ha je
E (ZN|ZN_1) = C + Osz\}_l — ﬁZJ;—D

nobuja ce ma je

=

-1

E(Un|Fn-1) = I A(Zy — (c+aZl | —BZ7 ) =Un_1.

3
||
N
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SDLINAR(1) moznen

Ha ocmoBy menTpaJsHe TpaHWYHE TeopeMe 3a MapTUHraje, CIeau Oa
caydajHa npoMeHmuBa Uy MMa aCUMIOTOTCKMA HOPMAJHY PAaCHOIely.
To 3maum na cioydajHa TPOMEHJLUBA

_ 1 X
Uy = N;Zn—l(Zn—<c+aZ:_1—ﬁZ,;_1>)
= = 1 1
- N;Zn_lzn_CN;;Z”_l—'—O‘NnZ;Z"_lZ:—l_5N;Z"_1Zn_—1

1 N 1 N
= NZZH_IZH—CNZZn_l—Irosz\;—ﬁS;,,
n=2

n=2

rue je Sy = %22;2 ZnaZt  m Sy = %27]:;2 Zp-1Z,_,, AMa aCUMII-
TOTCKM HOpMaJHy pacmoneny. C o63upom Ha TO ma y30padka CpeauHa
Y y30pauka ayTOKOBapujaHCHA (YHKIU]a BPEMEHCKOT Hu3a {Z,} umajy
ACUMITOTCKM HOPMAJIHY PaCIOIeJy, CJIEeIN Oa CyMe % 25:2 Lin12p 1
% Znsz Zp—1 UMajy aCUMITOTCKM HOPMAaJIHy pacunoaesy. To 3Hauum na
caydYajHa MPOMEHJ/bUBA

N N
Ay =aS{ = BSy =Un =Y ZnaZn+cy  Zn,

n=2 n=2

Kao JIMHeapHa KOMOWHAIM]a ACUMIITOTCKA HOPMAJHO PAaCIOnesbeHUX
pOMEHJLUBUX, Takohe mMa acuMmnTOTCKM HOpMaaHy pacrnoxerny. Ca
ApyTe CTpaHe, Kao MOCJIeqUa aCUMIITOTCKY HOPMaJIHe PACIIOAe/bEHOCTH
y30pauke IUCIep3nje BPEMEHCKOT Hu3a {Z,}, u ciydajHa NIPOMEHJbUBA

1 & 1 &
By = Sy—Sy= ¥ > ZuaZi - ¥ > Ty
n=2 n=2

1 & 1
= ¥ ) Zn (27— 2, ) = ¥ > 7,
n=2 n=2

“Ma aCUMITOTCKA HOpMaJiHy pacmoneny. Canga ce caydajHe TPOMEHIbUBE
S% m Sy mory mpencrasutu Ha caenehu mauum

An — BBy Ay — aBy

——— 1u —_

+ - _
Sy = P Sy = P
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OnemuBame HEMO3HATUX ITapamMeTapa

Kao nuuaeapre KoMOMHANMjE CAYyUajHUX TPOMEHBUBUX CA ACUMITOTCKUA
HOPMAJIHOM PAaCIOIEJIOM, U OHE Cy aCUMITOTCKU HOPMAJHO PAaCIOIe-
JbEeHe.

OBO moBomM MO TOra ma ce MO:Ke 3aKbYyYUTH Oa ce BeKTop Yule-

YWs ~YWs AYWs QYW
3’ U 3’ Q 3’ ﬁ 3>

Walker-oBux onena (ﬂ MOe TOOUTHU Kao Bpe-

HOCT (QyHKIU]je

— 1414z
2

—1++/14+4zo
2

$3/$1
1'4/1‘2

g($1> Lo, X3, T4, $5) -

y raukn (9z22+(0),922-(0), 422+ (1), 422+ (1) . [pumewyjyhn Tepbheme
2.4.6, 3akmyuyje ce ma omeme ¥V, pYWs aYWs y BYWs pvajy acumm-
TOTCKA HOPMAJIHY PAaCIOIENy.

Crpora mocTojaHOCT OBUX OL€HA CJIeNV M3 ePrOAUYHOCTU U CTPOre
CTaIMOHAPHOCTU BPEMEHCKOT HU3a {Z,} 1 HENpEeKuIHOCTU PyHKIUje g.
O

Ha xpajy, kao mociaenmu HAUMH 32 OIeHUBaK€ HEIO3HATAX ITapaMe-
rapa SDLINAR(1) monmena 6ulie npencraB/beH MeTOI yCIOBHUX HAj-
MamUX KBAIPATA.

®yHKIUja TpemkKe, OMHOCHO cyMa KBalgpaTa Kojy Tpeba MUHUMU3U-
paTtu je

(Zn—E(Zn|Zn—1))2

] =

QN - QN(M:VJQ7B):

[|
N

n

= i(Zn—(W—@) = +u<1—a>—u<1—ﬁ>+aZ:1—6Zn1)>2

—~ 1+pu+v
N 2
1— 1 1— 1
—~ 1+p+v I+p+v
Ako ce yBeny osmake M = % uM- = %, nobuja ce
N
Qn =) (Zu—((1=a)M* = (1=P)M ™~ +aZ} - BZ,,)).

n=2
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SDLINAR(1) moznen

Jemnaumnue koje ce noOujajy HA OCHOBY NMPBUX MaPUUjATHUX U3BOAA IO
HenosHatuM mapamerpuma M u M~ cy ekBuBaJeHTHe

N

Y (Zo—((1—)M* = (1= B)M ™ +aZ}, - BZ,,))=0.

n=2
To 3a mocnenuny mma cMameme e(eKTUBHOI Opoja jeaHauynHa Ha OC-
HOBY KOjUX C€ MOT'Y HOOWUTU TpaskeHe CTATUCTUKEe. 300r Tora ce yBOAu
joIn jemHa CMeHa Koja he eIuMMUWHMCATH IBa HEMO3HATA MapaMerpa u
IIPETBOPUTH UX y jenaH

M=(1-a)M"—(1-08)M".
To mehe monpaBuTu curyaiujy y morjieny noOujama OIeHa 3a mapaMme-

Tpe 4 1 v, aau he ce nobuty norpeban O6POj ePEKTUBHUX jeTHAUNHA.
IHobujajy ce cienehe jemnauune:

N
0 - Z(Zn—M—CVZ+1+ﬁ )7
n=2
O:ZZ (Zy — M —aZ! | +BZ; ),
0 = Z (Zn—M—aZ  +BZ; ).

Hakon enumvuuamuje napamerpa M um3 mpBe jennauuue, moduja ce ma
je

N
N (Zo—azl,+52,) =28 —aZy" + 52,7,

:N—ln:2
rae cy
(1) (- (0) 1 = (0) 1 =
= -+ - _
7 =— Nz 7ZV—_~ Nzt 7V _-_~ N7
N N—-14&7" N J\f—lnz::1 no N N—1; n

3aMeHOM y IpeocTaJie IBe jemHauyuHe, nobuja ce

N

0 = Z Z;fl <Zn - Zg\lf) — (Z;;l — 2;(0)) + 6 <ZT:71 _ 7;\7(0)>> ’
n=2
N

0 = Z A <Zn - 75\17) -« (Z;Zl — 7;(0)> + 5 <Z7;1 _ Z;,(O)>) .
n=2
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OnemuBame HEMO3HATUX ITapamMeTapa

Axko ce cama oI OBUX jeqHAUMHAMA OLY3MYy HYyJE, Yy OOJIUKY
(2070 o (70~ T 48 (2~ 7))

N
2303 (20-20 - a (2 - Z3) + 8 (20 - Z7)).

n=2

7-5]\-[(0)

ANE

[\

PECIEeKTUBHO, nMobOuja ce cucTeMm

- i(2:1_7;<o>> (Zn—7§$)—oz(2ni1 Z;@))m(zg,l—?&(@)),

n=2

N
0= (2T (2T (2T 5 (27

n=2

Iememem ca N — 1, cucrem mocraje

Yzz2+(1) = aFz+(0) — Byz+2-(0),
Yzz-(1) = 047Z+2—(0) - ﬁﬁz—(o),

rae je yzz+ (1) y3opauka jenHokopadHa Kpoc-KoBapujaHca Hu3oBa {Z,}
u {Z'}, 4zz-(1) ysopaura jemHokopauHa KpPOC-KOBapuUjaHCa HU30BA
{Z,y n{Z,}, 72+(0), 42-(0) y3opaure mucuepsuje auzosa {Z, } u {Z, },
a Yz+z-(0) mUXOBa y30pauka KpOC-KOBapHujaHca. Y 30padvka KPOC-KO-
BapujaHca ABa HU3a ce AepuHUIIE Ha cienenm HauuwH

1 N—k
R — —n
zrzn(k) =+ M2 = Zy), k=0

=1

Pemasajyhu cucrem, mobuja ce

4l Y77+ (1)V2-(0) = Yz2-(1)2+2-(0)
Az+(0)52-(0) — A%+ - (0) ’
Gets Yzz-(1)Y2+(0) = Yzz+(1)4z+2-(0)
Y2+ (0)72-(0) = 4%+ ,-(0) 7
Mcls _ Zg\}) i @CISZ;(O) + BCZSZIV(O)-
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SDLINAR(1) moznen

Ila 6u ce mOTBpAMIIA ACUMITOTCKA HOPMAJHOCT U CTPOTA MOCTO-
jaHOCT OBUX OIleHa, Omhe ymorpebJsbeHu pesynratu Teopeme 3.1 u3
pana Tjostheim (1986). IIpso Tpeba npumeTuTy Ha NapuujaIHU U3BO AN
IPBOT pena yCIOBHOI OUYEKUBAHA HE 3aBUCE OJl HEMO3HATUX IapaMe-
Tapa M Oa cy, HajBUIle, JUHeapHe (QyHKINUje CIYYajHUX IPOMEHIJLUBUX
Zr—z;l n 272717

OFE(Zn|Zn—1)
i St bt L A
O nb
OE(Zu|Znn) -
aﬁ - Zn—l?
8E(Zn|Zn_1) _q
oM -

Ia 6u ycaos ('l 6uo ucnymen, morpebHO je, HAjupe, da BaKU aa je

2
P OE(Zn| Z—1) “ .
oo
OE(Zp| Zn-1)|?
E 99 < 00,
OE(Zp| Zn-1)|?

Cnuuno kao mro je To ypabeno y mokasy teopeme 3.3.4, ciaenu na je

OE(Zu| Zu) "\ L1 =,/ Y\
E(‘ = P = L

Oa —
_ opd w42y
I+p+v

Awnanoruo ce morasyje u ma je

- (‘6E(Zn|Zn_1) 2) _ v+ v)(1+2p)

< o0,
ap 1+p+v

2
>:1<oo.

a TPUBUjAJHO Ia je

OFE(Zy| Zn-1)
(|G
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OnemuBame HEMO3HATUX ITapamMeTapa

Hpyru neo ycnosa C'l, koju ce onHOCU Ha APyTe HMapIUjajiHe U3BOJE
YCJIOBHOTI OUEKUBaba, je TaKohe TpuBHUjaJaH jep Cy CBU APYTH Mapiu-
janHu m3BOmM jemHaku Hysau. 300r Tora m ycaoB ('3 mocraje takobe
TPUBUjAJIHO UCIYHEH.

Ycnos C2 ce cBOnM Ha Herauujy JUHEAPHE MOBE3AHOCTU CIIYYajHUX
npomensbuBux Z: , u Z, . Haume,

OE(Z,| 2, OE(Z,| 2, OE(Z,\Z, )|
Ela, (aL 1)+a2 (8‘5 1)+a3 (az\’4 1)
=F |a1Z,J;1 — CLQZ;,I + CL3‘2 .

Axo ce uzpasy yHyTap MaTeMaTUYKOI OUEKUBAba JOIa U Oy3Me Bpe -
noct a\EZT | —ayEZ, |, nobuhe ce

ElaiZ}, —asZ;, +as|" = E|T = E(T) + ¢’ = Var(T) + &,

rze je cayudajua npomensmusa T = a1Z, | —ayZ, |, a KOHCTAHTAa ¢ = a3+
amEZ | —ayEZ, . C 063upom Ha To na cy u Var(T), u ¢ HeneraTusau
opojesu, uspas Var(T) + ¢* he 6utu jemmakx HyaU caMo ako cy oba
cabupka jemnaka myau. U3 uumenune na je Var(T) = 0 canemu ma je
ciaydajHa MpPOMEHJBUBa 1 KOHCTAHTa, CKOPO M3BECHO, Tj. BaKU 1a je
a1 Z} | —ayZ, | =const, c.B.1. To 3HauM ma cy ciaydajHe MPOMEHJLUBE
ZT wm Z, nuHeapHO mOBe3aHe, mTO je HeMoryhe jep je, mpu CBaKoj
peanuzanuju, 6ap jeoHa O OBe ABE CJIydYajHE IPOMEHJbUBE jeTHAKA
Hynu. Jlakie KOHCTaHTe a; U ag Mopajy butu jemnake mynu. C npyre
crpaune je ¢ = a3 + ayEZ | —ayEZ, | = 0, mTo ummiunupa na je u
as = 0.

[Tomrro cy ca Tpu ycaoa teopeme 3.1 u3 pama Tjostheim (1986)
3a,I0BOJbEHA, CIEIU Ha CY OIeHe MOOUjeHe MeTOIOM YCOBHUX HajMambUX
KBaJpaTa CTPOTO IOCTOjaHe.

Ila Ou ce mOTBpAMIA U HLUXOBA ACUMITOTCKAa HOPMAJIHOCT, TOTPEOHO
je mpoBeputu m yciaoB D1, teopeme 3.2 u3 mcrtor pagna. llomTo je
dysrnuja fp—1 = Var(Z,|Z,-1), To ce Ha ocHOBY Teopeme 3.1.2, mo-
ouja ma je

Japn-1 = Var(Z,|Z,-1) = a(1 + aZE +pA+p)Z, +C,
rue je

2i(1+ p)r(1 +v)
(I+p+v)

C=(a—p) +(a(1+a)+5(1+5))1+‘L%+var(en)_
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SDLINAR(1) moznen

Ycano D1 mocraje

Z+_1
E —Z. 1 | Var(Z,|Z,-1) [Z;il —Z, 4 1}

(Zo)* 0 Z,
= 0 (Z. )? —Z. | Var(Zu|Z,_1) | < oo.
1

Enementn matpurie u3 ycaosa D1 he 6uTu KOHAYHU YKOJIUKO CY KOHAY-
HU MOMEHTHU TIPBOT, APYror u Tpeher pena ciaydyajHUX TPOMEHJbUBUX
Z,;L_ Z. 1. C ob3upoM Ha TO Ja Cy MOMEHTU IIPBOT' M APYTOT Pena
Beh panuje uspauynatu

_illtn) g (2,)" = p(1 ;rfit(r;%)

EZ:l )
I+p+v

Y

a MoMmeHT Tpeher pena je

> ' 1 6u2 + 6p + 1
E(z ) = ZZB< ) _ (4 p)(6p% + 6p+ 1)
1+”+szo 1+ p I+p+v

1 aHaJIOTHO,

v(l+v)(1+2v)
I+p+v

Y

A B () -

EZ |, = E(Z,_
l+pu+v

v(1+v)(60* 4 6v+1)
1+pu+v

MO:KE C€ 3aKpyuuTu na je u ycaoB D1 teopeme 3.2 ucnymen. Tuwme

je morBpbheHa m acMMOTOTCKA HOPMAJHOCT OIleHa YCJIOBHUX HAjMaHWX

kBanpara. C Tora ce moxke popmynucaTtu cieneha treopema.

E(Z,)" = 7

n—1

Teopema 3.4.4 Cmamucmuxe &, 3% u M cy acumnmomerku Hop-
MAARE U CMPO20 NOCMOjaHe ouene napamemapa o, 3 u M.

3.5 Cumymnamuje

Ila O6u ce maycTpoBaJie aCUMITOTCKE OCOOMHE MOOUjEeHUX CTaTUC-
tuka, ypabena je cumymnanuja npumepa koju oarosapajy SDLINAR(1)
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moneny. Ilpumemen je Moure Rapmno meton. Caudao Kao m y ciydajy
CUMETPUYHOT MOJeJa, U OBJE Cy HajIpe FeHeprucaHe CcaydajHe IPOMEeH-
JbUBE Ca TEOMETPUjCKOM PACIOIEJIOM, a OHAa Cy OHe ymoTpebibeHe 3a
remepucame nBa HezapucHa NGINAR(1) Husza, om KOjux je, Kao HU-
X0Ba pasnuka, nobujena peanuszaunuja SDLINAR(1) Bpemenckor Hu3a.
3a paszauuuTe 3a1aTe BPEAHOCTU mapamerapa (i, V, &« u 3, reHepuca-
vo je 1000 ysopaka obuma N = 5000. Jeman on numeBa je Owuo u ma
ce omroeapajyhum m3bopom napamMerapa MIpUKaKe MOHAIIAKE BPEMEH-
CKUX HMU30BA 34 IMITO PAa3JUYUTU]E CIydajeBe.

Caura 3.1: Jlujarpamu peaJsu3alija BPEMEHCKUX HU30Ba Ca OJIO0-
Bapajyhum mapamerpuma (a) p = 0,5, v = 0,2, « = 0,3, § = 0,1
6) p=5,v=4,a=0,1,6=0,1 (B) p=2,v=4, «a=0,5 =0,2 (1)
p=1Lrv=2 a=0,3 =05

Tako cy, ¢ mmmeM ma ce moyapa yTUIaj HmapaMeTrapa (4 U UV Ha
MOJIOsKAj U Bapupame BPEIHOCTU peajn3allija, OBU mapamerpu Ou-
pany na Oymy, y jeOHOM ciaydajy, MTO OJNMEN NOH0] I'PAHWANN aedu-
HUCAHOCTH, T]. HYJM, 3aTHUM, y APYTOM, Ia MMa]y PeJaTUBHO BUCOKE
BPEIHOCTU U, ¥ TpeheM 1 YeTBPTOM, 1a UMajy BPEeIHOCTU Koje he Outu
13 CcpenuHe pacloHa MpeTXomaHo m3abpanux ,exkcrpema’. Takobe, ca
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0,50 0,50

0,40 - 0,40 -
0,30 4 0,30 A
0,20 0,20 4
o0d{[ ;""" TTTTTTT YT 0,10 A |- ---------- ] --------
0.00 | I 000 L1 . ||I

-0,10 A

-0,10

-0,20 -0,20

0,50 0,50

0.40 040
0,30 - 0,30

020 0,20 1

0,10 r ------------------- 0,10 ] ------------------
000 Ho e L .I.l. —~ . 000 1 .I. T I .I.I. |...

— T
123 I 6 7 8 9 10111213 141516 1 23 456 l 10 11 12 13 14 15 16
0,10 1 0,10

-0,20 -0,20

Cunuka 3.2: lmjarpamu ayTOKOpeJaNUOHUX (YHKIUja CUMYJIUPAHUX
BPEMEHCKUX HU30Ba ca oarosapajyhnm napamerpuma (a) p= 0,5, v =
0,2,a=0,3,=0,106) pu=5,r=4,a=0,1,3=0,1 (B) p=2, v =4,
a=05 0=02(0)p=1L,rv=2 a=0,3, =05

UCTUM NUJBEM, y HEKUM CJIydajeBuUMa je mapamerap i Owmo Behm on
mapamMeTpa U, a y HEKMM ciaydajeBuma je 6mmo obpuyro. Cramuna
JIOTWKA je, y IU/bY ONCIMKABAKmA YyTUIAja mapamMerapa o 1 (3 Ha ayTo-
KOpeJanuony (GpyHKIN]Y, KOpUIINeHa u IPUINKOM ongpebuBama mpaBux
Bpennoctu mnapamerapa « u . Pa3zmarpan je cioyuaj kKama cy oBu
nmapaMeTpu Ouiam BpPJIO OJUCKU HYJUW, 3aTUM Kaaa Ccy Ouau OJIUCKU
TOPHUM I'paHUIaMa NeGUHUCAHOCTU U KaJaa M3abpaHu U3 CpeauIImher
neJsia MO3BOJbEHOT pacmoHa. VIzaOpame cy cinenehe xomOuHanuje mpa-
BUX BpemHocTtu napamerapa: Hajupe pu = 0,5, v = 0,2, a = 0,3 n
6=0,13atum p =1, v =2, a =0,3 uw f = 0,5 morom p = 2, v =4,
a=0bu =02 oama pu=5v=4 a=0,1u=0,1u ua kpajy
pw=10, v =8, a = 0,6 m § = 0,4. [la 6u ce mokasajge aCUMITOTCKE
ocoOMHE M movapaJia KOHBEPreHIMja OIleHa Ka IPABUM BPETHOCTUMA,
kopuinhenu cy nmoay3opiu oouma 500, 1000, 3000 u 1eo y3opaxk.
ToroMm omemuBama jaBUJIO Ce HEKOJUKO mpobJsema. Bpennoctu
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200 6
= g
5 3
E Z 100
100 3
=z 2
0 0
0233 0253 0273 0293 0314 0334 0354 0374 0394 0414 0433 0451 0468 0486 0503 0521 0538 0555 0573 0,590
200
B j\ r N\
g g
£ Z 100
£ 100 3
5 z
kS
0 0
0233 0253 0273 0293 0313 0333 0352 0372 0392 0412 0434 0451 0468 0486 0503 0,521 0,538 0556 0573 0,590
200
200
8
£ g
£ g
g &
“ 100 :
~ 100
0 0
0,505 0,514 0,524 0,534 0,544 0,554 0,563 0,573 0,583 0,593 0,602 0,402 0413 0,423 0433 0443 0454 0,464 0,474 0485 0495 0,505
(& ﬁ X L~
200
g
£
&
2
100 100
0
0,530 0,544 0,558 0,571 0,585 0,599 0,613 0,627 0,641 0,654 0,668 0313 0,329 0344 0,360 0,376 0,392 0,408 0,424 0,439 0455 0,471

Cnura 3.3: Pacnogmene peanmsoBammx orena mapamerapa o u (3; (a)
a*"1(0,3); (6) AY7"(0,5); (8) &2(0,3); (r) 672(0,5); (m) &"*3(0,6);
(b) 6Y72(0,4); (e) a™(0,6); (%) 5°(0,4);
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; \ 200
200
I3 g
3 3
=] =)
5 =
I3 I3
3 3
S g
= Ed
£ > 100
100
0 0
9.015 9.204 9,394 9,583 9.772 9.962 10,151 10,340 10.530 10,719 10,908 11,098 7,241 7382 7,523 7,665 7,806 7,947 8,088 8230 8371 8,512 8,653 8,794
200 200 l&
= I
g g
g g
=) =)
z £
51 2
= =
2 100 > 100
I 0
9,038 9,227 9416 9,604 9,793 9,982 10,170 10,359 10,548 10,736 10,925 11,114 7354 7483 7,613 7,743 7,872 8,002 8,132 8261 8391 8521 8,650 8,780
200
200
I3 o
g b
g g
© =)
& !
g £
8 &
ks ,;
~ 100 £
100
8,932 9,125 9318 9,511 9,704 9.897 10,090 10,283 10.477 10,670 10,863 11,056 7216 7356 7496 7,636 7,776 7916 8,055 8,195 8335 8475 8,615 8,755

Caura 3.4: Pacnomerne peanuszoBaHux orena mapamerapa pu u v; (a)
A7V(10); (6) PYM(8); (B) A

l)YWg (8)
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omnena & u (3 Tpebano 6u na npumnamajy maTepsammma (0,7/(1 4 )] u
(0,2/(1 + v)|, pecuekruBro. Mebyrum, 3a Masne 3amare BpeAHOCTH Ha-
pamerapa « u [ OWJIO je ciydajeBa Oa peaju3aluje HUXOBUX OIEHA,
OMJIO METOAOM YCJOBHUX HajMamUX KBaapata, ouso Yule-Walker-oBum
MEeTOI0M, Oyay HeraTuBHE. Y TUM CiIydajeBuUMa, Ka0 BPEIHOCT OIleHE
mapaMeTpa y3uMaHa je BpemHocT Omucka mymu, 1077. Taxobe, 3a Be-
JIMKe BPETHOCTHU mapaMerapa « u [ OUJI0 je cuTyaluja 1a peaan3alnje
mBUXoBUX onena Oyay sehe on fi/(1+ 1) uv/(1+ ). Tana je, kao Bpen-
HOCT OIleHe mapamerpa y3era Bpensoct fi/(1+ i) nu /(1 + ©), pecnexk-
TVIBHO.

Y curyamujama kaga Ccy 3aJaTe BPEeIHOCTU mapamerapa o u (3 bumie
Onucke jemHa Apyroj, OemaBajo Ceé [Oa je MOTKOPEHA BeJIWYnHA

~

p(2) — p(1)? meraTusna. Y TUM ciaydajeBUMa je TOTKOPEHA BEJUUYUHA
ANPOKCUMUpPAaHa HYJIOM, IITO je Mpoy3pokroBaio ma je & = (3 = p(1).
Y osaksum curyanujama SDLINAR(1) monesn ce peayKoBao Ha MOIeEJ

STINAR(1), ysenen y pany Barreto-Souza u Bourguignon (2015).

Tarkobe, 6uao je moryhe, a y oBuM cumyJanudjamMa ce HUje mI0-
roauiio, na W MOTKOPEeHa BeaumduHa 1 — 7?\, + 2&2(0) Oyze HeraTuBHA.
To Ou Tpebaso ma Oyay cuTyanuje Ipu KOjuUMa Ce HU3 CACTOJU CaMo
on (mmm orpomue Behwmue) mosurTuBHUX Man camMo O (WU OIPOMHE
BeliMHe) HEraTUBHUX BPETHOCTH. Y TAKBUM CJydajeBuMa Ou Tpe-
0aJI0 3a BPEIHOCT OIEHE TOT IMapaMeTpa MPOTJIACUTUA BPEIHOCT OJIMCKY
mymau, 107°.

Ha cnunum 3.1 mpukazaHu cy aujarpaMu peaju3aliija CUMYJIUPAHUX
BPEMEHCKUX HM30Ba Ca Pa3jMuynuTUM napamerpuma. Ha caumu ce jacHo
yodaBa yTHUIA] IapaMeTapa [ U ¥V Ha PACHOH BPETHOCTU BPEMEHCKOT
HU3a, KA0 U Ha MOJ0XKaj cpeame BpennocTtu. [loBehame Bpennoctu p u
v n3asuBa noBehame pacmnona u Bapujanuje. Moke ce mpumeruTu na
U YKOJUKO je mapamerap i Behm, oHma Ha ,MIO3UTUBHOj]  CTpPAHU Bpe-
MEHCKU HU3 NOCTU:Ke Behe, MO amcoJlyTHOj BPEAHOCTU, peaim3allyje.
Y cayuajeBuMa rie je mapaMeTap vV Behu, BUIu ce ma ce, MO aIiCoJIyT-
HOj BpemHocTu, Behe peanusanuje HOCTWKY Ha ,HETATUBHO]  CTPAHWU.
Takobe, Ha 0OBUM cimMKaMa ceé MOKe HACIYTUTU CTAIMOHAPHOCT OBUX
BPEMEHCKUX HU30Ba, C 003UPOM Ha TO Jla C€ CPEHha BPEIHOCT HU3A HE
MeHa TOKOM BpeMeHa, OJHOCHO, Ja je Tojac aMIIJINTY1a OBUX peaJu3a-
nuja nmapaJjesal ancuucu. Ha caumu 3.2 mpuka3aHe Ccy BPeIHOCTU ay-
TOKOPeJalOHUX (PYHKINja CUMYJINPAHUX BPEMEHCKUX HU30Ba Ca OArO-
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BapajyhmMm mapamerpuma. 3a pas3iuKy OJ CUMETPUYHOT MOIEJa, KOI
KOT'a je OMJIO jeHOCTABHO ca Ipa(UKOHA ayTOKOpPeJIaIlOHe (YHKIU]je
OpUOIMAKHO YTBPAUTA BPEAHOCT TapaMeTpa (v, Y OBOM CJIIYyUajy TO HUjE
TAKO jeTHOCTABHO, C O03UPOM Ha CIIOKEHUjU M3Pa3 ayTOKOPeIalnoHe
¢yHEKIMje KOoja 3aBUCH O]l cBa dveTmpu mapamerpa. MebhyruMm, kako
BPEMHOCT je THOKOpadHe KOopeJialuje jeInuHa Mpeaas3u TPAHUILy CTATUC-
TUYKEe 3HAYajHOCTU, JACHO je Oa je y MUTamy MOJEJ IPBOT pena.

Ha caukama 3.3 n 3.4 npuka3anu cy XUCTOIPAMM pacIoneaa Peain-
30BaHUX BPEIHOCTU PA3JUUUTUX OIEHA Hmapamerapa «, (3, i U vV noou-
jemux Ha ocHoBY 1000 y3oparka obuma N = 5000. Ha caumu 3.3 cy
OIEHEHN TapaMeTpu « W (3, MO jemHOM, Ha CBAKU O AHAJU3UPAHUX
HaunHa, MOk cy Ha caunu 3.4 Yule-Walker-oBe onene mapamerapa i u
v. OBe OBe CIUKe jaCHO HABOME HA YUIHEHUILY M4 CY CBe IMPenCTaBJ/beHe
OIleHE ACUMITOTCKA HOPMAaJHE. 3HAYAjHOCT OACTyMakha PAaCIomesia
nOOUujeHnX peaJs3alrja Ol HOPMAaJHE pacloesie je TeCTUPaHa CTaH-
[apOHUM TECTOBUMA KOJjU Ce KOPUCTE Y Ty CBPXY. 3HAUAJHOCTU OBUX
TecToBa, MpuKa3aHe y Ttabemama 3.1 u 3.2, morBpbhyjy ma pacmomene
IoCMaTPaHUX OIleHa He OJCTYIAjy 3HadajHO OJ HOPMAJIHE PACIIOIeIE.

Tabema 3.1: 3HauYajHOCTM TECTOBA 34 WUCIUTUBAKE HOPMAJIHOCTU
pacrnogena oneHa mapaMmerapa jL 1 V

IIpase BpeguocTn pn=10, v=28 pn=10, v=28 pn=10, v=20,8

Tecr AYWi  pYWi | gYWa  pYWa | iYW YWy

i i v

Koamoropos-CMmupHos 0,823 0,976 0,981 0,912 0,864 0,954

x? 0,127 0,318 0,531 0,891 0,752 0,095
Shapiro-Wilk 0,151 0,545 0,351 0,553 0,587 0,062
Anderson-Darling 0,245 0,820 0,806 0,588 0,373 0,120
Lilliefors 0,444 0,841 0,866 0,631 0,522 0,758
Jarque-Bera 0,393 0,724 0,262 0,380 0,642 0,062

Cpenme BpeqHOCTU U CTaHIAPIHE ME€BUjallije CBUX IPEACTABHEHUX
OlleHa HEMO3HATUX Mapamerapa, NoOujeHe Ha OCHOBY y30paka obuMma
200, 500, 1000, 3000 u 5000, cy mpurazane y tabemama 3.3 m 3.4.
Moske ce mpuMeTHUTH na Ce KOJ CBUX OlleHA CTaHIapIHE IeBUjallu)je
cMambyjy ca mopacToM obuMma y30pKa, ITO ymyhyje Ha MOoCTOjaHOCT
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Tabena 3.2: 3HaAYAjHOCTU TECTOBA 3a WUCIUTUBAHE HOPMAJIHOCTU
pacmozesna oneHa mapamerapa o u 3

IIpase BpenuocTu a=0,3,6=0,5 a=0,6,8=0,4
Tecr AYW1  BYWL | gYW2  QYWa | gYWs  GYWs | 4els jels
Koamoropos-CMmupuos 0,928 0,531 0,743 0,598 0,600 0,650 0,992 0,982
x? 0,498 0,023 0,392 0,102 0,294 0,141 | 0,322 0,523
Shapiro-Wilk 0,450 0,205 0,485 0,190 0,285 0,101 | 0,912 0,640
Anderson-Darling 0,459 0,099 0,397 0,084 0,181 0,171 0,798 0,731
Lilliefors 0,676 0,120 | 0,321 0,168 | 0,169 0,214 | 0,921 0,889
Jarque-Bera 0,811 0,248 0,829 0,222 0,571 0,225 | 0,783 0,976

onena. Taxkobhe Moke ce BUIeTu na ce KO IPABUX BPETHOCTU Mapa-
MeTapa [ U UV Koje cy Oamke HyJau, Op:Ke MOCTWKE TadyHa BPETHOCT.
Kon Behux BpenHoCTU KOHBEPTEHIIja KA TAYHUM BPEIHOCTUMA, j€ MAJIO
cnopuja. Takobe, Moxe ce BumeTu nma omene 1Y V2 u 0¥W2 3a mujancy
Opske MOCTWKY TauyHe BPeIHOCTU mapamMerapa miaum Behy raunocrt. Y
caydajy OIleHa mapaMerapa o U [ MOKe Ce YOUUTU A METOM yCIOBHUX
HajMaBbUX KBaApaTa Aaje pe3yjTaTe KOju Cy HajOIM:K KU TauyHUM BPEI-
noctuma, Mebyrum, omeme &¥Ws u YW puajy majmMamy cTaHmapapy
IeBUjaIjy, T€ Cy TaKO W HajcTabJMHU]E.

3.6 IlpumMmena Ha peaslHUM IIOOAIIIMA

Ha kpajy je npurazano kako SDLINAR(1) monen mosxke Outu mpu-
MEHEeH Ha peasiHuM momanuMa. llocMaTpaHa je pas3jiuka y MeCeYyHOM
Opojy mpecTyna NpUjaB/bEHUX MOJUIN)CKUM cTaHunama y Pouecrepy,
Byjopr, CAIl, on jamyapa 1991. mo mememOpa 2001. Ilomamm cy
MOCTYIHU Ha MHTepHeT cTpanuru http://www.forecastingprinciples.com,
y Iesy ca momanuMa o mpecTynuMa. Ha oBaj HAUMH, MOsKE ce TPATUTHU
u ynopebuBaTu epuUKaACHOCT PA3NIUYNTUAX HOJIUNNAjCKAX CTAHUIIA TOKOM
HeKOr nmepuoaa. Ha umctum nmomamuma cy npuMemena u ynopebena tpu
mozena: TINAR(1), koju je yseo Freeland (2010), STINAR(1), xoju cy
yBeau Barreto-Souza u Bourguignon (2015) u SDLINAR(1) monmen. 3a
CBaKM MOJEJ Cy M3pavyHaTe peam30BaHe BPEIHOCTHU OIEHA Tapame-
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Tabena 3.3: PeanmuzoBane BpeaHOCTHU OIleHA IapaMeTapa
Bbe BPEIHOCTHU U CTAHIAPIHE IEBUjall]e

128

[ UV, Cpel-

N =05 1v=02
ﬂYWl ,)YWl ﬂYWg ,)YWQ ﬂYWS ])YW3
500 | 0,497 0,199 | 0,499 0,200 | 0,496 _ 0,199
(0,056)  (0,036) | (0,053) (0,029) | (0,062) (0,031)
1000 0,499 0,199 0,500 0,200 0,499 0,199
(0,041)  (0,025) | (0,039) (0,020) | (0,045)  (0,022)
3000 | 0,500 0,200 | 0,501 0,200 | 0,500 0,200
(0,025)  (0,014) | (0,023) (0,011) | (0,027) (0,012)
5000 0,501 0,200 0,501 0,200 0,501 0,200
(0,019)  (0,011) | (0,018)  (0,009) | (0,021)  (0,010)
N p=1Lv=2
ﬂYWl oY W1 /:‘LYWQ DY W2 ﬂYWg DY W3
500 0,987 1,986 0,994 1,993 0,990 1,983
(0,136)  (0,210) | (0,109) (0,203) | (0,117)  (0,224)
1000 | 0,993 1,991 0,997 1,094 | 0,994 1,990
(0,093)  (0,146) | (0,074)  (0,142) | (0,080)  (0,157)
3000 0,998 1,998 0,998 1,998 0,997 1,998
(0,052)  (0,086) | (0,042) (0,083) | (0,044)  (0,092)
5000 | 1,000 1,097 | 1,000 1,097 | 0,999 1,998
(0,041)  (0,067) | (0,033)  (0,065) | (0,035) (0,072)
N n=2,v=4
ﬂYWI ,9YW1 /:LYW2 I)YWZ ﬂYWg ﬁYWg
500 | 1,091 4,001 2,002 4,012 1,097 3,996
(0,235)  (0,273) | (0,213) (0,259) | (0,227)  (0,298)
1000 1,996 4,002 2,002 4,008 2,001 3,998
(0,165)  (0,185) | (0,150)  (0,177) | (0,160)  (0,201)
3000 | 1,997 3,996 1,009 3,997 | 1,999 3,995
(0,095)  (0,113) | (0,085) (0,106) | (0,091)  (0,123)
5000 1,999 3,996 1,999 3,996 1,999 3,996
(0,076)  (0,088) | (0,067) (0,084) | (0,072)  (0,096)
N p=>5v=4
ﬂYWl oY W1 ﬂYWQ DY W3 ﬂYWg oY W3
500 | 4,000 3,077 | 4,995 3,982 | 4,980 3,074
(0,326)  (0,298) | (0,302) (0,266) | (0,362)  (0,305)
1000 4,998 3,982 5,003 3,987 4,995 3,983
(0,231)  (0,207) | (0,214) (0,186) | (0,258)  (0,214)
3000 | 4,993 3,002 | 4,008 3,007 | 4,989 3,997
(0,129)  (0,119) | (0,123)  (0,108) | (0,141)  (0,124)
5000 4,997 3,993 4,999 3,995 4,993 3,996
(0,100)  (0,092) | (0,095) (0,085) | (0,110)  (0,095)
N pn=10,v =38
'[LYWI oY W1 ﬂYWz DY W2 ﬂYWS DY W3
500 9,886 7,915 9,915 7,944 9,885 7,916
(0,934)  (0,756) | (0,927) (0,709) | (0,980)  (0,727)
1000 | 9,926 7,057 | 9,930 7,970 | 9917 7,066
(0,670)  (0,496) | (0,665)  (0,465) | (0,696)  (0,488)
3000 9,964 7,978 9,968 7,982 9,957 7,986
(0,380)  (0,292) | (0,380) (0,278) | (0,403)  (0,279)
5000 | 9,977 7,082 | 9,083 7,080 | 9,970 7,989
(0,302)  (0,235) | (0,300) (0,219) | (0,320)  (0,220)




IIpumena Ha peaJHUM MO AATIMIMA

Tabena 3.4: PeanuszoBane BpegHOCTHU OIlleHA mapamerapa « u 3, cpem-

BE BPEIHOCTU U CTAHIAPIHE IEBUjallU]e

N @=0,38=0,1

dYW1 BYWI dYWZ ﬁYWz &YWg BYW;), dcls ﬁcls

500 | 0,279 0,090 | 0,279 0,090 | 0276 0,148 | 0,292 0,097
(0,060)  (0,079) | (0,060) (0,078) | (0,064) (0,076) | (0,070) (0,103)
1000 | 0,286 0,091 | 0,286 0,091 | 0,281 0,152 | 0,297 0,101
(0,048)  (0,077) | (0,048) (0,077) | (0,045) (0,054) | (0,049) (0,073)
3000 | 0,292 0,092 | 0,291 0,092 | 0282 0,152 | 0,299 0,100
(0,039)  (0,071) | (0,039) (0,071) | (0,027) (0,032) | (0,029) (0,043
5000 | 0,292 0,095 | 0,292 0,094 | 0,283 0,152 | 0,299 0,100
(0,036)  (0,068) | (0,035) (0,068) | (0,021) (0,024) | (0,023) (0,032)

N a=0,3,8=0,5
dYWl ﬁYWl &YWQ ﬁYWQ @YW;; ﬁYWg &cls ﬂcls

500 0,291 0,495 0,291 0,495 0,370 0,468 0,293 0,493
(0,170)  (0,074) | (0,169) (0,074) | (0,063) (0,055) | (0,106)  (0,065)
1000 0,301 0,493 0,301 0,493 0,371 0,470 0,295 0,495
(0,151)  (0,061) | (0,150) (0,061) | (0,045) (0,038) | (0,076) (0,045)
3000 0,311 0,493 0,311 0,493 0,372 0,473 0,296 0,498
(0,118)  (0,042) | (0,118)  (0,042) | (0,027) (0,022) | (0,045)  (0,026)
5000 0,316 0,492 0,316 0,492 0,373 0,474 0,297 0,499
(0,104)  (0,037) | (0,104) (0,037) | (0,021) (0,018) | (0,034)  (0,020)

N «=0,570=0,2
&YWl BYW1 CAMYWZ 6YW2 dYWB ,BYWS dcls /Bcls

500 0,452 0,202 0,452 0,201 0,369 0,232 0,489 0,195
(0,172)  (0,074) | (0,173)  (0,074) | (0,077)  (0,047) | (0,133)  (0,056)
1000 0,463 0,206 0,463 0,206 0,375 0,234 0,497 0,197
(0,155)  (0,057) | (0,155) (0,057) | (0,056) (0,032) | (0,095)  (0,038)
3000 0,473 0,207 0,473 0,207 0,377 0,236 0,500 0,199
(0,127)  (0,044) | (0,127)  (0,044) | (0,032)  (0,019) | (0,053)  (0,022)
5000 | 0,479 0,205 | 0479 0,205 | 0,377 _ 0,236 | 0,501 0,199
(0,107)  (0,036) | (0,107) (0,036) | (0,025) (0,015) | (0,041) (0,018)

N «=0,1,5=0,1
YW, ﬂYWI Y Wo ﬁYWQ ééYW3 ﬁYWB ~cls ﬁcls

(0% (0% (0%

500 | 0,120 0,109 | 0,120 _ 0,100 | 0,006 _ 0,100 | 0,094 0,103
(0,094)  (0,108) | (0,094) (0,108) | (0,052) (0,059) | (0,068)  (0,09)
1000 | 0,115 0,107 | 0,115 _ 0,107 | 0,099 0,099 | 0,099 0,099
(0,078)  (0,098) | (0,078)  (0,098) | (0,037) (0,043) | (0,048)  (0,064)
3000 | 0,108 0,104 | 0,108 0,104 | 0,100 _ 0,100 | 0,101 _ 0,100
(0,064)  (0,081) | (0,064) (0,081) | (0,021) (0,025) | (0,028)  (0,037)
5000 | 0,105 0,103 | 0,105 0,103 | 0,100 0,101 | 0,100 0,101
(0,057)  (0,074) | (0,057) (0,074) | (0,016) (0,019) | (0,021)  (0,028)

N a=0,6,8=0,4
dYW1 BYWl dYW2 ﬂYWQ dYW;; ,BYW3 écls ﬂcls

500 0,589 0,404 0,589 0,405 0,555 0,458 0,595 0,396
(0,085)  (0,125) | (0,085) (0,125) | (0,048) (0,050) | (0,062) (0,078)
1000 | 0,591 0,408 0,591 0,408 0,557 0,460 0,597 0,399
(0,072)  (0,103) | (0,072) (0,103) | (0,034) (0,036) | (0,044) (0,055)
3000 0,587 0,414 0,587 0,414 0,557 0,460 0,596 0,400
(0,054)  (0,079) | (0,054) (0,079) | (0,020) (0,021) | (0,026) (0,031)
5000 0,590 0,412 0,590 0,412 0,558 0,461 0,598 0,400
(0,047)  (0,068) | (0,047) (0,068) | (0,016) (0,016) | (0,020)  (0,025)
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tapa u RMSFE BpeaHoCT Ka0 KPUTEPUjYM KBAJUTETA AMPOKCUMAIN]E.

Y Tabenu 3.5, npuka3aHe Cy OI€HeHEe BPEAHOCTU IapaMerapa CBa
TPpU MoJesa, 1001jeHe Ha OCHOBY MOJaTaKa KOjU MPeACTaBIbA]y Pa3Jiv-
Ky y Opojy TemKux Hamaga TPUjaBJbEHUX IMOJUIN)CKOj CTAHUIU OPO]
3605508702 u mosunujckoj cranumu 3605501700. 3arTum, mpukasamne
Cy OIlelheHe BPEeAHOCTHW MapaMeTrapa Koje cy mobOujeHe Ha OCHOBY IO-
[aTaka KOjU MPEeNCTaB/bajy Pa3jIUKy y OpOjy MMOBUHCKUX KPUBUYHUX
nmena (mpoBausia, kpaba, mmauku, kpaba Bo3uia), NpujaBLEHUX TOJU-
nujckoj cranumu 3605508702 u monunujckoj cranuru 3605503300. Ha
Kpajy, IpuKa3aHe Cy OlleHe mapaMeTrapa JI00ujeHe Ha OCHOBY IOAATAKA
KOJU IIPEJICTaBILA]Y PA3JIUKY Yy OpPOjy HACUIHUX KpUBUUYHUX nena (you-
craBa, yOUCTBaA M3 HEXATa, CUIOBAKHA, IJbAYKY, TEIIKUX HAIAIA ), TPU-
jaBJbEHUX TOJUIU]CKO] cTaHuiu 3605508702 m mMOAMNMjCKOj CTAHUIINA
3605501400.

Ha cmurama 3.5 mo 3.7, mpukazaHe Cy TpajeKTOPUje BPEMEHCKUX
HU30Ba KOjU MPEACTABJ/bA]Yy Pa3jluKke y OpOjy TEIKUX Hamaga, UMO-
BUHCKUX KPUBUYHUX M€Ja Y HACUIHUX KPUBUYHUX [ejia IPUjaBJbEeHUX
oaroBapajyhuM mOMUIUjCcKUM CTaHWUIIAMAa, KA0 U MOIEJIUPAHE BPE-
Hoctu nobujene wa ocuoBy SDLINAR(1) momena. 3a ouemuBame
Hemo3HaTUX napamerapa kopumihen je Yule-Walker-os meTon, u To orene
YW DYWL QYW g YW1 Moske ce mpuvernty na SDLIN AR(1) Momen
npeacraB/ba qobap u3bop 3a Momenaupame oBuUX nomaraka. Curyamnuje
Yy KOjuMa MOCTOjU OACTYIAMmE MOAea O CTBAPHUX MOJATAKA CY HATJIU
nukoBu. Tarobe, pematuBuo Besmra RMSFE BpemHocT 3a APYTru CKyI
mojaTaka ce MOyKe 00jaCHUTU HNPUPOJIOM CaAMUX TOAATAKA, jep Cy Y
NUTakmy BEJIMKE BPETHOCTH.

Kao mro ce Buan y tabenu 3.5, SDLINAR(1) mozexn je 6ome npu-
MEHUTU Yy OBAKBUM CHUTYalljaMa, HEro MPeocTajia ABa MOCMATPAHA
Monena. Paszauka y Bpemmoctuma RMSE cratuctura jecte mMaja u
TO je MOoCJenunIia pejJaTUBHO CIWYHOT OOJUKA YCJIOBHOI MaTEMaTUUKOT
OYEeKUBaMma KOJ CBA TPU MOIETA.
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Tabena 3.5: Ouene mapamerapa u RMSE Bpemnoctu 3a TINAR(1),
STINAR(1) u SDLINAR(1)

TeHIKI/I Hala o I/IMOBI/IHCI{a KpUBUYHA HaCI/IJIHa KpUBUYHAa
nemna neina
Monen Ouene RMSE | Ouene RMSE | Ouene RMSE
TINAR(1) & =0, 159 1,149 | & = 0,420 8,152 | & =0,497 3,617
A1 = 0,285 A1 = 23,66 X1 = 3,073
Xo = 0,762 Xo = 23,73 Xo = 5,646
STINAR(1) & =0,161 1,149 | & =0,42 8,152 | & =0,505 3,617
hi1 = 0,147 i1 = 6,553 i1 = 0,345
i = 0,716 Jiz = 6,682 Jiz = 5,459
SDLINAR(L)Y™1 | i =0,106 1,107 | o =5,845 8,095 | =106 3,602
U =0,674 U =5,973 U ="5114
& = 0,096 & =0,01 & =10""7
B =0,159 B =0,849 B =0,497
SDLINAR(1)W2 | i =0,148 1,149 | i1 =6.553 8,064 | f1=0.345 3,589
U =0,716 D = 6.682 U= 5,459
& =0,128 &a=10""7 & =10""7
B =0,161 B =0,849 B =0,561
SDLINAR(1)YWs | 4 =0,139 1,159 | o =5,528 8,081 | 1 =0.335 3,687
U =0,657 U = 6,269 = 3.639
a=10""7 & =0,262 & = 0.250
£ =0,193 £ =0,570 B =0,506
3
2 h
1 h
° NY g 1‘ TL' \"(\' "f‘
; 1 ‘l v )
-2
-3
4 4
-5
-6 4
_7 — — — — — —
2228988333885 8859833338822 3
C 5 HgEeEEEdd S ECEdpE g fEaacsygsH
2283388822588 288¢8838Rg888a8
G Tcimky Harmaau SDLINAR(1)

Caura 3.5: Pasnuke y Opojy TemIKUX HANAAa NPUjaBHEHUX ITOJIUIN])-
ckuM ctarunama 3605508702 u 3605501700
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@ |[MoBHHCKA KPUBHYHA Jea SDLINAR(1)

Cnuka 3.6: Pazauke y 6pojy UMOBUHCKUX KPUBUYHUX [€JIa IPUjaBIbe-
HUX moJunujckuM cranuiama 3605508702 u 3605501400
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e HacuiHuiTaa SDLINAR(1)

Cauxra 3.7: Pasauke y Opojy HACUIHUX KPUBUUHUX I€JIa IPUjaBJLEHUX
nosnuyjcknM ctanunama 3605508702 u 3605501700
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I'maBa 4

KomounoBauu SDLINAR(p)
MO eJI

Y HEKUM IpolecruMa U IIojaBaMa, TPEHYTHO CTalme CUCTEMa He 3aBU-
CH caMO OJ] CTama y IPETXOJHOM TPEHYTKY, Behh Moke 3aBUCUTU U OX
D MOCJTEeNIBbUX CTalkha WX O jeTHOT OJ P MOCIEIIBUX CTama. Y TaKBUM
cay4dajeBuMa, ayTOPErpecuBHU MOJeNU IPBOr pena Hehe Outwm amek-
BaTHO pememne, Beh ce MOomes MOpa YCIOKHUTHU. JemHO Ol pelema je
a ce IpuUMenYyje MOIeJ pena p Uir KOMOMHOBAHU MOIEN pela p, pec-
MIEKTUBHO. Y OBOM mejy he ympaBo jeJaH TaKkaB MOJIEJ, Ca MaprUHAJ-
HOM muckpeTHOM JlammacoBoMm pacmonesioM, OUTU MPEACTABILEH.

4.1 KRoHCTpyKIMja TMHUHT omeparopa

IIpe came meduuNUIMje TUHUHT onmepaTopa, Tpeba HAIOMEHYTHU Ia je
Ka0 MHCIUpAIja 3a OBAKAB TWHUHT ONEpaTOp MOCay:kmo pan Nastic,
Risti¢ u Bakouch (2012) u ma ce kopumhena MeTomDOIOTUja U KOHCTPYK-
nja omeparopa 3aCHUBAjy, YIPaBO, Ha Pe3yJTaTUMa TOI Paja.

Heka je mara cayvajHa mpoMmeH/bUBaA Z, KOja UMa aCUMETPUYHY
muckperny Jlannacosy, SDL(p/(1 + u),v(1 + v)) pacnonmeny, ca napa-
merpuMma i/ (1+p), >0 n v/(1+v),v > 0. Tuauar oneparop (a, 5)Om
ce medunume Ha ciaenehm Hauwu

(0, B) Om Z)| Zn L (0 ki Xy — B Yo) (X — Vi), (4.1.1)

roe je m > 1, ax, u (%, HeraTuBHU OUHOMHU TUHUHT OIEPATOPHU,
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nepunncany y Nastié, Risti¢ u Bakouch (2012) ka0 s, X, = S W™ u
B Yy =S Ve cy {W™} u {V'™) 1sa, ysajammo mesapucha,
HU3a HE3aBUCHUX U jJEIHAKO PACIOJE/LEHUX CJIYYAJHUX ITPOMEHJLUBUX
ca reomerpujckum, Geom(a/(1 + a)), a € [0,1) u Geom(5/(1 + 1)), p €
[0,1), pacogenama, pecnekrusuo. CiydajHe NPpOMEHILUBE Wi(m) u X,,
Kao U V;(m) u Y, cy, mputoM, He3aBucHe 3a cBako ¢ > 1. Cuyuajue
npoMeHJssuBe X, U Y, Cy HE3aBUCHE U UMajy, PECIEKTUBHO, T€OMETPU]-
cxe Geom(u/(1+p)) m Geom(v/(14v)) pacnonmene. Tpeba mHanomerny T
[la MHIEKC ONepaTopa m O3HAUaBa [ je TUHUHD ONePaTOpP MPUMEHEeH
y TPEHyTKy ™M, Ha UCTU HAUYMH Kao mTo je To ypabeno y pamnosuma
Nastié¢, Risti¢ u Bakouch (2012) m Weif§ (2008). Y camoj aedurunnju
TUHUHT ONE€paTopa, TPEHYTAaK MPUMEHEe He Urpa HeKy OUTHY yJory, ma
je cacBum oumrsienHo na omneparop («,[3)®,, UMa ucTe 0COOUHE KAO U
onepatop (a, #)®, nepunucan y npeTxonHoj riasu u 'y pamxy Djordjevié
(2016a).

360r tora he Heke 6uTHe 0CcOOMHE cirydajHe npoMeHbuBe (o, 3) O
Z, butu caMo HaBeneHe, Oe3 MOKa3a.

IIpumenoa 4.1.1 Cayuajra npomennusa (o, ) @ Zy, uma caedehe oco-
bume:

1. Kapaxmepucmuuna gynruuja cayvajne npomennuse (o, B) O Z, je
(1+a—ae“)(1+ﬁ—ﬁe‘“) )
(1+a(n)—a(rpet) (1+6(140)-p(+)et)

2. (a,B) Om Zn LIPS km Xp — Bk, Yy, 20e cy X, u'Y, HesasucHe cayuajHe
npomensuse ca zeomempujerum, Geom(u/(1+p)) u Geom(v/(1+v))
pacnodenama, pecnekmueno;

3. E((o, B) Om Zp) = ap — Pr;
4. Var((a, f) Om Zn) = ap(l 4+ 2a + ap) + fr(1 + 26 + (v);

5. E((Oéa ﬁ) Om ZH‘ZTL) = (Oé - ﬁ) 1+LZI+V + OéZn[{ZnEO} + ﬁZn[{Zn<0};

(Lt (140) | a(1+)+3(14)
(14+p+v)? a I4-ptv
+a(l4+a) Zu 17,50y —B(1+5) Znl {2, <0 -

6. Var((o,B)omZ,|Z,)=(a—p)
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4.2 KRoucTpyKmuja momesia

Kopucrehu oneparop («, 3)®p,, Moke ce nepunucaT KOMOUHOBAHM
nenobpojuu, ayroperpecuBuu BpeMmencku uu3 {Z,,n > 0} wa ciaenehn
HAUVH,

(aaﬁ) ®n Zn—l + €n, C.B. ¢17

a,B) On Zyp_o+€,, C.B. Qo,
Zy = () o . v n>p, (4.2.1)

(Ck,ﬁ) On anp—i_en’ C.B. (bp;

npu demy je ¢; € [0,1],i = 1,....,p u D7 ¢ = 1, u Bake caenehnu
YCJIOBU:

i) {e,} je HU3 HE3aBUCHUX, jeTHAKO PACHONEJHEHUX CIYyUajHUX MPO-
MEHJ/bUBUX, IPU UYEeMy Cy CIydajHe TPOMEHJbUBE €, U L, Ka0 U
ciydJajHe IPOMEHBUBE €, U (, ) Opmyi Ly HE3aBUCHE 38 M < N U

1=1,...,p,

ii) 6pojayky HU30BU TUHUHT ONEpPATOPA MPUMEHEHUX Yy TPEHYTKY m
Cy y3ajaMHO HE3aBUCHU U HE3aBUCHU OJ] ejleMeHara Husa {e,},

iii) 6pojauyky HU30BM THUHUHL ONEpATOpPa HPUMEHEHOT Ha CJyJYajHy
MIPOMEHJbUBY Z, W CIIy4YajHe TPOMEHJbUBE L, 1, Ly 2,... Cy He3a-
BUCHU,

iv) ycnoBre BepoBaTHOhe

P{(Oé,ﬁ) On+1 Zn - ih ceey (a,ﬁ) ®n+p Zn - 2p|Zn =z, Hn—l} n
P{(c,3) Ons1 Zn =11, ..., (, B) Onep Zn, = ip| 2y, = 2}

cy jemHake, rue je ca H, ; obeynexeHa MPOMIIOCT CIYYajHUX IPO-
MEHIBUBUX Ly, U (<, 3) Oy Ly m<nui=1,...,p,

V) ciaydajae npomensmuse (a, 5) Oni1 Zn, ..., (a, 8) Onyp Zy, yCIOBIbEHE
CIIy4ajHOM IPOMEHJLUBOM Z,,, CYy HE3aBUCHE.

Y cayudajy Kazma Baske NPETXOIHUX IIeT yCJIOBA M Kala je MapruHAJI-

HA pacrojesia BPeMeHCKOr Husa {/Z,} acuMmerpuuna muckperna Jla-
I v

JIaCOBa, SDL(H, 7%,), bacnojesna, BpPeIHOCT apaMeTpa « Mpunaia
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uarepsaay (0,u/(1+ p)], a mapamerpa (3 uarepsaay (0,v/(1 + v)], mo-
buja ce jemaH cTalUOHApaH, ayTOPErpecUBaH BPEMEHCKU HU3 pena p,
ca menobpojuum Bpeanoctuma, y ozuanu CSDLINAR(p), mro je akpo-
HUM Ha3uBa Ha eHrjeckoM je3ury, Combined Skew Discrete Laplace INAR
process of order p.

Tpeba, omer, HATOMEHYTU M1a je KOHCTPYKIMja MOIeJa Ipey3eTa u3
pana Nasti¢, Risti¢ u Bakouch (2012), camo mto je y 0OBOM ciy4dajy y
NUTAKY MEeJOOPOjHU HU3, KAKO Ca MO3UTUBHUM, TAKO U Ca HETraTUBHUM
BPEIHOCTUMA.

Cana he Ouru ananusupasne Hexe ocHoBHe ocobune C'SDLINAR(p)
BPEMEHCKOI HU3A.

Y crnamy ca pe3yiaTaTUMa IpeacTaB/beHUM y panoBuma Djordjevic
(2016a) u Nastié¢, Risti¢ m Bakouch (2012) Basku caeneha npumenba.

Teopema 4.2.1 Unosayuonu wuz {e,} uma caedehe ocobune:

i) Axo je v € (0,u/(1 + p)] w B € (0,v/(1 4+ v)| onda je pacnodena
CAYUATHE NPOMEHDUBE €, 0aMa Ca

( sDI ), ce (1—2% <1—fiyg>,
o & SDL (14, 12;), cea. (1--24) 22,
SDL(QLMHLV), c.8. %(1_1,6_% :
3 SDL (ﬁ?%), c.a. ;T“afi”ﬁ.

i) Elen) = p(1 —a) —v(1=7),

i) Var(e,) = p(1+a) [(1+p)(1 - a) — al + (14 8) [(1 + v)(1 - §) - A].

oxasz. KRopucrehn nepumuunujy 4.2.1, HE3aBUCHOCT CJIydYajHUX IIPO-
MeHbuBUX (), B) Op Zp—iyt = 1,...,p 1 €, 1 YUBHEHUIY Ia CBE CIydaj-
HE TPOMEHJbUBE 2, ;¢ = l,...,p UMajy HUCTy pacuomemny, KapakTe-
pucTUYHa (QYHKIUja CIydYajHe IPOMEHJbUBE €, nobuja ce Ha ciaenehu
HAYUH.
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Hajope ce kapakrepucTuyHa (QyHKOMja CIydYajHE TIPOMEHLUBE L,
MOK€e MPUKA3ATU Y OOJIUKY

vz, (1) = Zﬁbz@(a,ﬂ )OnZn— ()P, (t) = @e, (t Z¢z ,3)OnZn— ()

= Pe, (t) Z ¢i@(a,ﬁ)®nz(t) = Pe,, (t)gp(aﬁ)@nZ(t)?
=1

rze ciyJajHa IPOMEHJ/LUBA Z UMa aCUMETPUYHY IUCKpeTHY JlanmacoBy
SDL(pu/(14+p),v/(14+v)) pacnoneny. Kopucrehu nperxonao nobujern
n3pa3 3a KapaKTePUCTUYHY (YHKIU]Y CIyYajHEe IPOMEHJLUBE Z,, NO-
ouja ce nma je

Pz, (t)
Plaponz(t)
Hanmame, mctum mocTynmkoM kKao y mokaly Teopeme 3.2.1, mobuja ce
KapaKTepPUCTUYHA (YHKIUja CIyYajHe NIPOMEHJbUBE €, Y ODIUKY cyMe
KapaKTePUCTUYHUX (PYHKIUja CIydajHUX IPOMEJLUBUX M3 MCKa3a Teo-
pemMe, MOHAEPUCAHUX BepoBaTHONAMa HEKOT MOTIYHOI CUCTEMA I0Ta-
baja. Ha ocumoBy Tora cienu ma ce ciaydajHa IPOMEHJLUBA €, MOKE, Y
pacmnomenu, IpeACTABUTH Yy OOJIMKY MENIaBUHE YETUPU CIIydajHe IPO-
MEHJ/bUBE Ca aCUMeTPUYHOM auckpeTHoM JlammacoBoMm pacmomenom.
KRopucrehn, 3atum, nobujeny KapakTepUCTUYUHY (YHKIU]Y, Tj. HEH
IPBU U APYTU U3BOI, NOOUja ce TPayKeHU u3pa3 3a MATEeMaTUYIKO OUEKU-
Balme U MUCIEP3Ujy MHOBAIMOHOT mporeca. O

Pe, (1) =

Nmajyhu y Buay pacmomesy MHOBAIIMOHOT HU3a NMPUKA3aHY Yy 00-
JIUKY MeIaBWHE CIYYajHUX TPOMEHJBUBUX CA aCUMETPUYHOM AUCKPET-
voMm JlamaacoBoM pacmomes oM ¥ YUEEHUIY [a Ce Ta PACIOomeia MOKe
OPEeNCTABUTU y OOJIMKY Ppa3JiMKe IBEjy HE3aBUCHUX CJIyYajHUX IIPO-
MEHJLMBUX Ca OAroBapajynuM reoMeTpujckKumM paciogesiaMa, MOKEe Ce
u3Bectu caeneha mocisenuia.

ITocnemuna 4.2.1 Axo cy a € (0,u/(1+ p)] v B € (0,v/(1 +v)], mada

. d . 4
je e, = Ep — N, 20€ CY £, U 1), 08€ HE3ABUCHE CAYUATHE NPOMENHLUBE KOjJe
cy pacnodemerne Ha caedehu Havum
L) Bv
v)? o v—03"’

c.8. —;“T“ d Geom(l

4 Geom(lJr ,

+
en = 8 By
Geom(H ), ce. s Geom(m), c.6. .75
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Ha ocuoBy pemnpesenranuje ciaydajuoe npomenssuse («,3) ©, Z,, nare
y npumentu 4.1.1(2) m pempesenranuje MHOBAIMOHOD HU3a, HATOT Y
nperxonuoj nocaenuiy, C'SDLINAR(p) Bpemencku uus, {7, }, ce Moxe,
y pacmomenu, npukasaTé kKao pasnuka asa HezasucHa CGINAR(p)
Bpemencka Hu3a, {X,} u {Y,}, medunucanux y Nasti¢, Risti¢ u Bak-
ouch (2012) ca reomerpujcrum, Geom(p/(1 + p)) n Geom(v/(1 + v)),
MapruHAJHAM DACIOAesaMa M €a, Y IPEeTXOAHOj MOCJeIUNN IOMEHY-
TuM, HU30BuUMA {&,} u {1,} Ka0 MHOBAIMOHUM HU30BUMA.

ITocnemunia 4.2.2 Hexa je {Z,} jedan CSDLINAR(p) epemencru Hu3z
dedunucan uspazom (4.2.1), a {X,,} u {Y,} dsa nesasucna CGINAR(p)
apemencrka Hu3a, degunucana na caedehu Hawun

Qkp, Xn—l + Ens c.8. ¢17 ﬁ *n Yn—l + s c.8. ¢17
Xn _ Q ok, Xn72 + En, C'B'. ¢27 Yn _ ﬁ *n Yan + s 6'8" ¢27
Q kp Xn—p + €n, c.8. ¢p7 ﬁ *n Yn—p + T c.8. ¢p7

20e cy {en} u {m.} dsa ysajammno nezasucha Huza He3aEUCHUL, jEOHAKO

. . d
PACNO0esEHUT CAYHATHUL npomenpusur. Tada je Z, = X, —Y,.

Bpuo 6utae ocobune CSDLINAR(p) auzosa cy cBojcrBo Mapkosa,
cTammoHApHOCT U eproguunocT. OBe ocobMHE cy OUTHE y KapakTepu-
3aIiju BPEMEHCKUX HU30Ba, KAa0 U IPUINKOM OINCUBAHKA KOPEJIaloHe
CTPYKTYp€ HM30Ba U OIleHA HEMO3HATUX mapamerapa moznena. C Tum
y Be3u MO:Ke ce MCKa3aTu cieneha teopema.

Teopema 4.2.2 CDSLINAR(p) spemencku wuz {Z,} je cmpozo cma-
yuonapar u epzoduuan npoyec Mapkosa peda p.

Loxas. Yumennna na je CDSLINAR(p) BpeMeHCKM HU3 IpOLEC
MaproBa pena p ciaenyu AMPEKTHO W3 caMe Oe(pUHUIMje BPEMEHCKOT
Hu3a. BepoBaTtHohe nmpena3a ce MOTy M3padyHaTy MOMONY BEepOBATHO-
ha npesnaza SDLINAR(1) BpeMeHCKOT HU3a KOje Cy JaTe y TeOpeMu
3.3.1, ma cinemehu Hauuu

p p
P(Zn - Zn|Hn—1) - Z¢1P(Zn = Zn|Zn—7, — Zn—i) - Z ¢ipZ(Zna Zn—i):
i=1 i=1
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rue je

Zzz() Z?i_oopDNB(k - l,m +]7 ﬁ7m7 %)p(i(l) ) ] Z 0
>0 Yoo so PoNB(k = Lm, 125 m = j, 15)pe(l) G <0,

pZ(ka]) = {

ppone(k;7, p;l,q) npencraBba 3akOH pacmozmese BepoBarTHOoha pasnuke
IB€ HE3aBMCHE IIPOMEHJ/LMBE Ca HEraTMBHOM 61/IHOMHOM pacCIiioaeyioM,

pk<1_p>r(1_qy(k+£_1)2F1(k+r7l7k+17p(J) ) kZO

pDNB(k;T’p;l’Q):{ (1—p) (1=q)'q * (", ) Fi(—k+lr,—k+1pq) , k<O,

pe(l) je 3akon pacnomerne BepoBarHoha mHOBanumoHOr HU3a {e€,},

( <L)l ( _ ﬂ) _Lpdpdy)
T+u \ p—c ) (I4p+v)(14+p+p)
« ap  1+a+p(1+v)
)= P = + (H—a) p—a (I+a+tv)(1+a+p)’ {20
pe(l) = Plen =1} = (L)fl 1_ B 1+v+o(1+u)
1+v v—03 ) (I4v+p)(1+v+a)
Y
3 Bv  1+B4a(l4u)
.l <W> v—3 (14+B+p)(1+5+a)’ £<0,

a oF(k,l,m,p) je laycoBa xunepreomerpujcka (GyHKIMja.

Kopucrehu csojcrBo MapkoBa u jemHaky pacriomebeHOCT eJieMe-
HAaTa BPEMEHCKOr Hu3a {Z,}, cTpora CTAIMOHAPDHOCT CE€ MOMKE JIAKO
noKa3zaTu Ha ciaenehwm HAYUMH.

Hexka je A, j, n,k € N cayuajun norabaj nedpunucan ma cienehn
Haund A,p = {Znik = 2k Znik-1 = Zh-1y---sZns1 = 21}. lla 6u ce
IOKa3aJia CTpOora CTAIMOHAPHOCT, AOBOJLHO je MOKA3aTU jeJHAKOCT Be-
posarroha P(Ag;) = P(A, k).

Kako je Bpemencku vuz {Z,} npouec Mapkosa, To ce BepoBaraoha
P(Apx) Moske mpencraButy Ha ciaenehu Haywms

P(A(),k) = P(Zk:Zk|Hk_1>P(Zk_1:Zk_1,...,lezl)

= P(Zy=zx|Hx—1)P(Zy-1=21-1|Hy—2) P(Zx—o=2k—2,....21=21)
-2

= P(Z=2)][P(Zi-i=2il Hyeioa).

=0

C 063upowm Ha TO 1a BepoBaTrHOohe npenasa pz(k,l) He 3aBUCe 011 MO3U-
nuje ejgeMeHTa y Huly, Beh caMo ox pacTtojama OBa eJeMeHTa, m1obuja
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ce na je P(Zk_z = Zk—z’|Hk—z’—1> = P<Zn+k—i = Zk—i|Hn+k—i—1>‘ Kaxko cse
caydajHe MpOMEeHJbUBe ;1 > |1 mMajy WUCTy pacmomeny, CJenu na je
P(Zy = z) = P(Zyy1 = z1). 3amemyjyhu nmomenyre BeposBatnohe u
Bpahajyhwu ce ynazamn, mobuja ce na je

k2
P(Aog) = P(Zpy1=21) H P(Zpik—i = 2h—il Hno—io1) = P(Ap ).

1=0

Ila 6u ce moKa3aJsia eproAWYHOCT BPEMEHCKOT Hu3a {Z,}, Moke ce
nohu on mepuuunuje 6.30 u3z Breiman (1992), roja raske ma je cra-
nuoHapaH Hu3 {Z,} eproamdaH yKOJHUKO je BepoBaTHONA CBAKOT WH-
BapujanTHor (y oxsocy Ha Hm3 {Z,}) morabaja 0 mam 1. Ha oc-
HOBY craBa 6.32 m3 Breiman (1992), cBaku wmuBapujanTHu norabaj,
y OOHOCY Ha HEKU CTAlMOHADHU HU3, jé MCTOBPEMEHO W PeIHU I0-
rabaj. Mebyrum, 3a csako n > 1, g-anrebpa F(Z,, Z,_1,...), TeHe-
pucaHa CJIydajHUM IPOMEHbUBAMA Ly, Ly _1,. .., j€ MOACKYI o-ajaredpe
Flen, WO VO ¢, ) WO Vb ) rre cy WE = (F} 5 VR =
{Vi(k)} Opojauky HU30BU KOJU TEHEPUITY CJIYyUajHy TPOMEHJLUBY L.
3axBasbyjyhu HE3aBUCHOCTU BPEMEHCKUX HU30BA {€,, W, V(”)}, npu-
MeHoM KomamoropossmeBor 3akona (0 — 1, cBakm pennu norabaj mma
BepoBaTHohy 0 muu 1, unme je u morspbhena epromuunoct vusa {Z,}.
O

[Ipunukom npenBubama BpeMEHCKUX HU30Ba, KAO U MPUIUKOM OIle-
BUBaKma MapaMeTapa, BPJI0 OUTHY yJIOrY MMAajy YCJIOBHE CTATUCTUYKE
BesuumHe. MareMaTuyko OUeKMBam-e U AUCIEeP3Uja MPOU3BOJLHOL eJie-
menta C'SDLINAR(p) BpeMeHCKOT HU3a, YCJIOBJLEHOT IPONLIomiy, na-
TU Cy y HapemHoj TeopeMu. Y ULy MO0jeTHOCTAB/LUBAA I10j€IMHUX
uspasa Heka je 2" = Z,Iiz >0y v Z, = —Zyliz, <0y

Teopema 4.2.3 Jednokopauro ycao8HO 0veKusame u jeOHOKOPAUHA YCAOB-

na ducnepsuja CSDLIN AR(p) epemencroe wusa {Z,} cy damu caedehium
u3PasUMa

B (ZulHo) = (o= B)7H (= o) = u(1 = 5)

p p
+a Y Gz =B 6iZy
=1 1=1
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) (a4 )
Var (Zy|Hy,—1) = Var(e,) + (o — 3) FESTEE
all+a)+ 6(1+5)

I+p+v

+uv
p p p
+a Z $iZy_(I+a+aZ_;—a Z ¢jZ:—j + 0 Z 0iZn_;)
i=1 j=1 j=1
p p p
+0) 6 Zy (L +B+0Z, i +ad 6,25 =B 67, ;).
i=1 j=1 j=1

/loxas. Kopucrehu ocobune ciyuajue npomenmsuse («, 3)©,, Z,, HaBe-
nere y npumentou 4.1.1(5) u ocobuHA MHOBAIMOHOT HU3a, HABENIEHUX Yy
teopemu 4.2.1, nobuja ce na je

E (anﬂn—l) - Z E ((OQﬁ) On Zn—i + en|Hn—l) ¢z

=1

= Y E((0,8) On Zuil Huor) b+ E (e4) 6
=1 =1

P P
1% n _
— 3 — B AR T
(=B +a;¢ ﬁ;aﬁ i
+ wu(l—a)—v(l-7).
[IITo ce ycmoBHe aucmneps3uje Tuye, CICAU 1A j€
Var (Z,|H,—1) = E (Z2|Hy—1) — E (Zo|Hy1)?
p
- Z E (((O.@ﬁ) ®n Zn—i + en)2|Hn—1) gbz
i=1
» 2
- (Z E(<<a7 6) On Zn—i + en)‘Hn—1)¢z>

i=1

= Z E (((047 B) On Zn-i)* +2((, B) On Zn—i) en + ei)|anl) i

— ( E((a,8) On Zn-ilHp1) i + E (en)) :
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Hakon rBampupama, y3uMmajyhu y 003Up UUHEHUIy Oa Cy CIAydajHe
npoMeHmuBe €, u 4, ;,1 < i, He3aBuCcHe, CKpaTuhe ce ABOCTPYKU
IpOU3BOAU M3 Pa3BUjeHOT ObOJMKa KBagpara OuHOMa u octahe camo
KBaApPaTHU 4jJaHOBU. Takobhe, MOMEHTU APyror pena CIAyYajHUX MPO-
menmpuBux (a, ) ®, Z,_; ce 3aMeHe 30UpOM mUCIep3Uja U KBaIpaTa
MOMeHaTa MPBOT peaa u modbuja ce ma je

V(l’f’(Zn|Hn_1):ZVa,T((Oé,ﬁ>®nZn_i|Hn_1)¢i

i=1

+Z @n n— z|Hn 1))2¢2+E(6721)

(ZE @,3)OnZni| Hyo1 ) ) —E(e,)?
:Var(en)_I'Zvar((aaﬂ)@nzn—i|Hn—1>¢i

+Z 75 ®n n— z|Hn 1))¢

X

(B((@)0nZo- i\ Ho 1))~ 3 E((0,5)0nZo | Ho 1)

Kopucrehu nonoso pesynarare npumende 4.1.1, nobuja ce na je

21(1+ p)r(1+v)
(1+p+v)?

Var(Z,|H,-1) = Var(e,) + (a — )

a(l+a)+6(1+5)
I+p+v

—l—aZgbZ (A+a+aZl, —aZngJ —i—ﬁZ(ﬁj i)

+uv

=1

+ﬁ2¢1 L+ B+ 82, +a2¢] ﬁZaij,;j).D
j=1

Y caenehum tBpbhemuma he OuTu ommcanHa KOpeJaluoOHA CTPYK-
typa CSDLINAR(p) BpeMEHCKUX HU30BA.
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Teopema 4.2.4 Kosapujarcra yrnryuja CSDLINAR(p) epemencroez Hu-
sa {Z,} 3a0060masa caedehy jeonavuny,

p

Vz(k) = Z (avzz+(k — 1) = Byz2-(k — 1)) ¢4,

i=1

20e je vz (k) epednocm aymorosapujarcre gyrnkyuje spemencroe nuza {2y},
Yzz+ (k) epednocm kpoc-kosapujancre fynryuje epemencrur nuzosa { Z,}
uw{Z} sa xopax k, ayzz- (k) epednocm xpoc-xosapujancre dyrnryuje epe-
menckur wuzosa {Z,} u {2, } sa xopax k.

Zloxas. Kopuctehu ocobuHe yCIOBHOT MATEMATUYKOT OUEKUBAHA, KAO
u pesyinararte Teopeme 4.2.3, mobuja ce na je

vz2(k) = Cov(E(ZniklZn), Zn) = Cov(E(E(Zn k| Hnih-1)|Zn), Zn)
- COU(E(Zn+k|Hn+k—1)7Zn>

= C‘ov((a—ﬁ)#+u(l—a)—wl—ﬁ)

—|—CYZ¢Z ntk—i ﬁz¢l n+k—1u’ )
= Cov (ang)% i n) Cov (62@ ki )

(Q¢ZCOU( ntk—i ) ﬁ(blCO'U( n-Hc z’Z ))

I
NE

=1

(avzz+(k — i) = Byz2-(k — 1)) $;.0

I
NE

1

(2

IIpumenda 4.2.1 I[Towmo ce xosapujarncra pynxuyuja CSDLINAR(p)
epemencroz wusa {Z,}, vz(k), mooce npedcmasumu y obauxy pazaure dge
kpoc-kosapujarcre gyrnryuje vz(k) = vzz+(k) — vz2-(k), buhe xopucro
nomepoumu da axnce caedehe pexypenmmne penaruje

Yoz (k) =@ bvzzs(k—i) u vzz-(k) = B)_ ¢ivzz-(k -
P i=1
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Jloxas. 3a mouertak Tpeba MOKA3aTU jeIHAKOCT

N B p(1+ p)
B2 H) = (- Z@ b

Hajmpe je
E(Z:+1|Hn> = E(Zn+1I{Zn+1>0}|Hn)

= Z@ (@ 3) Onst Zusii+ eas)
X I{(Oé B)Ont1Zn+1—itent1>0} ‘Hn)

= Z¢z < « ﬁ ®n+1 Zn+1 z+€n+1)

X I{(a,ﬁ)®n+1Zn+1—i+en+1 >0} ‘Zn-i-l—i) :
Ha ocuoBy jemmakoctu mobujene y mokasly Teopeme 3.3.5, cienu ma je

E(Z7Zn) = E((.8) © Zn + ens1)[{(ap)0 Zntensr 20} Zn)
1

(1-a) p(1+ p)

I+p+v

C 063upoM Ha caudHOCT TUHUHT omeparopa («,3)® u (a, 3)®,, Mmoxke
Ce MCKOPUCTUTHU MPETXOMHA jeJHAKOCT M Tada ce mobuja ma je

(1l + p)
E(Z:+1|Hn) = (1-a )1+ + +o Zsz n+l—i-

+aZ!.

Ilasme ce, HA cJIMYaH HAUMH KaKO je TO ypabheHo y mokaszy Teopeme
3.3.3, MOke MOKa3aTW! Na BajKU 14 je

p(l+ p) v
E(X"+1|H”):(1_a)1+p+u+1+,u+ Ta Z¢Z ntl—it

Hawuwme, Basxku caenehe,
P
E<Xn+1‘Hn) = Z ¢1E<Oé *n+1 XnJrlfi + €n+1|Hn>

i=1

p
D GiB(atn Xnvrsi+ et | Znsa ).

=1
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KRoucrpyrnuja Mmomena

[lorHOBO, Ha OCHOBY CIWYHOCTH, OBOTa IIyTa, TWHWHI Ol€epaTopa
U vk, W U3Pa3a 3a YCJIOBHO OuekuBame (3.3.2), mobujeHor y mokasy
Teopeme 3.3.3,

j%
&7
I+p+v
1+ v
_ (1_a)ﬂ( mo,_ e
1+p+v 14+p+v

E(X,1lZ,) = ElaxX,+ent1|Zn) = +(1—a)u+aZt

+aZ,,

nobuja ma je

a) (1 + p) L

E(X,u|H,) = (1-
(Xns1[Ha) = ( AL

p
+a Z VAR
i=1

Ha ocHOBY mperxomHO mOKa3aHOT, BayKU 1a je

j92%4

Moske ce mokaszaTm Ia Ba:KU U ONIITHje TBPDeme,

%
E( Xk Hn) = Thnto E(Z,) | Hy).

Kopucrehn ocobmue ycaoBHOT MaTeMaTWYKOT OUYEKUBAHa, C 003UPOM
Ha TO ma ce H, canpxu y H,., 1, nodbuja ce nma je

E(Xpsn|Hn) = E(E(Xpir|Hnir-1)|Hy)
= E(l—l—%;% + E(Z | Hosr—1) | Hy)
= Ty BB ) )
= Tﬁ%;;+EQqMHH-

To myummnmpa ga je Cov(Xpik, Z,) = Cov(Z) ., Z,) jep je

Cov(Xpik, Zn) = Cov(E(XniklZn), Zn) = Cov(E(E(Xpik|Hn)|Zn), Zn)

p 4
= Cov(——"— + E(E(Z, |H)|Zn), Zn
Ov(1+ﬂ+y+ (E(Zy il Hu) 1 Zn), Zn)

= Cou(E(E(Z) |HW)|Zy), Zy) = Cov(ZF,,, Zn).

n+kr =n
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Baske anayorae jemHakocTu u 3a ymamunain {Y,},

E(Yy|H,) = —— 4 B(Zyy|Ho) 1 Cov(Yoik, Zn) = Cov(Zy, s Z)-
I+p+v

Ha kpajy, kopucrehn mezaBucuoct Bpemenckux mmzosa {X,} u {Y,},

nobuja ce ma Baku Cov(X,yp, X,) = Cov(Xyik, Z,) = Cov(Z),,, Z,) n

Cov(Yoik, Yn) = —Cov(Ynyr, Zn) = —Cov(Z, 1, Zn).

C o63upom Ha TO ma Ha OCHOBY KOpeJaluOHE CTPYKTYpe KOMOU-
noBauux GINAR(p) Bpemenckux Hu3oBa, natux y Nasti¢, Risti¢ u Bak-
ouch (2012), roBapujancue ¢yurmuje Bpemenckux Huzosa {X,} u {Y,}
3a7I0BOJbABAjY 3a4aTe PEKYPEHTHE pesalyje, 3a10B0baBa]y UX U KPOC-
Kopesamuone (GyHruje vzz+ (k) u vzz- (k). O

Y3umajyhu y 003up IpeTxomHy TEeOpeMy, Tj. UUHLEHUIY Oa ayTo-
KOBapujaHCHE U KPOC-KOBapujaHCHE (DYHKIM]e 3a/10BOJbABA]y NIPUKA3aHE
pPEeKypEHTHe peJialuje, caeau 1a OHe eKCIIOHEHIjaJIHO TeXe HY U, Kaaa
BPEIHOCT KOpaka Texu Oeckomaunoctu. Hawmme, Basku ciaemehe. Axko

J& Ypamar = ax 1777+ (0)| , Tana je [vzz+ (k)| < &¥pmaz, jp <k < (+1)p.

OBa uummenuna cspcraBa HU3 {Z,} y KaTeropujy aCUMITOTCKU HEKO-
penupanux Huzosa. Takobe, m3 cBakor crama BpeMeHCKoOr Hu3a {Z,},
Moryhe je, HAKOH KOHAYHO MHOTO KOpakKa, CTuNu y OUI0 KOje CcTame.
Hpyrum peumnma, 3a 60 Koja ABa Iesia Opoja ¢ u j, TOCTOjU TPUPO-
nau 6poj m rakas na je P(Z,im = j|Z, = i) > 0, Tj. BpeMeHCKU HU3
{Z,} je upenymubunan. Bpemencku uvu3 {Z,} je u anepuomuuan jep
je W3 CcBakKOr cTama MOryhe BpaTUTU Ce, HAKOH KOHAYHOI Opoja KO-
paka, y MCTO CTame, OJHOCHO, 3a OWJIO KOja ABa IpUpoIHA Opoja i
um, P(Z,.m =i|Z, =1i) > 0. C 0o63upom Ha TO na je um3 {7,} upe-
nynubunan, anepuoanyan MapKoBJ/beB IpoIec, Ha OCHOBY TeopeMe 3.2
u3 pana Bradley (2005), caenu na je Bpemencku uu3 {Z,} Hu3 jakor me-
mama.

4.3 OunemuBamk€ HENO3HATUX IIapaMeTapa

Y mumy mobujama ounena Henosznatux napamerapa CSDLINAR(p)
Mozeaa ymoTpebsbeHa Cy ABa CTAHOAPOHA METONA, METOH yCJIOBHUX
HajMamux kBaapata u Yule-Walker-oB meTon.

[Ipso he 3a onewmusame Hemozuarux napamerapa CSDLINAR(p)
MoOesia OUTU KOPUIINEeH MeTOX yCJIOBHUX HajMamuX KBaapara. Heka
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je (Zy1,Zy,--+ ,Zy) cnyuajan y3zopak CSDLINAR(p) BpeMeHCKOr HU3a
{Z,}, obuma N. ®dyurumja rpemke, Tj. CcyMa KBaapaTta KOjy Tpeba
MUHUMU3UPATU j€

Qv = Y (Zo—B(Z,|H, 1))
RS (L—o)p(l+p) (1= Bw(l+v)
_Tg;l(Z”_( l4+pu+v  l+4upu+v

p p 2
D IVASENCDY @Z;Z-)) :
=1 =1

pty) - — vd+v)

_ _ + _
Axo ce yBemy osmake 0; = ag;, & = (o, M = Aty Aty

nobuja ce ma je

One i <Zn_((1—219:@)1\#_(1—?2&)M‘+izp;9iZJ_i—§;£iZ;_i>)2.

Jenmnaumue Koje ce nobujajy Ha OCHOBY HapIvjaJHUX M3BOAA (OYHKIN]jE

rpemke no mapamerpuma M1 u M~ cy ekBuBasenTHe. Takas OmIHOC
OOBOAM OO T'yOUTKa jedHe jemHaurHe MPUINKOM pelaBaimha CUCTEMA.
306o0r Tora ce yBOIU jOIN jemHa CMeEHA,

M=(1- ZWW —(1— Z&-)M‘.

Ha oBaj mauwmn ce mpobieMm mobujarma OIE€HA 3a (4 U I HE peIlaBa,
aJim je 3aTO OpPOj HEMO3HATUX MapaMeTrapa u O0poj ynorpeb/LuBUX je-

Ha4YlHa UWCTU. Ca OBaAaKO IIOCTaBJ/LECHUM HpO6JIeMOM, MOKeEe ce ,ILO6I/ITI/I
(A—a)p(lt+p)  (A-Br(+y

oreHa camo 3a uzpas M = =5 o — S n ). Cyma kBagpara cana
mocraje
N P p
Qv=> (Za—(M+) 075, => &Z, )7
n=p+1 i=1 i=1
On jennaunsaa % =0, %8 =0, g—g =0,7=1,...,p ce nobuja cirenehnu
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CrCTEM
N P P
> (Zo— M+ 025, =Y &Z, ;) =0
n=p+1 i=1 i=1
N P p
> ZF(Zn— (MAD 025 = &7, ) =0,j=12....p
n=p+1 =1 i=1
N P P
N 2, (Z— (M4 67, - 67, ) =0=12....p.
n=p+1 i=1 i=1

Ako ce cBakoj jemHauwHU U3 APYTOT pena JoMa HyJa y ODIUKY

N
7N (2 (M + Z 6.2, Z &%),
i=1 i=1

n=p+1

a CcBako] jenHauwHu u3 Tpeher, y oOIUKY

N 4 P
23Nz M+ Y6z -6z,
n=p+1 i=1 i=1

nobuja ce cucteMm

p . p (i
=1

i=1

p p
’?}Z‘F(p?p_z) = ZQJ’A)/}+(p_]7p_7')_z€]’3/2_Z+(p_jap_z)aZ:LQ)7p
j=1 j=1

p p
Yzz-(pp—i) = Zeﬂ%zf (p—j,p—i)—ijfy}, (p—j.p—i),i=1,2,-p,
Jj=1 j=1

rae ungekc (k) o3HadaBa y3opadky cpeauny nobujeny ox N —p exeme-
HATa y30pKa KOJU ce, Y y30PKy, HaJa3e HAaKOH k—TOr eJIeMeHTa y30PKa:

N-—p N-p

—+(k) 1 () 1 .
ZV = N2 2 = — Nzt 7 =Nz
N pz ktis 4N N-p< k+iv EN N—p ket
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a4y i (k,l) mpencraBiba y30padky KpOC-KOBAPUjaHCY ABa MOIHU3A 0OU-
Ma N — p KOju IMOUMIY HAKOH K—TOr M HAKOH [—TOr ejemMeHTa Hu3a Z',
OMHOCHO, /", pecnekTusHoO, Tj.

N—p

(k) 70
Z(Zl/c—l—z z' )(Zl—l—z -z )

=1

s 1
’}/Z/Zu(k,l) N——p

Pemasajyhu cuctem Cramer-oBuMm mpasBuiiom, mobduja ce na je

D* R — L N

cls__ cls__ +1 cls (») cls 7+ (P—1) cls (p—1)

R Y 2y g
=1 =1

rae cy Df m D* nerepMumHaHTe KOje ce cTanmapaHo kopucte y Cramer-
oBOoM mpaBuiy. Marpurma cucrema je OJOK MaTpuia 00JIUKa

[ v2+(0) Yz+(p—1) vz-2+(0) Yz-z+(p—1) T
A | _zelo-1) 1240) | vge=1) = 955e(0)
Yz+z-(0) Yz+z-(p—1) vz-(0) vz-(p—1)

| s (1) iz (0) | 7z (p-1) 7 (0)

Matrpuna A mpeacraB/ba KOBApUjaHCHY MATPUILY BEKTOPA CIYUAJHUX

UpOMEHBMBYX [Z,_, Z o ... ZF 7 Z ... Z, ). OBa MaTpuna

He 6uTu perynapHa yKOJUKO Cy CIydajHe IPOMeHbuBe Z,\ |, ..., Z,\ .
Zp 1y «+y Lp_p, JUHEADHO He3aBucHe. Jla Ou ce ToO mokaszaJo, Oulie

npuMmemed cras 5.1.1 u3 Brockwell u Davis (1987). IIpso tpeba upeype-
OUTU CIydajHe MPOMEHJ/bUBE TAKO na OHe (popMmupajy cienehu BekTop
1z 2 2 02 g Zgt i Zy )T TIpBa cTBAD KOjy TPeOa HOMEHYTH,
y Be3UW ca KOBAPUjAHCHOM MaTpPUIOM npeypebheHOr BekTOpa, je ma cy
eJIEeMEHTU Ha IUjarOHaJ MO3UTUBHU jep cy TO Yz+(0) u vz-(0), muc-
mep3uje oaroBapajynux ciydajHux mpoMeHspuBux. Taxkobhe, koBapu-
jance rkommoreHara Bekropa cy Yz+(k), vz-(k), vz+z-(k) u vyz-z+(k)
1, IOIITO OBe (YHKIMje 3aT0BOJbABAjy PEKyPEHTHE peJlallije U3 Teo-
peme 4.2.4 unu m3 npumende 4.2.1, oHma CBe OHE EKCIOHEHIIN)aJHO
Texxe HyIW, Kan k Texkn OeckoHauynHocTu. Hera je cama HuU3 ciaydajHUX
npomensbuBux {L;} nepunucan kKao Ly 1 = Z . v Loy =7, ., 1 <i<np.
OBako mepuHUCAH HU3 CIAYYAJHUX TPOMEHJHUBUX 3a10BOJHABA YCIOBE
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moMeHyTOr craBa b.1.1, Tako ma ce MOXke 3aKBbYUNTU A& je KOBapu-
jaHCHaA MaTpula peryiaapHa, mTo ob0e30ebyje jemnHcTBEHOCT pemema
CUCTEMA, Tj. JeIMHCTBEHOCT OIEHA.

[Momro je Y7 0, = a, P & =0 n ¢ = % u Taxobe, ¢; = %,
nobuja ce ma je

P * P *
~cls i=1 ‘Dz Acls i=1 Dp+i ' — 1.9
(6% = T; ﬁ _T7 — L4 » Dy
* *
qg/cls D; els Dp+z' —1.9
[ D D*a gbz - D D* 5 1 ) Sy » P
i=1 i i=1 pti
C obG3upom Ha TO ma ce 3a CBako ¢;, ¢ = 1,...,p mobujajy mo nBe

oneHe, KOHAYHA OLEHA ce nobuja Kao MUXOBA apUTMETHYKa CPeNuHA,
e = (351 + 914 2.

Ila Oum ce mokasajia CTpora IMOCTOjAHOCT U ACHUMIITOTCKA HOPMAJI-
HOCT NOOUjeHUx OIeHa, MPBO ]\}[ds, éfls u ffls, a 3atuMm um &%, Bds, QASQCIS
u é;’ds, 6uhie kopumhenu pesynratu pana Tjgstheim (1986), Taunuje,
Teopeme 3.1 u 3.2.

[Taprujasau U3BOAM MPBOT pena yCIOBHOT ouvekuBawma F(Z,|H, 1)
IO HENO3HATHUM IIapaMeTpuMa Cy KOHCTAHTA WIN JUHeapHe (YHKIUje

aprymenara Z. . wimu Z, .,

OE(Zn|Hn1) _
T — “n—i
aE(Zn|Hn—1) o
— 6 = L
OF(Zn|Hn)
oM
Ila 6u ycao C'1 teopeme 3.1 m3 moMeHyTOr pamga OMO UCIYHEH,
noTpebHO je, HAjUpe, da BaKU aa je

i

=1.

aE(Zn‘Hn—l) ? .
E _ 1< <
891 < o0, S1TsSp
E(Z,|H, )|*
P (LCALES] D
OB(Zy|H, 1)
E I Sl B T
DM < 0
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Canuuno kao mTo je To ypabeno y ciaydajy momena npBor pena, nobuja
ce ma je

OE(Zy|Hp-1)
k (' 06);

2 1 00 i
— E(Zt )V =—— N2 L)
) (Z:-) 1+u+y§:]<1+u

=0
p(1+ ) (1 +2p)
I+p+v

< 00

AmnaJiorso je u

< 00

3 L4+ p+v

2
>:1<oo.

Ilpyru meo ycsoa C'l, Koju ce ogHOCH HA ApPYyTre MapIrjaliHe U3BOIE
YCJIOBHOT OUEKUBaba, je TaKohe TpuBHUjaJaH jep Cy CBU APYTHW MapIiu-
janHu m3BOmM jemHaku Hysau. 300r Tora m ycaoB ('3 moctaje Takobe
TPUBUjAJIHO UCIYHEH.

Ycaos C2 3axrTeBa caenehe

E(‘@E(Zn\Hnl) 2) v+ v)(1+2p)

TpuBujasuo na je

OE(Z,|H,—1)
A

E =0

i ‘8E(Zn|Hn_1)+' OF(Z,|H,_1) OF(Z,|H, 1) i
ot a; 892 Qi+p a& a2p+1 OM

=a;=0,i=1,2,..2p+1.

MebyTuwm,

p 2

06, T g oM
+

=1
p 2
E (i Z,f ;= aipZ, ;) + agpia

i=1

=F
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Ako ce yHyTap alcojyTHEe BPEIHOCTH OOJAA M OIy3Me MaTeMaTHYKO
OUYeKMBame CllydajHe mpoMeHsuse 1 = > 0 (aiZﬁii — ai+pZT;i), ZO-

duja ce ma je

p
E\ Y (wZli—aipZ, ) +aspn| | = E(T = ET + ),

i=1
rae je ¢ = agp1 + ET. Hame ce nobuja na je
E(|IT — ET +¢|*) = Var(T) + 2cE(T — ET) + ¢ = Var(T) + ¢*.

Jennakoct mocnenmer m3pasa ca HysgaoM uMmmuaimpa ga je Var(T) =0
u ¢ = 0. Cana Tpeba mokaszaru ma y ciayyajy BpeMmeHnckor um3sa {Z,},
Bazkn na u3 Var(T) =0 caemu a; =0, 1 <i < 2p.

Yumenuna Var(T) = 0 3aauu na je T = const, CKOPO U3BECHO, IITO
Iajbe UMIUTAIAPA & Cy cjydajHe TPOMeHJbuBe 7, 4, ..., Z,J{_p, 13

-y Zyp_p JUHEAPHO 3aBUCHE, OCUM y chaydajy kKana je T'=0 u a; = 0,
1 <4 < 2p. buhe mokazano ma je MOMEHYTH M3y3eTak jenuHa Moryha
CUTYAaIN]a.

Hawume, koBapujaHCHA MaTpuUIla BEKTOPA CIyYajHUX MPOMEHJLUBUX
2, 2 20, Zygyes Doy L) €, IPETXOIHO HOMEHYTA, MATPUIA
A, 3a k0jy je Beh mokasano ma je peryiaapua. PerymapHocT KOBapu-
jaHCHe MATpUIlEe KUCK/YUYje JUHeapHy 3aBUCHOCT HOCMaTPaHUX IPO-
MEHJ/bUBUX, na je jemmuo moryhe ma je T'=0wuma; =0, 1 <1< 2p. Y3
unpcHUIY Ja je u ¢ = 0, ciemm ga je agyy1 = 0.

Ha Taj mauun cy cBa Tpu ycaoBa teopeme 3.1 u3 pamna Tjgstheim
(1986) 3amoBOJbEHA, WITO 3HAYM Ha Cy HOOMjEHE OIEHE CTPOrO IIOCTO-
jaHe.

Ila ©Ou ce moka3aja aCHUMITOTCKA HOPMAJHOCT, MOTPEOHO je mpu-
menutu Teopemy 3.2, takobe u3 pama Tjgstheim (1986). Ilomro je
pysrmmja fo,—1 = Var(Z,|H,-1), ycmos D1 3axTeBa na CBU eJIeMeHTU
MaTPUILe

R = E((Z+_1,Z;_2,...,Z+ Ty Zo 1) Var(Za|H,)

n n—p’ “n—1 “n—-2 » “n—p>s
+ + + - - -
< (ZH ., 25 ZF 7o, ...,Zn_p,l)>

n » “n—pr “n n—2)

oyny romaunu. /Jla O6u ce TO mokazaJsio, bmhe MOBOJHO MOKA3aTH 14
cy 3ajenanuku Mmomentu F(AM BF2(C*: Dk+) xomaune Benuuune, Tae CITy-
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yajue npomensuse A, B, C u D mory 6utu Z! . wimn Z, ., 1<i<pmnu
ki, ko, ks, ky € {0,1,2,3,4}.

[IpBo, ciydajHe mpoMeHmUBe Z! , 1 7, . UMajy KOHAUHE MOMEHTe
ouisio kor pena. Basxu cienehe,

1 - o\
B ZF )= —— Fl——) <o
S e D (Hu) -

Amnasorso ce 3akpydyje u 3a ciydajHy npomenmuBy Z, .. Cana, kxo-
puctehnu vejemnarkoct Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky mobuja ce ma je

E(Ak1 Bkzcngk4) < \/E(Azkl B2k2) ((C%ks D2ka)
< \/\/E (A4k1)E(B4k2)\/E (C4ks) | (DAka)
_ {*/E (A4k1)E(B4k2)E(C4’“3)E(D4k4) < 00.

To 3mauum na je, Ha ocuHoBy Teopeme 3.2 u3 pana Tjgstheim (1986),

N . o . \T
BeKTOp omenHa 05 = (6. .. ,6;’5, s ;ls, MCZ‘*) ACUMIITOTCKUA HOP-

MaJIHO PacCIone/beH,
NG — 0y & N0, U RUY),

rae je 0 = (64,. .. ,Qp,ﬁl,...,fp,M)T u U je 670k MmaTpuna

Z;fin—l;j Zr—l_fizrjfj Zr—:;z
o — _l’_ — — — . .
U=E anianj anianj anz' ) 1 S 2 S p.
Zn s Zy 1

Hexka je, canma, nepuHMCAHO MPECINKABAHE
gy, za, ... ,9U2p+1) = (g1(x1, 72, . .. ,$2p+1)7 cee ,gp+3($1, L2s -+ >$2p+1))

ca KOOPpAMHATHUM (yHKIM)aMa:

p
91(I1,$2,~'7$2p+1) = E i,
i=1

P
92($1;$27--->552p+1) = E Tptis
i=1

X Tp4j
J ptJ s
( P + P > aj - 1a c 'p7
s Ti Dy Tphi

92+j<$1, Ty 7x2p+1)

N | —
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9p+3($1, Ty 71’2p+1) = Top+1-

TlomTo je (écls o ecls cls7. N Acls Mcls) — ( cls Bcls cls Acls MClS)

Y P Y

U NPECIUKABALE g HEMPEKUAHO, TO UMINIMNUPA A& Cy OLEHE ac ﬁds
¢s i =1,...p u M, takobe, crporo nocrojanme. Tarobe, ¢ 0631/1p0M
Ha TO Ja Cy KOOpAWHATHe (YHKIWje IPEeCIVNKaBama g HEIPEKUIHO-
madepennujabmurae dyrkmuje u Marpuna U 'RU™! cumerpudna u me-
HEeTaTUBHO Ne(PUHUTHA, 3aJ0BOJLEHU CYy yCJIOBI/I crasa 6.4.3 u3 Brockwell
u Davis (1987), Te cy 360r Tora u omnene & s 3, gbds i=1,...pu M,
ACUMITOTCKA HOPMAJIHO PACIOIEJhEHE. HaHOH cBera, MOke ce m3pehu
caeneha Teopema.

Teopema 4.3.1 Cmamucmuxe &, 34 ¢5% i = 1,...p u M, dobujene
MEMOOOM YCAOBHUTL HAJMABUT KEAOPAMA, CY CMPO20 NOCMOJAHE U ACUMTN-

MOMCKU HOPMAAHO PACTNOOCHERE OUEHE napamemapa o, 3, ¢;, i = 1,...p
u M, CSDLINAR(p) modeaa,

N2 — 9) % N(0, JU'RUYJT),

206 .]e ef\l[s = <&Cls7/86l87¢§ls7“'7 IC)ZS7MCZS)T7 9 = (O{,ﬂ’ ¢17"’7¢p7 M)T7 a

mampuya J je Jaxobujan npecaurasana g.

Hpyru meTon koju je ynorpebibeH 3a moOujame OIeHa HEIMO3HATUX
nmapamerapa i, v,a, fu ¢;, 1 =1,2,...,p je Yule-Walker-os meron. IIpu-
TOM Cy UCKOpUIINeHe OleHe 33 MATEMATUYKO OUEKUBALE, TUCIEP3U]Y U
KOBapUjaHCy BpeMeHCKOr Hu3a {Z,}. lobujenu cy caenehu pesynraru.

Ila Ou ce oneHMJIM MapaMeTpu (i U V, TOBOJLHO j€, KA0 U y CJIydajy
MOIeJIa MIPBOT Pela, UCKOPUCTUTHU OIeHE MATEMATUUYKOT OUEKUBAHA U
[UcTIep3uje BpeMeHCKor Hu3a {Z,}, Tj. mspaze Zy = pu — v u Y7(0) =
w(l+p) +v(l +v). Ha Taj mauun ce nobujajy omene ¥V u 0¥V,

PV =—1+1Zy+1 \/1 7 + 292(0)

l;YW:_%_% N+ 5 \/1—ZN+2’YZ(0)

N)I)—‘

Ila 6u ce mobuie u onene mapamerapa «, 3 u ¢;,i =1,2,...,p, Tpeda

154



OnemuBame HEMO3HATUX ITapamMeTapa

NCKOPUCTUTU CHUCTEME J CcIHa4YHa&

p

Yzz+(k) = @ ¢dzze(k—i),k=1,2,...p
=1
p

Yzz-(k) = ﬁZCbﬁzzf(k—i),k:1,2,...,p.
=1

Samemyjyhu, moHnoBo, ag; ca 0; u G¢; ca &, nobuja ce

p

Vzz+(k) = Zez’:yZZ-ﬁ-(k?—Z'),k:l,Q,...,p
i=1
P

Yzz-(k) = Zfiﬁzz—(k—i),k:1,2,...,p.
i=1

Pemasajyhu nmobujene cucrteme Cramer-oBuM mpaBuiioMm, mqoduja ce

éYW _ ‘DAi YW DBZ-
7 - —751' - TN

4.3.1
4 =3 (43.1)

rae cy D,Dy,, Dp, nerepMuHaHTe KOje ce ctaHmapnHo kopucte y Cra-
mer-oBoM mpaBuiy. Marpuma cuctema je OJI0OK MaTpuiia o0JIUKa

Yzz+(0) Yzz+(p—1) 0 0 T
A | 2zt (p—1) Vzz+(0) 0
0 0 Yzz- (O) Yzz- (p— 1)
L 0 0 '7ZZ*(p_1) 7227(0) i

C o63upoM Ha TO ma je Kpoc-KoBapujaHCHa (yHKIMja HU30Ba {7, } u
{Z+} jemmakra ayrorosapujancuoj ¢pyurimmju CGINAR(p) auza {X,}, a
KpOC-KoBapujaHcHa (GyHknuja Huzosa {Z,} u {Z, } jennaka ayToroBa-
pujarcuoj ¢yurmuju CGINAR(p) uusa {Y,,}, cienu na cy aujaroHaHU
6aokoBu Matpure A, y cTBapu, ayTOKOBapUjaHCHE MaTPUIE HU30BA
{X,} u {Y,}. Ha ocmoBy pesynrara npencrasmernux y Nasti¢, Ristié
un Bakouch (2012), ose mBe marpune cy perynapue. Camum tum he
u Marpuna A’ 6uTu perynapHa, ITO e TPOY3POKOBATU A8 CUCTEM
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jemHaYMHA UMa jeIMHCTBEHO peIlelme, Tj. Ma Cy Ao0UjeHe OIeHe jeauH-

: P _
cteero oxpebene. Kopucrehu, szatum, unmenuny ga je ) . 0, = a n

le & = [, mobujajy ce orene

P P
QYW — £xi=1 Dy, BYW _ Lui=l Dp,
D ’ D
YW DAi nYw DBi 1.9
¢i - P D M¢z - D D yb=1,4,...,D.
i=1 A i=1""Bi
[TonoBo, kKonauna onena nmapamerapa ¢;,? = 1,...,p buhe cpenma Bpea-

noct ase nobujene omeme oYW = (W 4 ¢YW) /2,

IleTrepmuHaHTEe KOje cy KOopuUllheHe MPUINKOM pelIaBama Cy IMOJI-
HOMHU ayTOKOBApPMjaHCHUX M KPOC-KOBAPUjaHCHUX (GYHKIUja, TAKO Ia
he omene mapamMerapa OUTH pannoHaJHe QYHKIUje ayTOKOBAPUjaHCHUX
1 Kpoc-roBapujaHcHuX ¢yHruuja. Ilomro je Bpemencku uu3z {Z,} ep-
roAnYaH U CTPOrO CTalMOHAPaH, Y CKIamy ca Teopemama 2.4.2 m 2.4.3,
y30padvKe KOBapujaHCe Cy CTPOTO MOCTOjaHe OlleHe TEOPUjCKUX KOBaAPU-
jancu. Kao panmonaine (yHKIUje CTPOrO IOCTOjaHUX OIl€HA, CTATUC-
ture YW, &YW u ¢YW | 1 <i < p, cy, rakobe, cTporo moctojase.

Ha canuan Hauws kako je To ypabeno y pany Silva u Silva (2006),
MOJKe Ce IOKa3aT! Ia Cy y30padvke ayTOKOBapUjaHCHE W KPOC-KOBapU-
jancme (yHEIUje BpemeHCEkux HU30Ba {Z,}, {Z7} u {Z } acumnrorcku
HOPMAaJHO pacnones/beHe. 1o 3HAYM na

NG ~0") S N(0,CVET),

rme je BEeKTOp CTATUCTUKA é}\/,W:(@A}/W,...,égw,é%/w,...,é;w,iN,&Z(O))T,
BekTOp mapamerapa 0" = (61,...,60,,&1,...,&, EZn,VZ(O))T, a V je Oiok
MaTpUIA

U/ll]lxl [V12]1x1 [‘/13]1><(p+1) [‘/14]1><(p+1)
[‘/12]“1 [‘/22]1><1 [‘/23]1><(p+1) [‘/24]1><(p+1)

V= T T
[V13]b<(p+l) [‘/23}1><(p+1) [%3]§£}+1)><(p+1) [%4](p+1)><(p+1)

)

T T
[‘/14]1><(p+1) [‘/24}1><(p+1) [V34](p+1)x(p+1) [V44](p+1)x(p+1)
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Ca eJIEeMCEHTHMa

Vii]= lim NVar(Zy)

[Vir]= lim Vel ;= lim NCov(72(0)72+(j-1))
[Viz]= lim NCOU(ZNNZ(O)) [Vaaly ;= lim NCov(77(0)7z-(j—1))
[‘/13]1,]— hm NCOU(ZN7'YZ+ (7-1)) [Vasl;;= lim NCov(jz+(i=1)57+(i-1))
[Via]y ;=] hm NCOU(ZN,WZ (1-1)) [Vadl; ;= lim NCov(jz+(i~1),9z-(j-1))
[Vaz]= lim NVGT(VZ(U)) [Vag]; ;= lim NCov(yz-(i=1).7z-(j=1))

roe je 1 < 1,7 <p+1, a marpuna C' Jarkobujan npecinkaBama Koje
npecanKaBa y3opauke KoBapujance, Ha ocaoBy Cramer-oBux Gpopmyia,
Tj. Ha ocHoBy m3pasa (4.3.1), y crarucTtuke éZYW, EZ-YW, 1 <i<p.
[TonoBo, Ha ocHoBy craBa 6.4.3 u3 Brockwell u Davis (1987), cy u onene
YW u £V i =1,...,p kao pammoHaHe QYHKIUje ayTOKODEIAIM]a U
KPOC-KOpeJlanuja, aCUMITOTCKA HOPMAaJHO pacrnonesbere. Kopucrehn,
3aTUM MPECIUKABAE

g*(l’b L2, .. $2p+2) (91 (351, L2, ... 7$2p+2)7 ce ,9;+4(951> T2, .. 7$2p+2))

ca KOOPpAMHATHUM (yHKIM)aMa:

*
91($1,$2u~-~7$2p+2) = E g,

* —
g2('r17x27"'7x2p+2) = E Lptis

1 T, x
* j p+j :
Gop (X1, @0, ..., Topya) = —( 5 5 J=1,...p,
! Z =1 i Z =1 Lp+i
) 1 1
Gpr3(T1, T2, ..o Tapyn) = —5 T 5Tpat 2\/1 T30 + 27940,
. 1 1
9p+4(x1, T, ..., Topta) 3 2$2p+1 + 3 5 \/1 $2p+1 + 2x9p 12,
[PECIUKABA CE€ BEKTOP (éYW, o éYW, Yw ,é;w,iN, 47(0)) y BekTOD
(@, YW oW, ¢YW YW oYW, Tlonoso, ma ochoBy ctasa 6.4.3
u3 Brockwell u Davis (1987), ciemu na u omene ¥V, oYW a¥W YW
~YW

¢;i ,t=1,...,p UMajy aCUMIOTOTCKA HOPMAJHY PacCIOIeIy.
'oBopehu y popmu Teopeme, Moxke ce dpopmynucaru cienelhie.
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Komb6unosaun SDLINAR(p) monen

Teopema 4.3.2 Cmamucmuxe dobujene Yule-Walker-osum memodom,
« N N 5 SYW .
pYWo YW O AYW O BYW o i =1,...,p cy cmpozo nocmojane u acuMn-

MOMCKYU HOPMAAHO PACTOOEHEHE OUEHE NAPAMEMAPA 1, V, &, [ u ¢;, 1 =
1,...p, CSDLINAR(p) modeara,

N72@ — ) 4 N(0,GCVETGT),

; ZYW _ (5YW YW YW QYW YW icls prels\T
2de je gexmop 0" = (p* ", 0" ar Y BT or L 08, M) eewmop

0= (a,B,01,...,0p, M), a mampuya G je Jaxobujan npecaurasamwa g*.

4.4 Cumyaaiuje

Y oBom meny he OuTw mpukazaHW HEKU MpakTUUHU pesyiaratu. lla
Ou ce MIyCcTpOBAO yTUIA] MapaMerapa Ha KpeTamhe BPEMEHCKOT HU3a
1 aCUMIITOTCKO MOHAIIAKE€ NOOUjeHUX OlleHA HEMO3HATUX IIapaMeTapa,
3a pa3auvmuTe BPEIHOCTU HMapameTrapa Mozesaa apyror u tpeher pena,
cumysnupano je 1000 yzopaka obuma 5000, a 3aTuMm cy, Ha OCHOBY IOI-
y3opaka obuma 500, 1000, 3000 u 5000, m3pauyHaTe OleHE U HUXOBE
CTaHIapOHE NEBUjalld]e.

Y nummpy mpoBepe 3akbydaka O aCUMITOTCKAM OCOOMHAMa 100u-
jeHuX OIleHa HEMO3HATUX Hapamerapa, ypabeHe cy cumyJsaiuje, 3a
pa3auJdunTe IpaBe BpeaHocTu napaMerapa, o 1000 peann3zoBaHUX y30-
paka CSDLINAR(2) u CSDLIN AR(3) BpeMeHCKIX HI30Ba, CBAKM 00OU-
vMa N = 5000. Cumynanuje cy wusBpmeHe npumerHom merona Morte
KRapao. Jloruka koja je kopuimrheHa TPUIMKOM CUMYJIAIUAja KOMOU-
HOBAHUX MOJeJa pena nOBa U TPU, TOAyAapa Ce ca CUMYJIAIjaMa
Koje cy ypabeHe y caydajy CUMETPUYHOT U ACUMETPUYHOT MOIeJia
npBor pena. llpuaukom cumyrnanuja je KopurmrheHa YWHLEHUIA 13 Ce
CSDLINAR(p) mporec MOske, y pacuomesu, NPeICcTaBUTUA Y OOIUKY
pasnuke nsa HeszasucHa CGINAR(p) Bpemencka Huza. Hajnpe cy rene-
pucane no ase, y caydajy CSDLIN AR(2) monena, 0 fHOCHO, TPU WHU-
mujastae Bpenaoctu, y cayuajy CSDLINAR(3) monena, u 3a jenan, u
3a apyru CGIN AR uus, 1o reoOMeTPrjCKOM 3aKOHY PACIONeJe Ca OAro-
Bapajyhum nmapamerpuma. Takobe, cumynupane cy m o nse momohne
OVCKPETHE, He3aBUCHE jemdHa O APYTe, CiydajHe MPOMEHJLUBE Ca JBA
cTama, 3a MOJEJ pena ABa, OMHOCHO, Ca TPU CTamkba, 3a MOIEJ] pena
Tpu, ca oaroBapajyhmm BepoBaTHOhama ¢;, Koje cy ompebuBaJe 1o
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Cumymanuje

jemHy O MPeTX0a0 TeHEePUCAHUX PeaJsin3aliija Hu30Ba, Ha Koje he ouTu
npuMemeH THUHUHT oneparop. Ha kpajy je, xopumhemeMm neduHu-
muja CGINAR(p) BpeMEHCKUX HU30Ba, T€HEPUCAH OCTATak HuU30Ba. U
koHauno, CSDLINAR(p) BpeMeHCKM HU3 je MOOMjeH Kao pa3jnka ABa
renepucana CGIN AR BpeMeHCKa HU3A.

[IpaBe BpemnocTu mapamerapa Ccy OuMpaHe Tako Aa IMTO 0OJbe Of-
CJAVKA]y yTUIA] Ha MOHAIIAHm-€ BPEeMEHCKOr Hu3a. Ropumrhena je ucra
JIOTUKA KA0 W y CIydYajy MOJAesia MPBOr pela. 3a mapamMeTrpe [ U V, Oa
Ou ce UayCTPOBAO HUXOB YTUIA] HA OUYEKUBAHY BPEAHOCT U PACUIIAHE
BPEIHOCTU BPEMEHCKOT HU3a, u3dabpaHe Cy BPEIHOCTU KOje CYy, V jen-
HOM CJIy4ajy OJIMCKe HYJU, ¥ IPYTOM, PeJaTUBHO, MPUINYHO JAJIEKO O
HyJe, 3aTUM, IIOHOBO PEJATUBHO, YMEPEHO HaJIeKO on Hyie. Takobe,
BPEAHOCTU Cy OupaHe TakO 1a je y HeKuM npumepuma p Behe ox v, a
y ApyroMm ciay4ajy, oopuyTo. Cunuuno je ypabheno u kana cy y muramy
nmapamerpu o u 3. Ila Ou ce mpmkazao HUXOB YTUIA] HA KOPEJTAI]y
U Bapupame BPEMEHCKOI HU3a, OBU HMapaMeTpUu Cy, y jeIHOM CIIydajy
OupaHu u3 OOmer mesia obiiacTu NePUHUCAHOCTU, Tj. TaKO Aa OymIy
Onu3y Hyau, 3aTUM Cy OWMpaHU TAKO Aa Oyay OJim3y TOpme TPaHuIe
obnactu nepunurcanoctu, tj. 6mausy pu/(1+p) n v/(1+v) u Gupanu cy
U3 cpemumHe MO3BOJbeHOT omcera. Omer, Hekan cy « u [ OUpaHU Tako
na cy 6amu3y jemaH APpYroM, a y APYTOM CIIydajy, TAKO & Ce MPUITUIHO
pa3nuryjy. & HeKuM curyarujama « je Behe om (3, y HeKuM je oOp-
Hyto. Beposarmohe ¢;,1 = 1,2, y cayuajy CSDILNAR(2) monena,
OMHOCHO, ¢;,1 = 1,2,3, y cayuajy cumynamuja moneiaa CSDLINAR(3),
cy m3abpaHe TakO Oa Cy, UiaU OJU3y jenHa APYTOj, WU MOCTOjUu Oap
jemHa Koja ce Mo CBOjOj BPEIHOCTU OABaja OO APYTUX, HE Ou JI TakaB
PA3HOJIMK HBUXOB OTHOC OTKPUO HA KOJU HAUWH OB IMapaMeTPU yTUUY
Ha MOHAIIaHke BPEeMEHCKOr Hu3a. KomOuHanuje BpeqHOCTU IPABUX Ia-
pamerapa kKoje cy kopuihene npuiaukoMm cumynamuja CSDLINAR(2)
momena cy: p = 0,6, v =08 a=0,3u =04, ¢ =0,5 ¢ =0,5,
3a TPBU CUMYJIMPAHU MOJIEJ, 3aTuM, 3a apyra 4 =4, v =2, a = 0,5
uf =04 ¢ = 0,3, ¢po =0,7, 3a rpehu, p =5, v =6, a = 0,5 u
6 =08 ¢ = 0,9, ¢o = 0,1, u 3a yeTBpTU Cy M3abOpaHU MapaMeTpu
p=6rv=1a=0,8up=04 ¢ =03, ¢, =0,7. Usabpane Bpen-
HOCTU MPABUX MMapaMeTapa Koje Cy KOpUIINeHe MPUINKOM CUMYJIAIN]a
CSDLINAR(3) momena cy: p = 0,5, v = 0,2, a = 0,3u § = 0,1,
o1 = 0,2, ¢ = 0,2, ¢p3 = 0,6, 3a mpBU MOomes, 3a Apyru pu = 1, v = 2,
a=0,3up=0,5 ¢ =0,1, 9o =0,7, 3 =0,2, 3a tpehu, p =4, v =10,
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CJII/IKa 4.1: TpajekTopuje cuMynInpaHnXx BPeMEHCKUX HU30Ba Ca BPEIHOCTUMA Iapamerapa

n=0,6,r=0,8 a=0,38=0,4, $1 =0,5, 2 =0,5(a), p=4,v=2,a=0,5u 3=0,4, ¢p1 =0,3,

¢2=0,7(06), p=5,vr=6,a=0,5u =08, ¢1 =0,9, ¢p2=0,1(B) u p=6,v=1, «a=0,8mu

6=0,4, 1 =0,3, 2 =0,7 (1)
0,60

0,60
0,50 0.50
0,40 0.40
0,30 0,30
0.20 0.20
0,10 _l _________________ | 0,10 _|_]_______|_ _______
000 A I 1} '} I '} 'l '} 000 1 T T - I I I 1
17234567 8 8 1081213141516 1234 F 67T 801011 121314157%
0,10 0,10
a 0
0,20 0,20
0,60 0,60
0,50 0,50
0.40 0.40
0,30 0,30
0.20 0.20
0,10 | | | 0,10 | | I
0,00 0,00 o L1
1723456758} 1|zis L 1234567890k g 15'(,
0,10 0,10
B T
020 020

Cunura 4.2: Ayrokopenanuone yHKIUje CUMYJIUPAHUX BPEMEHCKUX HU30Ba Ca BPETHOCTUMA
napamerapa pu = 0,6, v = 0,8, a = 0,3 8 =0,4, ¢p1 = 0,5, 2 =0,5 (a), p =4, v=2, a=0,5u
B8=0,4, 61 =0,3, 92 =0,7(6), u=5,v=6,a=0,5u 8=0,8 ¢1 =0,9, ¢po =0,1 (B) m u = 6,
vr=1,a=0,8u =0,4, $p1 =0,3, p2 =0,7 (r)
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25 25
20 20
154 15

Cauka 4.3: TpajexkTopuje cuMyInpaHUX BPEMEHCKUX HMU30Ba Ca BPEJHOCTHMA IapaMeTapa
w=0,5r=02 a=038=01 ¢ =0,2, ¢2=0,2, ¢3=0,6 (a), p=1,v=2,a=0,38=0,5,
$1=0,1, p2=0,7, ¢p3=0,2 (6), p=4, v =10, «a=0,7 8=10,9, p1 = 0,3, ¢p2 =0,4, p3=0,3 (B) n
n=6rvr=2 a=0,8 =04, p1 =0,5, ¢2 :0,33,()@2? =0,17 (r)

045
0,35 A 0,35
0,25 0,25
0,15 - 1 __________________ 0,15 [ _|_ _______________
0,05 0,05

Ll | 1. [l 111
_0’05_1235'|I891011121314P5|6,0‘051234567891011121314‘5*:
0,15 a 0,15 6
045 045

0,35 4

0,25 A 0,25
0,15 —- e 0,15 - - - - - - e e - - -
0,05 [ ] | | 0,05
|
4 5 6 7 X 2 5 7 8 9

00541 2 3 10 11 12 13 14 15 16

Cunuxka 4.4: AyTrokopesnannose pyHKIUje CUMYJUPAHUX BPEMEHCKUX HU30Ba Ca BPELHOCTUMA
napamerapa pu = 0,5, v = 0,2, « = 0,3 8 = 0,1, ¢1 = 0,2, ¢p2 = 0,2, ¢3 = 0,6 (a), p =1, v = 2,
a=0,38=0,5¢1 =0,1, 2 =0,7, 3 =0,2 (6), p=4,v=10,=0,7 =0,9, ¢p1 = 0,3, ¢p2 = 0,4,
$p3=0,3, (B)u pu=6,vr=2,a=0,83=0,4, p1 =0,5, p2 = 0,33, ¢p3 =0,17 (1)
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a=0,7u =09, ¢ =0,3, ¢ = 0,4, ¢p3 = 0,3, u 3a yerBpTU Ut = 6,
v=2 a=08u =04 ¢ =0,5, ¢ =0,33, p3 = 0,17. Ha crurama
4.1 n 4.3 cy npura3aHe TpajeKTOpUje PeaJn30BAHNX BPEIHOCTU CUM-
ynamuja CSDLINAR(2) u CSDLINAR(3) BpeMeHCKUX HU30Ba. Y 3U-
Majyhu y 063up BpenHOCTU mapameTapa, MOKe Ce YOUUTU OUUIJIeTaH
yTUIA] TapaMeTapa (L 1 V Ha MOJIOKA] OUEeKMBAHUX BPENHOCTU Ka0 1 Ha
pacmoH BpenHocTu. Y CciaydYajeBUM Kada je mapamerap i 6mo Behu ox
v, Ha TO3UTUBHO] CTPAHU Cy MOocTu3aHe Behe BpeaHoCcTH, MOK y CIydYa-
jeBuMa Kana je mapamerap v Omo Behu on [, HA HEraTUBHOj CTPaHU
Cy CUMYJIUPAHW HU30BU MNOCTU3aJu Behe, Mo amcoJyTHOj BPETHOCTH,
peanuzanuje. Takobe, mMoske ce BumeTu m ga moBeharme BpPemTHOCTU
mapaMerapa a u [3, yrude Ha moBehame BapujabUIHOCTU peaan3oBa-
HUX BPEeAHOCTU BpeMeHCKOT Hu3a. Ha ciukama 4.2 u 4.4 cy npuka3ane
ayTOKOpeJsanoHe (PYHKIMje CUMYyInpaHux Monena. Ha oBuMm ciumkama
ce, Ha OCHOBY BPEIHOCTHU KOj€ MpeMaIyjy TPaHUIy 3HAYAJHOCTU, MOXKE
HACJIYTUTU pel MOJesa KOjUu Cy CUMyJIupaHu. Y BenhmHU NprKa3aHUX
ciaydajeBa ce MOKe NPUMETUTH A& OIHOC ,3HAYajHUX  KOpeJsaluja
oAroBapa OAHOCY BPEAHOCTU KopuinheHux BepoBaTHOha. Y Tumaj ma-
pamerapa a u [3, ¢ 003UPOM Ha CIOKEHOCT PEKYyPEHTHE KOPeJaIllloHe
Be3e, HUje TAKO OUUIJIeNaH.

[IpunukoMm onemuBama nmapaMerapa CUMYJIUPAHUX MOJIea KOPHUII-
henu cy meron yciaoBHux HajMamux kBaapara u Yule — Wallker-os me-
TONn. JemHOKOpAUYHUM METOAOM YCJIOBHUX HajaMIBUX KBaIparTa HUje
6uno moryhe oneHnT napamMeTpe [ U V, Hero, Beh noMeny Ty (QyHKIU]y
aprymenara j u v, Bpeaaoct M = (1 — Q)% (1-7) Tf::i Ila 6u
ce MJIYCTPOBaJIa TMOCTOJAHOCT MNOOWjEeHWX OIleHa, 3a CBAKU MOIEJ je
Y3€TO MO YeTUpPU y30pka pazaumuuror obuma, 500, 1000, 3000 u 5000.
Pesynaratu onewmuBama, cpeame BPpEAHOCTU U CTAHAAPIHE IEBUjalll)je

peajan30BaHUX OIleHa, Cy Mpuka3anu y tabemxama 4.1-4.4.

Ouursnenno, oba kopumhena meroma majy OIleHE KOjeé KOHBEPIU-
pajy Ka mpaBuM BpemHOCTUMa napamMerapa. Ha ocHOBy momaraka
npurka3danux y taberama 4.1 n 4.2, MOKe ce 3aKBbYUUTU Na TPUITUKOM
ouewmuBama napamerapa CSDLINAR(2) monena, y CKOPO CBUM CJIydYa-
jeBuMa, OIleHe mo0ujeHe MeTOHIOM YCJIOBHUX HajMamUX KBaapaTa, 34
UCTU OOUM y30pKa, Hajy peaju3anuje Koje Ccy OJmke TavHUM BPEI-
HOCTMMa MapameTrapa. 10 jeTuHO HUMje TaKO y CJIydYajy OIeHmNBama
nmapamerpa « = 0,5, y apyrom, om detupu mOpuraszana momaena. C
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Tabena 4.1: PeanmuzoBane BpemHOCTU OIleHA mapamerapa U, V, o u 3
CSDLINAR(2) monena; cpeime BPeIHOCTU U CTAHIADIHE IEBUjalllje

p=4,v=2 a=0,5 08=0,4
N ﬂYW oYW acts ayw ﬂcls /BYW
500 | 3,078 1,967 | 0,486 0,448 | 0,378 0,328
(0,376)  (0,258) | (0,083) (0,071) | (0,176)  (0,083)
1000 3,987 1,979 0,492 0,455 0,391 0,338
(0,267)  (0,177) | (0,060) (0,051) | (0,126)  (0,062)
3000 | 3,096 1,091 | 0,499 0,461 | 0,396 0,344
(0,156)  (0,103) | (0,036)  (0,03) | (0,069) (0,035)
5000 3,996 1,993 0,500 0,463 0,396 0,345
(0,120)  (0,079) | (0,027) (0,023) | (0,052)  (0,027)
=5 1v=6a=0,5 8=0,8
N ﬂYW YW Acls ayw Bcls ﬂYW
500 4,919 5,945 0,485 0,483 0,796 0,716
(0,564)  (0,961) | (0,082) (0,061) | (0,070)  (0,062)
1000 | 4,974 5,953 | 0,488 0,489 | 0,805 0,727
(0,403)  (0,682) | (0,060) (0,044) | (0,049)  (0,045)
3000 4,986 5,981 0,489 0,492 0,812 0,735
(0,235)  (0,398) | (0,034) (0,025) | (0,028)  (0,027)
5000 | 4,989 5977 | 0,489 0,492 | 0813 0,736
(0,181)  (0,302) | (0,026) (0,020) | (0,021) (0,021)
1=0,6,0=08 a=0,3,6=04
N ﬂYW DYW dcls dYW Bcls BYW
500 | 0,590 0,795 0,284 0,254 | 0,388 0,349
(0,076)  (0,094) | (0,122) (0,081) | (0,101)  (0,081)
1000 0,596 0,797 0,289 0,261 0,395 0,356
(0,055)  (0,068) | (0,086)  (0,059) | (0,072)  (0,058)
3000 0,598 0,800 0,294 0,265 0,401 0,362
(0,031)  (0,040) | (0,047) (0,033) | (0,042)  (0,035)
5000 0,599 0,798 0,295 0,266 0,401 0,363
(0,023)  (0,031) | (0,038) (0,026) | (0,033)  (0,027)
n=6,v=1,a=0,8, 8=0,4
N ﬂYW oYW &cls ayw ﬁcls /@YW
500 | 5,824 0,831 | 0,778 0,762 | 0,374 0,348
(0,994)  (0,524) | (0,059) (0,056) | (0,349)  (0,104)
1000 5,919 0,904 0,791 0,776 0,391 0,368
(0,736)  (0,379) | (0,040) (0,039) | (0,229)  (0,076)
3000 | 5,075 0,967 | 0,799 0,784 | 0,399 0,378
(0,441)  (0,218) | (0,024) (0,024) | (0,126)  (0,046)
5000 5,979 0,980 0,801 0,786 0,394 0,379
(0,341)  (0,168) | (0,019) (0,019) | (0,099)  (0,036)
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Tabena 4.2: Peanu3oBane BpemHOCTH OIleHA mapaMerapa ¢p, U ¢o
CSDLINAR(2) Mmogmena; cpelmhe BPeIHOCTA U CTAHAAPIHE NEBU]jallje

¢ =0,3, p2 =0,7
N (btllls ¢%/W ¢§l5 ¢%/W
500 | 0,317 0,299 | 0,683 0,701
(0,137)  (0,101) | (0,137)  (0,101)
1000 0,295 0,303 0,705 0,697
(0,095)  (0,068) | (0,095)  (0,068)
3000 | 0,295 0,305 | 0,705 0,695
(0,055)  (0,037) | (0,055)  (0,037)
5000 0,298 0,305 0,702 0,695
(0,039)  (0,028) | (0,039)  (0,028)

¢ =0,9, g2 =0,1

N ¢)§ls (b}/W ¢gls %’W
500 0,884 0,874 0,116 0,126
(0,069)  (0,079) | (0,069)  (0,079)
1000 | 0,890 0,869 0,110 0,131
(0,054)  (0,055) | (0,054)  (0,055)
3000 0,892 0,865 0,108 0,135
(0,034)  (0,030) | (0,034) (0,030)
5000 | 0,892 0,864 0,108 0,136
(0,027)  (0,024) | (0,027)  (0,024)

¢1 =20,5, p2 = 0,5

N (z)‘l:ls qb}/W (bgls ¢%’W
500 | 0,513 0,516 | 0,487 0,484
(0,152)  (0,113) | (0,152) (0,113)
1000 0,509 0,508 0,491 0,492
(0,108)  (0,088) | (0,108)  (0,088)
3000 0,503 0,502 0,497 0,498
(0,055)  (0,049) | (0,055)  (0,049)
5000 | 0,502 0,501 | 0,498 0,499
(0,041)  (0,037) | (0,041) (0,037)

¢1 =0,3, p2 =0,7

N (bils ¢¥W Sls ¢%/W
500 | 0,372 0,317 | 0,628 0,683
(0,197)  (0,103) | (0,197)  (0,103)
1000 0,340 0,317 0,660 0,683
(0,154)  (0,072) | (0,154)  (0,072)
3000 | 0,310 0,316 | 0,600 0,684
(0,102)  (0,041) | (0,102)  (0,041)
5000 0,301 0,316 0,699 0,684
(0,083)  (0,031) | (0,083) (0,031)
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apyre crpase, oueHe nodoujene Yule-Walker-oBum metonom cy, cynehn
IO BpeOHOCTMMA CTAHIAPIHUX OeBUjalja Koje Opske omamnajy Ka HYJIu,
3a HUjAHCY CTAbWIHUje O OIeHA MOOUjeHUX METOIOM yCJIOBHUX HAj-
MaBbUX KBalIpaTa.

Cnuune cy m KapaKTepuUCTUKe OlleHa BepoBaTHOha ¢ u ¢o. Meron
YCJIOBHUX HajMambUX KBAApPaTa pe3yITupa BpPETHOCTUMA OIEeHA KOje
cy OJmke TAYHUM BPENHOCTHMA Iapamerapa. JeawmHo OACTyHame O
OBOI' ,IpaBua”’ MOCTOjU TPUIUKOM OIeHhUBama BepoBarHoha tpeher
Mozesa, Kala Cy He3HATHO OJu:ke TauyHuM Bpennoctuma Yule-Walker-
oBe oneHe. Vl oBnme ce MoOke youuTm Oa CTaHIapaHe neBujanuje Yule-
Walker-oBux ornena Opske Teske Hysm. Takobe, MoOke ce MpUMETUTHU
Oa Cy OACTyIama Ol TAYHUX BPEIHOCTU OIleHa BepoBaTHONA ¢ U ¢
jemHaka, OmIO ma ce paad O METONLY YCJIOBHUX HajMalmUX KBaJapaTa,
ousno o Yule-Walker-oBom metonmy. W crammapmHe neBujanumje OAro-
Bapajyhux maposa omnena cy jemnake. OBO je mociienunia YumheHUIE Ta
je o1+ g2 = 1.

Kao mTo je TOo Omyio mpUIMKOM OIlleHUBama IapamMerapa MOIeIa
ApYyror pema, u y ciayvajy onemuBama napamerapa CSDLINAR(3)
Mmogzeina, n Yule-Walker-oB meTom 1 MeTOT yCIIOBHUX HajMAaHmUX KBaIpaTa
najy OIleHe KOje KOHBEPIUpajy Ka MPaBUM BPEIHOCTUMA MTapaMeTapa.
Y morisieny NPenu3HOCTV U CTAOMIHOCTH NMOCMATPAHUX OIEeHa, MOKE
ce pehu ma, y caydajy mapamerapa « u (3, OlleHe HOOUjeHE MEeTOHIOM
VCJIOBHUX HajMamuUX KBaIpaTa, Cyldenn mo peasn3oBaHUM BPEITHOC-
TUMAa, 3a HUjaHCY Opske KOHBeprmupajy ka mpaBuMm Bpemaoctuma. Ca
npyre crpane, Yule — Wallker-oBe ormene cy 3a Hujancy crabuanuje,
y3uMajyhm y o03up Mame BPeTHOCTH CTaHIAPIOHUX IeBujaruja. Y
cay4dajy oleHa mapamerapa ¢; ¢ = 1,2,3, He TOCTOjU jaCHO ONBajarbhe
y KBaJWUTETy CaMO jelHe BPCTe OlleHa Ia ce Moske pehu ma cy oba
MeToJa yjeTHadYeHUuX neppopMaHCH.

[IITo ce acMMOTOTCKOT TOHAIIAHKA MAOOUjEHUX OIEHA U UIYCTPa-
TuBHE OTBpAe TeopeMma 4.3.1 u 4.3.2 Tuue Mmoxke ce pehu na je Texma
pacmomene cBake O MOCMAaTPAHUX OIlleHa, MPUINKOM yBehama obuma
Y30pKa, Ka HOPMAJIHO] pacuomenu ouuriaensa. 1o mokasyjy ciauke 4.5
u 4.6, HA KOjuUMa Cy IpPUKa3aHe PACHOAese YUeCTAaHOCTU Pean3alnja
HEKUX OIleHA KOMOWHOBAHUT MOJejJa Apyror pena u ciauke 4.7 u 4.8,
Ha KOjUMa Cy IPUKA3aHe PACHOAENe YUECTAHOCTU PEeaU3aIja HEKUX
onena CSDLINAR(3) momena. Opcryname pacrmoieia y4eCTaHOCTH
peanm3anmuja OBUX OI€HA O HOPMAJIHE PacCHofelie je IPOBepPaBaHO
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Tabena 4.3: PeanuzoBane BpeZHOCTU OlleHA mapamMerapa [, V, a u [3
CSDLINAR(3) Mmomena; cpelme BPeIHOCTA U CTAHAAPIHE IEBU]jallje

nw=0,5v=02a=038=0,1

N /:LYW oY w dcls QY w ﬁcls BYW

500 | 0,499 0,197 | 0,288 0,265 | 0,082 0,079
(0,058)  (0,035) | (0,100) (0,086) | (0,184)  (0,088)
1000 | 0,500 0,199 | 0,296 0,273 | 0,091 0,085
(0,041)  (0,025) | (0,071)  (0,062) | (0,130)  (0,063)
3000 | 0,500 0,199 | 0,209 0,278 | 0,097 0,086
(0,025)  (0,015) | (0,042) (0,037) | (0,075)  (0,037)
5000 | 0,501 0,199 | 0,300 0,279 | 0,097 0,087
(0,019)  (0,011) | (0,033)  (0,029) | (0,058)  (0,028)

L=1v=2a=0,38=0,5
N YW oY w acls aYw ﬂcls 5YW
500 0,990 1.984 0,278 0,256 0,486 0,443
(0,131)  (0,212) | (0,193)  (0,088) | (0,097) (0,081)
1000 | 0,997 1.995 0,286 0,263 0,496 0,454
(0,096)  (0,150) | (0,130)  (0,063) | (0,068)  (0,059)
3000 0,998 1.996 0,293 0,269 0,502 0,459
(0,056)  (0,085) | (0,078) (0,039) | (0,041) (0,034)
5000 | 0,999 1.997 0,294 0,269 0,502 0,460
(0,043)  (0,066) | (0,060) (0,030) | (0,032) (0,027)

pn=4v=10a=0,75=0,9
N nYw DYW &cls &YW Bcls ﬁYW
500 | 3.463 9551 | 0,665 0,641 | 0,874 0,848
(1.141)  (2.477) | (0,173)  (0,098) | (0,058)  (0,056)
1000 3.732 9.791 0,681 0,662 0,888 0,865
(0,879)  (1.875) | (0,107)  (0,067) | (0,040)  (0,038)
3000 3.926 9.925 0,688 0,676 0,900 0,878
(0,548)  (1.149) | (0,058) (0,038) | (0,022)  (0,022)
5000 3.949 9.935 0,689 0,679 0,902 0,880
(0,425)  (0,889) | (0,046) (0,030) | (0,017)  (0,017)

n=6r=2a=0,83=0,4
N nY W oYW Gels aYw /@cls BYW
500 5.875 1.859 0,786 0,748 0,395 0,402
(1.043)  (0,520) | (0,069) (0,066) | (0,217)  (0,088)
1000 5.923 1.915 0,799 0,762 0,384 0,406
(0,735)  (0,377) | (0,046)  (0,045) | (0,146)  (0,065)
3000 5.963 1.976 0,808 0,772 0,390 0,416
(0,429)  (0,218) | (0,026)  (0,025) | (0,083)  (0,037)
5000 5.979 1.988 0,810 0,775 0,389 0,418
(0,336)  (0,172) | (0,021) (0,021) | (0,064)  (0,029)
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Tabena 4.4: PeanmsoBane BpeaHOCTU OIE€HA MapamMerapa ¢, ¢o, U ¢3
CSDLINAR(3) monena; cpeime BPeIHOCTU U CTAHIADIHE IEBUjalllje

¢1 =0,2 92 =0,2 ¢3 =0,6
N ¢¢1:ls ¢¥W ¢Sls ¢%/W ¢gls ¢§’W
500 | 0,177 0,193 | 0,175 0,186 | 0,648 0,621
(0,287)  (0,332) | (0,482) (0,494) | (0,591)  (0,490)
1000 0,196 0,195 0,181 0,184 0,622 0,621
(0,141)  (0,125) | (0,140) (0,125) | (0,157)  (0,141)
3000 | 0,196 0,197 | 0,196 0,196 | 0,608 0,607
(0,075)  (0,069) | (0,077) (0,071) | (0,088)  (0,081)
5000 0,198 0,199 0,199 0,199 0,603 0,602
(0,056)  (0,052) | (0,057) (0,053) | (0,065)  (0,060)
¢1 =0,1 2 =0,7 ¢p3 =0,2
N (b?ls ¢}/W ¢gls ¢%’W ¢§ls (l%/W
500 0,233 0,091 0,628 0,723 0,140 0,187
(0,652)  (0,282) | (0,645) (0,335) | (0,756)  (0,292)
1000 | 0,352 0,103 | 0,214 0,699 | 0,435 0,198
(0,350)  (0,083) | (0,223) (0,096) | (0,119)  (0,081)
3000 0,089 0,107 0,719 0,692 0,192 0,201
(0,089)  (0,046) | (0,101)  (0,051) | (0,084)  (0,046)
5000 | 0,092 0,106 | 0,711 0,691 0,197 0,203
(0,061)  (0,035) | (0,068) (0,038) | (0,058)  (0,034)
¢1 =0,3 p2 =0,4 ¢3 =0,3
N d)?ls ¢¥W ¢§ls (Z%’W ¢gls ¢§/W
500 | 0,304 0,300 | 0,422 0,398 | 0,274 0,301
(0,223)  (0,079) | (0,345) (0,078) | (0,298)  (0,077)
1000 0,303 0,301 0,401 0,397 0,296 0,302
(0,068)  (0,055) | (0,068)  (0,055) | (0,070)  (0,055)
3000 0,302 0,301 0,400 0,398 0,298 0,302
(0,039)  (0,033) | (0,040) (0,034) | (0,038)  (0,032)
5000 0,301 0,300 0,400 0,397 0,299 0,302
(0,029)  (0,024) | (0,030) (0,026) | (0,030)  (0,025)
¢1 =0,5 ¢p2 =0,33 93 =0,17
N (b(lzls ¢¥W ¢§ls ¢%/W ¢§l5 %’W
500 | 0437 0,498 | 0,387 0,326 | 0,176 0,176
(0,097)  (0,094) | (0,095) (0,093) | (0,085)  (0,083)
1000 0,552 0,496 0,356 0,329 0,091 0,175
(0,071)  (0,069) | (0,071) (0,069) | (0,063)  (0,061)
3000 | 0,511 0,493 | 0329 0,330 | 0,160 _ 0,177
(0,040)  (0,039) | (0,042) (0,041) | (0,037)  (0,035)
5000 0,505 0,492 0,332 0,331 0,163 0,177
(0,032)  (0,031) | (0,033) (0,032) | (0,030)  (0,029)
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300 6
/\ 200 ;
200 9
g 8
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g 7100
100
0
4,428 4,550 4,673 4,795 4,918 5,040 5,162 5,285 5,407 5,530 5,652 5,775 4,963 5,139 5315 5,491 5,668 5,844 6,020 6,196 6,372 6,548 6,724 6,900
B 7Y r
200 200
& 5
g 8
2 ]
g g
g g
Z 100 2100
o 0
0,383 0,398 0,412 0,426 0,441 0,455 0,470 0,484 0,498 0,513 0,527 0,541 0,273 0,293 0,314 0,335 0,356 0,377 0,398 0,418 0,439 0,460 0,481 0,502

Cnura 4.5: Pacnogmene peaju3oBaHUX OIEHA Mapamerapa (i, UV, & 1
B CSDLINAR(2) momena; (a) " (5), (6) ¥ (6), (8) &@(0,5), (r)
BA7(0,4)

200 ; 1 200 / <

& 5
& g
g g
£ 100 g1oo
z z

0 0

0,815 0,830 0,844 0,859 0,874 0,888 0,903 0,918 0,933 0,947 0,962 0,977 0,023 0,038 0,053 0,067 0,082 0,097 0,112 0,126 0,141 0,156 0,170 0,185

Cnura 4.6: Pacnomene peasn3oBaHUX OICHA MOapamMeTrapa ¢ U ¢
~ cls ~ cls
CSDLINAR(2) momena; (a) ¢ (0,9), (6) ¢o (0,1)
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Crnura 4.7: Pacmomese peaiun3oBaHUX OIeHA mapamerapa (i, UV, & U
B CSDLINAR(3) momena; (a) a¥" (1), (6) ¥V (2), (8) ¥ (0,3), (r)
A(0,4)

300
a 0 ZA)K B a
200 200

00 100

Yuecranoer
Yuecranoer
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100

0 0
0,193 0,209 0,225 0,240 0256 0,271 0,287 0,302 0,318 0,333 0,349 0,365 0,314 0,331 0,348 0,365 0,382 0,398 0,415 0,432 0,449 0,466 0,483 0,499 0,201 0,219 0,236 0,253 0271 0,288 0,306 0,323 0,340 0,358 0,375 0,392

Crauka 4.8: Pacnomene peanm3oBaHUX OIeHA HmapameTapa ¢p, ¢s U (3
cls

CSDLINAR(3) sozena; (a) ¢, (0,3), (6) do" (0,4), (8) d5”"(0,3)
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HEKUM O]l CTAHIAPJIHUX CTATUCTUUYKUX TECTOBA KOjU CE€ KOPUCTE Y Ty
CBpXY, Kao mTo cy Tect Komvoropos-Cumupnosa, x? Tect, Shapiro-Wilk-
oB tect, Anderson-Darling-os Tect, Lilliefors-oB Tect u Jarque-Bera-os
TecT. 3HAUYajHOCTM OBUX TECTOBa Cy, 3a OI€HE IapameTrapa MOAesa
CSDLINAR(2), npukasane y tabenama 4.5 u 4.6. YouaBa ce BeJUKA
OpoOj BPJIO BUCOKMX 3HAYAJHOCTM IITO YKa3yje HAa MaJUd CTENEH OJMCTY-
mama MOCMATpPAaHUX pacloaesa OA HOpMajHe pacuonene. Takobe,
CJIMYHO KAO U KOJ jeTHAKOCTU CTAHIAPAHUX IEBUjanuja, 300T UUkheHN-
e na je ¢+ ¢ = 1, m 3HaUajHOCTHU OArOoBapajynux oleHa mapamerapa
¢ 1 ¢o cy jemmare (ocuMm 3a Y? TeCT MTO je TOCJIEIUNA UHTEPBAJTHOT
PpyIUCamha MOJATAKA).

3HAUYAjHOCTH TECTOBA KOjUMa je TeCTUPAHO OACTYIAaH€ PAaCIomIese
OIleHA TapamMerapa KOMOMHOBAHOT Mozesa Tpeher pema o1 HOPMaJIHE
pacnonene cy npukasane y tabenrama 4.7 u 4.8. U y oBum Tabenama ce
MOT'y IPUMETUTYU BUCOKE BPEIHOCTY 3HAYAJHOCTU KOPUIINEHNX TECTOBA.
Ome yra3yjy Ha BeOMa MaJiOo OACTYIamhe PACIonesa MOCMaTPAHUX Ole-
Ha OJ HODMAaJHE PacCIoIeIe.

Hakmne, HA Kpajy ce MOKe 3aKBbYyUYUTU Ja Cy CUMYJIAIlUje BPEMEH-
ckux Hu3oBa koju npunanajy CSDLINAR(2) u CSDLINAR(3) mone-
JIUMa TOTBPAUIIE ACUMIITOTCKA CBOjCTBA TEOPUjCKU MNOKA3aHA Yy MPET-
XOHOM TIOTJIaBIbY.

4.5 IIpumena Ha peaJJTHUM IIOoJanIMa

Bpemenckn HU30BM Oa3mpaHu HA TUHUHT OIlEPATOPUMA Cy IPOHAIIIN
CBOjy TpPUMEHY Yy MHOTUM OOJacTUMa sKUBOTA, 3aXBaJsbyjyhu CBOjOj
cmocoOHOCTU ma Momenaupajy Opoj ciayuajuux morabaja wmiau ememe-
HaTa MOMyJIAIMje Ynja MPOMEHa MOKe OUTU M3a3BAHA MPEKUBILABAHEM
noctojehmux, yaackoM HOBUX MU T'€HEPUCAHEM HOBUX eJieMaHaTa KOju
MOr'y OuTu; pe3yirar mHTepaknuje nocrojehux ememenara. V3Bopno,
nobujen kao pasnura asa I N AR Bpemencka uusa, CSDLINAR monen
MOKe OMTHU aeKBaTaH IPEAJIOr 3a mopebheme qBa cucTeMa Uiau Ipoieca
ca moMeHyTUM ocobmHama. OBxe je (OKyC HOCTABJ/HEH Ha aHAJIU3Y
KPUMUWHAJIVMCTUYKIX NonaTaka. V3spmeno je mopebeme edpuracnocTn
[B€ MOJIUIjCKe CTAHUIE y BE3W ca pa3jInduTuM npecrynuma. l[lomanm
mpencTaB/ba)y pa3iauky y Opojy TpujaB/beHUX TPecTyla, Ha Meced-
HOM HUBOY, ABeMa IOJUINjCKUM cTaHunama y Pouecrepy, y Ap:kaBu
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Tabema 4.5: 3HAYAJHOCTU TECTOBA 3a WUCIHUTUBAME HOPMAJIHOCTU
pacnomena onena napamerapa i, v, « u 3 CSDLINAR(2) monena

IIpase BpeguocTu pw=5v=6 | «a=0,56=0,4 | «0,5 5=0,4

Tect ﬂYW oY w QY w ﬁYW dcls ﬁcls

Koamoropos-Cymupuos | 0,777 0,940 | 0,978 0,931 0,857 0,811

x2 0,053 0,918 | 0,940 0565 | 0,993 0,437
Shapiro-Wilk 0,211 0,867 | 0,889 0436 | 0,770 0,765
Anderson-Darling 0,512 0,807 | 0,781 0505 | 0,531 0,534
Lilliefors 0,369 0,710 | 0,851 0,685 | 0,508 0,423
Jarque-Bera 0,731 0,932 | 0,582 0,390 | 0,486 0,970

Tabema 4.6: 3HAYAJHOCTU TECTOBA 3a WUCIHUTUBAME HOPMAJIHOCTU
pacnomena onena napamerapa ¢; u ¢po CSDLINAR(2) monena

IIpaBe BpenuocTu 61 =0,9, ¢2=0,1 | ¢p1 =0,9, ¢p2 =0,1
Tecr qgifw A%’W ‘Zgils q;gls
Konmoropos-Cumupuos | 0,926 0,926 0,464 0,464
X2 0,572 0,866 0,371 0,137
Shapiro-Wilk 0,415 0,415 0,132 0,132
Anderson-Darling 0,526 0,526 0,184 0,184
Lilliefors 0,671 0,671 0,087 0,087
Jarque-Bera 0,472 0,472 0,108 0,108
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Komb6unosaun SDLINAR(p) monen

Tabema 4.7: 3HAYAjHOCTM TECTOBA 3a WUCIUTUBAHKE€ HOPMAJIHOCTU
pacnogena orena napamerapa j, v, « u 3 CSDLINAR(3) monena

IIpase BpennOCTHU pn=1Lv=2 a=0,3,6=0,4 | «a=0,3,8=0,5

Tect ﬂYW pYw &Y w BYW d,cls ﬂcls

Koamoropos-Cvmupuos | 0,883 0,482 | 0,665 0,992 0,982 0,389

X2 0,267 0,560 | 0,444 0,602 0,938 0,189
Shapiro-Wilk 0,589 0,213 | 0,421 0,492 0,334 0,393
Anderson-Darling 0,409 0,150 | 0,306 0,930 0,510 0,086
Lilliefors 0,562 0,097 | 0,229 0,924 0,870 0,055
Jarque-Bera 0,335 0,117 | 0,146 0,800 0,415 0,517

Tabema 4.8: 3HAYAjHOCTM TECTOBA 3a WUCIUTUBAHKE HOPMAJIHOCTU
pacnogena ornena napaMerapa ¢, ¢ u ¢p3 CSDLINAR(3) monena

IIpase BpenuocTu ¢1=0,3,$p1 =0,4, 93 =0,3 | 1 =0,3, o1 =0,4, 3 =0,3
Tecr QB}/W qg%/W ”:};W ‘73?5 (Z)gls q;gls
Koamoropos-Cymupuos | 0,948 0,998 0,802 0,694 0,960 0,976
X2 0,118 0,419 0,222 0,801 1,000 0,930
Shapiro-Wilk 0,068 0,820 0,062 0,073 0,999 0,494
Anderson-Darling 0,441 0,918 0,261 0,238 0,933 0,538
Lilliefors 0,738 0,968 0,408 0,260 0,780 0,843
Jarque-Bera 0,650 0,806 0,092 0,233 0,936 0,389
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[Ipumena Ha peaTHUM IO AAITAMA

Byjopk, v CAI, on jamyapa 1991. mno memem6Gpa 2001. Osu mo-
mamu cy moctymHu Ha wmHTepHeT cTpanunu The Forecasting Principles
site (http://www.forecastingprinciples.com), y cekumju 3a KpUMUHAJIIC-
Tuuke nmomaTke. Hajmpe je mocmarpana paznuka y Opojy mpecrtyma
y Be3u ca HAPKOTUIIMMA MPUjaBLEHUX MOJUINjCKAM CTaHUIaMa Opoj
36055001600 u 36055009500, a 3aTuM je mocMaTpaHa pa3jauka y Opojy
IpUjaBHEHUX CAyYajeBa TPOCTUTYIUjE MOJIUINjCKAM CTaHUIaMa OPOj
36055001600 u 36055006000. /la Ou ce mpuka3ajie IPeTHOCTU U MaHe
CSDLINAR(p) Mmonesa, U3BPIIEHO je BeroBo nopebeme ca HEKUM IApy-
ruMm, nocrojehum, momeauma, u 1o ca CINARS(p) momesnom koju je
yBenen y pany Zhang, Wang u Zhu (2010), ca SDLIN AR monmesnom npBor
pena, Koju je mpeicTaBibeH y nperxonnoj raasu u ca CSDLINAR(2)
MomeJoM. Kao KOHKypeHTHu Monenu, uzadbpaHu Cy U MOIEIU IIp-
BOI U JOPYror pena maa Ou ce, y KOHKPETHOM CJIy4ajy, WUIyCTPOBAJIO
noboJsmImame TpuankoM nopehama pena momena. Meron koju je Ko-
pumrhen 3a gobujame olneHa Hemo3HaTux napamerapa je Yule-Walker-os
METO/I.

Y rmabenu 4.9 cy mpukaszaHe peajn30BaHE BPEIHOCTHU OIEHA Mapa-
MeTapa, kao u Bpeamnoct RMSE crarucrure, Koja mpencrtaBiba OIEHY
KBaJIMTETA AIpPOKCUMAIje 3a CBaKU o1 m3abpaHux mozena. Tarkobe,
Ha cimnu 4.9, mpuka3zaHe Cy TpPajeKTOpuje peaJju3alyja MocMaTpaHUX
nojasa, kao u omrosapajyhu CSDLINAR(p) monenu u ayTokopesa-
IIOHe (YHKIMje NOoOujeHe Ha OCHOBY PeaIM30BAHUX y30pakKa.

Ha ocuoBy RMSE kpurepujyma, mosxke ce pehu ma je, y ogHOCY Ha
ApyTe mocMaTpaHe MOJese, 3a MOAEIUPame MOCMATPAHUX MOJaTaKa
npuknanauju CSDLINAR(3) monen. Ha caunm 4.9 ce Mmoske BumeTu na
CSDLINAR momen nobpo mpaTy MOHAMIAHme MOCMATPAHUX IIOAaTaKa.
Taxkobe, Tpeba Harmacutu ga ce, 3aXBaJjbyjynu CIMIHOM OOJIUKY yCIOB-
HUX MaTeMaTuuykux ouekumBama, CINARS u CSDLIN AR monenu pas-
JUKYyjy Takopehm y HumjaHcaMma U Ia ce TPajeKTopHrje OBa ABa MOIEa
pPa3yuKyjy y BeOMa MaJOM Opojy Tadaka.
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Komb6unosaun SDLINAR(p) monen

Tabena 4.9: Bpenaoctu onemenux mapamerapa u RMSE kpurepujyma
CINARS(3), SDLINAR(1), CSDLINAR(2) u CSDLINAR(3) monena
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Haprorunn IIpocTturynuja
Mopnen Onene mapamerapa RMSE | Onene nmapamerapa RMSE
CINARS(3) &) =0,172 3,265 a1 = 0,476 5,822

&z = 0,140 &y = —0,016

@3 = 0,298 a3 =0,168

fie = —0,230 fe = 1,829

SDLINAR(1) a=1,797 3,647 [ = 6,209 5,901

b=2,411 b =1,293

& =0,643 & =0,578

B =0,638 8 =0,564

CSDLINAR(2) f=1.751 3.320 0=6.173 5.897

D = 2.446 D =1.431
& = 0.349 & = 0.553
6 =0.376 8 =0.321

é1 = 0.502 1 = 0.870

do = 0.498 o = 0.130

CSDLINAR(3) a=1,751 3,255 4=6,173 5,771

D= 2,446 D =1,431

& = 0,502 & =0,625

B =0,522 8 =0,492

1 = 0,280 1 =0,718

$2 = 0,252 $2 = 0,100

d3 = 0,468 b3 = 0,182




[Ipumena Ha peaTHUM IO AAITAMA

m— [ [POCTHTYLIHjQ CSDLINAR(3) — HaproTuim CSDLINAR(3)
0.60 0.60

6, | 0,

0.404 0.40 1

i,

112 13 14 15 16 12345678910111213141516

Craura 4.9: Paznura y O6pojy ciydyajeBa TIPOCTUTYIMjEe TPUjABIEEHUX
noJunujckuM crarunama 6poj 36055001600 u 36055006000 (al) u
Opojy mpecTyma y Be3u Ca HAPKOTUIMMA TPUjaBHLEHUX MTOJIUIA)CKUM
crarunama 6poj 36055001600 u 36055009500 (a2) u muUxoBe ayTo-
Kopesanone (yurnuje (a2, 62), peCneKTUBHO
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I'maBa 5

N neaTuduranmja u
npensubame JIaTeHTHIX
KOMIIOHEHTU

Kao mrTo je mo cama Buime myTa pedyeHO, BPEMEHCKU HU30BU MIPE-
CTaBJLEHU y OBOM Pay, BDEMEHCKU HU30BU Ca CUMETPUYHOM WUJIU ACU-
METPUYHOM AUCKPETHOM JlammacoBoM MapruHaJJHOM PACIOAEIOM, MOTY
ce, y pacmomenu, IPeacTaBUTA y OOJUKY pa3juKke nBa HE3aBUCHA BPE-

MEHCKa HU3a Ca HeHeraTWBHUM BPeIHOCTUMA, Z, L X,,—Y,. Ta yumenu-
Ila je, Ha HEKU HAYWH, IPECTAB/HAJIA OJA3HN CTENEHUK Y (OPMUPAY
INAR BpeMeHCKMX HU30Ba ca AUCKpeTHOM JlamaacoBoMm pacromeaom
ka0 MapruHaiaHoM. Takobe, Moske ce BumeTu U3 nepuHUNMjE MOIEIA,
mBa I N AR BpeMeHCKa HU3a Ca FeOMETPUjCKOM MapPruHAJIHOM PaCIoae-
JIOM YUHE OCHOBY UMTABOI KOHIIENTA.

Takobe, mpuka3aHo je M KaKO Ce BPEMEHCKM HU3 Ca AUCKPETHOM
JlammacoBoMm MapruHaaHOM pacnonenom, {Z,}, Moxke IpeacTaBuT Kao
pasiuka CBoje HeHeraTuBHe kKoMmmoHeHTe {Z 1} u ,HenmoszutuBHE” KOM-
nonenre {Z .}, Z, = Zt—Z~. Ha nsa nauuna npeiacTaB/LeH BPEMEHCKU
Hu3 {Z,} 6uo je mHCIMpanuja ma ce NOCTaBU NUTAKE Oa JIU je Moryhe
nose3aTu merose narenTae komnonente { X, } u {Y,} ca komnonenrama
(Zfym {2}

Y meny koju caenu dbuhe npencraB/beHe U aHAJIU3UPAHE MOTY NHOCTHU
a ce Ha OCHOBY peaju3alrja BPEeMeHCKOr Hu3za {Z,}, caMum TuM u
peanuzanuja cayvajuux au3osa {77} u {Z }, unentudpuryjy narentHe
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N nertudpuranuja u npeapubame JTaTEeHTHUX KOMIOHEHTU

KOMOoHeHere, Tj. cayuajuu muzosu {X,} u {Y,}, koju, y cymporaom
cMepy jelaH APYTOM, YyTUYy Ha BPETHOCTU BpPEMeHCKor Husa {Z,}.
Y OCHOBU OBUX pe3yjTaTa Ce HaJa3u M3pa3 3a MU3padvyHaBame Ma-
TEMaTUYKOD OUYEKUBaHa CJyJyajHe MPOMEHbUBE X, ) YCJIOBJHEHE pea-
AU3AIUjoM ciydajHe npomenuse Z,, E(X,ir|Z,). OBa dopmyna je,
u3mebhy ocTamux aHaJM3UpaHUX OCOOWHA, M3BEIEHA 34 CBAKU O MOC-
MaTpaHUX BPEMEHCKUX HU30Ba, OWJIO ca CUMETPUYHOM, OUIIO ca acu-
METPUYHOM IUCKpETHOM JlammacoBoM pacmomesioM, MPBOT WK BUIIET
pena. Takobhe, mOMEHYTO yCJIOBHO MaTEeMATUYKO OUYEKUBaWme he OuTu
u3sBeneno u 3a cayuaj TINAR(1) monmena, npencraBibeHux y pauny Free-
land (2010) u 6uhe npurazana unenTupuranuja u npeaBubame Jsa-
TEeHTHUX KOMIIOHEHTU U 3a OBY BPCTY BPEMEHCKUX HU30Ba. V3pasu 3a
UIOEHTU(PUKANN]Y ¥ IPOTHO3Y JIATEHTHUX KOMIIOHEHTH Ouhe ¢yHKIUje
caydajHux HU30Ba {Z,}, KAO 1 mapamMerapa MaprUHAJHAX DPaCIONesa
oBux Hu30Ba. C 063UpOM HaA TO A METOH yCJIOBHUX HAjMAHUX KBA-
paTa mMa HEIOCTATAaK, y CMUCIY HEMOTYNHOCTU OICHUBAKHA Mapa-
MeTapa [, U V, IPUJIUKOM OIeHhUBakha HEMO3HATUX MapaMeTapa OBUX
Mozesa, bmhe kopumihene omnene nmobujene Yule-Walker-oBum meTomom,
NpUKa3aHe MPEeTXOMHO 38 CBAKU OJ MPOYYABAHUX MOJIEJIa BPEMEHCKUX
mu3oBa. CBe omnene he 6uTu m3padyHaTe HA OCHOBY CIIYUYajHOT y30PKa
oarosapajyher Bpemenckor uusa (21, Zs,...,Zy) obuma N.

3a CBaKM TUI BPEMEHCKUX HU30Ba, OCUM U3PAa3a 38 UIACHTUDUKAII]Y
u npeaBubharme JATEHTHUX KOMIIOHEHTH, Onhe MpUKa3aHu U pe3yiTaTu
cuMyJaluja, Ha OCHOBY KOJUX Ce, alleKBATHUM MepaMa, MOKe IPOoIle-
HUTU KBAJUTET Momeaupama. Takobhe, buhe npukazane u IpuMeHe OBe
BPCTE MOIeIUpama Ha MOAAlMMa U3 PEAJTHOT KUBOTA.

5.1 DLINAR(1l) momen

Y noraeny maeHTUGUKAIM]e U IpeaBUDhama JaTeHTHUX KOMIIOHEHTH!
DLINAR(1) BpeMeHckOr HU3a, OX KOopucTu he Outu teopema 2.1.2,
OHOCHO HeH noka3. Ha amajmoraH HauuwH Kao y JOKa3y OBE TeOpeMe,
MOKe Ce MOKa3aT! Oa je

r (iiil;2 Z@ <ﬁ) E(X:L+k|Xn =Y + Z7Y7L - y)a z > 07
E<Xn+k’Zn =z) = -y o L\
TP 2 (m) E(X) 4l Xn=2,Y, =2 —2), 2<0.

i
=)
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DLINAR(1) momen

Kopucrehu ocobune ycnosror maremaruyror ouekusama NGINAR(1)
BPEMEHCKUX HU30Ba (3a ciayuaj kazxa je r = 1), HaKOH cyMupama Beh
MMO3HATUX PeaoBa, nobuja ce ma je

112

E(X,. 1| Z, = 2) =adF
( +k’ Z) 0‘1+2M

+(1—a"u+a*Z7.

Ha ocrHOBY moOujenor, jako ce m3BOJAE M3pa3u 3a MOTpPeOHA YCIOBHA
OUEKUBAKDA,

K +

E(X,|Z, =2) = Z+,

(X 2) Trop T
12

E(Y,|Z, = = z,;

B(Xon|Zi=2) = as ﬁ TRA G
12

EY,1|Z,=2) = +(1—-a)pu+az,.

a
14 2p
N romauno, (hopMyJie 3a MOAeIUpaH€e JATEHTHUX KOMIOHEHTH CYy

~2
; fi

X, = ——+Z'n>1,
1+24
. (12
Y, = -+ Z,.,n>1, 5.1.1
1+2M+ n s ( )
OITHOCHO,
X 2
Xps1 = @1+2ﬂ+(1—@)ﬂ+dzn+,nzl,
. 2
Yo = @1+2ﬂ+(1—@)ﬂ+@25,n21. (5.1.2)

5.1.1 Cumynanuja

Ila O6u ce mpoBepuiie aIpOKCUMATHUBHE OCOOMHE MOIEsa 3a UIAeHTH-
¢uranujy u npensubame nareHTHUX KoMnoneHT DLIN AR(1) monena,
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N nertudpuranuja u npeapubame JTaTEeHTHUX KOMIOHEHTU

U3BPIIEHA je cuMmyianyja, Ha Beh panuje onucanm vavwd, no 1000 y30-
paka obuma N = 5000, 3a cBaku ox nBa mezaBucHa NGINAR(1) ciy-
yajHa Hr3a. Ha OCHOBY THUX BPETHOCTU T'E€HEPUCAHE CY, KAO pPa3JuKa
nBa mezaBucHa NGINAR(1) canyuajua Husa, peanusanuje DLINAR(1)
BpEeMeHCKOTr Hu3a. Ropucrehu mobujene peasmsaiuje BpeMEHCKUX HU-
30Ba, OIEHEHU CYy MapaMeTpHu, [ ¥ (, TOCMAaTPaHOT MOIeJNa. 3a CBAKU
nobujenu Hu3 m3pauynate cy Yule-Walker-ose omene mapamerapa mMo-
neJsia, a 3aTUM je, y3 MoMOoh oIemeHnx nmapamMerapa u n00OUjeHux pea-
muzanuja DLINAR(1l) BpeMeHCKOr Hu3a, M3BPIIEHO MOAEIUDAHE Jia-
reHTHUX KoMmmoHeHTH, Tj. NGINAR(1) Bpemenckux uHuszosa. Taunuje,
kopumhemem n3pasza (5.1.1), u3Bpiena je maeHTUGUKAII]A, OTHOCHO,
PEKOHCTpYEKNUja, a kopumhemeM uzpasa (5.1.2), u3BpIeHo je jeHOKO-
pauno npensubame narentaux NGINAR(1) komnouenTu. Kpamwurer
MOJEepama je OINEHWBAH KOPEHOM CPEAmEKBAAPATHE TPEIKe, OI-
vocao, RMSFE cratuctuxkom. C 003upoM Ha TO nOa je KBAJIUTET U
MOHAIAKE OICHA MapaMeTapa aHAJU3UPAHO PaHUje W MPUTOM Cy IO-
TBpDheHe cTpora mocTojaHOCT U ACUMITOTCKA HOPMAJHOCT, Y OBOM HEJTy
nobujene onene nehe 6utu y ¢poxycy, Beh camo moromHocT Mozena 3a
UIEeHTU(GUKANN]Y U OpenBubame JIATEeHTHUX KOMIOHEHTU. 300r Tora
he, y okBupy pesyJsTaTa MOAEIUpama, OUTU MPUKA3AHE CAMO CPe-
Bbe BPEAHOCTU W CTaHAAPAHE [AeBUjalllije peajm3aluja OIleHa mapa-
Metapa, mooujermx Ha ocHOoBY 1000 y3opara obuma 5000. Bpen-
voct craructure RMSFE je pauynara 3a cBaku ox 1000 y3opaka, amu
dbuhe mpurazaHe caMO MUHVMAJHE U MaKCuUMaJiHe 3abeserxeHe Bpel-
HOCTU OBe cratuctuke. CuUMyIUpPAHO je YeTUpPU MOJAea Ca Pasiu-
YUTUM MapaMeTpuMa. J3a MIPBU MOJEJ, BPETHOCTU Mapamerapa Cy
@w=0,6ma=0,2 3a gpyru momea kopurihenu cy mapamerpu i = 0,8
u o = 0,3. Y tpehem moneny, mapamerpu ¢y g = 1,2 u o = 0,2.
W xkomauno, y uderBpTOoM, m3abpanu cy napamerpu 4 = 2 u o = 0,4.
Pesyaratu monenupama cy npukazanu y tabeaama 5.1 u 5.2.

Moske ce mpumernutu na ce, Ha osaj HauuH, NGINAR(1) narenrae
komnonente DLINAR(1) BpeMeHCKMX HU30Ba, MOTY HOOPO MOmeu-
partu. Y TpUIOT 0OBOj TBPAKU roBope MaJje Bpenuoctu RMSE cratuc-
tuke. Takobe, mpuMeTHO je U TO Oa je Omcer BPEeIHOCTU pPeaiu3allrja
OBUX CTATUCTUKA OpuiandHo Mauu. KRon mpensubama NGINAR(1)
KOMIIOHEHTHU, peajn3oBane Bpennoctu RMSE cratuctuka cy, pasyM-
JbUBO, HEmTO Behu Hero y ciydajy PEKOHCTPYKIMje, ajJu Cy U OaJjbe
y HEKOM pa3yMHO MaJioM omcery. Ha caumnu 5.1 ce mory BumeTu pea-
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DLINAR(1) momen

Tabena 5.1: Cpenme BpeoHOCTU W CTaHAApIHE IEeBUjallje Peamn30-
BaHUX BpemHOCTU oneHa napamerapa pu u « DLINAR(1) momena u
MUHUMAJHE W MaKCUMaJiHe peaJsin3oBane Bpemnoctu RMSE craruc-

TUKe Ka0 KPUTEPUjyMa Ba/baHOCTU MOJEJa 38 PEKOHCTPYKIU]Y

pn=0,6a=0,2
N ﬂYW d’YW RMSEmin RMSEmaz
5000 | 0,600 0,200 0,422 0,511
(0,016) | (0,015)
n=08a=0,3
N W &% 1 RMSEnmin RMSEmaz
5000 | 0,800 0,299 0,545 0,663
(0,021) | (0,016)
n=12a=0,2
N W &¥W 1 RMSE.min RMSEmax
5000 | 1,200 0,200 0,809 0,951
(0,027) | (0,015)
p=2a=0,4
N W &¥W 1 RMSE.;in RMSEmaz
5000 | 2,000 0,400 1,136 1,299
(0,049) | (0,015)

Tabesna 5.2: Cpenme BpeIHOCTU W CTAHAAPIHE NEBUjalldje pPean30-
BaHUX BpemHOCTU olneHa napamerapa i u « DLINAR(1) momena u
MUHUMAaJHE W MaKCUMaJiHe peaJsn3oBane Bpennoctu RMSE cratuc-

TUKE Ka0 KPUTEPUjyMa BAJbAHOCTU MOJEJA 33 IpeaBubhame

nw=0,6a=0,2
N W &YW 1 RMSE,in RMSEnax
5000 | 0,600 0,200 0,985 1,130
(0,016) | (0,015)
n=08a=0,3
N W &YW 1 RMSE,in RMSEnmax
5000 | 0,800 0,299 1,129 1.279
(0,021) | (0,016)
n=12a=0,5
N W &YW 1 RMSE,in RMSEnmax
5000 | 1,200 0,200 1,489 1,739
(0,027) | (0,015)
n=2a=0,4
N ﬂYW dYW RMSEnLin RMSEmcLa:
5000 | 2,000 0,400 2,162 2,519
(0,049) | (0,015)
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N nertudpuranuja u npeapubame JTaTEeHTHUX KOMIOHEHTU

AU3anuje CUMYJIMPAHUX HU30Ba CBE YeTUPU KOMOUWHAIMje mapamMeTrapa
U BUXOoBe oaronapajyhe momnene 3a pexkoncTpyknujy. C ob3upom HaA
HEeMOTYNHOCT T'pa(UUKOr IPUKa3a IEJOT Y30PKa, IPUKA3AHU Cy CaMO
UHUTKjaJHen nonay3opiu obuma 200, 3a cBakM O MOCMATPAHUX MOIe-
na. Ha caumu ce Morke youuTum na MOAENW 3a PEKOHCTPYKIU]Y HO-
opo ,duryjy’ cumynupany peanusanujy. Mebyrtum, xkonm uverBpTOr
nmpuMepa ce MOKe NPUMETUTH W3BeCTaH HemocTaTak. Hawmme, Kako
ce Ha ocHOBY u3pasa (5.1.1) Buau, MUHUMATHA BPEIHOCT MOIENA je
f2/(1 + 2f1). Ila 6u Momen 6uo cnocobaH ma JOCTUTHE CBE BPEIHOCTU
NGIN AR(1) koMmnonenTe, OTpeGHO je Ja MPeTXOAHO MOMEHYTa IDaHU-
na, j%/(1+2f), 6yae mama oxn 0,5, He 61 JIU TPUITUKOM 3a0KPYTILUBAMA
Moria ga pocture m Bpemuoct 0. To he Outm moryhe yromwmko je
BpemHOCT MapaMerpa fi Mama of (1++/3)/2. Y cymporrom, moctojahe
onpebenn mojac, 3a oBe Mozese, HEJOCTRKHUX BPETHOCTH.

6 7

|6

BPEMEHCKH HU3 JOOHjEH CUMYIALIjOM PEKOHCTPYKIIHja BPEMEHCKOT HU3a

Cnuka 5.1: Cumynupanu DLINAR(1) HU30BU U BUXOBE PEKOHCTPYK-
nuje

[IIto ce oBor mpobiema, y caydajy Momea 3a NpeaBubhame TUUe,
y ckaamy ca m3pasom (5.1.2), nobuja ce 3a HUJAHCY CIIOKEHUJU yCIIOB
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SDLINAR(1) monen

KOjU mapaMeTpU MOpajy Aa 3aJ0B0OJbe He OU JM MOJAes MOTao Ja UMa
BPEHOCTU y TesioM ckyny Ng, HeHeraTWBHUX Iesux Gpojesa,
202 _ 1
1+20 2—a

5.1.2 Ilpumena Ha peajJHUM IIOIAIIMA

Popmysie 3a PEKOHCTPYKIM]Y JIATEHTHUX KOMIIOHEHTU CY IIpUMe-
meHe Ha noctojehe peasne momatke. Ha ocHOBY pasnuke 6poja mpu-
jaBmeHux Kpaba MOTOpHUX Bo3miaa cranumnamva 1608 m 2811, moGu-
jEHN Cy MOOesV HU30Ba KOjU NPENCTaB/bajy MOMATKE 3a CBAKYy CTAHU-
ny mocebno. Ha cmmkama 5.2 u 5.3 cy mpurazaHu OPUTMHAIHUA IIO-
[oamy W pesysiTaT Momeaupama. Morke ce BumeTu ma MOIETUPAHU
moJany MPUIUYHO AOOPO MpaTe TPAajeKTOPHUjy PeaJHUX BPEIHOCTHU.
Bpenmnocr RMSE craructuke nznocu 1,690. C oG3upom Ha TO ma ce
pamu o cuMerpuynoMm moneny, RMSE BpenHoct je ucra 3a 06e KOMIIO-
HeHTe. Y3uMmajyhu y 003up pacmoH BPEAHOCTU MOJATAKA O IMPUjaBJhe-
HUM Kpabhama MOTOPHUX BO3UWJIA OBUM IOBEMA MOJIWIN)CKAM CTAHUIIAMA,
MOke ce pehu ma je mpuMemeH ageKBaTaH CTATUCTUYKUA MOIE.

5.2 SDLINAR(1) monen

N y cayuajy INAR BpeMeHCKOT HM3a Ca ACUMETPUUHOM IUCKPET-
HoM JlammacoBoM MapruHAJIHOM PAaCIONEesIOM, HA CIUYAH HAYUUH KAO0
mTo je TO ypabeHO y mpeTxomHOM, MOxke ce nmohu mo ¢opwmyina 3a
MOJeIupakhe JATEHTHUX KOMIOHeHTHU. Pemmeme Tor mpobiema Jexu y
noka3zy Teopeme 3.3.3, m3pazy 3.3.3 u teopemu 3.3.5.

Hawnwme, Basku caemeha Besa usmeby Bpemenckux muzosa {X,} u
{Y,} u muzosa {Z} u {Z,}

E(XpnlZn) = ak$+(1—a’f)u+@kzg,
Hv e k77—

EYnirlZy) = BF—1—+(1— — Bz
(YoixlZn) BHM+U+( B - 82,

Ose mBe jemnakoctu omoryhasajy ma ce, 3a k = 0, nobujy dpopmyie
mo KojuMa Ou Oumso Moryhe peKOHCTPYWCATU BPEAHOCTHU JIATEHTHUX
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N nertudpuranuja u npeapubame JTaTEeHTHUX KOMIOHEHTU

12-

DLINAR(1)

emmm» bpoj kpalha MOTOpHUX BO3MUIA

Cnura 5.2: Bpoj kpaba MoTOpHUX BO3mMJIa NPUjaBHEHUX MOJUIN]CKO]

craaunu 6poj 1608 um peKoOHCTPYKIMja TOT HU3A

10-1199
10-dure
00-90H
00-HAL
00-Hel
66-19e
66-den
R6-130
86-lew
L6-T19Y
L6-1AL
L6-990
96-1199
96-dure
G6-90H
S6-HAL
S6-Hel
y6-14e
y6-den
€6-130
€6-few
76-T1o
26-uAl
76-990
[6-1199
[6-dure
06-90H
06-HAL
06-Hel

DLINAR(1)

e bLpoj kpaha MoTOpHMX BO3MIIA
Cnura 5.3: Bpoj kpaba MoTopHUX BO3mia MPUjaBHEHUX MTOJIUIM]CKO]

craaunm 6poj 2811 m PeKOHCTPYKIMja TOT HU3A
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SDLINAR(1) monen

KOMIOHeHTU, BpeMenckux Huzosa {X,} u {Y,}

. i

Xn - ~ A+Z:7n217
I+a+v

Y, = —" iz >l (5.2.1)
I+p+v

Y cayuajy kana je k = 1, nobujajy ce popMyie 3a je THOKOPAYHO IpPE-
BuDame BPEAHOCTU JIATEHTHUX KOMIIOHEHTHU, BpEeMEeHCKUX Hu3osa { X, }
u {Y,}, HA OCHOBY peanu3amuja BpeMeHCKOr Hu3a {Z,}

> N L e s

Xn+1 = am%—(l—a)u%—aZ:,nZl,

: 5w M a L A

Yipr = 6m + (1 =B+ pZ, ,n>1. (5.2.2)

5.2.1 Cumyaanuja

Kao u y mpeTxoaH0 onmucaHuM CUMYyJIalljaMa 38 CUMETPUYHU MO eI,
n y caydajy acumerpuunor SDLINAR(1) monena je m3BpiieHa cuMy-
nanuja, sajupe nsa HesasucHa NGINAR(1) BpeMeHCka HU3A, a 3aTUM
je Ha OCHOBY TaKO MOOUjeHUX peaJsn3alirja, Kao pa3juKa IBa HE3aBUC-
Ha HU3a HOOMjeHa W peaJsn3alidja BPEMEHCKOT HU3a Ca aCUMETPUUYHOM
muckpetnoMm JlammacoBoMm maprunaJgaoM pacrnogesioM. CumMyaupano je
1000 y3opaka obuma N = 5000. Cumynaupane Cy BpEeIHOCTU 38 YETUPU
MOJEeJa Ca Pa3IUYUTUM KOMOWHAaNMUjaMa BPETHOCTU mapamerapa. 3a
npBuU Momes cy u3abpanu napamverpu = 1, v =0,5, a =0,4u §=0,2.
3a npyru Momes cy kopuirhene Bpemmoctu (= 1,2, v =1, a=0,1u
6 =0,2. Y tpehem cy mapamerpu omau p = 2, v = 0,2, a = 0,5 u
£ =0,1. YerBpT; MOAesN je CUMyJUpAH ca mapaMmerpuma [ = 2, v = 4,
a=0,5u (=0,2. Ha ocHOBY cuMyJMpaHUX BPEIHOCTHU, 38 CBAKU Y30-
pak cy onemenu napamMerpu. Ropumhene cy Yule-Walker-ose ormene n
to pYWs, pYWs @YWs y BYWs  nave vy teopemu 3.4.3. Ha ocHoBy mo-
bujerux peasusamumja SDLINAR(1) BpeMeHCcKrMOr Hu3a u JOOUjEHUX
oleHa mapamerapa, kopumhemem uzpasa (5.2.1), usspiuena je peKoH-
CTpYyKIUja JaTeHTHUX KoMmouernTu. [lomohy uspasa (5.2.2), uzspueno
je jeIHOKOpAaYHO NpenBubame JATEeHTHUX KOMIIOHEHTMU.

Kao mepa kBaauTeTa Momeaupama, 1 y OBOM CJIydYajy, je Kopumrhex
KOpEeH cpenmekBaapaTHe rpemke, RMSE. Kao Hu KO CUMETPUYHOT
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N nertudpuranuja u npeapubame JTaTEeHTHUX KOMIOHEHTU

MoOJesia, HA Y OBOM CJIy4dajy aKIeHAT HUje Ha BPpeIHOCTUMA OIleHA, TAKO
na he 6utu mpukazanu pe3yaratu caMo Ha y3opumMma odbmma 5000.
Pesynraru momenupama cy npukazanu y tabemnama 5.3 u 5.4.
Mogmenu nobujeHu y OBOM CJydajy MpeacTaB/bajy ao00ap HAUWH 3a
PEKOHCTPYKIN]y U TpenBUbhame BPETHOCTU JIATEHTHUX KOMIIOHEHTU.
Bpemnoctu peamuzamuja RMSFE cratuctuke cy, y OOHOCY Ha PACIOH
BPEIHOCTU CUMYJIUPAHUX HU30Ba, PEJIATUBHO MaJle U MPUTOM je WH-
TepBaJ kperama RMSE Bpemnoctu mocta y3ak. Tarkobe, y mpuior
KBAJUTETA MOEJVpama WAy W Majau pacuoHu peanumdanuja RMSE
CTATHUCTUKA KOje OIEeHY]y T'DEIIKY IPUINKOM jeTHOKOPAYHOI IPeaBU-
bama. CacBuMm je ouekmBaHO Ha Te BpenHoctu Oyay Behe om oaro-
Bapajyhux 3a pekonctpyrnujy. MebhyTum, y ogHOCY Ha paCcIoOH BpeI-
HOCTM BPEMEHCKOI HU3a, TO je U Aajbe Ha 3a0BOJbaBajylieM HUBOY.
Ha caumu 5.4 ce, ma mpBM morJyien, MO)Ke NPUMETUTH joir OoJsbe

S = N W A L O 9 0 O
P S SR S WA S S T

BPEMEHCKH HH3 JTOOHjeH CUMYJIAIHjoM PEKOHCTPYKIIHja BPEMEHCKOT HH3a

Caura 5.4: Cumynupanu SDLINAR(1) HU30BU U H>UXOBE PEKOHCTPYK-
nuje

Ipujamame MOAECIUPAHUX BPETHOCTU HA CUMYJIWPaHE MOIATKE, HEro
ITO je TO OMo ciydaj KOA cuMeTpuyHOr Momena. (OBa ciawmka je joir
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SDLINAR(1) monen

Tabena 5.3: Cpenme BpeoHOCTU W CTaHAApIHE IEeBUjallrje Peamn30-
BAHUX BPEIHOCTU OlleHa napamerapa (i, v, a u [ SDLINAR(1) monena
Y MUHUMAaJIHE U MaKCUMaJHe peanaun3zoBane Bpemaoctu RMSE cratuc-

THUKe Ka0 KPUTEPUjyMa Ba/baHOCTU MOJeJa 38 PEKOHCTPYKIU]Y

n=1v=0,5a0a=0,406=0,2
N ayYw YW aYw BgYw RMSE,in RMSEmaax
5000 | 0,999 0,499 0,373 0,270 0,476 0,591
(0,037)  (0,019) | (0,019) (0,021)
pn=12rv=1a=0,16=0,2
N ayYw YW aYw BgYw RMSE,in RMSEmnaqx
5000 | 1,200 1,000 0,155 0,220 0,751 0,873
(0,033)  (0,038) | (0,017)  (0,022)
n=2v=0,2a=0,56=0,1
N ayYw YW ayYw BYW | RMSEumin RMSEmax
5000 | 1,996 0,200 0,487 0,160 0,347 0,434
(0,067)  (0,011) | (0,017)  (0,029)
pn=2v=4a=0,55=0,2
N ayw YW aYw BYW | RMSEumin RMSEmax
5000 | 1,997 3,999 0,431 0,216 1,446 1,694
(0,072)  (0,095) | (0,022) (0,016)

Tabesna 5.4: Cpenme BpeIHOCTU W CTAHAAPIHE NEBUjalldje pean30-
BaHUX BPEIHOCTU OlleHa nmapamerapa p, v, a u 3 SDLINAR(1) monena
¥ MUHUMAJIHE U MaKCUMaJiHe peaju3oBaHe Bpenuoctu RMSFE cratuc-
TUKE Ka0 KPUTEPUjyMa BAJbAHOCTU MOJEJA 33 IPeaBUbhame

pu=1v=0,ba=0,45=0,2
N ayYw YW aYw BYW | RMSEnmin RMSEmaz
5000 | 0,999 0,499 0,373 0,270 0,881 1,858
(0,037)  (0,019) | (0,019) (0,021)
n=12v=1a=0,18=0,2
N ayYw YW aYw BYW | RMSEmin RMSEmaz
5000 | 1,200 1,000 0,155 0,220 1,074 1,745
(0,033)  (0,038) | (0,017) (0,022)
n=2v=0,2a=0,506=0,1
N ayw YW aYw BYW | RMSEin RMSEmaz
5000 | 1,996 0,200 0,487 0,160 0,369 2,346
(0,067)  (0,011) | (0,017)  (0,029)
w=2vr=4a=0,506=0,2
N ayw YW aYw BYW | RMSEin RMSEmaz
5000 | 1,997 3,999 0,431 0,216 2,135 4,025
(0,072)  (0,095) | (0,022) (0,016)
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N nertudpuranuja u npeapubame JTaTEeHTHUX KOMIOHEHTU

jemHa mOTBpIa KBaJUTETa mocMaTpane pekonctpykiuje. C 063upom HA
HeMOryhHoOCT mpurazauBama Ieanx yzopaka obuma 5000, mpurazanu
cy caMo mHuUNmjaJdHu nonysopru obuma 200.

Ila 6u Momes 3a PEKOHCTPYKIM]Yy MOTaO U TEOPHUjCKU ma obe3demu
CBe BPEIHOCTU Y CKYIIy IeJUX, HEHEraTUBHUX OpojeBa, mOoTPebHO je ma
BayKU ma je 20 < 1+ i+ 0. Y caydyajy jemHOKOpAdYHOT IpenBubama
JIATEHTHUX KOMIIOHEHTU NOTpebHa Cy ABa YCJIOBa, jedaH 3a JIATEHTHY
rkomnonenty {X,}, apyru 3a {Y,}. To cy caemehn ycmosn,

(1+ 4+ 2)(1—24) +2ap(1 + i) > 0,

(144 2)(1—20) +230(1 4+ ) > 0.

5.2.2 Ilpumena Ha peaJlHUM MO JaIIMa

Ilobujene popwmyiie cy TecTmpaHe Ha peayHUM nojarmuma. Ha oc-
HOBY Pa3jiuKe y OpOjy TEmKUX HAIAAa MPUjaBJLEHUX MOJUIIN]CKUM CTa-
HunaMa 3605501700 u 3605508702, nobdujen je Opoj NpumjaBbEeHUX Ha-
nmaga camo ctanunu 3605501700. IIpaBm m Momemupanm momamy Cy
npukaszanu Ha caunu 5.5. Bpemnoct RMSE craructuke usnocu 0,369.

Taxkobe, Ha ocHOBY pazinuke y OpOjy HACUIHUX KPUBUYHUX €4
IpUjaBJbEHUX ToaulyjckuM cranunama 3605508702 u 3605501400, mo-
OUjeH je HU3 BPEIHOCTU KOj€ MPEeNCTaB/bhajy Op0j HACUIHUX KPUBUYHUX
nmesia nmpujaBbenux camo cranunu 3605501400, CrBapue um Momenu-
pame BpemHocTu cy ynopebene Ha caunu 5.6. Peasm3oBana BpemnocT
RMSE cratuctuke usnocu 1,034.

W ma jemnoj m Ha ApyTroj cauiu ce nmpuMmehyje CKOpo maeaHoO IOK-
Janame MOeJNa Ca MOoJaTalliMa O MOCMATPAHUM KPUBUYHUM JEJIUMA.
BpennocTtu Kopena cpenmeKkBaIpaTHE T'PEMIKE Cy, ¥ OTHOCY Ha BpPEI-
HOCTUA OPUTMHAJNHUX IOAATAKa BEOMa HUCKe, IITO KBAJUPUKY]e OBaj
MOJIeJI 3a YCIEIIHO MOJEIUpPame JATEHTHUX KOMIIOHEHTMU.

5.3 CSDLINAR(p) momedn

Yumennna na ce ayrokopenanuone ¢pyuunje CGINAR(p) Bpemen-
ckux mHm3oBa {X,} u {Y,} mMory m3spasutu y TepMuHMMA BPEMEHCKOT
Hu3a {Z,} 1 uU3pa3m 3a MaTEeMATUYKO OUYEKUBAE CJIYyUajHUX IIPOMEH-
BUBUX X,k U Y, .1k, YCIOBJbEHUX HPOMIIIOMNY BPEMEHCKOT HU3A Z,,
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CSDLINAR(p) monen
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Craurka 5.6: Bpoj HacuaHUX KPUBUYHUX [Aejia MPUjaB/HLEHUX, HA MeCeu-

HOM HUBOY, HOJMnujckoj ctanunu 0poj 3605501400 m meroBa peroH-

CTPYKINja
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N nertudpuranuja u npeapubame JTaTEeHTHUX KOMIOHEHTU

H,, n3Benenu y nokasy npumende 4.2.1, orBapa MOryhHOCT UACHTU-
¢uKanMje U PEKOHCTPYKIUje U, €BEHTYaJHO, IpeIBubhama JaTeHTHUX
komnornentu {X,} u {Y,} camo Ha OCHOBY peanmsaiuja BPEMEHCKOD
Husa {Z,}. Haume, MmareMaTndyko o4eKuBame CIIydajHUX IPOMEHJBUBIX
Xptk 1 Yyip YCIOBJBEHMX IPOMIIOMINY BPEMEHCKOT HU3a Z, CY

j22%
B(XuaHa) = (1= ")+t ———— ’“Zcbz P

E(YurslHy) = (1= 5+ 3L — +ﬁ’“2¢>z R

3a k = 0, nobuja ce popmyna koja oMoryhyje pekoOHCTPpYKOujy Jsa-
TEHTHUX KOMIIOHEHTV Ha OCHOBY peaJii3annje BpeMeHCKOr Huza {Z,},

Xn = A+Z¢z n+1— z?n2p7

T

~

Y, =

it
Ty
i
i +§:@nﬂw n > p. (5.3.1)

3a k =1, nobuja ce Ppopmyiia KOjOM Cce MOTY IPEIBUAETU BPEIHOCTU
JIATEHTHUX KOMIIOHEHTM 3a jenaH Kopak y OymyhuocTn,

N o R 0 R N
Xn+1 = (1 — Oé),LL + Oé'u— + az @biZ;.H_pn > D,

l+i+0 &

. . L b R
Yn — 1— ) T <~ ’L’Zﬁ i Z . 532
+1 ( ﬁ>y+ﬁl+u+y+6, GiZ1pmn>p )

5.3.1 Cumynamnuja

Cumymanujama KOMOMHOBAHOT MOJea Ca aCUMETPUYHOM IUCKDPET-
HOM JlammacoBoM MaprmHaJHOM PACIONEJIOM je, cama Beh Tpaaunuo-
HAJIHO, M3BPIIEHA TAKO INTO Cy HAJUpEe CUMYyJIWpaHa OBA HE3aBUCHA
CNGINAR(2) BpeMeHCKa HU3a, a 3aTUM je HA OCHOBY HUXOBUX pea-
au3alyja, Kao pa3juka IBa HE3aBUCHA HU3A NOOUjeHa M peasu3alu]a
CSDLIN AR BpemeHCKOT HU3a pena asa. VI y oBOM caydajy je cumyiu-
paHo, 3a cBaku on yetupu Mogzena, mo 1000 yzopaka oduma N = 5000.
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CSDLINAR(p) monen

Kombunamnuje npaBux BpeaHOCTU apameTapa Koje cy u3abpane ma o6u
mTo 60Jbe MpUKa3ajie IPUMEHBUBOCT MoJena cy ndabpane Ha cienehu
HAUWH, 3a OpBU Momaes cy um3abpanu mapamerpu i = 0,5, v = 0,8,
a=20,3 =05 ¢ =0,3u ¢ =0,7. 3a npyru momea cy usabpane
Bpemaoctu 4 = 1,2, v =1, a=0,1u f=20,2, ¢ = 0,6 u ¢ = 0,4.
Y tpehem cy 3a mapamerpe kopumnihene Bpemuoctu ( = 2, v = 0,2,
a=05u =01, ¢ =0,2u ¢ =0,8 YerBpTu MOmEa je CUMyIUPAH
ca mapamerpuma pu =2, v =4, a=0,5u =0,20; = 0,5 u ¢ = 0,5.
Kopucrehu nobujene peanauszamuje, ONemEeHN Cy MapaMeTpU 3a CBaKU
y3opak. Ropwumhene cy Yule-Walker-oBe omene u To mare y Tteopemu
4.3.2. Hakom Tora cy, 3a CBaku y30pak, Ha OCHOBY u3pasa (5.3.1),
PEKOHCTPYUCAHE NBe JaTeHTHe KoMnouente. Kopucrehiu uzpas (5.2.2),
M3BPIIEHO je jeTHOKOPAYHO MpeaBubame JIATEHTHUX KOMIIOHEHTH.

Kopen cpemmexBanparue rpemke, RMSE, je, u oBora myra, KO-
pumhen kao Mepa kBajaurera ,puroBama’. Pesyntarm nobujenu Ha
y3opuuMma obuma 5000 cy nmpurazanu y tabenrama 5.5 u 5.6.

Kao mro je u panuje norBpbheno, mobujene oneHe ce yriiaBHOM IO-
Oynapajy ca IpaBUM BpeTHOCTUMA MapaMerapa. Peasn3oBaHe Bpen-
voctu RMSE craructuka Ccy OPUINYHO MaJie y OOHOCY Ha pPeaim30-
BaHe BPEIHOCTU BPEMEHCKOT HU3a, TaKO na ce Moke pehu ma ce oBaj
MOJEJ MOK€ MCKOPUCTUTU 3a TMOY3JaHy PEKOHCTPYKIM]Y JTaTEHTHUX
komnouenTu. [IlTo ce momena 3a mMpPOrHoO3y Twde, Ty Cy pean30BaHe
Bpennoctu RMSE craructuka HEIITO BUINE, ajJy je PaCIOH U Iajbe
BeOMa MaJid, IITO yKa3yjeé Ha M3BECHY CTAOUIHOCT OBAKBOI HAYWHA
Momesupawma. Ha caumu 5.7 ce Moske BUAETH BeoMma MHOOPO MOKJa-
mame PEeKOHCTPYUCAHOT MOJeJa U peasu3aluje Koja je 1o0ujena cumy-
ganujoM. VM y oBoM caydajy je IpUKa3aH caMO MHUIUjAIJHU IO Iy30PaK
obuma 200. Kom uerBpTOr MOmena ce MOKEe YOUUTU [a je MUHUMAJHA
BPEIHOCT KOJy MOIEIUpaHu HU3 Moske nooutu 1, Tj. Bpennoct 0 octaje
BaH CKyma Moryhwx peanam3oBaHux Bpennoctu. Oryna m Hemro Behe
peamuzoBane BpemHoctu RMSFE cratucTuke KOA YETBPTOT MOIEJA.
Ila ce To He Om mermaBaJjio MOTPEOHO je ma TPUIUKOM PEKOHCTPYKIU]E,
3a peaJu30OBaHE OIleHE IapameTrapa Baxku 24V < 1+ i+ v. Y cayuajy
jeHOKOpAUYHOT TpenBUDhama JaTEeHTHUX KOMIIOHEHTH MOTpebHO je na
BayKU

(1+a+0)(1—24) +260(1 + i) > 0,
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N nertudpuranuja u npeapubame JTaTEeHTHUX KOMIOHEHTU

Tabena 5.5: Cpemme BpemHOCTH W CTaHIApIHE OEBUjallje Pean30-
BaHUX BPEIHOCTHU OIEHA mapamerapa (i, V, o, [, ¢1 u ¢po CSDLINAR(2)
MOJeJIa U MUHUMAJHEe U MaKCUMaJiHe peajun3oBane Bpennoctu RMSE
CTATUCTUKE KAaO KPUTEPUjyMa BaJLaHOCTU MOIEJa 38 PEKOHCTPYKIU]Y

u=05v=08a=0,33=0,5¢; =0,3¢pa=0,7
N ayw YW aYw BgYw RMSE,.in RMSEmaax
5000 | 0,500 0,800 0,261 0,367 0,303 0,697 0,435 0,550
(0,022)  (0,029) | (0,027)  (0,026) (0,037) (0,037)
nw=12v=1a=018=0,2¢1=0,6¢+2=0,4
N ayYw YW aYw BgYw RMSE,.in RMSEmnaqx
5000 | 1,199 0,998 0,090 0,153 0,602 0,394 0,753 0,871
(0,031)  (0,030) | (0,021) (0,022) (0,082) (0,082)
p=2v=0,2a=0,5=0,1¢1=0,2¢2=0,8
N nyw YW ayYw BYW | RMSE.in RMSEmax
5000 | 1,998 0,200 0,489 0,091 0,206 0,794 0,357 0,446
(0,069)  (0,037) | (0,023)  (0,026) (0,092) (0,092)
u=2v=4a=0,58=0,2¢1 =0,5¢2=0,5
N nyYw YW ayYw BYW | RMSE.in RMSEmaz
5000 | 2,000 3,998 0,362 0,201 0,501 0,496 1,446 1,720
(0,084)  (0,085) | (0,029)  (0,020) (0,039) (0,039)

Tabema 5.6: Cpenme BpemHoCTH U CTaHIAPIHE NEeBUjallje Peam30-
BaHUX BPEIHOCTHU OIEHA mapamerapa ji, V, «, 3, ¢1 u ¢po CSDLINAR(2)
MoOesia U MUHUMAJHE U MaKCUMaJiHe peaju3oBaHe BpenrHoctu RMSFE
CTATUCTUKE KAO KPUTEPUjyMa BaJbaHOCTU MOIEJa 3a MpeaBubhame

1w=05v=08a=0,38=0,6¢1 =0,3¢p2=0,7
N ayYw pYw aYw BYW | RMSEin RMSEmax
5000 | 0,500 0,800 0,261 0,367 0,303 0,697 0,889 1,436
(0,022)  (0,029) | (0,027)  (0,026) (0,037) (0,037)
n=12v=1a=0,18=0,2¢1=0,6¢+2=0,4
N ayw pYw aYw BYW | RMSEin RMSEmaz
5000 | 1,199 0,998 0,090 0,153 0,602 0,394 1,494 2,159
(0,031)  (0,030) | (0,021) (0,022) (0,082) (0,082)
n=2v=0,2a=0,506=0,1¢; =0,2p2=0,8
N ayw pYw aYw BYW | RMSEin RMSEmax
5000 | 1,998 0,200 0,489 0,091 0,206 0,794 0,531 3,058
(0,069)  (0,037) | (0,023) (0,026) (0,092) (0,092)
p=2v=4a=0,56=0,2¢; =0,5 p2 =0,5
N ayw YW aYw BYW | RMSEin RMSEmax
5000 | 2,000 3,998 0,362 0,201 0,501 0,496 2,401 5,560
(0,084)  (0,085) | (0,029)  (0,020) (0,039) (0,039)
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CSDLINAR(p) monen

3a saTeHTHY KoMmMmnouenty {X,} u
(1+ a4 2)(1—20) +280(1 4+ ) >0,

3a komnonenty {Y,}.

(=2

S = N W R LN X O o

0

30
B r

S = N W Bk LN ® O

BPEMCHCKH HHU3 JJOOUjeH CUMYJIallijoM PEKOHCTPYKIIHja BPEMEHCKOT HH3a

Cnura 5.7: Cumynupanu CSDLINAR(2) HU30BU ¥ HUXOBE DEKOH-
CTPYKIIHje

5.3.2 IlpumeHna Ha peajlHUM IIOIAIIIMA

Y caydajy momaTtaka O KpUBUYHUM JICJIVMa Yy BE€3U Ca HAPKOTUIIMA,
1y Be3U ca IPOCTUTYIMjOM MOryhe je MPOBEPUTHU KBAJIUTET OBUX (POP-
MyJia jep MOCTOoje MOAaI O CBAKOj MOJUIIN]CKOj cTanuiu nocebuo. Ha
cauru 5.8 je mpukaszaH OpOj KPUBUYHUX Iejia y Be3U Ca HAPKOTUIIMA
KOjU je MECEYHO TpujaBpUBaAH ToJuujckoj ctanunm 36055001600 u
peasm3anmja BpeMEHCKOT HM3a pena 3, Koja IpencTaB/ha PEKOHCTPYK-
nujy oBUX momaraka (a) mobujeHa camMoO Ha OCHOBY BPEIHOCTU DPa3-
auka uaMebhy monunujckux cranuia 36055001600 u 36055009500, rao
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N nertuduranuja u npeapubame JTaT€HTHUX KOMIOHEHTU

—— BpQ] npecTyna (Haplcomun) CSDLINAR(3)

10

BpQ] mmpecTyna (HapKOTI/ILII/I) CSDLINAR(3)

Cnura 5.8: Bpoj KpUBUYHUX [eja y Be3U Cca HAPKOTUIIUMA MPUjaBJbEH
noaunujckoj crarum 36055001600, Ha MeCEUYHOM HUBOY, PEKOHCTPYK-
nuja TOr Hu3a (a) U HeroBo jeqHOKOpayHo npensubame (6)
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TINAR(1) momen

U peajm3aldja BPEMEHCKOT HM3a peaa 3, Koja MpencTaB/ba jemTHOKO-
pauny mporuo3y (6) 6poja mocMarpaHux KpuBuyHUX nena. JloGuje-
ve Bpennoctu RMSE omnene kBajaureTa Momeaupama usHoce 1,712 u
2,545, pecuektuBHO. Ha OCHOBY peajiM30BaHMX BPECHAHOCTU CTATUC-
tuka RMSE m Ha OCHOBY TpajeKTopuja MPUKA3aHUX HA CIUIUA 5.8,
MOsKe ce pehu ma mpuraszaHu HAYUH MOJeJUpama MOKe na Oy1e mpux-
BaheH Kao amekBaTaH 3a OBaj TUIl IMOJaTaKka. 3a Pen MoIesa je m3a-
OpaHa BpeOHOCT 3 3aTO MITO je MPETXOMHO, y MeJy Y KOjeM je Tmpem-
craBimen kombunoBaru SDLINAR momen, tavHuje, Mo pe3yaTaTUMa
npukazaauM y tabemu 4.9, Momen pena 3 m3abpaH Kao aleKBaTaH
MOZeJI 3a MOJAeJupaime MmomaTaka O Opojy IpecTyla y Be3u ca Hap-
KOTUIMA.

5.4 TINAR(1l) monen

Kao mro je To panuje momenyro, INAR Momenu ca CUMETPUYHOM
1 aCUMETPUYHOM auckperHoM JlammacoBoM MapruHaIHOM PaCIIOAeIoM
HUCY jeOVHN KOju OM MOrJIM Ha ce IpeacTaBe Kao pa3JIMKa [OBe Ja-
TEeHTHE KOMIIOHEHETE, Tj. Ka0 Pa3jnKa IBa BpeMeHcKa Hu3a. OcuM mux
u TINAR mMomen BpeMeHCKUX HU30Ba, KOju je yBemeH y pamy Freeland
(2010), moske ce, Takobhe, IpenCcTaBUTU KAO PA3JINUKA [BA HEHETNATUBHA,
meszasucHa, [ NAR Bpemencka uu3za, aiau ca llyacoHOBOM MapruHa-
HOM pacmnomesom. C 0063upoM Ha TO Aa je, HAa HEKM HAYWH, OBA]
MOJeJI IOCIIYKMO Ka0 MHCIUpAaIyja 3a Je(UHNCAE PA3ININTUX MOIe-
sga ca auckpeTHoM JlammacoBoM MapruHaJHOM pacmoneiaoMm, 6muiao ou
MHTEPECAHTHO NpoBepuTu ma au ce u kako Ha TINAR(1) Bpemencke
HI30Be MOKe NPUMEHUTU IO cala ONUCAaHA UIAECHTU(GUKANMja W IPe-
Bubame JaTEeHTHUX KOMIIOHEHTH.

Heka je {Z,} jemam TINAR(l) BpeMEHCKM HU3 Ca CAMETPUYHOM
CremamoBom, Skellam(A/(1 — «)) pacmomenom. Heka cy {X,} un {Y,}
nsa HesaBucHa I NAR Bpemencka musa ca Ilyacomosom, P(A/(1 — a)),
pacmonenoM, meuHMCAHA NOMONY OMHOMHOT THHUHI OIepaTropa Ha
cnenehun HaYMH

Xppi=aoX, +e, 1 u Y, g =aoY, +n,1, (5.4.1)

rae je o OMHOMHU TUHUHI OIIEPATOP, €JIEMEHT! OPOjayKnX HU30Ba CY
He3aBUCHE, JeTHAKO pacholes/beHe ClIydyajHe ITpOMeHJbuBe ca bepHyim-
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N nertudpuranuja u npeapubame JTaTEeHTHUX KOMIOHEHTU

jeBoM pacmomesoM ca mapaMmeTrpoM «. Heka oBa mBa BpeMeHCKa HU3a
npencTaBiba)y JaTeHTHE KOMIOHEHTEe HU3a, Tj. HeKa BaKU

Zn L X, =Y, (5.4.2)

Kako 6u ce onpenmie ¢popmyiie 3a peKOHCTPYUCAKE U IpeaBuhame Jjra-
TEHTHUX KOMIIOHEHTU HAa OCHOBY peaju3aliija BPeMeHCKOr Hu3a {Z,},
norpebuo je, 3a k = 0,1, onpeauru yciaosHa ouekusBama F (X, x| Z, = 2)
u E(Y,x|Z, = z). Hauun ussobema he Gutu ciavuan kao y ciaydajy
BPEMEHCKMX HM30Ba Ca AUCKpeTHOM JlamracoBoM MapruHAJHOM Pac-
O JEJIOM.

Hexka je z > 0. Tana je

- P(X,=1z,2,=2)
E(Xp|Zy=2) = > aP(Xy=a|Z,=2)=) =z Pz, = 5
=0 no

=0

1 o.] [o.¢]

= ———— Y 2y PX,=2,X,=y+2Y, =)
P(Zn:z); yz:%
1 o0 (o]
AEEPIDY

xP(X, =y+2)P(Y,=y).

3aMeHOM MecTa penoBuMa, nobuja ce ma je

OOL)QWZ
E(X,|Z,=2) = Lo E(X,|X, = Y, =
XulZu=2) = By S X =y 2% =)

Yaumajyhu y 063up ynmeHunIly ca je MapruHajiHa PACIOfesa BPEeMeH-
crkor Huza {Z,} Cremamosa, Skellam(\/(1 — «)), pacnmomena, Tj. [1a

Je
_ 2\
P(Zn:z):e%fz( )

11—«
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TINAR(1) momen

rae je I (x) momudurosana BecemoBa ¢yHKIMja TpBOr pena, mneGuHu-
caHa Ha ciaenehwm Hayun

BRI
L(e) = ; yT(y +2z+1)

nobuja ce ma je

A Lo ()
l—a (&)

E(X,|Z, =2) =

Ha cauuan mauwun, 3a z < 0, nobuja ce na je

AL (1)
l—a I, (&)

E(Xu|Zn = 2) =

C 0063upom Ha TO na je MapruHajJHa PACIOIesia BPEMEHCKOT HU3a CU-
METPUYHA, YCJIOBHO OUEKUBAKE CIIydajHe IPOMEHJbUBE Y,, 3a HaTO Z,
he ourn

EY,|Z,=2) =

[IIto ce mpemBmbama JaTEHTHUX KOMIOHEHTU TUYE, MOTPEOHO je
OIPEeIUT BPEIHOCT YyCJOBHOT ouekumBawma F(X, 1|7, = z). 3sobe-
e Ceé ONBUja Ha CKOPO IMOTIIYHO WMCTU HAYWH KAO W y CJydajy WIOeH-
TU(UKAIje JIETEHTHUX KOMIOHeHTH. JemmHo Tpeba y3etm y o03up
ocobuny T'INAR(1) Bpemenckux Hum30Ba npukasany y Freeland (2010),
E(Xp|Xn) = aX, + A

Heka je z > 0. Tana je

= = Xpi1=x,4p=2
E<Xn+1|Zn:Z> = Z[EP(XR+1:"E|Z”—Z Z +1 2) )
=0 =0
— 5 ZxZP 1 =2, X =y+2,Y,=vy)
z=0 y=0
— ) Z;:):z;P X=X, =y+2,Y,=y)
z y

X P(X,=y+2)P(Y,=y).
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N nertudpuranuja u npeapubame JTaTEeHTHUX KOMIOHEHTU

3aMeHOM MecTa pelnoBuMa, Ho0uja ce ma je

—2)

00 A \2y+z
el-« (E)
E Xn Zn:Z = E Xn Xn: +ZaYn:

6% o) ( A )2y+z

11—«

U= 2 iy oy 0N

P (ST e
P(Z,=2)\1—« g yl(y+2—1)! g yl(y+2)!
Kopucrehu nonoso CrenaMoOBY pacmomeny CiydajHe IpOMeHJLUuBe /.

n
u nedpumHUMjy MonupuroBane LecenoBe ¢gyHKIUje mpBor pena, noduja
ce ma je

A Lo (&)
E(X,1Z, =2 = — .
( +1’ Z) 1—a [z (12_)\04) +
Ha cnmuan mauwms, 3a z < 0, mobuja ce na je

hY I,Z 2\
E( n+1|Z _Z) 1— ]_Jrl(( ))+)‘

Konauan o0/MK TpaskeHOT yCJIOBHOT OUYEKUBAHA j€

f‘A 41'2 (%) +A2>0
E(Xn+1’Zn:Z>: @ Iz( a)

a)\ I- Z+1(1 a)
T—o T ( a) +)\ z < 0
OMHOCHO,

104)\ M_}_)\ z>0

o I,

E(YnialZn = 2) = ax T-=- E(laz) Az <0.
- aﬁ—i_ z

Konauno, u3pasu 3a PEKOHCTDPYKIWjy BPEIHOCTU BPEMEHCKUX HI-
soBa {X,} u {Y,} he 6urn

o ol B) o

s te(Z) o
N 1-a& 2 R 1-& 2%
X, = o Izn (1< ‘;2 uYy, = o IZ”<1( ;&)) (5.4.3)
5 Iz (5 5 I-zn-1( 1
AR

mw7zn <0,

1-&
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TINAR(1) momen

niu kpahe

. 2 - 2\
N Lz ( = ) . A Lizaw ( = )
1 uV, — 1

(5.4.4)
(4 Z'n,+1(170¢) R
s - A Z, >0
Vit = 12,(:25)
n+ A4 LG—1(% “\NZ <0
L 1—& I n(%) ? n 9
niu kpahe
e I B 25\A) e I < 23\A>
N aN tZn-1 (1704 - N aX a1\ 124 “
Xnﬂil—& 23 +)\MY"+1:1—6¢ 2X +A
1z, (1—a> liz,| (1—&)

5.4.1 Cumyaanuja

[IpuaukoMm cumymamuja je KopurmheHa JOTUKA CIAUYHA OHOj KOja
je ynorpebsmena npuaukom cumynupama DLINAR(1) uuzosa. Osora
IyTa Cy TeHepUCaHe IBe He3aBUCHE CllyJyajHe MPOMeHJprBe X 1 Y] ca
[TyacoHOBOM pacIomesoM ca MaTeMaTUYKUM ouekuBameM /(1 — a) u
[Ba He3aBUCHA HU3A, {&,} u {n,}, HE3aBUCHUX U je THAKO PACIIOIesHeHNX
ciyJyajHUX mpoMeHmbuBX ca IlyacoHOBOM pacmomesnom ca mapameTpom
A, KOju MPEeNCTaB/bajy WHOBAIMOHE HU30BE. 3aTUM Cy KOHCTPYUCAHU
HU30BY HE3aBUCHUX CJIyUYajHUX NPOMeHUBUX ca BepHymnmjeBoM pac-
[IOIeJIOM ca MapaMeTpPOM «, KOju Cy KOpPUITNeHM Kao Opojaukm HU-
30BU OMHOMHOT THMHUHT onepatopa. Hakon Ttora cy, ymnorpebom uzpasa
(5.4.1) m (5.4.2), renepucane nareHTHe KoMnoHenre u cam TINAR(1)
BPEMEHCKU HU3. 3a CBAKU O YETUPU MOJEJA Ca PAIUIUTUM N360POM
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N nertudpuranuja u npeapubame JTaTEeHTHUX KOMIOHEHTU

BpeIHOCTHU mapameTrapa A u «, ¢opmupano je mo 1000 yzopaka obuma
N = 5000. 3a npBu monmen cy uzadbpane Bpennoctu A = 0,5 u a = 0,3,
3a apyru A = 1 u a = 0,8, 3a Tpehu momen A = 1,2 u o« = 0,6 u 3a
yeTBpTU A = 2,5 1 a = 0, 6.

Bpenmnoctu mapamerapa cy onemene Ha ocHOBY Yule-Walker-oBux
ounena nartux y pany Freeland (2010). Hakon tora je, Ha 0OCHOBY u3pa3a
(5.4.3) u (5.4.4) usBpieHe peKOHCTPYKIMja U je JHOKOPAYHA IIPOTHO3a
BPEIHOCTU JIATEHTHUX KOMmoHeHTH cumyiupanux T INAR(1) Bpemen-
CKUX HU30BA.

RMSFE kpurepujym je, MOHOBO, y3€T KaO KPUTEPUjYM aIeKBAT-
HOCTU Momesda. Pe3synaratu Momenmpama Cy NPUKA3aHU y Tabemama
5.7 m 5.8. Moske ce BumeTu ma Ccy, IITO Ce THUYE OIEHA MapameTrapa,
OOCTUTHYTE TpaBe BpemHoctu. PeasnmszoBane Bpemnoctu RMSE cra-
TUCTUKA Cy MOHOBO, BPJIO HUCKE Yy OMHOCY Ha BPEAHOCTU BPEMEHCKUX
Hu3oBa. Pacnon peasmuzoBanux Bpenuoctu RMSFE craructura je mo-
HOBO BpJio masiu. CBe TO ykasyje ma Ou OoBakaB HAUMH OMO a€KBATAH
IPUWJIMKOM MOJEJUpPalmha MOAaTaKa OBAKBE WU CJIUYHE MIPUPOIE.

m BPCMEHCKHU HU3 JOOWjCH CHMYJIALNjOM PEKOHCTPYKIMja BPEMEHCKOT HHU3a

Caura 5.9: Cumymupanu T'INAR(1) HU30BU U BUXOBE PEKOHCTPYKIMje
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TINAR(1) momen

Tabena 5.7: Cpenme BpeQHOCTN U CTaHAAPAHE NEBUjallvje Pean3o-
BaHUX BpenHOCTU oreHa napamerapa A u a TINAR(1) monena n MuHU-
MaJIHe U MaKCUMaJHe peajau3oBaHe Bpennoctu RMSFE crarucrture Kao
KPUTEPUjyMa BabaHOCTU MOAETA 33 PEKOHCTPYKIN]Y

A=05a=0,3
N AYw aYw RMSE.in RMSEmax
5000 | 0,500 0,300 0,544 0,620
(0,014) | (0,015)
A=1a=0,8
N AYw aYw RMSE.in RMSEmax
5000 | 1,000 0,800 1,453 1,723
(0,022) | (0,008)
A=1,2a=0,4
N AW &YW | RMSE,in RMSEnmax
5000 | 1,200 0,400 0,937 1,013
(0,028) | (0,013)
A=25a=0,6
N AW &YW | RMSE.in RMSEmax
5000 | 2,500 0,600 1,687 1,913
(0,056) | (0,011)

Tabesna 5.8: Cpenme BpeIHOCTU W CTAHAAPIHE NEBUjalldje pPean30-
BaHUX BpenHocTu oneHa napamerapa A u o TINAR(1) monesna n Munu-
MaJIHe U MaKCUMaJHe peaju3oBaHe Bpennoctu RMSFE craructure Kao
KPUTEPHUjyMa BajbaHOCTU MOJEJa 3a IpeABUbhame

A=05a=0,3
N YW &YW | RMSEin RMSEmaz
5000 | 0,500 0,300 0,860 0,922
(0,014) | (0,015)
A=1a=0,8
N YW &YW | RMSEnin RMSEmax
5000 | 1,000 0,800 1,734 2,030
(0,022) | (0,008)
A=1,2a=0,4
N YW &YW | RMSEpin RMSEmax
5000 | 1,200 0,400 1,314 1,436
(0,028) | (0,013)
A=25a=0,6
N YW &YW | RMSEnin RMSEmax
5000 | 2,500 0,600 2,193 2,376
(0,056) | (0,011)
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N nertudpuranuja u npeapubame JTaTEeHTHUX KOMIOHEHTU

Ha caumu 5.9 mory ce Buzety TpajeKTopuje CUMYJIMPAHUX U MOIe-
JIVMpaHUX BpEeMEHCKUX Hu3oBa. lIpmkazane cy BpemHOCTM caMO IPBUX
200 peasnmzamnuja. YouaBa ce mga MOIeJIUpaHe BPEIHOCTU TOOPO mparte
KpeTame JIAaTeHTHUX KoMIoHeHTu. Kom tpeher monena ce Bumu ma 6u
Bpennoct () moraa ma Oymae HETOCTWKHA, ajJd U TMOPEN TOTa, Peau30-
BaHa Bpennoct RMSFE cratuctuke je, 3a Taj MOIEJ, U AaJbe HUCKA.

5.4.2 IlpumeHna Ha peajJHUM TOOAIIIMA

OsBu pesyararu he OuTw nNpeacTaB/beHd W HA MPUMEPY U3 PEATTHOT
skuBoTa. llomamm Ha kojuma he OuTy mpuMemeHe oBe (GOpPMYyJe Ipe-
cTaBJ/bajy roJs-pas3iaury ¢yadanckor kayba Acron Buma, koju ce mo
cezone 2015/16. cranmapaHO TakMuUYKO y enrsecko] [Ipemujep muru.
[Monanwm cy npahenn nouesmmu ox cezone 2008/09. no cezone 2014 /15.
u mory ce Hahu Ha mHTepHET cTpanuny http://int.soccerway.com. Kiay6
Acron Buna je mzabpan jep je y mocMaTpaHOM HEPUOLY, YTJIABHOM,
OMO TO3UIMOHMPAH Yy CpeouIlmkeM nenay Tabese, ma ce, Kao TaKaB,
YUYMHUO MOTOMHVM 3a MOJEJ Yhje je MaTeMaTUYKO OouekuBame ().

YkymnHo je obpabheno 266 momaTaka O CBUM JIUTAIMIKAM YTAKMUIIAMA..
ObGenexje koje he dbutu mpaheHo y 0BOj aHaM3U, TOJI-PA3IUKA, U3a-
opano je 30or came mpupone IlyaconoBe pacmomese, jep caydajHa
IpOMeH/bUBA pacnoaesbena no [lyacomoBoMm 3akoHy Ou, MHTYUTUBHO,
Tpebaso ma mpeacraBba OpOj peanusanuja HEKOT morahaja TOKOM O1-
pebenor Bpemenckor mHTepBaJia, IMTO OU TpebaJsio ga oaroBapa OpPoOjy
NaTUX WU OpUMIbeHuX rosoBa TokoM 90 mumuyrta. Kopucrehm mobu-
jeHe ¢gopwmyie, Ha OCHOBY IOJI-Pa3JIMKe je PEKOHCTPYHCaH Opoj rojioBa
koje je moctursa Acton Buisa m 6poj rososa Koje Cy MOCTUTIU HbU-
xoBu puBasu. Ha ciaurama 5.10 u 5.11 cy npukaszanu cTBapHU IO AN
U BPEOHOCTU NOOWjeHe Ha OCHOBY WU3BeleHUX ¢opmyisa. DBpenHoct
RMSFE cratuctuke uznocu 0,803, u 3a pekoHCTpyucanu OPOj rosoBa
Acron Bune, u 3a 6poj romosa muxoBux nporuBHUKa. OHO mTO Ce
MOKe NPUMETUTH Ha CIUKaMa je da MOAEeJUpPAHU HU30BU MMajy Tpa-
jekropuje kKoja ce, y Behewm meiy, mokjamajy ca peajiHUM IIOJAIIMAa,
aji la OHe, yIJIaBHOM OJCTYIIAjy OJX PeaHUX IIONaTaKa Kalla ce pea-
nm3yje BpenuocT 0, m y ciydajy NOCTUTHYTHUX, U y CJIydajy OpPUMJILe-
Hux rosioBa. Hucka Bpemnoct RMSFE cratuctuke m mopes MOMEHY TUX
OnCTyNama, YKa3dyje ma je mpuMeHa OBOT MOJZeJia OlpaBIaHa.

202



TINAR(1) momen

12

10+

—
—

e=mmm» bLpoj narux roiosa TINAR(1)

Cmuka 5.10: Bpoj romosa koje je mocturao ¢ymbaacku riryd Acton
Buna on cezone 2008/09. mo cezone 2014/15. u peKOHCTPYKIMja TOT

HU3Q
12

10

e B B e R R T R T T T T e T T e e e R
— NN T VN OO AN N ON0NO AN N <t n O
—_ e e e e e = = = = AN AN AN AN AN AN

TINAR(1)

@ bLpoj nprMIbEHHUX IOJI0Ba

Caura 5.11: Bpoj romosa koje je mpumuo ¢ynbaicku kayo Acrton
Buna onx cesone 2008/09. no cezone 2014/15. u peKOHCTpyKuMja TOT

HH3a 203
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3akspyuak

Y oBOM pamy Cy aHAJU3UPAHUA AYyTOPErPECUBHU BPEMEHCKU HU30BU
ca meIoOpOJHUM, KAKO HEHEraTHWBHUM, TAKO U HEMaTUBHUM BPEIHOC-
trMa. OBU BpEMEHCKM HU30BU ce 0asupajy Ha IPUMEHM HETATUBHOT
OMHOMHOT TUHUWHI omepaTopa nedumuucanor y pany Risti¢, Bakouch u
Nastié¢ (2009) u ayToperpecuBHUX MeA0OPOjHUX BPEMEHCKUX HU30BA Ca
meneraTuBHuM Bpennoctuma NGINAR(1) u CGINAR(p) yBenenux y
pagosuma Risti¢, Bakouch n Nasti¢ (2009) n Nasti¢, Risti¢ u Bakouch
(2012). Amanu3upaHu BPEMEHCKM HU30BU Cy Ne()UHUCAHU KaO PA3JINKa
[Ba HE3aBUCHA BPEMEHCKA HU3a CA HEHETaTUBHUM BPEIHOCTHMA, Ca
reOMETPUjCKUM MapPrUHAJIHUM PACIOIEIAMA.

Ha moueTky je mat kparak mperyen pa3Boja TWHUHI OIepaTopa,
IOYEBIMX OJ OMHOMHOT TUHUT OlepaTopa Ma A0 HEroBUX MHOTOOPOj-
HUX yommTema, Mehy kKojuma je, 3a OBaj paj HAj3HAUAJHUJU HEra-
TUBHU OMHOMHU TUHUHT omeparop. Tarkobe, mocmarpan je u pa3Boj
HajIpe 1eJ00POjHUX ayTOPErPEeCUBHNX BPEMEHCKUX HU30Ba CA HEHEra-
TUBHUM BPEIHOCTUMA, & 3aTUM U IEJIOOPOJHUX, Y HAJIIUPEM CMUCTY Te
peudm, ayTOrepEeCUBHUX BPEMEHCKUX HM30Ba 4UMja ce AepUHUNUja 3ac-
HUBa Ha NPUMEHU TUHUHT omnepartopa. llexobpojuu ayroperpecuBHu
BPEMEHCKU HU30BU U Ca HEHETATUBHUM U Ca HETATUBHUM BPEIHOCTUMA
cy mepmHUCAHM KOpUIThemeM yONImTema TUHWHI olepaTropa, Tj. Haj-
uvemhe, ysohewem ¢yurnmje 3uaka, sgn(-). Ipyru vaunn nepurucama
ayTOpEerpecuBHUX BPEMEHCKUX HU30Ba, U Ca HEHETaTUBHUM, U Ca Hera-
TUBHUM [EJOOPOJHUM BPEIHOCTUMA je TOMONY pa3juke IBa HE3aBUCHA
INAR Bpemencka uHusa. ['s1aBHa TemMa OBOT paja Cy OWIM BPEMEHCKU
HU30BU AEPUHUCAHU, YIIPABO HA APYTU MOMEHYTU HAYNH.

Hajupe je me¢wmnrucan HOBM TWMHUHT omepaTop « ® . OBaj TUHUHT
omepaTop, y pacmomesn, MPeacTaBba PA3JIUKY IBA HETATUBHA TUHUT
ormepaTropa ca MCTUM MapaMeTpoM Opojadykumx Hu3oBa. KRopucrehu
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3axspyuar

TaKO AedUHUCAH OIepaToOp, KOHCTPYUIIE Ce ayTOPErpecuBaH BPEMEH-
CKU HU3 Ca eJ00POjHUM BPETHOCTUMA YKja je MapruHaJIHA PACIOoaesa
nuckperna Jlanmacosa pacnonena, DLINAR(1) spemencku au3s. [Ipu-
Ka3aHe cy OUTHe 0cOOMHE HOBOJAE(PWHMCAHOT TUHUHI OIepaTopa U He-
rosa Besa ca HekmMm Beh mocrojehwmm TtuHMHT omeparopuma. Takobe
ananusupane cy ocobune DLINAR(1) Bpemenckux ausosa. [lpukaszane
Cy YCJIOBHE CTATUCTUYKE Mepe, KOpeJaluoHa CTPYKTypa, Kao U 10-
kazaHu MapKOBCKO CBOjCTBO, €PrOAUYHOCT U CTPOTA CTAIMOHAPHOCT.
NzBenene cy omene mapamerapa MOIEJIa METOAOM YCIOBHUX HAJMaHUX
kBaapata u Yule-Walker-oBum MeTomoM m mpuraszaHe HUXOBE aCUMII-
TOTCKe OcobOmHe. VI3BpmeHa je cuMmyiamuja HEKOJINKO BPEMEHCKUX HU-
30Ba Ca Pa3JIUYUTUM TapaMeTpuMa, Ha KOjuMa Cy JeMOHCTpUpaHe, Beh
TEeOpujCcKu moka3ane ocobmue. Tarobhe, Ha Kpajy oBOr meisa, marta je
U MPUMEHA Ha PEAJHUM IOoJalMa. ¥ 3uMajyhu y o03up MO3UTUBHY
KOPEJINPAHOCT Ae)UHUCAHOT HU3A, yYBEAEH je M HEeroB aHJIaOrOH Ca
HEraTUBHUM KOpeJsallijamMa u, Takohe, mpukaszaHe meroBe HajOUTHU]je
ocobOuHe.

C ob63upoMm Ha TO Aa je CUMETPUYHOCT MapPrUHAJHE PACIOAeJe Ie-
(GUHMCAHOT MOJeJa CMaBbWUBAJIO OIIMITOCT W OrPAHOYABAJO IPUMEHY,
HAMETHYJIO Ce JIOTUYHO MPOIIUPEHE Y CMUCIY aCUMeTpUIHOCTU. TakraB
Mozes je mpencraBbeH y Tpehoj rnaBu pana. IIpBo je nmepurmcan
TUHUHT OIEPAaTOpP KOjU, Yy PAaCHONeNu, MPEICTaB/ba PA3JIUKy OBA He-
raTUBHA T€OMETPUjCKA TUHUHT OIepaTopa, ajud Ca PA3TUYUTUM ITapa-
MeTprMa Opojaukux Hu3oBa. Jlokazane cy merose HajOuTHUje 0CcOOU-
He, a 3aTUM je NepUHUCAH MOJes ayTOPEerPEeCUBHUX BPEMEHCKUX HU-
30Ba Ca IEeJOOPOJHMM BPENHOCTHMA, CA ACUMETPUYHOM AUCKPETHOM
JlamracoBoM pacmomesioMm Kao MapruHaanoM pacnogeiaoM. CXomHO eH-
LJIECKOM HA3UBY, 0Baj Mozed je obenesken ca SDLINAR(1). Illpurkazane
cy HajOuTHUje ocoOMHE OBOI MOIesa, MOoKa3aHo MapKOBCKO CBOjCTBO,
€ProaMyHOCT U CTPOra CTaruoHapHOCT. Hemo3maru mapamerpu MoO-
Jesia Cy OIEHmeHW MEeTOJOM YCJIOBHUX HajMamUX KBaIpara, Kao m Yule-
Walker-oBum MeTomom, ¢ TUM HITO je, 3a MOTOMU, AATO HEKOJUKO Pa3-
INYUTUX BapujaHTU oleHa. Illpwrazanm cy pesynararu cuMmyIanmja
KOju MOTBPDyjy MmOKa3zaHe ocOOMHE M ACUMITOTCKY PAaCIOAEIy OIleHAa
mapamerapa. JlaTo je HEKOIUKO mpuMepa M3 CTBAPHOT KUBOTA HA KO-
juMa ce Buze BeoMa noOpe anpoOKCUMATUBHE MOy NHOCTU OBOT MOJEA.
SDLINAR(1) monen uMa m3y3eTHO K00ap ampOKCUMAIMOHY TOTEHIN-
jaJ, ¢ ob3upoM Ha TO mda ce oAroBapajyhmm momenaBameM HEeroOBUX
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mapamMerapa Mory ,yrabatu”’ u KOpesaluoHa CTPYKTYpa W TMOJIOKA]
nonataka. SDLINAR(1) monesn je Ha momanuMa U3 CTBAPHOT KUBOTA,
ynopeben ca mexkum, Beh paHmje neprHUCAHUM, MOIEJNMAa U Ha M3a-
OpaHUM TOmanuMa Ce, MO MUTAMKhY KBAJUTETA MOAEIUPAHA, MOKA3AJIO
na je SDLINAR(1) Mmomesn y nmpeQHOCTH HAJ OCTAJIVM.

Cauuno je ypabeno u y caenehem meny pamna. Ha ocHOBY TuUHMHTD
onmeparopa Ae(pUHUCAHOTI IIO yIJeAy Ha TUHUHI omeparop u3 Tpelhe
riaBe paja, DeGUHNCAH je KOMOMHOBAHM ayTOPErPDECUBHU BPEMEHCKU
HU3 Ca MeJOOPOjHUM BPETHOCTUMA pena p, Ca MAPTUHAJIHOM ACUMET-
puunoM muckpetHoM JlanmacoBoMm pacnozmesnom. VI oBako meduHMCaHU
BPEMEHCKU HU30BU MMAa]jy CBe ,Jjemne’ ocoOMHE Koje Cy MPEeTXOMTHO M0-
KazaHe 3a Mogmesie mpBor pena. llare cy omene mapamerapa Momena,
KOje, 300r caMe CJIIOKEHOCTU MOJeJia, UMA]y CIOKEHU]Y CTPYKTYPY OI
oarosapajyhux omena 3a monesae npBor pena. VI3BpImHA je cuMyIanu-
ja, Ha OCHOBY 4YHjer pe3yJjaTaTa Cce MOTY jaCHO YOUUTHU IOKa3aHe OCO-
oune. Ha kpajy je mara mprMeHa Ha HTOAAIMMAa M3 CTBAPHOT KUBOTA
kao u nopebeme ca apyrum, Beh mocrojehum momeauma.

Y mocnenmeM neay je IpUKa3aHa jeIHAa MHTEPECAHTHA MOryNHOCT,
MoryhHOCT nmaeHTH(UKANVje U IpeaBubhama BPEeAHOCTU OBE JaTEHTHE
KOMIIOHEHTE, KOje HIejCTBOM y CYIPOTHAM CMEpPOBUMAa, KaO Pe3yaTaT
najy mocMaTpaHu BpeMmeHcku Hu3. (OBaj moTeHIUjas je MpUKa3aH 3a
CBaKU OJ1 IPETXOMHO AHAJIU3UPAHUX MOJENIa CA MaAPTUHAJJIHOM IUCKPET-
HOoM JlammacoBoM pacmomesoMm, Kao 1 3a jeIaH MOJIes] Ca MapTUHAIHOM
[TyaconoBOM pacromeaom.

HapaBHoO, 0BUM HUCY UCHpIJ/bEHA CBa MUTaMKha KOja ce OQHOCE HA OBY
TeMaTuKy. /lajba ucTpakuBama MOTY OUTH yCMepeHa Ha IOCMATPaHe
MOJesa KOJ KOJUX JIATEHTHE KOMIIOHEHTe HUCY He3aBUCHE WU KOI KO-
jUX JaTeHTHe KOMIIOHEHTEe HeMAajy pacmomesie uctor tumna. lTakobe, mo-
rao 6m ce HAIPABUTHU jOII KOjU KOPAK YHAIPE IO MUTAKhY OICHUBAMHA
napaMeTapa, HapOYUTO METOJOM yCJOBHUX HAJMamUX KBaIPAaTAa.

Ha oBaj mauumn cy mpukazaHe HajOUTHUje OCOOWHE MOeJia Bpe-
MEHCKUX HM30Ba ca MucKkpeTHOM JlammacoBoM MapruHAJIHOM pacHoIe-
aoMm. OBa amanmsa norBpbhyje ma O6m ce oBako JepUHUCAHU MOIEJN
MOTJIN, C& BEJUKUAM YCIIEXOM, KOPUCTUTU Y MPAKCU 3a PellaBame OAro-
Bapajyhux mpobOsaema. lame moboJsbmiamke OBUX MOMAENA MOMKE CAMO
OPOIMMPUTU IIOJLE IHUXOBE YyCIIEINIHE IIPUMEHE.
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N3JABA O AYTOPCTBY
W3zjaBibyjeM ma je JOKTOPCKA OUCEPTAIH]a, 0T HACIOBOM

JOITPUHOC AHAJIN3 BPEMEHCEKHUX HU30BA CA
NEJOBPOJHUM BPEJTHOCTUMA

Koja je ombOpamena Ha [Ipupomuo-MaTemMmaTuykoM paKyITETY
Yuusepaurera y Humry:

® pe3yJITaT COIICTBEHOI UCTPAXHUBAYKOI paaa;

e 14 OBY JHCePTAIIH]y, HHU Y IIeJIMHU, HUTH Y JeJIOBUMA, HICaM
IIpHjaBJ/bHUBA0/Ia HA APYruM PaKyJITeTUMAa, HUTH
YHUBEP3UTETUMA;

e 14 HHCAM IIOBPEOMO/JIa AyTOpCKa IpaBa, HUTH 3JI0yIoTpebmo/iia
WHTEJIEKTYaJIHY CBOJUHY IPYTHUX JIUAIIA.

JlosBosbaBam ma ce o0jaBe MOJH JIMYHH IIOZALM, KOJU CY Y BE3H ca
ayTOPCTBOM U JT00MjarbeM akaJeMCKOT 3Bamha JIOKTOpa HAyKa, Kao IITO Cy
“Me U Ipe3uMe, TOAWHA M MeCTO polema U JaTyM oabpaHe paja, U TO Y
rarasory bubismoreke, JlururasHoM pemosuTOpujyMy ¥YHUBEpP3UTETA Y
Hwumy, xao u y mybonukanujama Yausepaurera y Hurry.

Y Humry, 31.08.2016. ronune
Ayrop gucepramnmje: Muonpar C. Bophesuh

Ilormiuc ayTopa,nuceprarimje:
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N3JABA O UICTOBETHOCTHU IITAMIIAHOI' 1
EJIEKTPOHCKOTI OBJIMKA JOKTOPCKE IJNCEPTAIIUJE

Hacmos mucepraruje:

JOITPNHOC AHAJIN3U BPEMEHCKUX HU30BA CA
NEJIOBPOJHHUM BPEJTHOCTUMA

WzjaBmpyjeM mHa je €JIEeKTPOHCKM OOJIMK MOje  JIOKTOPCKe
gucepraije, KOJy camM Impezao/jia 3a yHoulerme y JlurmramaHm
peno3utopujym Yuupepaurera y Hwuny, mcroBeTaH IITaMIIAHOM
00JIHKY.

¥ Humy, 31.08.2016. rogure
Ayrop auceprammje: Muonpar C. 'Bophesuh

[Tormuc ayropa guceprariuje:
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N3JABA O KOPUIII'REKBLY

Ognamrthyjem Yuusepaurercky oubsmorery ,Huxoma Tecma® ma y
Jlururanau pemosuropujym YHuBepauTeTa y Hurry yHece M0jy JOKTOPCKY
JIFCEePTAITH]y, IO HACTIOBOM:

JOITPNHOC AHAJIN3U BPEMEHCKUX HU30BA CA
INEJIOBPOJHUM BPEJTHOCTUMA

Jucepramnujy ca cBUM IIPHIO3UMA IIpedaoc/jaa caM y eJIeKTPOHCKOM
00JIMKY, IIOTOQHOM 34 TPAJHO apXUBUPALLE.

Mojy moxTopcky mucepTaiiu]y, yHeTy v JUruTasHu pernosuTopujym
Vuusepaurera y Hurimy, mMory KopHCTHTH CBH KOJH MOIITY]y oapenbe
cagp:xaHe y omabpanoMm tumy JmmeHie Kpeatmsue sajemuwmiie (Creative
Commons), 3a K0jy caM ce OIJIy4ro/ia.

1. Ayropcrso (CC BY)

2. Ayroperso — mexomepimjaiano (CC BY-NC)

3. AyropcTBo — Hekomepuujaauo — 6e3 npepaae (CC BY-NC-
ND)

4. AyTOopCcTBO — HEKOMEPITHUjaJTHO — JIEJUTU MO0 WCTUM YCJIOBHMA
(CC BY-NC-SA)

5. Aytopcrso — 6e3 mpepane (CC BY-ND)

6. AyropctBo — mesnutu o uctum ycaosuma (CC BY-SA)

Y Hummry, 31.08.2016. ronune
Ayrop auceprammje: Muonpar C. 'Bophesuh

Ilormiuc ayTopa nuceprariuje:

Lot )






