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Резиме 

 

У докторској дисертацији се разматра класична и квантна динамика 

тахионских система, који се описују просторно хомогеним скаларним пољима, 

у лимесу класичне и квантне механике и космолошке примене. Разумевање и 

моделирање ових система од посебног су значаја у развоју теорије поља, 

теорије струна, а у овој дисертацији ће се посебно разматрати примене у 

модерној космологији, инфлаторној, класичној и квантној фази у еволуцији 

Свемира. 

Главни део дисертације је посвећен истраживањима динамике тахи-

онских скаларних поља са нестандардним лагранжијанима DBI типа, односно 

лагранжијанима који се користе у тзв. ефективним теоријама поља, са 

различитим потенцијалима. Интерес за ова истраживања потиче од Сенових 

претпоставки о суштинској улози тахионских поља у фундаменталним 

интеракцијама брана, односно теорији струна и њиховим директним 

импликацијама на предкласичну фазу космолошке инфлације. За разумевање 

динамике тахионских система и њихово моделирање погодно је користити 

ниже-димензионалне моделе, пре свега 0-димензионални класично-механички 

аналогон.  

У дисертацији су представљена детаљна и оригинална израчунавања за 

неколико конкретних и најважнијих тахионских потенцијала, који су егзактно 

решиви и у оквиру Фридманове космологије, а имају и своју велику физичку 

мотивацију у основама актуелне теорије струна и инфлаторне космологије. 

Процедура преласка у ниже-димензионалне теорије је стандардна у теорији 

поља. Системи са бесконачним бројем степени слободе у класично-

механичком лимесу прелазе у системе са коначним бројем степени слободе. 
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Једначине кретања, њихова решења, примена решења за израчунавање 

класичних лагранжијана и дејства су суштински елементи овог дела доктората. 

Разматрају се и локално еквивалентни лагранжијани стандардног типа 

који доводе до истих једначина кретања као и полазни (DBI) тахионски 

лагранжијан. Приказана су два поступка налажења стандардних лагранжијана. 

У првом поступку се, полазећи од саме једначине кретања, стандардни 

лагранжијан конструише по устаљеној процедури, при чему се само поље мора 

рескалирати на одговарајући начин. Други поступак се заснива на класичним 

канонским трансформацијама, где није потребно извршити рескалирање поља. 

За одређену класу тахионских потенцијала, уз правилан избор генератрисе 

канонских трансформација, могу се наћи стандардни квадратични лагра-

нжијани и квадратична дејства. Поред овога, показано је да се у теорију могу 

увести додатни степени слободе, којим се посматрани фазни простор про-

ширује, а систем се сада може описати лагранжијаном стандардног облика, 

при чему су класична дејства почетног и новодобијеног лагранжијана потпуно 

еквивалентна.  

Део тезе је посвећен разматрању претходних система и модела не само 

на реалним, већ и на неархимедовим, односно ултраметричким просторима. 

Физички процеси које разматрамо, настанак Свемира и почетак инфлационе 

фазе, суштински су везани за квантне ефекте и Планкову скалу, на којој се 

стандардна - Архимедова геометрија и реални бројеви  и њихово алгеба-

рско проширење - комплексни бројеви , показују као неадекватни, или барем 

непотпуни. Једна од најизгледнијих алтернатива је коришћење неархимедове 

геометрије и поља р-адичних бројева
p
. Разматрани су модели базирани на 

неколико тахионских потенцијала на Архимедовим и неархимедовим геоме-

тријама, и бројним пољима  и
p
у аделичном приступу. Приказан је по-

ступак квантовања тахионских система у реалном, р-адичном и аделичном 

случају преко Фејнманових интеграла по путањама. 
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На крају се разматрају могуће примене добијених резултата за 

описивање периода космолошке инфлације помоћу тахионских поља. Такође 

се разматрају отворени проблеми у одговарајућим квантним космолошким 

моделима - таласна функција Свемира, и класичних модела, са метриком 

Минковског, а посебно са FRW метриком. 
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Resume 

 

In this PhD thesis classical and quantum dynamics of tachyon systems are 

examined. Those systems are described by spatially homogeneous scalar fields, 

in the limit of classical and quantum mechanics and cosmological applications. 

Understanding and modeling of these systems are of particular importance in the 

development of the field and string theory. In this thesis its application in the 

modern cosmology, inflationary, classical and quantum phase in the evolution of 

the Universe will be discussed. 

The main part of the thesis is devoted to study of the dynamics of scalar 

tachyonic field with non-standard Lagrangian of DBI type, or Lagrangian used in 

so-called effective field theories, with various potentials. The interest for this 

research originates from Sen's assumptions about the essential role of tachyonic 

fields in fundamental interactions of brains, or string theory and their direct 

implications on the pre-classical phase of cosmic inflation. It is suitable to use 

lower-dimensional models, including zero-dimensional classical-mechanical 

analogue, to better understand the dynamics of tachyon systems and their 

modeling. 

In this thesis original calculations for several specific and important 

tachyon potentials are presented in detail. Those potentials are also exactly 

solvable in the framework of Friedmann cosmology, and they have their great 

physical motivation in the current system of string theory and inflationary 

cosmology. The procedure of transition to lower-dimensional theory is the 

standard one in field theory. Systems with an infinite number of degrees of 

freedom in the limits of classical mechanics transit to the systems with fini te 

number of degrees of freedom. The equations of motion, their solutions, 

applications of solutions in calculation of the classical Lagrangians and actions 

are essential elements of this part of the thesis. 
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Besides, the locally equivalent Lagrangians of the standard type are 

considered. Those Lagrangians lead to the same equations of motion as well as 

initial (DBI) tachyonic Lagrangian. Two methods of finding a standard 

Lagrangian are shown. In the first method, one starts from the equations of 

motion and the standard Lagrangian is constructed by standard procedure. In this 

procedure the field has to be rescaled in appropriate way. The second method is 

based on the classical canonical transformations. In this method it is not 

necessary to rescale the field. For a certain class of tachyon potentials, by the 

correct choice of generating function of canonical transformation, the standard 

Lagrangian and quadratic actions can be found. In addition, it was shown that 

additional degrees of freedom can be introduced in the theory, by which observed 

phase space expands, and the system can now be equivalently described by the 

Lagrangian of a standard form, with the identical classic action of initial and 

“new” Lagrangian. 

A part of the thesis is devoted to the consideration of the previous systems 

and the models not only on real, but also on nonarcimedian  and ultrametric 

spaces. The physical processes under consideration, the formation of the 

Universe and the beginning of the inflationary phase, essentially are related to 

the quantum effects and the Planck scale, where the standard - Archimedean 

geometry and real numbers  , and their algebraic extension - complex 

numbers , are inadequate or, at least, incomplete. One of the most promising 

alternatives is to use nonarchimedean geometry and the fields of p-adic numbers 

p
. The considered models are based on several tachionic potentials on 

Archimedean and nonarchimedean geometries, and fields of numbers   and 

p
 on adelic approach. The procedure of quantization of tachyon system in real, 

p-adic and adelic case in the framework of the Feynman path integral is shown. 

The possible application of the results obtained to describe the period of 

cosmological inflation using the tachyon fields are discussed in the final part. 
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Besides, open problems in the respective quantum cosmological models - the 

wave function of the universe, and classic models, with Minkowski metric, 

especially with FRW metric, are discussed. 
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1 Увод 

Основни захтев теоријске физике је једноставан и гласи: физичка 

теорија мора дозвољавати математичко описивање. Овај захтев јесте потребан, 

али не и довољан. На пример, у космолошким разматрањима можемо само 

претпоставити да се космолошки фактор скале a мења у функцији (космо-

лошког) времена t  по закону
1/2 2/3( ) exp( )a t At Bt C Dt   , и прогласити ово 

теоријом, а параметре A , B ,C и D  подесити на основу података добијених из 

космолошких (или неких других) посматрања. Ипак, ово не представља 

физичку теорију, већ само фитовање података [1]. Дакле, требало би за дати 

физички модел дефинисати фундаменталнији објекат, од ког ће се кренути и 

из ког ће се, одговарајућим поступком, добити горе поменути израз. Обично се 

у таквом поступку креће од дејства, односно лагранжијана. 

Следећи битан захтев теоријске физике је такође једноставан и гласи: 

физичка теорија дозвољава дефинисање лагранжијана. Дакле, истраживања у 

савременој теоријској физици започињу дефинисањем лагранжијана L и дејства

S . Ако се ради о системима са тзв. бесконачним бројем степени слободе, тј. 

(класичним) пољима, онда се полази од густине лагранжијана . Разма-

траћемо, углавном, скаларна поља ( , )t x . Израз за густину лагранжијана 

садржи кинетички и потенцијални члан. Кинетички члан X садржи изводе 

(првог и/или вишег реда) поља ( , )t x по просторно-временским координа-

тама, док потенцијални члан V садржи само функције поља. Ако је густина 

лагранжијана записана као разлика кинетичког и потенцијалног члана, онда се 

ради о стандардном запису, тј. густина лагранжијана је стандардног облика 

( ) (, ) )(X V      .  (1.1.1) 

Ако је, сада, кинетички члан облика 
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1
( )

2
X g

        , (1.1.2) 

где су g 
компоненте инверзног метричког тензора датог простор-времена, 

онда кинетички члан има канонски облик.  

Један од периода космолошке еволуције који је најзахтевнији за про-

учавање, упркос веома кратком трајању, јесте период космолошке инфлације, 

посебно њен сам почетак. Овај период се може разматрати увођењем реалног 

скаларног поља – инфлатона, чија се динамика описује одговарајућом Клајн-

Гордоновом једначином, и често се каже да је инфлација вођена инфлатоном 

[2]. 

У (класичној и квантној) космологији се, последњих година, врло често 

користе теорије са „необичним“ тј. нестандардним изразима за густину 

лагранжијана. Ово се, пре свега, огледа у њиховом нестандардном запису, 

густина лагранжијана није (обавезно) дефинисана као разлика кинетичког и 

потенцијалног члана. Такве теорије припадају класи ефективних теорија 

поља. Добијају се у лимесу нижих енергија из неке фундаменталне теорије 

(постојеће или претпостављене) која важи на вишим енергијама [3]. 

Један од таквих модела, мотивисан теоријом струна, спада у моделе тзв. 

К-инфлације [4, 5]. К-инфлаторни модели се дефинишу локалним дејством 

скаларног поља ( , )T t x минимално куплованог са гравитацијом.  

Ефективна теорија поља која ће се разматрати у овој дисертацији је 

теорија тахионског скаларног поља, и представља посебан модел К-инфлације 

- тахионске инфлације. Израз за густину лагранжијана тахионског поља је 

Дирак-Борн-Инфелдовог (DBI) типа [6, 7, 8]  

,( ( )) 1 2 ( )tach X V XT TT   .  (1.1.3) 

Може се рећи да интерес за овакву ефективну теорију почиње 

претпоставком Ашоке Сена (Ashoke Sen) о суштинској улози тахионских поља 

у фундаменталним интеракцијама D-брана, односно теорији струна и њиховим 
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директним импликацијама на предкласичну фазу космолошке инфлације [9]. 

Оваква, релативно једноставна формулација, тахионске динамике нестабилне 

D-бране преко ефективне теорије (1.1.3) довела је до обимних истраживања у 

применама у космологији. Поред поменуте космолошке инфлације [10], 

тахионско поље се разматрало и у описивању тамних компоненти Свемира [11, 

12, 13, 14]. 

Динамика тахионског поља је сложена због постојања бар једног 

нелинераног („фрикционог“) члана у једначини кретања. Нелинеарни члан 

постоји чак и у случају просторно-хомогеног поља у равном простор-времену. 

Због тога се поступак квантовања додатно компликује. Међутим, једначина 

кретања се може добити из различитих лагранжијана, Лагранжијан није 

једнозначан [15]. Зато је могуће изабрати „погоднији“ лагранжијан, који је на 

класичном нивоу (локално) еквивалентан тахионском лагранжијану, тј. доводи 

до исте једначине кретања [16, 17]. Тако изабран еквивалентан лагранжијан, 

односно одговарајући модел, се може на једноставнији начин квантовати. 

Треба имати у виду да различити лагранжијани (са истим класичним 

динамичким једначинама) на квантном нивоу могу описивати нееквивалентне 

системе. 

Налажење стандардних лагранжијана који су локално еквивалентни 

тахионском се може извршити (бар) на два начина - поступка. У првом 

поступку се, полазећи од саме једначине кретања, стандардни лагранжијан 

конструише по устаљеној процедури [15, 18]. Добијени стандардни лагра-

нжијан не садржи кинетички члан у канонском облику, и при крају поступка 

поље се рескалира [19]. Начин на који се поље рескалира директно зависи од 

облика тахионског потенцијала [20]. 

У другом поступку, на који се односе оригинални резултати и 

израчунавања, који ће у овој дисертацији бити изложени, полази се од 

класичних канонских трансформација [20, 21]. Избор генератрисе канонских 

трансформација директно зависи од тахионског потенцијала. Генератриса се 
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дефинише преко своје инверзне функције. Стандардни лагранжијан који 

одговара новодобијеној једначини кретања се, за разматране случајеве, лако 

препознаје. Кинетички члан је сада канонског облика и није потребно 

извршити рескалирање поља [21, 22]. 

Разматрања се могу проширити и на неархимедове, односно 

ултраметричке просторе. До сада се прећутно подразумевао реалан простор, тј. 

све величине су биле параметризоване реалним бројевима. Међутим, 

еволуцију Свемира, у његовој раној фази најкоректније би требало да се опише 

квантном космологијом [23]. Услед његове тадашње величине, која је била 

реда Планкове дужине, логично је разматрати разне геометрије, посебно 

неархимедове [24] и некомутативне [25], односно разне параметризације 

просторно-временских координата.  

Једна од изгледнијих алтернатива приступу базираном на Архимедовом 

простору је коришћење неархимедове геометрије и поља р-адичних бројева
p

(р је прост број) [26]. Наиме, математичка анализа која се користи за 

описивање структуре простор-времена и догађаја у њему који се одвијају на 

(или са) енергијама које су (за сада) експериментално доступне је дефинисана 

над пољем реалних бројева  . Требало би се подсетити да резултати свих 

физичких мерења припадају пољу рационалних бројева . Само поље , ипак, 

није погодно за математичку анализу и теоријска разматрања (физичких) 

процеса, јер није комплетно. Потребно је проширити поље рационалних 

бројева, што се може урадити на само два нееквивалентна и нетривијална 

начина: у односу на апсолутну вредност | ·| (стандардну норму) и у односу на 

р-адичну норму | ·|p  [27, 28]. У првом случају се добија поље реалних бројева, а 

у другом поље р-адичних бројева p :  

|·||·| p

p


     .  (1.1.4) 
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Намеће се питање зашто користимо (само) поље реалних бројева, да ли 

је то ствар избора? Одговор је једноставан: простор-време на до сада 

доступним растојањима се успешно моделује и описује Архимедовом 

геометријом, стога је поље  јединствен најједноставнији одговарајући избор 

за даљу анализу. Са друге стране, постоје јасне индикације да на Планковој 

скали Архимедова геометрија није више адекватан избор, тј. простор-време би 

требало описивати неархимедовом геометријом [29]. Као што је Архимедова 

геометрија природно повезана са пољем  , тако се неархимедова геометрија 

може повезати са пољем p . 

р-Адично разматрање модела се може заснивати, бар формално 

математички, заменом поља реалних бројева  (било којим) пољем р-адичних 

бројева p . Истовремена реална и р-адична разматрања доводе до уопшта-

вања, тј. до аделичне генерализације.  

Постоје два прилаза у формулисању р-адичне квантне механике. У 

једном прилазу, који нећемо разматрати, квантно-механичке функције стања 

су р-адичне функције р-адичног аргумента. У другом прилазу су функције 

стања комплексне функције р-адичног аргумента и р-адична квантна механика 

је задата тројком [26] 

      2 , ,pL W z U t ,  (1.1.5) 

где је ( )W z унитарна репрезентација Хајзенберг-Вејлове групе на Хилбертовом 

простору 2 ( )pL , а ( )U t представља унитарни оператор еволуције, којим се 

описује динамика система [30]. 

У овој дисертацији ће бити примењиван функционални метод у р-

адичној квантној механици. Амплитуда прелаза (језгро оператора еволуције) је 

дефинисана преко Фејнманових интеграла по путањама, где се интеграција 

врши по р-адичном простору.  
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Уопштавање р-адичне и стандардне квантне механике (и у исто време 

њихово уједињавање) у тзв. аделичну квантну механику је први пут пре-

дложено у раду [31]. У истом раду је први пут предложен аделични приступ 

преко функционалних интеграла. 

Дисертација је осмишљена тако да након Увода, у другом делу 

представи р-адичну и аделичну математичку анализу, а у трећем р-адичну и 

аделичну квантну механику.  

У четвртом делу су изнета општа разматрања тахионског поља у 

закривљеном простор-времену и најкоришћенији тахионски потенцијали.  

У петом делу су разматрани локално еквивалентни лагранжијани 

стандардног облика са канонским кинетичким чланом који доводе до истих 

једначина кретања као и тахионски лагранжијан. Приказана су два поступка 

налажења стандардних лагранжијана. Поред овога, показано је да се у теорију 

могу увести додатни степени слободе, којим се посматрани фазни простор 

проширује, а систем се може описати лагранжијаном стандардног-канонског 

облика, при чему су класична дејства почетног и новодобијеног лагранжијана 

(потпуно) еквивалентна.  

Шести део тезе је посвећен р-адичној анализи модела. У овом делу је 

приказан поступак квантовања тахионских система у реалном, р-адичном и 

аделичном случају преко Фејнманових интеграла по путањама [16, 17]. 

Разматрана су вакуумска (основна) стања у р-адичном и аделичном случају, 

односно услови за постојање ових стања, као и ограничења која услови намећу 

на слободне параметре и физичке величине модела. 

У седмом делу су разматране могуће примене добијених резултата за 

описивање периода космолошке инфлације [32, 33].  

Осми део садржи закључке и идеје за даља истраживања. 

Девети део садржи додатке. 
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2 р-Адична и аделична математичка анализа 

Поље р-адичних бројева је, у одређеном смислу, слично пољу реалних 

бројева:  

- за оба поља се може дефинисати апослутна вредност (норма),  

- оба поља су комплетна у односу на метрику дефинисану (инду-

ковану) одговарајућом нормом, 

- оба поља представљају проширења поља рационалних бројева, 

комплетирањем у односу на одговарајућу норму, 

- скуп рационалних бројева је свуда густ подскуп у њима, 

- оба поља су локално компактна, 

- ни једно од њих није алгебарски затворено.  

Наравно, са друге стране, постоје значајне разлике: 

- поље реалних бројева је уређено, док поље р-адичних бројева није, 

- поље  је Архимедово, док је поље
p
неархимедово, 

- метрички простор над  је повезан простор, док је простор над
p

тотално неповезан. 

 

2.1 р-Адична норма 

Норма (апсолутна вредност) | ·|елемената неког поља представља пре-

сликавање тог поља у поље ненегативних реалних бројева 


. Ово пресли-

кавање задовољава, редом, особине ненегативности, хомогености и неједна-

кости троугла: 

| | 0, | | 0 0x x x    ,  (2.1.1) 

| | || | |x yxy   ,  (2.1.2) 
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| | | | | |x y x y   .  (2.1.3) 

Дeфинисaњeм стандардне aпсoлутнe врeднoсти и свих р-aдичних нoрми 

нaд пoљeм рaциoнaлних брojeвa исцрпљeнe су свe мoгућнoсти зa увoђeњe 

нeeквивaлeнтних и нeтривиjaлних нoрми. Ово тврђење следи из теореме 

Островског [27, 28]: 

Свака нетривијална норма над пољем рационалних бројева је екви-

валентна стандардној апсолутној вредности | ·| или р-адичној норми | ·|p
. 

Дакле, над пољем рационалних бројева се могу дефинисати следеће 

нетривијалне норме [34]: 

1) стандардна апсолутна вредност | ·| | ·| , која је уско повезана са 

пољем реалних бројева   

, 0

| | 0, 0

, 0,

x x

x x

x x






 
 

  (2.1.4) 

2) р-адична норма | ·| | ·|p , за сваки прост број р, која је уско повезана 

са пољем реалних бројева
p
. 

Комплетирањем поља рационалних бројева у односу на | ·|  добија се 

поље реалних бројева  . Комплетирање се врши додавањем свих 

граничних вредности Кошијевих низова, чија се конвергенција одређује преко 

дате норме. 

Поље се може комплетирати и увођењем р-адичне норме | ·|p

(прецизније, р-адичних норми, за свако р). За сваки рационалан број 1 2/q q q , 

1 2,q q Z и за сваки прост број р одреде се цели бројеви 1n и 2n који пре-

дстављају највећи степен броја р за које се 1np и 2np садрже, редом, у бројиоцу и 

имениоцу рационалног броја q . р-Адична норма рационалног броја се, онда, 

дефинише на начин 
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2 11

2

| |
n n

p

p

q
q p

q


 .  (2.1.5) 

За ову норму особина (2.1.3) је задовољена у још строжијем облику 

| | (| | ,| | )p p px y max x y  ,  (2.1.6) 

која је позната као особина ултраметричности. Дакле, р-адична норма је 

ултраметричка. 

 

2.2 Поље р-адичних бројева 

Комплетирањем поља рационалних бројева коришћењем р-адичне 

норме долази се до поља р-адичних бројева
p
 [26]. Сваки р-адични број се 

може представити на јединствен начин 

( ) 2 3

0 1 2 3( ...)xx p x x p x p x p    ,  (2.2.1) 

где је ( ) ( )x ord x   , (0,1, 2, ..., 1)ix p  , 0 0x  . р-Адична норма р-адичног 

броја у облику (2.2.1) је 

( )| | x

px p    (2.2.2) 

За сваки р-адични број x се може дефинисати његов рационални (разломљени) 

део{ }px . Формално, реч је о пресликавању 

{·} : [0,1)p p  ,  (2.2.3) 

одакле следи 

( ) 2 1

0 1 2 1

0, ( ) 0 0
{ }

( ... ), ( ) 0,xp

x x
x

p x x p x p x p x 





 

 

  
 

    
  (2.2.4) 

Битна особина функције рационалног дела р-адичног броја је  

 { }   { } { } ,p p px y x y N x y    ,  (2.2.5) 

где  ,N x y може имати вредност 0 или1, што зависи од самих бројева x и y . 

Навешћемо два посебна примера. 
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Ако је једном од ових бројева р-адична норма мања или једнака 

јединици, а другом већа од један, онда је  , 0N x y    

{ }   { } { } , | | 1, | | 1p p p p px y x y x y     .  (2.2.6) 

Посебан случај је за | | 1px  и y x  , тада је    , 1,N x y N x x  , па 

важи [35] 

{ }  1 { } , | | 1p p px x x    .  (2.2.7) 

Значај ових формула посебно долазе до изражаја у примени псеудо-

диференцијалног оператора, који се дефинише преко рационалног дела р-

адичног броја, предложен од стране Б. Драговића [36, 37, 38]. 

 

2.3 р-Адична топологија 

Апсолутна вредност - норма се користи за индуковање метрике – расто-

јања између бројева. То даље омогућава увођење појмова као што су отворен и 

затворен скуп. 

Растојање или метрика над пољем
p
се дефинише преко р-адичне 

апсолутне вредности 

( , ) | |p pd x y x y  .  (2.3.1) 

Метрика је такође ултраметричка или уопштеније, неархимедова. 

 ( , ) max ( , ), ( , )p p pd x y d x z d y z .  (2.3.2) 

Ова неједнакост носи назив ултраметричка неједнакост, док је растојање 

ултраметричко, а простор ( , )p pd ултраметрички простор. 

У овом ултраметричком простору, који је компактан, комплетан и 

сепарабилан, р-адични круг ( )B a
, са центром у тачки a и полупречником p

је 

скуп тачака [26] 

( ) { :| | },p pB a x x a p

      .  (2.3.3) 
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Овде ћемо посебно издвојити прстен р-адичних целих бројева
pZ , круг који 

садржи оне р-адичне бројеве чија је норма мања или једнака јединици 

0 { :| | 1}p p pB Z x x    .  (2.3.4) 

Треба нагласити да је сваки р-адични круг истовремено отворен и затворен 

скуп (open and closed - clopen). Као последица тога, р-адични ултраметрички 

простор је тотално неповезан [39]. 

р-Адична кружница ( )S a
са центром у тачки a и полупречником p

је 

скуп 

( ) { :| | },p pS a x x a p

      .  (2.3.5) 

Веза р-адичних кругова и кружница је следећа 

1( ) ( ), ( ) / ( )( )B a S a S B a B aa    



 



  ,  (2.3.6) 

док за цео (р-адични) простор важи 

( ) ( )p S a B a 

 

 .  (2.3.7) 

 

2.4 р-Адични редови 

Аналогно реалном случају, постоје критеријуми за конвергенцију р-

адични бројних редова [26]. Бројни ред 

0

,k k p

k

a a




   (2.4.1) 

конвергира ка броју
pS ако и само ако 

lim | | 0k p
k

a


 ,  (2.4.2) 

тј. ако низ парцијалних сума 

0

n

n k

k

S a


 ,  (2.4.3) 

конвергира по р-адичној норми ка S  
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0

lim | | 0n p k
n

k

S S S a





   .  (2.4.4) 

Према Кошијевом критеријуму, који важи и у р-адичном случају, овај услов је 

и довољан; за произвољно 0 увек се може наћи број ( )N N тако да за 

свако k N важи | |k pa  . 

Сада је могуће дефинисати појам аналитичке функције. За р-адичну 

функцију ( )f x р-адичног аргумента 

: p pf ,  (2.4.5) 

се каже да је аналитичка на кругу B
ако се она у том кругу може представити 

конвергентним степеним редом 

0

( ) ,k

k k p

k

f x f x f




  .  (2.4.6) 

Полупречник конвергенције ( )R f аналитичке функције ( )f x   

( ) {[0, ], }R f p Z   ,  (2.4.7) 

представља број на основу кога се врши провера конвергентности реда (2.4.6). 

Ако за свако
px важи | | ( )px R f , онда је ред конвергентан. У супротном 

случају, тј. за | | ( )px R f , ред је дивергентан.  

Да би се одредио полупречник конвергенције, уводи се број ( )r r f  

1 1/lim k

k p
k

r f


 .  (2.4.8) 

Ред (2.4.6) конвергира : px x r  и дивергира : px x r  . Везу између r и R је 

следећа: ( ) ( )R f r f , при чему за
1( )p r f p    ,  следи ( )R f p ; ако је

( )r f p , онда је R p или
1R p  , тј. за ( )r f p конвергентност реда 

захтева посебно испитивање. Aнaлитичкe функциje у кругу, oднoснo њимa 

прeдстaвљeни стeпeни рeдoви мoгу сe дифeрeнцирaти и интeгрaлити чaн пo 

члaн. 



22 

 

Основне р-адичне функције представљају се преко бројних степених 

редова, аналогно реалном случају. На пример 

0

exp( )
!

k
x

k

x
e x

k





  ,  (2.4.9) 

2 1

0

( 1)
sin

(2 1)!

k
k

k

x x
k










 ,  (2.4.10) 

2

0

( 1)
cos

(2 )!

k
k

k

x x
k






 ,  (2.4.11) 

1

0

( 1)
ln[1 ]

k
k

k

x x
k






  ,  (2.4.12) 

2

0

( )
cosh( )

(2 )!

k

k

x
x

k





 .  (2.4.13) 

Ове функције су аналитичке у области 

2

1
| | , 2,

:
1

| | , 2.
4

p

p p

x p
p

G x

x p


 

 
  


  (2.4.14) 

Дефинисање р-адичне аналитичке функције омогућава увођење извода. 

Извод р-адичне функције у тачки
pa се дефинише слично реалном случају 

| | 0

( ) ( )
( ) lim [ ]

px

f a x f a
f a

x



 

 



.  (2.4.15) 

Једна од занимљивих новина у р-адичној анализи је да извод р-адичне 

функције може бити једнак нули, иако она није константна. Функције са овом 

особином спадају у класу локално константних фунцкија. 

Разматрање антидеривација р-адичних аналитичких функција се 

разликује од реалног случаја. У реалном случају постоји директна веза између 

неодређеног интеграла (што, заправо, представља антидеривацију) и одређеног 

интеграла (интеграција) 
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( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a  ,  (2.4.16) 

где
( 1)F f  представља антидеривацију фунцкије f , тј. важи 

 
( 1)

( 1) ( 1)( )
( )

( ( ))
dF x d

f f f x
dx dx

x x


   .  (2.4.17) 

У р-адичном случају ( , ( ), ( ) px F x f x  ) не постоји једнозначна веза између F

и f  [39]. Ипак, у случају р-адичних аналитичких функција антидеривација n -

тог реда
( ) ( )nf x

се дефинише као 

( ) 1
( )

( 1)...( 1)

n k n

k

k n

f x f x
k k k n


 




  

 ,  (2.4.18) 

при чему за полупречнике конвергенције функција ( )f x ,
( ) ( )nf x и

( ) ( )nf x
важи 

( ) ( )( ) ( ) ( )n nR f R f R f   .  (2.4.19) 

 

2.5 Неке значајне функције р-адичног аргумента 

Овде ћемо дати приказ неких функција р-адичног аргумента које се 

често појављују при р-адичној интеграцији. 

1) Карактеристична функција р-адичних целих бројева 

Карактеристична функција (| | )p px на скупу р-адичних целих бројева

pZ је локално константна како на скупу
pZ , тако и ван њега /p pZ . Дефинише 

се на начин  

0, | | 1
(| | )

1, | | 1,

p

p p

p

x
x

x


  


  (2.5.1) 

односно, користећи (2.3.4)  

0,
(| | )

1, .

p

p p

p

x Z
x

x Z


  


  (2.5.2) 

Користећи ову функцију израз за рационални део р-адичног броја (2.2.4) 

можемо преписати на начин 
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1

0 1 1{ } (1 (| | ))( ... )p px p x x x p x p 



 

     ,  (2.5.3) 

што посебно олакшава израчунавање р-адичних интеграла који као 

подинтегралну функцију садрже рационални део р-адичног броја [35]. Иначе, 

карактеристична функција је веома значајна за дефинисање основних стања у 

р-адичним квантним моделима [24]. 

2) Адитивни карактер 

Адитивни карактер над пољем реалних бројева је функција 

( ) exp( 2 ),x ix x     .  (2.5.4) 

Аналогно, адитивни карактер
p поља р-адичних бројева, прецизније карактер 

адитивне (локално компактне) групе
p

 , је непрекидна комплексна функција 

:p p ,  (2.5.5) 

( ) exp(2 { } ), ,p p px i x x   ,  (2.5.6) 

где је{ }px рационални део р-адичног броја x , релација (2.2.4). Основне 

особине су 

| ( ) | 1, ( ) ( ) ( )p p p px x y x y      ,  (2.5.7) 

( ) 1,p px x   .  (2.5.8) 

Из (2.5.4) и (2.5.6) следи релација посебно битна у теорији струна (повезује 

реалне, р-адичне и аделичне струне) [40] 

( ) ( ) 1,p

p

x x x    .  (2.5.9) 

3) р-Адична аритметичка функција
p  

Аритметичка функција ( )p a  

( ) :p pa ,  (2.5.10) 

је дефинисана изразима 
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1

1 2

2

1
[1 ( 1) ], ( )

2
( )

1
( 1) [1 ], ( ),

2

a

a a

i зa парно a у развоју броја a

a

i i зa непарно a











 



 


  (2.5.11) 

за 2p  , и 

0

0

1, ( )

( ) ( ), ( ) 1( )4

( ), ( ) 3( )4,

p

зa парно a у развоју броја a

a
a зa непарно a и p mod

p

a
i зa непарно a и p mod

p



 








 






  (2.5.12) 

за 2p  , где је ( )
a

p
Лежандров симбол. 

Лежандров симбол је дефинисан преко квадратног остатка: број a је 

квадратни остатак по модулу р ако једначина 

2 ( )x a mod p ,  (2.5.13) 

има решења x . Дакле, 

1,

( ) 1,

0, 0( ) .

a је квадратни остатак по модулу p
a

a није квадратни остатак по модулу p
p

a mod p




 
 

  (2.5.14) 

За
p функцију важи [26] 

2| ( ) | 1, ( ) ( ) 1, ( ) ( ), ,p p p p p pa a a ac a a c         ,  (2.5.15) 

1 1
( ) ( ) ( ) ( ), , ,p p p p pa b a b a b a b

a b
        ,  (2.5.16) 

( ) 2( ) 1, | | ,ord a

p pa a p p Z     .  (2.5.17) 

( ) ( ) 1, /{0}p

p

a a a    ,  (2.5.18) 

где је аритметичка функција за реално поље ( )a облика 
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( ) exp ( ) , /{0}
4

a i sgn a a


 

 
   

 
.  (2.5.19) 

 

2.6 р-Адична интеграција 

Поље
p
је локално компактна адитивна група. Због тога се на њему 

може дефинисати транслационо инваријантна мера Хара dx  [26]  

( ) , pd x a dx a   ,  (2.6.1) 

( ) | | ,p pd ax a dx a  .  (2.6.2) 

Ова мера је позитивна и једнозначна до на нормирајући фактор. Нормирање се 

(најчешће) врши на р-адичном прстену
pZ , аналогно јединичном интервалу у 

реалном случају 

| | 1
( ) 1

p p
p

Z x
Z dx dx


    .  (2.6.3) 

За функцију ( )f x р-адичног аргумента, која задовољава услов 

1| ( ) | , ( ) ( )
p

p pf x dx f x L    ,  (2.6.4) 

се каже да је интеграбилна на
p
ако постоји гранична вредност 

lim ( ) lim ( )
N

N

B SN N
f x dx f x dx


 



   .  (2.6.5) 

Ова гранична вредност представља интеграл функције ( )f x на
p
и означава се 

са 

( ) ( )
p S

f x dx f x dx






   .  (2.6.6) 

Смена променљивих x y се врши на начин 

| |px ay b dx a dy    ,  (2.6.7) 

одакле следи 



27 

 

( ) | | ( ) ,K bp p
K

a

f x dx a f y dy K   .  (2.6.8) 

Посебно су битни интеграли Гаусовог типа на пољу
p
 

2
2 1/2( ) ( ) | 2 |

4p
p p p pax bx dx


    



  
   

 
 .  (2.6.9) 

Могуће је дефинисати Фурије трансформацију за основне функције р-

адичног аргумента. То су све локално константне комплексне функције са 

компактним носитељем [26]. Фурије слика основне функције ( )f x се дефинише 

на начин 

( ) [ ]( ) ( ) ( )
p

pf F f f x x dx      ,  (2.6.10) 

док се инверзна Фурије трансформација дефинише на начин 

1( ) [ ]( ) ( ) ( )
p

pf x F f x f x d      .  (2.6.11) 

Такође важи 

1 1F F FF I   .  (2.6.12) 

 

2.7 Адели 

Да се подсетимо, поље реалних и поља p-адичних бројева су једина 

поља која се могу добити комплетирањем поља рационалних бројева 

коришћењем нетривијалних и нееквивалентних норми. Реални и р-адични 

бројеви се могу повезати, тј. истовремено разматрати увођењем адела, што је 

први учинио француски математичар Шевалије [41]. 

Бесконачни низ бројева 

2 3 137( , , ,..., ,..., ,...)pa a a a a a ,  (2.7.1) 

представља адел, акко за све осим за коначно много р важи [41] 

p pa Z .  (2.7.2) 
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Скуп адела чини прстен у односу на сабирање и множење адела по 

компонентама 

2 2( , ,..., ,...)p pa b a b a b a b      ,  (2.7.3) 

2 2· ( , ,..., ,...)p pa b a b a b a b  . (2.7.4) 

Над аделима се може дефинисати и адитивни карактер ( )a . То је комплексна 

непрекидна функција облика ( ,x y ) 

( ) ( ) ( ) exp( 2 ) exp(2 { } )p p p p p p

p p

xy x y x y ix y i x y              (2.7.5) 

са особинама 

( ) ( ) ( ), ,a b a b a b     ,  (2.7.6) 

( ) exp( 2 ) exp( 2 { } ) 1,p p

p

a ia i a a       .  (2.7.7) 

Израз (2.7.7) представља интересантну везу између реалних и р-адичних 

бројева, носи назив аделична формула и може се рећи да је идентична са 

изразом (2.5.9): 

1
exp( 2 ) ,

exp( 2 { } )p p

p

ia a

i a





  


.  (2.7.8) 

Aдeличнa фoрмулa je разматрана у оквиру процедуре ренормализације и 

регуларизације у тeoриjи струнa [40]. Постојала је идеја да се нa рaстojaњимa 

блиским Плaнкoвoj дужини ове процедуре могу спровести увoђeњeм 

нeaрхимeдoвe гeoмeтриje, р-aдичних брojeвa и aдeлa. 
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3 р-Адична и аделична квантна механика 

3.1 Општа разматрања 

Поступак канонског квантовања над пољем  може започети дефини-

сањем комутатора за операторе координате x̂ и импулса k̂ . Комутатор (тј. 

комутациона релација) се дефинише на стандардан (Дираков) начин преко 

Поасонових заграда (Poisson bracket, РВ) 

ˆˆ{ , } [ , ]PBx k i x k i     (3.1.1) 

Ови оператори делују у простору 2 ( )L  квадратно интеграбилних 

комплексних функција ( )x реалног аргумента. У координатној репрезента-

цији x̂ је мултипликативни, док је k̂ диференцијални оператор. Оператор k̂ је 

генератор транслација, другим речима, њиме су дефинисане инфинитезималне 

транслације.  

Међутим, над пољем
p
није могуће овако дефинисати операторе 

уколико они делују на комплексне функције р-адичног аргумента. Множење 

два објекта који припадају различитим пољима бројева није дефинисано, 

мултипликативни оператор на овакав начин није могуће дефинисати. Поред 

тога, подсетимо се да је поље
p
тотално неповезано и немогуће је генерисати 

инфинитезималне транслације [26]. Последица тога је и немогућност дефи-

нисања аналогне Шредингерове једначине у р-адичном случају. 

Ипак, комутационе релације на
p
(такође и на  и ) је могуће 

дефинисати преко Вејлових оператора коначних трансформација [42, 43, 44] 

ˆ : ( ) ( )qU x x q   ,  (3.1.2) 

ˆ : ( ) ( ) ( )k pV x kx x  .  (3.1.3) 
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Комутациона релација постаје 

ˆ ˆ ˆ ˆ( )q k p k qU V kx V U .  (3.1.4) 

Фамилија унитарних оператора 

1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2

p q kW z qk U V  ,  (3.1.5) 

задовољава релацију 

1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( , )) ( )
2

pW z W z B z z W z z    ,  (3.1.6) 

где је ( , ) ( )p pz q k V   тачка у p-адичном фазном простору и

( , )B z z k q kq    је кососиметрична симплетичка билинеарна форма на

( )p pV   [26]. Унитарни оператор ˆ ( )W z делује на начин 

ˆ ( ) ( ) ( ; , ) ( ) ( ) ( )
2

p

qk
W z x W z x y y dy kx x q       ,  (3.1.7) 

где је комплексна функција р-адичног аргумента. 

Сада је могуће дефинисати оператор еволуције ˆ ( )U t у р-адичном 

случају. Он ће бити унитаран и задовољаваће својство групног множења 

1 †ˆ ˆ( ) ( )U t U t  ,  (3.1.8) 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )U t U t U t t     .  (3.1.9) 

Дефинише се преко свог интегралног језгра ( , )tK x y  

ˆ ( ) ( ) ( , ) ( )
p

tU t x K x y y dy   ,  (3.1.10) 

при чему се језгро задаје преко Фејнманових функционалних интеграла 

 
( )

(0) 0
( , ) ( , ) ( )

q t x t

t p
q y

t

K x y L q q dt dq t



     (3.1.11) 

где је ( , )L q q класични р-адични лагранжијан. Интеграција се врши по р-

адичној трајекторији, од (0)q y до ( )q t x . На основу групног својства (3.1.9) 

следи [44] 
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( , ) ( , ) ( , )
p

t t t tK x q K q y dq K x y    .  (3.1.12) 

Уместо оператора хамилтонијана разматра се оператор еволуције и 

његов својствени проблем 

ˆ ( ) ( ) ( ) ( )pU t x E t x     ,  (3.1.13) 

где E представља енергију у р-адичном случају, индекс пребројава нивое 

енергија, док се индекс односи на дегенерацију нивоа. Решавање својственог 

проблема оператора еволуције је замена за решавање својственог проблема 

хамилтонијана, јер се квантна верзија хамилтонијана, као генератора 

инфинитезималних временских транслација на
p
, не може дефинисати [45]. 

Укратко, р-адична квантна механика је задата тројком 

 2
ˆ ˆ( ), ( ), ( )pL W z U t ,  (3.1.14) 

при чему је
2 ( )pL Хилбертов простор комплексних интеграбилних функција 

р-адичног аргумента, ˆ ( )W z фамилија унитарних оператора (3.1.5) и ˆ ( )U t

унитарна репрезентација оператора еволуције на
2 ( )pL  [26]. 

 

3.2 р-Адични функционални интеграли 

Као што је већ речено, језгро оператора еволуције
0 0( , ; , )pK x t x t се може 

задати преко израза (3.1.11), којег овде преписујемо у облику 

 
0 0

0 0 0 0( , ; , ) ( , ) ( ), , , ,
x t

p p p
x t

t

K x t x t L x x dt dx t x t x t   .  (3.2.1) 

За таласну функцију важи 

0 0 0 0
ˆ( , ) ( , ; , ) ( ),x t U x t x x tt   ,  (3.2.2) 

односно 

0 0 0 0 0( , ) ( , ; , ) ( , )
p

px t K x t x t x t dx   .  (3.2.3) 



32 

 

Језгро оператора еволуције постоји уколико постоји лимес [46] 

( )

0 0 0 0( , ; , ) lim ( , ; , )n

p p
n

K x t x t K x t x t


 ,  (3.2.4) 

( ) ( )

0 0 0

1

1 1 0 1

0

( , ; , ) ( , )

1
... ( , ; , ) ... ,

p p

n n

p p

n

p cl j j j j n

j

K x t x t N t t

S q t q t dq dq
h




  





 
  

 
 

  (3.2.5) 

где је ( )n

pN фактор нормирања и clS класично дејство. Овај метод, на жалост има 

озбиљна техничка ограничења [45]. 

Израз за језгро оператора еволуције у реалном случају за системе са 

квадратичним дејством [47] има облик 

1/2
2

0 0 0 0

0

2
( , ; , ) · exp ( , ; , )cl

cl

Si i
K x t x t S x t x t

h x x h




   
    

    
,  (3.2.6) 

који се може написати [48] 

1/2
2 2

0 0 0 0

0 0

1 1 1
( , ; , ) ( , ; , )

2

cl cl
cl

S S
K x t x t S x t x t

h x x h x x h
   



    
     

      
  (3.2.7) 

Показано је да у р-адичном случају за системе са квадратичним дејством важи 

[48] 

1/2
2 2

0 0 0 0

0 0

1 1 1
( , ; , ) ( , ; , )

2

cl cl
p p p cl

p

S S
K x t x t S x t x t

h x x h x x h
 
    

     
      

,  (3.2.8) 

што је искоришћено за израчунавање неких једнодимензионалних модела у р-

адичном, као и у аделичном случају [43]. 

 

3.3 р-Адични псеудодиференцијални оператори 

Да би се формулисала р-адична једначина Шредингеровог типа 

покушало се са увођењем одговарајућих пседудодиференцијалних оператора 

(скраћено DO ) [36, 49]. Разлог смо већ навели: комплексне функције р-

адичног аргумента се не могу диференцирати у стандардном смислу. 
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Над пољем  , DO са доменомO  је оператор Â , облика [50] 

  1ˆ ( ) ( , ) ( ) ,
2

i xA x a x e d x O  
 



    ,  (3.3.1) 

где је ( )x комплексна функција реалног аргумента, a ( ) њена Фурије слика. 

Функција ( , )a x представља симбол оператора Â . 

На исти начин, над пољем
p
, DO са доменом

p pO  је оператор Â , 

облика [26, 49] 

 ˆ ( ) ( , ) ( ) ( ) ,
p

p pA x a x x d x O         ,  (3.3.2) 

где је ( )x комплексна функција р-адичног аргумента, a ( ) њена Фурије 

слика, и ( , )a x представља симбол оператора Â . 

Оператор Владимирова [49] 

ˆ ˆ: ( ) ( )D x D x   ,  (3.3.3) 

се посматра као оператор диференцирања реда за 0  , односно као 

оператор интеграљења реда за 0  . Његов симбол је дефинисан преко р-

адичне норме, облика | |p
 , 

ˆ ( ) | | ( ) ( )
p

p pD x x d         ,  (3.3.4) 

при чему важи 

ˆ[ ]( ) | | ( )pF D      ,  (3.3.5) 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )D D x D D x D x          ,  (3.3.6) 

ˆ ˆ ( ) ( )D D x x       .  (3.3.7) 

Могуће је формулисати нестационарну једначину Шредингеровог типа (ово је 

уобичајени назив, иначе, једначина је дифузионог типа) 

21ˆ ˆ( , ) ( , ) ( ) ( )
| 4 |

t x

p

D x t D x t V x x     ,  (3.3.8) 
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где је ( )V x одговарајући р-адични потенцијал. За ( ) 0V x  следи 

21ˆ ˆ( , ) ( , ) 0
| 4 |

t x

p

D x t D x t    .  (3.3.9) 

Ова једначина не поседује фундаментално решење ( , )x t из скупа гене-

ралисаних функција [26] 

21ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )
| 4 |

t x

p

D x t D x t x t  ,  (3.3.10) 

где је ( , )x t р-адична Диракова  -функција, нити постоји веза са 

одговарајућим Фејнмановим функционалним интегралима. 

У раду [36] је предложен другачи облик симбола DO . Ако се крене од 

Вејлових оператора (3.1.2) и (3.1.3) 

ˆ ˆˆ ( ) ( ) exp 2 { }p p

q q
U i

h h

 
  

 
   

 
,  (3.3.11) 

ˆ
ˆ( ) ( ) expp

p

k d
V

h dx


  

 
   

 
,  (3.3.12) 

 и  су р-адични параметри, комутациона релација (3.1.4) постаје 

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) exp 2 { } ( ) ( )pU V i V U
h


    

 
  

 
.  (3.3.13) 

Анализирајући ову комутациону релацију, DO се може дефинисати тако да 

његов симбол уместо р-адичне норме садржи рационални део р-адичног броја 

ˆ 2 { }p p p p

p

x d x x
D i

h dx h h h

   
    

       
        

       
.  (3.3.14) 

Тако се деловање новог DO може представити 

( ) ( ) ( )

(2 ) ( ) ( ) .

p

p

p

p p

p

p

d d x
x d

dx dx h

x
i d

h h

 






    

 
   

   
      

   

 
   

 





  (3.3.15) 
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Да би се видело какве особине поседује овај DO  потребно је 

израчунати р-адичне интеграле, који, поред адитивног карактера садрже и 

рационални део р-адичног броја [37, 38, 51].  

Ако за р-адичну слободну нерелативистичку честицу (једно-

димензионални случај, 2p  ) претпоставимо да се описује раванским таласом, 

аналогно реалном случају (релативистичка слободна честица је разматрана у 

раду [52])  

( , ) ( )px t Et kx   ,  (3.3.16) 

онда следи 

ˆ ( , ) { } ( , ) { } ( )
2

p p p

i
E x t x t E Et kx

t
  




   


,  (3.3.17) 

ˆ ( , ) { } ( , ) { } ( )
2

p p p

i
k x t x t k Et kx

t
  




    


.  (3.3.18) 

р-Адичнa jeднaчинa Шредингеровог типа постаје 

2ˆ
ˆ ( , ) ( , )

2

k
E x t x t

m
  ,  (3.3.19) 

одакле се добија веза импулса k и р-адичне енергије 

2{ } { }p pE k .  (3.3.20) 

Ово је веома интересантан резултат који указује да у овом приступу р-адична 

слободна честица поседује дискретну зависност енергије од импулса, за 

разлику од реалног случаја [35]. 

 

3.4 Аделична квантна механика 

Подсетимо се да постоје занимљиве релације које повезују реалне и р-

адичне величине – аделичне формуле, на пример релације (2.5.9) и (2.5.18). 

Ово је „природна“ полазна тачка у покушају да се формулише аделична 

квантна теорија. Поред тога, р-адична разматрања доводе до резултата који 

експлицитно зависе од броја р, што представља још један додатни параметар 
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унутар р-адичне теорије [45, 53]. На крају, увек је постојала дилема кaкo 

интeрпрeтирaти рeзултaтe р-адичнe тeoриje и кaквa je вeзa измeђу њe и 

стaндaрднe тeoриje.  

Подсетимо се адела у контексту класичне динамике. Нека је S коначан 

скуп простих бројева р и нека је  

( ) p p

p S p S

S 

 

    .  (3.4.1) 

Тада се скуп адела може представити на начин 

( )
S

S .  (3.4.2) 

Скуп се може унапредити у аделични тополошки простор тако што се на 

њему уведе аделична топологија, чију базу чине отворени скупови 

p p

p S p S

O O

 

   ,  (3.4.3) 

где суO и
pO отворени скупови у, редом  и

p
. Са оваквом топологијом

постаје локално компактан тополошки простор [45]. 

Аделични класични динамички систем је такав систем чије се класично 

кретање посматра у тополошком простору . Све величине којима се описује 

такав систем морају се „аделизовати“. Величина  , која зависи од фазних 

променљивих (координата x и импулса k ) и времена t  

2( , , , , ), ( , , ), ,2,p v v v v vx k t v           (3.4.4) 

је адел, тј. важи 1p p  за скоро свако р. Ово се може разумети као први корак 

у аделизацији физичких модела. 

Еволуција фазне тачке ( , )z x k у аделичном простору  задаје се 

аделичном матрицом еволуцијеT (посматра се једнодимензионални случај) 

0 0 2

( )
( ) ( , ) ( ), ( ) , ( , , , , )

( )
p

x t
z t T t t z t z t t t t t

k t


 
       

 
,  (3.4.5) 
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при чему
2( , , , , )pT T T T   представља бесконачан низ матрица типа 2 2 и 

свака матрица из низа делује у одговарајућем фазном простору  

Аделична квантна механика се може дефинисати као тројка [31, 42]  

 2
ˆ ˆ( ), ( ), ( )L W z U t ,  (3.4.6) 

где је 2 ( )L простор квадратно интеграбилних функција над аделима , ˆ ( )W z

представља унитарну репрезентацију Хајзенберг-Вејлове групе на 2 ( )L , а

ˆ ( )U t је унитарна репрезентација оператора еволуције на 2 ( )L . 

Аделична таласна функција :  , 

( )( ) ( ), , ( ,2,3,...)v

v

v

x x x v     ,  (3.4.7) 

је комплексна функција аделичног аргумента, при чему важи
( )

2( )L

  , 

( )

2( )p

pL  , као и 

( ) ( ) (| | )p

p p px x  ,  (3.4.8) 

за свако осим за коначно много р. Аделични еволуциони операторÛ и његово 

интегрално језгро K дефинишу се 

( ) ( )

2 1 2 1 2 1
ˆ ˆ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ; , ) ( )

v

v v

v v

v v

U t t x U t t x K x t y t y dy      ,  (3.4.9) 

уз групна својства 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )U t t U t U t   ,  (3.4.10) 

( , ) ( , ) ( , )t t t tK x y K x z K z y dz    .  (3.4.11) 

Релација (3.4.11) не представља „прост“ производ израза (3.1.12) за свако р и 

одговарајућег израза за реалан случај (који је истог облика). Аделична 

интеграција подразумева да релација (3.4.11) садржи коначно много чланова 

који су различити од [54] 

( ) ( ) ( )

1
( , ) ( , ) ( , )

p

p p p

t t t t
z

K x y K x z K z y dz 


  .  (3.4.12) 
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За аделичне операторе ˆ ( )U t и ˆ ( )W z важи релација 

1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )tU t W z U t W T z  .  (3.4.13) 

Својствени проблем оператора еволуције се дефинише слично р-адичном 

случају 

ˆ ( ) ( ) ( ) ( )U t x E t x     ,  (3.4.14) 

где
2( , , , , )pE E E E   представља аделичну енергију, индекси и 

означавају, редом, енергетске нивое и њихову дегенерацију, ( )E t су 

својствене вредности, док су
 аделичне својствене функције представљене 

као бесконачни производ својствених стања одговарајућег реалног и р-

адичних модела 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
p p

p

p p

p S p S

x x x x      
 



 

   .  (3.4.15) 

Из последњег израза следи да аделична својствена функција може да садржи 

само коначно много р-адичних својствених функција различитих од 

вакуумског стања ( )px (или неког другог вакуумског стања, као што су

( )pp x или ( | | )pp x  ). Налажење вакуумског стања је од великог значаја 

у конструисању аделичних модела. Битно је рећи да је р-адично вакуумско 

стање дегенерисано. 

На крају је битно рећи да се стандардна квантна механика може 

посматрати као ефективна теорија у апроксимацији великих растојања (у 

односу на Планково растојање) уопштеније – аделичне теорије. Сходно томе, 

треба извршити интеграцију
2| ( , ) |x t по свим р-адичним компонентама 

аделичног простора. На основу [26] 

2

| | 1
1, | ( , ) | 1

p p p
p p p p

x
dx x t dx 


   ,  (3.4.16) 

добија се [45] 
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2 2 2

( )

2

| ( , ) | | ( , ) | | ( , ) |

(| ) .| ) | ( , |

p

p

S p p p p
S

p S

p p p

p S

x t dx x t dx x t dx

x dx x t dx

  



      



    





  

 

 
  (3.4.17)  
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4 Динамика тахионског поља 

4.1 Општа разматрања 

У овој глави разматрање ћемо започети теоријом поља и дејством 

4 ( , )S d x g X T  .  (4.1.1) 

Овде је ( , )X T општи израз за густину лагранжијана. Са ( , )T t x је означено 

(реално или р-адично) скаларно поље, за сада не нужно тахионско, X

представља кинетички члан облика (1.1.2), g је детерминанта метричког тензо-

ра са компонентама g и позитивном сигнатуром, ( , , , )g diag      .  

Ово поље се може повезати са идеалним флуидом, чије се компоненте 

тензора енергије-импулса добијају варирањем дејства по компонентама 

метричког тензора [55] 

2 S

gg
T 




 


.  (4.1.2) 

Минималан број величина којима се описује физичко стање идеалног флуида 

је три. Флуид је окарактерисан својим притиском P , густином материје 

(енергије)  и 4-вектором брзинеu
. Најједноставније је овај флуид посматра-

ти у систему у коме он мирује (comoving system). У том случају се његове 

компоненте могу записати на начин  

( )T P u u Pg      ,  (4.1.3) 

где су притисак, густина материје и 4-вектор брзине флуида, редом  

( , ) ( , )P X T X T ,  (4.1.4) 

( , ) 2 ( , )X T X X T
X




 


,  (4.1.5) 

2

T
u

X






 .  (4.1.6) 
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при чему су компоненте 4-вектора брзине 0 1u   и
0 0u  (у систему јединица у 

коме је вредност брзине светлости у вакууму 1c  ). 

Ово је стандардан начин увођења скаларног поља у космолошким 

разматрањима. Прецизније, полазно дејство садржи део којим се описује гра-

витација (Ајнштајн-Хилбертов члан) и део којим се описује космолошки 

флуид (густина лагранжијана скаларног поља), па је укупно дејство [56, 57] 

2

4 ( , )
2

plM
S d x g R X T

 
    

 
 ,  (4.1.7) 

где је R Ричијев скалар кривине, 2 1(8 )plM G  - редукована Планкова маса,G - 

Њутнова гравитациона константа. Ради једноставности, за Планкову масу ћемо 

за сада узети 2 1plM  . Из дејства (4.1.7) се добија десет Ајнштајнових једначина 

1

2
R Rg T    ,  (4.1.8) 

где је R Ричијев тензор кривине, док је на десној страни тензор енергије-

импулсаT
„космолошког“ флуида описан скаларним пољем преко израза 

(4.1.3). 

За случај равног простор-времена са Фридман-Робертсон-Вокеровом 

(FRW) метриком 

2 2 2 2( )FRW dxds g dt a t dxdx 

    ,  (4.1.9) 

где је ( )a t космолошки фактор скале хомогеног и изотропног Свемира, из 

Ајнштајнових једначина се могу извести три једначине којима се описује 

динамика космолошког фактора скале и скаларног поља. То су Фридманова 

једначина 

2 1
( )

3
,H TX ,  (4.1.10) 

где је ( ) /H t a a Хаблов параметар (тачка изнад величине означава 

диференцирање по времену), затим једначина за убрзање 
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 
1

( , ) 3 ( , )
6

a
X T P X T

a
   ,  (4.1.11) 

и једначина континуитета 

 3 ( , ) ( , )H X T P X T    .  (4.1.12) 

Наравно, само су две независне. Једначина континуитета уједно представља и 

динамичку једначину за скаларно поље у FRW простор-времену. Дефинише се 

још и параметар стања 

P
w


 ,  (4.1.13) 

као и адијабатска брзина звука 

1

2

s

P
c

X X




  
  
  

.  (4.1.14) 

За случај просторно хомогеног скаларног поља (поље је само функција 

времена), динамичка једначина (4.1.12) добија облик [58] 

 
2 2

2
3 2 2 0T HT XT X

X X T X T

   
    

    
.  (4.1.15) 

Битно је нагласити да ова једначина важи без обзира да ли је лагранжијан 

задат у стандардном или нестандардном облику.  

 

4.2 Теорија струна, брана и Сенова хипотеза 

Класично (Намбу-Гото) дејство отворене релативистичке струне је 

пропорционално светској површи коју струна „пребрише“ при кретању у

1D d  димензионалном простор-времену Минковског (d је број просторних 

димензија) [59] 

[ ]s i jS T d d det X X 

  


     ,  (4.2.1) 

где су и локалне координате светске површи ,  компоненте метричког 

тензора простора Минковског, облика ( , , , ,... )diag       , индекси i и j
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узимају вредности 1 или 2 и односе се на координате светске површи и , sT

представља напон струне, док су X  координате струне, тј. функције које сваку 

тачку ( , )  на светској површи преводе у тачку x простора Минковског. 

Класичне једначине кретања отворене струне, добијене из Намбу-Гото 

дејства имају облик 

2 2

2 2

( , ) ( , )
0

X X    

 

 
 

 
,  (4.2.2) 

чија су решења, уз Нојманове граничне услове 

0

0
X X 


 

 
 

 
,  (4.2.3) 

и у координатама светлосног конуса (уз одговарајућу калибрацију) облика 

0( , ) 2X       ,  (4.2.4) 

0 0

0

1
( , ) 2 2 exp( )cos( )n

n

X x i in n
n

            



    ,  (4.2.5) 

0 0

0

1
( , ) 2 2 exp( )cosI I I I

n

n

X x i in n
n

        



    ,  (4.2.6) 

где су n

, n


и

I

n (Фуријеови) коефицијенти у развоју, / 2sT   је тзв. 

параметар нагиба (slope parameter) и индекс I узима вредности 2,...,I d . 

Спектар маса класичне отворене струне не поседује тахионска стања 

2 1
( )I I

n n

n

M  
 



 ,  (4.2.7) 

јер важи да је
2( ) | | 0I I I

n n n    , тј. квадрат масе је увек ненегативна величина 

(звезда означава комплексну коњугацију). 

При квaнтизaциjи oтвoрeнe струнe ( 26D  ) кooрдинaтe ( , )X    и 

oдгoвaрajући кoњугoвaни импулси пoстajу oпeрaтoри зa кoje сe дeфинишe 

кoмутaтoр и кojи дeлуjу у прoстoру стaњa струнe. Другим рeчимa, 



44 

 

кoeфициjeнти у рaзвojу n

, n


и

I

n пoстajу oпeрaтoри ˆ
n

, ˆn


и ˆ I

n , кojи дeлуjу у 

пoмeнутoм прoстoру стaњa.  

Оператор квадрата масе је облика (добијен из (4.2.7) у процесу 

квантовања) 

 2 1ˆ ˆ1M N


  


,  (4.2.8) 

при чему је оператор броја честица N̂  представљен на начин 

†

1

ˆ ˆ ˆI I

n n

n

N na a






 ,  (4.2.9) 

где су, редом оператори анихилације и креације 

† †1 1
ˆ ˆˆ ˆ,I I I I

n n n na a
n n
   .  (4.2.10) 

Када је ˆ 0N  , тј. када нема ексцитација, може се, на основу израза (4.2.8), 

закључити да је основно (вакуумско) стање отворене струне тахионске 

природе. 

Поред једнодимензионалних објеката–(отворених и затворених) струна, 

теорија струна разматра и вишедимензионалне објекте, мембране или бране.  

Посебна класа обjeката нa кojимa су крajeви oтвoрeнe струнe 

лoкaлизoвaни (oбjeкти нa кojимa сe oтвoрeнe струнe зaвршaвajу) нoсe нaзив D-

брaнe (D-брaна, Диришлeoвa брана). Оне су у вези са р-димeнзиoнaлним 

рeшeњима jeднaчинa крeтaњa кojа зaдoвoљaвaју Диришлeoвe грaничнe услoвe 

(нагласимо да је овде р цео број, тј. не представља прост број). 

Dp-бране су 1p  -димензионални објекти са p просторних и једном 

временском димензијом. Пoсeдуjу eнeргиjу и имajу свojу динaмику. У случajу 

D25-брaнe у тeoриjи отворених (бoзoнских) струнa цeo прoстoр-врeмe je 

испуњeн брaнoм. У присуству Dp-брaнe кooрдинaтe oтвoрeнe струнe ( , )X    ,

0,1,...,25  , се могу поделити у две групе. Прву чине координате ( , )mX  
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кoje су тaнгeнциjaлнe у oднoсу нa Dp-брaну и зa кoje вaжe Нojмaнoви грaнични 

услoви 

0

0, 0,1,...,
m mX X

m p

  
 

 

 
  

 
.  (4.2.11) 

Друга група је састављена од координата ( , )aX   нормалних на Dp-брaну и за 

њих важе Диришлеови услови  

0( , ) | ( , ) | , 1,...,a a aX X x a p d          ,  (4.2.12) 

где су ax константе које дефинишу положај Dp-брaнe преко координата 

нормалних на њу. 

Taхиoнске конфигурације сe нe пojaвљуjу сaмo код отворених струнa 

кao oснoвнa стaњa, вeћ и у кoнфигурaциjaмa D-брaнa. Знaчajaн дoпринoс у 

прoучaвaњу нестабилник конфигурација D-брaнa прeдстaвљa рaд A. Сeнa из 

1998. гoдинe [60]. Изнeтa је идeja, тј. претпоставка дa сe процес тзв. тaхиoнске 

кoндeнзaциjе дешава нa нeстaбилним кoфигурaциjaмa D-брaнa. Нaкoн 

кoндeнзaциje, дoбиjeни стaбилни вaкуум прeдстaвљa вaкуум зaтвoрeнe струнe, 

при чeму сe D-брaнe рaспaдajу и oтвoрeнe струнe ишчeзaвajу. Taхиoнскa 

кoндeнзaциja je нa oвaj нaчин пoвeћaлa интeрeс физичaрa зa струнску тeoриjу 

пoљa, кojи je у једном периоду био умањен збoг кoмпликoвaнe мaтeмaтичкe 

структурe. 

Да би јасније приказали тахионску кондензацију, која се помиње у 

Сеновим претпоставкама, пoсмaтрajмo двe пaрaлeлнe Dp-брaнe лoкaлизoвaнe у

(1)

ax и
(2)

ax и oтвoрeну струну чиjи сe jeдaн крaj нaлaзи нa првoj Dp-брaни, a други 

крaj сe сaдржи у другoj брaни. Зa тaквe струнe, у изрaзу (4.2.8) зa квaдрaт мaсe 

пoстojи дoдaтни члaн кojи сe пojaвљуje кao пoслeдицa „зaтeзaњa“ струнe 

измeђу Dp-брaнa 

2

(1) (2)2
| |1ˆ ˆ1

2

a ax x
M N

  


  
           

  (4.2.13) 
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Основно стање, ˆ 0N  , постаје тахионско за случај када су две бране довољно 

близу једна другој 

2

(1) (2)0 | | 0, 0a aM x x N      (4.2.14) 

Ово разматрање вакуумских тахионских конфигурација отворене 

струне се може проширити и на теорију суперструна, где се поред D-брана 

дефинишу и анти D-бране, у ознаци D -бране. D -брана је брана са супротном 

оријентацијом у односу на D-брану.  

Посматрајмо отворену струну, чији је један крај смештен на D-брани, 

док је други на D . Ако су брана и антибрана постављене врло близу једна 

другој, онда ће основно стање отворене струне бити тахионско. Постојање 

вакуумске тахионске конфигурације указује да је систем брана-антибрана 

нестабилан [61]. 

И овде се поставља питање шта ће се десити са нестабилним системом, 

да ли постоји стабилна конфигурација у коју ће систем прећи (другим речима 

распасти)? Одговор је позитиван, бар у случају отворене (супер) струне. На 

основу Сенових претпоставки, систем брана-антибрана се распада и исчезава, 

остављајући за собом затворену струну, што представља тахионску 

кондензацију.  

Треба нагласити да је проучавање тахионске кондензације веома битно, 

јер представља физички процес који се јавља између два различита вакуумска 

стања, почетног нестабилног и крајњег стабилног [62]. Сенове претпоставке су 

сада већ прихавћене као важне особине брана, односно отворених струна на 

њима. 

Осoбинe D -брaнa мoжeмo проучавати индирeктнo, тaкo штo ћeмo 

испитaти штa сe дeшaвa у присуству D -брaнa. Moгућнoст дa сe нa oснoву 

динaмичких кaрaктeристикa oтвoрeнe струнe (чиjи сe крajeви нaлaзe нa D -

брaни) мoжe дoбити инфoрмaциja o динaмици D -брaнe дoвoди дo дeфинисaњa 
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eфeктивних тeoриja пoљa. Зa случaj тaхиoнских eксцитaциja oтвoрeнe струнe 

прeдлoжeнa je eфeктивнa тeoриja тaхиoнскoг пoљa oбликa [63, 64, 65] 

1d

tahS d x  ,  (4.2.15) 

( ) 1tah V T T T 

     ,  (4.2.16) 

гдe je ( )V T  пoтeнциjaл тaхиoнскoг пoљaT , ( , , ,...)diag     . Нa oвaj нaчин 

сe D -брaнe прoучaвajу нa дoбрo пoзнaтoм „пoлигoну“ тeoриje пoљa, што са 

једне стране у oдрeђeнoj мeри oлaкшва рaзмaтрaња брана и струна. 

Хамилтонијан и густина хамилтонијана ове ефективне теорије имају, 

редом, облике 

0( ) p pH d x T d x     ,  (4.2.17) 

2 2 2( ( ))  1 ( )V T T     ,  (4.2.18) 

где је коњуговани импулс тахионског поља [66] 

0

2 2
0 0

(  )
( , )

( ( )) 1 ( ) ( )

V T TS
t x

T x T T






  

  
.  (4.2.19) 

Хамилтонове једначине су 

2 2

2

0
2 22

) ( ) ( )
( , ) 1 ( )

( ) 1 (

(

)
( )j

j

T VH V T V T
t x T

T x VT





   
      

  
  ,  (4.2.20) 

2

0
2 2

( , ) 1 ( )
( )

H
T t x T

x V






  

 
 


.  (4.2.21) 

У лимесу великих вредности пољаT  када је потенцијал довољно опао да се 

може занемарити, и при фиксномХамилтонове једначине постају 

2| | 1 ( )pH d x T    ,  (4.2.22) 

0
2

( , )
 

| |
1 ( )

( )j

j

T
t x

T
  







 ,  (4.2.23) 
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2

0 ( , ) 1 ( )
| |

T t x T


  


 .  (4.2.24) 

Квадрирањем израза (4.2.24) добија се 

2 2

0( ) ( ) 1T T   .  (4.2.25) 

Увођењем локалног 4-вектора брзине и локалне густине материје [67] 

u T   ,  (4.2.26) 

2

| |
( , )

1 ( )
t x

T





 
,  (4.2.27) 

једначине (4.2.23) и (4.2.24) постају, редом 

1u u

    ,  (4.2.28) 

( ) 0u

   ,  (4.2.29) 

док израз за тензор енергије-импулса (видети (4.3.4)) постаје 

T u u   ,  (4.2.30) 

што одговара идеалном флуиду са нултом вредношћу притиска, тј. 

нерелативистичком флуиду. Дакле, у апроксимацији великих вредности поља 

динамичке једначине које се добијају из тахионског лагранжијана одговарају 

динамичким једначинама за нерелативистички флуид. 

Разматрања у оквиру ове ефективне теорије се могу проширити и на 

гравитацију, тј закривљене просторе, над  и p , односно , о чему ће бити 

речи у наставку.  

 

4.3 Тахионско поље у FRW простор-времену 

Као што је већ речено у Уводу, густина лагранжијана за тахионско 

скаларно поље ( , )T t x садржи потенцијал у виду мултипликативног члана, док 

је кинетички члан под квадратним кореном [9] 

( , ) ( ) 1 2tach T X V T X    .  (4.3.1) 
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Знак минус испред потенцијала обезбеђује стабилност теорије [66].  

Коњуговани импулс је 

( )

1 2

tach V T X

T TX

 
  

 
,  (4.3.2) 

где је /T T t   . Динамика тахионског поља у закривљеном простор-времену 

(варирањем дејства (4.1.1) са тахионском густином лагранжијана (4.3.1)) 

описује се једначином кретања [10] 

1 ( )
0

1 2 ( )

D T dV T
D T T T

X V T dT

   




     


,  (4.3.3) 

где је D коваријантни извод у односу на метрику g . Тензор енергије-импулса 

је облика [68] 

( )

1 2
tach

V
g

T
T T T

X
    


  ,  (4.3.4) 

одакле се, на основу (4.1.4) и (4.1.5) може закључити да тахионском пољу 

одговара идеалан флуид са негативним притиском и позитивном густином 

енергије 

(( 2, 1) )VP T XX T   ,  (4.3.5) 

(
(

2
,

1
)

)V T

X
X T 


.  (4.3.6) 

За космолошка разматрања често се користи просторно хомогено 

тахионско поље ( )T T t  и FRW метрика (4.1.9). У том случају густина 

лагранжијана (4.3.1) постаје 

2( , ) ( ) 1tach T T V T T    ,  (4.3.7) 

а једначина (4.3.3), односно (4.1.15) добија облик 

2

( ) 1
3 ( ) ( ) 0

1 ( ) ( )

T t dV
H t T t

T t V T dT
  


.  (4.3.8) 

Изрази за притисак и густину материје идеалног флуида су 
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2(( , ) ) 1 ( )T V T TP T t  ,  (4.3.9) 

2

( )
,

(
( )

1 )

V T
T

T t
T


 ,  (4.3.10) 

параметар стања је 

2(1 )w T   ,  (4.3.11) 

Док је адијабатска брзина звука 

1

2 21 2 1X

X

s
XX

c w T



 
      
 

,  (4.3.12) 

где је X парцијални извод густине лагранжијана по кинетичком члану 

X
X





.  (4.3.13) 

Важно је рећи да оваква веза параметра стања и адијабатске брзине звука не 

постоји у случају лагранжијана стандардног облика. Овде је увек
2 1sc  , док за 

стандардне лагранжијане важи да је 
2 1sc   без обзира на вредност параметра 

стања w  [5].  

 

4.4 Хамилтонијан и маса тахионског поља 

Дискусија о хамилтонијану тахионског поља је занимљива. Разлог је 

једноставан, хамилтонијан је одржана величина, без обзира на облик 

динамичке једначине, о чему ће овде бити речи [6, 20]. 

Посматрамо просторно хомогено тахионско поље у равном простор-

времену 

2( , ) ( ) 1tach T T V T T    .  (4.4.1) 

Коњуговани импулс следи из (4.3.2) 

2
( )

1

T
V T

T
 


,  (4.4.2) 
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одакле је  

2 2 ( )
T

V T




 
,  (4.4.3) 

где је  

21, 1      .  (4.4.4) 

Правилан избор је 1   , што је показано у Додатку 1, одакле следи 

2 2 ( )
T

V T




 
.  (4.4.5) 

Сада је хамилтонијан система 

2 2( , ) ( )tach tachT T T V T     .  (4.4.6) 

Једначина кретања добија облик 

21 1
( ) ( )

( ) ( )

dV dV
T t T t

V T dT V T dT
   .  (4.4.7) 

Једначина је нелинеарна, садржи члан са квадратом првог извода поља по 

времену. Овај „фрикциони“ члан на први поглед указује на 

„неконзервативност“ хамилтонијана система. Међутим, једначина (4.4.7) се 

може преписати у подеснијем облику 

 2( ) 1 ( )
( ) 1 ( )

( )

dT t dV T
T t T t

dT V T dT
     (4.4.8) 

Интеграцијом једначине (4.4.8) добија се 

2 ( )
1 ( )

V T
T t

C
  ,  (4.4.9) 

односно 

2

( )

1 ( )

V T
C

T T



,  (4.4.10) 

где јеC константа интеграције. Са друге стране, користећи израз (4.4.2) за 

коњуговани импулс, израз за хамилтонијан (4.4.6) постаје [6, 20]  
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2

( )

1 ( )
tach

V T

T T



,  (4.4.11) 

одакле следи да је хамилтонијан први интеграл кретања, не зависи 

експлицитно од времена и одржана је величина 

tach C .  (4.4.12) 

Напоменимо да за хамилтонијан стандардног облика са канонским кинетичким 

чланом, 

21
( )

2
V     ,  (4.4.13) 

важи const  , док за хамилтонијан (4.4.6) важи 

2 2 2 2( )tach V T C     (4.4.14) 

Размотримо, сада, како изгледа масени члан за тахионски лагранжијан. 

Подсетимо се да се за (хомогено) скаларно поље , чија је густина 

лагранжијана стандардног облика  

2 2 21 1
( ), ( )

2 2
V V m       ,  (4.4.15) 

квадрат масе дефинише преко другог извода потенцијала ( )V  по пољу 

2
2

2

( )d V
m

d





 .  (4.4.16) 

Међутим, овај израз важи само за стандардне лагранжијане са канонским 

кинетичким чланом, тј. облика (4.4.15). У случају општег облика густине 

лагранжијана користи се израз [69] 

2 1 2
3

1

1
( )

2 2

A A
m A

A
    ,  (4.4.17) 

који се добија из разматрања полова пропагатора датог скаларног поља. 

Изрази за 1A , 2A и 3A су 

2 2 2

1 2 32 2

1 1 1
, ,

2 2 2
A A A

T T T T

  
  

   
.  (4.4.18) 
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За случај тахионског поља и густине лагранжијана (4.4.1) следи [20] 

22
2 2

2

( ) ( )

( ) (

1 1
(2 )

)
tach

T Td V dV
m T

V V dTT dT T

 
   

 
.  (4.4.19) 

На пример, за тахионске потенцијале (о којима ће бити речи у наставку) 

1( ) 0,TV T e    ,  (4.4.20) 

2

1
( ) , 0

cosh( )
V T

T



  ,  (4.4.21) 

3

1
( ) , 0V T

T



  ,  (4.4.22) 

квадрати маса су, редом 

2 2 2

1 (1 ) 0m T    ,  (4.4.23) 

2 2 2 2

2 2

1
sinh ( )(2 ) 0

cosh ( )
m T T

T
 



 
     

 
,  (4.4.24) 

2
2

3 2
0

T
m

T
   .  (4.4.25) 

У сва три случаја квадрат масе је негативна величина, тахионска поља заиста 

описују тахионске системе (подсетимо се да је једна од дефиниција тахиона, 

односно тахионских система да је квадрат масе негативан [70]). 

 

4.5 Класе тахионских потенцијала 

У оквиру космолошких разматрања тахионске потенцијале ( )V T је 

подесно разврстати у класе. Разврставање се врши на основу параметра , који 

се за моделе са лагранжијаном тахионског типа дефинише [71] 

3/2 ( )

( )plM dV

T

T

V dT
   .  (4.5.1) 

Прецизније, класе потенцијала се одређују у зависности од асимптотских 

особина параметра . Не улазећи у детаље, довољно је рећи да природа 
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решења динамичких једначина (тахионских) поља у многоме зависе од 

понашања овог параметра. Детаљније о параметру за космолошке моделе са 

стандардним обликом лагранжијана се може наћи у раду [72], док се за моделе 

са лагранжијаном тахионског типа може наћи у раду [71]. 

На основу параметра   тахионски потенцијали су разврстани у три 

класе: const  , 0  (асимптотски) и | |  (асимптотски). 

(i) const  . 

Типичан представник ове класе је инверзни квадратни потенцијал

2 2( )V T M T  (у случају теорије са стандардним обликом лагранжијана 

типичан представник је експоненцијални потенцијал). 

(ii) 0  асимптотски. 

У ову класу спада неколико типова тахионских потенцијала. 

(iia) 
4( ) n nV T M T  , за0 2n  . 

Овај потенцијал је коришћен за описивање тахионске инфлације [11], 

параметар тежи нули заT  . 

(iib) 1/( )

0( ) TV T V e  . 

Овај потенцијал је коришћен за моделе са квинтесенцијом [73]. 

Параметар тежи нули заT  . 

(iic) 
2 21

2
0( )

M T

V T V e . 

Потенцијали овог облика се појављују у теоријама са D-бранама, 

односи се на ексцитације (масивних) скаларних поља [74]. Поседује минимум 

за 0T  , параметар тежи нули за 0T  . 

(iii) | |  асимптотски. 

И у овој класи постоји неколико типова тахионских потенцијала. 

(iiia) 
4( ) n nV T M T  , за 2n  . 

Параметар тежи бесконачности заT  . 
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(iiib) 
0( ) TV T V e  . 

Овај потенцијал је разматран у оквиру тахионске инфлације [75]. 

Параметар тежи бесконачности заT  . Преузет је из теорије струна, из 

модела који разматрају пар брана-антибрана (
3 3D D ) [76]. У ову класу спада и 

потенцијал облика 0( ) / cosh( )V T V MT , такође преузет из теорије струна [77] 

и разматран у оквиру тахионске инфлације [8]. 

(iiic) 
2 21

2
0( )

M T

V T V e


 . 

Модели који користе потенцијал овог облика спадају у моделе са тзв. 

„котрљајућим тахионима“ (rolling tachyons), тахионско поље се „котрља“ низ 

потенцијал ка бесконачности, при чему  . 

Тахионски потенцијали који ће овде бити разматрани поседују следеће 

карактеристике: имају позитивну вредност за 0T  , монотоно опадају и теже 

нули у бесконачности [8] 

(0) 0, ( 0) 0, ( ) 0V V T V T     .  (4.5.2) 

Тахионски потенцијали који задовољавају ове услове су: 

- Експоненцијално опадајући потенцијал, 

- Инверзни косинус хиперболички потенцијал и 

- Инверзни степени потенцијал. 

Ови потенцијали су ограничени одоздо.  

Први наведени потенцијал, експоненцијалног облика ( ) TV T e , за 

реалан позитиван константан параметар не задовољава пoменуте услове, па 

ће бити разматран само експоненцијално опадајући потенцијал (слика 1(а))  

( 0,) TV T e    .  (4.5.3) 

Други потенцијал, инверзни косинус-хиперболички је облика (слика 

1(б)) 

1 2
( ) , 0

cosh( ) T T
V T

T e e 


 
  


.  (4.5.4) 
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Овај потенцијал достиже максимум у 0T  ,тежи нули за велике 

вредности аргумента и поседује симетрију парностиT T . Коришћен је у 

многим космолошким моделима, пре свега за описивање периода инфлације 

[8, 72, 78]. 

Трећи потенцијал је облика 

( ) nV T T ,  (4.5.5) 

где је n реалан број. У складу са условима (4.5.2), степен n мора бити негативан 

број. Разматраће се најједноставнији случај, 1n   (слика 1(в)) 

1
( ) , 0V T const

T



   .  (4.5.6) 

   

(а) (б) (в) 

Слика 1:Графици функција ( )V T за 

0T  ; (а) ( ) TV T e  , (б) ( ) 1/ cosh( )V T T , (в) ( ) 1/V T T . 

 

4.6 Стандардни космолошки модели инфлације 

Теорија Вeликог праска (Big Bang) је прва класична теорија која је 

успешно описала и предвидела битне карактеристике у еволуцији Свемира 

добијених из космолошких посматрања: Хаблово ширење Свемира, постојање 

микроталасног позадинског зрачења (Cosmic Microwave Backgroud Radiation, 

CMB) и распрострањеност лаких хемијских елемената [79]. Међутим, није 

могла да реши неке космолошке проблеме, као што су равност Свемира, 

проблем хоризонта, постојање сингуларитета на почетку еволуције Свемира. 

Могуће решење за ове и друге космолошке проблеме је предложено 80-

их година прошлог века. У основи идеје је претпоставка да је у веома раној 
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еволуцији Свемира постојао период драстично брзог (експоненцијалног) 

ширења Свемира, период инфлације [80, 81, 82, 83, 84]. У раду [80], у коме је 

први пут изнета идеја (у покушају да се превазиђе проблем сингуларитета), 

инфлаторно ширење Свемира се описује увођењем додатних чланова у 

Ајнштајн-Хилбертово дејство за гравитацију. Почев од рада [81], овај период 

се описује преко скаларног поља (једног или више), инфлатона. 

Ова једноставна и врло примамљива идеја се брзо развијала. Може се 

рећи да модел космолошке инфлације не само да решава поменуте 

космолошке проблеме, већ на природан начин уводи космолошке 

пертурбације настале из квантних флуктуација инфлатона (и метричког 

тензора). Ове квантне флуктуације се описују у семи-класичном прилазу 

квантном теоријом поља на закривљеним просторима [85, 86, 87]. 

Почев од 1010 s (од почетка еволуције Свемира) па све до данас 

описивање еволуције Свемира је засновано на добро познатим и провереним 

законима физике елементарних честица, физике језгра, физике атома, теорије 

гравитације, и физике (идеалних) флуида. Овај тренутак одговара енергији од

1TeV , која је реда величине енергији са којом располажу данашњи убрзавачи 

честица. Период пре
1010 s

одговара енергијама које су веће од1TeV , тј. нама 

(тренутно) експериментално недоступне, тако да проучавање овог периода у 

еволуцији Свемира допушта различите теоријске моделе и претпоставке, бар у 

оној мери колико је сам период фасцинантан [88]. 

Да би се описале флуктуације које постоје у вредностима температуре 

детектоване у CMB спектру потребно је претпоставити примордијалну 

природу космолошких флуктуација. Претпоставља се да су примордијалне 

флуктуације настале у веома раној еволуцији Свемира (
3410 s

), тј. за време 

трајања космолошке инфлације. Модел космолошке инфлације објашњава 

како су ове микроскопске квантне флуктуације (пертурбације) густине 

материје космолошког флуида, захваљујући инфлаторном ширењу Свемира 
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„нарасле“ до макроскопских размера, већих од физичког хоризонта у том 

тренутку. Након што су пертурбације „напустиле“ хоризонт, бивају 

„замрзнуте“ одржавајући амплитуду константном, све до поновног „уласка“ 

унутар хоризонта. Овај улазак се дешава након завршетка периода инфлације, 

када је Свемир био „стар“ око 510 година, тј. нешто пре периода декупловања 

CMB фотона од остатка космолошке материје [88]. Унутар хоризонта 

амплитуде флуктуација више нису контантне, јер су сада у каузалном контакту 

са фотонима. Фотони почињу да „скупљају“ информације о овим 

флуктуацијама материје (и простор-времена), које данас видимо у спектру 

CMB-а. Еволуције пертурбација након њиховог повратка унутар хоризонта је 

теоријски добро проучен проблем, тако да је Свемир могуће „посматрати“ 

преко CMB спектра и проверити ваљаност претпоставке да је постојао период 

инфлације и да су у том периоду настале примордијалне флуктуације [89, 90]. 

Постоје неколико начина преко којих се космолошка инфлација може 

реализовати. Најкоришћенији модел инфлације са једним инфлатонским 

пољем заснива се на механизму „спорог котрљања“ (slow roll) инфлатона са 

стандардним обликом лагранжијана, након кога следи модел са нестандардним 

обликом лагранжијана. Да поновимо, у моделима без инфлатона, уз 

модификацију Ајнштајн-Хилбертовог дејства за гравитацију такође се може 

реализовати инфлација [58, 91]. 

За време трајања инфлације, космолошки фактор скале ( )a t се убрзано 

увећавао [92] 

( ) 0a t  .  (4.6.1) 

Треба нагласити да опсeрвaбилни пoдaци укaзуjу дa сe Свeмир и дaнaс убрзaнo 

шири [93, 94, 95, 96, 97], мeђутим, пoд инфлaциjoм сe пoдрaзумeвa сaмo рaни 

пeриoд у eвoлуциjи Свeмирa. Услов (4.6.1) на основу једначине за убрзање 

(4.1.11) доводи до битног закључка да је притисак космолошког флуида за 
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време инфлације имао негативну вредност, односно да је параметар стања 

негативан 

1 1
( , ) ( , )

3 3
P X T X T w     .  (4.6.2) 

Видимо да за тахионски лагранжијан (4.3.7) овај услов одговара случају 

2 2

3
T  .  (4.6.3) 

Нajвaжниjи oпсeрвaбилни тeст пoстojaњa пeриoдa инфлaциje 

прeдстaвљa спeктaр СMВ зрaчeњa. Флуктуaциje тeмпeрaтурe у спeктру сe мoгу 

пoвeзaти сa пeртурбaциjaмa мeтрикe (написане преко АDМ разлагања [98]) 

 2 2 2 2 2 2 2

2
(1 )

1
( ) 2 i i j

ij ji ids A dte B a h dx dx
a

Bdtdx e   
 

    





 ,(4.6.4) 

где A , B , описују пертурбације скаларног типа, док ijh описује пертурбације 

тензорског типа (гравитационе таласе). Oвe пeртурбaциje мeтрикe су нaстaлe 

кao пoслeдицa пoстojaњa флуктуaциja T  скаларног пoљa (не нужно 

тахионског) зa врeмe инфлaциje [55] 

0( , ) ( ) ( , )T t x T t T t x  .  (4.6.5) 

Увођењем (калибрационо инваријантне) тзв. претурбације кривине  [99]  

( )
( , ) ( , ) ( , )

( )

H t
t x t x T t x

T t
    ,  (4.6.6) 

проблем се своди на решавање динамичке једначине за и, затим, њено 

квантовање.  

Може се показати да се у овом поступку [5, 100] динамика пертурбације 

кривине описује квадратичним лагранжијаном, тј. лагранжијаном за 

хармонијски осцилатор (стандардном и/или инверзном) са временски зависним 

параметрима у простору Минковског [5, 100]. Ово је један од разлога нашег 

разматрања тахионских и одговарајућих локално еквивалентних квадратичних 

лагранжијана. Још један битан мотив је чињеница да су амплитуде (бар неких 
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од) модова ових пертурбација у тренутку настанка биле реда величине 

Планкове дужине [101, 102], што повлачи за собом могућност разматрања 

проблема на неархимедовим просторима [22].  

По завршетку инфлaциje Свeмир нe сaдржи ни jeдaн тип мaтeриje (oсим 

мaтeриje oписaнe инфлaтoнoм). Свa мaтeриja нaстaje при oсцилoвaњу 

инфлaтoнa у oкoлини тaчкe минимумa пoтeнциjaлa. За случај тахионских 

лагранжијан и тахионских потенцијала, минимум пoтeнциjaлa је најчешће у 

бeскoнaчнoсти и oвaкaв нaчин ствaрaњa чeстицa мaтeриje ниje мoгућ. Тада 

густинa материје тaхиoнскoг пoљa увeк дoминирa Свeмирoм, штo je у 

супрoтнoсти сa чињeницoм дa je након инфлације дoминaнтнa кoмпoнeнтa 

билa рeлaтивистичкa мaтeриja. 

Moжe сe зaкључити дa тaхиoнскo пoљe кao инфлaтoн нe мoжe бити 

„oдгoвoрнo“ зa цeo пeриoд инфлaциje. Meђутим, мoжe сe пoкaзaти дa сe рaни 

пeриoд инфлaциje (кaдa je Свeмир имao густину рeдa Плaнкoвe густинe) мoжe 

oписaти тaхиoнским пoљeм [10].  

 

4.7 Тахионска р-адична инфлација 

Пoчeтaк инфлaцијe и њeн квaнтни aспeкт спaдaју у нajинтeрeсaнтниja 

питaњa мoдeрнe кoсмoлoгиje. Кaкo je рeч o прoцeсимa близу Плaнкoвe скaлe, 

oни су oдличaн пoлигoн зa разматрање рeлeвaнтнoсти нeaрхимeдoвe гeo-

мeтриje и aдeличнoг приступa. Зато je битнo рeћи бaр oнo нajoснoвниje o р-

aдичнoj инфлaциjи. 

р-Aдичнa инфлaциja сe мoжe рaзмaтрaти прeкo (упрoшћeнoг) мoдeлa 

тeoриje струнa, прецизније ефективне теорије из које се добија амплитуда 

расејања р-адичних отворених тахионских струна.  

р-Aдичнo рaзмaтрaњe струнa кao aлтeрнaтивa и дoпунa рeaлнoм случajу 

je битна зa пoвeзивaњe р-aдичних тeoриja сa тeoриjaмa дeфинисaним нaд 
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пoљeм рeaлних брojeвa. Oвa вeзa сe oствaруje у aдeличнoj тeoриjи струнa кoja 

рaвнoпрaвнo трeтирa р-aдичнe и рeaлнe струнe.  

Веза реалне ( )A  и р-адичних амплитуде ( )pA дата је релацијом [40] 

( ) ( ) 1[ ]p

p

A A   .  (4.7.1) 

Зa рaзлику oд рeaлнoг случaja, р-aдичнa интeгрaциja при изрaчунaвaњу 

aмплитудe рaсejaњa je увeк извoдљивa, сa рeзултaтoм кojи je чeстo 

jeднoстaвнoг oбликa. To дoвoди дo тoгa дa сe р-aдичнa тeoриja струнa мoжe 

прeдстaвити кao eфeктивнa тeoриja скaлaрнoг пoљa из кoje сe у пoтпунoсти 

мoгу извeсти изрaзи зa aмплитудe рaсejaњa. Као што ћемо видети, овa тeoриja 

пoљa je нeлoкaлнoг кaрaктeрa 

Амплитуда расејања р-адичних отворених струна се може добити из 

ефективног лагранжијана за скаларно тахионско поље [103] 

1

12
1 1

2 1

p

p p
p

  


  


.  (4.7.2) 

Лагранжијан овог облика је коришћен за разматрање р-адичне инфлације 

[104]. Детаљније о овом лагранжијану су дати у Додатку 2 [19]. Дејство је 

облика 

2
4 2

24 1

4 2 2

1 1 1 1
,

2 1 1
sm ps

p p s

m p
S d x p

g p g g p
  




 
    
  
 

 ,  (4.7.3) 

где је sg константа осворене струне и sm параметар скале масе струне.  

Сложеност теорије се може видети из самог израза за тензор енергије-

импулса. Стандардни облик тензора енергије-импулса идеалног флуида који 

одговара овом пољу је облика [105] 
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 (4.7.4) 

из ког следе изрази за густину  и притисак P . 

Рaзмaтрaнa су двa рeжимa зa oписивaњe инфлaциje. Први рeжим je зa 

мaли прoст брoj р, при чeму je пoтeнциjaл дoвoљнo рaвaн и инфлaциja сe 

oдвиja нa стaндaрдaн нaчин. Други рeжим je зa 1p  , пoтeнциjaл je врлo стрм, 

aли сe р-aдичнo скaлaрнo пoљe „спoрo кoтрљa“. Oвo зaнимљивo пoнaшaњe 

пoљa je пoслeдицa нeлoкaлнoсти тeoриje. Eфeкти виших извoдa у изрaзу зa 

лaгрaнжиjaн тeжe дa у дoвoљнoj мeри успoрe прoмeну пoљa, упркoс врлo 

стрмoм пoтeнциjaлу. Зaнимљивo je и тo дa je у oвoj тeoриjи кинeтички члaн 

лaгрaнжиjaнa oдгoвoрaн зa инфлaциjу, зa рaзлику oд тeoриje сa стaндaрдним 

обликом лагранжијана [104]. Рeзултaти које даје модел р-адичне инфлације се 

(за сада) добро слaжу са резултатима добијених из спектра CMB зрачења [104], 

макар за неке конкретне вредности ( 19p  ). 

Oвa oблaст свaкaкo oстaје као интeрeсaнтнo пoдручje истрaживaњa у 

кoмe сe прeплићу тeoриja струнa, квaнтнa тeoриja пoљa, клaсичнa и квaнтнa 

кoсмoлoгиja - кao шири oквир инфлaтoрнe кoсмoлoгиje. Напоменимо да се у 

свим овим разматрањима, тахионско поље и тахиони посматрају у оквиру 

класичне физике и квантни аспекти су или потпуно непознати и занемарени, 

или се само индиректно појављују кроз пертурбације поља. За дубље 

разумевање ових процеса, посебно на Планковој скали, неархимедовим 

просторима и у квантној теорији, потребно је разматрати квантне моделе, чему 

ова дисертација тежи да делимично допринесе. 
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5 Налажење локално еквивалентних лагранжијана 

5.1 0-димензионални прилаз 

Космолошки модели базирани на лагранжијану DBI типа су релативно 

новијег датума, привлаче велику пажњу истраживача и добра су алтернатива 

моделима са „стандардним-канонским“ лагранжијаном - дејством. Неки од 

ових космолошких модела су егзактно решиви, али динамика, а посебно 

квантна динамика скаларних поља (међу њима и тахионска) је или тешко 

решива, само нумерички решива, или у потпуности непозната. Ово последње 

се посебно односи на квантовање скаларног поља, поготово на наерхимедовим 

пољима. 

Сенова хипотеза, или хипотезе, о суштинској улози тахиона и 

тахионске материје у интеракцији D-брана је привукла велику пажњу, 

понудивши фундаменталну основу за космолошке моделе, посебно инфла-

торне, базиране на теорији струна, брана и струнској теорији поља. Релативно 

брзо је утврђено да инфлација вођена „тахионским инфлатоном“ тече исувише 

брзо (потенцијали су сувише „стрми“ да би била у сагласности са мерењима). 

Са друге стране, у раду [106] је показано да p-адична инфлација, односно 

модели на ултраметричким просторима (уједно и пример нелокалних теорија) 

имају другачију динамику, довољно времена за цео инфлаторни ток, и чак 

показују солидно слагање са мерењима CMB спектра за неке конкретне 

вредности броја p (рецимо 19p  ). То су, ипак, само парцијални резултати, и 

врло је отворено и интересантно питање да ли се може моделирати квантни 

почетак инфлације и да ли може бити инваријантан избор бројног поља, 

конзистентан и на Архимедовим и неархимедовим просторима. У коначном, 

да ли постоји аделични модел који би био у добром слагању са садашњим 

подацима и евентуално предвидео нове ефекте. 
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Истраживања у овом правцу су отпочела још 2003. године [107], 

инициране занимљивом идејом Сајана Кара (Sayan Kar) [108], о разматрању 0-

димензионалног лимеса Сеновог лагранжијана за тахионско поље [109]. У овој 

дисертацији приказујемо преглeд ових истраживања, са посебним акцентом на 

најновије резултате, од којих ће неки тек бити публиковани. 

Размотримо класичну једначину кретања просторно хомогеног 

тахионског поља на Архимедовим просторима. 

У 0-димензионалном прилазу врши се прелаз са класичне теорије поља 

на класичну механику. Ово је математички еквивалентно случају просторно 

хомогеног скаларног поља ( )T T t у равном простор-времену. Теорија се 

поједностављује, еволуција тахионског поља постаје јаснија и директније се 

може разматрати класична и квантна еволуција одговарајућег „тахионског“ 

система [15, 16]. На први поглед, овај једноставан модел личи на класичан 

модел честице која се креће у константном спољашњем пољу у присуству 

пригушења које је пропорционално другом степену брзине честице [16, 17]. 

Ипак, без обзира на постојање „пригушења“, густина хамилтонијана је, као 

што је већ речено, одржана величина [6, 7].  

Поједностављење се врши коресподенцијом
ix t , T x ,

( ) ( )V T V x  [15, 16]. Густина лагранжијана, односно лагранжијан добија 

облик 

2( ) 1tach V x x   .  (5.1.1) 

Поред тога, канонски коњуговани импулс и густина хамилтонијана су 

2
( )

1

tach x
p V x

x x


 

 
,  (5.1.2) 

2 2( , ) ( )tach x p p V x  .  (5.1.3) 

Једначина кретања је облика 
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21 1
( ) ( )

( ) ( )

dV dV
x t x t

V x dx V x dx
   .  (5.1.4) 

Ова једначина садржи члан са 2x . На нивоу класичне механике, једначина 

одговара једнодимензионалном систему са тзв. Њутновом фрикцијом (ако 

једначина садржи члан са x , онда се ради о Стоксовом фрикционом члану) 

[110].  

 

5.2 Конструкција лагранжијана из једначине кретања 

Проблем квантовања теорије са тахионским лагранжијаном 

(хамилтонијаном) је веома захтеван и још увек није (потпуно) решен. У овој 

дисертацији се полази од идеје да се на класичном нивоу може изабрати други 

облик лагранжијана, који ће описивати исту динамику, тј дати исту једначину 

кретања и бити једноставнијег облика [16, 18, 19]. Наравно, еквивалентност 

лагранжијана на класичном нивоу не повлачи за собом квантну 

еквивалентност, што представља познат проблем при преласку са класичног на 

квантно разматрање.  

Како је основна мотивација и делимична примена нашег разматрања 

(веома) кратак временски интервал – почетак периода инфлације, „локална 

еквивалентност“ лагранжијана је прихватљива претпоставка. Под локалном 

еквивалентношћу се подразумева постојање везе између старе x и нове 

променљиве y  облика 

( )dy f x dx .  (5.2.1) 

Избор погодног (и еквивалентног) лагранжијана омогућава поступак 

квантовања коришћењем Фејнманових функционалних интеграла за налажење 

амплитуде прелаза. Ово је посебно важно за разматрања на и близу Планкове 

скале, због „универзалности“ овог приступа на  , p и  [43].  
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Поступак налажења локално еквивалентног лагранжијана стандардног 

облика почиње од општије једначине кретања која садржи члан са квадратом 

„брзине“ (која је истог облика као једначина (5.1.4))  

2( ) ( ) ( ) ( ) 0x t b x x t g x   .  (5.2.2) 

Лагранжијан стандардног облика из ког произилази једначина (5.2.2) може се 

представити формулом [18] 

2 2 ( ) 2 ( )1
( , ) ( )

2

x
I x I x

stL x x x e g x e dx   ,  (5.2.3) 

где је 

( ) ( )
x

I x b x dx  ,  (5.2.4) 

при чему је доња граница интеграције произвољна. За случај једначине (5.1.4) 

следи 

log ( )
( )

d V x
b x

dx
  ,  (5.2.5) 

   g x b x    (5.2.6) 

2

2

1
( ) log ( ), II x V x e

V
   .  (5.2.7) 

Заменом израза (5.2.5), (5.2.6) и (5.2.7) у (5.2.3) добија се 

2

2

1 1 1
( , )

2 ( ) 2 ( )
st

x
L x x

V x V x

 
  

 
.  (5.2.8) 

Увођењем нове променљивеY и одговарајућег потенцијала ( )W Y локалном 

сменом променљивих 

( )

x dx
Y

V x
  ,  (5.2.9) 

2

1
( )

2 ( ( ))
W Y

V x Y
 ,  (5.2.10) 

коначно се може написати израз за лагранжијан у стандардном облику, са 

канонским кинетичким чланом 
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21
( , ) ( )

2
stL Y Y Y W Y  .  (5.2.11) 

На основу изнетог поступка, једноставно се може добити еквивалентни 

лагранжијан стандардног облика за различите функције потенцијала. 

Приметимо да је функција (5.2.10) ненегативна и да у израз (5.2.11) улази са 

позитивним, наизглед погрешним, предзнаком. 

 

5.3 Класичне канонске трансформације 

Уопштавање поступка налажења локално еквивалентних лагранжијана 

може се остварити коришћењем класичних канонских трансформација [20, 22]. 

У овом делу дисертације показаћемо да се класичне канонске трансформације 

могу користити како би се поједноставиле динамичке једначине (кретања), на 

основу којих би се могао одредити облик локално еквивалентног 

лагранжијана. Овако добијени лагранжијан би имао стандардни облик, са 

канонским кинетичким чланом, и који би, макар на класичном нивоу, 

описивао исту динамику. Ово, дакле, представља уопштење претходног 

поступка налажења лагранжијана стандардног облика из динамичких 

једначина, презентованог у раду [18]. 

Употреба класичних канонских трансформација се показала као врло 

ефикасан начин да се на основу динамичких једначина добије лагранжијан 

система који би имао стандардни–канонски облик. У том случају се 

поједностављује процедура квантовања система. Да поновимо, квантовање 

теорија са нелинеарним лагранжијанима је врло захтеван задатак, некад и 

нерешив.  

Опште је познато из Хамилтоновог формализма класичне механике да 

канонске трансформације предстаљају промену фазних координата 

(варијабли), тако што пар фазних координата ( , )x k преводе у нови пар ( , )x k

задржавајући облик Хамилтонових једначина кретања [111, 112, 113]  
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( , ) ( , )
,

( , ) ( , )
.

x k x k
x x

k k

x k x k
k k

x x

 
  

 

 
    

 

  (5.3.1) 

Да би се одржао облик Хамилтонових једначина, трансформација

( , ) ( , )x k x k мора да задовољи два услова. Први услов је да Поасонове 

заграде остану непромењене 

{ , } { , } 1PB PBx k x k  .  (5.3.2) 

Други услов је да је Јакобијан трансформације једнак јединици 

( , )
1

( , )

x k
J

x k


 


.  (5.3.3) 

У теорији класичних канонских трансформација постоји неколико 

еквивалентних начина да се дефинише функција из које произилазе ове 

трансформације. То су генератрисе класичних канонских трансформација и 

оне могу зависити како од полазних, тако и од новоуведених координата и 

импулса. 

Овде ће бити коришћена генератриса као функција полазног импулса p  

и новоуведене координате x  

( , ) ( )G x k kF x  ,  (5.3.4) 

где је ( )F x произвољна реална функција нове координате. За овакав избор 

генератрисе (у смислу да зависи од „старог“ импулса и „нове“ координате), 

изрази који повезују старе и нове величине су 

( ),

( ),

G
x F x

k

G
k kF x

x


  




  



  (5.3.5) 

тј. нове величине су уведене преко старих на начин 
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1( ),

( ),

x F x

k kF x




  (5.3.6) 

при чему
1( )F x

представља инверзну функцију функције ( )F x , док је 

( )
( )

dF x
F x

dx
  .  (5.3.7) 

Оваквим избором генератрисе динамичка једначина у равном простор-времену 

(5.1.4) постаје  

2( ) ln ( ( )) 1 ln ( ( ))
( ) 0

( ) ( ) ( ) ( )

F x d V F x d V F x
x F x x

F x dF x F x dF x

 
    

  
.  (5.3.8) 

Ова једначина и даље садржи члан са 2x и њено решавање (и касније 

квантовање) је компликовано. Међутим, функција ( )F x  је још увек 

произвољна и може се изабрати на погодан начин. 

Избор функције ( )F x може бити такав да доведе до поједностављења 

једначине (5.3.8), тј. да члан који садржи
2x буде једнак нули. Покажимо да је 

један такав добар избор директно повезан са функцијом потенцијала. 

Прецизније, функција ( )F x се бира (у овом случају дефинише), делимично 

индиректно, преко инверзне функције
1( )F x

и задатог потенцијала 

0

1( )
( )

x

x

dy
F x

V y

   .  (5.3.9) 

Избор доње границе интеграла 0x је произвољан. Одређивањем функције ( )F x

преко њене инверзне функције, која је фиксирана изразом (5.3.9), једначина 

кретања (5.3.8) се поједностављује и добија облик 

1 ln ( ( ))
0

( ) ( )

d V F x
x

F x dF x
 


,  (5.3.10) 

јер је члан уз
2x у (5.3.8) једнак нули, 

( ) ln ( ( ))
( ) 0

( ) ( )

F x d V F x
F x

F x dF x


 


.  (5.3.11) 
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Сада се може показати [18, 22] да оваквој динамичкој једначини одговара 

стандардни лагранжијан са канонским кинетичким чланом, облика 

2

2

1 1
( , )

2 2 ( ( ))
canL x x x

V F x
  .  (5.3.12) 

Дакле, потенцијал „диктира“ избор генератрисе канонских 

трансформација. Избор генератрисе је могао бити другачији, али би се, онда, 

морала проверити ваљаност израза (5.3.11). Наравно, овде је, као и у 

претходно описаном поступку, члан који садржи потенцијал са позитивним 

предзнаком (израз (5.2.11)). 

За квадратичне лагранжијане се релативно лако може прећи на р-адичне 

и аделичне моделе и разматрања. Један од разлога за то је постојање формуле 

Б. Драговића и Г. Ђорђевића за израчунавање амплитуде прелаза за 

квадратичне системе на
p
 [48] и проширења на аделе [43]. 

 

5.4 Примери са конкретним потенцијалима 

Поставља се питање постојања критеријума по коме би се одређивало 

да ли ће новодобијени локално еквивалентни лагранжијан бити квадратичан по

x и x . За сада не постоји такав критеријум, већ се за сваки задати потенцијал 

понаособ мора спровести цео поступак. Тако, потенцијали поменути раније 

доводе до локално еквивалентних квадратичних лагранжијана. 

Експоненцијални потенцијал 

За случај потенцијала (4.5.3) 

( 0,) xV x e    ,  (5.4.1) 

инверзна функција (5.3.9) је 

1 1
( ) xF x e



  ,  (5.4.2) 

преко које се добија израз за функцију ( )F x  
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1
( ) ln( )F x x


 ,  (5.4.3) 

тако да генератриса (5.3.4) добија облик 

( , ) ln( )
p

G x p x


  .  (5.4.4) 

Након извршене канонске трансформације једначина кретања преводи на 

добро познати облик 

2 0x x  .  (5.4.5) 

Лагранжијан стандардног облика који одговара овој једначини кретања се 

може записати у облику [16] 

2 2 21 1
( , )

2 2
L x x x x   .  (5.4.6) 

Због карактера инверзне функције (5.3.9), која повезује тахионски лагранжијан 

(5.1.1) са квадратичним лагранжијаном (5.4.6), квадратични лагранжијан се 

може сматрати „локално“ еквивалентним тахионском лагранжијану. 

Инверзни косинус хиперболички потенцијал 

За случај потенцијала (4.5.4) 

1
( ) , 0

cosh( )
V x

x



  ,  (5.4.7) 

инверзна функција 
1( )F x

је облика 

1 1
( ) sinh( )F x x



  ,  (5.4.8) 

одакле следи да је  

1
( ) arcsinh( )F x x


 .  (5.4.9) 

Функција генератрисе, сада, постаје  

( , ) arcsinh( )
p

G x p x


  .  (5.4.10) 
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И за ову класу потенцијала генератриса (5.4.10) преводи једначину кретања на 

познати облик 

2 0x x  ,  (5.4.11) 

која се може добити варирарањем лагранжијана стандардног облика са 

канонским кинетичким чланом [33] 

2 2 21 1
( , )

2 2
L x x x x   .  (5.4.12) 

Инверзни (степени) потенцијал 

За случај потенцијала (4.5.6) 

1
( ) , 0,

n
V x const n N

x



    ,  (5.4.13) 

инверзна функција 
1( )F x

је 

1 1( )
1

nF x x
n

 


,  (5.4.14) 

одакле се за генератрису канонских трансформација добија 

 
11

11( , ) ( 1) nnG x p n x   .  (5.4.15) 

Применом овако дефинисане канонске трансформације једначина кретања 

(5.3.10) добија облик 

2 1 1

1 1 1( ) ( 1) 0
n n

n n nx t n n x
 

     ,  (5.4.16) 

док је одговарајући локално еквивалентни лагранжијан стандардног облика  

2 2 2

2 1 1 1
1 1

( , ) ( 1)
2 2

n n

n n nL x x x n x       .  (5.4.17) 

Видимо да се у општем случају не добија лагранжијан квадратичног облика. 

Посматрајмо, сада, потенцијал (5.4.13) (4.5.6) за случај 1n   

1
( ) , 0V x const

x



   .  (5.4.18) 

Инверзна функција 
1( )F x

постаје 
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1 21
( )

2
F x x  ,  (5.4.19) 

одакле се за генератрису канонских трансформација добија 

2
( , )G x p p x


  .  (5.4.20) 

Применом овако дефинисане канонске трансформације једначина кретања 

(5.3.10) добија једноставан облик 

( ) 0x t   ,  (5.4.21) 

док је одговарајући локално еквивалентни лагранжијан стандардног облика 

[18, 20], из ког се може добити једначина (5.4.21), облика 

21
( , )

2
L x x x x   .  (5.4.22) 

У сва три случаја дошло се до стандардних лагранжијана који су 

квадратични по x и x . Лако се може приметити да се у првом и другом случају, 

(5.4.6) и (5.4.12), ради о лагранжијану који одговара тзв. инверзном 

хармонијском осцилатору са константном фреквенцом, док је у трећем случају 

(5.4.22), у питању лагранжијан за систем у пољу константне одбојне силе. 

Укратко, у свим разматраним случајевима лагранжијани облика (5.1.1) 

постају локално еквивалентни системима са одбојном силом (интеракцијом), 

која убрзава систем, односно одговара ширењу, инфлаторним процесима. 

 

5.5 Инверзни хармонијски осцилатор 

Видели смо да је у случају два од разматрана три потенцијала 

лагранжијан стандардног облика, у ствари, лагранжијан за инверзни 

хармонијски осцилатор. Зато ћемо у овом делу укратко рећи основно о 

инверзном хармонијском осцилатору, не улазећи у техничке детаље. 

У математичком смислу, инверзни хармонијски осцилатор је сличан 

(обичном) хармонијском осцилатору. Ипак, спектар енергија квантног 
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инверзног хармонијског осцилатора није ограничен ни одоздо, нити одозго 

[114], квантно стање са најнижом енергијом одговара бесконачно негативној 

енергији, E   . Инверзни хармонијски осцилатор је у оквиру космолошких 

разматрања коришћен за описивање периода инфлације [115].  

Опште решење Шредингерове једначине за инверзни хармонијски 

осцилатор се може представити као линеарна комбинација решења са 

дефинисаном парношћу 

( ) ( ) ( )even oddx C x D x     ,  (5.5.1) 

где суC и D реалне константе, док се even и odd могу представити преко 

конфлуентних хипергеометријских функција (за више детаља, видети [116]). 

Увођењем оператора „анихилације“ и „креације“, што представаља стандардни 

поступак за случај хармонијског осцилатора на  , добија се теорија са 

такозваним уопштеним својственим стањима, која одговарају комплексним 

својственим вредностима енергија. 

Као што је познато, својствене вредности енергија E за нестабилан 

систем могу имати комплексне вредности. У том случају функција 

потенцијалне енергије не поседује стабилну стационарну тачку 

(конфигурацију). За математичку формулацију непрекидног спектра и/или 

комплексних својствених вредности, видети радове [117, 118]. 

 

5.6 Амплитуда прелаза у стандардној квантној механици 

Ако је дејство квадратично по почетној и крајњој конфигурацији 

система (што проистиче из квадратичности лагранжијана по координати и 

првом изводу координате по временском параметру), амплитуда прелаза се 

може представити на начин [119] 

 
2

2 1

1 2

1
, ; ,0

2

clS
i

clS
K x x e

i x x





 

 
,  (5.6.1) 
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односно [33, 43, 48] 

1/2
2 2

2 1 2 1

1 2 1 2

1 1 1
( , ; ,0) ( , ; ,0)

2
( )cl cl

cl

S S
K x x S x x

h x x h x x h
     



  
   

    
, (5.6.2) 

где су аритметичка -функција и адитивни карактер дефинисани, редом, 

изразима (2.5.19) и (2.5.4) [26]. Избором локално еквивалентног класичног 

лагранжијана из претходних разматрања, који је квадратичног облика, можемо 

да израчунамо амплитуду прелаза на основу горњег израза. 

Експоненцијални потенцијал 

За случај потенцијала (4.5.3) 

( 0,) TV T e    ,  (5.6.3) 

коначно решење након извршене канонске трансформације, као и изабрани 

стандардни лагранжијан имају исти запис као у случају инверзног косинус 

хиперболичког потенцијала. Зато ћемо одмах прећи на разматрање 

хиперболичког потенцијала.  

Инверзни косинус хиперболички потенцијал 

За случај потенцијала (4.5.4) 

1
( ) , 0

cosh( )
V x

x



  ,  (5.6.4) 

коначно решење (након извршене канонске трансформације) је 

   2 2 (2 )

1 2

1
( ) (coth( ) 1)

2

t t tx t e x e e x e e           
 

.  (5.6.5) 

Лагранжијан (5.4.12) је 

 

 

2
2 2 2 (2 ) 2 2

2 1 1 2

2
2 2 2 (2 ) 2 2

2 1 1 2 ,

1
(coth( ) 1)

8

1
(coth( ) 1)

8

t t t

t t t

L e x e x e x e x e

e x e x e x e x e

     



     

 

 

 

 

     

     

  (5.6.6) 

док је одговарајуће класично дејство 

 2 2 1 2
2 1 1 2

0

2
( , , ,0) coth( )

2 sinh( )
cl

x x
S x x L dt x x






 



 
    

 
 ,  (5.6.7) 
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Применом формуле (5.6.2) добија се  

   2 2 1 2
2 1 1 2

2
, ; ,0 exp coth( )

2 sinh( ) 2 sinh( )

x xi
K x x x x

 
 

  


  
    

  
. (5.6.8) 

Инверзни (степени) потенцијал 

За случај потенцијала 

1
( ) , 0V x const

x



   ,  (5.6.9) 

израз за класичну трајекторију система (након извршене канонске 

трансформације) је облика 

   2

2 1 1( )
2

t
x t t t x x x





     .  (5.6.10) 

док је класично дејство (за лагранжијан (5.4.22)) квадратично по почетној и 

крајњој конфигурацији 

   
2 3

2

1 2 1 2

0

1

2 2 24
clS L dt x x x x





  


      ,  (5.6.11) 

па се и у овом случају може извршти квантовање преко Фејнманових 

функционалних интеграла, коришћењем израза (5.6.1) 

 
    24 2

1 2 1 2

2 1

12 12
, ; ,0 exp

2 24

i x x x xi
K x x

 


  


       
  
 

.(5.6.12) 
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6 Реална, р-адична и аделична разматрања 

6.1 Квантни р-адични тахионски модели 

Као што је већ речено, врло је битно развити поступак на 

неархимедовим просторима, тј. над пољем р-адичних бројева (р представља 

прост број). То се постиже, бар формално математички, једноставном заменом 

поља реалних бројева   пољем р-адичних бројева p . Комплексне таласне 

функције реалног аргумента ће бити замењене комплексним функцијама р-

адичног аргумента [24, 26]. 

За р-адичну амплитуду прелаза (пропагатор) pK за квадратична 

класична дејства, рачуната над пољем р-адичних бројева користићемо израз 

[43, 48]  

1/2
2 2

2 1 2 1

2 1 2 1

1
( , ; ,0) ( , ; ,0)

2
( ) ( )cl cl

p p p cl

p

S S
K x x S x x

x x x x
   

 
  

   
,  (6.1.1) 

где је, ради једноставности, узето 1h  .  

Инверзни косинус хиперболички потенцијал 

Одговарајућа р-адична амплитуда прелаза (6.1.1) је облика 

1/2

2 1 2 1( , ; ,0) ( , ; ,0)
2sinh( ) sinh( )

( ) ( )p p p cl

p

K x x S x x
 

   
 

  ,  (6.1.2) 

односно 

 

1/2

2 1

2 2 1 2
1 2

( , ; ,0)
2sinh( ) sinh( )

2
coth( )

2 sin
.

h( )

( )p p

p

p

K x x

x x
x x

 
 

 


 





 
   

 










  (6.1.3) 

Инверзни (степени) потенцијал 
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Израз за р-адичну амплитуду прелаза (6.1.1) за теорију са потенцијалом 

(4.5.6) за све р-адичне случајеве, осим за 2p има облик [22] 

   
1/2 2 3

2

2 1 1 2 1 2

1 1 1
( , ; ,0)

2 2 2 24
( ) pp p

p

K x x x x x x
  

  
  

  
 

 
 

   . (6.1.4) 

Добијени резултати омогућавају да се опише квантна динамика 

тахионског модела, одреди вакуумско стање и разматра (не)стабилност. Добар 

део математичких детаља, као и формализам аделичног уопштења и 

ограничења се може наћи у текстовима [24, 43]. 

 

6.2 р-Адично основно стање 

Потребан услов за постојање р-адичног квантног модела, тј. у општијем 

случају, аделичног модела [26, 43, 48] јесте постојање р-адичног квантно-

механичког основног (вакуумског) стања ( )vac

p y у најједноставнијем облику – 

карактеристичне -функције, израз (2.5.1), који овде преписујемо 

| | 1
(| | )

| |

1,

10, .

p

p

p

x
x

x










   (6.2.1) 

Физичка интерпретација је да систем (честица) остаје у основном 

стању све док је у „кутији“ чија је страница једнака природној 

(униврзалној) јединици дужине (на пример Планкова дужина). Напоменимо 

да је у р-адичном случају -функција исто што и функција Гаусовог облика

2exp( )x у реалном случају, обе су инваријантне на Фурије трансформацију. 

Имајући у виду особине р-адичног пропагатора и р-адичног 

оператора еволуције 

Како је једна од основних особина (р-адичне) амплитуде прелаза и 

вакуумског стања (што је уједно искоришћено за дефиницију вакуумског 

стања) 
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2 1 1 1 2( , ; ,0) ( ) ( )
p

vac vac

p p pK x x x dx x   ,  (6.2.2) 

за ( ) (| | )vac

p py y  се добија 

1
2 1 1 2

| | 1
( , ; ,0) (| | )

p
p p

x
K x x dx x


   ,  (6.2.3) 

односно  

1

1/2
2 2

2 1 1 2
| | 1

2 1 2 1

1
( , ; ,0) (| | )

2
( ) ( )

p

cl cl
p p cl p

x
p

S S
S x x dx x

x x x x 

 
      

     .  (6.2.4) 

Овде су функције и корен р-адичне норме извучени испред интеграла, јер због 

квадратичности дејства више не зависе од координате по којој се врши 

интеграција. Област интеграције је сведена на скуп целих р-адичних бројева

| | 1p px Z  . 

Решавањем израза (6.2.5) за 2p  добијени су следећи услови [22, 33] 

2 2

| | 1
( ) (| | ), за

| | 1, | | 1

pvac

p p

p p

x x
x



  







 


  (6.2.6) 

Може се спекулисати да систем постоји у аделичном основном стању 

све док важи | | 1p  (на пример у јединицама Планковог времена plt или неке 

друге природне јединице времена) и 2 2| | 1px   .  

Да поновимо, у р-адичном случају постоји дегенерација вакуумског 

стања. Вакуумско стање може бити представљено „модификованом“  -

функцијом ( | | )pp x или р-адичном Дираковом -функцијом ( | | )pp x  ,

Z   [24]. Оне ће дати другачија ограничења на постојање основног стања 

и на параметре теорије. 

Детаљна израчунавања на примеру инверзног косинус хиперболичког 

потенцијала су изложена у Додатку 3 [22, 33]. 
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6.3 Аделична генерализација 

Аделична разматрања ћемо започети од таласне функције 

( ) ( ) ( ) ( ) (| | )ad a v v p p p p

v p S p S

x x x x x 

 

        ,  (6.3.1) 

где је, да се подсетимо, S коначан скуп простих бројева, ( ,2,3,... ,...)v p  ,

x  и p px  чине адел 

2 3( , , ,... ,...)a px x x x x ,  (6.3.2) 

и где за све осим за коначно много простих бројева р важи | | 1px  . Функције

( )x  и ( )p px представљају, редом, реалну и р-адичне таласне функције. за 

р-адични део важида је ( ) (| | )p p p px x  за све осим за коначно много 

простих бројева р.  

Одговарајућа аделична амплитуда прелаза (квантни пропагатор) се 

представља као нетривијални производ реалног (5.6.2) и р-адичног дела 

(6.1.1) за свако р  

2 1 2 1 2 1 2 1( , ; ,0) ( , ; ,0) ( , ; ,0) ( , ; ,0)ad v p

v p

K x x K x x K x x K x x      . (6.3.3) 

У случају „правог“ аделичног вакуумског стања важи 

( ) (| | )p p p px x  ,  (6.3.4) 

за свако р. 
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7 Квантна космологија  

Jeднa oд aлтeрнaтивa кaнoнскoj квaнтизaциjи над пољем реалних 

бројева je квaнтизaциja прeкo интeгрaлa пo трajeктoриjaмa (функционалних 

интеграла) [120]. У р-aдичнoj и aдeличнoj кoсмoлoгиjи тo je, зa сaдa, jeдинa 

мoгућнoст. Пoлaзнa oснoвa je идeja дa je aмплитудa прeлaзa из стaњa oписaнoг 

мeтрикoм ijh  , пoљeм мaтeриje   нa инициjaлнoj хипeрпoврши  , у другo 

стaњe ijh  , сa пoљeм мaтeриje  , нa финaлнoj хипeрпoврши  , дeфинисaнa 

функциoнaлним интeгрaлoм прeкo свих могућих 4-гeoмeтриja g  и 

кoнфигурaциja пoљa мaтeриje   [121] 

[g , ]
, , | , , e cliS

ij ijh h DgD  

 
           ,  (7.1.1) 

oдносно, након увођења смене t i  , clI iS    

- [g , ]
, , | , , e

I

ij ij
h h DgD 

 


           ,  (7.1.2) 

где је clS класично дејство и I тзв. еуклидско дејство. 

За случај хoмoгeнoг и изoтрoпнoг минисупeрпрoстoрног мoдeла са FRW 

метриком, за који важи 

2( ) ( ),, )0 (i ij ijN N t N h t a t   ,  (7.1.3) 

мeтрикa 4-прoстoрa пoстaje 

2 2 2 2( ) i j

ijds N dt a t dx dx   .  (7.1.4) 

Зa кoсмoлoшки мoдeл сa oвaквoм мeтрикoм и скaлaрним пoљeм са 

стандардним обликом лагранжијан, минисупeрпрoстoр постаје 

дводимензионалан, са координатама 1 2( ) ( , ) ( , )q t q q a   . Дакле, кaдa за 

мeтрику важи (7.1.3), функциoнaлнa интeгрaциja пo мнoгoструкoсти сe свoди 

нa функциoнaлну интeгрaциjу пo 3-мeтрици и jeдну oбичну интeгрaциjу пo 
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лaпс функциjи [122]. Зa грaничнe услoвe ( )q t q   и ( )q t q   , интeгрaл у 

(7.1.2), у кaлибрaциjи 0N  , пoстaje минисупeрпрoстoрни прoпaгaтoр 

| ( , | ,0)q q dNK q N q          ,  (7.1.5) 

где је 

[ ]( , | ,0) I qK q N q Dq e
      ,  (7.1.6) 

квaнтнo-мeхaнички прoпaгaтoр измeђу фиксирaних врeднoсти q 
 и q 

.  

За случај тахионског скаларног поља (4.3.7), интeгрaциja пo 

мнoгoструкoсти сe, у општем случају, не свoди нa функциoнaлну интeгрaциjу 

пo 3-мeтрици и jeдну oбичну интeгрaциjу пo лaпс функциjи. Корен у запису 

тахионског лагранжијана то недозвољава.  

Један од начина да се превазиђе проблем јесте увођење додатног 

(помоћног) скаларног поља ( )h t . Посматрајмо „проширени“ лагранжијан за 

просторно хомогена поља ( )T t и ( )h t  у (ради једноставности) простору 

Минковског 

2
21 1 1

( , , ) ( ) ( )
2 ( ) 2 2 ( )

ext ext

T
T T h h t V T

h t h t
    .  (7.1.7) 

Једначине кретања за тахионског ( )T t и помоћног поља ( )h t , редом имају облик  

2( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0

( )

h t dV T
T t T t h t V T

th dT
   ,  (7.1.8) 

21
( ) 1

( )
h t T

V T
  .  (7.1.9) 

Видимо да поље ( )h t  не поседује динамику, одакле следи да његов коњуговани 

импулс представља примарну везу (у Дираковом формализму) 

0ext

h


  


.  (7.1.10) 

Иако смо увећали број степени слободе (тј. димензију 

минисуперпростора) и без обзира што кинетички члан за тахионско поље у 
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лагранжијану
ext

није канонског облика, употреба овог лагранжијана уместо

tach
 при функционалној интеграцији може бити једноставнија. Заменом поља

( )h t из (7.1.9) у (7.1.7) добијмо (полазни) тахионски лагранжијан  

1 2

2

1
( , ) ( , , ) ( ) 1tach ext h V T
T T T T h V T T

 
    ,  (7.1.11) 

што је уједно и доказ да су одговарајућа дејства идентична. Наравно, при 

израчунавању функционалних интеграла овај проширени систем се посматра 

као систем са везама.  

Ако посматрамо простор-време са поменутом FRW метриком, 

лагранжијани су облика 

3 2 2( , , , ) ( ) 1tach T T a N Na V T N T   ,  (7.1.12) 

2
3 2

2

1 1 1
( , , , , ) ( ) ( )

2 ( ) 2 2 ( )
ext ext

T
T T h a N Na h t V T

N h t h t

 
    

 
,  (7.1.13) 

и свакако важи 

1 2 2

3 2 2

1
( , , , ) ( , , , , ) ( ) 1tach ext h V N T
T T a N T T h a N Na V T N T

 



 
    . (7.1.14) 

Зa минисупeрпрoстoрнe мoдeлe сa квaдрaтичним дejствoм, прoпaгaтoр 

је дaт изрaзoм [123]  

1/2
2

( , | ,0)1
( , | ,0) det

2

I q N qI
K q N q e

q q

  

 


   

 

 
  

  
,  (7.1.15) 

гдe je ( , | ,0)I q N q  
клaсичнo eуклидскo дejствo зa рeшeњa клaсичних 

jeднaчинa минисуперпросторних координата, уз грaничнe услoвe (0)q q  и

(1)q q  . Дакле, минисуперпросторни пропагатор је облика 

1/2
2

( , | ,0)1
| det

2

I q N qI
q q dN e

q q

  

 


   

 

 
    

  
 .  (7.1.16) 
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Уколико разматрања проширимо на р-адичне и аделичне моделе 

неопходно је постојање р-адичног основног стања (| | )pq , дефинисаног као 

[24]  

| | 1
( , ; ,0) (| | )

p
p p

q
K q N q dq q



   



   


 .  (7.1.17) 

Ако је ово испуњено, Свeмир може бити у oснoвнoм aделичнoм стaњу, што ће, 

пре свега, наметнути ограничења на параметре теорије. Ако параметри „не 

поштују“ ограничења, може се спекулисати дa je Свeмир изaшаo из свoг 

oснoвнoг стaњa и дa je дoшлo дo eвoлуциje квaнтнoг стaњa Свeмирa. Taкoђe 

мoжемo спeкулисaти дa кaдa je за свe (или скoрo свe) просте бројеве р, Свемир 

изaшao из oснoвнoг квaнтнoг стaњa, динaмикa сe дaљe oписуje мoдeлимa нa 

aрхимeдoвим прoстрoимa и дoпринoс рeaлнe тaласнe функциje, oднoснo 

рeaлнoг дeлa aдeличнe функциje пoстaje дoминaнтaн. Следећa фaза би билa 

клaсична инфлaцијa и о тoм пeриoду сe вeћ дoвoљнo знa, aли квaнтни пoчeтaк 

инфлaциje oстaћe joш нeкo врeмe тeмa интeнзивних истрaживaњa. 
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8 Закључак 

У овој дисертацији смо разматрали тахионска скаларна поља DBI типа 

са нестандардним обликом лагранжијана, инспирисани Сеновом 

претпоставком да се тахионска поља од суштинске важности за описивање 

интеракција и нестабилности брана у теорији струна, и да су зато од значаја у 

оквиру космологије, посебно у раној фази периода инфлације. Једна шира 

класа потенцијала, пре свега тахионских и са неколико конкретних примера, је 

разматрана у 0-димензоионалном (класична меахника) и квантно-механичком 

лимесу. Показано је да се овакав приступ може применити на реалним 

просторима и реалним бројним пољем, и проширити и генерализовати на р-

адичне бројеве, аделе, односно и на неархимедове просторе. 

Представљена су два начина да се пређе са нестандардног (DBI) на 

стандардни лагранжијан, који нас у барем два примера доводи до добро 

познатог модела–инверзни хармонијски осцилатор. Уведене су оригиналне 

класичне канонске трансформације конкретног облика, подесних за примену 

на ширу класу тахионских потенцијала, које у неким случајевима доводе до 

квадратичних лагранжијана и дејства. Презентована су оригинална 

израчунавања за амплитуде прелаза преко Фејнманових функционалних 

интеграла на архимедовим и нерахимедови просторима. Разматрани су услови 

под којима постоји р-адично, односно аделично вакуумско стање. Ови услови 

намећу нова и потенцијално врло важна ограничења на величине као што су 

карактеристично време и просторна дужина динамичких тахионских процеса, 

вредности поља, а тиме и маса, тахиона, као и на друге параметре теорије. 

Намеће се неколико праваца даљих истраживања. Комплетирање 

аделичне генерализације за разматране потенцијале и друге моделе са локално 

еквивалентним квадратичним лагранжијаном; апроксимативна разматрања 
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система блиских квадратичним; разматрање динамике поља у више-

димензионим случајевима користећи везу са псеудодиференцијалним 

операторима; повезивање квантних феномена тахиона са израчунавањем 

таласне функције васионе у аделичном приступу за раличите метрике; 

нумеричко израчунавање параметара инфлације за тахионско поље у Рандал-

Сундрум моделу, са увођењем радиона и упоређивање са доступним 

посматрачким подацима. 
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Додаци 

Додатак 1 

 

За просторно хомогено тахионско поље у равном простор-времену 

2( , ) ( ) 1tach T T V T T    ,  (9.1.1) 

коњуговани импулс следи из (4.3.2) 

2
( )

1

T
V T

T
 


,  (9.1.2) 

одакле је  

2 2 ( )
T

V T




 
,  (9.1.3) 

где је, да се подсетимо 1   ,
2 1   . Сада је хамилтонијан система 

2 2

2 2

( )
( , )

( )
tach tach

V T
T T T

V T

 
   

 
,  (9.1.4) 

из ког следе Хамилтонове једначине 

 

3 2

3/2
2 2

( , ) ( )(2 1)

( )

tach T V T
T

V T

     
 

  
,  (9.1.5) 

 

2 2

3/2
2 2

(2 ) ( )( , ) ( )
( )

( )

tach
V TT dV T

V T
T dT V T

          
  

.  (9.1.6) 

Упоређивањем израза (9.1.3) и (9.1.5) добија се 

 

3 2

3/22 2 2 2

( )(2 1)

( ) ( )

V T

V T V T

   


   
,  (9.1.7) 

одакле се добија
2(1 ) ( ) 0V T  , тј. за ( ) 0V T  следи 1   . 
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Додатак 2 

Овде ћемо разматрати још један облик нестандардног лагранжијана. Реч 

је о лагранжијану р-адичне теорије струна [124], којим се описује (тахионско) 

скаларно поље ( x ) отворене тахионске р-адичне струне [103] 

1

12
1 1

( , )
2 1

p

p p p
p

    


    


,  (9.2.1) 

где смо, ради прегледности изоставили све константе ове теорије и где је

Даламберов оператор (у простору Минковског)  

2 2 2 2

2 2 2 2
 

t x y z

   
    

   
.  (9.2.2) 

Ова теорија (лагранжијан) је на самом почетку била формулисана за 

просте бројеве р, али се р може заменити било којим природним бројем већим 

од један [125], односно избор се може проширити на позитивне реалне бројеве 

[126]. Лагранжијан (9.2.1) садржи многе битне особине стандардне теорије 

струна. Коришћен је и за описивање (р-адичне) инфлације [104]. 

Нелокалност ове теорије се огледа у постојању бесконачно много 

просторно-временских извода [127]. Деловање диференцијалног оператора се 

може представити преко степеног реда 

1

2

0

1 1 1
exp log( ) log( ) ( )

2 ! 2

n

n

n

p p p
n





   
      

   
 ,  (9.2.3) 

тако да кинетички члан, који садржи просторно-временске изводе има облик 

1

1 1
( log ) ( )

2 !

nki

n

p

nn p
n
 





  ,  (9.2.4) 

док је потенцијални члан 

2 1

0

1 1
( ) |

2 1

pot p

p pV
p

   



 
     

 
.  (9.2.5) 

За случај просторно хомогеног поља ( t ) густина лагранжијана је 
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2

2

1

121 1
( , ) ( ) ( ) ( )

2 1

d

pdt
p t p t t

p
       


,  (9.2.6) 

из ког следи диференцијална једначина кретања „бесконачног реда“ 

2

2

1

2 ( ) ( )

d

pdtp t t  ,  (9.2.7) 

односно користећи (9.2.3)  

2

2
0

1 1 ( )
( log ) ( )
2 !

n
n p

n
n

d t
p t

n dt








 .  (9.2.8) 

Напоменимо да у лимесу 1p  једначина (9.2.7) добија локални карактер [128] 

2

2

( )
2 ( ) log ( )

d t
t t

dt


  .  (9.2.9) 

Нетривијално решење једначине (9.2.7) је експоненцијалног (Гаусовог) облика 

2

( ) a btt e  ,  (9.2.10) 

log 1
,

2( 1) 2 log

p p
a b

p p p


 


,  (9.2.11) 

док су тривијална решења 0  , 1   за сваки прост број р, као и 1   за

2p   [129]. 

Диференцијални оператор у једначини кретања (9.2.7) формално 

можемо посматрати као псеудодиференцијални оператор, користећи (3.3.1)  

2

2

1

2 1
( ) ( , ) ( )

2

d

d tt it a t ep d  


 



 
  
 
 

 ,  (9.2.12) 

са симболом облика [127]  

21
( , ) exp( log )

2
a t p   .  (9.2.13) 

У том случају једначина (9.2.12) постаје 

21
log

2
1

( ) ( )
2

p i t
pe d t

 

   




 

 ,  (9.2.14) 
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где је, да подсетимо ( )  Фурије слика тахионског поља ( )t  

 ( ) ( ) ( ) ( ) i tF t t e dt    



   .  (9.2.15) 

Ако извршимо парцијално диференцирање израза (9.2.14) по времену t и 

параметру р (и поље ( )t и његова Фурије слика ( )  у општем случају зависе 

од броја р) 

212 2
log p i t

p2
2 2

R

1
( )e d ( t )

t 2 t

 

   


   
 

  
 ,  (9.2.16) 

21
log p i t

p2

R

1
( )e d ( t )

p 2 p

 

   


   
 

  
 ,  (9.2.17) 

и комбинујући ова два израза могуће је једначину (9.2.7) „свести“ на 

нелинеарну диференцијалну једначину другог реда [19] 

21
( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) 0

( )
t p t M t t

t
  


    .  (9.2.18) 

Овде је ( )M t полиномна функција времена степена не већег од два 

2( ) ( ) ( )M t A p B p t  ,  (9.2.19) 

где коефицијенти ( )A p и ( )B p зависе од броја р. Функција (9.2.10), као и 

поменута тривијална решења, такође задовољавају једначину (9.2.18). 

Посебно је интересантно разматрати случај када функцију ( )M t можемо 

апроксимирати константом, ( )M t M const  . То се може извести онда када се 

она споро мења са временом или када се посматра сам почетак еволуције овог 

тахионског поља, тј. 1t . 

Рескалирањем поља 

1
( ) ( ) ( )pt Z t t

p
   ,  (9.2.20) 

уз претпоставку ( )M t const , једначина (9.2.18) добија облик 

( ) ( ) 0Z t pMZ t  .  (9.2.21) 
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Ова једначина се може добити из лагранжијана стандардног облика 

2 21 1
( , ) ( ) ( )

2 2
Z Z Z t pMZ t  ,  (9.2.22) 

који је квадратичан по Z и Z , са канонским кинетичким чланом. Овај резултат 

омогућава даље разматрање и примену у теорији поља и космолошкој 

инфлацији [130, 131]. 
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Додатак 3 

Да поновимо, за амплитуду прелаза pK у р-адичном случају, за дејство 

квадратично по почетној 1y и крајњој 2y конфигурацији важи израз (6.1.1), којег 

овде преписујемо ( 1h  ) 

1/2
2 2

2 1 2 1

2 1 2 1

1
( , ; ,0) ( , ; ,0)

2
( ) ( )cl cl

p p p cl

p

S S
K y y S y y

y y y y

 
      

   
.  (9.3.1) 

За ( ) (| | )vac

p py y  из 

2 1 1 1 2( , ; ,0) ( ) ( )
p

vac vac

p p p
Q

K y y y dy y   ,  (9.3.2) 

добија се 

1
2 1 1 2

| | 1
( , ; ,0) (| | )

p
p p

y
K y y dy y


   ,  (9.3.3) 

тј. 

1

1/2
2 2

2 1 1 2
| | 1

2 1 2 1

1
( , ; ,0) (| | )

2
( ) ( )

p

cl cl
p p cl p

y
p

S S
S y y dy y

y y y y 

 
      

     ,  (9.3.4) 

где се, да поновимо, функције
p и корен р-адичне норме могу наћи испред 

интеграла, јер због квадратичности дејства више не зависе од координате по 

којој се врши интеграција.  

За р-адични модел са класичним дејством (5.6.7), 

  2 2

2 1 1 2 1 2( , , ,0) coth( ) 2 csch( )
2

clS y y y y y y


     ,  (9.3.5) 

одговарајућа амплитуда прелаза (6.1.1) је облика 

1/2

2 1 2 1( , ; ,0) ( , ; ,0)
2sinh( ) sinh( )

( ) ( )p p p cl

p

K y y S y y
 

   
 

  ,  (9.3.6) 

односно 
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  

1/2

2 1

2 2

1 2 1 2

( , ; ,0)
2sinh( ) sinh( )

coth( ) 2 csch( )
2

( )

( ).

p p

p

p

K y y

y y y y

 
 

 


  



   

  (9.3.7) 

Израз (9.3.4) добија облик 

  
1

2 2

1 2 1 2 1
| | 1

1/2

2

coth( ) 2 csch( )
2

(| | ).
2sinh( ) sinh( )

( )

( )

p
p

y

p p

p

y y y y dy

y




     

 
  

 


  (9.3.8) 

Користећи особине р-адичних аналитичких функцијаsinh и cosh  [24] 

| sinh( ) | | | , | cosh( ) | 1p p pa a a  ,  (9.3.9) 

као и р-адичних интеграла Гаусовог типа (за 2p  , [26]) 

2 2

| | 1
1/2

(| | ), | | 1

( )( )
( ) (| | ), | | 1,

| | 4
p

p p

pp
y

p p p

p

b a

aay by dy b b
a

a a a


 

   

   


   (9.3.10) 

интеграл у изразу (9.3.8) се може свести на облик 

2

2 21/2

2sinh( )
coth( ) (| | )

| | 2

( )
( )

p

p p

p

y I y





     


,  (9.3.11) 

где је  

2

1/2

(| | ), | | 1

( )
( ) (| | ), | | 1.

| | 4

p p

p

p p p

p

b a

aI b b
a

a a a

 

 

   


  (9.3.12) 

У нашем случају следи 

1
coth( ), | |

2 | |
p

p

a a


   


,  (9.3.13) 

2 2, | |
sinh( )

p

p

y y
b b  

 
,  (9.3.14) 
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Замењујући вредности (9.3.13) и (9.3.14) у израз (9.3.12), израз (9.3.11), за

| | 1p добија облик 

2 2
2 21/2

2sinh( )
coth( ) | | (| | )

| | 2

( )
( ) ( )

p

p p p

p

y
y y





    

 
,  (9.3.15) 

док за | | 1p израз (9.3.11) постаје 

2

2 2 2

2sinh( )
tanh( ) (| | ) (| | )

2
coth( )

2

( )
( )

( )

p

p p p

p

y y y





 


 

    .  (9.3.16) 

Сада је потребно испитати услове под којима је израз (9.3.11), или 

еквивалентно изрази (9.3.15) и (9.3.16), испуњени за 2| | 1py  . 

 

1) Случај | | 1p  . 

За случај | | 1p  (и 2| | 1py  ) израз (9.3.11) се своди на (9.3.15), што, 

очигледно, никад није могуће, док за | | 1p даје  

2

2 2 2coth( ) (| | ) (| | )
2sinh( ) 2

( ) ( )p p p py y y
 

     


.  (9.3.17) 

Како је 

2 2

2 2coth( ) | | 1
2

p

p

y y


   ,  (9.3.18) 

тј. 

2

2{ coth( )} 0
2

py 


 ,  (9.3.19) 

онда следи да је 

2

2 coth( ) 1
2

( )p y


    ,  (9.3.20) 

па израз (9.3.17) постаје 
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1
2sinh( )

( )p


 


.  (9.3.21) 

Ова аритметичка функција, на основу особине (2.5.17) има вредност један за  

2sinh( )
( )ord




-паран број.  (9.3.22) 

Тада је  

1
1

2sinh( ) | |pp



 
  ,  (9.3.23) 

па следи 

ord 0
2sinh( )

( ) 


-паран број,  (9.3.24) 

одакле се закључује да је израз (9.3.11) испуњен уз услов | | 1p . 

 

2) Случај | | 1p  . 

Случај | | 1p доводи до израза (9.3.16), тј. 

2

2 2 2

2sinh( )
tanh( ) (| | ) (| | )

2
coth( )

2

( )
( )

( )

p

p p p

p

y y y





 


 

    .  (9.3.25) 

Сада је 

2 2 2

2 2tanh( ) | |
2

p

p

y y


   ,  (9.3.26) 

па је, за случај 2 2

2| | 1py   , вредност адитивног карактера један 

2

2( tanh( )) 1
2

p y


   .  (9.3.27) 

Израз (9.3.25) сада добија облик 

coth( ) 1
2sinh( ) 2

( ) ( )p p

 
  


  .  (9.3.28) 
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Да би се доказало важење овог израза може се искористити развој у ред р-

адичне функције cosh , израз (2.4.13) [26] 

2

0

( )
cosh( )

(2 )!

k

k k








 .  (9.3.29) 

Другим речима, функција cosh( ) се може написати у канонској форми 

(еквивалентно канонском запису р-адичног броја) 

0

0 1cosh( ) ( ...) (1 ...)p c c p p      ,  (9.3.30) 

где је 0 и наведен је само први члан 0c , који је једнак јединици, док су 

наредни чланови у развоју (9.3.29) изостављени. 

Ова р-адична функција представља квадрат неке друге р-адичне 

функције (другим речима, за фиксиране вредности параметара  и р-адични 

број cosh( ) представља квадрат неког другог р-адичног броја) све док је она 

аналитичка, тј. за 

1
| |p

p
  ,  (9.3.31) 

зато што су потребни и довољни услови за постојање решења pD Q

алгебарске једначине [26] 

2cosh( ) D  ,  (9.3.32) 

сведени на услове 

)i   је паран број, (9.3.33) 

0) 1( )c
ii

p
 .  (9.3.34) 

У овом случају, оба услова i) и ii) су задовољена 

0 1
0, 1, 2( ) ( )c

p
p p

      .  (9.3.35) 

Сада, лева страна израза (9.3.28) постаје 
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2

coth( )
2sinh( ) 2

cosh( )
2sinh( ) 2sinh( )

2sinh( ) 2sinh( )

2sinh( ) 2sinh( )

1,

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

p p

p p

p p

p p

D

 
  



 
  

 

 
 

 

 
 

 



 

 

 



  (9.3.36) 

при чему је искоришћена особина (2.5.8). 

Израз (9.3.25) није испуњен за случај 2 2

2| | 1py   , и у коначном, израз 

(9.3.16) важи за | | 1p и 2 2

2| | 1py   . Дакле, овај p-адични квантни систем ће 

бити у вакуумском стању за случај „р-адичног времена“ | | 1p , све док важи

2 2

2| | 1py   (за 2p  ). 

Треба додати да је налажење услова за постојање -стања за случај

2p  могуће урадити истим поступком, али о томе на овом месту неће бити 

речи. 
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